Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

9. tétel:
Elso- és masodfoku egyenlotlenségek, pozitiv szamok nevezetes kozepei, és
ezek felhasznalasa szélsoérték-feladatok megoldasaban

Egyenlotlenség:

Két relaciosjellel 6sszekapcsolt kifejezés vagy fiiggvény.

Az egyenl6tlenséget szokas olyan specialis nyitott mondatnak (valtozo(k)tol fiiggd
allitas) is nevezni, amelynek alaphalmaza szamhalmaz.

Az egyenlotlenség megoldasa:

Megkeressilk a két kifejezés/fiiggvény kozos értelmezési tartomanydnak —
alaphalmazanak — azon elemeit, amelyekre a két kifejezés/fliggvény helyettesitési
értekei a megadott relacioban vannak. Ezeknek halmaza az egyenl6tlenség
megoldashalmaza vagy mas néven igazsaghalmaza.

Ha az egyenldtlenség az alaphalmaz minden elemére teljesiil, akkor a megoldashalmaz
egyezik az alaphalmazzal, az egyenldtlenség ilyenkor azonossdg.

Ha a relacios jel két oldalan a valtozoknak csak algebrai egész kifejezései vannak, akkor
algebrai egyenlotlenségnek nevezziik. Ennek fokszama a benne szerepld legmagasabb
fokszamu tag fokszamaval egyenlo.

Nem algebraiak példdul az abszolut értékes, a tortes, a gyokos, az exponencidlis, a
logaritmikus, a trigonometrikus egyenldtlenségek.

Egyenldtlenség megoldasandl a negativ szdmmal vald szorzas/osztas megforditja a
relaciods jelet. Ezért példaul ismeretlennel (eldjelvizsgalat nélkiil) nem lehet beszorozni.

Elsofoku egyenlotlenség:
Redukalt alakja: mx+b>0, m;beR m=0.

Megoldasa m eldjelétdl fiigg: m > 0, akkor x > —E, ham <0, akkor x < b
m m

Masodfoku egyenlotlenségek:
Redukalt alakja: a-x* +b-x+c¢>0, ahol a;b;ceR a=0

1. megoldas: a fliggvénygrafikon értékeinek leolvasasa alapjan:

A masodfoku fiiggvény képe egy parabola.

A fliggvénynek D-t6l fliggben 0, 1, vagy 2 metszéspontja van az x tengellyel,
amelyeket az egyenlet megoldasaval megkaphatunk. A fiiggvény 0-nal kisebb
vagy nagyobb f(x) értékeihez tartozd x-eket leolvashatjuk a fiiggvény
grafikonjarol.
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[.eset: a>0

D>0 D<0
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II. eset: a< 0
D>0 D=0 D<0
J&
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X, <X <X, %)

11. megoldas: algebrai iton

Az egyenlet gyOkeinek meghatdrozasa utan felirhatdé gyoktényezOs alakba:
a-(x—x,)-(x —x,)>0alakban. Ezutan a szorzat tényezdinek eldjelét vizsgilva
megkaphatjuk a megoldashalmazt.

Természetesen az a-x” +b-x +c¢ >0 egyenlbtlenséget is hasonldan oldjuk meg.

Pozitiv szamok nevezetes kozepei:
Harmonikus kozép:

n db pozitiv valos szam harmonikus kdzepét megkapjuk, ha n-et elosztjuk a szdmok
reciprokosszegével.

n
H= X
1 1 1 ”
— .+
X, X, X

Xy X, >0

n

n

Geometriai (mértani) kozép:
n db pozitiv valds szam mértani kozepe a szamok szorzatanak n-edik gyoke.
G=4X,X,"..."X X X550 X, 20

n
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Szamtani (aritmetikai) kozép:
n db valoés szam szamtani kozepe a szamok 0sszegének n-ed része..

X FX X,

A X, X550, X, €R

n

Négyzetes (kvadratikus) kozép:
n db pozitiv szdm négyzetes kozepe a szdmok négyzetdsszege n-ed részének
négyzetgyoke.

2 2 2

X, +X,+..+X

Q:\/ 1 2 n X,y Xy5een X, 20
n

k-adik hatvanykozép:
n db pozitiv szam k-adik hatvanykozepe a szamok k-adik hatvanyOsszege n-ed
részének k-adik gydke.

k k k
X, +x, Fotx ,
Qk:k\/ p . keN €s k>2 XXy ,00X, 20

Tétel:
Pozitiv szamok kozepei nagysagrendi sorba éllithatok, ha x ,x,,....,x, >0 és k>2, akkor:

min{xl;xz;...;xn}SH SG<A<Q<Q < max{xl;xz;...;xn}

Barmely kettd kozott az egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha x, =x, =...=x,.

n

Tétel:
Két pozitiv szam harmonikus kozepe kisebb vagy egyenld, mint geometriai kozeplik.
Egyenldség akkor €s csak akkor all fenn, ha a két szdm egyenld.

Bizonyitas: %S\/E

7_’_7

a b

2ab
< Jab J:\ab >0

a+b

2\/ESI /-(a+b)>0

a+b

2\ab <a+b [=2Jab
0<a+b-2Jab

0<(a-bJ

Ez pedig azonosan igaz, az egyenldség pedig valdban a=>b esetén all fenn.
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink.
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Tétel:
Két pozitiv szam geometriai kozepe kisebb vagy egyenld, mint a szamtani kozepiik.
Egyenldség akkor, és csak akkor all fenn, ha a két szam egyenld.

Bizonyitis: JJab < a—;b /-2
24/ab<a+b
0<a-2+ab+b

0<(va-+b]
Ez pedig azonosan igaz, az egyenldség pedig valdban a=>b esetén all fenn.
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink,

Tétel:
Két pozitiv szdm szamtani kozepe kisebb vagy egyenld, mint négyzetes kozepiik.
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a két szam egyenlo.

2 2
Bizonyitds: ath <. 2 ;b / ( )z hiszen mindkét old. >0

2
az+2ab+bzsaz+b2 /.4
4 2
a’ +2ab+b’ <2a’+2b’ /—a* —2ab—b*
0<a’—2ab-b’
0<(a-b)

Ez pedig azonosan igaz, az egyenldség pedig valoban a=b esetén all fenn.
Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink,

Felhasznalasok:

1. Pozitiv szam és reciprokanak osszege nagyobb vagy egyenlo kettonél, de csak

akkor lehet egyenld, ha a szam 1. Azaz x + ! >2,hax>0.
X

Bizonyitas: hasznaljuk a szdmtani és mértani kozép 0sszefiiggését x és —-re
X

1

Tehat: X> |x-—=1,amib8l x +—>2
2 X X

Es az egyenl8ség csak akkor teljesiil, ha x = l, vagyis x’ =1, tehat x=1.
X

2. Adott keriiletii téglalapok koziil a maximalis teriiletii a négyzet.
Bizonyitas:
hasznaljuk a szdmtani és mértani kozép kozti 6sszefliggést a téglalap oldalaira

rva-b < a ; b , beirhatjuk a helyére a téglalap keriiletét €s tertiletét




Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

2

\/TSE, vagyis TSK—
4 16

2
A teriilet legnagyobb értéke Il<_6 lehet, €és ezt a maximumot el is érheti, ha G=4,

azaz ha a=b. Tehat a teriilete akkor lesz maximalis, ha a téglalap négyzet.

3. Keressiik meg az f(x)=x"—x fiiggvény maximumat [0;1]— en!
Mivel: f(x)=x-(I-x), hasznidljuk a szamtani és mértani kozép kozti
Osszefiiggést x-re €s (1 — X) re (ha x e [0;1], akkor ezek a szamok nemnegativak)!

(=)< XX L hst pedig £(x) = x-(1-x) <+

2 2 4
A fliggvény minden értéke [0;1]— en tehat kisebb vagy egyenld %-nél, de ezt el is
érheti, ha A=G, vagyis x=1-x. Ez lehetséges, ha x = % . Igy a fiiggvény

maximuma X = 5 -ben van, értéke pedig %

4. Keressiik meg az f(x)=x’—x fiiggvény maximumat [0;1]— en!
Mivel f(x)=x”-(1-x)=x-x-(1-x), hasznaljuk a szamtani és mértani kozép
Osszefiiggését x, x, 2(1-x) —re (ezek nemnegativak).

(pont ezért kellett a 2-es szorzo, hogy A konstans legyen)

3\/X-X'2(1—X)SX+X+22(1_X)=1 -

ebbdl f(x)=x-x-(1-x)< %, és ezt a maximumot el is érheti, ha x = x =2(1 —x)

Ez pedig x = % -nal lehetséges.

Alkalmazasok:
Matematikan beliil:
- egyéb, magasabb foku, vagy nem algebrai egyenldtlenségek visszavezethetok
a masodfoku egyenldtlenség megoldasara
- kifejezések értelmezési tartoméanyanak vizsgalata
- szélsoérték-feladatok elemi uton torténd megoldasahoz (lasd 4 példa)
- statisztikdban a minta jellemzése
- kozépértékek,
- szOras mint az eltérések négyzetes kozepe
- banki kamat (mértani kdzép)
- sulyozott szamtani kozép

Egyéb:
- atlagsebesség egyez0 uton (harmonikus kdzép)



