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10. tétel
Szamsorozatok és tulajdonsagaik

Sorozat:
Olyan fiiggvény, melynek értelmezési tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza.
Szamsorozat képhalmaza a valds szamok halmaza. f:N"™ — R
f(n)=a_ jeloli a sorozat n-edik tagjat.

Sorozat megadasa:
- képlettel
1) explicit képlet, pl: a_, =2-n
2 n=1
2) rekurziv képlettel: a_ =
a,_ +2 n>l
- szoveggel
a, =az n-edik pozitiv paros szam

Sorozatok abrazolasa:
derékszogl koordindtarendszerben (de csak pontokat).

Sorozatok jellemzése:

monotonitds:
{a,} sorozat monoton novo, haa;<a,<az<.... (szigortan, ha a;<a,<az<....)
{a,} sorozat monoton csokkend, ha a;> a,> a3> .... (szigoruan, ha a;>a,>a;>....)
{a,} sorozat monoton, ha a négy valamelyikét kielégiti.

korlatossag:
{a,} sorozat feliilrél korlatos, ha van felsd korlatja, azaz 3K e R Vn-re a, <K.
{a,} sorozat alulrdl korlatos, ha van also korlatja, azaz 3L e R Vn-re a, 2L
{a,} sorozat korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

megjegyzes:
- ha egy sorozat alulrol korlatos, akkor létezik legnagyobb also korlatja (infimuma)
- ha egy sorozat feliilr6] korlatos, akkor Iétezik legkisebb felso korlatja (szuprémuma)

hatarerték:
Az {a,} sorozat az A szdmhoz konvergdal, ha
Ve>0-hoz dn, kiiszobindex, hogy n>n, esetén a, € (A—¢;A+¢€), azaz | a, —A | <eg.
Jelolés: a,—> A, vagy lima, = A.

n—oo

Példaul: lim l =0

n—oo n
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Az {a,} sorozat végtelenhez tart, ha ¥ K-hoz dny, hogy V n>n, esetén a,>K.
Jelolés: a, — o, vagy lima_ =c0.

n—oo

Példaul: lim n* =

n—oo

Az {a,} sorozat minusz végtelenhez tart, ha V L-hez dn,, hogy ¥V n>n, esetén a,<L.
Jelolés: a, — —oo, vagy lim a_ =-o0.

n—oo

Példaul: lim (—n)=—oo

n—oo

{a,} konvergens, ha 3AeR, hogy a,— A, azaz ha létezik véges hatarértéke.
{a,} divergens, ha nem létezik hatarértéke, vagy ha a hatarértéke +oo.

Példaul a, =(—1)" divergens.

Tétel: Minden konvergens sorozat korlatos.
Tétel: Korlatos és monoton sorozat konvergens.
Tétel: Monoton sorozatnak mindig van hatarértéke.
- Ha korlatos, akkor konvergens (van véges hatarértéke).
- Ha nem korlatos, akkor +oo vagy -o0, a monotonitasatol fiiggden.

Hatarértékek meghatarozasi modszerei
- definicioval, becsléssel
- rendOr-elv
- ismert hatarértékekre vald visszavezetéssel
- miveleti szabalyok alapjan (a kritikus hatarértékek atalakitasa)
- gyoktelenités, a nevezd legnagyobb tagjaval valo egyszeriisités

Szamtani sorozat:
Definicio6: a, sorozat szamtani sorozat, ha a szomszédos tagjainak kiilonbsége allando,
azaz: Vn>l-re a_, —a_ =allando=d (differencia).
azaz: a,, =a_ +d (rekurziv képlet)
ha d>0 : szigorian monoton nd, a;<a,<az<a;<...
ha d=0 : konstans, a;=a,=a;=a;= ...
ha d<O0 : szigorian monoton csokken, a;>a,>a;>a;>...
Allitas: a_=a, +(n—1)-d
Bizonyitas: teljes indukcioval
1. n=l-re a,=a, +(1-1)-d v
n=2-re a,=a,+(2-1)-d v'(def)
2. Tegylk fel, hogy:n=k —ra igaz azaz: a, =a, + (k —1)- d
kell, hogy k+1 —re is igaz legyen, azaz: a,,, =a, +k-d
a_ za +d=a +(k-1)d+d=a,+k-d v

o

definici6 indukcios feltétel
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Allitas: a_=a, +(n—k)-d, vagyis a, —a, =(n—k)-d

Bizonyitas:
a =a, +(n-1)-d
c=a, +(k-1)-d

a,—a, =(n-1)-d—(k—1)-d=(n—k)-d
Alll’tas. Egy szamtani sorozat harom szomszédos tagja koziil a kozépso a két szE&lso

an—l + an+1

szamtani kozepe, azaz: a, = (Vn >1 esetén)

Bizonyitas:
a, =a —d
+a, 6 =a +d (definiciok alapjan)
a +1 = 2 ’ an

a .+

. L . . o Lta
Megjegyzés: ez szimmetrikus tagokra szintén igaz: a, =———= ha n>k

Allitas: Egy szamtani sorozat elsd n tagjanak osszege
a,ta, 2a,+(n—1)-d .

2 2
Bizonyitas: Gauss-modszere alapjan

S, =

S,=a, +a,+a,+..+a_,+a,_ , +a,
+ S,=a, +a, , +a, ,+..+a,+a,+a,
2-S. =(a, +a) (a +a_ )+(a,+a_,)+..+(a +a_, )+..+(a, +a,)
viszont: a, +a, ) =a, + +(k- 1) d+a, —(k 1)-d=a, +a, Vk-ra
Tehat 2-S =n-(a, +a, ), amibél adédik a tétel.

Mertani sorozat:
Definici6: a, sorozat mértani sorozat, ha a szomszédos tagjainak hanyadosa allando,

azaz: Vn>l-re “ml—jillando = q (kvociens), ahol q#0 ésa_#0.
a

n

Tehat: a_,, =a, -q (rekurziv képlet)

ha g>1
¢s a,>0 , akkor szigorian monoton né és igy alulrol korlatos
¢s ;<0 , akkor szigoruan monoton csokken és igy feliilrél korlatos
ha g=1 , akkor konstans (korlatos ¢s monoton)
ha 0<g<l1
¢s a;>0 , akkor szigoruan monoton csokken és korlatos
¢s ;<0 , akkor szigorian monoton né és korlatos
ha -1<g<0, akkor nem monoton, de korlatos
ha gq<-1, akkor nem monoton, és nem is korlatos
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Allitas: a_ =a, -q""
Bizonyitas: teljes indukcioval
1. n=l-re a =a,-q"' v
n=2-re a,=a,-q " v (def)
2. Tegylik fel, hogy:n=k —ra igaz azaz: a

k=4 qk_l
kell, hogy k+1 —re is igaz legyen, azaz: a,, =a, -q"

ayy Ta4,-q =4, 'qk_l q=a, 'qk v

o

definicido indukcios feltétel

n-k

an
=q

ay

Allitas: a_=a, -q"™*, vagyis

. oo, _ n-1
Bizonyitas: a =a, -q
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ca,=a,-q"" mivel a, #0 ezért eloszthatjuk az egyenleteket

a, — q(n—l)—(k—l) _ qn—k
ay

Tétel: Egy mértani sorozat harom szomszédos tagja koziil a kozépso abszolut értéke a két

sz€1s6 mértani kozepe, azaz: | a,

Bizonyitas:
an—l = an /q
a,, =a -q (definiciok alapjan)
_ 2
an—l 'an+l - an

. ” . . . ’ . 2
Megjegyzés: ez szimmetrikus tagokra szintén igaz: a ~ =a, , -a

Allitas: Egy mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege

n

q_

S, =a,- persze ha q#1

Bizonyitas:
S, =a, +a,+a,+...+a_,+a_ +a,  /q

n+k

* 4 2
=,a, -a,, ,vagyinkabb a “~=a  -a_,

ha n>k

q.Sn =a, -q-l—az -q+33 -q+.“+an_2 .q+an_l .q+an -q, azaz
q-S, =a,+a,+a,+..+a_,+a_ +a_ -q ebbol kivonva S,-t

q'Sn_Sn:an'q_al:al'qn_alzal'(qn_l)a
Sn-(q—l):al-(q“—l) igy mivel q #1

q" -1

'q—l

Megjegyzés: S =a, -n,ha q=1

S =a

n 1
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Nevezetes sorozatok:

1) Fibonacci-sorozatok: olyan sorozatok, melynél az elsé két tag adott, és minden azt
kovetd tag az el6z0 kettd osszege. a, =a, , +a, , n>2 esetén.

Ha a, =1 és a, =1, akkor speciel an=L- ﬂ L ﬂ (aj)
V52 Vs {2

2) (1 + ij , hatarértéke e, illetve lim (1 + ij =e°

n n—oo n

Alkalmazasok:

a viragszirmok szama gyakran Fibonacci-szam (liliom 3, vadrézsa 5; vérpipacs 8,
koromvirag 13, cikoria 21, utilapu 34)
- fenydtoboz, ananész, karfiol, malna Fibonacci spiralba rendezddik
- baktériumok szaporodésa a Fibonacci-sorozat szerint torténhet
- kamatszamitas
- Osszegzési problémak
- pénziigyi szamitasokban
- kamatos kamat szamitasakor
- torlesztés évi részletének szamitasaban
- népességndvekedés (mértani sorozat)
- hatarozott integral kozelitddsszegeinél sorozathatarértékkel szamolunk

- irraciondlis kitevdjii hatvany definicidja sorozatokra épiil



