Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

11. tétel
Fiiggvények vizsgalata elemi uton és a differencialszamitas felhasznalasaval

Fiiggvény:
Ha egy 4 halmaz minden eleméhez hozzarendeliink egy B halmaz egy-egy elemét, akkor
egy A-bol B-be rendeld fiiggvényt kapunk. Jele: f: A — B.
A =D, : értelmezési tartomany, B : képhalmaz
R; = {ye B | xeA:f(x)=y }c B: értékkészlet
f(a)=Db
Jelei: a — f(a) ; a-hoz a fliggvény b-t rendeli, a képe b vagy b 6sképe a
a—>b

Definicio:
f fiiggvény injektiv, ha kiillonb6z6 elemekhez kiilonb6zot rendel
f(Xl): f(Xz):> X=X,
f fliggvény sziirjektiv, ha minden képhalmazbeli elemnek van dsképe (azaz B=Ry)

f fiiggvény bijektiv, ha injektiv €s sziirjektiv is
(azaz minden képhalmazbeli elemnek pontosan egy dsképe van)

Bijektiv fiiggvény invertalhato (azaz a hozzarendelési szabalya megfordithato)
ésha f:D, >R, és f(a)=b, akkor f':R, - D, és f'(b)=a

Fiiggvény vizsgalatanak szempontjai:

Paritas:
f(x) fiiggvény pdaros, ha xeD, < -xeD; ¢é f(—x)=f(x) VxeD;-re.
f(x) fiiggvény pdratlan, ha xeD, < —xeD; é f(—x)=-f(x) VxeD;-re

Periodikussag:

f(x) fiiggvény periodikus,ha 3p>0: xeD; <& x+peD; és

f(x)=f(x+p) VxeD,.

Ha létezik legkisebb ilyen tulajdonsagl p, akkor azt nevezziik a fiiggvény periodusdanak.

Monotonitas:

f(x) monoton nové I-n, ha x,,x, e I < D; és x; <x,, akkor f(x;) < f(x,).

f(x) szigoriian monoton nové I-n, ha x,,x, e € D; és x| <x,, akkor f(x,) < f(x,).

f(x) monoton csokkend I-n, ha x,,x, e | c D; és x, <x,, akkor f(x;) > f(x,).

f(x) szigoriian monoton csokkend I-n,ha x,,x, el c D, és x, <x,, akkor f(x,) > f(x,).

Zérushely:
f(x) fiiggvény zérushelye x, € D,, ha f (XO) =0.
(Ahol a fiiggvény grafikonja metszi az x tengelyt.)
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Szélsoérték:
f(x)-nek a-ban szigoru lokdlis maximuma van, ha
f(x) értelmes a egy kornyezetében €és a egy kornyezetében a-ban a legnagyobb a
fliggvény.
35,>0 (a—5,,a+8)cD(f) é 3I5>0 Vxe(a-35,a+5)\{a} esetén f(x)<f(a)
Hasonloképpen definialhatjuk a szigort lokalis minimumot (illetve a nem szigorukat).

f(x)-nek a-ban abszolut vagy globdlis szigori maximuma van, ha
f(x) értelmezve van a-ban, €s a fliggvény legnagyobb felvett értéke f(a).
aeD, ¢és Vxe Df\{a} esetén f(x) <f(a)

Hasonloképpen definialhatjuk a szigort globalis minimumot (illetve a nem szigortkat).

Korlatossag:
Az f fiiggvény feliilrél korlatos, ha 3K e R, hogy f(x) <K VxeD,-re
ekkor K a fiiggvény egy felsd korlatja
Az f fiiggvény alulrél korlatos, ha 3L e R, hogy f(x) 2L VxeD,-re
ekkor L a fiiggvény egy also korlatja
Az f figgvény korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos. IK € R |f (X)| <K VxeD,-re

Konvexitas:
Egy ffiiggvény konvex az I = D, intervallumon, ha minden [X 5 Xz] c I intervallumon a

fliggvény grafikonja (X sEx l)) és (Xz;f (Xz)) pontokat 6sszekotd huar alatt halad.
Egy ffiiggvény konkdv az I = D, intervallumon, ha minden [X l; Xz] c I intervallumon a
fliggvény grafikonja (X sf(x l)) ¢s (Xz;f (Xz)) pontokat 6sszekotd hur felett halad.

Elemi fiiggvények, fiiggvénytranszformaciok

Elemi fiiggvények:

Els6foku azaz linearis fiiggvény f(x)=m-x+b m;beR

Masodfoku fiiggvény f(x)=a-x>+b-x+c= a-(x —u)2 +v a;b;c;cu;veRa#0
Abszolutértékes fiiggvény f(x)=a- |X — u| +v a;u;veRa#0

Hatvanyfiiggvény f(x)=x" nez

Gyokfiiggveény f(x) = X neZ

Elséfokd tortfiggvény £(x)= 212
cx+d

a;b;c;deRc#0

Exponencialis fliggvény f(x)=a" a>0a=l1
Logaritmusfiiggvény f(x) =log, x a>0a=l1

Trigonometrikus fliggvények sinx, cosX, tgx, ctgx
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Fiiggvénytranszformaciok:

Fiiggvény transzformdciokkal egy-egy fiiggvénytipus valamely filiggvényébdl a
hozzarendelési szabaly bizonyos megvaltoztatasaval ijabb fliggvényeket allithatunk eld.

f(x)+c a fliggvény grafikonja eltolodik a (0; c) vektorral

f(x+c)  afliggvény grafikonja eltolodik a (— c;O) vektorral

- (%) a fliggvény grafikonja az x tengelyre tiikr6z0dik

f(-x) a fliggvény grafikonja az y tengelyre tiikkr6z0dik

c-f(x) afluggvény grafikonjaa A =c aranyu x tengelyli merdleges affinitast képe lesz
f(c-x) afliggvény grafikonjaa A =1/c aranyu y tengelyii merdleges affinitasu képe lesz

Fiiggvényvizsgalat

Az elemi filiggvények tulajdonsdgait felhasznalva elemi uton vizsgdlhatok azok a
fliggvények, amelyek valamely alapfiiggvény transzformaciojaként eldallithatok.

Definicio:
Az f(x) fiiggvény differencidlhatd a-ban, ha értelmes a egy kornyezetében, és
limM hatarérték létezik €s véges.
X—a X j— a

Ekkor f(x) derivaltja a-ban: f'(a) = limw.
X—a

X—a

A f'(a) értéke megadja, hogy az f(x) hez a-ban htzott érinté meredeksége mekkora.
fgy az érint6 egyenlete: y=f'(a)-(x —a)+f(a)=f'(a)-x +f(a)—f'(a)-a

Ha egy fliggvény differencialhatd a-ban, akkor a-ban folytonos is.

f'(x) > 0egy I intervallum minden pontjara <> f(x) monoton nd I felett
f'(x) < 0egy I intervallum minden pontjara <> f(x) monoton csokken I felett

f'(x) > 0egy I intervallum minden pontjara = f(x) szig. monoton n¢ I felett
f'(x) < 0egy I intervallum minden pontjara = f(x) szig. monoton csokken I felett

f(x)-nek sz¢lséértéke van a-ban = f'(a) =0.
Ez a sz¢éls6értéknek csak sziikséges feltétele, de nem elégséges, pl. f(x)=x".

f'(a)=0, és f"(a) # 0 = f(x)-nek szélsoértéke van a-ban. (elégséges feltétel)
¢s ha f"(a) > 0, akkor a-ban a fiiggvénynek szig. lok. minimuma van
ha f"(a) <0, akkor a-ban a fliggvénynek szig. lok. maximuma van

vagy a monotonitasbol is eldonthetd, hogy szélsdérteke van-e a fliggvénynek:
ha f'(a)=0 és elbtte egy kornyezetben a derivalt negativ/pozitiv és utina
pozitiv/negativ, akkor a fiiggvénynek szigort lokalis minimuma/maximuma van.
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Konvexitas:
f"(x) > 0 egy intervallum minden pontjara < f(x) konvex az intervallum felett

f"(x) <0 egy intervallum minden pontjara < f(x) konkav az intervallum felett
ha f'(a) =0, és f"(a)=0 illetve f"(a)# 0, akkor a fliiggvénynek a-ban inflexios

pontja van.

Elemi fiiggvények derivaltjai:

' ' v 11
1 (x) =c-x*" 2.(a*) =a*-Ina 3. (log, x) =—-—
(x) ) log, ) -1
4. (sinx)'=cosx 5. (cosx)'=—sinXx 6. (tgx)'= (sm X j = 12 ,
COSX cos” X
7. (ctgx)'= (C?’“j S
sin X sin” x
Miiveleti szabalyok: f, g differencidlhato fiiggvényekre
1. (c-f) =c-f’ konstans kiemelhetd
2. (f+g) =f'+¢ fliggvények Osszege tagonként derivalhatod
3.(f-g) =f-g-f-g fliggvények szorzata mar nem derivalhato tényezOnként
4. (E = g _2f £ hanyados-fiiggvény derivaltja, plane nem
g g

5 (fog) =(f'og)- g Osszetett fliggvények derivalasa, lancszabaly
masképpen: [f(g(x))] = '(g(x))-£'(x)

A fiiggvényvizsgalat 1épései:

Ertelmezési tartomany megallapitasa (lehetdleg intervallumosan)
Z¢rushelyek, y-tengely metszet, paritas megallapitasa

A fliggvény hatarértékei az értelmezési tartomany ,,szélein”

A fliggvény elsé derivaltjabol a monotonitas megallapitasa

A szélséértékek leolvasasa a monotonitasbol

A fliggvény masodik derivaltjabol a konvexitas megallapitasa
Az inflexi6s pontok leolvasasa a konvexitasbol

® NSk =

A fliggvény vazlatos rajza alapjan értékkészletének megallapitasa
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Tétel:
Az f(x)=x" neN" fliggvény derivaltja azae R helyen f'(a)=n-a""

Bizonyitas: definici6 alapjan

0

. x"—a" . (x—a)x""+x"Pa+x"’a’+..+a" l)
f'(a) =lim =1lim
( ) X—a X_a X—a X_a
Y
=lim(x"" +x"a+x"a’ +...+x" """ +..+a"")=n-a""
X—a
N N N N N
a" a" a" a" a"

Tétel:
Az f(x)=sinx filiggvény derivaltja azac R helyen f'(a) =cosa.

Bizonyitas: definici6 alapjan

0
sin X — sin{ COS( j Sm( j
f'lay=lim—— = lim =
X—a X J— a X—a X J—
\ sin
0 ( j ( j
=limcos =cosa
x—a X
siny
cos a 1 mivel lylg)l y =1

Alkalmazas:
— szélsoérték-feladatok megoldasa
— flggvényvizsgalat (fizikdban grafikonvizsgalat)
— ¢érintd meghatarozasa
— fizikai mennyiségek kozti torvények (sebesség — ut, gyorsulds — sebesség)
— kozgazdasagtan (rugalmassag)



