Magyar Eszter Emelt szintl érettségi tételek

12. tétel:
Hasonlosag és alkalmazasai haromszogekre vonatkozo tételekben

Ko6zéppontos hasonlésagi transzformacio:
Adott a sikon egy O kdzéppont és egy A € R\{O} arany.

A sik tetszOleges P pontjanak legyen képe az a P’ sikbeli pont, melyre
- haP =0, akkor P’ = P (= 0), azaz a kozéppont képe 6nmaga,

=11,

- ha P # O, akkor P’ az a pont OP egyenesén, melyre (())1;

¢s ha A <0, akkor O elvalasztja P-t és P’-t, ha A > 0, akkor nem.

A

A>1 0<Ax<l —-1<A<0

A kozéppontos hasonlésagi transzformacio tulajdonsagai:
- egyenestartd (sOt, egyenes ¢és képe parhuzamos)
- szogtartod
- koriiljarastarto
- nem tavolsagtartd (csak A =1 vagy A = —1 esetben)
- fix pontja a kozéppont, fix egyenesei a kdzépponton athaladd egyenesek (k # 1)

- inverze egy ugyanolyan kozéppontl 1/A aranyt kozéppontos hasonlosag

Hasonldsagi transzformacio:
Egy kozéppontos hasonlosag és egy egybevagodsagi (azaz tavolsagtartd) transzformacid
egymas utani végrehajtasaval kapott transzformacio.

Alakzatok hasonlésaga:
Két alakzat hasonlo, ha 1étezik olyan hasonloséagi transzformacio, mely egyik alakzatot a
masikba viszi at.

A haromszogek hasonlésagainak alapesetei:
Két haromszog akkor €s csak akkor hasonlo, ha a kovetkezo feltételek egyike teljesiil:
(1) megfeleld oldalaik hosszanak ardnya egyenlo;
(2) két-két oldalhosszuk ardnya és az ezek altal kozrefogott szogek nagysaga egyenld;
(3) két-két szogiik paronként egyenld nagysagua; (vagyis tehat mindharom)
(4) Kkét-két oldalhosszuk aranya megegyezik €s a nagyobbikkal szemkozt levd szogek
nagysaga egyenlo;
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Parhuzamos szelok tétele: (PSZT) L
C
Ha egy szOg szarait parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor A
az egyik szaron keletkez6 szakaszok aranya egyenlé a masik s .
szaron keletkezd megfeleld szakaszok aranyaval. AT B C D’
Azaz: AA'||BB'||CC'||DD" = AB_AB vagy OA _OA
CD C'D OB OB

Parhuzamos szelok tételének megforditasa: (TZSP)
Ha két egyenes egy szog szaraibol olyan szakaszokat vag le, amelyeknek ardanya mindkét
szaron egyenld, akkor a két egyenes parhuzamos.

OA_OA  An'|IBB 5
OB OB

Azaz:

Parhuzamos szelészakaszok tétele: (PSSZT)

Ha egy szOg szarait parhuzamos egyenesekkel metssziik, AN B
akkor a parhuzamosokbol a szarak 4altal kimetszett

szakaszok aranya megegyezik a parhuzamosok altal az egyik szarbol kimetszett
szakaszok aranyaval.

Azaz: AA'||BB’

AA'_OA
BB OB

Hasonlodsagi tételek:

Szogfelezotétel:
Egy haromszog belsé szogfelezdje a szemkozti oldalt a
szomszeédos oldalak ardnyaban osztja.

. x b
Azaz: — =——, vagyis —=—
DB AB y ¢

Bizonyitas:

Huzzunk  parhuzamost C-n  keresztil a
szogfelezével, a parhuzamos messe AB-
oldalegyenest C’-ben.

CAD <=C’CA< mert valtoszogek

CC’A < =DAB < mert egyallasu szogek

Tehat : CC’AD egyenldszaru,
AC’=AC=b

C'A er=rc AC

Alkalmazva a parhuzamos szeldk tételét: — = =
AB AB
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Magassagtétel:
Egy derékszogli haromszogben az atfogohoz tartozo
magassag a befogok atfogora esd merdleges vetlileteinek
mértani kozepe.

Azaz: CT =+AT-TB, tehat m=./p-q

Bizonyitas:

ACT=< =CBT=<= B és BCT< = CAT <=, mivel paronként merdleges szara szogek
fgy tehat ATCO ~ CTBO, mivel minden szogiik paronként megegyezik.

A megfeleld oldalak aranyat felirva a két haromszogben:

M _ 9 amibél adodik: m=+/p-q
p m
Befogotétel:

Egy derékszogli haromszog befogoja az atfogd €s a befogd
atfogora es@ merdleges vetiiletének mértani kozepe.

Azaz: CA=+AT-AB,tehat b=,/p-c

Bizonyitas:
ACT < =CBT <= 3 mivel merdleges szart szogek
fgy tehat ATCO ~ ACBO, mivel minden szogiik paronként megegyezik.

A megfeleld oldalak aranyat felirva a két haromszogben:

b_ % amibél adodik: b =+/p-c
p
Korhoz huzott szeloszakaszok tétele:
A korhoz kiilsé pontbol huzott szeldszakaszok szorzata allando,

mégpedig a kiilsé pontbol hizhato érintészakasz négyzete.
Ezt nevezziik egy kiilsé pont korre vonatkoz6 hatvanyéanak.

Azaz: PE’=PA-PB

Bizonyitas:

Mivel EBA < EA hurhoz tartozé keriileti szog a korben, EBA < pedig ugyanehhez a
htrhoz tartozé érintdszaru kertileti szog, ezért EBA< = EBA<

Ezért tehat AEP & ~ EBP O, mert szégeik paronként megegyeznek.

A megfeleld oldalak aranyét felirva:

PE _PB b6l adodik: PE2 = PA - PB
PA PE
Megjegyzés:

PE’® = PO? —r?, ezért definialjuk igy minden pontra a pont kdrre vonatkozé hatvanyat.
Kovetkezmény: PO® —r* >0 <« P kiilsé pontja a kornek

PO’ —-r* =0 < P akériv egy pontja
PO’ —-r* <0 < P belsd pontja a korivnek.
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Belso pontra vonatkozo tétel:

Egy a koron beliili adott ponton athaladé6 hurok szakaszainak
szorzata allando.

Azaz: PA-PB=PA'-PB’

Bizonyitas:

Mivel BAB’< ¢és BA’B’< BB’ hurhoz tartozo6 keriileti szog a korben, ezért
BAB’< = BA’B’ <.

Tovabba ABA’< és AB’A’<  AA’ hurhoz tartozd keriileti szog a korben, ezért
BAB’< = BA’B’ <.

Ezért tehat PB’A & ~ PBA’ &, mert szogeik paronként megegyeznek.

A megfeleld oldalak aranyét felirva:

PA _PA amibdl adodik: PA -PB =PA'-PB’
PB" PB
Megjegyzés:

PA-PB =1’ —OP’ épp a belsé pont korre vonatkozé hatvanyanak abszolutértéke
A haromszog sulyvonalai: s
A sulyvonalak a haromszog oldalfelezé pontjait kotik
Ossze a csucsokkal. A stlyvonalak egy pontban
metszik ¢és harmadoljdk egymast. A sulyvonal a E
haromszog teriiletét felezi.

A haromszog kozépvonala:

A haromszog oldalfelezd pontjait 6sszekotd szakasz. ?

Parhuzamos a haromszog egyik oldalaval és feleakkora. A haromszog teriiletét
negyed-haromnegyed aranyban osztja, magassagat felezi.

Hasonlo sikidomok teriiletének és keriiletének aranya:

A keriiletek ardnya megegyezik a hasonlosag ardnyaval.

Hasonl6 sikidomok teriiletének aranya a hasonlosag aranyanak négyzete. E
Hasonlo testek felszinének és térfogatanak aranya: !

Hasonlo testek felszinének aranya a hasonldsag aranyanak négyzete. D1

Hasonlo testek térfogatanak aranya a hasonldsag aranyanak kobe.

Alkalmazasok:

- szerkesztési feladatok A B
- adott szakasz felosztasa egyenld részekre
- adott szakaszhossz megszerkesztése az egységnyi szakaszbol

- térképészet (aranyos kicsinyités, nagyitas) (haromszogelési pontok, Nadapi granit)

- magassagszamolas terepen (mondjuk arnyékkal)

- tervrajzok, makettek (méretarany)

- rajzok és festmények (kicsinyités)

- fényképezdgép, fotozas (optika)

- A hanger0 a tdvolsag négyzetével forditottan aranyos, de ugyanez példaul térerdkre

1s érvényes, pl. magneses térre, elektromos térre, tomegvonzasra is érvényes.




