Magyar Eszter Emelt szintl érettségi tételek
13. tétel:
Derékszogu haromszog

A
Derékszogii haromszog: c b
Olyan haromszog, melynek egyik szoge derékszog (90°). -
A masik két sz6g egymas potszoge, Osszeglik o+ =90°. B a &

A derékszoget bezaro oldalak a befogok, a derékszoggel szemben fekvo oldal az dtfogo
(ez sziikségképpen a legnagyobb oldala a haromszognek). B
A der¢ksz6gli haromszog egyik befogojahoz tartozd magassaga a masik __ c
befogo, igy a magassagpontja a derékszogii csucs. :

C=M b=m, A
[+

A derékszOogli haromszog oldalfelez0 merdlegesei az atfogd

F2 felezOpontjdban metszik egymast, ez a koriilirhaté kor kozéppontja

“U“ (Thalész-tétel).

A derékszogl haromszog beirt korének sugarara:
A beirt kor érintési pontjait jeloljik T, R, Q-val.
ROQC négysz6g negyzet (mivel minden szége | .
derékszog, €s két szomszédos oldala egyenld is).
fgyQB=a-rés AR=b-r. R{ "O
A korhoz kiilsé pontbol huzott érintdszakaszok . K .
egyenld hosszuak: B :
BQ=BT=a-r és AR=AT=b-r C r Q a—t
Tehat az atfogbc=a—-r+b—-1r = c+2r=a+b

Pitagorasz-tétel:
Egy der¢kszogl haromszog két befogdjanak négyzetosszege az atfogd négyzete. Azaz:

y=90"=2a’+b’ =¢’.

Bizonyitas:
A tétel bizonyitasdban felhasznaljuk azt az euklideszi axiomat, hogy ,Ha egyenld
tertiletekbdl egyenld teriileteket vesziink el, akkor a maradék teriiletek is egyenldk.”

Készitsiink két darab (b + a) oldali négyzetet az alabbi modon:
ahol a és b a deré¢kszogli haromszog befogoi.

b a
a a a* a
b a a
=7
b b2 |b b
'
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A (b + a) oldalu négyzetek teriilete nyilvanvaloan egyenld (2. axidoma, teriiletszdmitas).

A baloldali négyzetben kaptunk 4 darab, az eredeti haromszoggel egybevago derékszogii
haromszoget (hiszen befogoi és a derékszog megegyezik), és egy a illetve b oldala
négyzetet. Ezek teriilete a® és b” teriiletegység.

A jobb oldali négyzetben is megtalalhato ez a 4 darab, az eredeti haromszoggel
egybevagd derékszoglh haromszog (hiszen befogdi és a der¢kszog mind a 4
haromszogben megegyezik), ezeknek atfogdja ¢

Igy tehat a kozépsé PQRS sikidom minden oldala c.

Az eredeti haromszogben o+ =90°, ezért PQRS a sikidomnak minden szoge

180° — (a + B) = 90°..
Tehat a PQRS sikidom egy ¢ oldali négyzet, teriilete pedig c*.

Ha mindkét négyzetbdl elvessziik a 4 darab derékszogli haromszoget, a maradékok
teriilete is egyenld, azaz: a’ +b’> =¢’

Pitagorasz-tétel megforditasa: A
Ha egy haromszogben két oldal négyzetének Osszege egyenld a
harmadik oldal négyzetével, akkor a harmadik oldallal szemben < b
derékszog van. Azaz: a’ +b’=c> =y =90".

B a C
Bizonyitas:
Vegylink fel egy A’B’C’ haromszoget, amely a €s b befogoji €s A’
derékszogli. Ennek atfogojat jeloljiik ¢ -vel.
Erre a haromszogre teljesiil a Pitagorasz-tétel, tehat: a* + b’ = (c')’ ¢ b
Viszont: a’> +b’ =¢’, igy ¢*=(¢) =c=c¢ )
Ez viszont azt jelenti, hogy a két haromszog egybevagd, mivel B a ¢

minden oldala megegyezik, tehat az eredeti ABC haromszog is
derékszogl.

Thalész-tétel:
Ha egy kor egyik atmérdjének ket végpontjat Osszekotjik a kor A f—
barmely mas pontjaval, akkor derékszogli haromszoget kapunk, ahol '
a derékszog az atmérdvel szemben van.

Bizonyitas:
Kossiik o6ssze a kor AB atmérdjének két végpontjat a
korvonal egy tetszéleges C pontjaval.
Ekkor az OC szakasz két haromszogre bontja ABC O -et.
Mivel OA = OB = OC a kor sugara, ezért
AOCO ¢és COBA egyenlo szaruak.
fgy: CAO< =ACO<= q és
CBO=< =BCO=<= .
Mivel ABC haromszog belsé szogeinek dsszege:
200+ 2B =180, igy
o+ B =90" ami épp ACB<.
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Thalész-tétel megforditasa:

Ha egy AB szakasz egy C pontbdl derékszog alatt 1atszik, akkor C pont rajta van az AB
atmérdji koron. Ez masnéven AB szakasz Thalész-kére. Vagyis derékszogli haromszog
koréirhato korének kozéppontja az atfogodjanak felezépontja.

Bizonyitas:
Indirekt: tth, hogy ACB< =90°, de C csucs nincs rajta az AB

atmérdji koriven.

1. eset: C a koriven beliil helyezkedik el.

M

A C } B
Hosszabbitsuk meg az AC vagy BC egyenesét, hogy messe a o
korivet M pontban.
A Thalesz-tétel miatt AMB < =90°.
ACB < =9 kiils6 szoge MCB A -nek, igy

C
72\

ACB < =06 >90°. Ez ellentmondas.
2. eset: C a koriven kiviil helyezkedik el.
AC vagy BC egyenese koziil valamelyik metszi a korivet M
pontban.
A Thalesz-tétel miatt AMB < =90°.
ACB < =9 belsé szoge MCBAO -nek, AMB < pedig kiilso,
igy
ACB < =08 <90°. Ez ellentmondas.

Osszefoglalva:

Egy adott pontbdl akkor €s csak akkor latszodik 90° alatt egy adott AB szakasz, ha az
adott pont rajta van az AB-re mint &tmérdre emelt koriven (A €s B pontok kivételével).
Azaz azon pontok halmaza a sikon, melyekbdl egy adott szakasz derékszog alatt latszik,

az adott szakaszra, mint atmérdre emelet koriv a szakasz végpontjainak kivételével (90° -
os 14toszogkoriv).

Magassagtétel:
Egy derékszoglh haromszogben az atfogdhoz tartozd magassadg a befogok atfogoéra esd
merdleges vetiileteinek mértani kdzepe.

Azaz: CT =+AT-TB, tehat m=./p-q

Bizonyitas:
ACT =< =CBT=<= B és BCT< = CAT <=a, mivel paronként merdleges szara szogek.
fgy tehat ATCO ~ CTAD, mivel minden szogiik paronként megegyezik.

A megfeleld oldalak aranyat felirva a két haromszogben:

M _ 9 amibél adodik: m=+/p-q
p m
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Befogotétel:

Egy derékszogli haromszog befogoja az atfogd €s a befogd
atfogora es@ merdleges vetiiletének mértani kozepe.

Azaz: CA=+AT-AB,tehat b=,/p-c

Bizonyitas:
ACT < =CBT <= 3 mivel merdleges szart szogek
fgy tehat ATCO ~ ACBO, mivel minden szogiik paronként megegyezik.

A megfeleld oldalak aranyat felirva a két haromszogben:
b_ % amibél adodik: b= +/p-c
p

Hegyesszogek szogfiiggvényei:

A

Egy hegyesszog szinusza egy derékszogli haromszogben a szoggel c b

. . . r 1z . a
szemkozti befogod és az atfogd hanyadosa. sino =— B = =
c

Egy hegyesszog koszinusza egy derékszogli haromszogben a sz0g melletti befogd és az

atfogo hanyadosa. Azaz az dbra jeloléseit hasznalva: cosa = b

Egy hegyesszog tangense egy derékszogli haromszogben a szci:jggel szemkozti €s a
sz0g melletti befogd hanyadosa. Azaz az abra jeloléseit hasznélva: tga = %

Egy hegyesszog kotangense egy derékszogli haromszogben a szog melletti befogo és a

szoggel szemkozti befogd hanyadosa. Az abra jeloléseit hasznélva: ctgo = b

a
Bl
A definici6 nem fiigg a haromszog B,
valasztasatol, mert az ilyen haromszogek . .
hasonlok (két szog megegyezik), az oldalak ™ a:
aranya allando. o =
c h:I. A'1. hl
Szogfliggvények tulajdonsagai: (hegyesszogek esetén)
l. O<sina<l1 2. O0<cosa<l 3. 0<tga 4. 0<ctga
a
sin. ¢ a c a 1 cosa.
=S=——=—=fga 6. ctgo=—=—
cos. b ¢ b b tea  sina
C
7. Visszakeresés:
sina. = 0,6 szdmoldgép: a.=sin"' 0,6 avagy « = arcsin0,6
8. Négyzetes Osszefliggés: mellékmegjegyzés: sin(a’) # (sina)’

c c 2

2 2 2 2 2
) a b a“+b Pit. _tétel  C
Sll’l2 o+ 0082 o= (_j + (_j — _ itagorasz—téte N -1
C 02
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9. Potszoges Osszefliggés: a+P=90°=pP=90°-a
A
sinf3 =sin(90° - o) = b =Ccosa ¢ G
C T
tgf =tg(90°-a) = b = ctga = L B o a L‘:
a tga

10. Nevezetes szogek szogfiiggvényei:

30° 45° 60°
1
sin = Q ﬁ
2 2 2
COS ﬁ Q l
2 2 2
tg V3 : 3
3
3
ctg NG ! ES

Alkalmazasok:
Matematika:

— szabalyos haromszog magassaganak €s oldalanak aranya 73

— egyenld szarh derékszogli haromszog atfogdjanak €s befogdjanak aranya V2

— téglatest testatlojanak meghatarozasa:
P=a’+b*, t°=a’+b>+¢’

— geometrial szdmitasok : ®

— térgeometriai szamitasok ‘ 1 :

— teriiletszamitas a

— kiils6 pontbdl korhoz huzott érintd szerkesztése (Thalész-kor) €s hossza

— két szakasz mértani kozepének szerkesztése (Thalész-kor)

— egyiptomi derékszog,,szerkesztés” a 3, 4 €s 5 pitagoraszi szdmharmassal €s

csomozott kotéllel
— hegyesszog szogfiiggvényeinek definicidja

— vektorok felbontasa komponensekre (erék 0sszegzése)
— ¢pitészet

— foldmérés, térképészet (tavolsag €s szogmeghatarozas)
— szegélyléc, derékszog

— tablavonalzd

— lejtd, emeld, €k



