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14. tétel:
A haromszog nevezetes vonalai, pontjai és korei

Haromszog:
A héromszog az a sikbeli alakzat, amelyet a sik hdrom pontja, és az azokat 6sszekotd
szakaszok hatarolnak, ha a hdrom pont nem kollinearis.
A haromszdg csucsait nyomtatott nagy betiikkel (4, B, C), oldalait kisbetiikkel (a, b,
c) - mindig az azonos betiijelli oldallal szemben az azonos betlivel ellatott cstcs - ,
belso szogeit pedig rendre: o, f, ¥ gorog betlikkel jeloljiik.
Egy haromszogben a belsd szogek 0sszege mindig 180°.
Egy haromszoget egyértelmlien meghataroz:
(Ezek persze az egybevagosagi alapesetek is.)
- harom oldala
- két oldala és a kdzbezart szoge
- egy oldala és a rajta fekvo két szoge
- két oldala és a hosszabb oldallal szemkozti szoge

Haromszogek nevezetes vonalai:

Belso szogfelezo:

A bels6 szoget felezd egyenes. Mellesleg azon pontok halmaza a sikban, amelyek
egyenld tavolsagra vannak a szog két szarat alkotd oldalaktol.

Kiilso szogfelezo:

A kiilsé szoget felezd egyenes. Merdleges a belso szogfelezore.

Oldalfelezo meroleges:

A haromszog egy oldalfelezd merdlegese egy oldalszakasz felezOmerdlegese, vagyis egy
oldalszakasz felez6pontjaba allitott merdleges egyenes. Mellesleg azon pontok halmaza a
sikon, melyek a haromszog két csucsatdl egyenld tavolsagra vannak.

Magassdagvonal:

a haromszog egyik csucsabol a szemkozti oldal egyenesére bocsatott merdleges egyenes.
Magassag: a magassagvonal talppontig tartd szakasza.

Sulyvonal:

A haromszog egyik csucsat a szemkozti oldal felezépontjaval 6sszekotd szakasz.
Kozépvonal: A haromszog két oldalfelezépontjat 0sszekotd szakasz.

A haromszog nevezetes vonalai, pontjai:

Tétel:
A haromszog belsd szogfelezdi egy pontban metszik egymast.
Bizonyitas: B
Huzzuk meg az A csucsbol induld £, és a B csucsbol indulo £, belsd szogfelezoket.
A szdgfelezd tulajdonsaga alapjan:

az f, szogfelezd6 minden pontja egyenld tavol van a & AC és AB oldalait6l

az f, szogfelezd minden pontja egyenld tavol van a & AB és BC oldalaitol
A két szogfelezd metszi egymast egy M pontban. (Nem lehetnek parhuzamosak.)
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Mivel M pont rajta van mindkét szogfelezon, ezért egyenld tavol van AC és AB
illetve AB és BC oldalaktol is, ezért az AC és BC oldalaktol is.

Ebbdl pedig kovetkezik, hogy M pont f. szogfelezOn is rajta van.
Igy belattuk, hogy a haromszog belsé szogfelezéi egy
pontban metszik egymast.

Ez a pont a haromszog oldalait érintd beirt kor
kozéppontja. A beirt kor sugardt megkapjuk, ha a
szogfelezok metszéspontjabol merdlegest bocsatunk a
haromszog oldalaira.

Tétel:
A héaromszog egy belsd, és nem mellete fekvd két kiilsé
szogfelezdje is egy pontban metszi egymast.

Ez a pont a haromszog (egyik) hozzairt korének kézéppontja.

gy egy haromszoghoz harom hozzairt kor szerkeszthetd.

Tétel:
A haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontban metszik egymast.

Bizonyitas:

Huzzuk meg az ABCA AB illetve BC oldalainak felezémerdlegeseit. C
Az AB oldal felezdmerdlegese (e) és a BC oldal felezomerdlegese (f) metszi egymast
egy pontban (M), hiszen AB és BC nem parhuzamosak, ezért felezoémerdlegeseik sem
azok.
A szakaszfelez6 merdleges tulajdonsadga miatt:

Az e egyenes minden pontja, igy M is egyenld tdvol van A és B csucsoktol.

Az fegyenes minden pontja, igy M is, egyenld tdvol van B és C cstucsoktol.
gy az M pont egyenld tavol van A, B és C cstcsoktol is.
Tehat M illeszkedik AC felezémerdlegesére (g) is.

gy belattuk, hogy a haromszog oldalfelez6 merSlegesei egy
pontban metszik egymast.

Ha M pont koriil AM = BM = CM = R sugarral kort hazunk,
akkor az a haromszog mindhdrom cstcsat tartalmazni fogja, M
tehat a koriilirhato kor kdzéppontja.
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A Kkortilirhat6 kor kozéppontjanak helyzete kiilonb6z6 haromszogeknél:

c
A F, I
« :
C U
hegyesszogli OO derékszoghh O tompaszogii &
a haromszogon beliil az atfogo felezépontja a haromszogon kiviil

Tétel:
A haromszog magassagvonalai egy pontban metszik egymast.

Bizonyitas:

A csel:

Huzzunk az ABC haromszog minden csticsan 4t
parhuzamost a szemben 1év6 oldalakkal.

gy megkapjuk az A'B'C' haromszoget.

Az ABCB' négyszog paralelogramma, hiszen szemkozti
oldalai parhuzamosak. Tehat a szemben [évd oldalai

egyenldk, azaz AB = B'C=c

Az ABA'C négyszog is para-
lelogramma, hiszen szemkozti
oldalai parhuzamosak. Tehat a
szemben 1év0 oldalai egyenldk, azaz AB = A'C=c

Tehat ezek szerint C felezOpontja B'A' oldalnak.

m, merdleges AB oldalra igy a vele parhuzamos B'A'-re is,
mivel m, athalad C-n, azaz B'A’' felezOpontjan, ezért
ezért m. egyenese épp B'A' felezomerdlegese.

Hasonlé modon belathatd, hogy a masik két magassagvonal is A'B'C' haromszog
megfeleld oldalanak felezOmerdlegese. Ebbol kovetkezik, hogy a ABC haromszog

magassagvonalai (azaz a A'B'C' haromszog oldalfelez0 merdlegesei) egy pontban
metszik egymast.
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A magassagvonalak metszéspontjat magassdagpontnak nevezziik.
A magassagpont helyzete kiilonb6z6 haromszogeknél:

hegyesszogli OO derékszoghh O tompaszogii &
a haromszogon beliil a derékszogl cstics a haromszogon kiviil
C
Tétel:

A haromszog sulyvonalai egy pontban metszik egymast.

Bizonyitas:

Huzzuk meg AE ¢és BF sulyvonalakat. A o .
Legyen ezek metszéspontja S.

EF szakasz ABC O kozépvonala, ezért
EF || AB, és 2-EF = AB.

Mivel ASB< =FSE < (csucsszogek),
¢s ABS< =SFE < (valtészogek)

Ezért ASBO ~ ESFO, é€s a hasonlosag aranya 1:2. 4 B

Ezért SF : SB = SE : SA = 1:2, igy a két stlyvonal egymast harmadolja (ugy, hogy a

2 . , .
3 rész esik a cstcs felé)

Mivel ez barmely két stulyvonalra hasonloképp belathatd, ezért mindharom stlyvonal
athalad a k6zos harmadoloponton.

A stlyvonalak metszéspontjat sulypontnak nevezziik. A sulypont tehat harmadolja a
sulyvonalakat (hogy a cstucs felé esik a hosszabbik rész).

Tétel:

A haromszog koriilirt korének kézéppontja, stlypontja
¢€s magassagpontja egy egyenesen fekszik, és a stlypont
1:2 aranyban osztja a koriilirt kor kézéppontjat és a
magassagpontot 0sszekotd szakaszt.

Ez az egyenes az Euler-egyenes (e).
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Tétel:

A haromszog oldalfelez6 pontjai (Fa, Fp,
Fc), a magassagainak talppontjai (Ta, Tg,
Tc), és a magassagpontot a csucsokkal
0sszekotd szakaszok felezOpontjai (M, Mg,
M¢) egy koron vannak. Ez a Feuerbach-kor.

A kor kozéppontja a haromszog magassag-
pontja (M) és a koriilirhaté kor kdozéppontja
(O) altal alkotott szakasz felezépontja (Q).

A kor a haromszog koriilirt korének A =1/2
aranyu kicsinyitése a magassagpontbol.

Specialis haromszogek:
Egy egyenldszara haromszogben az alapon fekvd szogek egyenlok.
Az alaphoz tartozé magassag, sulyvonal, oldalfelezd merdleges ¢és a szarszog
szogfelezdje megegyezik, igy a nevezetes pontjai ezen talalhatdak.

Egy egyenld oldalt haromszog minden oldala és minden szoge egyenld,
sulyvonalai, magassagai, oldalfelez6 merdlegesei és belsd szogfelezoi
egybeesnek.

Alkalmazasok:
Matematika
- szerkesztési feladatok
- rdzsaablakos feladatok (koriilirt korok, hozzairt korok)
- oldalfelezé merdleges (Thalesz-tétel)
- teriiletszamitas (magassag, koros teriiletképletek)
- szogfelez6: szogfelezotétel
- térgeometriai feladatokban (sikmetszeteknél)
- koordinatageometriaban sulypont koordinatai a megfeleld koordinatak atlaga
Egyéb:
- sulypont meghatarozasa (alatamasztasok)




