Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

) 15. tétel:
Osszefiiggések a haromszog oldalai és szogei kozt

Definiciok:
Héromszog csticsai: harom nem kollineéris pont. Jelolésiik: A, B, C
Héaromszog oldalai: a csucsokat 6sszekotd szakaszok. Jelolésiik: a, b, ¢ (a megfeleld
csuccsal szemkozti betiivel)
Héaromszog belsé szoge: valamely két oldal, mint félegyenes altal bezart szog.
Jelolésik: a, B,y
Héromszog kiils6 szdge: az egyik bels6 szog mellékszoge.

Hegyesszogii haromszog: minden szége hegyesszog (0° < o, B,y < 90°
Derékszogii haromszog: egyik belsd szoge derékszog.
Tompaszogii haromszog: egyik szoge tompaszog (90° <y <180°, de 0° < a,f <90%)

Egyenloszaru haromszog: két oldala egyenld hosszusagl, ezeket szdraknak nevezziik, a
harmadik oldal az alap.
Egyenlo oldalu haromszog: minden oldala egyenld.

Tétel (axioma is lehetne): haromszog-egyenldtlenség:
Egy haromszog barmely két oldalanak 6sszege nagyobb a harmadik oldalnal: a+b >c

Tétel:

Egy haromszog belso szogeinek osszege 180°.
Bizonyitas:
Huzzunk parhuzamost 4-n keresztiil BC oldallal!

Ekkor 4 csticsnal is v és B szogek keletkeznek (valtoszogek).
fgy a+p+v=180°
(A Bolyai-geometridban a++7vy <180°,

a gdbmbi-geometridban pedig a+p+v >180".)

Tétel:
A haromszog kiilsd szoge egyenld a nem mellette fekvo két belsd szog dsszegével.
Bizonyitas:

o+pP+y=180° (belsd szogek Osszege)

a+o =180 (szog €és mellékszog Osszege) B

=o' =p+y
Tétel: c
A haromszog kiils6 szogeinek dsszege 360°.
Bizonyitas:

o +B +7 = (180" — )+ (180" = B)+ (180" —y)= 540" = (a.+ B +7) =360°

mellékszog 0sszevonas belsO szogek Osszege
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Tétel:
Egy haromszogben két oldal akkor és csak akkor egyenld, ha a veliikk szemkdzti szogek
i1s. Azaz: a=b< a =

Bizonyitas:
1.

a=b=>a=p

Kosslik 0ssze a harmadik oldal felezépontjat a két oldal
kozos cstcsaval! Ekkor két egybevagd haromszog
keletkezik, AFCA = BFCA, mert oldalaik paronként
megegyeznek. Ebbdl kovetkezik, hogy az azonos oldalak
altal kozbezart szogek is egyenlok (oc = B).

A haromszogek egybevagdsagabol az is kovetkezik, hogy

AFC < = BFC <= 90", vagyis az alaphoz tartoz6 stlyvonal magassag is.

a=f=a=>b
Indirekt, tth oo = de a #b, feltehetd, hogy a<b.

I[lyenkor Iétezik AC=b oldalnak egy olyan D belsé pontja,
melyre AD = a.
CDBOA tehat igy egyenldszaru, igy az el6z0 rész miatt:
CDB< =CBD=<=9,
¢s a<0 (ADB O belsd és kiils6 szoge)
ill.  d<B (mivel benne van)

Ebbdl: a <3, ami ellentmondas.

Tétel:
Egy haromszdgben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van és forditva:

Bizonyitas:
1.

Azaz:a<b<oa<f

a<b=a<f
Ilyenkor létezik AC=b oldalnak egy olyan D belsé pontja,
melyre AD = a.
CDBOA tehat igy egyenldszaru, €s az el6zo tétel miatt:
CDB< =CBD=<=9,
¢s a<0 (ADB O belsd és kiils6 szoge)
ill.  d<B (mivel benne van)

Ebbdl: a <, amit bizonyitani szerettiink volna.

a<B=a<b
Indirekt, tegyiik fel, hogy a <p,de a>b.
ha a =b, akkor a = az el6z6 tétel miatt. Ez ellentmondas.
ha pedig a > b, akkor a >3 az el6z6 rész miatt. Ez is ellentmondas.
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Pitagorasz-tétel: o
Egy derékszogli haromszog két befogdjanak négyzetosszege az b

atfogd négyzete.  Azaz: y=90"=a’ +b’ =c’.

a
Bizonyitas:
A tétel bizonyitasdban felhasznédljuk azt az euklideszi axiomat, hogy ,Ha egyenld
teriiletekbdl egyenld teriileteket vesziink el, akkor a maradék teriiletek is egyenldk.”

Készitsiink két darab (b + a) oldali négyzetet az aldbbi modon:
ahol a és b a derékszogli haromszog befogoi.

b a
a a a* a
b a a
=7
b b2 |b b
d [ fa
b a b P a

A (b + a) oldalu négyzetek teriilete nyilvanvaloan egyenld (2. axidoma, teriiletszamitas).

A baloldali négyzetben kaptunk 4 darab, az eredeti haromszoggel egybevago derékszogii
haromszoget (hiszen befogdi és a derékszog megegyezik), és egy a illetve b oldala
négyzetet. Ezek teriilete a® és b” teriiletegység.

A jobb oldali négyzetben is megtalalhato ez a 4 darab, az eredeti haromszoggel
egybevagd derékszoglh haromszog (hiszen befogdi és a derékszog mind a 4
haromszogben megegyezik), ezeknek atfogdja ¢

fgy tehat a kozépsé PQRS sikidom minden oldala c.

Az eredeti haromszogben o+ =90°, ezért PQRS a sikidomnak minden szdge

180° — (a + ) = 90°..
Tehat a PQRS sikidom egy ¢ oldalt négyzet, teriilete pedig c*.

Ha mindkét négyzetbdl elvessziik a 4 darab derékszogli haromszoget, a maradékok
teriilete is egyenld, azaz: a’ +b’> =¢’

Pitagorasz-tétel megforditasa:

Ha egy haromszégben két oldal négyzetének Osszege egyenld a .
harmadik oldal négyzetével, akkor a harmadik oldallal szemben c b
derékszog van. Azaz: > +b’=¢c> =y =90".
Bizonyitas: B o c
Vegyiink fel egy a és b befogoji derékszogli haromszoget. Ennek A’
atfogojat jeloljiik ¢ -vel.
Erre a haromszogre teljesiil a Pitagorasz-tétel, tehat: a* + b’ = (c')’ ¢ b
Viszont: a’ +b’ =¢’,igy ¢’ =(¢'f =>c=c¢ :

cf

Ez viszont azt jelenti, hogy a két haromszog egybevagd, mivel B a
minden oldala megegyezik, tehat az eredeti ABC haromszog is derékszogi.
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Osszefiiggés a haromszog oldalai és koréirt korének sugara kozt:

Megrajzolva a haromszog korért korét (oldalfelezé merdlegesek),
a BAC< =a akor A-t nem tartalmazé BC ivének kertileti szoge.
fgy BOC < = 20 a keriileti és kozépponti szogek tétele miatt.
Ezért BOF< =COF< =a.

Folirva egy szogfiiggvényt: sino = %

Tompaszogl €s derékszogli haromszog esetében is igaz.

Trigonometria derékszogii haromszogekben (hegyesszogek szogfiiggvényei):

A

Egy hegyesszog szinusza egy derékszogli haromszogben a szoggel c b

- . . L1z . a
szemkozti befogo és az atfogd hanyadosa. sina =— B = =
C

Egy hegyesszog koszinusza egy derékszogli haromszogben a szog melletti befogd és az

atfogo hanyadosa. Azaz az dbra jeloléseit hasznalva: cosa = b

Egy hegyesszog tangense egy derékszogii haromszogben a szci:jggel szemkozti €s a
sz0g melletti befogd hanyadosa. Azaz az abra jeloléseit hasznélva: tga = %

Egy hegyesszog kotangense egy derékszogli haromszogben a szog melletti befogo és a

szoggel szemkozti befogd hanyadosa. Az abra jeloléseit hasznélva: ctgo = b

a
A definici6 nem fligg a haromszog A
valasztasatol, mert az ilyen haromszogek B,
hasonlok (két szog megegyezik), az oldalak N e, N c,
aranya allando. ' :
c L+
hl l'1. hI
Szogfliggvények tulajdonsagai: (hegyesszogek esetén)
l. O<sina<l1 2. O0<cosa<l 3. 0<tga 4. 0<ctga
a
5. Slnazizg.gziztga 6. Ctg(x:L:C?SG
cos. b ¢ b b tga  sina
C
7. Visszakeresés:
sino. = 0,6 szdmologép: a.=sin"' 0,6 « =arcsin0,6
8. Négyzetes Osszefliggés: mellékmegjegyzés: sin(a.’) # (sina)’

2 2 2 2 2
) a b a“+b Pit _tétel  C
sin? o + cos? a:(—j +(—j = —— >_2:1

c c c? c



Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

9. Potszoges Osszefliggés: a+P=90°=pP=90°-a

sinf3 =sin(90°—a) = b =Ccosa

c -,
b 1 ) a

tgf =tg(90° —a) = — =ctgo. = — B a C
a tga

Szinusztétel:
Egy haromszogben két oldal aranya megegyezik a veliik szemben levd szogek
szinuszainak aranydval. Azaz: a:b:c=sina:sinf:siny

1. 0°<a;y <90°
A B-bdl indulé magassag talppontja (T) AC- n beliil van.

BTAA = sina = = illetve CTBA= siny = m

C a
m
simoo ¢ m a _a
siny M ¢ m ¢
a
2. 0°<a <90° ¢s y =90° ﬁ
: a sina_ sina _a h
sina = — — = — =— _
c siny sin90° ¢ ~B! a

3. 0°<a<90° és v >90°
A B-bdl indulé magassag talppontja (T) AC- n kiviil van

BTCA=BCTZ£L=180°-y ¢és sin(180°—y)=siny= m

ATBA = sina = m
C

m c
simy m ¢ m ¢ ¥ o
a C b
Koszinusztétel: 2
Barmely haromszogben az egyik oldal négyzetét megkapjuk,
ha a masik két oldal négyzetdsszegébdl kivonjuk e két oldal és a .

az altaluk kozbezart szog koszinuszanak kétszeres szorzatat.
¢’ =a’+b*—2abcosy
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Bizonyités:

1. 0°<y<90°
A B-bdl indulé magassag talppontja (T) AC- n beliil van

BTCA

= x’+m’=a’ = m’=a’-x’
X

= COSy=— = X=a-Cosy
a

BTAA

¢ =m’+(b-x)"=m’+b’-2bx+x’>=a’+b’—2ab-cosy

2.7 =90°
c’=a’+b’—2abcosy—= 5¢* =a’+b> ami épp a Pitagorasz-tétel

3. 7 >90°
A B-bdl indulé magassag talppontja (T) AC- n kiviil van
BTCZ =180°—7y
BTCA

= x’+m’=a’

= m’=a’-x’

= cos(l80°—y):—cosy:§ = X=-a-cosy
a
BTAA

¢ =m’+(b+x)’=m’+b>+2bx +x*=a’+b’>—2ab-cosy

Alkalmazasok:
sokszogek belsdszog-Osszege

- szabalyos haromsz6g magassaganak és oldalanak aranya 73

- egyenld szara derékszogli haromszog atfogdjanak és befogodjanak aranya V2
- nevezetes szogfiiggvények értéke (30“, 45°, 60“)

- vektorok felbontasa (merdleges) komponensekre (fizikdban erdk dsszegzése)
- teriilet és térfogatképletek

- térgeometriaban sikmetszeteknél

- a haromszog oldalainak, szogeinek kiszamitdsa (koszinusz- ill. szinusztétel)
- teriiletszamitas

- térképészet, csillagaszat: tdvolsdgok szamitdsa



