Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

17. tétel:
Egybevagosagi transzformaciok. Szimmetrikus sokszogek.

Geometriai transzformdacio:
Olyan fliggvény, melynek értelmezési tartomanya és értékkészlete is egy-egy ponthalmaz
(vagyis pontokhoz rendel pontokat). Egy adott pont képét vesszdvel jeldljiik.

Identitas:
Minden pont képe 6nmaga. P'=P.

Tengelyes tiikrozes:
Adott egy ¢ egyenes (a tengely) a sikon.
Egy adott sikbeli P pont képe az a P’, melyre
- ha Pet, akkor P'=P, azaz a tengely
pontjainak képe 6nmaga;
- ha Pg¢t, akkor PP'szakasz felezOmerdlegese
€pp ¢t tengely.

Kozéppontos tiikrozeés:
Adott egy O pont (kdzéppont) a sikon.
Egy adott sikbeli P pont képe az a P’, melyre
- ha P=0O, akkor P"=P=0, azaz a
kozéppont képe dnmaga;
- ha P#0O, akkor  PP'szakasz
felezépontja épp O kdzéppont.

Pont koriili forgatas:
Adott egy O pont (kdzéppont) a sikon €s egy a irdnyitott
szOg.
Egy adott sikbeli P pont képe az a P’, melyre
- ha P=0, akkor P'=P=0, azaz a
kozéppont képe dnmaga;
- ha P20, akkor PO=P'O és POP<=q.

B

Parhuzamos eltolas:
Adott egy v vektor a sikon. Egy adott sikbeli P pont képe az a

P', melyre PP =v.




Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

Kozéppontos hasonlosag:
Adott a sikon egy O kozéppont és egy A € R\ {0} arany.
A sik tetszdleges P pontjanak legyen képe az a P’ sikbeli
pont, melyre
- ha P=0, akkor P'=P=0, azaz a kdzéppont
képe 6nmaga;
- ha P#0O, akkor P’ az a pont OP egyenesén,

OP’
melyre §=|7y|, ¢s ha A<0, akkor O

elvalasztja P-t és P’-t, ha A > 0, akkor nem.

& D 121

P 5 P P

A>1 O0<Ai<l —-1<A<0 A< —1

Transzformaciok szorzata:
Két transzformacio szorzata a két fliggvény kompozicidja (egymasutanja). Jele: fog.

Transzformacio inverze:
Haegy f : D, = R, transzformaci6 bijektiv (vagyis kolcsondsen egyértelmii), akkor inverze

aza g :R, — D, transzformacié, melyre fog =identitas. Jele: ' =g.

Transzformacio fix pontja:
Olyan pont, melynek képe a transzformacional 6nmaga.

Invarians alakzat:
Olyan alakzat, melynek képe a transzformaciondl 6nmaga (nem feltétleniil minden pontja
fixpont).

Fix alakzat:
Olyan alakzat, melynek minden pontja fixpont. (Természetesen ez invarians is.)

Egybevagosagi (tavolsagtarto) transzformacio:
Olyan transzformacid, melynél barmely két pont képeinek tavolsdga megegyezik az eredeti
pontok tavolsagaval, azaz P'Q" = PQ minden P-re és Q-ra.

Tétel:

A sik egybevagosagi transzformacioi: a tengelyes tiikrozés, a pont koriili forgatds és a
parhuzamos eltolas, valamint ezek tetszdleges szorzatai.

Minden sikbeli egybevagosagi transzformacio alakzat- és szogtarto is, illetve van inverze.

Két alakzat egybevago, ha Iétezik olyan egybevagdsagi transzformacio, amelyik az egyik
alakzatot a masik alakzatba viszi. (A haromszogekre ennél egyszeriibb feltételeket is
mondhatunk, ezek a haromszog-egybevagdsagi alapesetek.)
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minden pont minden egyenes fix keruljarastartd OIITAZA

a tengely fix egyenes,
a tengely pontjai atengelyre merdleges kértljarasvaltd ArAga
egyenesek invariansak

kazépponton dthaladd

lozé t o
aKozeppolt egyenesel invariansak

kéruljarastarto ArIAgA

kézépponton dthaladd
albzéppont egyenesek invariansak koriljarastartsd
o=180" esetén

O kdzépponttr - & szogh
pont kérali forgatas

a v -vel parhuzarmos

nines
egyenesek

kornljarastartd -v vektorral vald eltolas

Haromszog-egybevagosag alapesetei:
Két haromszog akkor €s csak akkor egybevagd, ha az alabbi esetek valamelyike teljesiil:
(1) megfeleld oldalaik hossza paronként egyenlo;
(2) két-két oldalhosszuk és az ezek altal kdzrefogott szogek nagysaga egyenld;
(3) egy oldaluk ¢és két-két szogiik paronként egyenld nagysagu
(4) két-két oldalhosszuk megegyezik €s a nagyobbikkal szemkozt levé szogek
nagysaga egyenlo;

Szimmetrikus sokszogek:

Egy (sikbeli vagy térbeli) alakzat komvex, ha barmely két pontjaval egyiitt a két pontot
0sszekotd szakasz pontjai is az alakzathoz tartozik.

Egy (sikbeli vagy térbeli) alakzat konkdv, ha nem konvex, azaz van olyan az alakzat két
pontjat 6sszekotd szakasz, amelyik nem tartozik teljes egészében az alakzathoz.

Kozéppontosan szimmetrikus alakzat:

Egy sokszog kozéppontosan szimmetrikus, ha van olyan kozéppontos tiikrozés, amelyre
nézve az alakzat invarians, azaz képe 6nmaga.

Tengelyesen szimmetrikus alakzat:

Egy alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha van olyan tengelyes tiikrozés, amelyre nézve az
alakzat invaridns, azaz képe 6nmaga.

Forgasszimmetrikus alakzat:

Egy alakzat forgasszimmetrikus, ha van olyan pont és egy sz0g (o # 360" -k ), amelyre nézve
az alakzat invarians, azaz képe dnmaga.

Szimmetrikus négyszogek:
Tengelyesen szimmetrikus négyszogek:

Deltoid: Olyan négyszog, melynek két-két szomszédos oldala egyenlé hosszi. Az atloik
merdlegesen felezik egymast. Legalabb egyik atloja egyben szimmetriatengely is.

Szimmetrikus trapéz: Olyan konvex négyszog, melynek van parhuzamos oldalparja
(alapok), az egy szaron fekvd szogek Osszege 180°, és az egy alapon fekvd szogek
egyenlok. A trapéz az alapok felezOpontjai altal meghatarozott tengelyre szimmetrikus.
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Kozéppontosan szimmetrikus négyszogek:

Paralelogramma: Olyan konvex négyszog, melynek szemkozti oldalai parhuzamosak.
Szemkozti oldalai és szogei egyenldk, atloi felezik egymast. Az egy oldalon fekvd szdgei
egymast 180°-ra egészitik ki. Specialis trapéz. Kozéppontosan szimmetrikus, szimmetria-
kozéppontja az atlok metszéspontja. Forgdsszimmetrikus is ugyanerre a kdzéppontra

o = 180° -os forgatassal.

Tengelyesen €s kozéppontosan szimmetrikus:
Rombusz: Olyan konvex négyszog, melynek oldalai egyenldk. Mindkét atloja
szimmetriatengely. Specidlis deltoid, paralelogramma. Tengelyesen (az atloira) ¢s
kozéppontosan szimmetrikus (az atlok metszéspontjara) illetve forgasszimmetrikus is.
Téglalap: Olyan konvex négyszog, melynek minden szoge derékszog. Atloi egyenlék.
Specialis trapéz, paralelogramma. Kozépvonalai szimmetriatengelyek, az atlok
metszéspontja szimmetriakozéppont.
Négyzet: Olyan konvex négysz0g, melynek minden szoge, oldala egyenld. (Szabalyos

négyszdg.) Specidlis trapéz, paralelogramma, téglalap, deltoid és rombusz. Atloi,
kozépvonalai szimmetriatengelyek, az atlok metszéspontja szimmetriakozéppont (€s

forgaskozéppont is a = 90° -os forgatéssal).
Forgasszimmetrikus négyszogek:
Forgasszimmetrikus négyszogek a kézéppontosan szimmetrikus négyszogek.

Tétel:

Ay

Egy n oldali konvex sokszog atldoinak szama: M

Bizonyitas:

Egy n oldali konvex soksz0g egy csucsabol 6nmagaba ¢€s a
két szomszédos csucsba nem huzhato atld, ezért barmelyik
csticsaba n—3 4tlo hiizhato. Mindegyik cstcsot figyelembe
véve ez n-(n—3) atlot jelentene, viszont mivel mindegyik
atlot mindkét végpontjanal szdmoltuk, ezért valojaban az
atlok szdma ennek a fele.

Tétel:
Egy n oldali konvex sokszog belsé szogeinek

Osszege: (n - 2)- 180°.

Bizonyitas:

Az n oldalu konvex sokszog egy csucsabdl n—3 atlo
hazhaté. Ez az n—3 4atlo a sokszoget n—2 darab
haromszogre bontja. Ezen haromszogek belsd szdgeit
0sszeadva a sokszog belsd szogeinek dsszegét kapjuk.

Ay
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Egy sokszog kiilso szoge az egyik belsd szogének mellékszoge.

Tétel:
Barmely konvex sokszog kiils6 szogeinek sszege 360° .

Bizonyitas:
A soksz0g minden szogének ¢és a hozza tartozd kiilsd 4
szognek Osszege 180°. Az n oldali sokszdg esetében ezek
Osszege n-180° fok. Az el6z6 tétel szerint ebbdl a belsd

szogek Gsszege (n—2)-180° fok.

kiils6szog-
osszeg=1-180° —(n—2)-180° = (n—n+2)-180° = 2-180° = 360°

Szabalyos sokszogek:

Egy sokszdg szabalyos, ha bels6 szogei egyenldek ¢€s oldalai ugyanakkorak.

A szabdlyos n-szog a koriilirt kor kdzéppontjara nézve 360, fokban forgasszimmetrikus.
n

Minden szabalyos sokszog tengelyesen szimmetrikus is.

Ha a szabalyos sokszog paros oldalszama, akkor a
szimmetriatengelyét ugy kaphatjuk
meg, hogy a szemkdzti csucsokat
osszekotjik, vagy ugy, hogy a
szemkozti oldalak oldalfelezdit.
Minden péros oldalszdmti szabalyos
sokszog koézéppontosan szimmetrikus
is.

Paratlan oldalszdmu szabalyos sokszdg szimmetriatengelyei egy
csucsot kotnek Ossze a szemkozti oldal felezOpontjaival.

Az n-oldalu szabalyos sokszog kdzponti €s kiilsd szdge:

B= 360 (mert a kiilsé és kozponti szogei egyenldek).
n

Az n-oldali szabalyos sokszog egy belsd szoge:

200 = m (mert a belsd szogei egyenldek).

n
Ha 0Osszekotjik a kozéppontot a szabalyos n-szog
csucsaival, akkor n db egybevdgd egyenld szaru
haromszoget kapunk (amelyeknek egyenld szara a
sokszog koréirhatd korének sugara (R), alapja a sokszdg oldala (a), az alaphoz tartozd

magassaga pedig a sokszog beirhatd korének sugara (r).
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A szabalyos sokszog koréirhato korének sugara:
a a

2-cosaL 2-sin(B/2)’

R =

A szabdlyos sokszOg beirhat6 korének sugara:
_tgo-a a

2 2-tg(p/2)

A haromszogek teriilete (igy a sokszog teriilete is)
tobbféleképp kiszdmolhato:
2 .
Tsokszég:n'szn'a r:n'R SlnB
2 2

Alkalmazasok:

e transzformacidval megoldhato szerkesztési feladatoknal
e fényvisszaverddés torvénye (tengelyes tiikrozeés)
e mozgasok leirasa

o ftermészetes szimmetridk: a méhek szabalyos hatszogekbdl alkotott 1épet készitenek,
mert az a legnagyobb oldalszamu szabalyos sokszog, amelybdl a sik hézagmentesen
kirakhato ¢s amely alkalmazéasaval a legkisebb viaszsziikséglettel lehet a legnagyobb
tarolo térfogatot biztositani (ugyanis a legnagyobb a teriilet/kertilet arany)

o molekulak térszerkezete: példdul a kén-trioxid sikhdromszog szerkezetli, a
kotésszogek mind 120°-osak, vagy a benzolgylirti szabalyos hatszog alakt.

e 71 kozelitése: a m-t a kor teriiletének minél tobboldali szabalyos sokszogekkel valo
kozelitésével lehet kiszamolni

e kor teriiletének meghatarozasa
e sik parkettazasa

o szerkeszthetoség: egy szabalyos sokszog akkor és csak akkor szerkesztd (euklidészi

modon), ha az oldalainak szama 2"-p, ahol p= 2% 41 alaku primszam (Fermat
prim) és n tetszéleges pozitiv egész. (Mint példaul a 3, 5, 17, 65537 — eddig nem is
ismeriink tobbet...)

e szabalyos testek: véges szamu szabalyos test van, ezek lapjai szabalyos sokszdgekbdl
allnak, ilyen a tetraéder (4 szabalyos haromszog), a kocka, az oktaéder (8 darab
szabalyos haromszog), a pentagon-dodekaéder (12 darab 6tszog), ikozaéder (20 darab
szabalyos haromszog)

e specialis dobokockék kiilonbdzé jatékokhoz



