Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

18. tétel:
A Kkor és részei, kor és egyenes kolcsonos helyzete, keriileti és kozépponti szogek

Kor:
Azon pontok halmaza a sikon, melyek egy adott ponttdl (kézéppont), adott egyenld
tavolsagra (sugér) vannak.

kér={PeR*[PO=r,r>0|

zért korlap = {P eR’|[PO<r,r> 0} nyilt kdrlap = {PeR2 [PO<r, r>0}

A Kkor részei, definiciok:

| /Z\
. .. , e e let
Iv: a kérvonal két pontja kdzé esé korvonal-darab e el

Erinté: egyenes, amelynek egy kozos pontja van a kdrrel

(érinti)

Szel6: olyan egyenes, amely két pontban metszi a kort @
Hur: a szel6 korbe esd szakasza (a koriv két pontjat

0sszekotd szakasz)

Atméré: a kozépponton atmend hur

Korcikk: a korlap két sugar kozé eso része

Korszelet: a korlap a szel6 altal lemetszett sikrész
Korsav: a két szeld kozé esé korlap-darab
Korgyiiri: két koncentrikus kor kozott 1évo pontok halmaza

Fok: a koriv 360-ad részéhez tartozo kdzépponti sz0g mérdszama.

Ujfok (gradian):  a koriv 400-ad részéhez tartozo kdzépponti szog mérészama.

Radian (ivmérték): sugarnyi ivhez tartozo kdzépponti sz6g mérészadma. Dimenzio nélkiili
mértékegység.

Kozépponti szog:
Olyan sz0g, melynek két szara a kor két sugara (illetve azok
félegyenese)
Egy koézépponti szog () a korvonal egy ivén nyugszik (AB
iv), a korlapbol egy korcikket (AOB) hataroz meg.
Az AB iv a koriljaras irdnyaval egyiitt hatdrozza meg
egyértelmiien a kozépponti szdget.

Keriileti szog:
1. A korben a kertileti szog (« ) cstcsa (P) a koron van, a szog
két szara a kor két hurja, illetve azok félegyenese. Egy keriileti
szog (o) a kdrvonal egy ivén nyugszik (AB iv).

2. Erintészari keriileti szog: A korben a keriileti szog ()
csucsa (B) a koron van, szog egyik szara a kor hurja (illetve
annak félegyenese), a masik szara a kor érintdje.
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Tétel (keriileti és kozépponti szogek tétele):

Egy korben az azonos ivhez tartozd kdzépponti €s keriileti szogek aranya 2 : 1.
Azaz egy kor adott (AB) ivén nyugvo keriileti szog (« ) feleakkora, mint az
ugyanezen (AB) iven nyugvo kozépponti sz0g (). Azaz: o =2a

Bizonyitas:
A tételt tobb 1épésben bizonyitjuk.

1. Erintd szara keriileti szog, és a < 90°
Az EOA egyenldszari haromszoég (szarai a kor sugara) EA
oldalhoz tartoz6 OF magassaga felezi az w kozépponti szoget,
azaz

EOF < = FOA < =%

Az o szog ¢és az EOF szog merdleges szart hegyesszogek, igy
egyenldk, tehat:

EOF-<=%=OL vagyis ®=2a.

2. Frintd szara keriileti szog, és a > 90°.
Az el6z6ekbdl tudjuk, hogy a szég S mellékszdgéhez
(oc =180" — B) tartozo kozépponti szog 23 .
Mivel ©=360"—2B=2-(180"—B)=2a, tehit: =2a..

3. Erintd szart keriileti szog, és a = 90°. m
E 4 A

Ekkor a keriileti sz0g masik szdra (EA) kor atmérdje, igy |aJ o/
@ = 180°. Tehat ebben az esetben is teljesiil, hogy ® = 2a. .

4. Kertleti sz6g mindkét szara hur:
Huzzuk meg « keriileti szog E csticsdban a kor érintdjét. Ekkor két érintdszart
kertiileti szog is keletkezik: o, és a,. Ezekhez tartozo kozépponti szogek:

(BOE < illetve AOE <) a fenti esetekbdl kovetkezden 2a, és 2a., .

A keriileti szogek egyiitt:

o, +a+o, =180

A kozépponti szogek egyiitt:

20, + o+ 20, =360°. Ezt osztva 2-vel:

o, +o/2+a, =180

A két egyenldségbdl kovetkezik, hogy.
ebben az esetben is  =2a.
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Kovetkezmény: (keriileti szogek tétele)
Ko6zos iven nyugvéd keriileti szogek egyenldk. (Hiszen a
kozépponti sz0g helyzete nem valtozik, csak a keriiletié.)

Tétel:

Azon pontok halmaza a sikon, amelyekbdl egy adott AB szakasz adott
szOg alatt latszik, két, az AB egyenesére szimmetrikus Kkoriv,
melyeknek az AB szakasz htrja, kivéve az A és B pontokat

Ennek neve: latészogkoriv. Az o =90"-os 14toszogkoriv esetén a két
felkor egytitt épp a Thalész kort adja ki.

Szerkesztése adott szakasz és szOg esetén: a szakasz két végpontjaban a szakaszra
felmérjiik az adott szoget, a szogszarak metszéspontja az egyik koriv kozéppontja.

Tétel (korhoz huzott szeldszakaszok tétele):
A korhoz egy kiilsd pontbdl huzott érintészakasz mértani
kozepe a kiilsé pontbol a korhoz huzott szeldszakaszoknak,
azaz a szelOszakaszok szorzata allando.
PE’ =PA-PB
A koron beliili P ponton 4thalado6 hur szakaszainak szorzata
szintén allando.

Kor és egyenes kolcsonos helyzete:
- A kort egy egyenes elkeriilheti, érintheti vagy metszheti.
- Egyenesnek és kornek tehat 0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet.
- A kor egy adott pontjdhoz csak egy érintd, a koron kiviil fekvé barmely
pontjbdl a korhoz két érintd huzhato.

Tételek:
Adott korben a kozépponti szogek nagysaga €és a hozzajuk tartozd korivek hosszai
egyenesen aranyosak. Ebbdl kovetkezik, hogy az iv hossza, a hozzatartozo
kozépponti sz0g, a kor keriilete €s a teljes szog kozott az alabbi aranypar irhato fel:
1 ®

K. 360°
A kozépponti szog ¢és a hozzatartozd koriv hossza kozott fennallo egyenes
aranyossag teszi lehetévé a szog mérését ivmértékben (radianban). Ekkor a 360°-

nak a 2 7 radian felel meg. (Az egységsugaru kor keriilete, mint ivhossz.)

Adott korben a kozépponti szdgek nagysaga €s a hozzajuk tartozd korcikkek
teriilete egyenesen aranyosak. Igy a korcikk teriilete, a hozzatartozé kozépponti
sz0g, a kor teriilete ¢és a teljes szog kozott az alabbi ardnypar irhat6 fel:

Tkércikk — ®

T, 360°

kor
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A kor Keriilete:

A kor kertiletét tetszOleges pontossaggal meghatarozhatjuk a korbe és a kor koré irt
szabalyos sokszogek keriiletébdl. Legyen a korbe irt szabalyos n-szog egy oldala s,
a kor koré irt szabalyos n-szog egy oldala pedig S.

O

T, 2

oril —

nri—nr tg
2 g2

.o o
K. =n-2-r-sin— K. =n-2-r-tg—
be 2 koriil g2

A kor keriilete a beirt illetve korilirt sokszogek kertiletei kozt van.
A kor kertilete igy: K = 2rn-nek adodik, ha levezetnénk mint a teriiletet alabb.

Kor teriilete:
szabalyos sokszogek teriiletével kozelitjiik (alulrol és feliilrdl)

. 2T T
1 sin —— 2r’tg =
o n n
Tbeirtsokszég < Tkiir < Tkéréirtsokszég vagyis: 7 ‘n< Tkér < 2 ‘n
, . 2m .
r sin— 2 sin—
nodehat lim 0. pn=lim— 2n-— "=r’
n—»o0 2 n—w ) 21
n
2, L . _siny
(*legyen y = —, igy kritikus rész hatarértéke : lim—=—=1)
n y—0 y
- sin—
és limr’-tg=-n=limr* -n- T o
n—oo n n—oo 7T T
cos— —
n n
T, . , .. sin
(*legyen y =—, igy: lim =1 és lim y:1)
n y—0 cOS y y—0 y
és ekkor a renddr elv miatt:
r’n<T,. <r’n = T. =r’n

kor kor
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Tétel:
A kor érintdje merdleges az €rintési pontba hiuzott sugarra.

Biz: Indirekt

Tegylik fel, hogy az allitds nem igaz, azaz e érintd nem
merdleges az E érintési pontban huzott sugarra.

A kor O pontjabol bocsdssunk merdlegest az e érintére, a
merdleges talppontja legyen 7' (ami persze nem lehet E).
Ekkor az OTE héaromszognek 7-nél derékszoge van, és az
ezzel szemkozti OFE oldala a sugar. A derékszogi
haromszognek az OE=r az atfogoja, az OT<r befogoja lenne.
Ez azonban lehetetlen, mert ekkor a 7" a kor belsé pontja
lenne, az e érintéegyenesnek pedig nem lehet belsd pontja.

Tétel:
Kiilsé pontbol a korhoz hiizott érintészakaszok hossza egyenld.

Biz.:
Az OQP ¢és az ORP haromszogek egybevagoak,
mivel:

OR=0Q=r

OP k6z0s

A nagyobbik oldallal szemkozti szog egyenld.
A két haromszog egybevagosaga miatt RP=QP,
vagyis a kiils6 pontbol huzott érintd szakaszok
hossza egyenlo.

Alkalmazasok:
- hurnégyszogtétel (kozépponti €s keriileti szogek)
- érinténégyszog-tétel (korhoz huzott érintdszakaszok)
- latoszogkoriv szerkesztési feladatoknal (vagy Thalesz-kor)
- szogmérés (radian)
- kormozgas, forgobmozgas, elfordulas szoge, szogsebesség
- kor teriiletének, keriiletének kiszamitasa voltaképp alkalmazas
- kiils6 pontbol érintd szerkesztése korhoz (Thalesz-korrel)
- két kor kozos érintdinek megszerkesztése (€kszij hossza)
- kordiagramok készitése



