Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

19. tétel:
Vektorok. Szakaszok a koordinatasikon.

Vektor: Iranyitott szakasz, melynek allasa, irdnya és hossza van. /

Jele: v= AB / /

Vektor abszolut értéke: A vektort meghatdrozé iranyitott szakasz
nagysaga. Jele: |y| =AB

Vektorok kolcsonds helyzete:
1. Két vektor parhuzamos vagy egydallasu, ha az 6ket meghatarozo iranyitott szakaszok
egyenesei parhuzamosak.
2. Az a és b vektorok egyiranyuak, ha parhuzamosak és ugyanabba az iranyba mutatnak.
Két vektor ellentétes iranyu, ha parhuzamosak, de nem egyiranyuak.
4. Két vektor egyenlo, ha iranyuk, allasuk, €s nagysaguk egyenlo.
(Azaz a vektorok dnmagukkal parhuzamosan szabadon eltolhatok.)

[98)

Nullvektor: Olyan vektor, melynek abszolutértéke 0. Irdnya €s allasa tetszéleges.
Jele: O,

Ellentettvektor: Olyan vektor, amelynek allasa €s nagysaga megegyezik egy adott vektorral,
de iranya mas. Jele: —v

Vektormiiveletek:
1. Vektorosszeadas:
Haromszog modszer: b
Az egyik vektor kezdOpontjdt a masik
végpontjaba toljuk, ¢és az Osszegvektor az 2 a+h

eredeti kezddpontjabol mutat az eltolt vektor
végpontjaba.

Paralelogramma mddszer: (csak nem egyallast vektorokhoz)
A két vektort kozos kezdOpontba toljuk, és az 6sszegvektor a k6zos kezddpontbol
mutat az altaluk meghatarozott paralelogramma szemkozti csucsaba.

A vektordsszeadas kommutativ €s asszociativ, vagyis:

b
é +a \
——(a+h) -
7
(a+hb)+c o

a+b=b+a (a+b)+c=

ls

Tovabbi azonossagok:
a+0=

a+(a)o0



Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek
2. Vektorkivonas: D
A vektorokat ko6zos kezdOpontba toljuk, és a
kiilonbségvektor a kivonand6 vektor végpontjabol mutat
a kisebbitendd vektor végpontjaba. a

Tulajdonségai: b
a-b=a+(-b)
nem kommutativ

3. Vektor skalarral valo szorzasa:
Vektor szorzata skalarral olyan vektor, melynek allasa
megegyezik az eredeti vektor allasdval, iranya a skalar
szorzo eldjelétdl fliiggben megegyezd (A >0), vagy
ellentétes (A <0) az eredeti vektoréval, és hossza az
eredeti vektor hosszanak és a skalar abszolut értékének
szorzata.
Azaz: A-v||v és|A-VvIHA|:|v] AeR

Tulajdonsagai:
A-(a+b)=r-a+i-b
(A+p)-a=r-a+p-a
wod-a)=(u-2)a
0-v=0, lv=v, (-1)v=-v

4. Vektorok skalaris szorzata: (eredménye egy skalar)
Két vektor skalaris szorzata a két vektor hosszanak és a
vektorok altal kdzbezart szo6g koszinuszanak szorzata.

a-b=la|-|bl|-cosp, ahol 0" < <180°

Tulajdonsagok:
a-b=>b-a (kommutativ) (de nem asszociativ)
(g + b)- c=a-c+b-c (disztributiv)
A-(a-b)=a-(r-b)=(r-a)-b

Tétel:
Két vektor skalaris szorzata akkor €s csak akkor 0, ha a két vektor merdleges

egymasra. Azaz: a-b=0 < =90
Biz:
= Ha a két vektor merdleges egymadsra, akkor a-b=|a|:|b|-cos90" =0.

< A skalaris szorzat csak tigy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0. Azaz:
a-b=fa|-[b[-cos¢ =0, akkor |a|=0 vagy |b|=0 vagy cos¢=0.
Ha a vagy b vektor hossza nulla, akkor valamelyik nullvektor, aminek iranya
tetszOleges, tehat merdlegesek. Ha cos¢ = 0, akkor pedig ¢ =90°".

Megjegyzésl: a-b>0 < <90 ¢é a-b<0 < ¢>90"° isigaz

Megjegyzés2: a’ =a-a=|a|-|a|-cos0° =|a|* (vektor négyzete a hosszanak négyzete)
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5. Vektorok vektorialis szorzata:

Az a és b vektorok axb vektorialis szorzata olyan vektor, melynek .y,

iranya mindkét tényezOre merdleges, a, b és axb (ebben a b
sorrendben) jobbrendszert alkot és a xb hossza: P
laxbl|=|a|-|b]|-sing ,ahol ¢ aza és b vektorok hajlasszoge bxal 2

Tulajdonsagai: nem kommutativ bxa = —(g X b)

nem is asszociativ
de legalabb disztributiv

Vektorok felbontasa komponensekre:
Legyen adott a sik két, nem egyallasu vektora a és b.
Ekkor a sik barmely vektora felbonthaté a—val és b-vel b
parhuzamos 0sszetevokre, €s ez a felbontas egyértelmil. b
Azaz: Vv—hez 3! A;ueR,hogy v=A-a+pu-b

@;@

A felbontasban a és b vektorok a bdazisvektorok , y(l; u) a v vektor koordinatai.

Y

Vektorok a koordinatasikon: P(h:)
A Descartes-féle koordinatarendszerben legyenek béazisaink az M ’
egymasra merdleges, egységnyi hosszusagu i €s ] vektorok. v

14
fgy a P(\; ) pontba mutatd helyvektor koordinatai: ; = Y .
mivel OP = v =L-i+p-j, ezért v(h;p). OP = v=Ai+pj

Miiveletek koordinatakkal:
Legyen a(x,;y,) és b(x,;y,). Ekkor a vektormiiveletek koordinatanként is elvégezheték

¥
1. Vektor hossza: |al|=+/x," +y,’
£y
2. Vektor forgatasa 90" -kal: y
1
g(Xl 5 YI) = §+90° (_ yl;Xl) éS §_90° (yl ;_Xl) .
(mivel az abran 1évd jelolt szogli H-ek egybevagok) R R

3. Osszeadds, kivonds:  a+b=(x,+x,;y,+y,) é a-b=(x/-x,;y,~Y,)
4. Szorzds skaldrral: h-a=(L-x;1-y,)

5. Skalaris szorzat:
Tétel: a-b=x,-x,+Yy,-Y,
Biz: a-b=(x,-i+y,-j)(x,-i+y, j)= (skaldris szorzas disztributiv)
=X X, 'iz +X,0Y, 'i'i"'xz Y 'i'j"'}ﬁ 'Y, 'iz =X Xty Y,

i’ = f =1 mivel egységnyi hosszaak, ¢s i-j=0 , mert merdlegesek
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Szakaszok a koordinatasikon

Def.: Koordinatarendszer: Vegylnk fel két egymdsra merdleges, irdnyitott, egységgel
ellatott egyenest. Az egyeneseket koordinata-tengelyeknek, O metszéspontjukat
origonak nevezziik. Az igy eldallitott tengelyrendszert derékszogli- vagy Descartes-
féle koordinatarendszernek nevezziik.

Def.: Rendezett par: Legyen A és B két halmaz. Az (x;y) szamkombinacidt rendezett
parnak nevezziik, ha az elsé elemét A-bdl, a masodikat B-bdl valasztjuk. Az Osszes
ilyen rendezett par egyiitt AxB, AxB= {(x;y)| x € Aés yeB}, igy a sik

RxR=R"’.
Pont koordinatageometriaja:

Def.: Pont koordinatai:

Egy pontnak a tengelyektdl mért eldjeles tavolsagat a pont koordinatdinak nevezziik.
Egy pont koordinatai olyan rendezett parok, amelyeknek elsd tagja az x tengely
masodik tagja az y tengely egyik pontja.

¥

Tétel: Két pont tavolsaga:
d(AsB) = AB=1/(b, ~a,) +(b, ~a,)",
ahol A(a;;a;) és B(by;b,) .

Két pont tavolsaga a megfeleld koordinatak b
kiilonbségének négyzetdsszegébdl vont gyok.

Alay;ag)

[}
(1]

b B(b1b
Bizonyitas: - bt

O

OA=a=(a;a,) illetve OB=b= (b ;b,) helyvektorok

fgy AB= b-a=(b,—a;b, —a,) €s ennek a vektornak a hossza:

d(A;B)=AB=y/(b,-a,)" +(b, ~a,)’

Tétel: Tetszoleges osztopont koordinatai:
p[ R X +m X, n-y +m-y,
n+m  n+m

j,ahol P az A(x,;y,) ¢és B(x,;y,) pontokat
0sszekotd szakasz m : n aranyl osztopontja.

YV amxp) Yi

P( X+ MK _ny1+my;)
m+n ' m+n

Bixyy2)

-"a-:1r'

2
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Tétel:

Tétel:

Bizonyitas:

Ekkor teljesiilnek a kovetkezék: AB=b—a ¢és E —— ;B>

m+n
Ezek alapjan pedig (a fentieket beirva, s az atalakitasokat elvégezve):

p=g+ﬁ:w, ahonnan P(n'xl +m-Xx, ;n-yl +m-y2j
B n+m n+m n+m
A(Xx1;y1) B(x2;y2) szakasz felezopontjanak koordinatai: FAB(XI -12-X2 ;yl -12- yzj

Tehat a felezOpont koordinatai a végpontok megfeleld koordinatainak atlaga.
Bizonyitas: Ekkor az m:n arany 1:1 , P helyett legyen F és p helyett f.

+x, + +y,+
Hdromszég sulypontjanak koordinatai: S(Xl X32 % ;yl }’32 Z j ,
ahol A(x,;y,), B(X,;y,) és C(X,;y,) a & csucsai.
Tehat a haromszog sulypontjanak koordinatai csucsok megfeleld koordinatainak
szémtani kdzepel.

Fy o
Bizonyitas: !
A a sulypont harmadolja a stlyvonalakat, ugy, hogy a F
nagyobb rész a cstucshoz, a kisebb rész pedig az )
oldalfelez6é ponthoz esik kozelebb. s B
Legyen F'a BC oldal felezOpontja.
Az F-be mutato helyvektor: f = b ; < b s 5

A haromszog sulypontja az AF sulyvonalnak a 2:1 o
aranyu osztopontja éppen a sulypont.

Az S pontba mutatd helyvektor tehat: s = a +32 gl _ar 2 e .

r . . + + + +
Igy az S pont koordinatai S(Xl Xo T X ;yl Yo Zsj

3 3

Alkalmazasok:

koszinusztétel vektoros bizonyitasa
geometriafeladatok vektoros vagy koordinatageometriai megoldasa
eltolds, mint geometriai transzformacio
koordinatageometriai szamitasok
- egyenes allasara jellemz0 vektorok
- két vektor v. egyenes bezart szoge (skalaris szorzat kétféle kiszamitasi modja)

fizika:
- vektormennyiségek Osszegzése (erdk, sebességek)
- vektormennyiségek skalarral valé szorzédsa (F=m-a)
- vektormennyiségek skalaris szorzata (munka)
- vektormennyiségek vektorialis szorzata (Lorenz-erd, forgatonyomaték)

kémia: dipolusmomentum-vektor (molekuldk polaritasanak meghatarozasa)
geodézia, térképészet (tdvolsdgmeghatarozasok)

Y



