Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

20. tétel:
Egyenesek a koordinatasikon. A linearis fiiggvények grafikonja és az egyenes.
Elsofoku egyenlotlenségek.

Def.: Koordinatarendszer: Vegylink fel két egymasra merdleges, iranyitott, egységgel
ellatott egyenest. Az egyeneseket koordinata-tengelyeknek, O metszéspontjukat
origonak nevezziik. Az igy -eldallitott tengelyrendszert derékszogii- vagy
Descartes-féle koordinatarendszernek nevezziik.

Def.: Rendezett par: Legyen A és B két halmaz. Az (Xx;y) szdmkombinaciot rendezett
parnak nevezziik, ha az els6é elemét A-bdl, a masodikat B-bdl valasztjuk. Az

Osszes ilyen rendezett par egyiitt AxB, AxB= {(X;y)| xeAésye B}, igy a
sik RxR=R".

Fiiggvény:
Ha egy 4 halmaz minden eleméhez hozzarendellink egy B halmaz egy-egy elemét,
akkor egy A-bdl B-be rendeld fiiggvényt kapunk. Jele: f: A — B.
A =D, : értelmezési tartomany, B : képhalmaz
R; = {ye B | xeA:f(x)=y }c B: értékkészlet
f(a)=Db
Jelei: a — f(a) ; a-hoz a fliggvény b-t rendeli, a képe b vagy b 6sképe a
a—>b

Fiiggvény grafikonja:
Szamfiiggvényeknél az Osszetartozd  értékparokat Descartes-féle koordinata-
rendszerben dbrazoljuk, vagyis graff = {(X; y)| dxeD;, y=f(x) }

Elsofoku fiiggvények:

f:A>R AcR, A és f(Xx)=m-x+b,ahol m;beR m=0
Az els6foku fliggvény képe egyenes. (lasd késdbb) y

m: meredekség, b: y-tengelymetszet

m<0 : a fliggvény szigordan monoton csokken

m=0: a fliggvény konstans (nem elséfoku ugyan, de linearis)
m>0 : a fliggvény szigorian monoton nd

(a meredekség egyébként az iranyszog tangense)

b=0 esetén a fliggvény grafikonja athalad az origdn - /

(egyenes aranyossag)

zérushelye: x = b
m

Linearis fiiggvényeknek nevezziikk az elséfoku- ¢és a konstansfiiggvényeket
egyuttesen.

< W
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Egvenes koordinatageometriaja:

Def.: Alakzat egyenlete: Olyan 0Osszefliggés, melyet az alakzathoz tartozd pontok
koordinatai igazza tesznek, mas pontok pedig nem.
Egy alakzat egyenlete sikban altaldban egy kétismeretlenes egyenlet (térben 3).
Egy alakzatnak tobbféle egyenlete is lehet.
Azt, hogy egy pont rajta van-e az alakzaton, tehat behelyettesitéssel donthet;jiik el.

Kovetkezmény:

Két alakzat metszéspontjanak meghatarozdsahoz az  alakzatok egyenleteit
egyenletrendszerként kell megoldani.

Egyenest meghatdrozé adatok: két pontja vagy egy pontja €s az allasa.

Egyenes helyzetét jellemz6 adatok:
Def.: irdnyvektor: egy egyenes iranyvektora barmely az egyenessel parhuzamos,
nullvektortél kiilonbozé vektor. Jele: v(v,;v,)

Def.: normalvektor: az (xy) sikban egy egyenes normalvektora az egyenesre
merdleges, nullvektortél kiilonbozd barmely vektor. Jele: n(A;B)

Def.: irdnyszog: az (xy) sikban az egyenes iranyszdge az egyenes ¢és az X tengely
pozitiv felével bezart eldjeles szog.

Def.: irdnytangens: az egyenes iranyszogének tangensét (ha 1étezik) iranytangensnek,
vagy meredekségnek hivjuk. Jele: m. (90° —os iranyszogli egyenesnek nincs.)

Osszefiiggések az egyenes helyzetét jellemzé adatok kozott:

iranyvektort 90°—kal elforgatva normalvektort kapunk és viszont
iranyvektor és normalvektor skalaris szorzata 0
A

v-bdl vagy n-bdl megkaphatjuk az irdnytangenst: m = Y2 B
Vl

iranytangensbdl megkaphatjuk v-t és n-et: y(l;m) ; g(m;—l)

Két egyenes parhuzamossaganak és merolegességének a feltételei:
parhuzamos egyenesek:
Két egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha iranyvektoraik, illetve
normalvektoraik parhuzamosak, vagyis egymdasnak skalarszorosai. Ha az
egyeneseknek van irdnytangense, tehat nem parhuzamosak az y tengellyel,
akkor a parhuzamossagnak sziikséges ¢és elégséges feltétele, hogy a két
egyenesnek az irdnytangense (m,; és m,) egyenld legyen: m;=m,.

merdleges egyenesek:
Két egyenes akkor és csak akkor merdleges egymadsra, ha irdnyvektoraik,
illetve normalvektoraik merdlegesek egymasra, vagyis iranyvektoraik,
illetve normalvektoraik skalaris szorzata 0. Ha mindkét egyenesnek van
iranytangense, akkor a merdlegesség sziikséges és elégséges feltétele,
hogy meredekségiik szorzata -1 legyen: m, -m, =—1.
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Az egyenes egyenletei:

Iranyvektoros egyenlet:
Adott P,(x,;y,) ponton athalads, adott v(v,;v,)irdnyvektord egyenes

egyenlete: v,Xx-v y=v,X, - VY, v &
Bizonyitas: Hit.
Legyen P(x;y) futépont az egyenesen. o (%Y%) Q Va)
Pee < P,P parhuzamos y-vel <
— 2 Pix;v)
IeR PP =h-v e B(%:i%,)
plxy) ™2
.| X=X, =Av, . = >
vagyis { ez az egyenes paraméteres egyenletrendszere ¥
Y=Yy =AV,
Az elsé egyenletet v,-vel, a masodikat v;-gyel megszorozva egyenldvé
tehetjiik a bal oldalakat is, igy
v, (x=x,)=v,-(y—y,), ahonnan
VoX=ViY = VX = ViYo
Normalvektoros egyenlet:
Tétel:
Adott P,(x,;y,) ponton &thaladd, adott n(A;B) iranyvektora egyenes
egyenlete: Ax + By = Ax, + By,
Bizonyitas: ol
Legyen P(x;y) futépont az egyenesen.
Pee < P,P merbleges n-re < Fo(%:i%) n(A;B)
PP-n=0 =
(x-x,;y-Yy,)(A;B)=0 < By(x,:%,) P(x;y)
A-(x=x,)+B:(y-y,)=0 < plagy) ™8 "
amibdl: x

Ax + By = Ax, + By,

Iranytangenses egyenlet:
Adott ponton P, (xo;yo) athalad6 és adott irdnytangensii egyenes egyenlete:

m-(x—x,)=y -y,
Bizonyitas:
Az iranytangens megadasa miatt az egyenes nem lehet parhuzamos az y
tengellyel. ;

v ok
. ., ., Py, /
Mivel az m iranytangensii egyenes egy
normalvektora g(m;—l), igy az egyenes V%
egyenlete (behelyettesitve a normal-vektoros Folxo ) o
egyenletbe): %%
oL
A x
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m-X-y=m-x,—y,, amit atrendezve: m-(x —x,)=y-y,

Tovabbi alakjai:
y:m'(X_Xo)+YO =m-X+y,-m-X,
Vagyis y=m-x+b

Két ponton athaladoé egyenes egyenlete:
Adott két pont P (x,;y,) és P,(X,;y,). A két ponton athaladdo egyenes
egyenlete a kovetkez6 formaban adhatdo meg:
(x=x,)-(y,—y)=(x,=x,)-(y-v,) -

Bizonyitas:

Az egyenes egyik irdnyvektora: v=PP, =(x, - X5y, —-y,),
ezt behelyettesitve az irdnyvektoros képletbe:
(v =y) x=(x, =x,) y=(y, =y,)-x, = (x, = x,)-y, és dtrendezve:

(x=x,)-(y,=y,)=(x,=x,)-(y-y,)

Tétel: Minden (xy sikbeli) egyenes egyenlete felirhatdo Ax+ By+ C =0 alakban, ahol

A, B, C tetszbleges valos szamok, de A’ +B” #0. (Es minden ilyen egyenlet
egyenest hataroz meg.)

Tétel: Pont és egyenes tavolsaga:
Legyen e egyenes egyenlete az alabbi alakban Ax + By +C =0 nulldra rendezve,
¢s P(Xo;yo) egy adott pont koordinatai. Ekkor e és P tavolséaga:

Ax,+ By, +C

JA? +B?

Tétel: Ket egyenes dltal meghatarozott szégek szogfelezoinek egyenletei:
Az e: Ax+By+C =0 ¢é f Ax+B,y+C,=0 egyenletli egyenesek
szogfelezdinek egyenlete:

d(e;P)=

Ax+By+C, | | Ax+B,y+C,

= , vagyis
JA?+B/’ VA, +B,’

A x+B,y+C, N A,x+B,y+C,

(az eldjelek adjak a két szogfelezot)
JA? +B/’ JA, +B,’
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Elsofoku egvenlotlenségek:

Egyenlotlenség:

Két relaciosjellel (<,<,>,>) 6sszekapcesolt kifejezés vagy fliggvény.

Az egyenlbtlenséget szokds olyan specidlis nyitott mondatnak (valtozo(k)tol fiiggd
allitas) is nevezni, amelynek alaphalmaza egy szdmhalmaz.

Az egyenldtlenség megoldasa:

Megkeressilk a két kifejezés/fiiggvény kozods értelmezési tartomanydnak —
alaphalmazanak — azon elemeit, amelyekre a két kifejezés/fliggvény helyettesitési
értékei a megadott relacioban vannak. Ezeknek halmaza az egyenldtlenség
megoldashalmaza vagy mas néven igazsaghalmaza.

Ha az egyenlétlenség az alaphalmaz minden elemére teljesiil, akkor a megoldédshalmaz
egyezik az alaphalmazzal, az egyenldtlenség ilyenkor azonossdg.

Ha a relaciods jel két oldalan a valtozoknak csak algebrai egész kifejezései vannak, akkor
algebrai egyenlotlenségnek nevezziik. Ennek fokszama a benne szerepld legmagasabb
fokszamu tag fokszamaval egyenlo.

Nem algebraiak példaul az abszolut értékes, a tortes, a gyokds, az exponencidlis, a
logaritmikus, a trigonometrikus egyenldtlenségek.

Egyenlétlenség megoldasanal a negativ szammal vald szorzas/osztds megforditja a
relacios jelet. Ezért példaul ismeretlennel (eldjelvizsgalat nélkiil) nem lehet beszorozni.

Elsofoku egyenlotlenség:
Redukalt alakja: mx+b>0, m;beR m=0.

Megoldasa m eldjelétdl fiigg: m > 0, akkor x > —3, ha m <0, akkor x < b
m m

Alkalmazasok:
- Matematikan beliil:
- geometriai feladatok koordinatageometriaiva valé alakitasa
- egyenldtlenséggel jellemzett ponthalmazok megadésa
- problémak megoldasa a geometriai valosziniiségi mezdben
- grafikonok készitése
- nem algebrai egyenlétlenségek megoldasa (pl eldjeltablazat készitése)

- Matematikén kiviil:
- linearis programozas
- szémitogépes grafika
- egyenes vonalu egyenletes mozgasok
- tikrozoédés, fénytorés
- térképészet (tavolsagok kiszdmitasa)
- radar, navigacio
- ¢pitészet



