Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

23. tétel:
Teriiletszamitas elemi uton és az integralszamitas felhasznalasaval

Teriiletszamitas elemi wton:
Axiomak:

0. Minden sokszoghtz hozzéarendelliink egy nemnegativ valds szamot (ez a
sokszog teriilete) igy, hogy az alabbiak teljestiljenek:

1. Az egységnyi oldalhosszli négyzet teriilte 1.

2. Az egybevagd sokszogek teriilete megegyezik.

3. Ha egy sokszoget véges sok darab sokszdgre bontunk akkor a részsokszogek
teriileteinek Osszege az eredeti sokszog teriiletével egyenlo.

Téglalap teriilete:
Tétel: A téglalap teriilete a szomszédos oldalak szorzata
Lemma: Ha két téglalap egyik oldala megegyezik, akkor a teriiletiik ardnya

egyenld a masik oldalak ardnyaval. Vagyis, ha a;=a, akkor: % = Z—z
1 1
Biz:
T |1
l B T2 b T
=1
(lax) 1 a
L_b L_a
T, 1 T, 1
Lemma alapjan: U U
T,=b T,=a-b

Paralelogramma teriilete:
A paralelogramma olyan négyszdg melynek szemkozti oldalai parhuzamosak.

Tétel: A paralelogramma teriilete az egyik oldaldnak és a hozzatartozo
magassaganak szorzata: T =a-m,

parale logramma

Biz:

Hosszabbitsuk meg a para-
lelogramma egyik parhuzamos
oldalparjat, és a parhuzamosok b m b m m
koz¢é helyezzink el egy a B 5
paralelogramma alapjaval egyenlé : :
oldalu téglalapot.

D © D' (e

a B A a B'

Ekkor: AA’DD’ = BB’CC’, mivel AB vektorral val6 eltolas egymasba viszi dket.
tehat a 2. axidma miatt T, ., = Typcc

Tyser = Tapee = Toanc ., .
3. axioma miatt = T,,., =T,pop, =a-m
Tpen =T -T
ABCD AA'D'D BAD'C

(mivel a paralelogramma ¢és a téglalap adatai megegyeznek)
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Trapéz teriilete: c
A trapéz olyan négyszog, melynek van egy parhuzamos oldalparja. m
Tétel: A trapéz teriilete a kozépvonalanak és magassaganak szorzata. | ke
a+c
Trapéz = k ‘m= ’ a
Biz: Tiikrozziik a trapézt az egyik szaranak felezOpontjara, F-re
A tikrozés miatt: ABCD=zA’B’C’D’ D o & 2 -
igy AD’A’D paralelogramma o /e _ﬂ%ﬁ - f’/
(2.ax.) (3.ax.) 1 1 - T o,
Tagecp = Tawep = —Tapap=2-(@+c) m _L— — =
2 2 & & E=Cr ¢ I

(mivel a paralelogramma ¢és a trapéz adatai megegyeznek)

Haromszog teriilete: -
Tétel: A haromszog terlilete az egyik oldal €s a hozz4 tartozdé @
c

, , c-m
magassag szorzatanak fele. T, = <

aromszog 2

Biz: Tikrozzik a haromszoget az egyik oldalanak F felezOpontjara

C=B A
A tiikrozés miatt: ABCO=A’B’C’H -
igy ABA’C négyszog paralelogramma e )
(2.ax.) (3.ax.) 1 1 -
Tawce = Tape = ETABA’C = E'C -m, A B=C"

mivel a haromszog €s a paralelogramma adatai megegyeznek

Egyéb haromszog teriiletképletek:

Heron - képlet: T=+/s-(s—a)-(s—b)-(s—c) ahol s:%
e , PR , a-b-c

beirt kor sugardval: T =r-s, koriilirt kor sugaraval: T = R

hozzairt korok sugaraival T=r,-(s—a)=r1,-(s—b)=r -(s—c)

két oldal és kozbezart szoglikkel: T = a-b-siny

Z
Deltoid teriilete:
A deltoid olyan négyszog, melynek két-két szomszédos oldala egyenlo. Dt B
Tétel: A deltoid teriilete atloi szorzatanak a fele. T, ., = ef £
Biz: ACBAO 2= ACDA (mivel oldalai paronként megegyeznek)
(2.;3.ax.) . .
TABCD = 2'TACBA:2'AC2TB:AC'%:% A

Sokszogek teriilete:
Haromszogekre vald bontassal.
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Kor teriilete:
A kor azon pontok halmaza a sikon, melyek egy adott ponttdl adott egyenld
tavolsagban vannak.
2

Tétel: A kor teriilete a sugaranak négyzete szorozva n—vel. T, =1r" &

Biz: szabalyos sokszogek teriiletével kozelitjiik (alulrol és feliilrdl)

. 2T T
1 sin —— 2r’tg =
o n n
Tbeirtsokszég < Tkiir < Tkiiréirtsokszég vagyis: B ‘n< Tkér < 2 n
5 . 2T . 2T
r°sin— 2 sin — sin y
nodehat lim 0 .p=lim—- 2% 0 —27 | lim =1
n—w 2 n—-wo ) 2n y=0 y
n
LT
| sin
és limr’-tg=-n=1limr’-m 0 _y2n
n—w n n— T T
cos— —
n n

2

és ekkor a rendér elv miatt: ’n<T,, <t’n = T, =r'n

Teriiletszamitas integralszamitassal:

Fiiggveény alatti teriilet: "
A flggvény gorbéje és az x tengely kozott
1étrejott eldjeles teriilet mérdszama.

[a;b] intervallum egy lehetséges felosztdsa (F):
a=x%Xy<X;<Xx;<..<X,=Db véges szamu pont.

H

a=Xq Hl... £ & XK. b=
Legyen f: [a;b]—R korlatos 0 Elees 1.1 1+ b=x,

1-edils intervallum

Also 0sszeg: s, =Y. m, -(x,—x_,) ahol m, = inf{f(x)| X € [Xi_l;Xi]},
i=1
(tehat m; az ,,i”-edik intervallumban a legkisebb fliggvényérték — infimum)

1

Fels6 Osszeg: S, = zn:Mi -(x,—x_,) ahol M, = sup{f(x)| X € [Xi_l;Xi]}
i=l

(tehat M; az ,,i”-edik intervallumban felvett legnagyobb fliggvényérték — szuprémum)

Az [a; b] intervallumon értelmezett korlatos f(x) fliggvényt integralhato, ha egyetlen
olyan szam létezik, amelyik az f(x) fliggvény egyetlen als6 kozelitd Osszegénél sem
kisebb, és egyetlen felsé kozelitd Osszegénél sem nagyobb. Ezt a szdmot nevezziik
f(x) [a; b] intervallumon vett hatdrozott avagy Riemann- integraljanak.
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Newton — Leibniz formula:
Ha F(x) differencialhatd, és F'(x) = f(x) integralhatd, akkor:

J (x)dx = F(b) Fa) = [F(x)]:

Definiciok, tételek:
Ha F'(x) = f(x) akkor F(x) az f(x) fliggvény egy primitivfiiggvénye.

Ha F(x) az f(x) primitivfiiggvénye egy I intervallumon, akkor f(x) 6sszes primitiv-
fliggvénye F+c alaku. (ahol ceR tetszdleges).

f(x) fliggvény hatdrozatlan integradlja (x) primitiviliggvényeinek halmaza. Jele:
[f(x)dx Az el6z0 tétel értelmében tehat : If (x)dx ={F(x)+c}

Alapintegralok:
R : 1 :
JXH dx = X" +¢ n=#-1 esetén J—dx =In|x|+c n=-1 esetén
n+l X
[edx =c-x+¢ n=0, konstans integralasa
X
[a*dx = la +c azaz példaul: [eXdx =¢* +c
na
[cosxdx =sinx +c [sinxdx = —cosx +¢
s—dx =tgx+c X%~ 4 kn — —dx =—ctgx+c x=#kn
cos” X 2 sin” x
[tgxdx = —In | cosx | +c x;thrch [etgxdx =1In|sinx [+c x #kn

J

——; dx = arctgx +c¢
+ X

Miiveleti szabalyok:

1. J(f +g)dx = Jf dx + jgdx 0sszeg tagonként integralhatd
2. Jc fdx=c- Jf dx konstans kiemelhetd
3. J g'(x)-f(g(x))dx =F(g(x))+c ha egy Osszetett fliggvénynél ott van

szorzoként a belso fliggvény derivaltja, akkor ,,elég” a kiilso fiiggvényt integralni

4. J(f (ax+b)dx = L F(ax +b)+c ha a bels0 fiiggvény linearis
a

5. jf‘-g =f.-g- Jf g parcialis integralas

6. [f(x)dx=[f(g(t)-g'(t)dt helyettesitéses integralas

itt az x=g(t) helyettesitést végeztiik, €s g’(t)Zj—T
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Teriiletek kiszamitasanak kiilonb6z6 modjai: H
Tehat az [a; b] intervallumon folytonos, nem negativ f(x)
fliggvény gorbéje alatti teriiletet a hatarozott integral fogalmabol ———

kovetkezéena T = J f(x)dx képlettel szamolhatjuk. T —‘
b

Ha az f(x) folytonos fiiggvényre nincs eldjelkikotés, akkor az f(x) integralja az x
tengely feletti és alatti terliletek eldjeles 0sszegét adja.

¥ ¥ b
] a b §
a c - b
T= If(x)dx T1+T2=If(x)dx+ If(x)dx
b a c
¥
) f és g fiiggvények metszéspontjai: = a;b
ax) b
T = [g(x)-f(x) dx
& b a
Kor teriiletének kiszamitasa integralszamitas alkalmazasaval: y
Tétel: Az r sugart kor teriilet: 7=r’rx _ A
Bizonyitas: Legyen a kdzéppont O(0;0) a kor kdzéppontja Jyor o
A felso félsikba eso félkorvonal az f: [-r;r]—R,
f(x)=+r* —x* fuggvény grafikonja. = 5 "
A feélkor teriilete tehat: .

r r 2 r 2 g g
T:J‘\/rz—x2 dx:‘[r‘/l—(ij dx:rj 1—(§j dx:rI\/I—sinzt-r-costdt:rzjcosztdt:

—r -r r -r r _T _r

2 2

. z . . 2
1+ cos2t dt:rz{%+s1r;2t}2 :r2{£+51nn_(_£j_51n( n)}:r T

:r2

2 4 4 4 4 2

4ol a

2
Az r sugaru Kor tertilete tehat: 7 =r’z

Alkalmazasok:
- teriiletszdmitasok (kor részeinek teriilete, szabalyos sokszogek teriilete)
- felszinszamitas (forgastestek felszine integralszamitassal)
- lakasok alapteriilete
- grafikon alatti teriilet meghatarozasa (fizikai folyamatok, munka)
- f6ldrajzi teriiletmeghatarozas (foldmérés)
- csillagéaszat (szektor-teriilet a szektorsebességhez)
- integralszamitassal forgéstestek térfogata, testek sulypontja meghatarozhato



