Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

24. tétel
Kombinatorika. Grafok.

Kombinatorika:
A matematika azon elméleti teriilete, amely egy véges halmaz elemeinek csoportositasaval,
kivalasztasaval vagy sorrendberakasaval foglalkozik.

Permutacio

a)

b)

Ismétlés nélkiili permutécio:

Def.: n darab kiilonb6z6 elem egy lehetséges sorrendjét az n elem egy ismétlés
Def.: n faktorialis alatt értjiik a pozitiv egész szdmok 1-t0l n-ig terjedd szorzatat. A
0 és az 1 faktorilist 1-nek értelmezziik. Jele: n!

Tétel: n darab elem 0sszes ismétlés nélkiili permutacidinak szama:

P =n-(n-1)-(n-2)-..-2-1=n!
Bizonyitas:
Vilasszuk az elemeket sorban egymads utan, az elsdvel kezdve. Az elsd helyre n-féle
elemet valaszthatunk. A masodik helyre mar csak (n-1)-félét, igy az els6é két helyre
n- (n — 1) félét, mivel az els6 elem barmely valasztisahoz (n-1)-féle elemet
valaszthatunk a masodik helyre. A harmadik helyre (n-2)-féle elemet valaszthatunk
¢s igy tovabb, a kovetkezd helyre mindig egyel kevesebb lehetdségiink van az elem
valasztasara, mint az el6zonél.

hely 1. 2. 3. ... |(m-1).] n.
lehetOség n n-1 | n-2 2 1

fgy n kiilonbozd elem osszesen n-(n—1)-(n—2)-...-2-1=n! -féle sorrendben
irhato fel.

Ismétléses permutacio:

Def.: Adott darab n elem, melyek kozott egyformédk is lehetnek. Ezek egy
Tétel: Adott n darab elem, melyek kozott £ db egyforma (k < n), a tobbi elem pedig

ezektdl és egymastdl is kiilonboz6. Ekkor az elemek 0Osszes ismétléses
n!

permutécioinak szama: P " = a’
Bizonyitas:

Ha az 6sszes elem kiilonb6zo lenne, akkor igy az 6sszes sorrendjeik szdma n! lenne.
Ennél nyilvan kevesebb van, hiszen az ismétlodo elemek miatt bizonyos sorrendeket
tobbszor szdmoltunk. Minden igazabol kiilonb6zd sorrendet annyiszor szamoltunk
meg, ahanyszor a & db egyforma elemet egymas kozott sorba rendezhetjiik, ezek

n!

szama pedig k! Igy az 6sszes sorrend: Pnk = o
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Tétel: Adott n darab elem. Ezek kozott ki; kp; ks;...; ki darab egymas kozt
egyforma (de a tobbitdl kiilonbo6z6) elem  van, ahol
k, +k, +k; +...+k; =n. Ekkor az n elem 0sszes lehetséges sorrendjének

szama: Pé‘l’kZ """ ki = n'
ki!-ky!o k!
Bizonyitas: Az el6z6 bizonyitds tobbszori (Osszesen i-szeres) alkalmazéasabol
kovetkezik.

Pé¢lda: 10 iiveggolyd koziil 1 piros, 2 kék, 4 sarga és 3 pedig zold. Hanyféle
kiilonb6z6 nyaklancot tudunk késziteni?

Variacio

a) Ismétlés nélkiili variacio:
Def.: Adott n darab kiilonb6zd elem, ezek koziil kivalasztunk k& darabot (k < n)
ugy, hogy a kivalasztas sorrendje szamit ¢és egy elemet csak egyszer
valaszthatunk ki. Ekkor az n elem egy k-ad osztilyu ismétlés nélkiili

......

.....

Tétel: n elem k-ad osztalya ismétlés nélkiili variacidinak szama:

!
VK =n.(n=1)-(n=2)-.-(n—-k+1)=—>
U e ey
Bizonyitas:
hely 1. 2. 3. (k-1). k.
lehetOség n n-1 | n-2 ... n-(k-2) | n-(k-1)

Megjegyzés: k =n esetén ez éppen az ismétlés nélkiili permutacio.
b) Ismétléses variacio:

Def.: Adott n darab kiilonb6z6 elem, ezek koziil kivalasztunk & darabot ugy, hogy
a kivalasztas sorrendje szamit és egy elemet akarhdnyszor valaszthatunk.

......

..... k
Bizonyitas:
Az n elembdl k£ hely mindegyikére egymadstol fiiggetleniil mind az n elemet
elhelyezhetjiik. V' =n-n-..-n=n"

Kombinacio

a) Ismétlés nélkiili kombinacio:

Def.: Adott n darab kiilonb6z6 elem. Ezek koziil kivalasztunk k darabot (k <n)
ugy, hogy a kivalasztds sorrendje nem szadmit és egy elemet csak egyszer
valaszthatunk ki. Ekkor az n elem egy k-ad osztilyu ismétlés nélkiili
kombinaciojat kapjuk.
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Tétel: n elem k-ad osztalyn kombinacidinak szama: C* = _om = (nj
" kl(n-k) |k
Bizonyitas:
Vélasszunk ki a & darabot Ugy, hogy a sorrendjilk is szamitson, igy a
n!
(n-k)!
Ekkor minden igazi kivalasztast tobbszor szamoltunk, mégpedig annyiszor,
ahanyszor a kivalasztott k£ db elemet egymas kozott sorba rendezhetjiik. Ezek
szama: k! , tehat a kombinaciok szama:
Ck:V‘i(: n! :n'(n—l)'(n—2)'...-(n—k+l):(nj
" k' k!'(n-k)! k! k

sorrendek szama: V¥ =n-(n—1)-(n—-2)-...-(n—k+1)=

b) Ismétléses kombindcio:
Def.: Adott n darab kiilonb6z6 elem. Ezek koziil kivalasztunk £ darabot tgy, hogy
a kivalasztas sorrendje nem szadmit ¢és egy elemet akdrhanyszor
valaszthatunk. Ekkor az n elem egy k-ad osztalyu ismétléses kombinaciojat
kapjuk.

Tétel: n elem k-ad osztalya ismétléses kombinécidinak szama: C' = (n +kk lj
Bizonyitas:

Az i1smétléses kombinaciondl csak az szamit, hogy melyik elembdl hany darabot
valasztunk ki.,,Kdédoljuk” le az ismétléses permutaciokat, a ,.kddban” vélassza el a
kiilonbozo elemeket ,,/” jel, kozottiik pedig legyen annyi ,,0”, ahanyszor ismétlédik
az adott elem a kivalasztasban, példaul ooo/00/00/.../0//00

Ahany féle ilyen sorozat készithetd a jelekbdl, annyi ismétléses kombinacio van.

Ha n darab elembdl & darabot valasztunk, akkor n—1 db elvalasztojel (/) és k db
potty (o) van a kodban. Ezek lehetséges sorrendje (mondjuk ismétléses permutaciod
képletével), azaz az ismétléses kombindciok szdma:

ok (n+k—1) :(n+k—1j

" k!M(n-1)! k
Pé¢lda: Hanyféleképpen helyezhetiink el 5 levelet 16 rekeszbe, ha a levelek kozott
nem tesziink kiilonbséget és egy rekeszbe tobb levelet is tehetiink?

c) A binomialis egylitthatok tulajdonséagai

n
Def.: (kj alaku kifejezések a binomidlis egyiitthatdk, ahol k <n n,keZ’

megadja, hogy egy n elemli halmaznak hany £ elemii részhalmaza van

G- a () s (3], ) -0
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e @:(n?kj

Biz.: nyilvan annyiféleképpen tudunk »n elembdl k-t kivalasztani, mint » elembdl
azt az (n—k)-t, amit voltaképpen nem valasztunk ki. De természetesen

algebrai uton is kijon.

vt (1)1 71"

Biz.: algebrai Gton trividlisan kijon.
Egy k elemii kivalasztds vagy tartalmaz egy eldre adott elemet, vagy nem.
Ha tartalmazza az elére adott elemet, akkor a tobbit valaszthatjuk szabadon a

n
maradékbol, ez igy (k j darab kivalasztds. Ha nem tartalmazza a

kivalasztott elemet, akkor az Gsszeset szabadon valaszthatjuk a maradékbol,
. (n-1 .. n n-—1 n-—1
ez pedig lehetdség. Osszesen tehat n elembdl = +
k k k-1 k
féleképpen valaszthatunk ki k& darabot.

d) A binomialis tétel:

kozismertek az alabbi azonossagok:
(a£b)’ =a’ £2ab+b’
(axb)’ =a’ +3a’b+3ab’ £ b’
(a+b)' =a* +4a’b+6a’b” £4ab’ +b*

Ezt altalanositja a binomialis tétel:

(a+b) = (gj -a"b’ + Glj -a"'b' + @j a"’b’ ..+ (Ej - (nj -a’b'
n

vagyis (a+b) = y (Ej.a“‘k b*
k=0

Alkalmazasok:
matematika:
- binomialis tétel
- esetek 0sszeszamolasa (akar a gyakorlati €letben)
egyeb:
- szerencsejatékok (esélyek kiszamolasa: rulett, tippmix, szerepjaték)
- statisztikdk készitése
- valoszintiségek kiszamitasa (iddjaras, biztositasi események)
- kodolasok (kdédok lehetséges szama)
- trigonometrikus addicios tételek kiszamolasa komplex szdmokon keresztiil
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Grafelmélet:

A graf pontokbdl (cstcsokbol) és élekbdl alldé halmaz, ahol az élek csucsokat kdtnek Ossze.
(Az ¢lek alakja kozombos, de minden €lnek két végpontja van.)

Grafok megadésa:

sikbeli abraval szomszeédsagi matrixszal: felsorolassal

(D) csucsok: A, B, C,D
élek: AB, AB, AC,

AD, BC, CD, DD

N

Két csucs szomszédos, ha vezet koztiik €l.
A matrixban barmely két cstcs kozti €lek szamat jeloljiik.

Def.: hurokél: olyan ¢él, melynek kezd6 és végpontja azonos
tobbszoros el:  ha két csucs kozt egynél tobb €1 vezet
izolalt csucs:  olyan csucs, melybdl nem indul ¢l

egyszerti graf:  olyan graf, mely nem tartalmaz hurokélet és tobbszoros €let sem
iranyitott graf: olyan graf, melyben kiilonbséget tesziink az élek kezdo- illetve
veégpontjai kozt

csucs fokszama: a beldle kiinduld élek szama (hurokél 2). Jele: ¢(csucs)
(izolalt csucs foka 0)

Tétel: Barmely (véges) grafban a csticsok fokszdmainak 6sszege az €lszam kétszerese.
Biz: A fokszamok 6sszegében minden €let kétszer szamolunk, a két végpontjanal.

Tétel: Minden (véges) grafban a paratlan foku csucsok szama paros.
Biz: Mivel a fokszamok 0sszege paros az eldz6 tétel miatt.

Tétel: Minden egyszerii grafban van két azonos fokszamu pont.

Biz: Indirekt, tegyiik fel, hogy minden csucs fokszdma kiillonb6z6 egy n csucsu grafban.
Mivel egy cstucs fokszdma maximum n-—1 lehet, ezért az n cstcs kiilonb6zo
fokszamai csak ezek lehetnek: 0, 1,2, ..., n—1.

Ez azonban ellentmondés, mert a nulladfokt cstcs izolalt, mig az n—1-ed foku
csucs minden masik csticcsal 6ssze van kotve.
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tires graf: olyan graf, amely nem tartalmaz €It
teljes graf: olyan egyszerl graf, amelyben minden csucspar ¢éllel van 6sszekotve,

teljes n cstcsu graf jele: K , éleinek szama:

n-(n-1)
2

komplementer graf: egy egyszerl graf komplementer grafja az az egyszerti graf, melynek

seta:

csucsai ugyanazok, de két cstucsot akkor €s csak akkor kot Ossze
benne ¢€l, ha az eredetiben nem.
N n-(n-1
Graf és komplementerének élszamosszege #
Egy graf komplementerének komplementere az eredeti graf.
A teljes graf komplementere az iires graf és forditva.

graf éleinek egymdashoz csatlakozo sorozata

korséta: olyan séta, melynek kezdd- és végpontja azonos
vonal:  olyan séta, melyben nincs ismétlodo €l (csucs lehet)

ut:
kor:

Tétel:
Biz:

Tétel:
Biz:

Def.:

Tétel:
Biz:

olyan séta, melyben nincs ismétlddo cstcs (igy persze €l sem)
olyan séta, melynek kezdo- és végpontja azonos, €s ezen kiviil nincs benne
1smétlédod csucs

Ha egy graf két csucsa kozott akkor és csak akkor van séta, ha 1t is.
1) ha van Gt = van séta is (minden Ut séta is)
2) ha van séta, és nincs benne csucsismétlédés, akkor az ut is

ha van olyan séta, amiben

elofordul 1smétlodés, akkor a csucsismétlodés kozti
részt elhagyva rovidithetjiik a sétat, mindaddig, amig
van ismétlédo csucs (mivel a graf és a séta véges,

az eljaras végetér), €s az igy kapott séta mar 1t lesz.

Ha egy grafban minden csucs legalabb masodfoku, akkor van benne kor.
konstruktiv: valasszunk ki a cstcsok koziil egyet, induljunk el a csticsbol kiindulo
egyik élen. Ezt folytatva el nem akadhatunk, csak akkor, ha mar olyan cstcsba
jutottunk vissza, amelyet mar érintettiink (hiszen minden csticsbol legalabb két €1
indul, tehat ahova eljuthatunk, onnan tovabb is haladhatunk egyszer). Mivel a graf
veéges, ezért eldbb-utdbb visszajutunk egy olyan csticsba, amelyen athaladtunk, és
kialakul a kor.

Egy graf dsszefiiggo, ha barmely két csticsa kozt vezet séta (vagy Ut).

Egy n csticsu Osszefiiggd graf legalabb n—1 éli.
teljes indukcioval
1) n=1 egycsucsu grafnak legalabb 0 éle van ©
n=2  kétcsucsu 6sszefliggd grafnak legalabb 1 ¢le van: o—-0

2) Tth: k csucsra igaz, azaz egy k csucsu 0sszefiiggd grafnak k —1 ¢éle van.
Kell, hogy egy k+1 csucsu 0sszefiiggd grafnak k éle van.
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Tétel:

Biz:

Def.:

Tétel:

Biz:

Def.:

Tétel:

Biz:

Ha egy k+1 csucsu 6sszefliggd grafban van elséfoku csucs, akkor azt elhagyva
az ¢lével, a maradék graf Osszefiiggd (hiszen eddig is vezetett ut barmely két
csucs kozt, és az nem hasznalta fel az elhagyott élet). A maradék k csticst graf
tehat az indukcios feltétel miatt legalabb k —1 élet tartalmaz, igy az eredeti
grafban volt legalabb k €l.

Ha egy k+1 cstcst 0sszefiiggd grafban nincs elséfoku cstcs, akkor mindegyik
csucs legalabb masodfokt (nulladfokt cstics nem lehet az 6sszefliggd grafban).
Mivel az élek szama a csticsok fokszamosszegének fele:

e> @ =k +1, ezért legalabb k +1 ¢l van a grafban.

Ha egy n (n >3) csticst (egyszerll) grafban van n €1, akkor a grafban van kor.
teljes indukcioval
1) n=3 teljes graf, van benne kor

2) Tth: k-ra igaz, azaz egy k csucst legalabb £ €l grafban van kor.
Kell, hogy egy k+1 csucsu legalabb k +1 ¢li grafban van kor.

Ha a k+1 cstcsu legalabb k+1 ¢l grafban van elséfoku cstcs, akkor azt
elhagyva az ¢lével, marad egy k cstucst legalabb k ¢éli graf, amelyben az
indukcios feltétel miatt van kor, igy az eredetiben is volt.

Ha a k+1 cstcst legaldbb k+1 ¢l grafban nincs elséfokt csucs, akkor
elhagyva a nulladfoka csucsokat is olyan graf marad, amelyben minden csucs
foka legalabb kettd, ebben pedig egy kordbbi tétel miatt van kor (igy az

eredetiben is.)
fa:  Osszefliggd kormentes graf
erdo.: kormentes graf

Egy n csticsu grafnak n—1 éle van.
az Osszefiiggdség miatt legalabb n —1, a kormentesség miatt maximum n —1

komponens: egy komponenst alkotnak a graf azon csucsai, melyek kozt vezet tt

(Ha A ¢és B csucs és B ¢s C csucs kozt vezet ut, akkor A
és C kozt 1s, illetve ha D és E csucs kozt nem vezet ut,
akkor nincs olyan F cstcs, amelyre D és F illetve F és E
kozt vezetne ut.)

A graf tehat Osszefiiggd részgrafokra (komponensekre)
esik szét, melyek kézt nem vezet 1t.

Komponenstétel: egy graf ¢éleinek szama legalabb annyi, mint a csucsok és a
komponensek szamanak kiilonbsége, azaz e>n -k .
Teljes indukcid egy n cstucst graf €leire, felépitjiik a grafot élenként.
1) Induljunk ki az iires n csucsu grafbol, erre igaz a komponenstétel allitasa:
e=0,k=nés 0>0
2) Tth, mar valahany ¢l be van huizva és a komponenstétel allitasa még igaz
Kell, hogy +1 ¢l hatdsara még igaz marad a komponenstétel.
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Def.:

Tétel:

Tétel:

Euler-vonal: olyan vonal,
amely a graf minden ¢élét

Ha az Gjonnan behuzott ¢l eddig meglévé komponensek kozt vezet, akkor a két
komponens egyesiil, tehat a komponensek szama eggyel csokken. Mivel az élek
szama eggyel nott, ezért az e >n —k 0Osszefliggés megmarad. Ebben az esetben
ha eddig nem volt kor a grafban, akkor tovabbra sem alakul ki.

Ha az Ujonnan behtzott ¢l egy meglévd komponensen beliil vezet, akkor a
komponensek szama nem valtozik, mikdzben az ¢élek szdma eggyel nd, ezért az
e > n —k 0sszefliggés megmarad. Ebben az esetben a grafban kor alakul kai.

Ha a grafnak e db ¢le lett, akkor az iires grafban 1évé n komponens csak tgy
csokkenhetett k& komponensre, ha legalabb n—k Iépésben csokkent a
komponensek szama (azaz legalabb n —k éle van a graftnak). Sot:

e =n—k esetén csak elsd tipust €let huztunk be, vagyis nincs a grafban kor.

e >n —k esetén masodik tipusu €let is behtiztunk, vagyis a grafban van kor.

Tehat az erdok (kormentes grafok) ¢lszama: e=n —k.

gavigsbey,

amely a graf minden ¢élét
tartalmazza. \

Egy grafban akkor és csak akkor taldlhato Euler-korvonal, ha 6sszefiiggd és minden
pont fokszadma paros.
Biz: = minden csucspar kozt vezet séta az Euler-kdrvonalon, tehat 6sszefiiggd

tartalmazza (csak egyszer). ' . ,
Euler-korvonal: olyan korvonal, “
B)

<

¢s minden csucsnal az Euler-korvonal ki- és behalad, tehat minden fok ps
induljunk ki egy tetszdleges csticsbol egy €len (mivel a foka paros, vezet beldle
¢l), minden csucsbol tovabb tudunk menni a fokszam parossaga miatt, kivéve,
ha visszajutottunk a kiindulopontba (ahol mar csak
ptl fokszam maradt).

Ha ekkor nem maradt ki él, akkor a séta Euler-
korvonal volt.

Ha kimaradtak ¢élek, akkor azok valahol
csatlakoznak az eddig megtett sétahoz (kék) (mert a
graf 6sszefliggd volt), €s a megmaradd csucsok el
nem hasznalt fokszadmai parosak (hiszen eddig paros fokszamot hasznaltunk
el). Ekkor lehet Gjabb korvonalat tenni a kimaradé €leken (zold), és belefiizni
az eddigi sétaba. Minden belefiizéskor csokken a kimarad6 élek szadma, és
veges sok 1épésben elfogynak a kimarado ¢€lek, igy kész az Euler-korséta.

Egy grafban akkor és csak akkor talalhatdo Euler-vonal, ha 6sszefiiggd és maximum
két paratlan fokszamu csticsa van.
Biz: = minden csucspar kozt vezet séta az Euler-vonalon, tehat 6sszefiiggd

¢s minden csucsndl az Euler-vonal ki- €s behalad, tehat minden fokszam péros,
kivéve esetleg a kezdd és végpontot.
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< Ha nincs paratlan foku csucs, akkor az el6z6 tétel miatt van Euler-kor is.
Egy paratlan foku cstics nem lehet grafban, ugye.
Ha pedig két paratlan foku csucs talalhato a grafban, akkor kossiik 0ssze azt a
kettét egy éllel, igy minden cstcs paros fokszdmu lesz, tehat az el6zd tétel
miatt van benne Euler-kérvonal. Elhagyva a behtzott ¢élet, a korvonalbol csak
vonal lesz, kezdd- ¢és végpontja pedig a két paratlan foku csucs.

Def.:  Hamilton-ut: olyan ut, amely a graf 0Osszes csucsan
athalad (pontosan egyszer)

Hamilton-kor: olyan kor, amely a graf Osszes csucsan
athalad (pontosan egyszer)

Tétel: Ha a grafban létezik olyan & db csucs, amelyeket az éleivel torolve a graf legalabb
k+1 részre esik szét, akkor a grafban nincs Hamilton-kor, ha pedig 1étezik olyan k&
db csucs, amelyeket az ¢€leivel torolve a graf k+2 részre esik szét, akkor nincs
Hamilton-Ut sem a grafban.

Tétel: Dirac-tétel: ha egy n >3 csucst grafban minden pont foka legalabb %, akkor van a
grafban Hamilton-kor.

, o . (n=1)-(n-2) ., ,

Tétel: Ha egy n csucsu grafnak legalabb > +2 ¢le van, akkor van a grafban
Hamilton-kor.

Alkalmazasok:

- halézatok (szamitogép, ismeretségi, térkeép, elektromos haldzatterv)
- legrovidebb 1t keresés
- utvonaltervezés

- csaladfa



