Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

25. tétel:
Bizonyitasi modszerek és bemutatasuk tételek bizonyitasaban,
tétel és megforditasa, sziikséges és elégséges feltétel

Axioma:
Bizonyitas:

olyan allitas, amelynek igazsagat bizonyitas nélkiil elfogadjuk.
egy allitas igazsaganak megmutatidsa az axidmaink, mar belétott tételeink és
logikai kovetkeztetések segitségével.

Logikai miiveletek:

Logikai dllitasok: olyan mondatok, melyek igazsagtartalma egyértelmiien eldontheto.
Jelik: A, B, C ...
Egy éallitasnak kétféle igazsdgtartalma lehet: I vagy H (néha 1 vagy 0).

Logikai miiveletek:

1. és (konjunkcio):
Két éssel 6sszekapcesolt allitas csak akkor igaz, ha mindkét allitas igaz.
Jele: A A B (kiejtve: 4 és B)

2. vagy (diszjunkcio) (megengedd!):
Két vaggyal 0sszekapcesolt allitas csak akkor hamis, ha mindkét allitas hamis.
Jele: Av B (kiejtve: 4 vagy B)

3. implikacio:
Két implikéacidval 6sszekapcsolt allitds csak akkor hamis, ha a feltétel igaz, de a
kovetkezmény nem.
Jele: A = B (kiejtve: ha 4 akkor B)
A elegséges feltétele B-nek, B sziikseges feltétele A- nak

4. ekvivalencia:
Két ekvivalenciaval 0Osszekapcsolt allitas csak akkor igaz, ha a két allitas
igazsagtartalma megegyezik (vagy mindkett6 igaz, vagy mindkettd hamis.)
Jele: A < B (kiejtve: 4 ekvivalens B-vel)
A sziikséges ¢€s elégséges feltétele B-nek

5. tagadas (negacio):
Egy allitas tagadasa csak akkor igaz, ha az allitas hamis.
Jele: A (kiejtve: nem A)

A logikai miiveleteket megadhatjuk igazsagtablazattal is:

A B AAB AvB [A=>B | A<B A
I I I I I I H
I H H I H H H
H I H I I H I
H H H H I I I

Azonossagok: De Morgan: Av B= AAB, AAB=AVB és, vagy tagadasa
A = B= A AB implikaci6 tagadasa!
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Bizonyitasfajtak:

1. Direkt bizonyitas:
Igaz allitasokbdl indulva helyes logikai 1€pések soran a bizonyitando allitashoz jutunk.
P¢ldaul: egyenes irany- vagy normalvektoros egyenletének bebizonyitasa
Pitagorasz-tétel
logaritmusra vonatkozo tételek
szamok harommal val6 oszthatosaganak tétele
tertilet és térfogatképletek
Ezen bizonyitasok folyaman ekvivalens atalakitasokat végziink.

2. Indirekt bizonyitas:
Az éllitds tagaddsanak feltételezésébdl helyes logikai Iépések folyaman
ellentmondésra jutunk.
Példaul: a korhoz huzott érintd merdleges az érintési pontba huzott sugarra
veégtelen sok primszam van

Konkrét példa:
Tétel: +/2 irracionalis
Bizonyitas: indirekt:
Tegyiik fel, hogy /2 racionalis szam.
Ha +/2 racionalis, akkor felirhato két egész szam hanyadosaként:

J2 = b aholp;qe Z ¢és (p;q)=1 (p és q relativ primek) nopersze q#0
q

Négyzetre emelés és beszorzas utan: 2q°=p”

2q° ps = p’is ps = p is ps (ptl szam négyzete nem lenne ps).
Ha p paros, akkor felirhat6 a kovetkezé alakban: p=2k , ahol ke Z
Visszahelyettesitve: 2q°=4k>  és 2-vel egyszertisitve q*=2k>

2k* paros = q’is paros = q is paros
Hapis és qis paros = nem relativ primek

3. Teljes indukcio:
Végtelen sok allitds bizonyitdsadhoz, melyek egy pozitiv egész szamtol fiiggenek.
A bizonyitas két 1épésbdl all.
1. belatjuk a kezddlépést, azaz:
hogy az allitas igaz a kezddlépésre (pl. n=1-re)
2. belatjuk az indukciods 1épést, azaz:
hogyha az 4llitds igaz n =k —ra, akkor n=k +1-re is.
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Példaul: szamtani €s mértani sorozatok n-edik tagjara vonatkoz6 képlet
kiilonboz6 0sszegek zart alakjai
oszthatosagi problémak
egy n elemli halmaz részhalmazainak szama 2"
szamtani €¢s mértani kozeép kozti osszefiiggés n szdmra
grafelméletben n csucsu Osszefiiggd graf minimalis ¢lszdma n—1

Allitas: Az elsd n db négyzetszam Ssszege: 1° +2° +...+n” = n(n+1)2n+1)

6
Bizonyitas: teljes indukcioval:
l. n=1-re: w = g =1 1°=1 tehat n=I-re igaz az allitas.
2. Tegylik fel, hogy k-ra igaz az allitas, azaz:
k(k +1)(2k +1)

P+2°+...+k*=
6

Kell, hogy k+1-re is igaz az allitas, azaz:
P+22+..+(k+1) = (ke + 1)k +2)(2k +3)

6 koz0s nevezd

Nosakkortehat: kiemelés
P+22+ . +k+(k+1) = k(k+1)6(21(+1)+(k+1)2 :/

indukcios feltétel
_ (kD [k-@k+1)+6-(k+1)] _ (k+D2K* +7k+6) _
6 6

_ (k+1D)(k +2)(2k +3) szorzfat,té- QED
6 alakitas

0sszevonas

4. Skatulya-elv:
Ha van n db skatulya, és ezekbe legalabb n+1 targyat helyeziink el, akkor lesz

legalabb egy olyan skatulya, melybe tobb targy kertilt.
Példaul: oszhatésagi, maradékos feladatok

Konkrét példa:
Tétel: minden véges egyszerli grafban van két azonos fokszamu csucs.
Bizonyitas:
Egy n csticsu egyszerii grafban egy csucs foka lehet:
0;1;2; 3;....,n—2,n-1
= A 0 fokszadm azt jelenti, hogy az adott cslics semelyik masik cstccsal
nincs 0sszekotve éllel,
= az n—1-es fokszdm azt jelenti, hogy az adott cstics és barmelyik masik
csucs kozott vezet €l
= ezérta 0 és az n—1-es fokszdm egyszerre nem fordulhat eld.

fgy az n lehetséges fokszam koziil csak n—1 db fordulhat eld egy ilyen grafban.
Viszont n db csticsa van a gratnak, igy a skatulya elv értelmében kell két egyezd
fokszamu csucsnak lennie a grafban.



Magyar Eszter Emelt szintli érettségi tételek

S.

Oszthatosagi szabalyok alkalmazasa
Szamelméleti feladatoknal.

Végtelen leszallas (descente infinie)

Altalaban diofantoszi egyenletek (egész egyiitthatos egyenletek, melyekben altalaban
tobb ismeretlen van, mint egyenlet, de a megolddsokat az egész vagy természetes
szamok kozt keressiik) ellentmondasossaganak bebizonyitdshoz hasznaljuk.

A végtelen leszallas folyaman feltételezve, hogy az egyenletnek van egy pozitiv egész
megoldasa, bebizonyitjuk, hogy létezik egy ennél kisebb pozitiv egész megoldasa is.
Ezt folytatva végtelen sok egyre csokkend pozitiv egészek sorozatat kapjuk, ami
nyilvanvalo ellentmondas.

Példa:

Bizonyitsuk be, hogy 2q* =p’ egyenletnek nincs megoldasa a pozitiv egész szamok

halmazan!
Ha p és q pozitiv egész megoldasparja az egyenletnek:

2q° ps = p’is ps = p is ps (ptl szam négyzete nem lenne ps)
Ha p péros, akkor felirhato a kovetkezé alakban: p=2k , ahol ke N”

visszahelyettesitve: 2q°=4k”>  és 2-vel egyszertisitve q*=2k
2k* paros = q’is paros = qis paros ezért g=2n , ahol ne N"

fgy 2q> = p® egyenletbdl kapjuk az 2n”> = k* egyenletet, ahol n és k mér kisebb
megoldasok p-nél illetve q-nal.

Ezt folytatva végtelen sok egyre csokkend pozitiv egészek sorozatat kapjuk,
ami nyilvanvaldéan nem létezik, tehat ellentmondas.

(ez a A2 irracionalis tétel bizonyitasdnak végtelen leszallasos bizonyitasa volt)

Tétel és megforditasa:

Az A = B alaku tételek megforditdsa B= A.

Példak:
Pitagorasz-tétel:
Egy derékszoglh haromszog két befogdjanak négyzetdsszege az atfogd négyzete.
Azaz: y=90"=a’ +b’ =¢’.
Pitagorasz-tétel megforditasa:
Ha egy haromszogben két oldal négyzetének Osszege egyenld a harmadik oldal
négyzetével, akkor a harmadik oldallal szemben derékszog van.

Azaz: a’+b’=c> =y =90".
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Thalesz-tétel:
Ha egy kor egyik atmérdjének két végpontjat Osszekotjiik a kor barmely maés
pontjaval, akkor derékszogli haromszoget kapunk, ahol a derékszog az atmérdvel
szemben van.

Thalesz-tétel megforditasa:
Ha egy AB szakasz egy C pontbol derékszog alatt 1atszik, akkor C pont rajta van az
AB atmérdjii koron. Ez masnéven AB szakasz Thalész-kore. Vagyis derékszogl
haromszog koréirhato korének kdzéppontja az atfogodjanak felezépontja.

Természetesen 1étezik olyan példa is, amelynél egy tétel megforditdsa nem igaz.

Ha egy graf minden csucsa legalabb masodfoku, akkor a
grafban van kor. A megforditasa nem igaz, példa:

Ha egy fiiggvény differencialhaté a-ban, akkor a-ban folytonos is.
A megforditdsa nem igaz, pl. f(x) = |X| a nullaban.

f(x)-nek sz¢lséértéke van a-ban és ott differencialhatéo = f'(a) =0.
(ez sziikséges feltétele a szélsdértéknek)
A megforditasa nem igaz, pl. f(x)=x’ fliggvénynek a nulldban nincs szélséértéke.

Ha f'(a) =0, és f"(a) # 0 = f(x)-nek szélséértéke van a-ban.

(ez mar elégséges feltétele a szEélsdértéknek)
A megforditasa nem igaz, pl. f(x)=x" fiiggvénynek a nulldban szélséértéke van, de
az elsé harom derivaltja nulla ott.

Alkalmazasok:
- matematikai bizonyitasoknal hasznaljuk a bizonyitasokat ©
- logikai készségek fejlesztése
- deduktiv gondolkodas (holgy vagy tigris)
- halézatok fejlesztése (grafelméleti, kombinatorikai problémak)
- nyilvanos kulcst titkositas (szamelméleti tételek segitségével)




