Egyenaramu hél0zatok analizise .

2. Tanulasi egyseg

A Kirchhoff-térvenyek es
alkalmazasal



2.1. dbra. Az araml6 gaz modellje és a
neki megfelels elektromos haldzat
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Mirél lesz most sz6?

evés altaldban az olyan modszer, amelyet szinte tetszéleges probléma

esetén biztos kézzel és egyszerten (algoritmizalhato 1épések mellett)

hasznalhatunk. Az egyendramu hél6zatok jellemz&inek meghatéroza-

sara egy ilyen lehetsség a Kirchhoff-egyenletek felirasa és megoldasa.
A kovetkezs pontokban radmutatunk az egyenletek eredetére, helyességeére,
megtanuljuk, hogyan irhatok fel helyesen és oldhatok meg tetszéleges,
Osszetettebb probléma esetén is. A fejezet veégere ezaltal képessé valunk
barmilyen egyendramu haldzat jellemzsinek meghatarozasara.

Elektromos aramkor mint légcsatorna?

Ritkdn szokés az aramld g4z modelljét az elektromos hél6zatok leirdsara
hasznalni, mégis néhany esetben szemléletesebb képet nydjt ez a fajta leiras.

Az elézéekben megmutattuk, hogy az elektromos aram és az araml6 gazok
modelljének leirasa kozott gyakorlatilag szoros parhuzam vonhatd. Ez alapjan
vezettlik be az Ohm-tdrvényt, amely egy tetszéleges, ellenéllast képezs héaldzati
elem csatlakozéasi pontjai kdzotti feszlltségkilonbség és az illets elemen
ataramlo toltéshordozok mennyisége kdzott allapit meg lineéris kapcsolatot.
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I- az &ramld géaz, a mi esetlinkben ezek lesznek az aramlé elektronok.
R- valamiféle ellendllas, ,szakilet” a vezetékben, ez elektromos
szemszdgbsl lehet a halozat egy rosszul vezets szakasza.

G- egy ventilator vagy szivattyl, ami a pp=p - p nyomas-
kilonbséget biztositia. Ez felel meg az elektromos hél6zatban a
generatornak, ami a meghajtashoz szikséges potencidlkiilonbséget, a

tapfesziltséget szolgaltatja (DP °U, )

~ Vegyuk észre, hogy jelen esetben a kor egy elagazasmentes, zart hurok.
Aramét egyedil R korlatozza, barmely keresztmetszetén csak annyi toltéshor-
dozo aramlik &t, amennyit az ellenllas ,,atenged”.

Ez az anyagmegmaradas elvébsl kovetkezik, egyszerden sz6lva, ha egy csébe
az egyik végén belefdjunk, akkor pontosan annyi levegs jon ki a masik végén,
mint amennyit az elsén az ellenéllastol fliggéen beleersltetink.

Ha az ellenéllas végtelen nagy, azaz valaki elszoritja a csé derekat, egyaltalan
nem birunk belé levegést fujni; csak a nyomast biztositjuk, de aramlas nem jon
létre. llyenkor elektromos értelemben szakadéasrol beszéliink. A szakadas két
vége kdzott csak potencidlkilonbség van, de aram nem folyik.

Ha az ellenallas nulla, akar hogy is kapkodjuk a levegst, nem tudjuk a kivant
nyomaskildnbséget Iétrehozni, a levegs akadaly nélkil atsiklik a csévon, mi
pedig csak fujjuk, csak fajjuk, mig talporogve el nem &julunk — elektromos
esetben a generator is hasonléan viselkedik: az Ohm-torvény alapjan ilyenkor a
korben matematikailag végtelen nagy aram kezd folyni, s minthogy a teljesitmény
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az dram négyzetével ardnyos, a tapegység - és altaldban a vezeték is - gyorsan
melegedni kezd, majd rdvidesen tonkremegy, leég. Ezért soha ne épitsiink
olyan kapcsolast, ahol a generator arama talalhat olyan Gtvonalat a hal6zatban,
amely ellendllas nélkil kapcsolja 6ssze a pozitiv s negativ polusokat!
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LS az itt lathatdo aramkort a K-kap-
csol6 zarasa altal? +
Gondolja  végig, leéghet-e a
generéator! Ugl

A Kirchhoff-egyenletek szarmaztatasa

A Kirchhoff-torvények gyakorlatilag tények, axiomatikus alapigazsagok.
Kdnnya alkalmazni ket, olyan egyenletrendszert allitanak fel, melyek alapjan a
rendszer 6sszes jellemzéje kiszémithato.

Vegylk a kovetkezs, egyszerd példat: A 2.2. dbrén lathatd esetben
szeretnénk meghatarozni az aramot, ha U, és R is adott. Mivel az ellenallas két
sarkan maga az U, potencialkiilonbseg esik, igy az Ohm-torvény alapjan:

U

- 9

R
Ebbsl atrendezéssel kapjuk, hogy:

| xR- U, =0, azaz Ug- U, =0]

Fogalmazzuk meg, hogy ez mit jelent! Mindkét tag potencial-
kilonbséget, azaz feszultségesést jelol, de ellenkezs elsjellel. Ez nem véletlen,
hiszen ha korbe megyunk az aramkdr mentén, mondjuk a fentebbi abran jelolt
iranyban, akkor a potencial az ellenéllason egy magas szintrsl esik egy alacsony
szintre, a generatornal pedig errsl az alacsonyrol ,,esik” vissza a magas szintre.
Az elsjelek tehat ezt az ,,iranyultsagot” fejezik ki. Ennek fényében azt
mondhatjuk, hogy a hurokban a fesziiltségesések eléjeles Gsszege zérus.

Koénnyen lathatd, hogy ez a kijelentés tetszéleges, akar becsatlakozo
agakat is tartalmazo (eltérs dgaramu) bonyolultabb zart hurokra is igaz marad.
Egy ilyen esetet lathatunk a jobb oldali dbrén, ahol az egyes elagazasok egy
kiterjedt haldzathoz valo csatlakozasi pontokat jel6Inek.

TegyUk fel, hogy az elszs allitas nem igaz. Ez azt jelenti, hogy rogzitett
értéka, ismertnek tekintett agaramok (1, I, 15, 1) mellett a fesziltségeséseket
Osszegezve, korbe érve a hurkon nem nulla potencidlkiilonbséget kapunk
eredsil. Ekkor viszont a hurokban ennek hatasara lIétrejové plusz dramnak is
kellene folynia. Am, mivel az aramok értékeit rogzitettnek tekintjik, a feltevés
ellentmondashoz vezet.
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2.2. abra. Ebben az egyszerd esetben
az Ohm-torvénybsl azonnal adédik a
korben folyé dram nagysaga.

2.3. abra. A huroktorvény kilénbodzs
agaramokat tartalmazé hurok esetén is
igaz marad.



2.4. abra. Az ismeretlen dramiranyo-
kat, és a kor(iljarasi iranyt tetszslegesen
felvehetjuk.
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f ™ 2.2. On szerint igaz lehet-e az itt lathaté halézat
',r"{f vastag fekete vonallal jeldlt hurokjara, hogy benne az
::_' egyes fesziltségesések eléjeles 6sszege nulla?

Elfogadhatjuk tehat, hogy tetszsleges hurokban a fesziiltségesések
elsjeles Osszege nulla. Most arr6l fogunk beszélni, hogy ezekbsl az ,.elsjeles
0sszegekbsl” hogyan képezhets egy olyan egyenletrendszer, amelynek minden
ismeretlen paramétere kiszdmithato.

Ehhez elészor azt kellene pontositani, hogy ezt az ,.elsjeles 0sszeg”-et
hogyan képezzik. A helyzet ugyanis az, hogy a hurokban lehet tbb ismeretlen
mennyiség is, amelyeket ki kell szdmolni. Az iménti korben az &ramokat
ismertnek tekintetttik. Mi torténik, ha pl. ezeket nem ismerjik? Az ismeretlen
mennyiségnek az iranya is ismeretlen! Hogy melyik milyen elsjellel szerepeljen,
azt az 0sszegzéshez tudnunk kellene.

Amennyiben sziikség van ismeretlen aramok, vagy generatorok iranyaira,
hogy az el6zshdz hasonld egyenleteket fel tudjunk irni, a megoldas a kdvetkezs:
adjunk mi ezeknek a mennyiségeknek iranyt! A valasztés lehet véletlenszerg,
mert ez az 0sszegzés folyaman csak elsjelben okoz kilonbséget. Ha rosszul
tippeltink, minddssze annyi torténik, hogy az ismeretlen mennyiség értékére
negativ szamot kapunk, réviden, az irany jelentését az elsjel hordozza. Legyen a
bal oldali &brén az egyébként ismeretlen dramok iranya a bejel6lt irany!

Az elszéek alapjan tudjuk, hogy a hurokban elsfordul6 fesziltségesések
iranyultsaguk alapjan lehetnek azonos és ellentétes értelmdtek is. Azt is lattuk,
hogy az ismeretlen mennyiségek iranyait véletlenszerden vélaszthattuk meg. Ezek
utan melyik irany lesz a pozitiv és melyik a negativ? Ennek elddntésére, sziikség
van egy referencia irnyra, amit a tovabbiakban ,koruljarasi iranynak” fogunk
nevezni. Ez lesz az az irdny, amely szerint korbe haladva a hurkon 6sszegezziik a
feszlltségeseseket. Hogy melyik irdnyba indulunk el, az 6ramutatd jarasaval
megegyezs, vagy azzal ellentétes irdnyban, az ismét rajtunk mulik, ezt minden
egyes esetben mi donthetjik el. Az &bran a kor alaku nyillal jeldlve most az
Oramutatd jarasaval megegyezs iranyt valasztottuk.

Ezek utdn megegyeziink abban, hogy akarhogyan is vettik fel a
koriljaréasi iranyt, a hurok mentén korbe haladva az azzal megegyezé iranyl
aramot okozo fesziiltségesést — amennyiben ez ellendllason esik ( tehat I*R
szorzatbdl adddik ) pozitivnak, az azzal ellentétes iranyat, negativnak tekintjuk.
Ha az illets potencialkiildnbséget generator szolgéltatja, akkor azt, a koruljarasi
irinnyal megegyezs iranyl generatorirany esetén pozitivnak, ellentétes esetben
negativnak tekintjuk. Ezek alapjan az elsjeles Osszeg az U, elstti elagazastol
indulva:

Uy +1R+1;xR-U g, +1,XR- 1, xR=0

9

T

¢ O\ 2.3. Gondolja végig, milyen valtozast jelentene az elébbi egyenletre
' “fl"/ nézve, ha a koruljarasi iranyt forditva vettik volna fel? Van-e ennek
' hatasa valamelyik kiszamolandd paraméter, pl. az 1; értékére?

=
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Ha az egyenletben minddssze egyetlen ismeretlen van, akkor azt
kifejezve azonnal adddik a megoldas. Legtobbszor azonban csak az ellenalldsok
es a generatorok értékei ismertek, a kérdés pedig a haldzat egy vagy tobb
agarama. Az elsbbi egyenletben ez harom ismeretlent jelent!

Tudjuk, hogy egy egyenletrendszer akkor megoldhatd, ha legalabb
annyi figgetlen egyenlet &l a rendelkezéstinkre, mint ahany ismeretlenlink van.
A hianyzo egyenletek a héalozatban fellelhets tovabbi hurkokra felirt elsjeles
Osszegek és az elagazasi pontok (csomopontok) aramviszonylatai alapjan
nyerhetsk. Tetszsleges csomoOpontra ugyanis az anyagmegmaradas révén igaz,
hogy amennyi &ram befolyik a vezetékeken, annyi més vezetékeken ki is folyik
belsle. Peldaul a 2.5. abrara 1, =1, +1,. A halézat csomopontjai altal ez

tovabbi Osszefuggéseket jelent az a&ramokat illetéen. A kovetkezskben
kimondjuk altalanos alakjukban is a Kirchhoff-torvényeket.

A Kirchhoff-térvéenyek altalanos alakja

Kirchhoff I. térvénye, a hurokt6rvény:
- Béarmely flggetlen zart hurokra, a hurkon belili fesziiltsegesések
elgjeles dsszege zérus.

Ha a feszultségeses ellenéllason esé fesziltség, és azt a koriljarasi
irannyal megegyezé iranyd aram okozza, az 6sszegben pozitivnak,
kulonben negativnak vesszik fel. Ha a potencialkiilonbséget generator
okozza, és az, a koruljarasi irannyal megegyezé generatoriranyu, az
0sszegben pozitivnak, ellenkezs esetben negativnak vessziik fel.

Kirchhoff 11. torvénye, a csomoponti térvény:
- Béarmely flggetlen csomdpontra a csomopontba be- és kifolyo
aramok elgjeles dsszege zérus.
Ha a csomopontba befolyik az aram, az 6sszegben pozitiv, ha
kifolyik, negativ elsjellel szerepeltetjuk.

IrAnyok felvétele: a korUljarasi irny, és az agaramok iranyainak felvétele
minden hurokban tetszéleges. Ha az aramiranyt sikerdlt eltalalnunk,
eredmeényil pozitiv-, ha nem siker(lt, negativ aramértéket kapunk. Az elsjel
minddssze a tényleges iranyrdl hordoz informéaciot.

Fliggetlen hurkok: a halozat kilénb6zs hurokjai kozil azok fliggetlenek,
amelyek mindegyikében van olyan agaram, amely a tébbiben nem szerepel. Ha
a hélézatot minimalis, diszjunkt hurkok halmazara bontjuk, akkor azok
fuggetlenek.

Fliggetlen csomopontok: A halézat azon csomopontjai, amelyek
mindegyikében szerepel olyan aram, amely a tébbiben nem szerepel. Ha egy
hal6zatban N szamu csomopont van, akkor azok kozul barmelyik N-1 db
fuggetlen.

2.5. abra. A csomopontba befoly6 és az
onnan kifolyé aramok 6sszege
megegyezik.
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¢~ 2.4. On szerint hany nem fiiggetlen hurokja, és hany nem

F
e

*, fliggetlen csomoépontja van az itt lathatdé egyszer(
&= halézatnak? (az alkatrészeket most nem jeloltik )

A Kirchhoff-térvéenyek alkalmazéasa

A hélozatok Kirchhoff-analizisérsl a bevezetsben emlitettiik, hogy
konnyen algoritmizalhatd, ezt a kdvetkezskben alkalmazni is fogjuk. Elsszor,
mint valami ,,receptet”, kzoljik a mddszer technikai menetét, azutan konkrét
feladatokra nézzilk meg ennek alkalmazasét.

A Kirchhoff-analizis vézlata:

0. Ellenérizzilk, van-e a halézatban rovidzar, vagy szakadt vezeték. Ezeket
értelemszerden iktassuk kil

1. Az ismeretlen aramu agakban vegytink fel tetszsleges irdnyd agaramokat,
az ismert irdnyd dramoknal jeloljuk az irdnyokat!

2. Az ismeretlen generatorokat lassuk el tetszéleges irannyal, az ismerteknél
jeloljik az irdnyokat!

3. Vdlasszunk tetszélegesen egy-egy kordljarasi iranyt minden fliggetlen
hurokra!

4. Alkalmazzuk a huroktorvényt a fuggetlen hurkokra, amig ugyanannyi
egyenlet nem lesz, mint amennyi ismeretlen, vagy a fuggetlen hurkok el
nem fogynak.

5. Ha még mindig tobb az ismeretlen, akkor a csomoponti torvényt
alkalmazzuk a fliggetlen csomépontokra, amig ugyanannyi egyenlet nem
lesz, mint amennyi ismeretlen, vagy a fliggetlen csomoépontok el nem
fogynak. Ha még mindig tdbb ismeretlen maradna, mint amennyi
egyenlet, a problémét a kevés adat alapjan nem tudjuk megoldani.

6. Oldjuk meg az egyenletrendszert, a keresett paraméterekre.

7. A kapott eredmények és azok elsjelei alapjan jegyezzilk fel az egyes
mennyiségek értekeit és irnyat is.

A kovetkezs pontokhoz Onre is szilkségem van. Ugyanis ahhoz, hogy a
modszert a késsbbiekben készség szinten hasznélni tudja, mindenképp értenie
kell az eddig olvasottakat. Arra kérem, lassan haladjon tovabb. Az elsbbi fekete
kerettel ellatott részekben folyamatosan kovesse a kdvetkezs feladatok Iépéseit,
mit, mikor, miért csinalunk. Probalja a Iépéseket elsajatitani!

Mire a peldak végére ér, mar nem lehetnek kddos foltjai a feladatokkal
kapcsolatban. Ha valamit nem ért, kérem, lapozzon vissza, és a fejezetet olvassa
at elolrol.

A kovetkezs példak soran az egyszertibb esetektsl indulva haladunk az
Osszetettebb feladatok felé, de emlékeztetni szeretném, hogy Kirchhoff-analizis
Iépései mindig ugyanazok az egyszera lépések, hal6zattol fliggetlendil.
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2.1. Példa. A Kirchhoff-térvények alkalmazésa egyetlen hurku korre.
Adott az itt lathatd egyszerd hélozat. Szamitsuk ki az R, ellenéllason folyo
aramot, ha U, =5V, R,=50W, R,=150W, R,=300W Ug

E
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0. Ellensrizzilk, hogy a hurok tartalmaz-e szakadt vezetéket, vagy
rovidzérat. Lathatd, hogy egyetlen zart hurokbol &l az aramkor, és
mindegyik ellenéllasra igaz, hogy sarkai kiilénbdzs potencialon vannak,
tehat rajtuk a normalis mikodésnek megfelelsen aram folyik, sem
rovidzar, sem szakadt vezeték nincs a hal6zatban.

1. A szamitadsokhoz minden ismeretlen &ramud &gban felveszink egy
aramot tetszsleges iranyitottsaggal. Itt gyakorlatilag egyetlen hurok van,
azaz minden ellenéllason ugyanaz az ismeretlen aram folyik at. Vegyuk
fel az &ramot az 4bra szerint.

2. Generétoriranyok felvétele. Az ismert generatornal bejeldljik az iranyt.
Mint tudjuk a generéator iranya megegyezés szerint a pozitiv sarka feldl,
a negativ sarka felé mutat.

3. Valasztunk egy tetszéleges kordljarési iranyt. Valasszuk pl. az
Oramutatd jarasaval megegyezs korlljarasi iranyt! Ezt rajzoljuk is bele
az abraba (szirke nyil).

4. A huroktorvények alkalmazésa. Itt annyi darab egyenletet tudunk
legyartani, mint ahany fliggetlen hurok rendelkezésre all, azaz jelen
esetben egyetlen egy. Mivel csak az &ram az egyetlen ismeretlen, ezért
az egyenlet megoldhatd. irjuk fel az egyenletet (elsjeles dsszeget) !

Induljunk el az &ramkor bal felss sarkatdl! Elérkeziink az R;-ig. Rajta a
koriljarasi arammal ellentétes irany( aram folyik, emiatt leirhatjuk, hogy
az elss feszliltségesés

- le

értéka. Ezzel Ri-en sikeresen &t is jutottunk. Haladunk tovabb a
koriljarasi irdny szerint, mig el nem ériink az R,-hdz. Mivel ugyanaz az
aram folyik &t rajta is, ez szintén a koriljarasi irannyal ellentétes iranyd,
igy felvéve a tagot az 6sszegbe:

- R - R,

adddik. Utunkat folytatva, hamarosan az R;-hoz érkeziink. Vele szintén
ugyanez a helyzet, igy az 6sszefuiggésiink a

-IXR - ITXR, - T xR,

alakot Olti. Ahhoz, hogy visszajussunk a kiindulasi pontba, még éat kell
haladnunk a feszilltséggeneratoron. Ennek iranya szintén ellentétes a
koruljarasi irdnnyal, igy az 0Osszegbe ezt is negativ elsjellel kell
felvenniink:

IR - ITXR, - I ¥R, - U =0

Mivel visszaérkeztlink a kiindulasi pontba, az egyenletet nullaval
tehetjik egyenlsvé, hiszen, mint mondtuk, zéart hurokban a fesziiltség-
esések elsjeles 0Osszege nulla. Egy ismeretlenink van, és egy
egyenletink, csak meg kell oldanunk, és készen is vagyunk.
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6. Kifejezve az | ismeretlen &ramot:
50 mA U 5 5
—

| =- 5 - =- > = . 005A
R +R,+R, 50+150+200 500

E

Az adram értéke tehat -50 mA. A negativ érték azt mutatja, hogy az
aramiranyt a szamitas kezdetén nem ol vettik fel, a valddi, tényleges
aram pont a masik irdnyba folyik.

Ez egyaltaldan nem megleps, ha arra gondolunk, hogy az &ram
mindig a generator pozitiv sarka felsl igyekszik folyni a negativ sarka felé.

c
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# > 25. Oldja meg az el6zé példat, forditva felvett koriljarasi irany
'--.“--"a.f’ mellett is!

= Mit tapasztal, mennyi lesz az aram értéke?

2.2. Példa. A Kirchhoff-torvények alkalmazésa két fliggetlen hurokbdl allo
korre.
Legyen adott az itt lathatd haldzat. Hatdrozzuk meg az R,-on esé fesziltséget, ha

U,=10 V, R,=100W, R,=8KkW, R,=4kW.

A Kkérdés tehat az R, ellendllason ess fesziltség. Ezt az Ohm-torvény
alapjan az U,=I1,*R, 0sszefliggés adja, tehat elég azt megmondani, hogy az R,-on
mekkora &ram folyik at. Hatarozzuk meg tehat ezt az aramot a Kirchhoff-
torvények segitségével!

0. Szakadasok, rovidzarak keresése. Nincsenek szakadt vezetékek, és olyan
szerkezeti elemek sem, amelyeknek mindkét sarka ugyanazon a
potencialon lenne.

1. Vegyuk fel az 4garamokat. Természetesen ugyanolyan véletlenszerden
felvehetsk az aramok, mint az elszs esetben, de induljunk ki most abbol,
hogy az &ram a generator pozitiv sarkatdl a negativ sarka felé igyekszik
folyni. Spekulaljunk! Ugy gondoljuk, hogy a generétor pozitiv sarkabol
kijon valamekkora I, &ram, aztan az elagazashoz érve, egy része az R,-n
I,, més része az R,-n I, &ramkent folyik at, a bejel6lt mddon. Vilagos,
hogyha R,=R; a gazmodell alapjan mindkét ellenallason ugyanakkora
aram folyna - hiszen mindkét ,szakiletre”  ugyanakkora
nyomaskilénbség jut-, de ez tetszéleges R értékekre nyilvan nem igaz.

2. Generétoriranyok felvétele. A korben egyetlen fesziiltséggenerator
talalhato, ennek pedig irdnya - mint azt korabban emlitettik, megegyezik
az aram folyasi irnyaval, azaz a pozitiv sarkatdl mutat a negativ sarka
felé.

3. Koriljarési iranyok felvétele. Konnyda belatni, hogy a kdrben az dsszes
lehetséges hurok szama héarom. Ezeket | |
vastag vonallal  kiemelve, sematikusan

L abrazoltuk. Ebbsl barmely ketts fliggetlen, tehat az egyenletek felirasara

felhasznélhat6. Mi a legegyszerabb modon, a legkisebb hurkok diszjunkt

halmazéra bontjuk az dramkort, az elss két hurkot hasznélva. A kapott
flggetlen hurkokban tetszslegesen felvesszilk a korljarasi iranyokat, és
ezeket meg is szdmozzunk (1., I1.).
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4. Osszesen 3 ismeretleniink van (I, 1,, 1), ezekhez szeretnénk elegends
mennyiséga egyenletet dsszeszedni. Alkalmazzuk a huroktorvényeket
elészor az elss korre.

Az R;-en az |, a kordljarési irannyal megegyezé iranyban halad,
emiatt az 0Osszegben, ez pozitiv elsjellel fog szerepelni. Az R,-n
athalado 1, aramra ugyanez igaz, mig végul a generatoron haladunk ét,
amelynek irdnya viszont ellentétes a valasztott koriljarasi irannyal. Ez
alapjan

IR +1,<R, -U, =0

adddik. Ez eddig egyetlen egyenlet. A masodikhoz felirjuk a masik
flggetlen hurokra a huroktorvényeket.

A masik kor minddssze két ellenéllast tartalmaz. Induljunk a
csomoponttol, és haladjunk a vélasztott kordiljarasi irany szerint. Az R,-
on &thalado 1, ezzel megegyezs iranyban halad, igy az 6sszegben pozitiv - Uy
elsjelet kap. Ellentétben, az R,-n éathaladd 1, most szembe halad az
utobbi kor kordljarasi irdnyaval, igy a belsle képzett szorzat negativ lesz
az 0sszegben. Mivel méas alkatrész nincs a korben, felirhatjuk az
egyenletet

. 1,xR, - 1, xR, =0.

Ezzel van két egyenletiink, és harom ismeretlenlink, tobb fiiggetlen
hurkunk pedig nincs.

Ilyenkor kell hasznélni Kirchhoff méasodik torvényét, a csomoponti
torvényt a fellelhets fliggetlen csomédpontokra.

5. A hélozatban két elagazés, csomopont talalhat, s mint tudjuk, ezek
kozul csak egy fuggetlen. Mi donthetjik el, hogy melyiket valasszuk,
legyen pl. a rajzon a felss, vastag fekete korrel jelolt. Felirva erre a
csomoponti torvényt, az ismeretlenekre egy Ujabb &sszefliggést
nyeriink. A csomopontba befolyé &ramot pozitiv elsjellel, a
csomoépontbdl kifolyd aramokat negativ elsjellel figyelembe véve:

H. 1,-1,-1,=0.

Adott harom ismeretlen, hdrom egyenlet, az egyenletrendszer
megoldhatd. A kapott feladat tehat:

l. ,°>R +1,°R,-U, =0
. 1,xR, - I, xR, =0

1. 1,-1,-1;=0

=?

Erdemes a valtozoszam csokkentésének modszerét alkalmazni.
Lényege, hogy valamelyik valtozot ( nyilvan nem azt, amire kivancsiak
vagyunk), kifejezziik az egyik egyenletbsl és behelyettesitjik a tobbibe.
Ezutdin mar csak azokkal szamolunk tovabb. Igy csokken a
megoldandé egyenletek és az ismeretlenek szama is. Az utolso lépésben
mar csak egy olyan egyenlet marad, amelyikben kizarolag a keresett
ismeretlen szerepel, és igy azt egyértelmaen meghatarozhatjuk.
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6. Fejezzik ki peldaul az utolsé egyenletbsl az I,-et!
Il = I 2 + |3

Helyettesitsik be a kapott kifejezést az 0sszes egyenletbe, elhagyva azt,

amibsl a valtozo kifejezése tortént:

Lo (I, +1,)xR +1,XR, - U, =0
. 1,%R,- 1, xR, =0

1,=7

Ezt rendezve:

I 1R +1,{R +R,)- Uy =0
. 1,xR,- 1,xR, =0

1, =7

Most mér csak két ismeretlen maradt, és két egyenlet. Hasonlokepp
jarunk el, mint az elsbb. Fejezzik ki mondjuk a mésodik egyenletbsl az
Iz't:

és helyettesitsiik be ezt az elss egyenletbe, elhagyva most a masodikat:

l. |3@1+§3T><R3%R1+R2)'U9:O
]

2

|, =7

Itt méar csak I, az ismeretlen, az egyenletet rendezzilk, és I,-at kifejezzik:

ad, XR; § R, xR, 0
. xR +¢2 2R +R,)-U_=I + +R,=-U_=0
3 Rl g RZ gRl 2) [o] 3% RZ 35 [o]
Ebbsl:
U
|, = g = 310 . _=241x10°A
a(??1+R3XR1+R£ a(Z:'[OZ+M+4><103%
§ R, p 84103 p

7. Ezzel megkaptuk a kivant eredményt. A kapott érték elsjele pozitiv,
ami azt jelenti, hogy az 1, &ram becsdlt iranya helyes volt. Az I, aram az
abréan rajzolt irdnyba folyik, és nagysaga 2.41 mA.

u"fl f__// 2.6. A bekeretezett Kkiindulasi feladat alapjan az elébb
“f, kiszamolt 15 -at ismertnek tekintve, szamitsa ki az 1, és I,
= aramokat is. Helyesen vettik-e fel ezek iranyat?
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2.3. Példa. A Kirchhoff-torvények alkalmazasa szakadt vezetéket es
rovidzarat tartalmazo haldzatra.

Legyen adott az itt lathatd halozat. Hatdrozzuk meg az R, ellenéllason atfolyo
I, &ramot, ha

U,=9V, R,=100W, R,=200W, R,=300W, R,=400W, R;=500W, R,=600W!

0. Elsszor a szakadt vezetékekkel kezdjuk, mert ezeket az egyszeribb
észrevenni a kapcsolasban. A megértést segitve az elszs feladatot
lerajzoltuk még egyszer, ahol a felléps potencidloknak megfeleléen a
vezetékeket eltérs tonusokkal kiemeltik. Az egyre sotétebb szinek
egyre nagyobb potenciélokat jel6lik.

Nézzilk meg jol alaposan az &brat, és keressiink olyan
ellendllasokat, amelyek egyik vége nem csatlakozik az aramkor egyik
csomoépontjahoz sem, azaz szabadon ,,l6g”. llyen jellega ellenallas
esetlinkben az Rg-0s ellendllds. Ezen az elemen nem folyik &ram,
hiszen, mint kordbban (1. fejezet) emlitettiik, ha gazmodellben
gondolkozunk, ez az &ramlé kozeg részére ,egy szakulettel ellatott
zsdkutcat” jelent. Mivel emiatt az alkatrész mindkét oldalan azonos
potencial 1ép fel, R¢-ot el is hagyhatjuk.

Most a rovidzarakon a sor. Olyan ellenéllasokat Kkeresiink,
amelyek mindkét sarka be van kotve, de ugyanaz a potencial van
mindkét kivezetésén. llyenkor létezik olyan Gtvonal, amely ugyanazt a
két csomadpontot ellendllas nélkal koti 6ssze. Ilyen vezetékink is van,
meégpedig az R.-0s ellendllast zérja rovidre. Mivel igy ennek sarkai
kozott potencialkilénbség nincs, az
ellendllason nem folyik aram. Emiatt az aramkdrbsl ez szintén
elhagyhat6. A folosleges alkatrészeket elhagyva az itt lathato letisztult
kapcsolas jelenik meg.

1-2. Felvesszik az &ramiranyokat, szokés szerint teljesen véletlenszerden, de
lehet spekulativ mddon is. Mi a két mddszert vegyitve az itt lathatd
irdnyokat vettik fel.

A hél6zatban tovabba egyetlen
feszlltséggenerator taldlhatd, ennek irdnyéat pozitiv és negativ sarkainak
megfelels modon szintén rogzitjuk.

3. A fuggetlen hurkokat, ismételten a legkisebb hurkokra bontassal
képezzik. Nem art hangsulyozni, hogy lehetne més fiiggetlen hurkokat
is valasztani, de az egyszeraseg és a tévesztések elkeriilése, nyomos érv
lehet az itt lathat6 egyszera modszer mellett.

Az attekinthetéseg érdekében az abran csak a hélozat vazat, és a
valasztott koriljarasi iranyokat tlintettik fel.
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4. Rénézésre latszik, hogy sokkal tobb ismeretlenink van (6), mint amennyi
fuggetlen hurkunk (3), igy ezek mindegyikét kénytelenek vagyunk felirni.
Ezek rendre:

. 1R +1,°R,-U, =0
. 1, xR, -1, xR =0
. 1,xR;- 1, xR, =0

5. Az egyenletrendszer megoldhat6sdgdhoz még harom egyenletet kell
felirni, amit a csoméponti torvények alkalmazéasaval fogunk megkapni.
Léathato, hogy négy csomdpont van, amibsl, mint tudjuk, csak harom
flggetlen van. Nekink pont ez a harom flggetlen kell még az
egyenleteinkhez. Hogy az 1,-0s arammal ne veszédjiink sokat, azaz
konnyen kiejthessik, legaldbb két olyan csomopontot biztosan
valasszunk, amiben szerepel. Legyen a vélasztasunk az bran lathatd.

6. Az elszsleg megjeldlt csomopontokra felirva a megfelels egyenleteket, az
alabbi feladatot kapjuk:

. 1,°R +1,°R,-U =0
. 1,xR, -1, xR =0

. 1,xR; - 1,xR, =0
V. 1,-1,-1,=0

V. I +lg-1,=0

VI. I,-1,-1,=0

|,=?

Az egyenletek sorszdmait a tovabbiakban elhagyjuk. Vegylk észre, van
olyan ismeretleniink ( 1,), ami egyetlen masik egyenletben sem fordul els.
Ez az egyenlet nyilvdn pont ennek az ismeretlennek a kiszamitéséara
szolgdl, igy amennyiben nem ezt a mennyiséget keressiik, az adott sort el
is hagyhatjuk.

PR +1,°R,-U,; =0

I, R, - I,xR =0

L3R, - 1,XR, =0

I, +1,-1,=0

l,-1s-1,=0

1, =7
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Mivel az I, ismét kdzombos, két utolsd egyenletet Gsszeadva végképp
eltlintethetjlik az egyenletrendszerbdl:

>R +1,°R,-U =0
I, R, -1,R =0
;R - 1,R, =0

I, +1,-1,-1;,=0
=7

I 3

Most kiejtjuk az 1,-et. A masodik egyenletbsl fejezzik ki, és
helyettesitsiik be az utolsdba:

I, xR +1, xR, - U, =0
I, xR, - 1, xR, =0

Most az I,-tsl szabadulunk meg. A masodik egyenletbsl kifejezve
behelyettesitjik az 6sszes tobbi egyenletbe:

|1XR1+I3XR3'Ug:O

|1+|1x&- |3x&- 1,=0
R, R,
1, =7
A masodik egyenletbsl :
L ELERE LR
1 -7 '3 - 1713
4 @ Rzﬂ R2X(R1+R4)
Ezt beirva az elssbe:
R, (R, +
I3MXR1+I3XR3-UQ=O
R, R +R,)
Ebbsl:
I, = Y =0.018 A
* RNR,+R) o

RAR+R,) TR

7. Az &ram értéke 18 mA, pozitiv szam, tehét a feltételezett irdny helyes.
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0.

1.-2.

2.4. Példa. A Kirchhoff-torvények hasznalata aramgeneratoros esetben
Hatarozza meg az &bran lathaté a&ramkor 1, aramat, ha
1,=40 mA, R,=100W, R,=200W, R;=300W!

Szakadéasok, rovidzarak keresése. Nincsenek szakadt vezetékek, és olyan
szerkezeti elemek sem, amelyek sarkait rovidzar koti 6ssze.

Veqyiik fel az agaramokat. Vilagos, hogy most I, megegyezik az I,-el, igy

4.-5.

a tovabbiakban 1, helyett is I,-t hasznaljuk. A korben egyetlen
aramgenerator talalhatd, ennek iranyitottsdga - mint azt korabban
emlitettik, hasonldéan a fesziltséggeneratorhoz, a pozitiv sarkatél a
negativ sarka felé mutat.

Koriljarasi irdnyok felvétele. A két fliggetlen hurokban a szokasos
maodon felvesszilk a koriljarasi iranyokat.

Huroktorvények alkalmazasa. Ennél a pontnél tennink kell egy kis

kitérst. Tudjuk, hogy ebben a lépésben minden fiiggetlen hurokban
elsallitjuk a fesziltségesések elsjeles 0sszegét. Az elsé hurokban viszont,
egy pillanatra megleps lehet az &ramgenerator, aminek csak az arama
ismert. A megoldashoz azt kell tudni, hogy a fesziltséggenerator és az
aramgenerator is ugyanannak az egyetlen valds hél6zati elemnek, a
tapegysegnek az absztrakcidja. Azaz, minden fesziltséggeneratornak van
arama, és minden A&ramgeneratornak van feszlltsége. Ezek a
mennyiségek egy adott haldzatra nézve allanddak, de kapcsolasonként
kulénbodzsk lehetnek. A 2.2. feladatban ugyanezt a kort vizsgaltuk, csak
ott feszlltséggenerator volt adott. A feszlltséget ismertik, &m az I,-
aramot nem, ami a generator arama volt. Most egy aramgeneratorunk
van, és bizonyara van egy ismeretlen U, generatorfesziltség is, ami a
generatort jellemzi. Vegyuk hat fel ezt a fesziiltséget olyan szellemben,
mint ahogy elszsleg az 1;-et felvettiik: jel6ljik be az dbraba, és adjunk
neki valamilyen iranyt is! Mi most az &ramgeneratorral egyezé irdnyba
vettik fel ezt az irdnyt, az U, mennyiséget sziirkével tintettuk fel. frjuk
fel a hurkokra a rajuk vonatkozo egyenleteket, és a 2.1. feladathoz
hasonl6an alkalmazzuk a csomoéponti torvényeket is. Eredményil az
alabbi feladatot kapjuk:

l. ,>R +1,°R,-U, =0
. 1,xR, - I,xR, =0

1. 1,-1,-1;=0

=7

A feladat formailag teljesen megegyezik a 2.2. feladat sszefliggéseivel, az
egyetlen kilonbség minddssze az, hogy most az U, ismeretlen, am
cserébe ismerjik a generdtor aramat ( 1, ). Harom egyenlet, harom
ismeretlen, az egyenletrendszer ismét megoldhatd.
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6. Az egyenletrendszer megoldasa. Most is feltanhet, hogy az elsé
egyenletben szerepls U, egyetlen masik egyenletben sem szerepel, tehat
ez a sor csak a generéator feszlltségének kiszdmitasara alkalmas. Nekink
az 1, kell, s mivel I-et ismerjik elég csak a két utolsé egyenletet

hasznalni.
I,°R, - 1,°R, =0
l,-1,-1,=0
=7

l 3
A mésodikbdl kifejezve 1,-t és behelyettesitve az elssbe:
|3 st - (ll - ls)sz =0
Ahonnan:

_ 1, %R, _0.04x200

= =0.016 A
R,+R, 500

7. Az eredmény tehat az, hogy az R, ellenllason 16 mA nagysagu aram
folyik &t, melynek iranya megegyezik a megsejtett irannyal.

2.5. Példa. A Kirchhoff-torvények hasznalata tébbgeneratoros esetben.
Hatarozza meg az &bréan lathat6é a&ramkor 1, aramat, ha

1,,=40 MA, U,,=4 V, R,=100W, R,=200W, R,=300W/!

1. Szakadéasok, rovidzarak keresése. Nincsenek szakadt vezetékek, és
olyan szerkezeti elemek sem, amelyek sarkait rovidzar koti 6ssze.

1.-2.Veqyiik fel az agaramokat. Vilagos, hogy most I -et ismerjik, ez
megegyezik az I;-el, az I -t viszont nem, amit viszont a tovabbiakban
I,-vel jelolink. A fesziltségekkel pont forditott a helyzet, Uyt is
merjuk, és Ug,-et nem. Jeloljik be az ismeretlen mennyiségeket, és
vegyunk fel hozzajuk irdnyokat is!

3. Korlljarasi irdnyok felvétele. A két fuggetlen hurokban a szokésos
maodon vesszik fel a koriljarasi iranyokat.

4.-5.Huroktorvenyek alkalmazasa. Az elss hurokban az el6zshdz hasonloan
jarunk el, mint az el6zs peldaban, a hurkot korbe jarva az dramgeneréator
feltételezhets fesziltseget is felvesszilk az Osszegbe. A masodik hurkot
pedig a 2.1. —es példa alapjan képezhetjik. Mivel Uy, 1, ( =1, ), |,
ismeretlenek, ismét sziikség lesz a csomoponti torvényekre is. A kor(ljarasi
iranyok mellé a kivalasztott csomopontot is bejeldljik. A kapott
egyenletrendszer a kovetkezs feladatot alkotja:

)
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oo xR -1, <R, +U , - U,
o 1, <R, + 1, xR, -U , =0
M. 1, +1,-1,=0

l,=?

=0

6. Oldjuk meg most ezt az egyenletrendszert! Vegyiik eszre, hogy U,
ismeretlen és csak az elsé egyenlet tartalmazza. Ez, - mint kordbban is
lattuk — annyit jelent, hogy az elsé egyenlet egyedil ennek az értéknek a
meghatarozasara szolgal. Mivel U, érteke szamunkra most kozmbos, az
elss egyenletet el is hagyhatjuk:

[, R, +1, %R, - U, =0

I, +1,-1,=0

1,=2

Fejezzik most ki az 1,-t a masodik egyenletbél, és helyettesitsik be az

elsébe:
(|3' Il)XR2+I3XR3-U92:O
[,=7
Ebbsl:
I.°R, +U
l,=——2 %2 -0024 A
R, +R,

7. Kaptuk, hogy a kétgeneratoros halozat R,-as ellenéllasan étfolyd aram
nagysaga 24 mA, iranya pedig megegyezik a megsejtett irdnnyal.

f'_“ 2.7. Nézze meg alaposan a kiindulasi aramkort. Az elsé generator arama
f"f’? 40 mA és mivel az dram a generator pozitiv sarka feldl folyik a negativ
= sarka felé, az abran felfelé mutatd iranyitottsagd. A masodik

generator arama ismeretlen, de az eldbbi elv alapjan annak arama is
feltehetden felfelé iranyitott. Mindkét generator tehat ugyanazon az R; -as
ellenallason keresztil azonos irdnyba termeli az &ramot.

Hogy lehet ezek utan az, hogy az Rz -on mégis csak 24 mA nagysagu aram
folyik? Hova tinik a tobbi aram?

A megoldashoz gondolja végig azt, amit az elsé tanuldsi egységben a
generatorok belsé ellenallasarol olvasott! Ezek utan szamitsa ki I,-t!

Fogalmazza meg, mit jelentenek eredményei!
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A fejezet végen bektldends nagyfeladat

y

W1 21 Fdadat

Hatarozza meg a kdvetkezé dbran lathatd egyenaramu hélézat |, aramét (Ez az
R2-n foly6 &ram)! A megoldéshoz a Kirchhoff-torvényeket hasznéljal

A beklldends feladat megoldasét, rgjzait A4d-es fehér lapra készitse el.
Szamitdgéppel szerkesztett megoldasokat nem &l maodunkban elfogadni!
Megoldasdhoz mellékelje piszkozatait, esetleges észrevételeit, kérdéseit is!

R1=1 kW
R2 =2 kW
R3=15kwW
R4= 200 W
R5=5 kW
R6=50 W
Ugl=10V
Ug2=4V
lg=20mA V

R3

W1 22 Feada

Allitson tssze egy legaldbb 3 fiiggetlen hurokbol &ll6 feladatot, és oldja is
meg!

Erdemes a feladatokat Gigy megtervezni, hogy egyik generétor egyik sarkabol
se juthassunk egy masik generétor egyik sarkdba sem ellendllés érintése nélkl.
Legyenek a kapcsolasban olyan é&gak is, amelyekben egydltaldn nincsenek
generétorok!
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ZH gyanus kérdesek

Ellendrizze tudasat az alabbi kérdések megvalaszolasaval! A gondolatait
egy Ures papirra irja le, és ellensrizze le a kdnyv végén talalhaté melléklet
alapjan! Ha az 0sszes kérdésre hibatlanul tudja a vélaszt, a targyalt feladatokat
pedig 6nalléan, jegyzet nélkil is meg tudja oldani, akkor nem lesz probléméja a
vizsgan sem.

- Mondja ki helyesen Kirchhoff csomoéponti torvényét!

- Mondja ki helyesen Kirchhoff huroktorvényét!

- Mit tesz, ha az analizaland6 korben szakadt vezetékre akad?

- Mit tesz, ha az analizalando korben rovidzarat fedez fel?

- Mit jelent az, hogy N db flggetlen hurkunk van?

- Hak db. csomdpontunk van, ezekbsl hany fliggetlen?

- Akoruljarasi iranynak milyen iranytnak kell mindig lennie?

- Mit jelent, ha a kiszamolt aramérték negativ?

- Hogyan jér el, ha az adott haldzatban egy adott ellenallason nem az
atfoly6 aramot akarja kiszamolni, hanem a rajta es¢ feszultséget?

- Mit tesz, ha egy feladatban aramgeneratorral talalkozik?

- Elképzelhets-e olyan feladat, ahol az egyik csomoépontba hisznal tébb
vezeték fut be?

- Elképzelhets-e olyan feladat, hogy az aramirdnyokat felvéve olyan
csomopont adddik, ahova minden aram befelé fut?

- Lehet-e a huroktorvények alapjan felirt egyenletekben Amper
mértékegységa tag?

- Sorolja el a Kirchhoff-analizis fsbb Iépeseit (7db)!
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ZH gyanus feladatok

Oldja meg a kdvetkezs feladatokat! Miutén elkeészilt ellenérizze
eredményeit a mellékletben!

1. Adott az itt lathatd egyszerd halézat. Szamitsuk ki az R, ellenalldson
foly6 aramot, ha U,=5V, R;=50W, R,=150W, R,=300W, R,=400W'!

2. Adott az itt lathatd halozat. Szamitsuk ki az R, ellenallason esg
feszlltséget, ha U =10V, R,=100W, R,=200W, R;=300W'!

3. Adott az itt lathato halozat. Szamitsuk ki az R, aramat, ha 1,=10mA,
R,=100W, R,=200W, R,=300W, R,=400W !

4. Adott az itt lathato halozat. Szamitsuk ki az R, aramat, ha I,=40mA,
R,=100W, R,=200W, R,=300W, R,=400W !

5. Adott az itt lathato halozat. Szamitsuk ki az R, aramat, ha Uy,=4V,
U, =8V, R;=100W, R,=200W, R,=300W, R,=400W/!

5. Adott az itt lathato halozat. Szamitsuk ki az R, aramat, ha U,=4V,
1,,=10mA, R,=100W, R,=200W, R,=300W, R,=400W!




