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Bevezetés

Ez a jegyzet az Obudai Egyetem Neumann Janos Informatikai Karan Mérnok informatikus alapszakon
tanuld hallgatok szaméra késziilt. A jegyzet a Programozas 1. els§ féléves targyhoz irodott. A targy célja
a hallgatok algoritmikus gondolkodésanak fejlesztése, a leggyakrabban hasznalt alapvets algoritmusok
megismertetése, valamint a C# programozasi nyelv alapjainak megismerése. Jelen jegyzet ebbdl a harom
célbol csak az els6 kettd elérésében nyujt segitséget a hallgatoknak. Ezért konkrét programozasi nyelvvel
nem is foglalkozik, a kozolt algoritmusok programozasi nyelvi implementéaciojat nem adja meg. A C#
programnyelv részletes ismertetése szamos magyar vagy angol nyelvi szakkényvben megtalalhato, illetve
egy konkrétan ezzel foglalkozd késGbbi jegyzet téméaja lehet.

A jegyzet anyaga nagy mértékben lefedi az el6adésokon ismertetésre keriil§ algoritmusokat. Az els-
adasok latogatasa viszont a jegyzet anyaginak megértése és elsajatitasa mellett is sziikséges, hiszen az
el6ado ott tud ramutatni a legfontosabb Gsszefliggésekre.

A jegyzetben minden algoritmus azonos modszerrel keriil leirasra. Az egyes algoritmusok bemutata-
sa a megoldand6 probléma ismertetésével kezd6dik. Ezt koveti a megoldéasra javasolt modszer széveges
kifejtése, a tervezett algoritmus lépéseinek nagy vonalakban torténd ismertetése. Ezutan pszeudokod for-
matumban bemutatasra keriil a konkrét algoritmus, a bemeneti és kimeneti valtozok megadasa mellett.
A pszeudokdéd minden egyes utasitasat szovegesen is leirjuk, hogy jol érthetd legyen, melyik lépésnek
pontosan mi a szerepe. Az algoritmus alapos bemutataséat kvetSen egy konkrét példan keresztiil is vé-
gigvezetjiik az algoritmus miik6dését. A példak nyomon kovetését szolgaljak az egyes lépések eredményeit
bemutato abrasorozatok. Az algoritmus leirdsat a futéasi id§ elemzésével zarjuk.

A tananyag elsajatitasa érdekében az alabbi feldolgozasi modszer kovetését ajanljuk. A szorgalmi id6-
szakban az egyes elGadésok el6tt sziikséges egyszer atolvasni az el6adéson ismertetésre keriil6 anyagot,
hogy az el6adas keretében a hallgatd valoban az Osszefiiggések megértésére tudja a figyelmét Gsszponto-
sitani. Az el6adast kdvetGen az algoritmusok ajboli dtnézését javasoljuk akir szamos példa megoldasan
keresztiil. A jegyzetben kozolt mintapélddk mellett érdemes mas feladatokon is végigkovetni az egyes
algoritmusok mikodését. Igy a hallgaté meggyézddhet arrol, hogy mas esetekben is helyes megoldast
szolgaltat a megismert modszer. A vizsgékra késziilve ajanlott a jegyzet alapos végigolvasasa, minden al-
goritmus miikodési elvének megértése, az algoritmusok memorizalasa. A vizsga el6tti napokban célszert
az algoritmusok pszeudokoédjait még egyszer tiizetesen atnézni, azokat ,yvakon” reprodukalni.

Amennyiben az olvasé hibat talal a jegyzetben, kérjik, hogy azt a szerzé felé jelezze. Ha valami
nehezen érthetd, valamely téma mélyebb kifejtést, vagy mas megkozelitést kovets leirast kivan, akkor
ezt is jelezze a szerzd felé. Kozos célunk, hogy olyan jegyzet keriiljon az olvasé kezébe, ami a tananyag
megértését és elsajatitasat szolgalja.

A jegyzet felépitése

Az 1. fejezetben az algoritmusok alapjait ismertetjiik. Els6ként definidljuk, hogy mit is értiink algoritmus
alatt, majd bevezetjiik az ezek leirdsahoz sziikséges valtozok, tipusok és kifejezések fogalmat. Bemuta-
tasra kertil az is, hogy miként irjuk le ezeket a fogalmakat a jegyzetben hasznélt pszeudokodokban. Ezt
kovetGen definidlunk egy Osszetett adatszerkezetet, a tombot. A tombok feldolgozasa képezi lényegében a
jegyzet teljes anyagat. Bevezetjiik az algoritmusokban hasznalt vezérlési szerkezeteket, valamint megad-
juk ezek pszeudokoddal torténd leirasi modjat. Ezt kovetGen Gsszegezziik a pszeudokodokkal kapcsolatos
megéallapitasokat, majd megadjuk azt a leirasi modot, amit a jegyzet tovabbi részeiben kiévetiink. A
fejezet végén az algoritmusok futési idejének elemzési modszerét mutatjuk be.

A 2. fejezetben a leggyakrabban el6éfordulé probléméakra adunk hatékony megoldasi modszereket,
melyeket programozasi tételeknek neveziink. Ismertetésre keriil hat egyszert, valamint hat Gsszetett



programozési tétel. A fejezet végén leirunk néhany olyan esetet, amikor két programozéasi tétel Gsszeépi-
tésével tudunk egy problémat megoldani.

A programozési gyakorlatban gyakran el6fordulé probléma, hogy egy témbben tarolt értékeket ren-
dezni kell. Szamos rendezd algoritmust dolgoztak ki, melyek koziil a legismertebb elemi moddszereket
mutatjuk be a 3. fejezetben. Az ismertetésre keriils hét algoritmus koziil altaldban csak négyet hasznal-
nak, de didaktikai szempontbol fontosnak érezziik mindegyik bemutatott algoritmus megismerését.

A 4. fejezetben bevezetjiik a rekurzi6 fogalmét. Bemutatunk néhany algoritmust annak érdekében,
hogy a hallgaté megértse a rekurziv algoritmusok miikodését, lassa azok elényeit és hatranyait. A fejezet
végén lefrjuk, hogy a korabban mar megismert egyszeri programozasi tételek miként valésithatok meg
rekurziv médon.

Az 5. fejezetben rendezett tombok feldolgozasaval foglalkozunk. Bemutatjuk, hogy ilyen tombok
esetén miként lehetséges hatékony keresést megvalositani. Néhany programozési tétel esetén ismertet-
jik, hogy a tomb rendezettsége mellett hogyan tudjuk a probléma megoldasanak futasi idejét javitani.
A fejezet végén pedig bemutatunk egy modszert halmazok dbrazolasara és ismertetjiik a halmazokkal
kapcsolatos miiveletek megvaldsitasait.

A 6. fejezetben a tombdknek egy olyan feldolgozasi modjat mutatjuk be, mely lényegesen kiillonbozik
a korabbi fejezetekben ismertetett modszerektsl. Az ,Oszd meg és uralkodj!” néven ismert megkozelités
a tombok rekurziv feldolgozésanak egy specialis modjat adja. A fejezetben egy konkrét programozasi
tétel megvaldsitasat mutatjuk be az 4j modszerrel, majd két hatékony és széles korben hasznalt rendezé
algoritmust ismertetiink. A fejezet végén egy specialis kivéilasztasi problémat is megoldunk.

A jegyzet 7. fejezetében tin. optimalizalasi problémakat oldunk meg. A fejezet célja, hogy a hallgatok
megismerjenek specialis probléma megoldasi modszereket is. Két megkozelités keriil bemutatasra: a
dinamikus programozasi médszer és a moho stratégia.

Az utolso6 fejezetben egy specidlis adatszerkezetre, a kupacra épiilé rendezési mddszert mutatunk
be. Ez a fejezet mar elére mutat a Programozés II. targy iranyaba, hiszen tovabbi adatszerkezetek ott
keriilnek ismertetésre.

A jegyzetben minden fogalmat a magyar elnevezésével irunk le. Annak érdekében, hogy az angol
nyelvii szakirodalom megértésében segitsiik a hallgatot a legfontosabb fogalmak angol megfelelsit az
els6 els6fordulasuknél labjegyzetben kozoljik. A jegyzet végén kis szotarba gytijtottiik az ismertetett
fogalmakat.

A korabbi évek el6adis anyagainak kidolgozésa, valamint a jegyzet irasa soran szamos magyar és
angol nyelvii szakirodalmat ismertiink meg és dolgoztunk fel. Ezeket a jegyzet végén talalhato iroda-
lomjegyzékben gytijtottiik 6ssze. Ha valaki mélyebben kivanja megismerni a bemutatott algoritmusokat,
akkor javasolt az ajanlott szakirodalmak tovabbi tanulmanyozésa.

Ko6szonetnyilvanitas

A Programozas 1., illetve kordbban Algoritmusok, adatszerkezetek, objektumok el6adasokat harom éven
keresztiil tartottam Dr. Vamossy Zoltannal kézosen. A targyat Dr. Csink Laszlotol vettem at, aki ki-
dolgozta a targy alapjait. Ezek kis médositasaval érlelddott ki az a tananyag, ami a jegyzetben leirasra
keriilt. Koszonom Csink tanar ar tantargy kialakitasi munkajat, a téle ,megorokolt” tananyagot, mod-
szereket.

Dr. Vamossy Zoltan az elmilt harom évben végig kovette el6adasaimat, melyekre adott értékes ész-
revételei beépiiltek az anyagba. Ezen kiviil a dinamikus programozasi modszer el6adasat & tartja, igy a
jegyzetben kozolt anyagot is 6 dolgozta ki. A jegyzetet lektoralta, szamos javitéasi javaslatot fogalmazott
meg, amelyek segitettek abban, hogy ilyen forméban alljon el a jegyzet. Koszonetet mondok mindezért
a munkaért.

A Programozas 1. targyat koveti a masodik félévben a Programozas II. A két targy tematikajat,
egymasra épiilését Dr. Szénési Sandorral dolgoztuk ki. Ezen mi sziiletésével egyiitt 6 is megirta az Al-
goritmusok, adatszerkezetek II. jegyzetet. Az egységes targyalasmod érdekében szamos téméban egyez-
tettiink, orom volt vele egyiitt dolgozni. K&szonet a sok segitségért, amit t6le kaptam.

Szeretnék még koszonetet mondani az Alkalmazott Informatikai Intézet munkatarsai koziil Bedsk
Davidnak, Cseri Orsolya Eszternek, Dr. Erdélyi Krisztinanak, Kertész Gabornak, Kiss Danielnek, Légradi
Gabornak, Simon-Nagy Gabriellanak, Nagy Tibor Istvannak, Szabo Zsoltnak, Szanté Balazsnak és Urban
Andrasnak, akik a Programozéas I. targy laborjait tartottak. Szamos értékes észrevételt fogalmaztak meg
az el6adasok tananyagéval kapcsolatban, amelyek beépiiltek a jegyzetbe is.

Sergyan Szabolcs ) Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



1.

fejezet

Algoritmusok alapjai

Algoritmus fogalma

Algoritmusokkal® az élet szamos teriiletén talalkozhatunk. Példaul, amikor elmegyiink autét mosatni,
akkor egy adott algoritmus fut le. Kifizetjiik a mosas arat, amiért kapunk egy méagneskartyat. Beallunk
az automosoba, majd a magneskartyat behelyezziik egy terminalba és megnyomjuk a start gombot. Ekkor
elindul az alabbi folyamat.

1.
2.
3.
4.

El6mosas. Az autot mososzeres 1ével bespriccelik.
Kefés mosas. A forgd kefék letisztitjak az autot.
Oblités. Az autot tiszta vizzel lesblitik.

Szaritas. Az autot levegs aramoltatassal megszaritjak.

Természetesen ez a folyamat lehet ennél sokkal bonyolultabb is, hiszen kiilonb6z8 programokra fi-
zethetiink els. Ilyenkor az egyes végrehajtandoé tevékenységek megvalosuldsa attol fiigg, hogy milyen
programot valasztottunk. Nézziink erre is egy példat:

1.

5.
6.

Ha aktivhabos mosasra fizettiink el, akkor az autoét bespriccelik aktiv habbal. Kiilonben csak
mososzeres lével spriccelik be az autot.

. Ha alvaz mosasra is el6fizettiink, akkor az alvazat is végigspriccelik aktiv habbal.

Ha kerékmosésra eldfizettiink, akkor forgo kefék letisztitjak az autot, a kerekeknél pedig specialis
keréktisztito kefék mossak a kerekeket. Kiilonben csak a forgd kefék letisztitjak az autot.

. Az autot tiszta vizzel leoblitik.

Ha el6fizettiink viaszvédelemre, akkor az autét forrd viasz réteggel bevonjak.

Az autot levegGaramoltatassal megszaritjak.

Lathato, hogy ez az algoritmus mar dontéseket is tartalmaz, hiszen annak fiiggvényében, hogy milyen
programot véalasztottunk mas-méas torténik az autémosas soran.

Az elgbbi példdhoz hasonloan szamos tovabbit tudunk mondani arra, hogy a mindennapokban hol és
milyen algoritmusokkal talalkozhatunk. Erdemes megismerniink, hogy mi volt az elsé olyan algoritmus,
amelyre azt mondtak, hogy az valoban algoritmusnak tekinthets. Az elsd ilyen algoritmust az okori
gorogoknél taladlhatjuk meg. Euklidész alkotta meg azt a modszert, amely két pozitiv egész szamrol
meghatarozza a legnagyobb ko6zos osztojukat. Ezt az eljarast ma Euklideszi algoritmusnak nevezziik, és
a kovetkez6t mondja ki.

1.

2.

Adott két pozitiv egész szam, jeloljiik ezeket m-mel és n-nel. A kettd koziil legyen m a nagyobbik.

Osszuk el m-et n-nel, az osztas maradékat jeloljik r-rel.

1 Angolul: algorithm



3. Ha r értéke 0, azaz m oszthaté n-nel, akkor az algoritmus végére értiink. Ilyenkor a két szadm
legnagyobb k6z0s osztoja az n értékével egyezik meg, az algoritmus pedig befejezddik.

4. Ha r értéke nem 0, akkor m-be taroljuk el az n jelenlegi értékét, n-be pedig az r értékét. Majd
ugorjunk vissza a 2. pontra.

1.1. Példa. Az elébb bemutatott Fuklideszi algoritmus hasznélataval nézziik meg, hogy mi lesz
az m = 150 és az n = 36 szamok legnagyobb koz0s osztdja. Az algoritmus 2. pontja alapjan el kell
osztanunk m-et n-nel. 150-ben 4-szer van meg a 36, a maradék pedig 6. Ezért az r-be eltaroljuk a 6-ot.
Az algoritmus 3. pontjara lépiink, megvizsgaljuk, hogy r értéke 0-e. Mivel nem nulla, ezért tovabblépiink
a 4. pontra. Az m-et feliilirjuk, mostantol 36 lesz benne eltarolva. Az n értékét is modositjuk, ez 6 lesz.
Ezutan visszaugrunk az algoritmus 2. pontjara. Elosztjuk a 36-ot 6-tal. Az eredmény 6 lesz, a maradék
pedig 0. Igy r-be a 0 értekét taroljuk el. A 3. sorba lépve megvizsgaljuk r értékét. Mivel r = 0, ezért
leall az algoritmus futasa és eredményiil megkapjuk az n-ben eltarolt aktualis értéket tehat a 6-ot. Ez
az érték a 150 és a 36 legnagyobb kozos osztoja. §

Az eddigi példak figyelembe vételével jo lenne megfogalmazni, hogy mit is tekintiink algoritmusnak,
egy algoritmusnak milyen elvarasokat kell teljesitenie.

Az algoritmus tekinthetd egy olyan ,gép™nek, amely valamilyen bemenetekbsl meghatarozott 1épé-
seken keresztill el8allit valamilyen kimenetet. A bemenetek® természetesen az algoritmus elején mar
ismertek. Az Euklideszi algoritmus bemenete példaul a két pozitiv egész szam, melyek legnagyobb kozos
osztojat akarjuk megismerni. A kimenetek® a bemenetek altal egyértelmtien meghatarozottak. Olyan
nem allhat el6, hogy egy algoritmus ugyanazon bemenetek esetén més-mas kimenetet produkal. Ez ugy is
kifejezhets, hogy az algoritmus mikodése jol meghatdrozott, azaz az algoritmus determinisztikus. Fontos
még, hogy az algoritmus egyértelm, jol definialt 1épésekbdl all, melyek szdma minden esetben véges. Ha
végtelen 1épést is megengednénk, akkor az algoritmus lealldsa nem lenne biztositva.

2 Angolul: input
3 Angolul: output
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Valtozok, tipusok és kifejezések

Ahogy azt az Euklideszi algoritmus példajan lattuk, sziikséges lehet, hogy az algoritmus bemeneteit,
illetve a futdsa kozben elGallo értékeket, ezek modosulasait valamilyen modon eltaroljuk. Ezt a célt
szolgaljak az an. vdltozok?.

Minden algoritmusban hasznalt valtozonak van valamilyen neve, amellyel egyértelmtien azonositani
tudjuk. Azok a valtozok, amelyek mar az algoritmus kezdetén valamilyen értéket tarolnak, az algoritmus
bemeneti valtozoi, vagy roviden bemenetei. A bemeneti valtozok értékei is moédosithatok az algoritmus
futasa soran. Léteznek olyan valtozok, amelyek csak az algoritmuson beliili miveletek elvégzése miatt
sziikségesek, ezek az un. lokdlis vdltozdk®. Vannak olyan valtozok, amelyekben az algoritmus eredménye-
ként elGallo értékeket taroljuk, illetve ezeket adja vissza az algoritmus a kiilvilag felé. Ezek a valtozok a
kimeneti valtozok, vagy roviden kimenetek.

A valtozoknak tipusa® is van. Ez féként az egyes programozasi nyelvekben fontos, mert ez alapjan
tudja a programozéasi nyelv értelmezdje, illetve forditoja, hogy az adott valtozo szamara milyen méretii
memoriat kell lefoglalni a biztonsagos mtikddés érdekében. Az algoritmusok leirasanél a tipusokat lazabb
modon kezeljiik, mint konkrét programozasi nyelvi implementaciok esetén.

( Megjegyzés w

Az fordito késziti el az algoritmust leiro, altalaban magasabb szintd programozési nyelven
megirt forras kodbol azt a gépi kodu programot, amit a szamitogép utasitasként megért
és végrehajt.

Jelen jegyzet keretei kozott csak néhany tipust hasznalunk. Az egész tipusu valtozokban egész
szamok tarolhatok. A logikai tipusu valtozokban logikai érték tarolhato, azaz értékiik csak igaz vagy
hamis lehet. Ezen kiviil hasznalni fogjuk még a T-vel jellt tipust, ami egy an. altalanos tipus. Akkor
mondjuk, hogy egy valtozd T tipusid, ha benne lényegében barmilyen érték eltarolhat6. Néhény esetben
a T tipust valtozok esetén megszoritast tesziink arra, hogy a valtozdknak Gsszehasonlithatoknak kell
lenniiik, azaz értelmezett kozottiikk a < relacio. Ilyenkor ezt fel is tiintetjiik kihangsulyozva, hogy T
Osszehasonlithato.

Minden egyes valtozonak lehet értéket adni. Ezt példaul a kévetkez6 modon jeldljiik: a < 5, ami azt
jelenti, hogy az a értékiil kapja az 5-6t. Fontos, hogy csak a bal oldalon 1év6 valtozo kaphat értéket, azaz
az értékadas nem szimmetrikus miivelet. Ezen kiviil egy valtozo értéke dtadhatoé egy masik valtozonak
is, ilyenkor az érték mindkét valtozoban tarolva van, az eredeti helyrél nem torlgdik. Példaul a b valtozo
értéke 3, majd kiadjuk a a < b utasitast. Ilyenkor az a értéke is 3 lesz, a b pedig 3 marad. Egy valtozoban
tarolt érték ki is olvashato, kifejezésekben valamint kiiratasnal felhasznalhato.

Gyakran el6fordulé feladat, hogy két azonos tipusi valtozoban eltarolt értéket meg kell cseréliink. Ezt
értékadasok egymas utani elvégzésével tehetjiik meg. A csere megvalositasihoz viszont a két megceserélen-
dg§ értéket tartalmazéd valtozd mellett sziikséges egy harmadik valtozoé is, amiben atmenetileg eltaroljuk
valamelyik értéket. Az a és b valtozokban tarolt értékek cseréjét az alabbi modon valdsithatjuk meg:

segéd < a
a+b
b < segéd

Lathato, hogy két valtozo cseréjét hdrom értékadassal tudjuk csak megoldani és egy dtmeneti valtozo
sziikséges még hozza. Mivel gyakran kell cseréket végrehajtani, ezért kiilon jelolést vezetiink be erre
a miiveletre. Az a < b jeloli az a és b valtozoban tarolt értékek cseréjét, amit a fent latott modon
valésitunk meg.

A valtozokbol kifejezések épithetGk. Egy szamokat tartalmazo kifejezésben szamokat tartalmazo
valtozok, konkrét szamértékek és ezeket Gsszekapcsolé matematikai miiveletek szerepelhetnek. Kifejezés
példaul a kovetkezé:

bal — jobb
L ) (1.1)
2
4 Angolul: variable
5 Angolul: local variable
6 Angolul: type
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Ebben a kifejezésben két szam értéki valtozo a bal és a jobb szerepel, melyek kiilonbségének feléhez
adunk hozza harmat.

Ahogy mar emlitettiik a logikai tipusu valtozok csak igaz vagy hamis értéket vehetnek fel. Igy
egy logikai valtozénak csak olyan kifejezés adhatd értékiil, amely kifejezés vagy egyértelmten igaz vagy
hamis. Példaul mondhatjuk azt, hogy az [ logikai valtozonak értékiil adjuk a 2/2 = 1 kifejezést. Mivel
2-ben a 2 pontosan 1-szer van meg, ezért ez a kifejezés igaz.

Logikai értékek, illetve logikai kifejezések kozott logikai miveleteket is értelmezhetiink, melyek koziil
héarmat hasznalunk ebben a jegyzetben. Logikai értékek tagadasara a — szimbolummal jelolt negdlds
miveletet hasznaljuk. Az igaz érték negaltja a hamis, mig a hamis negiltja a igaz, ahogy az az 1.1
tablazatban is lathato.

| [ logikai értéke | —i logikai értéke |

hamis 1gaz
igaz hamis

1.1. tablazat. A negélas logikai mitvelet értelmezése.

Két logikai érték vagy kifejezés és kapcsolatat is értelmezziik, ezt a mtveletet a A szimbélummal
jeloljiik. Két logikai érték és kapcsolata pontosan akkor igaz, ha mindkét érték tgaz, ahogy az az 1.2
tablazatban is lathato.

’ 11 logikai értéke \ l5 logikai értéke \ Iy N\l logikai értéke \ l1 V I3 logikai értéke ‘

hamis hamis hamis hamis

hamis igaz hamis 1gaz
1gaz hamis hamis 1gaz
1gaz igaz igaz 1gaz

1.2. tablazat. Az és (A) valamint a vagy (V) kapcsolat értelmezése, az [y és Iy logikai tipusa valtozok
értékeinek minden lehetséges variacidja esetén.

Két logikai érték vagy kifejezés vagy kapcsolatat is értelmezziik, ezt a miiveletet a V szimboélummal
jeloljik. Keét logikai érték vagy kapcsolata pontosan akkor hamis, ha mindkét érték hamsis, minden mas
esetben igaz, ahogy az az 1.2 tablazatban is lathato.

A logikai kifejezések, mint minden mas kifejezés balrél jobbra keriil kiértékelésre. Igy példaul az
(a =15) A (b > 3) logikai kifejezésben elGszor az a = 5, majd a b > 3 kifejezés értékelsdik ki. Abban az
esetben, ha az elsé kifejezés hamis, akkor az és kapcsolat miatt a teljes kifejezés is biztosan hamis lesz,
tehat a masodik kifejezés kiértékelése felesleges. Ezt figyelembe veszi az un. révidzdr kiértékelés. Ezek
szerint két és kapcsolattal 6sszekotott kifejezésben, ha az els6 kifejezés értéke hamis, akkor a masodik
kifejezés kiértékelése nem torténik meg és a teljes kifejezés értéke hamis lesz. Hasonléan két kifejezés
vagy kapcsolata esetén, ha az els6 kifejezés igaz, akkor a masodik kifejezés nem keriil kiértékelésre, és a
teljes kifejezés logikai értéke igaz lesz.

Obudai Egyetem
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Tombok

Gyakran fordul el6, hogy sok azonos tipust adatot akarunk tarolni, illetve ezeken az adatokon valamilyen
miiveletet elvégezni. Példaul egy meteorologiai allomason minden 6raban eltaroljék az aktualis hémér-
séklet értéket. Ilyenkor egy nap adatainak téaroladsara nem célszeri 24 kiilonb6zd valtozot létrehozni,
heti adatok esetén pedig 168-at. Sokkal célravezet&bb egyetlen valtozoban Gsszegytjteni az Gsszes mérési
adatot. Ezt valésithatjuk meg tombdk hasznalataval.

A tombok hasznalata esetén tehat egyetlen valtozoban tobb adatot is el tudunk tarolni. A tombben
tarolt adatoknak azonos tipustiaknak kell lenniiik. Az 1.1. dbran lathatunk egy = nevi tombdét, melyben
a 20-nal kisebb prim szdmokat taroltuk el. Ebben az esetben a tomb egész tipusti. Minden témbnek van
elemszama is, példankban ez 8.

o |

5 | 7 [ ]r ]9
1
3 4 5 6 7 8

2
¥
1

N | W

1.1. abra. A 20-nal kisebb prim szamokat tartalmazo témb és az elemek indexei.

A tombben tarolt értékek elérése érdekében valamilyen moédon hivatkoznunk kell a tomb elemeire.
Ezt indexeléssel valositjuk meg tgy, hogy minden egyes tombelemhez egyértelmiien hozzatartozik egy
index. Az indexek logikus rendet kovetnek: az els6 tombelem indexe 1, a méasodiké 2, ..., az utols6é
pedig a tomb elemszamaval azonos. Az 1.1. dbran lathato, hogy melyik tombelemnek mi az indexe.

A t6mbok indexelése a [ | indexképzs operéator hasznalataval torténik. Ha példaul az 2 témb harmadik
elemére akarunk hivatkozni, akkor azt a z[3] modon tehetjiik meg. Konkrét példankban z[3] értéke 5.
Gyakran fogunk tombelemekre olyan modon hivatkozni, hogy indexként egy véaltozot hasznalunk. Példaul
x[i] az x tOmb i-edik elemét azonositja. Ilyenkor mindig figyelni kell arra, hogy az alkalmazott indexnek
olyan értéke legyen, ami valéban hasznalhaté indexként. azaz mindenképp pozitiv egész szamnak kell
lennie, és értéke nem haladhatja meg a tomb méretét. Ezek szerint az 1.1. 4bran lathatoé példa esetén
csak az 1 és 8 kozotti egész szamok hasznéalhatok indexként.

Algoritmusainkban kiilon jelezni fogjuk, ha 4j tombét hozunk létre. Ilyenkor meg kell adnunk, hogy
mi lesz az Gj tomb neve, milyen tipust adatokat tarolunk benne, illetve hogy mekkora a tomb mérete.
Példaul egy x nevi egészeket tartalmazo nyole elemd tombot az x <+ LETREHOZ(egész)[8] utasitassal
hozhatunk létre.

Lehet6séglink van toébbdimenziés tombok hasznalatara is. Fzek koziil most csak a kétdimenzids
tomboket ismertetjiikk. A kétdimenzios tombok adott szamu sorral, illetve oszloppal rendelkeznek. Az
elemek indexelése két indexszel, a sor- és az oszlopindexszel torténik.

Az 1.2. 4bran megadunk egy 4 sorbol és 6 oszlopbdl allo kétdimenzids tombot. A kékkel kiemelt elem
sorindexe 2, oszlopindexe pedig 5, ezért z[2, 5] médon hivatkozhatunk ra.

1 2 3 4 5 6

LA 2N Z SN 2
L3 |58 |4|7]1
2> 2|9 |3|0[6]14
3> 6|8 |2]1]1]5
441 ]0]2]7]|38

1.2. abra. Kétdimenzios tomb és indexelése.

Kétdimenzios témb létrehozésa is a LETREHOZ 1étrehoz utasitassal lehetséges, de méretként meg kell
adni a sorok valamint az oszlopok szamat is. Igy az abran lathat6 tombot az x < LETREHOZ(egész)[4, 6]
utasitassal hozhatjuk létre.
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Vezérlési szerkezetek

Az eddigiekben harom miiveletet ismertiink meg. Ezek az értékadas, amikor egy véltozohoz valamilyen
konkrét értéket rendeltiink, illetve a csere, amikor két valtozoban tarolt értékeket megcseréliink. Harma-
dik méar ismert mitiveletiink pedig a tomb létrehozasa, aminek eredményeként létrejon egy adott tipusa
és elemszamu 1) Osszetett valtozo. Milyen tovabbi miveletekre van sziikségiink ahhoz, hogy Gsszetett
algoritmusokat épitsiink fel? Az igazat megvallva mar nem sokra, viszont fontos lenne, hogy az eddig
megismert miiveleteket valamilyen modon Ossze tudjuk épiteni. Az Osszeépitések fajtait vezérlési szer-
kezeteknek nevezziik, mert ezek adjdk meg, hogy az algoritmus végrehajtasa, annak vezérlése miként
torténjen.

Els6 vezérlési szerkezetiink a szekvencia. Ez utasitasok egymas utani végrehajtasat jelenti. Nézziik
példaként az alabbi szekvenciat:

x < LETREHOZ(egész)[3]
z[l] « 5

x[2] + 8

x[3] + 11

Négy utasitasbol all ez a szekvencia, melyek egymas utan keriilnek végrehajtasra. Elscként létre-
hozunk egy egész tipusi harom elemid témbot, melynek az x nevet adjuk. Ezt kévetGen a tomb elsd
elemébe eltaroljuk az 5 értéket. A tomb mésodik helyére a 8 érték keriil, mig a harmadik eleme 11-gyel
lesz egyenld.

Az algoritmusok leirasanal a szekvenciaban 1évé utasitasokat altalaban egymas ala irjuk. Az utasi-
tésokat fentrdl lefelé haladva sorban hajtjuk végre. Az utasitasok sorrendje nagyon fontos, nézziikk meg
példaul, hogy mit eredményezne az alabbi szekvencia.

z[1] + 5

x[2] + 8

z[3] 11

x < LETREHOZ(egész)[3]

Ha ilyen sorrendben irnank a szekvencia elemeit, akkor hibat kévetnénk el. Akkor akarnank a tomb
egyes elemeinek értéket adni, amikor a tomb még nem is létezik, hiszen a tomb létrehozésa csak a negyedik
utasitasban torténik meg.

Lehetdséglink van arra is, hogy — helytakarékossagi okokbol — néhany egymést kovets utasitast egy
sorba irjunk. Ilyenkor az egy sorba keriil§ utasitasokat pontosvesszével valasztjuk el egymastol, ahogy
ez az alabbi példaban is lathato.

[ x < LETREHOZ(egész)[3] ]
x[1] « 5; z[2] + 8; z[3] + 11

Maésodik vezérlési szerkezetiink az eldgazds vagy mas néven szelekcio. Ez a vezérlési szerkezet azt
teszi lehetévé, hogy egy utasitast, vagy tobb utasitasbol felépiils szekvenciat egy logikai érték igazsagéanak
fliggvényében hajtsunk végre. Az elagazés leirasdhoz sziikségiink van meghatarozott kulcsszavakra is.
Ennek altaldnos forméaja az alabbi.

ha feltétel akkor
utasitas
elagazas vége

A ha kulcsszot kdvetGen kell leirnunk a logikai feltételt — ami lehet egy logikai tipusa valtozo, vagy
egy logikai értéket eredményezé kifejezés —, majd kivetkezik az akkor kulcsszo. Uj sorban behtuzéssal
adjuk meg azt az utasitast, amit végrehajt az algoritmus abban az esetben, ha a feltétel igaz értékd.
Az elagazast egy 1j lezard sorban behuzas nélkiil az elagazas vége kulcsszo zéarja le. A lezarasra azért
van sziikség, mert az utasitas helyén akar tobb utasités, példaul egy szekvencia is allhat:
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ha feltétel akkor
utasitasl
utasités2

utasitasN
elagazas vége

Az elagazasnal az algoritmus futasa ugy torténik, hogy eldszor kiértékelgdik a feltétel. Ha a feltétel
igaz, akkor a vezérlés az elagazasban megadott utasitasok végrehajtasaval folytatodik, majd ezt kévetSen
tovabbhalad az elagazas vége kulcsszot kovets részre. Amennyiben viszont a feltétel hamis, akkor a
feltétel kiértékelése utan a vezérlés rogton az elagazas vége kulesszot kovetd részre ugrik.

Nézziik egy konkrét példat:

ha a < 0 akkor
a<+ —a
elagazas vége

b+« +a

A példaban a kiértékelendd feltétel az a < 0. Ha az a valtozo aktualis értéke negativ, akkor a vezérlés
az a <+ —a utasitasra ugrik, majd innen halad tovabb a b < y/a sorra. Amennyiben a mar a feltétel
kiértékeléséneél se volt negativ, akkor viszont a vezérlés rogton a b < /a sorra ugrik.

Az elagazasbol megengediink un. kétiranya elagazast is. Ilyenkor mas utasitas — vagy utasitasokbol
felépitett szekvencia — hajtodik végre, ha az elagazas feltétele igaz, és mas ha hamis. A kétiranyu
elagazast az alabb modon adhatjuk meg:

ha feltétel akkor
utasitasigazesetben

kiildnben
utasitashamisesetben

elagazas vége

Ha a feltétel igaz, akkor a ha agban talalhaté utasitasigazesetben utasitas hajtodik végre, majd
a végrehajtast kovetSen a vezérlés az elagazas vége kulcsszot kovetd sorra ugrik. A feltétel hamis
logikai értéke esetén viszont a feltétel kiértékelését kovetGen a vezérlés a kiildnben agban talalhato
utasitashamisesetben sorra ugrik. Az ott talalhatd utasités végrehajtasat kovetGen az algoritmus futasa
az elagazas vége kulcsszot kovets sorban folytatodik.

Nézziink egy példat a kétiranyn elagazésra is:

ha a < 0 akkor

b+ —a

kiilonben

b+ \/a

elagazas vége

Ha az a valtozé aktuélis értéke negativ, akkor az ellentettjének gyoke keriil b-be, egyéb esetben viszont
az a gyoke lesz b értéke.

Az elagazasok egymaésba is dgyazhatok, amibdl egy specialis esetet szeretnénk kiemelni. Az alabbi
példaban megjelenik egy kiilonben ha &g:

( ha a > 0 akkor N
b+ \a

kiilonben ha a < 0 akkor

b+ +v—a
kiilonben
b+ 0

\_ elagazas vége )
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Ez teljesen egyenértéki az alabbi egymésba dgyazott elagazasokkal:

( ha a > 0 akkor )
b+ \a
kiilénben
ha a < 0 akkor
b+ +/—a
kiilbnben
b+ 0
elagazas vége
\_ elagazas vége )

A harmadik vezérlési szerkezet a ciklus, vagy més néven iterdcid. Ez arra ad lehetséget, hogy egy
utasitas, vagy utasftasok sorozata tObbszor is végrehajtasra keriiljon. Természetesen a végrehajtasok
szama nem lehet végtelen, mert minden algoritmustol elvarjuk, hogy véges sok lépést kovetSen véget
érjen. A ciklusok leallasat kétféle modon lehet biztositani. Vagy csak addig hajtédnak végre a cikluson
beliili utasitasok, amig egy meghatéarozott feltétel igaz értéki (tesztelss ciklus), vagy elére megadjuk az
iteraciok szamat (szamlalos ciklus). Ciklusokbol harom félét kiilonboztetiink meg.

Els6 az un. eldltesztelds ciklus. Ennél a ciklusba valo belépés el6tt kiértékelésre keriil egy feltétel. Ha
a feltétel logikai értéke igaz, akkor a cikluson beliili els§ utasitasra ugrik a vezérlés. Végrehajtodik az
Osszes cikluson beliili utasitas, majd ismét kiértékelésre keriil a ciklus feltétele. Ha a feltétel igaz, akkor
ajra végrehajtodnak a cikluson beliili utasitasok. Amint hamissé valik a ciklus feltétele, akkor a ciklust
kovets utasitasnal folytatodik az algoritmus futésa. Az eloltesztelds ciklusnal hasznalt feltételt a fentiek
értelmében belépési és bennmaradasi feltételnek nevezziik. Az eldltesztelSs ciklust az alabbi formaban
adjuk meg:

ciklus amig feltétel
utasitasok
ciklus vége

Az Euklideszi algoritmusnal mar lattunk is ilyen ciklust, csak még nem neveztiik eldltesztelss ciklus-
nak. Az Euklideszi algoritmus iterécioja az alabbi modon irhaté le, ahol a mod kulcssz6 a maradékos
osztas operatorat jeloli:

ciklus amig r # 0
m<n
n<r
r < m mod n
ciklus vége

Masik ciklusunk az un. hdtultesztelds ciklus. Ennél a ciklusbennmaradéasi feltétele a ciklus végén
van. Ez azt jelenti, hogy a cikluson beliili utasitdsok egyszer biztosan végrehajtasra keriilnek, majd ezt
kovetSen keriil kiértékelésre a ciklus feltétele. Ha a feltétel tgaz, akkor az utasitasok ujra végrehajtodnak,
majd megint kiértékelésre keriil a feltétel. Ha viszont a feltétel hamis, akkor a ciklust kévetd utasitasra
ugrik a vezérlés. Ebben az esetben a feltétel csak bennmaradasi feltétel. A hatultesztelds ciklusok leirasi
modja:

ciklus
utasitasok
amig feltétel

A harmadik ciklus az an. szdmldlds ciklus. Ebben az esetben a ciklusnak van egy ciklusvdltozdja,
amely egy megadott értéktsl egy masik adott értékig valtozik tgy, hogy minden felvett értéke mellett
egyszer lefutnak a cikluson beliili utasitasok. Leirdsa a kovetkez6 modon torténik:

ciklus ciklusvdltozo < kezdetiérték-t6l végért ék-ig
utasitasok
ciklus vége
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Szamlalos ciklusokat tipikuson tombok bejarasara hasznalhatunk. A kovetkezd példaban egy tombbe
elhelyezziik az els6 6t darab négyzetszamot:

x < LETREHOZ(egész)[5]
ciklus ¢ < 1-t6l 5-ig

xli] + i?
ciklus vége

Az eddig emlitett vezérlési szerkezetekkel, tehat a szekvenciaval, szelekcioval és iterdcioval minden
algoritmus leirhato. Ezt az allitast kiilon nem bizonyitjuk.
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Algoritmusok leirasa, pszeudokdod

Az el6z6 fejezetekben mar lattuk, hogy mi is az az algoritmus, illetve milyen részekbdl épiil fel. Az
eddigieket Gsszefoglalva most bemutatjuk, hogy miként irhatunk le egy konkrét algoritmust. A leirasra
az un. pszeudokddot hasznaljuk. Mutatunk egy példat is, a mar megismert Euklideszi algoritmus részletes
leirasaval, amit az 1.1. algoritmusban adunk meg. A jegyzetben minden algoritmusnak sajat sorszama
és neve van, amikkel hivatkozhatunk rajuk.

Mivel minden algoritmusnak van bemenete és kimenete, ezért a leiras ezek pontos megadasaval torté-
nik. A bemeneti és kimeneti valtozok nevét és tipusat is meghatarozzuk. Ezt koveti az adott algoritmust
megvalositd fligguény vagy eljdrds megadasa. Azért van sziikség fliggvényekre, illetve eljarasokra, mert
ezeken keresztiil egy konkrét algoritmust egy masik algoritmusbol akar meg is hivhatunk (1d. késébb). Az
algoritmus bemenetei egyben a fliggvény vagy eljaras bemenetei is lesznek. A fiiggvény abban kiilonbozik
az eljarastol, hogy a fiiggvénynek van legalabb egy kimenete, mig az eljarasnak nincs ilyen. A fiiggvény
kimenetét a vissza kulcsszo hasznalataval adhatjuk meg (1d. 1.1. algoritmus 8. sora). Ha a vezérlés a
vissza kulcsszohoz keriil, akkor a fliiggvény futasa véget is ér.

1.1. Algoritmus Euklideszi algoritmus

Bemenet: m — egész, n — egész
Kimenet: n — egész

1: fiiggvény LNKO(m : egész, n : egész)
2 r < m mod n

3 ciklus amig r # 0

4 m<+n

5: n<«r

6 r < m mod n

7 ciklus vége

8 vissza n

9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
o m: Pozitiv egész szam.
e n: Pozitiv egész szam, amely kezdetben nem nagyobb m-nél. Az algoritmus végén ennek a valto-
zonak az értéke a két bemeneti valtozé legnagyobb kozos osztojaval egyenls.
e 7: Az aktualis m és n maradékos osztasanak eredménye.

A fiiggvényen vagy eljarason beliil a mar korabban megismert algoritmus leir6 eszkézoket hasznéljuk.
Ezek az értékadas, tomblétrehozas, illetve a megismert vezérlési szerkezetek.

A fiiggvényt vagy eljarast kovetSen ismertetjiik az algoritmusban hasznalt valtozokat is.

Az Euklideszi algoritmust leirhatjuk fiiggvény helyett eljaras hasznélataval is, ahogy az 1.2. algo-
ritmusban lathat6. Ilyenkor természetesen nincs a vissza kulcsszoval megadott visszatérési értéke az
eljarasnak. A kimenetet az eljaras egyik paraméterén keresztiil kapjuk meg, amihez a cimszerint kulcs-
szot irjuk az adott valtozo elé.

Az algoritmusokban lehetGségiink van arra is, hogy egy maésik algoritmusban definialt fliggvényt vagy
eljarast meghivjunk. Erre lathatunk egy példat az 1.3. algoritmusban. Az algoritmus azt vizsgalja, hogy
egy tomb mely elemei relativ primek egy megadott értékkel. Ennek eldéntéséhez meg kell nézni, hogy a
vizsgalt x tomb aktualis elemének (z[i]) és az érték valtozéonak mi a legnagyobb kozos osztoja. Ehhez
meghivjuk az 1.1. Euklideszi algoritmusban definidlt LNKO fiiggvényt, ahogy ez az 1.3. algoritmus
4. sordban lathato.

Sergyan Szabolcs 15 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



1.2. Algoritmus Euklideszi algoritmus (2)

Bemenet: m — egész, n — egész
Kimenet: n — egész

1: eljaras LNKO(m : egész, cimszerint n : egész)
2 r < m mod n

3 ciklus amig r # 0

4: m<é+n

5: n<r

6 r < m mod n

7 ciklus vége

8: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e m: Pozitiv egész szam.
e n: Porzitiv egész szam, amely kezdetben nem nagyobb m-nél. Az algoritmus végén ennek a valto-
zénak az értéke a két bemeneti valtozod legnagyobb k6zos osztojaval egyenls.
e 7: Az aktualis m és n maradékos osztasanak eredménye.

1.3. Algoritmus Relativ prim vizsgélat

Bemenet: © — egész tOomb, n — egész (tdmb mérete), érték — egész
Kimenet: y — logikai t6mb

1: fiiggvény RELATIVPRIMVIZSGALAT(z : egész tomb, n : egész, érték : egész)
2 y < LETREHOZ(logikai)[n|

3 ciklus i < 1-t6l n-ig

4 ha LNKO(z[i], érték) = 1 akkor

5: yli] + igaz

6 kiillénben

7 y[i] < hamis

8 elagazas vége

9 ciklus vége

10: vissza y

11: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e z: Pozitiv egész értékeket tartalmazoé tomb.

e n: Az x tO0mb elemszama.

o ¢rték: Pozitiv egész szam. Az algoritmusban azt vizsgaljuk, hogy az x tomb relativ primek-e az
érték szammal.

e y: Kimeneti logikai tipusa témb. Az y tomb i-edik eleme pontosan akkor igaz, ha az x tomb i-edik
eleme relativ prim az érték-kel.

e LETREHOZ(logikai)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elem logikai tipust t6mbot.

o LNKO(x[i], érték): Az 1.1. algoritmusban kifejtett LNKO fiiggvényt hivja meg, mely meghata-
rozza, hogy a z[i]-nek és az érték-nek mi a legnagyobb kozos osztoja.
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Hatékonysag, futasi idé elemzése

Lattuk mar, hogy miként tudunk leirni egy algoritmust. Felmeriil viszont, hogy milyen elvarasaink
vannak egy algoritmussal szemben. Réviden tekintsiik ezért at az algoritmusokkal szemben tamasztott
kovetelményeket.

Fontos az algoritmus megbizhatosaga és kiszamithatosaga. Ez alatt azt értjiik, hogy minden lehetséges
bemenet esetén valoban azt a kimenetet allitsa el, amit elvarunk az algoritmustol. A kiszamithatosagba
beleértjiik azt is, hogy egy adott bemenet esetén mindig ugyanazt a kimenetet &allitsa el§. Ezt méas néven
az algoritmus determinisztikus (el6re meghatarozott) viselkedésének is nevezziik.

A jo algoritmusok egyszertdek is. Ez alatt azt értjlik, hogy nem tul kériilményesek, kénnyen meg-
érthetek. Az egyszertiség érdekében érdemes az algoritmusokat olyan valtozo nevekkel ellatni, amik
alapjan egyértelmt, hogy az adott valtozoban milyen adatot is tarolunk el. Az egyszertiség érdekében
érdemes az algoritmusokat részekre, in. modulokra osztani. Erre mutat j6 példat az 1.3. algoritmus,
ahol a legnagyobb kozos o0szt6 meghatarozasat nem irjuk le Gjra az algoritmuson beliil, hanem egy mar
mashol megvaldsitott fliggvényt hivunk meg. Az 1.3. algoritmus olvasaskor nem az koti le a figyelmiinket,
hogy a legnagyobb kozos osztd kiszamitasa miként torténik, csak azt 1latjuk, hogy az adott helyen annak
szamitasa megtorténik.

Az algoritmusokkal kapcsolatban elvaras még, hogy hatékonyak legyenek. Ez alatt altalaban két
kiilonbo6zd dolgot is értiink. Egyrészt elvards, hogy az algoritmus szamitégépes implementacidja soréan
minél kevesebb memoria, vagy mas hattértar igénye legyen. Ezért, ha egy algoritmus ugyanazt a felada-
tot meg tudja oldani egy darab n elemi témb hasznélataval, mig egy masik algoritmusnak ugyanehhez
két darab n elemd tomb is szilikséges, akkor memoria felhasznélas tekintetében az elsét tekintjiik hatéko-
nyabbnak. A hatékonysag fogalméaban értjiik azt is, hogy az algoritmus gyorsan fusson le. Persze ennek
meghatarozasa elég nehéz, sokszor nagyon szubjektiv feladat. A fejezet tovabbi részében épp ezért azzal
foglalkozunk, hogy egy algoritmus futéasi idejét miként lehet meghatarozni vagy megbecsiilni.

Hogyan is lehet egy algoritmus futési idejét meghatérozni? Els6 6tletiink talan az, hogy az adott
algoritmust egy adott szamitogépen, valamilyen programozési nyelven lekodoljuk, majd futtatjuk az el-
késziilt programot. A futd program végrehajtasi idejét mérve mar meg is tudjuk hatarozni az adott
algoritmus futasi idejét. Ez az egyszertinek tiné eljaras viszont szamos probléméat vet fel. Ha az al-
goritmusunkat mas gépen vagy mas programozési nyelven kodoltuk volna, akkor kiillénbo6z6 futési idot
kapunk. Azt se felejtsiik el, hogy egy szamitogépen egyszerre nem csak egy program fut, tehat mikézben
a sajat programunk futasi idejét mérjiikk, nem tudhatjuk, hogy milyen mas programok ,zavarnak még
be” futas kozben. Ezek miatt ezt az empirikus modszert elvetjiik, az algoritmusok futasi idejét nem igy
hatarozzuk meg.

Masik lehetGségilink annak vizsgélata, hogy az adott algoritmus hany darab elemi 1épésbél all. Meg-
nézziik tehat, hogy hany értékadas, Osszehasonlitas, logikai kifejezés kiértékelés, fliggvény hivas, stb.
torténik egy algoritmus futasa alatt. Ha nézziik példaul az Euklideszi algoritmust, ott adott bemenetek
mellett Ossze tudjuk szdmolni ezen mtveletek szamat. Viszont azt is latnunk kell, hogy minden ,elemi”
miivelet végrehajtasa mas-més idGigénnyel rendelkezik. Példaul az m < n értékadés esetén annyi tor-
ténik, hogy az m valtozoba atméasolodik az n valtozd értéke. Az r < m mod n értékadasnal viszont
el6szor ki kell értékelni az m mod n kifejezést, majd ezt kivetSen kell az elGallo értéket az r valtozoba
mésolni. S6t az m mod n kifejezés kiértékelése sokkal bonyolultabb mitivelet mint egy mésolas, ezért
pontosan meg se tudjuk mondani, hogy hanyszor tobb id6t igényel.

Mindebbdl az lathatd, hogy elég nehéz egzakt dolgot mondani egy algoritmus futasi idejérsl. Mégis,
miként tudjuk akkor egy algoritmus futasi idejét megbecsiilni? A leggyakrabban hasznalt megkozelités
annak vizsgélata, hogy a feldolgozand6 adatok mennyiségének noévekedésével miként névekszik egy algo-
ritmus futési ideje. Azt vizsgaljuk tehat, hogy ha példaul kétszeresére noveljiik a feldolgozand6 adatok
szamat, akkor hanyszorosara névekszik ettsl az algoritmus futasi ideje. Emiatt azt fogjuk vizsgalni, hogy
n darab bemeneti adat esetén a futasi id6 hogyan fligg az n értéktsl.

Nézziik egy konkrét példat! Feladatunk, hogy egy n elemii egész szamokat tartalmazo tombben
hatarozzuk meg, hany esetben eredményez a tomb két elemének Gsszege 0 értéket. Ezt a feladatot valositja
meg az 1.4. algoritmus. Az algoritmus miikédésének lényege, hogy minden lehetséges elempart elgallitunk,
amit két darab egymasba agyazott ciklussal ériink el. Minden egyes elempar esetén megnézziik, hogy az
Osszegiik 0-e (1d. 5. sor). Ha igen, akkor a db valtozo értékét — amely kezdetben 0 volt — noveljiik eggyel
(1d. 6. sor). Az algoritmus végén a db valtozo aktualis értékét adjuk vissza (I1d. 10. sor).
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1.4. Algoritmus Nullat eredményez6 elempérok szama

Bemenet: r — egész tomb, n — egész

Kimenet: db — egész
1: fiiggvény NULLATADOELEMPAROKSZAMA ( : egész tomb, n : egész)
2 db<+0
3 ciklus i < 1-t6l (n — 1)-ig
4 ciklus j + (i + 1)-t6l n-ig
5: ha z[i] + z[j] = 0 akkor
6: db <+ db+1
7 elagazas vége
8 ciklus vége
9 ciklus vége

10: vissza db

11: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A feldolgozando tomb.
e n: Az r mérete.
e db: Azon z-beli elempéarok szama, melyek Gsszege 0.

Mit mondhatunk az 1.4. algoritmus futési idejér6l? Ehhez vizsgaljuk meg elGszor, hogy hanyszor
keriil a z[i] + z[j] = O feltétel kiértékelésre. Ha i = 1, akkor j (n — 1) darab kiilonboz6 értéket vesz fel,
hiszen 2,3,...,n lehet. Amennyiben i = 2, akkor j méar csak (n — 2)-féle lehet. Amikor viszont ¢ méar
n — 1 értekd, akkor j csak egy értéket az n-t veszi fel. Igy a vizsgalt feltétel kiértékeléseinek szama:

(n—1)+1
e

n(n—1)

(n—1) =" (1.2)

(m—1)+n—-2)+...+2+1= .

Héanyszor fogjuk elvégezni a db < db + 1 értékadast? Ez attol fligg, hogy hanyszor volt igaz a
x[i] + z[j] = 0 feltétel. Lehetséges, hogy a feltétel mindig igaz volt, lehet viszont, hogy soha. Futasi id6

szempontjabol a legrosszabb eset, ha mindig igaz a feltétel, ilyenkor a db < db+1 értékadas is w

-szer

keriil végrehajtasra. Igy, ha minden elemi utasitast egy lépésnek tekintiink, akkor legrosszabb esetben a

futési id6 mar

n(n—1)
2

Futasi id6 szerint legjobb esetben viszont a db < db + 1 értékadés egyszer sem torténik meg, igy

ilyenkor a futéasi id6

2. =n(n-—1). (1.3)

n(n—1)
5 .

Azt még nem vettiik figyelembe, hogy az algoritmus elején van egy db < 0, illetve a végén egy vissza
db utasitas, ami minden esetben kettével ndveli a sziikséges lépések szamat. Emellett még a ciklusok
megvalositasanak is van valamennyi futési ideje.

Mi az ami ezek alapjan biztosan kijelenthetd az algoritmus futasi idejérsl? Ami egyértelmien latszik
az annyi, hogy a futéasi idg biztosan aranyos a feldolgozand6 témb méretének négyzetével, hiszen az 1.3. és
az 1.4. képletbdl is ez olvashat6 ki. Tehat, ha a feldolgozandé témb méretét kétszeresére noveljiik, akkor
a futasi id6 mar négyszeres lesz, haromszoros méret esetén pedig kilencszeres.

Hogyan lehet eldénteni, hogy egy algoritmus futasi ideje jobb-e egy maésik algoritmus futési idejénél?
Ha a futasi id6 elemzésénél azt kapjuk példaul eredményiil, hogy egy algoritmus futasi ideje

(1.4)

9 2

Tl(n):roo'n7

(1.5)
egy masik algoritmusé pedig
T5 (n) = n-logyn, (1.6)

akkor melyik tekintheté hatékonyabbnak? Az 1.3. abran megadjuk a két fliggvény grafikonjat. Latha-
t6, hogy kisebb n értékek esetén az els, mig nagyobb n értékeknél a masodik algoritmus eredményez
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gyorsabb futast. Mivel szamunkra az a fontos, hogy n névekedésével miként valtozik a futasi idg, ezért
a nagy n értékekre koncentralunk. Emiatt a masodik algoritmus futasi idejét tekintjiik jobbnak, hiszen
minél t6bb adatot kell feldolgozni, annal gyorsabban szolgaltat eredményt az els6 algoritmushoz képest.

1.3. abra. A Ty (n) = 135 - n? és a Tz (n) = n - log, n fiiggvények grafikonjai.

Konnyen belathatd, hogy ha az els§ algoritmus futasi idejénél a konstans szorzé nem %, hanem

annal még kisebb lenne, akkor is elég nagy n esetén a Tj(n) mar nagyobb lenne To(n)-nél. Tehat a futési
id6 nagy n esetén lényegében fliggetlen a konstans szorzo értéktsl. Ezt fejezi ki a nagy ordo jel6lés, amit
gyakran hasznalunk algoritmusok futasi idejének jellemzésére.

Hogyan definialjuk az O-val jelolt nagy ordot? Azt mondjuk, hogy a T'(n) futési id6 O (f(n))-es, ha
létezik olyan c konstans, hogy elég nagy n értékek esetén a

T(n) < c- f(n). (L.7)

Ezek alapjan mondhatjuk példaul, hogy az 1.4. algoritmus futasi ideje O(n?)-es.
Az 1.3. tablazatban Osszefoglaltuk a leggyakrabban eléfordulé futési idéket. A tablazat tetejétdl lefelé
haladva egyre nagyobb futasi id6kkel talalkozunk.

Futési id6 nagysagrendje | Futasi id6 nagysagrendjének elnevezése

O(1) Konstans

O(logn) Logaritmikus
O(n) Linearis

O(nlogn) Logaritmetikus
O(n?) Négyzetes
O(n?) K&bos
o2m) Exponenciélis

1.3. tablazat. Futasi id6k nagysagrendjei és azok elnevezései
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2. fejezet

Programozasi tételek

A programozasi tételek az algoritmus alkotas sorédn gyakran el6forduld problémakra adnak megoldaso-
kat. Azért nevezziik ezeket a modszereket tételeknek, mert matematikailag is bizonyithat6 az ismertetett
modszerek helyessége és hatékony futési idejiikk. A programozési tételek néhény esetben mér elsé olvasés-
ra is nagyon egyszeriinek tiinnek, esetleg megkérddGjelezhets pontos ismeretiik sziikségessége is. Fontos
szerepiik van viszont abban, hogy ezeket a tételeket altaldban minden programozo6 ismeri, igy a napi ru-
tinban egy adott feladat megoldaséara ezeket hasznélja. Igy kijelenthets, hogy a programozési tételek altal
adott megoldasok hasznalataval az el6allo algoritmusok, illetve programok olvashatosaga és megértése is
sokkal egyszertibbé valik.

A programozéasi tételeket jegyzetiinkben tombdok hasznalataval mutatjuk be, mert jelenleg csak ezt az
adatszerkezetet ismerjiik. Tanulményaink elérehaladtaval konnyen meg tudjuk majd oldani, hogy mas
adatszerkezetek (példaul listdk) esetén is megadjuk a megfelels tétel megvalositasat, de ez nem képezi
ezen jegyzet targyat.

A programozasi tételek elnevezésének jelentds szerepe van a késébbi algoritmus alkotasi gyakorlat-
ban. Az itt bevezetett fogalmak altalaban mindig ugyanazzal a jelentéssel birnak. Ezen fogalmak koziil
szeretnénk kiemelni parat az alabbiakban.

Eldontés Eldonti, hogy a bemeneti témbben van-e adott tulajdonsaga elem.

Kivalasztas Megadja, hogy hol van a bemeneti tombben egy adott tulajdonsagu elem, feltételezve, hogy
van ilyen a tombben.

Keresés Az el6z6 kettd kombinacidja, tehat eldonti, hogy a bemeneti tombben van-e adott tulajdonsagu
elem, és ha van, akkor megadja, hogy hol talaljuk meg azt.

Megszamlalas Megadja, hogy hany darab adott tulajdonsiagu elem van a bemeneti tombben.

Masolas Egy tomb elemeinek egyik tombbdl méasik témbbe mésolésa, melynek soran a tombbeli elemek
értékei valtozhatnak.

Kivalogatas A bementi tomb adott tulajdonsaga elemeinek d4tmasoldasa egy masik tombbe.
Szétvalogatas A bemeneti tomb kiilonb6z6 tulajdonsagt elemeinek atmasolasa kiilonbozé tombokbe.

A programozéasi tételeket jegyzetiinkben két nagy csoportra bontjuk. Az elsé csoportba tartoznak azok
a tételek, melyek egy bemeneti tombbdl allitanak els egyetlen (vagy esetleg tobb) értéket. Ezeket egyszert
programozéasi tételeknek nevezziik és a 2.1. alfejezetben targyaljuk. A masodik csoportba tartoznak azok
a tételek, amelyek bemenete egy vagy tobb tomb, és a kimenete is egy vagy tébb tomb. Ezek alkotjak
az Osszetett programozasi tételeket, melyek targyalasara a 2.2. alfejezetben keriil sor. A fejezet végén
mutatunk par példat a programozasi tételek Osszeépitésére is (1d. 2.3. alfejezet), majd par feladatot is
megoldunk (1d. 2.4. alfejezet).
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Egyszerid programozasi tételek

Sorozatszamitas programozasi tétel

A sorozatszamitas programozasi tétel egy tomb (vagy mas néven sorozat) Osszes eleme kozott elvégez
egy miiveletet, majd a mivelet eredményét adja vissza. A tétel hasznalhatd példaul egy témb minden
elemének Osszegzésére, az elemek szorzatdnak kiszamitasdra. Hasonldan alkalmas egy sorozat elemeinek

uni6jaként el6allo halmaz elkészitésére. Gyakori alkalmazasi teriilet még szévegeket tartalmazo témbele-
mek egyetlen szoveggé torténd Osszeftlizése.

( Megjegyzés w

A sorozatszamitas tételt a szakirodalom egy részében Gsszegzés® tételként emlitik, mivel
a tomb elemeinek Osszegzése is megvalosithato vele. Targyalasunkban mi az altalanosabb
feladatra utal6 nevet valasztottuk.

®Angolul: summation

A programozasi tételt megvalésité algoritmus pszeudokodjat a 2.1. algoritmusban irjuk le. Az al-
goritmus bemenete a feldolgozand6 tomb, melynek természetesen az elemszamat is ismerniink kell. Az
algoritmus konkrét megvalositasanal tudnunk kell azt is, hogy a tomb elemei kozott milyen mtveletet
kivanunk végrehajtani, ezt jeloljiik altalanosan az & szimbolummal. A @ mitveletet nem adjuk 4t beme-
netként az algoritmusnak, mivel altaldban a konkrét programozés nyelvi implementaciokban sem tudunk
igy eljarni. Az algoritmus kimenete egyetlen eredmény, melynek tipusa megegyezik a tomb elemeinek
tipusaval, értéke pedig a tomb Osszes elemén elvégzett & miivelettel kaphaté meg:

érték = z[l] @ z[2] B ... B z[n].

2.1. Algoritmus Sorozatszamitas programozasi tétel

Bemenet: z — T tomb, n — egész (t6mb mérete)
Kimenet: érték — T

1: fiiggvény SOROZATSZAMITAS(z : T t6mb, n : egész)

2 érték < értékyg

3 ciklus i < 1-t6l n-ig
4: érték « érték @ xli]
5 ciklus vége
6 vissza érték
7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1: Vizsgilt tomb.
e n: A tomb mérete.
e @: T tipusi adatokon értelmezett miivelet, amit a tomb Osszes eleme kozott hajtunk végre.
e ¢érték: Az adott miveletnek (@) a tomb Osszes elemére torténd alkalmazasat kovetGen elGallo
eredmény.
o értéky: Az alkalmazott miivelettdl fiiges kiindulési érték.

Az algoritmus el6szor kezdeti értéket ad az érték valtozonak (2. sor). A kiindulasi érték (értéky), attol
fiigg, hogy milyen miiveletet hajtunk végre a témb elemei kézott. Példaul Gsszeadas esetén 0, szorzas
esetén pedig 1 az értéke. Ha az @ mivelet az uni6 képzés, akkor az tireshalmazzal, szévegek Osszefiizése
esetén pedig az lires szoveggel inicializaljuk az érték valtozot.

Az algoritmus 3. és 5. sorai kozotti ciklussal bejarjuk a teljes x témbot, igy biztositva, hogy minden
elemén el tudjuk végezni a kivant mitveletet. A 4. sorban a érték valtozo korabbi értéke és a toémb
aktualis z[i] eleme kozott elvégezziik az @ miveletet, melynek eredményével feliilirjuk az érték valtozo
korabbi értékét. Itt valik vilagossa, hogy a 2. sorban miért azt a kezdeti értéket hasznéltuk, amit az
adott miivelethez valasztottunk. Osszeadas esetén példaul i = 1 esetén a nulldhoz akarjuk hozzéadni a
tomb els6 elemét, szorzasnal viszont az egyet kell megszoroznunk az elsé elemmel.
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A tomb bejarasat kovetSen a 6. sorban visszaadjuk a kiszamitott érték-et.

2.1. Példa. Az algoritmus mtkddését egy konkrét példan is szemléltetjiik, ami a 2.1. abrén lathato.
A példaban egy 6t elemii tomb elemeit Gsszegezziik, igy a figyelembe vett & mivelet itt a jol ismert +

mivelet.

» o ] ¢ o]
*
)
Kimenet Kimenet
(érték : 0 (érték 03
(a) Kiindulasi allapot. (b) Bejaras 1. lépés.
mls 6 [i]s]a] S EIEAEN AN
¥ ¥
) 1
Kimenet Kimenet
(érték 19 ‘ (érték : 10
(c) Bejaras 2. lépés. (d) Bejaras 3. lépés.
» T o] ¢ o]
¥ ¥
1 1
Kimenet Kimenet
(érték 018 (érték 122
(e) Bejaras 4. lépés. (f) Bejaras 5. lépés.

2.1. abra. Sorozatszamitas programozasi tétel. A példaban egy 6t elemi tomb elemeinek Gsszegét
szamitjuk ki. A kiindulési érték (érték itt 0, az eredmény pedig az érték valtozoba kertiil.

Elészor az érték valtozo kezdeti értéket kap (2.1a. abra), ami esetiinkben az dsszeadas miatt 0. Ezt
kovetSen a tomb minden elemén végighaladva az érték valtozot mindig az aktualis tombbeli értékkel
noveljitk (2.1b-2.1f. abra). Az utolso elem figyelembe vételét kvetSen az érték valtozoban pont a tomb
elemeinek értéke allt el6 (2.1f. abra). 9

Futasi id6 elemzése. A sorozatszamitas programozasi tétel futési idejérdl konnyen lathato, hogy a
tomb méretével egyenesen aranyos, azaz O(n)-es. Ennek oka, hogy minden elemet pontosan egyszer
olvasunk ki, és mivel nincs semmiféle feltétel vizsgalat az algoritmusban, igy nem allhat el§ olyan eset,
amikor valamelyik 1épés kimaradna az algoritmusbol. &
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Eldontés programozasi tétel

Az eldontés! programozasi tételt akkor hasznaljuk, amikor szeretnénk eldénteni, hogy egy témbben van-e
legalabb egy adott tulajdonsagu elem. Tegyiik fel példaul, hogy egy tombben egész szadmokat tarolunk
és szeretnénk megtudni, hogy van-e kozottiik legalabb egy péaros szam. Ebben az esetben a parossagot
tekintjiik a vizsgalt tulajdonsdgnak.

Az algoritmust megalkothatjuk olyan médon, hogy a sorozatszamitas tételhez hasonldan végigjarjuk
az egész tombot, és amennyiben talalunk egy adott tulajdonsigu elemet, akkor egy logikai véiltozdt —
mely kezdetben hamis volt — igazra allitjuk. Igy minden elemet meg kell vizsgalnunk, ami szamos
esetben teljesen felesleges. Ha példaul mar a tomb els§ elemére teljesiil a vizsgalt tulajdonsag, akkor
a tomb tobbi elemét nem érdemes vizsgalni. Ezen probléma kikiiszobolésére egy olyan algoritmust kell
megalkotnunk, amely a tomb elemeinek vizsgéalatat abbahagyja abban az esetben, ha méar talaltunk egy
adott tulajdonsagu elemet a tombben.

Az eldontés problémajat a 2.2. algoritmus oldja meg. Az algoritmus bemenetként megkapja a vizsgalt
tombot — amelynek elemszama is ismert — és a vizsgalt tulajdonsagot. A tulajdonsagot egy tn. tulajdon-
sag? fliiggvényként adjuk meg, melyet altalaban P-vel jeléliink. A tulajdonsag fiiggvény logikai értéket ad
vissza, ami igaz vagy hamislehet. Az algoritmusban a tomb bejarasat és a tulajdonsag teljesiilésének
vizsgalatat a 3. és 5. sorok kozotti ciklus valositja meg. A ciklus feltételének vizsgalata elétt a tomb
indexelésére hasznalt ¢ valtozonak kezdeti értéket kell adni, ami a tomb elejérsl torténs bejaras miatt 1
lesz (2. sor).

2.2. Algoritmus Eldoéntés programozasi tétel

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai (tulajdonsdg)
Kimenet: van — logikai

1: fiiggvény ELDONTES(z : T t6mb, n : egész, P : logikai)
2 141

3 ciklus amig (i < n) A =P(z[i])

4: 14 1+1

5: ciklus vége

6 van + (i <n)

7 vissza van

8: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e x: Vizsgalt tomb.

e n: A tomb mérete.

e P: Tulajdonsag fiiggvény, amely minden T tipust érték esetén igaz vagy hamis értéket ad vissza.
Az algoritmus P tulajdonsagu elem el6fordulésat vizsgalja az x tombben.
van: Logikai tipusa kimeneti valtozo, amely pontosan akkor lesz ¢gaz, ha van P tulajdonsagu elem
az x tombben. Egyéb esetben van értéke hamis lesz.

A 3. sorban talalhato ciklusfeltételben két dolog egyiittes teljesiilését vizsgaljuk. Egyrészt figyelniink
kell arra, hogy az ¢ valtozo ne legyen nagyobb a tomb n elemszaméanal. Ha ¢ mar meghaladna n-t, akkor
egyrészt nem tudnank indexelésre hasznalni — hiszen nem lenne valds indexe a tombnek —, masrészt azt
jelentené, hogy a tomb minden elemét megvizsgéaltuk, tehat teljesen felesleges tovabbi vizsgalatot végezni.
A ciklus féltétel méasodik tagja azt ellendrzi, hogy az aktuéalis z[i] tombelem teljesiti-e az P tulajdonsagot.
Amennyiben nem teljesiti, akkor tovabb kell vizsgalodnunk, ezért a ciklusmagban néveljik az ¢ index
értékét (4. sor). Ha viszont z[i] P tulajdonsagt, akkor talaltunk a tdmbben egy P tulajdonsagu elemet,
igy nem kell mar tovabbi vizsgalatokat végezniink.

1 Angolul: decision
2 Angolul: property
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a Megjegyzés D

A ciklus feltétele kapcsan fontos megemliteni, hogy a két vizsgalt feltétel sorrendje nem
felcserélhets. Ennek akkor van jelentGsége, ha a tombben nincs egyetlen P tulajdonsagu
elem sem. Ilyenkor ugyanis i értéke meg fogja haladni n értékét, konkrétan n+ 1 lesz. Vi-
szont (n + 1)-gyel nem indexelhetjiik a tombot, mert ez mar nem létezs index. Feltételek
rovidzar kiértékeléseérdl tudjuk, hogy egy és kapcsolatban (A) az els§ tag hamis értéke
esetén a masodik tagot mar felesleges vizsgalni, mivel ha az els§ tag hamis, akkor az
egész feltétel is hamis lesz. Igy i = n + 1 esetén a t6mbo6t nem fogjuk hibasan indexelni,
Kmert az els6 tag akkor mar hamais értékként kiértékelésre keriilt. )

A ciklusbdl két esetben tudunk kilépni. Ha i < n igaz, akkor a =P (z[i]) lett hamis, azaz P (z[i])
tgaz. Ekkor a tomb i-edik eleme P tulajdonsagu, tehat van a tombben vizsgalt tulajdonsagia elem. Ha
viszont az elsé feltétel hamis, azaz i > n, akkor a tomb minden elemét megvizsgaltuk mar a ciklusban
és sehol nem talaltunk P tulajdonsigu elemet. Ezek alapjan kijelenthets, hogy a vizsgalt tulajdonsagu
elem elsfordulasarol az i index n-hez valo viszonya egyértelmii informéciot szolgaltat. Igy az algoritmus
6. sordban a van valtozonak ezen vizsgalat eredményét adjuk 4t. Az algoritmus végén a fliggvény a van
valtozo értékével tér vissza (7. sor).

a Megjegyzés 0

Az eldontés tétel kis atalakitassal alkalmassa teheté annak vizsgalatara, hogy egy témb
minden egyes eleme teljesit-e egy adott tulajdonségot. Ehhez a 2.2. algoritmusban két
modositas sziikséges. Elsként a 3. sorban 1évé feltételt kell iigy modositani, hogy addig
maradjunk a ciklusban — azaz addig jarjuk be a tomb elemeit —, amig a vizsgélt elem P
tulajdonsagt: (i < n) A P (z[i]). Ha a vizsgélt elem nem P tulajdonsagi, akkor be kell
fejezniink a tomb bejarasat.

A masik modositasi pont a 6. sorban talalhato vizsgalat, mely értéket ad a van valto-
zénak. Akkor mondhatjuk, hogy minden elem P tulajdonségt a tdmbben, ha a ciklusbol
azért léptink ki, mert minden elemet megvizsgalva mindig teljesiilt az P (x[i]) feltétel,
azaz 1 < n lett hamis.

_ Az atalakitott esetet a 2.3. algoritmusban talalhatjuk meg teljes egészében. )

2.3. Algoritmus Modositott eldontés programozasi tétel

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai (tulajdonsdg)
Kimenet: van — logikai

1: fliggvény ELDONTES MINDEN(z : T t6mb, n : egész, P : logikai)
2 141

3 ciklus amig (i < n) A P(x[i])

4: 1 1+1

5: ciklus vége

6 van < (i >n)

7 vissza van

8: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

e x: Vizsgalt tomb.

e n: A tomb mérete.

e P: Tulajdonsag fiiggvény, amely minden T tipust érték esetén igaz vagy hamis értéket ad vissza.
Az algoritmus azt vizsgalja, hogy = minden eleme P tulajdonsagu-e.
van: Logikai valtozo, amely pontosan akkor ¢gaz, ha minden z-beli elem P tulajdonsagu.

Futasi id6 elemzése. A futasi id6 szempontjabol azt érdemes vizsgalni, hogy hanyszor kell a ciklus
feltételét kiértékelni. Ez természetesen filigg attol, hogy a tomb elemei milyenek, melyik az els6 olyan —
ha van egyaltalan —, amely teljesiti az P tulajdonségot.
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Abban az esetben, ha nincs vizsgalt tulajdonsagt elem a tombben, akkor a ciklus feltételt (n + 1)-szer
értékeljiik ki, illetve minden egyes tombelem egyszer lesz vizsgalva.

Ha van P tulajdonsagu elem a témbben, akkor a futasi id6 attél fiigg, hogy a legkisebb indext ilyen
elem hol helyezkedik el a tombben. Ha példaul mar az els6 elem teljesiti a P tulajdonsagot, akkor a
ciklusfeltétel csak egyszer keriil kiértékelésre. Ha viszont az n-edik elem az elsd ilyen, akkor m darab
kiértékelés sziikséges.

Osszességében kijelenthetd, hogy az algoritmus igaz visszatérési értéke esetén atlagosan 5-del ardnyos
a futasi id6, mig hamis visszatérési érték esetén n-nel. Az algoritmus futéasi ideje igy O(n)-es. &

2.2. Példa. Feladatunk, hogy egy hat elemii, egész szdmokat tartalmazé tomb esetén eldontsiik, van-e

péros szam a tombben. A feladat eldontés tétellel torténs megoldasat a 2.2. abra szemlélteti. ElGszor
megvizsgaljuk a tomb els6 elemét, hogy péaros-e (2.2a. dbra), mivel nem az, ezért tovabblépiink a soron
kovetkez$ tombelemre. A méasodik és harmadik elemet is megvizsgaljuk (2.2b-2.2c. abra), de ezek sem
paros szamok. A negyedik elem viszont paros, igy tovabbi vizsgilat nem sziikséges, az algoritmus igaz
értékkel tér vissza (2.2d. abra). 9

N EaEannEn R E1 EA BN RN R
¥ ¥
7 1
(a) Bejaras 1. lépés. (b) Bejaras 2. lépés.
Kimenet
3|71 |a]ls|s| «=|3]7]1]a]s]s| van : igaz
f ¥ Q
(c) Bejaras 3. lépés. (d) Bejaras 4. lépés.

2.2. abra. Eldontés programozasi tétel. A példa azt vizsgalja, hogy van-e paros értéki elem a tombben.

2.3. Példa. Az eldontés tétel logikdja olyan problémak megoldasa esetén is hasznalhato, amikor
nem egy tombrdl kell eldontetiink, hogy van-e vizsgalt tulajdonsagu eleme. Példaként tekintsiik azt a
feladatot, amikor egy pozitiv egész szamrol (IV) meg kell vizsgalnunk, hogy prim?® vagy nem prim. Ennek
eldontése érdekében meg kell vizsgalnunk, hogy van-e ketts és v/ N kozott olyan egész érték, amely osztoja
N-nek. Ha van ilyen, akkor a szim nem lehet prim, mert osztoja az 1, a megtalalt érték és maga az N
szam is, igy mar tobb mint két osztoja van. A prim tesztelést a 2.4. algoritmussal valosithatjuk meg. 9

2.4. Példa. Az eldontés tétel kis modositassal olyan kérdések megvalaszolasara is alkalmas, amelyek
egyszerre egy tomb tobb elemét is vizsgaljak. Tekintsiik azt a feladatot, amikor el kell dontentiink, hogy
egy tomb elemei névekvé modon rendezettek-e, azaz

z[1] < z[2] < ... < z[n)]. (2.1)

Ennek eldontése érdekében meg kell vizsgalnunk minden szomszédos elempart, hogy a nagyobb indext
elem nem kisebb-e a kisebb indext elemnél, azaz

x[i] < xfi + 1] (2.2)

Ez az Gsszehasonlitas valositja meg a tulajdonsag vizsgalatot A vizsgalatot természetesen csak 1 < ¢ <
n — 1 esetén végezhetjiik el, mert ¢ = n esetén mar a tomboén kiviilre is indexelnénk.

A rendezettség vizsgalatot a 2.5. algoritmussal valositjuk meg, melynek lefutasat egy konkrét példan
a 2.3. abra szemlélteti. 9§

3Prim szamok azok a pozitiv egész szamok, melyeknek pontosan kettd kiilonb6zé osztojuk van.
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2.4. Algoritmus Prim teszt
Bemenet: N —egész (N > 2)
Kimenet: prim — logikai
1. fliggvény PRIMTESZT(N : egész)
2 142
3 ciklus amig (i < v/N) A ~0szT0JA (i, N)
4: 1 1+1
5: ciklus vége
6
7
8:

prim < (i > VN)
vissza prim
fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e N: 2-nél nem kisebb pozitiv egész szam, melynek a prim tulajdonsagat vizsgéljuk.
e prim: Logikai tipusu kimeneti valtoz6, amely pontosan akkor lesz ¢gaz, ha N prim szam.
e OszTOJA(i, N): Logikai értéket visszaado fiiggvény, amely pontosan akkor igaz, ha i osztoja N-
nek. A fiiggvény megvaldsitasa tobbféleképpen is torténhet, ennek atgondolasat az olvasora bizzuk.

2.5. Algoritmus Névekvs rendezettség vizsgélata

Bemenet: x — T tédmb, n — egész; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: rendezett — logikai

1. fliggvény RENDEZETT E(z : T tomb,n : egész)
2 141

3 ciklus amig (i <n — 1) A (z[i] < z[i + 1))

4: 1 1+1

5: ciklus vége

6 rendezett < (i >n —1)

7 vissza rendezett

8: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A vizsgalt tomb, melynek elemei 6sszehasonlithatoak.
e n: Az x tGmb mérete.
e rendezett: Logikai valtozo, melynek értéke pontosan akkor igaz, ha az x elemei névekvé modon

rendezettek.
w1 3] 6 [10]15]21] w1 |36 |10]15]2 |
Pt ¥
i 1+1 i 1+1
(a) 1. és 2. elem Osszehasonlitasa. (b) 2. és 3. elem Osszehasonlitasa.
1] 3|6 1] 52| w1 ]3] 6 [10]15] 2|
i 141 1 141
(c) 3. és 4. elem Osszehasonlitasa. (d) 4. és 5. elem Osszehasonlitasa.

1|36 [10]15]2 ]

w1 ]3] 6 |10]15]21]

Kimenet 1
t j dezett : 5
i i + 1 renaezett : tgaz

(e) 5. és 6. elem Osszehasonlitasa. (f) i = 6, a tomb rendezett.

2.3. dbra. Tomb rendezettségének vizsgalata az eldontés programozasi tétellel.
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Kivalasztas programozasi tétel

A kivalasztas? programozasi tételt olyan feladatok esetén hasznéljuk, amikor tudjuk, hogy egy tombben
van vizsgélt tulajdonsagu elem és keressiik ennek els6 el6fordulésat. Konnyen belathato, hogy a meg-
felel6 algoritmus nagyon hasonlit az eldontés tétel megvaldsitasara. Kiilonbség csak abban van, hogy
nem a tulajdonsag legalabb egyszeri teljesiilését kell vizsgalnunk, hanem az els§ elgfordulas indexét kell
megadnunk, tudva, hogy legaldbb egy elem esetén biztosan teljesiil a tulajdonsag.

A tétel megvalositasat a 2.6. algoritmus adja meg, amely nagyon hasonlé az eldontés tétel 2.2. algo-
ritmusahoz. Harom kiilonbség van csak. A ciklus belépési, illetve bennmaradasi feltételénél (3. sor) nem
kell vizsgalnunk, hogy a tomb indexelésére hasznalt i valtoz6 meghaladja-e mar a tomb méretét, mivel
ez csak akkor allhatna eld, ha nem lenne a tombben P tulajdonsigu elem. A ciklusbol akkor lépiink ki,
ha megtalaltuk azt az i indexet, amelynél elGszor teljesiil az P tulajdonsag. A ciklust kovetSen ezért az
tdx kimeneti valtozo megkapja az aktualis 7 értéket (6. sor), amit egyben a fliggvény visszatérési értéke
is (7. sor).

2.6. Algoritmus Kivalasztas programozasi tétel

Bemenet: z — T tomb, n — egész, P — logikai
Kimenet: idr — egész

1: fiiggvény KIVALASZTAS(z : T tOmb, n : egész, P : logikai)
2 141

3 ciklus amig —P (z[i])

4 1 1+1

5: ciklus vége

6 idr <1

7 vissza idx

8: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
o 1: A vizsgélt t6mb.
e n: Az x tGmb mérete.
e P: Tulajdonsagfiiggvény, amely minden T tipusu értéke esetén igaz vagy hamis értéket ad vissza.
Az algoritmus az elsé P tulajdonségu elem indexét hatarozza meg.
e idx: Az els§ P tulajdonsagn témbelem indexe.

Futasi id6 elemzése. Mivel a kivalasztas programozasi tétel az eldontés tétel egyszertd modositasa,
ezért a futési id6rdl is hasonlét mondhatunk, mint az eldontés tételnél tettiik (1d. a 24. oldalon). Azon-
ban a kivilasztas tétel esetén nem kell figyelembe venniink azt az esetet, amikor nincs a témbben P
tulajdonsagt elem, igy kijelenthets, hogy az atlagos futési id6 5-del ardnyos, azaz ez az algoritmus is

O(n)-es. &

4 Angolul: selection
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Linearis keresés programozasi tétel

A linearis keresés® programozasi tételt olyan feladatok megoldasa esetén hasznéaljuk, amikor meg szeret-
nénk tudni, hogy egy tombben van-e valamilyen tulajdonsagt elem, és ha van, akkor hol taldlhaté az els6
ilyen. A feladatot meg lehetne oldani ugy, hogy elGszor egy eldontéssel megvizsgéaljuk a P tulajdonsag
teljestilését, majd ha sziikséges, akkor egy kivélasztas tétellel megkeressiik a témb elsé P tulajdonsagu
elemét. Ha igy jarnank el, akkor a tombot kétszer is bejarnank a keresett elemig, ami teljesen felesleges,
mert egy bejarassal is megvalosithato a feladat megoldasa. Ehhez is csak az eldontés tétel 2.2. algorit-
musanak moédositasa sziikséges.

Valtoztatni kell egyrészt a kimeneteket, mert P tulajdonsagu elem létezése esetén meg kell adnunk
azt is, hogy van ilyen elem, valamint az els§ ilyen elem indexét is. Mésrészt a helyes miikodés érdekében
kis mértékben az algoritmust is modositanunk kell tgy, hogy van igaz értéke esetén visszaadjuk az
aktualis indexet is. A tételt a 2.7. algoritmus valésitja meg.

Az algoritmus a 6. sorig teljes egészében megegyezik az eldontés tételnél mar megismertekkel. Fzt
kovetGen hatarozzuk meg annak fiiggvényében, hogy taladltunk-e P tulajdonsag elemet a témbben, hogy
csak a van értékét, vagy emellett a megfelels indexet (idx) is visszaadjuk a kiilvilagnak.

a Megjegyzés D

Pszeudokoédban lehetséges, hogy a visszatérési értékek szdma mas és mas, viszont konkrét
programozéasi nyelven altalaban egy fliggvénynek csak egy visszatérési értéke lehet. Ilyen
esetben gy is megvalosithatjuk a linearis keresés, hogy mindig pontosan egy visszatérési
értéke lesz. Ha a keresett értéket megtalaltuk a tombben, akkor a talalat helyét, azaz az
idx valtozot adjuk vissza. Ha viszont nincs benne a keresett érték a tombben, akkor egy
Knem valés indexet, példaul a 0-t adjuk vissza kimenetként. )

2.7. Algoritmus Linearis keresés programozasi tétel

Bemenet: z — T tomb, n — egész, P — logikai

Kimenet: van — logikai, idr — egész
1. fliggvény LINEARISKERESES(z : T tomb, n : egész, P : logikai)
2 141

3 ciklus amig (i < n) A =P (x[i])

4 1 1+1

5: ciklus vége

6 van < (i < n)

7 ha van akkor

8 idr <1

9 vissza (van, idz)

10: kiillénben

11: vissza van

12: elagazas vége

13: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

e x: A vizsgalt tomb.

e n: Az r elemszama.

e P: Logikai értéket visszaado tulajdonsig fliggvény. Az algoritmusban azt vizsgaljuk, hogy az x
tombnek van-e P tulajdonsagui eleme.

e van: Logikai érték. Pontosan akkor tgaz az értéke, ha van olyan elem az x témbben, mely esetén
teljesiil a P tulajdonsag.

e idx: Csak akkor értelmezziik, ha van igaz. Ebben az esetben a legkisebb olyan egész szamot adja
meg, ahanyadik eleme a tombnek teljesiti a P tulajdonsagot.

5 Angolul: linear search
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Futasi idS elemzése. Mivel a linearis keresés programozasi tétel nagyon hasonlé az eldontés tételhez,
csak egy tovabbi opcionalis értékadasban tér el attol, ezért a futési idejérsl is ugyanaz mondhato. Igy a
futasi id6 itt is O(n)-es. &

2.5. Példa. Egy 6t elemii egész értékeket tartalmazo tombben vizsgaljuk, hogy van-e benne paros szam,
és amennyiben van, akkor hol taldlhat6 az els6 ilyen. A feladat megoldéasat a lineéris keresés programozéasi
tétellel a 2.4. abra szemlélteti. Az els6 és masodik elem még nem paros, ezért azok vizsgalatat kbvetGen
tovabblépiink a témbben (2.4a-2.4b. abra). A harmadik elem viszont paros, ezért itt véget ér a keresés,
az algoritmus visszatér a van valtozo igaz értékével, az idr valtoz6 pedig megkapja a témbbeli aktualis
helyet, azaz i aktudlis értékét (2.4c. dbra). q

(a) Bejaras 1. lépés. (b) Bejaras 2. lépés.

Kimenet
x:| 3 | 9 | 4 | 1 | 8 | (van:igaz,idm:?)
*

(c) Bejaras 3. lépés.

2.4. abra. Linearis keresés programozasi tétel. Keressiik, hogy van-e paros elem egy témbben, és ha van,
akkor hol talédlhato az elsé ilyen.

( Megjegyzés

Gyakran el6fordul, hogy a keresés soran egy konkrét érték x tombbeli el6fordulasat vizs-
galjuk. Ilyenkor a figyelembe vett tulajdonsag fliggvény az x[i] = érték egyenlség vizsga-
lataval helyettesithets. Mivel az 5.1. fejezetben konkrét érték keresését vizsgaljuk majd,
ezért a 2.8 algoritmusban megadjuk az érték keresés pszeudokddjat is.
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2.8. Algoritmus Linearis keresés programozasi tétel (konkrét érték keresése)

Bemenet: x — T tomb, n — egész, érték — T
Kimenet: van — logikai, idrz — egész

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:

fliggvény LINEARISKERESES(z : T tOmb, n : egész, érték : T)

141
ciklus amig (i < n) A (z[i] # érték)
1 1+1
ciklus vége
van < (i < n)
ha van akkor
idx <1
vissza (van, idz)
kiildnben
vissza van
elagazas vége

13: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

x: A vizsgalt tomb.

n: Az r elemszama.

érték: Az algoritmusban azt vizsgaljuk, hogy az x tombben megtalalhato-e az érték.

van: Logikai érték. Pontosan akkor igaz az értéke, ha van az érték-kel egyezd elem az x tombben.
idx: Csak akkor értelmezziik, ha van igaz. Ebben az esetben a legkisebb olyan egész szamot adja
meg, ahanyadik eleme a tombnek megegyezik az érték-kel.
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Megszamlalas programozasi tétel

Feladatunk, hogy egy tombben meghatarozzuk az adott tulajdonsagi elemek szamat. Példaul egy egész
szamokat tartalmazo tombben a parosak darabszamat szeretnénk megkapni.

A tételt a 2.9. algoritmussal valositjuk meg. Bemenetként a témbot (x), annak elemszamat (n) és a
tulajdonsag fliggvényt (P) ismerjiik, kimenetként pedig az adott tulajdonsagu elemek szamat (db) kapjuk
vissza.

2.9. Algoritmus Megszamlalas programozasi tétel

Bemenet: © — T t6mb, n — egész (tomb mérete), P — logikai (tulajdonsdg)
Kimenet: db — egész (darabszim)
1. fliggvény MEGSZAMLALAS(z : T tomb, n : egész, P : logikai)
2 db <+ 0
3 ciklus i < 1-t6] n-ig
4 ha P (z[i]) akkor
5: db <+ db+1
6 elagazas vége
7 ciklus vége
8 vissza db
9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

x: Feldolgozandé tomb.

n: Az x tomb elemszama.

P: Tulajdonsag fiiggvény.

db: A P tulajdonsagu elemek szdma x-ben.

Els6 1épésként az algoritmus 2. soraban a darabszamot nullara allitjuk. Ezt kdvetSen az algoritmus
3. és 7. sorai kozotti ciklussal bejarjuk a teljes tombot, hogy minden egyes elem esetén megvizsgaljuk a
P tulajdonsag teljesiilését (4. sor).

Ha az aktualis elem esetén teljesiil a vizsgalt tulajdonsag, akkor a darabszamot 1-gyel néveljiik, amint
az az algoritmus 5. soraban lathatd, egyéb esetben pedig valtozatlanul hagyjuk.

Az algoritmus végén a darabszam értékével tér vissza a fiiggvény (8. sor).

2.6. Példa. A 2.5. abra egy 5 elemt egész szamokat tartalmazo tomb esetén szemlélteti a paros szamok

darabszdmanak meghatéarozasat. Elészor a db valtozot incializaljuk (2.5a. abra), majd bejarjuk a tombot
és minden elemnél vizsgaljuk a tulajdonsag teljesiilését (2.5b-2.5f. abra). Ha a vizsgélt elem paros, akkor
1-gyel noveljiik a db valtozot (2.5¢, 2.5e és 2.5{. abrak), ha pedig paratlan, akkor db-t valtozatlanul
hagyjuk (2.5b és 2.5d. abrak). €

Futasi id6 elemzése. Az algoritmus végrehajtéasa soran bejarjuk a teljes tombot és minden elemre
megvizsgaljuk a tulajdonsag teljesiilését, igy egy n elemd tomb esetén n darab tulajdonsag vizsgalatot
hajtunk végre. A db valtozot viszont csak abban az esetben noveljiik, amikor a vizsgélt tulajdonsag
teljesiil. A P tulajdonsagfiiggvény kiértékelése altalaban tébb id6t vesz igénybe, mint db novelése. Igy
a nagyobb futési idejd mivelet mindig végrehajtodik, ezért végss soron a futési id6 a tomb meéretével
aranyos, azaz O(n)-es. &

( Megjegyzés D

Abban az esetben, ha nincs P tulajdonsagu elem a tombben, akkor a darabszam értéke
0 lesz. Igy az algoritmust akar eldontésre is lehetne hasznalni. Ha a darabszam pozitiv,
akkor az eldontés eredménye igaz, egyébként pedig hamis.

Természetesen, ha csak eldontés a feladatunk, akkor célszeriibb az eldéntés programo-
zasi tételt hasznalni, hiszen az az elsé P tulajdonsagu elem megtaldlasa esetén befejezi
a tomb bejarasat, mig a megszamlalas programozasi tételben minden esetben bejarjuk a
Kteljes tombot. )
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Kimenet Kimenet
(db :0 ‘ (db :0 ‘
(a) Kiindulési allapot. (b) Bejaras 1. lépés.
- EE ] - I ]
Kimenet Kimenet
(db 01 ‘ Tdb 01 ‘
(c) Bejaras 2. lépés. (d) Bejaras 3. lépés.
=361 ]8] 4] l‘1|3|6|1|8|‘:|
1 )
Kimenet Kimenet
(db 12 ‘ (db 13 ‘
(e) Bejaras 4. lépés. (f) Bejaras 5. lépés.

2.5. abra. Megszamlalas programozasi tétel. Az x tombben meghatarozzuk a paros szamok darabszamat.
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Maximumkivalasztas programozasi tétel

A maximumkivalasztas programozési tétel megadja, hogy egy tombben melyik az az elem, amelynek a
legnagyobb az értéke. Természetesen ez a probléma csak olyan esetben meriilhet fel, amikor a témbben
egymassal Osszehasonlithatoé elemeket tarolunk, azaz olyanokat, amelyek kozott mindig egyértelmtien
megadhaté a koztiik 1év6 kisebb-nagyobb viszony.

A feladatot ugy oldjuk meg, hogy az algoritmus elején feltételezziik, hogy a tomb els6 eleme a legna-
gyobb. (Ez a feltételezés azt is magaban foglalja, hogy nem lehet a tomb elem nélkiili, mert akkor mar
els6 elemrdl sem beszélhetiink.) Ezt kovetGen minden elemet megvizsgalunk, hogy az értéke nagyobb-e
az 6t megel6z6 elemek maximuménal, és ha igen, akkor ezentul azt tekintjiik a maximalis értéki elemnek.
A tételt a 2.10. algoritmus irja le.

A 2. sorban a max valtoz6 megkapja a kezdeti értékét. A 3. és 7. sorok kozotti ciklus biztositja a
tomb bejarasat. Vegyiik észre, hogy a bejarast a méasodik elemnél kezdjiik. A 4. sorban talalhato elagazas
feltételében megvizsgaljuk, hogy az aktualis x[i] tombelem nagyobb-e a mar korabban megvizsgalt elemek
legnagyobbikanal (z[maz]). Ha nagyobb, akkor @j maximumot talaltunk, ezért az 5. sorban maz j
értéket kap, mégpedig az aktualis indexet. A ciklusbdl kilépve minden elemet megvizsgaltunk mar, igy a
max valtozo a legnagyobb értéki elem indexét tartalmazza, és ezt adjuk vissza kimenetként a kiilvilagnak
(8. sor).

2.10. Algoritmus Maximumkivalasztas programozasi tétel.

Bemenet:  — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: max — egész

1: fiiggvény MAXIMUMKIVALASZTAS(z : T t6mb, n : egész)
2 maz < 1

3 ciklus i < 2-t6] n-ig

4 ha z[i] > z[max] akkor

5: mazx <1

6 elagazas vége

7 ciklus vége

8 vissza max

9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e 1z: Legalabb 1 elemi tomb, melyben a legnagyobb elemet keressiik. Az x tomb elemeinek 6sszeha-
sonlithaténak kell lennie.
e n: Az x tOmb mérete
e max: A x legnagyobb értéki elemének indexe. (Ha t6bbszor is eléfordul a legnagyobb érték, akkor
max a legkisebb indext ilyen elem indexe lesz.)

( Megjegyzés

Az algoritmus a legnagyobb értékii tombbeli elem indexét adja kimenetként, nem pedig
a legnagyobb elem értékét. Ennek az az oka, hogy az max index (és az x eredeti tOmb)
ismeretében a maximalis érték barmikor lekérdezhets, viszont ha a maximalis értéket
ismernénk, akkor csak kivalasztas tétellel tudnank azt meghatarozni, hol is talalhato az
az elem a tombben.

( Megjegyzés

Ha a tombben t6bbszor is el6fordul a maximalis elem, akkor az algoritmus a legkisebb
indexd helyet fogja visszaadni. Ha a 4. sorban talalhaté feltételben >-re modositanank a
relaciot, akkor a visszaadott index, az el6fordulé maximumok koziil a legnagyobb indext
lenne.

N 7 N B
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( Megjegyzés w

A tétel kis atalakitassal minimum érték (illetve ahhoz tartozoé index) kivalasztasara is
alkalmassd tehets. Ehhez szintén a 4. sorban talalhato feltételt kell modositanunk a
relaci6 <-re cserélésével.

2.7. Példa. Adott egy hat elemi egész szamokat tartalmazo tomb. Adjuk meg, hogy melyik elem a
legnagyobb értéki. A feladat maximumkivalasztas programozasi tétellel torténs megoldasat a 2.6. abra
szemlélteti.

Elst 1épésben feltessziik, hogy az els6 elem a legnagyobb, ezért a max valtozd az els6 elemet indexeli
(2.6a. abra). Ezt kovetGen megvizsgaljuk, hogy a méasodik elem nagyobb-e az elsénél, és mivel nem
nagyobb, ezért max értékét valtozatlanul hagyjuk (2.6b. abra). A kovetkezs lépésben a tomb harmadik
elemét vetjiik 6ssze az elss elemmel (2.6¢. 4bra). Mivel a harmadik elem nagyobb az elsénél, ezért a max
valtozo értékét modositjuk, innentsl kezdve mar a harmadik elemet indexeljiik vele. A soron kovetkezd
lépésekben hasonlé moédon a negyedik, 6todik és hatodik elemet hasonlitjuk 0ssze a témb max indext
elemével, és ha az aktuélis tombelem nagyobb z[max]-nal, akkor max értékét megvaltoztatjuk (2.6d-
2.6f. 4bra). Az Osszes elem vizsgilatat kovetGen max értéke 5, azaz az 6todik elem a legnagyobb a
tombben, ezért ezt az értéket adja vissza az algoritmus. q

ez fifoels[s[s] el2filoels]s[s)]
¥ F1
mazx maxr g
(a) A max valtozonak kezdeti érték adasa. (b) A 2. elem vizsgalata.
5 o [ s e
¥ ¥ o
max 1 maxr g
(c) A 3. elem vizsgalata. (d) A 4. elem vizsgalata.
Kimenet
a2 165 |8]3] «{2]1]6]5]8]3s] maz : 5
f ; F1
max i max  q
(e) Az 5. elem vizsgalata. (f) A 6. elem vizsgalata és a kimenet meghatarozasa.

2.6. 4bra. Maximumkivalasztas programozasi tétel. Maximélis értéki elem indexének keresése egy hat
elemi egészeket tartalmazd tombben.

Futasi id6 elemzése. A maximumkivalasztas programozasi tétel pszeudokodjabol (2.10. algoritmus)
lathato, hogy egy n elemi tomb feldolgozasa sordn minden esetben n —1 darab Gsszehasonlitast végziink.
A cikluson beliili értékadasok szama fiigg attol, hogy a vizsgalt feltétel teljesiil-e vagy sem. Futéasi id6
szempontjabol legrosszabb esetben (n — 1)-szer hivodik meg az emlitett értékado utasitas. Lathato hogy
a futasi id6 n-nel aranyos, igy az algoritmus O(n)-es. &
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Osszetett programozasi tételek

Masolas programozasi tétel

A masolas® programozasi tételt olyan esetben hasznaljuk, amikor egy témb minden elemét szeretnénk egy
masik témbbe atmasolni, vagy egy tomb minden elemének egy adott fiiggvény altal modositott értékét
szeretnénk egy masik tombbe masolni.

A tétel megvaldsitasa nagyon egyszerd, ahogy az a 2.11. algoritmusban is lathaté. Egy szamlalos cik-
lussal végigjarjuk az x tomb minden elemét és az elemek f fiiggvény altal modositott értékeit atmasoljuk
az y tomb megfelels helyére.

2.11. Algoritmus Masolas programozasi tétel

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), f — miivelet
Kimenet: y — T tomb

1. figgvény MASOLAS(z : T témb, n : egész, f : miivelet)
2 y «+ LETREHOZ(T)[n]

3 ciklus i < 1-t6l n-ig

4: yli] < f (i)

5 ciklus vége

6 vissza y

7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

e 1z: A feldolgozando tomb.

e n: Az x tGmb mérete.

e f: Fiiggvény, amely az x elemein értelmezett.

e y: Kimeneti, n elem tomb. Minden egyes eleme csak az x tomb megfelel§ elemétdl fligg, az
y[i] = f (x[i]) szabaly szerint.
LETREHOZ(T)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemt T tipust t6mbot.

2.8. Példa. Tekintsiink egy négy elemii tombot. Masoljuk a4t a tomb egyes elemeinek abszolut értékét
egy masik tombbe. A feladat megoldéasat a 2.7. abra szemlélteti. 9

Futasi id6 elemzése. Mivel minden esetben a tomb Osszes elemét egyszer masoljuk at az 4j témbbe,
ezért az algoritmus futasi ideje O(n)-es. &

6 Angolul: copy
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(a) Bejaras 1. lépés. (b) Bejaras 2. lépés.
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(c) Bejaras 3. 1épés. (d) Bejaras 4. lépés.

2.7. abra. Mésoléas programozasi tétel. Az x témb minden egyes elemének abszolut értékét dtmasolja az
y tomb megfelels helyére.
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Kivalogatas programozasi tétel

A kivalogatas programozasi tételt olyan feladatok esetén hasznéljuk, amikor egy tomb adott tulajdonsagu
elemeit szeretnénk kigytjteni, kivalogatni. Példaul egy egész szamokat tartalmazé témbbdl ki akarjuk
valogatni azokat, amelyek parosak.

A tétel megoldéasara olyan algoritmust adunk, amely bejarja a bemeneti tombot és egy masik tombbe
kigytjti az adott tulajdonsagi elemeket. A megoldast a 2.12. algoritmusban irjuk le. Az algoritmus
bemenete a feldolgozandd x tomb, melynek ismerjitk a méretét, illetve a P tulajdonsagfiiggvény. Az x
tomb P tulajdonsagu elemeit egy 4j y tombbe gytjti ki az algoritmus, ez a tomb lesz az egyik visszatérési
érték is. Az algoritmus elején még nem ismerjiik az y tomb méretét, ezért annyi helyet kell lefoglalni
szaméra, ami a lehetséges maximalis mérete. Ez a méret megegyezik az x méretével, hiszen ha x minden
eleme P tulajdonsagu, akkor minden elemet kivalogatunk y-ba. Az algoritmusnak még egy kimenetet
kell szolgaltatnia, ugyanis meg kell hataroznia, hogy hany elemet valogattunk ki az y témbbe. Ezt db-vel
jeloljiik és természetesen megegyezik az x tomb P tulajdonsaga elemeinek szaméval.

( Megjegyzés w

EmlékeztetSként jelezziik, hogy a db értéket hatarozza meg a megszamlalas tétel is.
Konnyen észrevehets, hogy a kivalogatas 2.12. algoritmusa a megszamlalas tétel 2.9. al-
goritmusanak tovabbfejlesztése.

Az algoritmus elején létrehozzuk a kimeneti y tombot n elemmel (2. sor). Ezt kovetGen nullara allitjuk
a db valtozo értékét (3. sor), hiszen kezdetben egyetlen P tulajdonsigu elemet sem talaltunk még az x
tombben. A 4. és 9. sorok kozotti ciklussal bejarjuk az x tombot. Megvizsgéljuk, hogy a témb aktuélis
eleme teljesiti-e a P tulajdonsagot (5. sor). Ha igen, akkor noveljiik a db valtozo értékét (6. sor) és az y
tomb db-edik elemébe atméasoljuk az x tomb aktualis elemét (7. sor). A ciklus befejezését kivetGen db
értéke megegyezik az x tomb P tulajdonsagi elemeinek szaméval, az y tombbe pedig kivalogattuk az x
tomb P tulajdonsagu elemeit, igy mér csak a kimeneteket kell visszaadni az algoritmusnak (10. sor).

2.12. Algoritmus Kivalogatéis programozasi tétel

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai
Kimenet: y — T tomb, db — egész

1: figgvény KIVALOGATAS(z : T t6mb, n : egész, P : logikai)
2 y < LETREHOZ(T)[n]

3 db <+ 0

4: ciklus i < 1-t6l n-ig

5: ha P (z[i]) akkor

6 db <« db+1

7 y[db] + x[i]

8 elagazas vége

9: ciklus vége

10: vissza (y, db)

11: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e z: A vizsgélt tomb.

e n: Az x tomb mérete.

e P: Logikai értéki tulajdonsagfiiggvény. Az x tomb P tulajdonsagu elemeit valogatja ki az algorit-
mus az y tombbe.
y: Az n elemi kimeneti tomb, melynek elemei az x azon elemei, melyek teljesitik a P tulajdonséagot.
db: Az y t6mb relevans elemeinek szama.
LETREHOZ(T)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemi T tipust t6mbot.

2.9. Példa. Feladatunk, hogy egy hat elem( egész szamokat tartalmazo6 témbbél kivalogassuk a paros
szamokat egy 1j tombbe. A feladat megoldéasat a 2.8. abran lathatjuk. A kivalogatas tétel alkalmazaséaval
végigjarjuk az x tomb elemeit. Az els6 elem paros szam, ezért a db valtozo értékét egyre valtoztatjuk
és az y tomb elsd helyére bemasoljuk az z tomb els6 elemét (2.8a. abra). A soron kovetkezd két elem
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nem paros, ezért azokat nem masoljuk at az y tombbe (2.8b-2.8c. 4brak). Az x tomb negyedik és 6todik
eleme paros, ezért db novelését kivetGen ezeket méasoljuk y-ba (2.8d-2.8e. abrék). Mivel x utolso eleme
nem péaros, ezért nem torténik sem db névelés, sem masolas (2.8f. dbra). ¢

cle ] T [ ] ] vle] T [ ] ]
¥ ;
db db
(a) Bejaras 1. lépés. (b) Bejaras 2. lépés.
cfgfifsfs]2]r7] g fslz]r]
+
1 1
claf [T [ ] | wlafs | [ [ ] |
¥ ¥
db db
(c) Bejaras 3. lépés. (d) Bejaras 4. lépés.
o 0 S VNN 8 S
i 1
clafsf2] [ ] | vlafsf2] [ ] |
f ¥
db db
(e) Bejaras 5. 1épés. (f) Bejaras 6. lépés.

2.8. abra. Kivalogatas programozasi tétel. Egy hat elemii tombbdél kivalogatjuk a paros szamokat.

Futasi id6 elemzése. Az algoritmus bejarja az x tombot és minden elem esetén megvizsgalja, hogy
teljesiti-e a P tulajdonsagot. Ez pontosan n darab tulajdonsagvizsgalatot jelen. A db valtozo novelése
és az értékmasolas az y tombbe csak abban az esetben torténik meg, ha z[i] P tulajdonsaga volt. Ezek
minimélis szama 0, maximélis pedig n. Osszességében kijelenthetd, hogy a futasi id6 a feldolgozando
tomb méretével egyenesen aranyos, tehat az algoritmus O(n)-es. &

Abban az esetben, ha a kivalogatast kovet&en mar nincs sziikségiink az eredeti témbre, akkor a kiva-
logatést ugy is elvégezhetjiik, hogy az eredeti tomb elejére gytjtjiik ki a P tulajdonsagu elemeket. Ennek
megvalositasat a 2.13. algoritmus adja meg. Az algoritmus bemenete megegyezik a 2.12. algoritmusnél
ismertetettekkel. Kimenetként viszont nem egy 0j t6mbdt adunk vissza, hanem az eredeti x témb mo-
dositott valtozatat, valamint a db szamlalot. A kimeneti x tomb els§ db darab elemei azok, amelyek az
eredeti x tombben teljesitették a P tulajdonsiagot. Természetesen a témbben bennmaradnak tovabbi
elemek (a db+ 1 és n indexek kozotti rész), de ezek nem hordoznak semmilyen relevans informaciot.

A lényeges eltérések a 2.12. algoritmushoz képest a kovetkezék. Nem kell helyet foglalnunk az ]
y-nak, hiszen nincs sziikség kiilon kimeneti tombre. Amikor az x tomb bejarasa soran talalunk egy P
tulajdonsagu elemet, akkor azt az x tomb elejére, a db indext helyre mésoljuk at, ahogy ez a 2.13. al-
goritmus 6. soraban lathato. Az x tomb feldolgozasat kovetSen csak a db valtozod értékét adjuk vissza
(9. sor), az x tomb modositott valtozata pedig a cim szerinti paraméteratadas miatt lesz elérhetd az
algoritmust futtatoé kérnyezetben.
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2.13. Algoritmus Kivilogatéis programozasi tétel az eredeti tombben

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai

Kimenet: x — T tomb, db — egész

1. fliggvény KIVALOGATASHELYBEN(cimszerint z : T t6mb, n : egész, P : logikai)
2 db <+ 0

3 ciklus i < 1-t6l n-ig
4 ha P (z[i]) akkor
5: db <+ db+1
6 x[db] + xli]
7 elagazas vége
8 ciklus vége

9: vissza db

10: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
o z: A vizsgalt tomb.
e n: Az x tomb mérete.
e P: Logikai értéki tulajdonsag fliggvény. Az x tomb P tulajdonsagu elemeit valogatja ki az algo-
ritmus az x témb elejére.
e db: A kivalogatast kovetSen az x tombben az els6 és a db-edik elemek k6zott vannak a relevans
elemek, azaz db a relevans elemek szama.

2.10. Példa. Oldjuk meg a 2.9. példaban ismertetett feladatot tgy, hogy a kivalogatés eredményét
az eredeti x témbben taroljuk el. A megoldés egyes 1épéseit a 2.9. abran lathatjuk. ElGszor vizsgaljuk a
tomb els6 elemét (2.9a. abra), amelyik paros, igy 1-re noveljiik a db valtozo értékét és a tomb elss elemét
helyben hagyjuk. A masodik elem péaratlan, igy nem tesziink vele semmit (2.9b. abra). Ugyanez torténik
a harmadik elem vizsgalatanal (2.9c. abra). A negyedik elem paros, ezért 2-re noveljiik db értékét és a
méasodik helyre atmésoljuk a negyedik elemet (2.9d. abra). Ebben a lépésben elveszitjiik a tomb korabbi
masodik elemét. Hasonlo térténik az 6t6dik elem vizsgalatakor (2.9e. dbra). Az utolsé elem paratlan
ezért nem tesziink semmit, az algoritmus futasa véget ér. Lathato, hogy az el6alldo témb els§ harom
eleme mind péros, a tovabbi elemek pedig csak ottmaradt értékek a korabbi tombbdl, amelyek relevans
informéciot a paros-paratlansagrol nem hordoznak. q

a Megjegyzés N

A 2.10. példaban lathattuk, hogy a helyben torténd kivalogatés esetén elemeket veszitiink
az eredeti tombbdl. Ha az algoritmusunkat gy modositanank, hogy P tulajdonsagi elem
megtalalasa esetén kicserélnénk két elemet, akkor nem vesztenénk el elemeket az eredeti
tombbdl, csak az elemek sorrendje valtozna meg. Igy elérhetjiik, hogy a tombiink elejére
keriilnek a P tulajdonsagu elemek, a végére pedig a nem P tulajdonsigiak. Ez egyébként
a 2.2.3. alfejezetben téargyalt szétvilogatas tétel feladata.

A 2.14. algoritmusban megadjuk az elemek cserélésével végrehajtott szétvalogatast.
Az emlitett csere az algoritmus 6. sordban torténik meg. A kés6bbiekben egy ennél

Khatékonyabb algoritmust is bemutatunk majd a helyben torténd szétvalogatasra. )
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(e) Bejaras 5. lépés. (f) Bejaras 6. lépés.

2.9. abra. Kivalogatés az eredeti tombben. Egy hat elemt egészeket tartalmazo tomb elejére gytjtjik ki
a paros elemeket. Az algoritmus végén csak az els§ db darab elem hordoz relevans informaciot.

2.14. Algoritmus Kivalogatéis programozasi tétel az eredeti tombben az eredeti elemek megtartasaval

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai

Kimenet: z — T tomb, db — egész

1: fliggvény SZETVALOGATAS(cimszerint z : T t6mb, n : egész, P : logikai)
2 db <+ 0

3 ciklus i < 1-t6] n-ig
4 ha P (z[i]) akkor
5: db+—db+1
6 x[db] <> x[i]
7 elagazas vége
8 ciklus vége

9: vissza db

10: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények

e z: A vizsgélt témb.

e n: Az x tOmb mérete.

e P: Logikai értékd tulajdonsagfiiggvény. Az z tomb P tulajdonsidgtu elemeit valogatja szét az
algoritmus az x tomb elejére. A P tulajdonsagu elemek a tomb elejére, a nem P tulajdonsaguak
pedig a végére keriilnek.

e db: A szétvalogatast kbvetGen az x tombben az els6 és db-edik elemek kdzott vannak a P tulajdon-
saguak, a db+ 1 és n indexek kozotti elemek pedig a nem P tulajdonsaguak.
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Szétvalogatas programozasi tétel

A szétvalogatéds programozasi tétel a kivalasztéas tételhez hasonld feladat megvalositasara alkalmas. Eb-
ben az esetben is adott egy tomb, valamint egy tulajdonsidg. Viszont a bemeneti tomb elemeit most
esetben gy szeretnénk szétvalogatni, hogy egy tombbe keriiljenek a megadott tulajdonsagu elemek, egy
maésik témbbe pedig a nem olyan tulajdonsaguak. Azaz a szétvalogatas tétel hasznalata esetén minden
elem bekeriil valamely kimeneti toémbbe, igy az elemeket tényleg szétvalogatjuk a vizsgalt tulajdonsdgnak
megfelelGen.

A tétel megvalositasat a 2.15. algoritmus mutatja be. Az algoritmus bemenete az x témb, melynek
ismert az n elemszama, valamint egy logikai értéket visszaadod P tulajdonsagfiiggvény. Az algoritmus az
y1 tombbe kivilogatja az x tomb P tulajdonsagi elemeit, az ys tombbe pedig a nem P tulajdonsagtakat.
A két kimeneti témbén kiviil azt is meg kell adnia az algoritmusnak, hogy melyik kimeneti témbbe hany
elem keriil, ezeket jelolik rendre a dby és dbs valtozok.

Az algoritmus elsd 1épéseként helyet kell foglalni a memoridban az y; és yo tombok szaméra. Mivel
nem tudjuk, hogy melyik témbbe hany elem fog keriilni — hiszen nem ismert még, hogy a bemeneti z
tomb hany P tulajdonsigu elemet tartalmaz —, ezért mindkét tombnek a lehetséges legnagyobb méretet
foglaljuk le, ami megegyezik az = tomb n méretével (2. és 3. sor). Ezt kivetSen nullara allitjuk a db; és
dby valtozokat, hiszen még egyetlen elemet sem masoltunk at a kimeneti tdmbdkbe (4. és 5. sor).

A kimenetek inicializdlasa utan a 6. és a 14. sorok kozotti ciklussal végigjarjuk az x tombot. Meg-
vizsgaljuk, hogy a = tomb aktualis eleme P tulajdonsagi-e (7. sor). Amennyien x[i] teljesiti a vizsgalt
tulajdonsagot, akkor az y; tombbe kell bemésolni. Ennek érdekében elészor noveljiik a y; tombben tarolt
elemek szamlalojat, azaz a db; valtozot (8. sor), majd y; megfelels helyére bemasoljuk az aktudlis elemet
(9. sor). Ha a vizsgalt elem nem P tulajdonsagi, akkor hasonl6 modon a y, tdmbbe méasoljuk az aktuélis
elemet (10-12. sor). A ciklus lefutésat kovetGen minden elem bekeriilt a neki megfelel§ kimeneti tombbe,
ezért az algoritmus végén kimenetként visszaadjuk a két kimeneti tombéot, valamint a tombokben eltarolt
relevans elemek szamat (15. sor).

2.11. Példa. Feladatunk, hogy egy hat elemi egész szamokat tartalmazé tombot szétvilogassunk két
tombbe ugy, hogy az egyikbe keriiljenek a paros szamok, a masikba pedig a péaratlan szamok. A feladat
szétvalogatas tétellel torténd megoldasat a 2.10. Abra szemlélteti.

Futasi id6 elemzése. A 2.15. algoritmus minden egyes tombbeli elemet egyszer vizsgal meg. A
vizsgalt elem pedig minden esetben atkeriil valamelyik témbbe. Igy kijelenthets, hogy a futasi id6
mindig ugyanannyi, mégpedig a bemeneti tomb méretével aranyos, azaz O(n)-es. &

A szétvalogatas tétel megismert algoritmusanak hatranya, hogy két n elemii kimeneti t6mbdt fogla-
lunk le minden esetben. Kénnyen belathato az is, hogy a két témbbe Gsszességében n elemet masolunk,
tehét a kimeneti tombok kétszer annyi helyet foglalnak a memoridban, mint amennyire valdéjaban sziikség
lenne. Ezen probléma feloldasara adhatunk egy olyan megoldast is, amely egyetlen n elemd kimeneti
tombot hasznal, melynek elejére mésoljuk a P tulajdonsagt elemeket, végére pedig a nem P tulajdon-
saguakat.

A szétvalogatas tétel egy kimeneti tombot hasznald megvalositasat a 2.16. algoritmus adja meg. A
bemeneti valtozok nem valtoznak meg a 2.15. algoritmusban bemutatotthoz képest, a kimeneti valtozok
viszont igen. Egyetlen kimeneti tombiink lesz (y), illetve a db valtozoval jeldljiik, hogy hany P tulajdon-
sagu elemet talaltunk az x tombben. Az algoritmus végén az y tomb els6 db darab eleme P tulajdonsagu,
a (db+ 1)-edik elemtdl az utolsoig pedig nem P tulajdonsagu.

El6szor a memoriaban helyet kell foglalni a kimeneti y tomb szaméara, amelynek elemszama megegye-
zik a bemeneti z tomb n elemszamaval (2. sor).A 2.16. algoritmus végrehajtasa soran a db valtozo értéke
mindig megegyezik az utoljara beszurt P tulajdonsagu elem indexével az y témbben, a jobb valtozo pedig
ugyanezt adja meg a nem P tulajdonsagi elemek esetén. Igy kezdetben a db-nek 0 a jobb-nak pedig
n + 1 kezdeti értéket kell adni (Id. 3. és 4. sorok). Az inicializalo 1épéseket kovetGen az 5. és 13. sorok
kozotti ciklussal bejarjuk az z tombdt. A cikluson beliil megvizsgaljuk, hogy az aktualis z[i] elem P
tulajdonsagt-e (6. sor). Ha igen, akkor a vizsgalt elemet az y tomb elejére kell masolnunk, ezért meg-
noveljiikk db értékét 1-gyel (7. sor), majd az y témb db-edik helyére bemasoljuk az z[i] elemet (8. sor).
Amennyiben az x aktualis eleme nem volt P tulajdonsagu, akkor az elagazas 9. sorban talalhato kiilon-
ben agaba lépilink be, hogy az y tomb végére masoljuk be z[i]-t. Ekkor a jobb indexels értékét 1-gyel
csOkkententink kell (10. sor), és y[jobb]-ba masoljuk 4t z[i]-t. A ciklus végén, amikor bejartuk a teljes =
tombot, mar csak vissza kell adni a kimeneti y és db valtozokat (14. sor).
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2.15. Algoritmus Szétvalogatas programozasi tétel

Bemenet: © — T tomb, n — egész (t6mb mérete), P — logikai
Kimenet: y; — T tomb, db; — egész, yo — T tomb, db; — egész
1: fiiggvény SZETVALOGATAS(z : T tOmb, n : egész, P : logikai)
2: y1 < LETREHOZ(T)[n]

3 y2 < LETREHOZ(T)[n]

4: dby <0

5: dby < 0

6 ciklus i < 1-t6l n-ig

7 ha P (z[i]) akkor

8 dby < db; +1

9 Y1 [dbl] — l’[’&]

10: kiilonben

11: dbgy + dbs + 1

12: Y2 [dbg] < .13[2]

13: elagazas vége

14: ciklus vége

15: vissza(yi, db1, Y2, dba)

16: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A feldolgozando tomb.
e n: Az r mérete.

e P: Logikai értékd tulajdonsag fiiggvény. A szétvilogatas soran a P és a nem P tulajdonsagi

elemeket valogatjuk kiilon.

e y;: n elemi tomb, melynek els§ db; darab eleme tartalmazza az x tomb P tulajdonsiagi elemeit.

e dbi: Az x tomb P tulajdonsagu elemeinek széma.

e yo: n elemd tomb, melynek elsé dby darab eleme tartalmazza az x témb nem P tulajdonsagu

elemeit.
e dby: Az x t6mb nem P tulajdonsagu elemeinek szama.

e LETREHOZ(T)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemt T tipust tombot.
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2.10. abra. Az z tomb elemeinek szétvalogatasa. A péros elemek keriilnek az y; témbbe, a paratlanok
pedig az ys-be.
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2.16. Algoritmus Szétvilogatas programozasi tétel egyetlen 1j kimeneti témbbe

Bemenet:  — T tomb, n — egész (t6mb mérete), P — logikai
Kimenet: y — T tomb, db — egész
1: fiiggvény SZETVALOGATAS(z : T tOmb, n : egész, P : logikai)
2: y < LETREHOZ(T)[n]
3 db+ 0
4: jobb <—n+1
5: ciklus i <+ 1-t6l n-ig
6 ha P (z[i]) akkor
7 db+ db+1
8 y[db] + x[i]
9: kiilonben
10: jobb < jobb — 1
11: y[jobb] + x[i]
12: elagazas vége
13: ciklus vége
14: vissza(y, db)
15: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

e z: A feldolgozando tomb.

e n: Az x mérete.

e P: Logikai értékd tulajdonsag fliggvény. A szétvalogatas soran a P és a nem P tulajdonsigu

elemeket valogatjuk kiilon.

e y: n elemd tomb, melynek els6 db darab eleme tartalmazza az x tomb P tulajdonségi elemeit, a
db+ 1 és n indexek kozotti elemek pedig az x tomb nem P tulajdonsagi elemei.
db: Az x tomb P tulajdonsagu elemeinek szama.
jobb: Indexels, amely azt jeloli, hogy az y tomb melyik helyére mésolunk at egy nem P tulajdonsigu
elemet az x t6mbbdl.
LETREHOZ(T)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemt T tipust t6mbot.
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2.12. Példa. Feladatunk, hogy a hat elemt egész szamokat tartalmazé x témb elemeit valogassuk szét
az y tombbe dgy, hogy y elejére keriiljenek a paros szamok, a végére pedig a paratlan szamok. A péros
szamok szdmat a db valtozo adja meg. A feladat 2.16. algoritmussal torténd megoldasat a 2.11. abra
szemlélteti. 9

s ls]2]7] g lsls]2]7]
i

] 1 1 | ] |1 ] [
; ! ¥ ¥
db jobb db jobb
(a) Bejaras 1. lépés. (b) Bejaras 2. lépés.

g ifafs]2]7] g fsfs]z]r]

;

v [ ] Jsfu] vlals] | Js]1]
¥ ¥ ¥
db jobb db jobb
(c) Bejaras 3. 1épés. (d) Bejaras 4. lépés.
e i [ i I 0
1 1
vlalsfa] [a]u1] vlalsfoa]r]s]n]
¥ ¥ Fo1
db jobb db jobb
(e) Bejaras 5. lépés. (f) Bejaras 6. lépés.

2.11. abra. Az z tomb elemeinek szétvalogatasa egyetlen tombbe. A péros elemek keriilnek az y témb
elejére, a paratlanok pedig a végére.

A szétvalogatas memoria helyfoglalds szempontjabol leghatékonyabb megoldéasa az, amikor az eredeti
tombon beliil végezziik el. Ezt tobbféle modon is megvaldsithatjuk. Egyik lehet&ség a kivalogatas prog-
ramozéasi tétel targyalasakor mar bemutatott 2.14. algoritmus. Ebben az esetben az eredeti témbon kiviil
egyetlen plusz elemre van sziikség, mivel a csere csak ilyen médon végezhets el. Ennél az algoritmusnél
viszont van egy futési id6 szempontjabol gyorsabb lehetdség is, melyet a 2.17. algoritmus ad meg.

Az algoritmus a szokasos bemenetekkel rendelkezik. Kimenetként egyrészt visszaadja a bemeneti
tombot, melynek elején lesznek a P tulajdonsagi elemek, végén pedig a nem P tulajdonsaguak. A masik
kimeneti valtozo (db) megadja, hogy melyik a tomb utols6 P tulajdonsagu eleme, azaz az els6 db elem
P tulajdonsagu, a tobbi pedig nem.

Az algoritmus miik6désének lényege, hogy a tomb elejérdl, illetve végérdl két irdanybol végziink be-
jarast. Ha a tomb elején nem P tulajdonsagi elemet taladlunk, akkor azt hatra mozgatjuk, ha pedig
hatul talalunk P tulajdonsagu elemet akkor azt elére mozgatjuk. A két irdnya bejaras megvaldsitasdhoz
sziikségiink van két indexelére. A tomb elejérsl hatrafelé haladé indexel6t bal-nak, a hatulrol eldre felé
haladét pedig jobb-nak nevezziik az algoritmusban. Ezen indexek értéke az algoritmus kezdetén 1, illetve
n lesz (1d. az algoritmus 2. és 3. sorat). Az elemek kés6bbi mozgatésakor 6hatatlanul feliil fogunk irni
egy elemet, ezért a tomb els§ elemét kimentjiik egy segédvaltozoba (4. sor).

A témb kétiranyu bejarasat egymasba agyazott ciklusokkal valositjuk meg. A kiils§ ciklus az algorit-
mus 5. és 20. sora kozott talalhato. A ciklus belépési és bennmaradéasi feltétele, hogy a bejaras kozben
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valtozo indexek még ne érjenek Ossze, azaz bal kisebb legyen jobb-nal. Ezt a feltételt a cikluson beliili
elagazasokban és a bels ciklusokban is mindig vizsgéljuk, hiszen ha mar nem teljesiil, akkor nem kell
folytatnunk a bejarast, igy kiléphetiink a ciklus(ok)bol. Ezen feltétel teljesiilését a tovabbiakban nem
fogjuk minden esetben kiilon kifejteni.

A 6. és 8. sor kozotti ciklus valositja meg a témb hatulrdl térténd bejarasat. A ciklusban addig
vagyunk bent, amig a jobb indexszel meghatarozott hatsé elem nem P tulajdonsagt, azaz a helyén van.
Ilyenkor a ciklus magjaban csak annyit tesziink, hogy az indexet 1-gyel balra mozgatjuk, azaz értékét
1-gyel csokkentjiik (7. sor).

A ciklusbol két ok miatt léphetiink ki. Ha a bal index mar nem kisebb a jobb indexnél, akkor be
kell fejeznlink a bejarast, amit a felépitett teljes ciklus és elagazas szerkezet megvalosit. Amennyiben
viszont bal < jobb még igaz, akkor azért léptiink ki a ciklusbol, mert P (x[jobb]) igazza valt, azaz
taldltunk a tomb hatso részében egy P tulajdonsagu elemet, aminek el6l lenne a helye. Ilyen esetben
a 9. sorbeli elagazas feltétele igaz, tehat belépiink az eldgazasba és a hatul 1év6 elemet a tomb elejére
maésoljuk (10. sor). Mivel az z[bal] elem P tulajdonsagu, igy mostantol mar biztos a helyén van, ezért nem
kivanjuk a kés6bbiekben modositani. Ennek érdekében a bal indexet 1-gyel jobbra mozgatjuk (11. sor).

Ezt kovetSen a tombot az elejétsl (konkrétan a bal index aktudlis értékétsl) jarjuk be a vége felé,
amit a 12. és 14. sorok kozotti ciklus valosit meg. Amig a ciklus feltétele teljesiil, azaz a bal indexnél
talalhato elem P tulajdonsagu, addig bal értékét 1-gyel noveljiik (13. sor).

Ebbdl a ciklusbdl is két esetben 1éphetiink. Ha a bal index mar nem kisebb a jobb indexnél, akkor be
kell fejezniink a bejarast. Ha viszont bal < jobb teljesiil (15. sor), akkor azért lépiink ki, mert a bal indexti
elem nem P tulajdonsagi. Ekkor ezt az elemet hatra kell mozgatnunk a jobb indext helyre (16. sor) és
a jobb index értékét 1-gyel csokkententink kell (17. sor).

A fent ismertetett kétiranyu bejarast addig folytatjuk, amig a két index, bal és jobb Ossze nem ér.
Amennyiben egyenl6évé valik a két index értéke, akkor kilépiink a ciklusokbol, és az indexek aktuélis
helyére bemasoljuk a kezdetben kiilon valtozoba (segéd) kimentett tombelemet (21. sor). Ebben a
pillanatban az x tomb mar teljesiti azt az elvarast, hogy a tomb elején minden elem P tulajdonsagi, a
végén pedig minden elem nem P tulajdonsagi, valamint pontosan az eredeti tomb elemeit tartalmazza
az atalakitott tomb is. Sziikséges viszont még megadni, hogy hol is talalhaté a valaszté vonal a P és
a nem P tulajdonsagu elemek kozott. Abban biztosak lehetiink, hogy az utoljara témbbe mozgatott
elem el6tt minden elem P tulajdonségi, utdna pedig mindegyik nem P tulajdonsagu, tehat csak az
utolsé elemet (x[bal]) kell megvizsgalnunk. Amennyiben ez az elem P tulajdonsaga (22. sor), akkor az
utolsé P tulajdonsagu elem helyét megadd db valtozd értékét bal-ra allitjuk (23. sor). Ha z[bal] nem P
tulajdonsagu, akkor az 1-gyel elgbb 1évS elem lesz az utolsd, tehat db-t (bal — 1)-re allitjuk (25. sor).

Az algoritmus végén nem kell visszaadnunk kiilon az atalakitott x tombot, mert cim szerinti para-
méter atadassal kapta meg ezt a tombot az algoritmus. Igy csak a masik kimeneti valtozot, a db-t adja
visszatérési értékként a fiiggvény (27. sor).

2.13. Példa. Egy egész szamokat tartalmazo tomb elemeit valogassuk szét gy, hogy az eredeti tomb
elejére keriiljenek a paros szamok, végére pedig a paratlan szamok! A szétvalogatas soran csak az eredeti
tombot hasznélhatjuk.

A feladat 2.17. algoritmussal torténd megoldasat a 2.12. dbra szemlélteti. 9

Futasi id6 elemzése. A 2.17. algoritmus futéasi idejének elemzése soran vizsgaljuk meg, hogy hany
darab tulajdonsagvizsgalat torténik, illetve hanyszor mozgatjuk az egyes elemeket.

A P tulajdonsag teljesiilését minden elem esetén pontosan egyszer vizsgaljuk. Az 5. és 20. sorok
kozotti ciklus az els6 elem kivételével minden elem esetén egyszer vizsgélja meg az P tulajdonsag telje-
siilését. Az elsd elemet az algoritmus elején kimentjiik a segéd valtozoba, majd az algoritmus végén a
visszamozgatéast kovetGen megvizsgaljuk ezen elem esetén is a P tulajdonsag teljesiilését (22. sor). Igy
Osszesen n darab tulajdonsag vizsgalatot hajtunk végre.

Az elemek mozgatasa tekintetében nem tudjuk pontosan megmondani, hogy hany mozgatas torténik,
de a legrosszabb esetbeli mozgatasok szamat meg tudjuk hatarozni. Legrosszabb esetnek azt tekinthetjiik,
amikor a tomb elemei mér kezdetben is szét voltak valogatva, de pont forditott mdédon, mint azt mi
elvartuk volna, azaz a tomb elején a nem P tulajdonsagi, a végén pedig a P tulajdonsiga elemek
vannak. Ebben az esetben a tomb bejarasa soran minden esetben mozgatunk egy elemet vagy a tomb
végérdl az elejére, vagy az elejérdl a végére. Ezen mozgatasok szama n — 1 lesz, mivel pontosan ennyi
lépés alatt fog a kezdetben egymastél n — 1 tavolsdgra 1évés bal és jobb valtozo ugyanarra az elemre
mutatni. Ezen mozgatasokon til még figyelembe kell venniink, hogy az algoritmus elején az els6 elemet
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2.17. Algoritmus Szétvalogatas programozasi tétel az eredeti témbben

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai
Kimenet: x — T tomb, db — egész

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

fliggvény SZETVALOGAT(cimszerint z : T tomb, n : egész, P : logikai)

bal + 1
jobb < n
segéd «+ z[1]
ciklus amig bal < jobb
ciklus amig (bal < jobb) A =P (x[jobb])
jobb < jobb — 1
ciklus vége
ha bal < jobb akkor
x[bal] < x[jobb]
bal < bal + 1
ciklus amig (bal < jobb) A P (x[bal])
bal < bal + 1
ciklus vége
ha bal < jobb akkor
x[jobb] + x[bal]
jobb < jobb — 1
elagazas vége
elagazas vége
ciklus vége
x[bal] + segéd
ha P (x[bal]) akkor
db + bal
kiildnben
db + bal — 1
elagazas vége
vissza db

28: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

x: A feldolgozand6 tomb. Az algoritmus végén x elsé db darab eleme P tulajdonsagu, a tobbi
pedig nem P tulajdonsagu.

n: Az x mérete.

P: Logikai értéki tulajdonsag fliggvény.

db: A P tulajdonsagu elemek szdma az x tombben.

segéd: Segédvaltozo, melyben az x tomb elsd elemét taroljuk.

bal: Az x tomb bejarasa soran az egyik index valtozo. Kezdeti értéke 1, a bejaras kézben pedig
folyamatosan novekszik az értéke. Az algoritmus soran mindig igaz, hogy az x t6mb bal-nél kisebb
indext elemei méar mind P tulajdonsagtak.

jobb: Az x tOomb bejarasa soran a méasik index valtozd. Kezdeti értéke a tomb mérete, a bejaras
kozben pedig folyamatosan csékken az értéke. Az algoritmus soran mindig igaz, hogy az x tomb
jobb-nal nagyobb indext elemei méar nem P tulajdonsaguak.
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a2 ]s]s3]s5]6]7]
(a) Els6 elem kimentése segédvaltozoba.
Valtozo
wlal2]1|8]3]s5]6] 7] segéd = 4
¥ ¥
bal jobb
(b) Bejaras 1. lépés.
/’—\ Valtozo
6] 21835 [6] 7| segéd = 4
f ¥
bal jObb
(c) Bejaras 2. lépés.
Valtozo
wlel2]1]s][3]|s]6] 7| segéd = 4
f f
bal jobb
(d) Bejaras 3. lépés.
/\ Valtozo
w621 |[s]3][s5]1]7] segéd = 4
¥ ¥
bal jobb
(e) Bejaras 4. lépés.
x

Valtozo
T ] | e
¥ ¥

bal jobb
(f) Bejaras 5. lépés.

2.12. abra. Szétvalogatas programozasi tétel megvalositasa az eredeti tombben. A paros szamok keriilnek
a tomb elejére, a paratlanok pedig a végére.
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Valtozo
- BT [ o] | e |
f T

(g) Bejaras 6. lépés.

m Valtozé
- S s [ T 7] | et |
1

(h) Bejaras 7. lépés.

-+ (A # [ 5 [ [ 7]

bal jobb
db
(i) Bejaras 8. lépés.

2.12. abra. Szétvalogatéas programozasi tétel megvalositasa az eredeti tombben. A paros szamok keriilnek
a tomb elejére, a paratlanok pedig a végére (folyt.).

atmasoljuk a segéd valtozoba, majd az algoritmus végén onnan visszamozgatjuk a témb bal indext
helyére. Igy 6sszességében legrosszabb esetben n + 1 darab mozgatas torténik.

A fentiek figyelembe vételével kijelenthetd, hogy az algoritmus futési ideje minden esetben O(n)-es.

A futasi id6t érdemes még Gsszehasonlitani az ugyanezen feladatot megoldo 2.14. algoritmus futéasi
idejével. Abban az esetben az a lényeges kiilonbség, hogy mindig, amikor egy elemrdl megallapitjuk,
hogy rossz helyen van a tombben, akkor megcseréljiik egy méasik elemmel. Az 1. fejezetben lattuk,
hogy egy cserét harom darab mozgatéssal tudunk megvalositani, igy a legrosszabb esetben Gsszesen
3 - (n — 1) darab mozgatas sziikséges, ami a 2.17. algoritmus (n + 1)-es maximalis mozgatas szamanal
tobb. A tulajdonsag vizsgalatok szama mindként algoritmusnal azonos, igy kijelenthetd, hogy futési id6
szempontjabol a 2.17. algoritmus hatékonyabb. &
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Metszet programozasi tétel

A metszet” programozasi tételt olyan feladatok megoldasa esetén hasznaljuk, amikor két t6mbbdl a
kozos elemeket ki kell valogatni egy harmadik témbbe. Példaul ismert, hogy egy osztaly tanuléi koziil
kik jarnak énekkarra, illetve kosarlabdéazni, és szeretnénk meghatérozni azon tanulokat, akik énekkarra
és kosarlabdézni is jarnak.

A két tomb kozos elemeinek kivalogatésat két korabban méar targyalt programozasi tétel Gsszeépité-
sével valositjuk meg. Az egyik bemeneti tomb minden egyes elemére megvizsgaljuk, hogy benne van-e a
maésik bemeneti tombben is. Ez a vizsgalat 1ényegében egy eldontés tétel. Az elsé bemeneti tomb azon
elemeit, amelyek bent vannak a masik bemeneti tombben is (tehat teljesitik ezt a tulajdonsagot), kivalo-
gatjuk a kimeneti tombbe. Ez pedig egy kivalogatés tételt jelent. A probléma ilyen jellegii megvaldsitasat
a 2.18. algoritmus irja le.

2.18. Algoritmus Metszet programozasi tétel

Bemenet: z; — T témb, n; — egész (tomb mérete), xo — T tOmb, ny — egész (tomb mérete)
Kimenet: y — T tomb, db — egész

1. figgvény METSZET(z; : T témb,n; : egész,xz2 : T t6mb,ns : egész)
2 y < LETREHOZ(T)[n,]

3 db <+ 0

4: ciklus i < 1-t6l ny-ig

5: g1

6 ciklus amig (j < ng) A (z1[i] # x2[j])
7 j—i+1

8 ciklus vége

9: ha j < ns akkor
10 db+—db+1
11: y[db] <+ x1]d]
12: elagazas vége
13: ciklus vége
14: vissza (y, db)

15: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1z1: Egyik bemeneti tomb.
n1: Az x; tomb mérete.
To: Mésik bemeneti tomb.
no: Az x5 tOmb meérete.
y: Kimeneti tomb, melynek elemei az x; tomb azon elemei, amik benne vannak az x5 témbben is.
db: Az y tombben a relevans elemek szama, azaz az x; tomb azon elemeinek szama, amelyek benne
van az x tombben is.
e LETREHOZ(T)[n,]: Utasitas, mely létrehoz egy ny elemd T tipusta témbét.

Az algoritmus bemenete az x1 és az x5 tOomb, melyeknek ismerjiik az ny és az ny elemszamat is.
Az algoritmus kimenetként elGéllitja az y tombot, melyben a két bemeneti témb k6z6s elemei vannak.
Az algoritmus megvizsgalja, hogy az x; témb, mely eleme taldlhat6 meg az x5 tombben is. Ebbdl az
elvbdl kovetkezik, hogy a kimeneti tombnek legfeljebb annyi eleme lehet, mint az z; témbnek, ezért a
memoriaban ekkora helyet kell lefoglalni neki. Sziikséges viszont még egy kimeneti valtozo, hiszen meg
kell adnunk, hogy hany kozos elemet talaltunk a két bemeneti témbben. Ezt az adatot a db kimeneti
valtozo adja meg, igy az y tomb elsé db darab eleme szolgéaltat valodi informéciot.

Ahogy mar emlitettiik a kivalogatas tétel és az eldontés tétel egybeépitésével valositjuk meg az al-
goritmust. Egy kivalogatas tételt adunk meg tugy, hogy a P tulajdonsig vizsgalatat egy eldontés tétel
helyettesiti. A kivalogatas tételnek megfelel6en elGszor létrehozzuk ny elemd tombként az y tombot
(2. sor), valamint inicializaljuk a db valtozot (3. sor). A 4. és 13. sorok kozotti ciklussal bejarjuk az
tombot.

7 Angolul: intersection
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Az 1 témb minden egyes elemére meg kell vizsgalnunk, hogy benne van-e az x5 tombben. Ennek
érdekében az 5. és 8. sorok kozotti részen bejarjuk az xo tombot az eldontés tételnél megismert modon.
Az xo tomb bejarasa mindig a tomb elejérsl indul, ezért a j index értékét 1-re allitjuk (5. sor). A 6. és
8. sorok kozotti ciklusban addig maradunk bent, amig van még az xo témbnek nem megvizsgalt eleme,
illetve amig nem talalunk az z; tomb aktudlis x4 [i] elemével megegyezs elemet az xo tombben. A cikluson
beliil mindig eggyel léplink tovabb az xs témbben (7. sor).

A ciklusbol kilépve megvizsgaljuk, hogy mi a kilépés oka. Ha j < ng teljesiil (9. sor), akkor az
x1[i] # z2[j] feltétel lett hamis, azaz talaltunk egy x4[i]-vel egyenls elemet az x5 tombben. A megtalalt
elemet at kell masolnunk az y témbbe. A maésolas érdekében az y tomb indexelGjét, a db valtozot eggyel
novelniink kell (10. sor), majd a megtalalt elemet mar at tudjuk masolni az y témb megfelel§ helyére
(11. sor).

Ha az x; tomb minden elemére megvizsgaltuk mér, hogy benne van-e az x5 tombben, akkor vissza
kell adni az elgallitott y tombot és a db valtozot (14. sor).

a Megjegyzés N

A metszet fogalmat a matematikai halmazok esetén mar megismertiik. Lényeges kiilonb-
ség viszont a most targyalt metszet és a matematikai metszet kdzott, hogy matematikaban
a halmazokban nem lehet ismétlgdés, az altalunk targyalt tombokben viszont igen. Igy
ha az x; tombben van olyan tobbszor is el6forduld elem, amely benne van az x5 témbben
is, akkor ezt az elemet az Osszes el6fordulasaval atmasoljuk az y témbbe. Ha viszont egy
elem az x; tombben egyszer van bent, de az x5 témbben tobbszor is eléfordul, akkor csak
egyszer méasoljuk at az y tombbe.
Ebbdl kovetkezik, hogy a jelenleg targyalt metszetiink mint matematikai miivelet, nem
ktekinthetc’i kommutativnak, azaz nem felcserélhets x1 és xo szerepe. )

2.14. Példa. Adott két négy elemi témb a 2.13. Abran lathaté mdédon. Hatarozzuk meg a két t6mb
kozos elemeit a metszet tétel alkalmazasaval! A megvaldsitas egyes lépéseit a 2.13. abra szemlélteti.

Jol lathato, hogy az x1 témb t6bbszor el6forduld azon elemei, amelyek xo-ben is bent vannak, minden
eléfordulasukkor beméasolédnak az y tombbe. Az zo t6bbszor eléforduld és zi-ben is eléforduld elemei
viszont csak egyszer masolodnak az y tombbe. 9§

Futasi id6 elemzése. A metszet tétel algoritmusanak futési ideje a két bemeneti tomb méretétsl,
n1-t6l és no-tdl is fligg, hiszen mindkét tombdt be kell jarnunk. Az algoritmus sordn az x; t6mb minden
egyes elemét keressiik az xo tombben. Ez a keresés taldlat esetén legalabb egy, legfeljebb nso, illetve
atlagosan %2 darab vizsgalatot jelent. Ha a keresett elem nincs bent az xzp tombben, akkor az egész
tombot végig kell nézni, tehat no darab vizsgalat sziikséges. Ezek alapjan kijelenthetjiik, hogy az
tomb egy elemének keresése az xo témbben O(ng) futési ideji.

Mivel ;1 minden egyes elemére végre kell hajtanunk a keresést, ezért Gsszességében ni - O(ng) =
O(ny - n2) lesz a futési ideje az algoritmusnak. &

A metszet tételt az eddigiekben arra hasznaltuk, hogy két tombbdl kivalogassuk a kozos elemeket. Kis
atalakitassal lehetGségiink van arra, hogy a kozos elemekkel kapcsolatos mas jellegt feladatokra adjunk
megoldast. Megvizsgalhatjuk példdul, hogy az x; és xo tombnek van-e kozos eleme. Ekkor 1ényegében
két eldontés tételt kell egymasba agyaznunk, hiszen azt keressiik, hogy van-e az x1 tombnek olyan eleme,
amely benne van az xo témbben is. Erre a feladatra ad megoldast a 2.19. algoritmus.

Hasonloan vizsgalhatjuk azt is, ha tudjuk, hogy van kozos eleme a két tombnek, akkor hol taldlhato
ez a koOz0s elem az els§ tombben. Ez egy kivalasztés és egy eldontés Osszeépitését jelenti. Ha az a
feladatunk, hogy hatarozzuk meg a két tomb kozos elemeinek szamat, akkor pedig egy megszamléalast és
egy eldontést kell egymaéasba épiteniink. Ezen feladatok megvalositasat nem részletezziik, de ajanljuk a
hallgatoknak gyakorlasként az algoritmusok 6nallé megalkotasat.
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o 217

i

o I3 2 7]

(a) z1[1] keresése az x2 tomb-

ben, 1. lépés. Mivel z1[1] =

22[1] nem teljesiil, {gy nem méa-
soljuk z1[1]-et az y tombbe.

S EIENEREN

1

S ENENEREN

J

vfsfo] | |

db

(d) x1[3] keresése az x2 tomb-
ben, 1. 1épés.

G ENEN N EN

{

G ENENENEN

J

vfsle] | |

db

(g) 1[3] keresése az xo tOmb-
ben, 4. 1épés.

o EENEN

7

= R E

J

N
*
db

(b) x1[1] keresése az x2 tomb-

ben, 2. lépés. Mivel z1[1] =

x2[2] teljesiil, ezért x1[1]-et be-
masoljuk az y tombbe.

v 2 [ ]
*
1
v [T ] 2]
J
» T2 1]
db

(e) x1[3] keresése az x2 tomb-
ben, 2. 1épés.

v 2 (1]
*
1
o a2 7]
J
s T2 1]
db

(h) x1[4] keresése az x2 tomb-
ben, 1. lépés.

5N ENE

1

=" EXENEY

. =

vfsle] | |

db

(c) z1[2] keresése az x2 tomb-

ben, 1. lépés. Mivel z1[2] =

x2[1] teljesiil, ezért x1[2]-t be-
masoljuk az y tombbe.

v 2 7]

1

G ENENEREN

J

vfsle] | |

db

(f) x1[3] keresése az x2 tomb-
ben, 3. 1épés.

G ENEN NN N

{

e | 2 78] of] 2 |

J

vlslofs] |

db

(1) x1[4] keresése az x2 tomb-
ben, 2. lépés.

2.13. abra. Metszet programozasi tétel. Az x; tomb minden elemére egy eldontés tétellel megvizsgaljuk,
hogy benne van-e az xo tombben. Ha bent van, akkor z; vizsgalt elemét atmasoljuk az y tomb soron

kovetkezs helyére.
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2.19. Algoritmus Ko6z6s elem létezésének vizsgalata

Bemenet: z; — T t6mb, n; — egész (tdmb mérete), xo — T tOmb, ny — egész (tomb mérete)
Kimenet: van — logikai

1: fiiggvény KOzZOSELEMELDONTESE(z; : T t6mb,ny : egész, z : T tdmb,ny : T t6mb)
2 141

3 van < hamis

4 ciklus amig (i < n1) A —van

5: j+1

6 ciklus amig (j < n2) A (z1[i] # z2[j])
7 j—g+1

8 ciklus vége

9: ha j < ns akkor
10: van < tgaz
11: kiillénben
12: t+—1+1
13: elagazas vége
14: ciklus vége
15: vissza van

16: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e xq: Egyik bemeneti témb.
ny: Az x7 tomb mérete.
ro: Masik bemeneti témb.
no: Az x5 tomb mérete.
van: Logikai valtozo, mely pontosan akkor tzgaz, ha van olyan elem, amely az x; és az x5 tombben
is benne van.
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Unidé programozasi tétel

Az unié® programozasi tételt olyan esetben hasznaljuk, amikor két tombbél ki akarjuk valogatni az
Osszes el6fordulo elemet, tehat azokat, amik akar az egyikben, akar a maéasikban benne vannak. Ezt
a feladatot ugy tudjuk megvalositani, hogy az egyik bemeneti témb minden egyes elemét atmésoljuk
a kimeneti tombbe, majd a masik bemeneti tombnek csak azokat az elemeit masoljuk at a kimeneti
tombbe, amelyek nincsenek bent a mar kordbban teljes egészében dtmésolt tombben. Az unid tételt a
2.20. algoritmussal valésithatjuk meg.

Az algoritmus bemenete az x; témb, melynek ismerjiik az elemszamat (nq), valamint az zo tomb az
elemszamaval (ng). Az algoritmus kimenete az y tomb, mely tartalmazza a bemeneti tdmbok minden
elemét, valamint a db valtozo, amely megadja, hogy hany relevians eleme van az y tombnek.

Az algoritmus 2. soraban létrehozzuk a kimeneti y témbot, melynek maximaélis elemszama a bemeneti
tombok elemszamainak Osszege. Ezt kovetSen a 3. és 5. sorok kozotti ciklusban megvalositjuk, hogy az
1 tomb minden eleme bemésolodjon az y tombbe. A masolas végén az y tombben n; darab elem lesz,
ezért a db valtozonak atadjuk ezt az értéket (6. sor).

Az algoritmus lényegi része ezutan kovetkezik. A 7. és 16. sorok kozotti szamléalos ciklussal bejarjuk
az rs tOmbot. A témb minden elemére megvizsgaljuk, hogy benne van-e az x1 tdmbben is. Ha benne van,
akkor nem kell bemasolni y-ba, ha viszont nincs bent, akkor a méasolas sziikséges. Ennek érdekében meg
kell vizsgalnunk, hogy x2[j] benne van-e az x; témbben, amihez egy modositott eldontés tétel hasznalata
sziikséges. El6szor inicializaljuk az ¢ indexels értékét (8. sor), majd a 9. és 11. sorok kozotti ciklussal
bejarjuk az x; t6mbot mindaddig, amig a tomb végére nem ériink, vagy meg nem talaljuk az xs[j]
elemet az x; tombben. A ciklust kévetGen megvizsgaljuk, hogy miért hagytuk abba a x; tomb bejarasat
(12. sor). Ha i > ny, akkor az 1 témbben nincs benne az x5[j] elem, igy be kell azt mésolni az y témbbe.
Ehhez sziikséges az y tomb indexel§jét eggyel névelni (13. sor), majd megtorténhet a tényleges masolas
(14. sor). Az algoritmus végén vissza kell adnunk az elgallitott y tombot és a beméasolt elemek szamat
megado db valtozot (17. sor).

Futasi id6 elemzése. Az unid tétel futési idejének vizsgalatanal lathatjuk, hogy az x; t6mbdét minden
esetben dtmésoljuk az y tombbe, ami n; darab értékadast jelent. Az algoritmus tovabbi részének futési
ideje fligg attol, hogy milyen elemeket tartalmaz a két bemeneti tomb. Futasi id§ szempontjabol leg-
rosszabb esetnek az mindgsiil, ha a xs témb egyetlen eleme sincs benne az z; témbben. Ilyenkor ugyanis
az T2 tomb minden elemére elvégziink egy eldontést, amely vizsgalja, hogy az adott xs[j] elem benne
van-e r1-ben. Ez minden j-re ny darab vizsgalatot jelent, tehat az x5 tomb minden elemére ns -n; darab
vizsgalatot. Igy a futasi id6 O(ny - ng)-es lesz. &

2.15. Példa. Adott két egész szamokat tartalmazo tomb a 2.14. dbranak megfelel6en. Feladatunk,
hogy allitsuk el a két tomb uniojat. A feladat megoldasahoz a 2.20. algoritmust hasznaljuk.

Elst lépésként lefoglaljuk a kimeneti y tomb szamaéara sziikséges helyet a memoridban. Ez a méret
a két bemeneti tomb méretének Gsszege lesz. Ezt kévetGen az x; tomb minden elemét atméasoljuk az y
témbbe, majd a db indexet 4-re allitjuk (1d. 2.14a. abra). Az x; témb atmasolasat kovetSen feladatunk
az ro tomb elemeinek keresése az x; tombben, és sziikséges esetén mésolas az y tombbe.

El6szor megvizsgaljuk (az eldontés tétel hasznalataval), hogy xo[1] benne van-e az 21 témbben. Mivel
x9[1] = x1[1], ahogy a 2.14b. abran is lathato, ezért z3[1]-et nem maésoljuk 4t y-ba. Az 25[2] elem keresé-
sekor elGszor megnézziik, hogy megegyezik-e x1[1]-gyel (1d. 2.14c. 4bra). Mivel nem teljesiil az egyenlGség,
ezért az x; tombben tovabblépiink a kovetkezd elemre (Id. 2.14d. abra). Lathato, hogy x2[2] = z1]2],
ezért az x9[2] elemet nem kell az y tdmbbe bemasolni. Kovetkezs lépésként megvizsgaljuk, hogy z2[3]
benne van-e az x; témbben. Nem fogunk egyez&séget talalni, ezért az x; tomb ¢ indexelGje meghaladja
a tomb méretét (Id. 2.14e. abra), ami miatt az x2[3] elemet beméasoljuk az y témbbe. A 2.14f. abran
lathato, hogy x2[4]-et megtalaljuk z1-ben. Az x5 tOmb utolso elemét nem taldljuk meg x1-ben, ezért
x2[5]-6t bemasoljuk az y-ba (1d. 2.14g. abra). q

8 Angolul: union
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2.20. Algoritmus Unié programozasi tétel

Bemenet: z1 — T t6mb, n; — egész (tdmb mérete), xo — T tOmb, ny — egész (tomb mérete)
Kimenet: y — T tomb, db — egész

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

fliggvény UNIO(z; : T t6mb,n :

y < LETREHOZ(T)[n; + na]
ciklus i < 1-t6l nq-ig
yli] = @1 i)
ciklus vége
db + ni
ciklus j < 1-t6l no-ig
141
ciklus amig (i < nq) A (z1[i] # x2[j])
1+ 1+1
ciklus vége
ha i > n; akkor
db <+ db+1
y[db] « 21
elagazas vége
ciklus vége
vissza (y, db)

18: fiiggvény vége

egész, xo : T tomb, no :

egész)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

x1: Egyik bemeneti témb.
n1: Az x1 tomb mérete.
To: Mésik bemeneti tomb.
no: Az x5 tOmb meérete.

y: Kimeneti tomb, melynek minden egyes eleme vagy az z; vagy az zs tombnek is eleme.

db: Az y tombben a relevans elemek széma.

LETREHOZ(T)[n; + ng]: Utasitas, mely létrehoz egy ny + ne elemi T tipust tombot.
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vfelsfe o] [ | | | |

db

(a) Az y tombot 9 elemid tombként hozzuk létre. Az x;

tomb minden elemét dtmasoljuk az y tomb azonos megfelels

helyére, majd a db valtozot az utolsdé bemésolt elem indexére
valtoztatjuk.

s E NN

1

v Qa2 1]

J

vfelsfe o] [ | | | |

db

(b) Az x2[1] elemet keressiik az 1 tombben. Mivel z2[1] =
x1[1], ezért nem kell az x2[1] elemet az y tdmbbe bemasolni.

v 2] 1]

1

v | 2 [ 3 4] 2] 4]
J
vife sl | [ [ | |
*

db

(c) Az x2[2] elem keresése az z1 tO0mbben, 1. lépés.

2.14. &dbra. Uni6 programozasi tétel.

Sergyan Szabolcs 56 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



v (2 2 1]

1

e [ [z 1]

J

vlelsfe o] [ | | | |

db

(d) Az x2[2] elem keresése az x1 tombben, 2. lépés. Mivel
x2[2] = x1[2], ezért az x2[2] elemet nem méasoljuk be az y
tombbe.

A EA AR

A

1

ez s fal2fa]

J

vlelsfefofaf | | | |

db

(e) Az x2[3] elem keresése az x1 tombben. Mivel nem talal-
hato meg a keresett elem az x1-ben, ezért az i index megha-
ladja az x1 méretét. z2[3]-at bemasoljuk az y tombbe.
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1

el 2| 3[4 2] 4|
J
vilelsfefafa] [ | [ |

db

(f) Az x2[4] elem keresése az x; tombben. Mivel za[4] =
x1[1], ezért nem masoljuk be a keresett elemet az y tGmbbe.

2.14. abra. Uni6 programozasi tétel (folyt.).
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(g) Az x2[5] elem keresése az x1 témbben. Mivel nem talél-
hato meg a keresett elem az x1-ben, ezért az i index megha-
ladja az x1 méretét. z2[5]-6t bemasoljuk az y témbbe.

2.14. abra. Uni6 programozasi tétel (folyt.).

a Megjegyzés

Az unio tétellel kapcsolatban is észrevehetjiik, hogy a tobbszor eléfordulé elemeket nem
pontosan ugy kezeli, ahogyan azt a matematikai halmazoknal megismert unié miveletnél
megismertiik. Ha van olyan elem, ami tobbszor is el6fordul az z; tombben, akkor azt
az Osszes el6fordulaséval atméasoljuk az y tombbe, hiszen a 3. és 5. sorok kozotti mésolas
semmilyen feltételt nem vizsgal, csak masolja az elemeket.

Az x5 tombben t6bbszor el6fordul6 elemekkel méar mas a helyzet. Ha a tébbszoros elem
olyan, hogy x1-ben is megtalalhat6, akkor xo-bél egyszer sem masoljuk at az y tombbe.
Ha viszont az x-ben t6bbszoér megjelend elem nincs benne az x; témbben, akkor minden

Kel(’jfordulésat atmaésoljuk az y-ba. )

A metszet és az unio6 tételnél is lattuk, hogy az ismétlsds elemek ,zavart” okozhatnak az algoritmusok
miik6désében. Ezért felmeriil benniink annak az igénye, hogy legyen olyan algoritmusunk, amely egy
tombbdl kisziiri az ismétlédéseket. Erre ad megoldast a 2.21. algoritmus.

Az algoritmus bemenete az z tomb, melynek ismerjiik az elemszamat. Kimenetként az atalakitott
r tombot adjuk vissza, melynek az elsé db darab eleme nem tartalmaz ismétl6ds elemeket, viszont az
eredeti tomb minden korabbi elemét egyszeres el6fordulassal tartalmazza. Természetesen a db valtozo
értékeét is szolgaltatnia kell az algoritmusnak.

Az algoritmus a db valtozo kezdeti értékének meghatarozasaval indul (2. sor). Ez 1 lesz, mivel ha
csak az x els6 elemét tekintjiik, az nem tartalmaz ismétlgdést. Ezt kévetSen a tomb Gsszes tobbi elemére
meg kell vizsgalni, hogy az el6fordulasat megel6z6 helyen megtalalhaté-e. Ennek érdekében a tdmbot
végigjarjuk a méasodik elemtdl az utolso elemig egy szamlalos ciklussal (3-12. sorok), amelyben az i értéke
mindig a vizsgalt tombelem indexe. Az i-edik elemet Gssze kell hasonlitanunk az elsé db darab elemmel,
ezt valositja meg a 4. és 7. sorok kozotti rész®. Ha a belss ciklusbol kilépve a j < db feltétel igaz, akkor
valamely j esetén az x[i] # z[j] feltétel valt hamissa, azaz talaltunk olyan elemet az els6 db darab
elem kozott, amely megegyezik az x[i] elemmel, ezért x[i]-t nem kell ismételten eltarolni a témbben. Ha
viszont j > db teljesiil (8. sor), akkor minden megvizsgélt j-re az x[i] # x[j] feltétel igaz volt, tehat x[i]
még nincs benne az atalakitott tomb relevans részében, ezért be kell oda masolni. Ehhez el6szor noveljiik
a db értékét (9. sor) — hiszen egy 0j megtartando elemet talaltunk — majd xz[i]-t bemasoljuk az adott
helyre.

Az algoritmus végén az atalakitott x tombo6t nem kell kiilon visszaadnunk, mivel cimszerinti paramé-
teratadast hasznaltunk. A db valtozot viszont a kiilvilag felé is elérhetévé kell tenniink, ezért ennek az
értékével tér vissza az algoritmus.

2.16. Példa. A 2.15. abran lathato egy példa, amelyben egy hat elemii tombbdl sziirjiik ki a tobbszor
is el6fordul6 elemeket.

9Eszrevehetjiik, hogy ez val6jaban egy eldontés tétel.

Sergyan Szabolcs 58 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



2.21. Algoritmus Ismétlgdések kisziirése

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete)
Kimenet: x — T tomb, db — egész

1. figgvény ISMETLODESEKKISZURESE(cimszerint z : T t6mb,n : egész)
2 db <+ 1

3 ciklus i < 2-t6l n-ig

4: j +—1

5: ciklus amig (j < db) A (z[i] # z[j])
6: j—i+1

7 ciklus vége

8 ha j > db akkor

9 db < db+1
10: x[db] « x[i]
11: elagazas vége
12: ciklus vége
13: vissza db

14: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e x: TOmb, melyet tgy alakit at az algoritmus, hogy az ismétlgds elemek koziil pontosan egy ma-
radjon a témbben. A tombét oly médon alakitjuk at, hogy a megmaradd elemek a témb elejére
keriiljenek.
e n: Az x tomb mérete.
e db: Az x tOmbben az atalakitast kovetSen megmarado6 elemek széma.

Futasi id6 elemzése. Futasi id6 szempontjabol legrosszabb esetben a 2.21. algoritmus 5. soraban
kezd6d6 belsé ciklus j valtozdja minden esetben j > db-vel szall ki a ciklusbol. Ez azt jelenti, hogy
minden elem pontosan egyszer fordul el§ a tombben. Ilyenkor a belsé ciklus magja mindig db-szer kertil
végrehajtasra, a db pedig a ciklusbol kilépve 1-gyel névekszik. Igy a futasi id6:

n(n—1)

T)=1+2+...+(n-1)= ———, (2.3)

tehét az algoritmus O (n?)-es. &
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(a) A mésodik elem vizsgalata. Mivel
z[2] = z[1], igy nem kell eltarolni x[2]-t.

db
v
e falafoifale]
1
J

(¢) A harmadik elem vizsgéilata, 2. lépés.
Mivel j nagyobb mint a korabbi db érték,
ezért x[3]-at z[2]-be masoljuk.

db
4
e [afafu]alo]
t f
J 1

(e) A negyedik elem vizsgalata, 2. lépés.

o |

2
7
J

(g) Az otodik elem vizsgalata, 1. 1épés.

(d) A negyedik elem vizsgalata, 1. 1épés.

(f) A negyedik elem vizsgéilata, 3. 1épés.
Mivel j nagyobb, mint a korabbi db érték,
ezért x[4]-et x[3]-ba masoljuk.

(i) A hatodik elem vizsgalata, 1. 1épés.

2.15. abra. Ismétlédések kisziirése
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Osszefuttatas programozasi tétel

Az osszefuttatas programozasi tétel ugyanarra a problémara ad megoldast, mint az el6z6 fejezetben
bemutatott unioé tétel. Adott két tomb és el§ kivanunk allitani belsliik egy olyan témbot, mely a két
bemeneti témb minden elemét tartalmazza, de lehetéleg gy, hogy az ismétlgdéseket (azaz a mindkét
tombben eléfordulo elemeket) kisztrjiikk. Az Osszefuttatas tétel esetén viszont tébblet informécionk van
a két bemeneti tombrél, azok ugyanis rendezettek. Viszont a rendezettség kihasznélasaval a megoldo
algoritmus futéasi ideje jelent&sen cstkkenthetd.

Az uni6 tétel esetén az volt a megoldasunk gondolatmenete, hogy az egyik bemeneti témb minden
elemét atmasoltuk a kimeneti tombbe, majd a mésik bemeneti tomb elemei koziil csak azokat, amelyek
a korabban bemaésolt témbnek nem elemei. Ehhez a mésodik bemeneti tomb minden egyes eleme esetén
végre kellett hajtanunk egy eldontést, amely megadta, hogy a vizsgalt elem benne van-e az els6 bemeneti
tombben. Emiatt a jelentds szamu vizsgalat miatt lett az algoritmusunk futési ideje viszonylag lass.

A bemeneti tombdok rendezettségét kihasznalva viszont a két tombot ,parhuzamosan” is bejarhatjuk.
A bejarast kezdjik mindkét tomb elejérsl, azaz legyen mindkét tombben az aktuélis elem az elsé elem. A
bejaras soran minden egyes elemparnal vizsgaljuk meg, hogy melyikiik kisebb. A kisebb értéket masoljuk
be a kimeneti témb soron kdvetkezs helyére, majd 1épjiink tovabb abban a bemeneti témbben, ahonnan
a méasolast végeztiik. A bejarast addig folytassuk, amig mindkét bemeneti témb végére nem ériink. Ez
az Otlet varhatéan gyorsabb futést eredményez, mint az uni6 tételnél ismertetett valtozat, hiszen minden
vizsgalat utdn egy elem bemésolodik a kimeneti témbbe és eggyel tovabblépiink az adott tombben. Az
Osszefuttatéas tétel konkrét megvalositasat a 2.22. algoritmus irja le.

Az algoritmus bemenetként megkapja a két dsszefuttatando névekvé moédon rendezett téGmbot, me-
lyeknek természetesen az elemszamait is ismerjiik. Kimenetként szolgaltatja az Osszefuttatis eredmé-
nyeként el6allo tombot. Errél a tombrél az algoritmus elején nem tudjuk, hogy hany eleme lesz, ezért
lefoglalunk neki a memoridban annyi helyet, amennyi maximalisan sziikséges lehet. Ez a méret a két
bemeneti tomb méretének 6sszege. Mivel csak az algoritmus végén deriil ki, hogy a kimeneti y tombnek
hany relevans eleme van, ezért ezek szamat (db) is visszaadja az algoritmus kimenetkeént.

Els6 lépésként létre kell hoznunk a kimeneti tdmbot (2. sor), majd a tdmbok bejarasahoz sziikséges
indexeknek adunk kezdeti értéket (3-5. sorok). Az 1 bementi tombot i-vel, zo-t pedig j-vel indexeljiik.
A db valtozoban mindig eltaroljuk, hogy az adott pontig hany darab elemet méasoltunk mar at a kimeneti
y tombbe, igy egyszerre szamlaloként és indexként is hasznalhato.

Az inicializalo lépéseket kovetSen kovetkezik az algoritmus lényegi része, a bemeneti tombok parhu-
zamos bejarasa, melyet a 6. és 21. sorok kozotti ciklus valosit meg. A ciklus addig fut, amig valamelyik
bementi tombot teljes mértékben fel nem dolgoztuk, tehat amig az i és j index sem haladja meg a meg-
felelg tomb elemszamat. A cikluson beliil biztos, hogy egy 1j elemet fogunk masolni az y téombbe, vagy
az x1 vagy az To tombbdl. Ezért a db valtozo értékét eggyel noveljiik (7. sor). El kell donteniink, hogy
melyik tombbdsl masoljunk elemet az y tombbe. Harom kiilonb6z6 eset allhat el§, melyek a bemeneti
tombok aktudlis elemeinek, azaz x1[i]-nek és x5[j]-nek az egyméashoz valod viszonyatol fiiggnek. Ha x4
aktualis eleme a kisebb (8. sor), akkor az els6 tombbdl masolunk elemet az y-ba, majd az x; t6mb ko-
vetkezG elemére lépiink i novelésével. Ha viszont az o aktuélis eleme a kisebb (12. sor), akkor az xs
tombbdl torténik a masolas és itt 1éplink tovabb. Harmadik eset, ha a bementi tombok aktualis elemei
megegyeznek (15. sor), akkor tetszés szerint valamelyik bementi t6mbbdl (pl. x1-bdl) mésolunk y-ba,
majd mindkét tombben tovabblépilink, tehat az i és j indexek értékét is noveljiik eggyel.

Amikor a bejarast megvalosito ciklusbol kilépiink, akkor biztos, hogy az egyik tombnek a végére
értiink, hiszen vagy i > ni vagy j > mo. Viszont a még nem teljes mértékben feldolgozott bemeneti
tomb fennmaradoé elemeit be kell masolnunk a kimeneti témbbe, hiszen ezek az elemek mind nagyobbak
a masik tomb Gsszes eleménél, igy helyiik van az y tombben. Ezt a mésolast valositjak meg a 22. és 26.,
valamint a 27. és 31. sorok kozotti ciklusok. Ha az 7 témbnek vannak még feldolgozatlan elemei, akkor
az els6, masik esetben pedig a masodik ciklus valésitja meg a hatralévs elemek y tombbe mésolasat.

Az algoritmus végén még egyetlen 1épés sziikséges, az elGallitott kimeneti valtozokat vissza kell adni
a kiilvilag felé (32. sor).

A bemutatott algoritmus megoldja az Ssszefuttatas feladatat, de az algoritmust leird pszeudokod elég
hossz, valamint elsé ranézésre bonyolultnak is tiinhet az egymast kdvets harom ciklus miatt. Lehet&sé-
giink van viszont arra, hogy a kédot valamelyest egyszertsitsiik egy kis triikk segitségével. Bévitsiik ki
mindkét tombot egy plusz elemmel, melynek értéke biztos, hogy minden a témbokben eléforduld elemnél
nagyobb. (Jeloljik ezt az értéket +oo-nel.) A kibGvités miatt a tombok rendezettsége természetesen
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2.22. Algoritmus Osszefuttatas programozasi tétel

Bemenet: ;1 — T rendezett tomb, n; — egész (tomb mérete), 2 — T rendezett tdmb, ny —
egész (tomb mérete)
Kimenet: y — T rendezett tomb, db — egész
1: fiiggvény OsszeruTTATAS(z; : T rendezett témb,n; : egész,zo : T rendezett tédmb,n, :

egész)
2: y + LETREHOZ(T)[n; + na)
3: 141
4: j+<1
5: db<+ 0
6: ciklus amig (i <n1) A (§ < na)
7: db <+ db+1
8: ha z,[i] < z5[j] akkor
9: y[db] < x1][i]
10: t—1+1
11: kiilonben
12: ha z1[i] > xz2[j] akkor
13 yldb] — z2];]
14: j—J+1
15: kiilonben
16: y[db] < x1[i]
17: i—i+1
18: jej+1
19: elagazas vége
20: elagazas vége
21: ciklus vége
22: ciklus amig i < n;
23: db <+ db+1
24: y[db] < x1[i]
25: 14 i+1
26: ciklus vége
27: ciklus amig j < no
28: db <+ db+1
20: yldb] < walj]
30: j—J+1
31: ciklus vége
32: vissza (y, db)

33: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e x1: Egyik rendezett bemeneti tomb.
n1: Az x1 tomb mérete.
To: Maésik rendezett bemeneti tomb.
no: Az x5 tOmb mérete.
y: Rendezett kimeneti tomb, melynek minden egyes eleme vagy az x; vagy az xs témbnek is eleme.
db: Az y tombben a relevans elemek szama.
LETREHOZ(T)[n1 + na]: Utasitas, mely létrehoz egy nq + no elemd T tipust tombot.
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tovabbra is megmarad. Ennek a triikknek az alkalmazaséval elérjiik azt, hogy ha az egyik témbben
tarolt valodi elemeket mar mind feldolgoztuk, a tomb aktuélis eleme (ez a kibGvitéskor bevezetett +oo
értékid elem) még Osszehasonlithato a masik tomb elemeivel, és mivel a +0o0 nagyobb minden elemnél,
igy teljesiil, hogy a mésik tomb még fel nem dolgozott elemei mésolodnak &t az y témbbe. A konkrét
megvalositast 2.23. algoritmus mutatja. A 10. sorban lathato ciklusfeltételt is kis mértékben modositani
kell, mert addig kell a ciklusban bent maradni, amig mindkét témbben az Gsszes eredeti elemet fel nem
dolgoztuk.

2.23. Algoritmus Modositott Ssszefuttatas programozasi tétel

Bemenet: 1 — T rendezett témb, n; — egész (tomb mérete), xo — T rendezett tébmb, ny —
egész (tomb mérete)
Kimenet: y — T rendezett tomb, db — egész
1: fiiggvény MoODOSITOTTOSSZEFUTTATAS(21 : T rendezett t6mb,n; : egész,z, : T rendezett
tomb, ny : egész)

2: y < LETREHOZ(T)[n; + na]
3: ny<ni+1
4: x1[n1] < +o0
5: Ng < ng + 1
6: xa[ns] + +oo
7 11
8: 7«1
9: db+ 0
10: ciklus amig (i < ny) V (j < n2)
11: db <+ db+1
12: ha z,[i] < z[j] akkor
13: y[db] < x1]i]
14: 1—1+1
15: kiilénben ha x1[i] > z2[j] akkor
16: yldb] < 22(j]
17: jej+1
18: kiilonben
19: y[db] < x1][i]
20: 1 1+1
21: j—i+1
22: elagazas vége
23: ciklus vége

24: vissza (y, db)
25: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z1: Egyik rendezett bemeneti tomb.
n1: Az x1 tomb mérete.
To: Maésik rendezett bemeneti tomb.
no: Az x5 tomb mérete.
y: Rendezett kimeneti tomb, melynek minden egyes eleme vagy az x; vagy az xo tombnek is eleme.
db: Az y tombben a relevans elemek széma.
LETREHOZ(T)[n;1 + ng]: Utasitas, mely létrehoz egy (n1 + n2) elemt T tipust tombot.

Futasi id6 elemzése. Az Gsszefuttatas tétel bevezetésekor méar emlitettiik, hogy f6 célunk az unio tétel
futasi idejének nagymértékd javitasa. Vizsgaljuk meg, hogy a bemutatott algoritmusokkal sikeriilt-e ezt
a célt megvalositanunk! Konnyen lathato, hogy a futéasi id§ a két bemeneti tomb méretének Gsszegével
aranyos, hiszen minden bemeneti témbbeli elemet legfeljebb egyszer masolunk be a kimeneti témbbe és
minden masolasnal legfeljebb ketts dsszehasonlitast végziink csak (Id. 12. és 15. sorok). Igy kijelenthetd,
hogy az Osszefuttatas tétel futasi ideje O(ny +no)-es, ami tényleg jelentSs javulas az unio tétel O(ng -ns)-
es futasi idejéhez képest. Ne felejtsiik viszont el, hogy ezt csak a bemeneti témbdk rendezettsége miatt
tudtuk elérni. &
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2.17. Példa. A 2.16. abran lathatunk egy példat arra, hogy a 2.23. algoritmussal miként futtathato
Ossze két rendezett tomb. ¢
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db

v |

(a) A y tombot létrehozzuk 9 elemi tombként, valamint az
1 és x2 tomboket kibovitjik egy-egy oo értéki 0j elemmel.
Mivel z1[1] > z2[1], ezért za[1]-et masoljuk y[1]-be.
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(b) Mivel z1[1] < z2[2], ezért x1[1]-et masoljuk y[2]-be.

2.16. abra. Osszefuttatas programozasi tétel.
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(c) Mivel z1[2] = z2[2], ezért x1[2]-t méasoljuk y[3]-ba.
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db

(d) Mivel z1[3] > x2[3], ezért x2[3]-at masoljuk y[4]-be.

o 2 I =]

i

e T3 o TR =]

. =

vfifefsfafs] | | | |

db

(e) Mivel z1[3] < z2[4], ezért x1[3]-at masoljuk y[5]-be.

2.16. abra. Osszefuttatas programozasi tétel (folyt.).
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(f) Mivel z1[4] = x2[4], ezért z1[4]-et masoljuk y[6]-ba.
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db
(g) Mivel z1[5] > x2[5], ezért x2[5]-6t masoljuk y[7]-be. A

bemeneti tombok minden eredeti elemét feldolgoztuk, igy
véget ér az algoritmus futéasa.

2.16. abra. Osszefuttatas programozasi tétel (folyt.).
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Programozasi tételek osszeépitése

A programozési tételek olyan probléméakra adnak hatékony, programozok korében altalaban hasznalt
megoldasokat, melyek az algoritmus alkotasi munka soran gyakran el6fordulnak. Szamos probléma vi-
szont nem oldhat6é meg egyetlen programozasi tétel alkalmazasaval, vagy a tételek egymas utani hasz-
nélataval, hanem sziikséges, hogy a tételeknél megismert Stleteket, modszereket Gsszeépitve hasznaljuk.
Ilyen feladat lehet példaul, amikor egy tomb elemei koziil ki kell valogatnunk az Osszes legnagyobb értéki
elem indexét. Ehhez egyrészt egy maximumkivalasztast, masrészt egy kivalogatést kell megvalositanunk.
A két tételt természetesen egymast kévetGen is hasznédlhatjuk, viszont ebben az esetben a feldolgozando
tombot kétszer is végig kell jarnunk, elGszor a maximalis érték meghatarozasa érdekében, majd a ma-
ximélis értékd elemek indexének kivalogatédsa miatt. Ezzel szemben, a két emlitett programozéasi tételt
Ossze lehet ugy is épiteni, hogy csak egyszer kelljen a feldolgozand6 tombot bejérni.

Programozasi tételek Osszeépitésére csak néhany példat mutatunk be, nem toreksziink a teljesség-
re, hiszen az Gsszeépitési lehetGségek szama olyan magas, hogy minden eset bemutatéasa tilmutat jelen
jegyzet keretein. A bemutatott algoritmusok négy csoportra oszthatok. ElsGként a masolas tétellel
vald Osszeépitésre mutatunk be két lehetGséget, egyrészt a sorozatszamitassal, masrészt a maximumki-
valasztassal torténd Osszeépitésre. Fzt koveti a megszamolas tétellel vald Gsszeépités esetén egy eset, a
kereséssel torténdé Osszeépités targyaldsa. Harmadik csoport a maximumkivalasztassal vald Gsszeépités
lehet&sége egy példan keresztiil bemutatva. Végiil a kivalogatassal torténd Osszeépitésre mutatunk be
harom lehetséges esetet.

Az egyes Osszeépitések elnevezése utal arra, hogy melyik tételt melyik tételbe integraljuk. Példaul a
maximumkivalasztéas és kivalogatas Osszeépitése alatt azt az esetet értjiik, amikor egy kivalogatéson beliil
valésitunk meg egy maximumkivalasztast. A kivalogatas és maximumkivalasztas Osszeépitése viszont
arra utal, hogy a maximumkivalasztasba épitiink be egy kivalogatast. Tehat az elnevezésnél az els6 tag
a bels6, mig a mésodik a kiils§ szerkezeti elemre utal.
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Masolas és sorozatszamitas Osszeépitése

A masolas programozasi tétel (1d. 2.2.1. fejezet) egy tomb minden elemét atméasolja egy méasik témbbe
agy, hogy a masolas kozben egy adott fiiggvény esetlegesen modositast hajt végre az elemeken. A soro-
zatszamitas tétel (1d. 2.1.1. fejezet) pedig egy tomb elemei kozott végrehajt egy adott miveletet és az
igy kapott eredményt adja vissza kimenetként. A mésolas és sorozatszamités tétel Osszeépitését olyan
esetekben hasznaljuk, amikor egy tomb minden elemének egy megadott fiiggvénnyel val6 modositasa-
nak eredményeként elgallo 4j tomb minden eleme kozott végrehajtunk egy miiveletet, és ezen miivelet
eredményét keressiik. Példaul egy tomb elemeinek abszolat értékeit kivanjuk Osszeadni.

A masolas és sorozatszamitas Osszeépitését megvalosito algoritmust gy szeretnénk megalkotni, hogy
ne kelljen egymaést kovetGen két bejarast elvégezni, egyet a mésolas, egyet pedig a sorozatszamitas meg-
valositasa érdekében. Masrészt olyan megvalositast kivanunk adni, amelynél nem kell a memoridban
aAtmeneti — az eredmény szempontjabol feleslegesnek tiing — tombot eltarolni. Egy ilyen megvalositast
mutat be a 2.24. algoritmus.

Az algoritmus bemenete az x feldolgozando tomb, melynek elemszamét is ismerjiik. Bemenetként
adjuk meg még a masolas résznél alkalmazando f fiiggvényt (vagy miveletet). Az algoritmus visszatérési
értéke egyetlen érték lesz. Az algoritmus megvaldsitasa soran ismerniink kell még, hogy a sorozatszamitas
milyen miiveletet hajt végre az elemek kozott, ezt jeloli a @ operator. Ehhez a miivelethez tartozik egy
kezdeti érték is (értékg), ahogy ezt a sorozatszamités tételnél korabban megismertiik. A visszaadott
érték valtozora igaz, hogy

érték = értéko @ f (z[1])) @ f (z[2) ® ... D f (z[n]). (2.4)

2.24. Algoritmus Masolés és sorozatszamitas Gsszeépitése

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), f — miivelet
Kimenet: ériék — T
1. figgvény MASOLAS SOROZATSZAMITAS(z : T tO6mb, n : egész, f : miivelet)
2 értek < ertekg
3 ciklus i < 1-t6l n-ig
4: érték < érték & f (z[i])
5 ciklus vége
6 vissza érték
7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e 1x: Feldolgozand6 tomb.
e n: Az x tOmb mérete.
e f: Fiiggvény, amely az x elemein értelmezett.
e @: Mivelet, amelyet az x tombbdl képzett Osszes f (x[i]) elem kozott hajtunk végre.
o érték: Az @ miveletnek a tomb Osszes modositott f (z[i]) elemére valo alkalmazasat kovetGen
elsalld eredmény.
o ¢értéky: Az alkalmazott @ miivelettdl fliggd kiindulasi érték.

A 2.24. algoritmus lényegében egyetlen sorban kiilonbozik a sorozatszamitis programozasi tételt meg-
valosité 2.1. algoritmustol. A 4. sorban a tomb aktualis z[i] eleme helyett, a tomb aktuéalis elemének az
f altal modositott f (x[i]) értékét vessziik figyelembe.

2.18. Példa. A 2.17. abran lathato példaban azt kdvethetjiik nyomon, hogy egy egész szamokat
tartalmazo 6t elemd tomb esetén miként lehetséges a szamok abszolut értékeinek Osszegét meghatarozni
a 2.24. algoritmus hasznélataval. 9§
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2.17. abra. Masolas és sorzatszamitas Osszeépitése. A példaban egy 6t elemi tomb elemei abszolut
értékének Osszegét szamitjuk ki, az eredmény az érték valtozoba keriil. Mivel az Gsszeadas miveletet
hasznéljuk, ezért értéky = 0.
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Masolas és maximumkivalasztas Osszeépitése

A maésolas és maximumkivélasztéas tételek Gsszeépitését olyan esetekben hasznaljuk, amikor egy tomb
elemeinek egy fliggvény altal modositott értékei koziil szeretnénk a maximaélis értékd elemet kivalaszta-
ni. Ezt megvalosithatnank ugy, hogy a masolas tétel (1d. 2.2.1. fejezet) alkalmazéasaval elallitunk egy
j tombot, melyben az eredeti tomb elemeinek f fiiggvény altal modositott értékeit taroljuk el. Ezt
kovetGen pedig egy maximumkivilasztas tétel (l1d. 2.1.6. fejezet) hasznéalataval meghatarozhatnank a
modositott értékeket tartalmazo tombbdl a maximalis értéket és annak elsé el6fordulasi helyét. Ha ezt a
megkozelitést hasznilnank, akkor két bejard ciklusra lenne sziikségiink, illetve egy atmeneti tombét is el
kéne tarolnunk a memoriaban. Ennél futasi id6 és memoria felhasznalas szempontjabol is hatékonyabb

eljarast mutatunk be a 2.25. algoritmusban.

2.25. Algoritmus Mésolas és maximumkivalasztis Gsszeépitése

Bemenet:  — T tomb, n — egész (tomb mérete), f — miivelet; ahol T Gsszehasonlithato

Kimenet: max — egész, mazérték — T
1: fiiggvény MASOLAS MAXIMUMKIVALASZTAS(z : T tOmb, n : egész, [ : miivelet)
2 mazx < 1

3 mazérték « f(z[1])

4 ciklus i < 2-t6] n-ig

5: segéd + f(x[i])

6 ha maxérték < segéd akkor

7 mazx <1

8 mazérték < segéd

9 elagazas vége

10: ciklus vége

11: vissza (max, mazérték)

12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e 1: Feldolgozando t6mb.

e n: Az x tomb mérete.

e f: Fliggvény, amely az x minden egyes elemén értelmezett. Olyan értékeket allit el§, amelyek
egymassal 0sszehasonlithatok.

e max: A z t6mb azon elemének indexe, mely esetén az f (z[max]) érték maximalis. Ha t6bb ilyen
elem is létezik, akkor ezek koziil a legkisebb indext.

e mazérték: mazérték = f (x[max))

Az algoritmus bemenete a feldolgozandd = témb, melynek az elemszamat is ismerjiik. Ezen kiviil
adott még az az f fiiggvény, amelyet meghivunk az z t6mb minden elemére, majd az f (x[i]) elemek
koziil valasztjuk ki a maximaélis értékd elemet. A max kimeneti valtoz6 hatarozza meg, hogy mi a
megtalalt maximalis elem indexe, azaz f (z[mazx]) nagyobb vagy egyenld minden mas f (x[i]) értéknél. Az
algoritmus futasa soran meghatarozzuk a maximalis értéket, ezért ezt a kiszamitott értéket kimenetként
is visszaadjuk (maxérték).

Az algoritmus kezdetén — a maximumkivalasztas 2.10. algoritmusahoz hasonléan — a témb els6 elemét
tekintjiikk maximalisnak, ezért a max valtozot 1-gyel tessziik egyenl6évé (1d. 2. sor). Annak érdekében,
hogy az f fiiggvényt minél kevesebbszer kelljen meghivni az algoritmus futdsa soran — hiszen ennek
a fliggvénynek a kiértékelése jelents idGbe is telhet — minden egyes témbelemre pontosan egyetlen
fiiggvényhivast valositunk meg. Emiatt az f (z[1]) értéket el kell tarolnunk a maxérték valtozoban,
mivel kezdetben az elss elemet tekintjiik maximalisnak (1d. 3. sor).

Az inicializalo lépések utan kovetkezik a témb t6bbi elemének a bejarasa, amit a 4. és 10. sorok
kozotti szamlalos ciklus valosit meg. Az f fiiggvény kordbban mar emlitett kiértékelésének minimali-
zélasa érdekében az aktudlis z[i] elem esetén kiszamitjuk és eltaroljuk az f (x[i]) értéket (Id. 5. sor).
A 6. sorban megvizsgéljuk, hogy az aktualis elem nagyobb-e mint a maxérték. Ha nagyobb, akkor j
maximalis elemet taldltunk, ezért a max és a maxérték valtozokat aktualizalnunk kell. Az algoritmus
végén visszaadjuk a meghatarozott kimeneti értékeket (1d. 11. sor).
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( Megjegyzés w

Erdemes megvizsgalni az algoritmus azon valtozatat, amikor a kiszamitott f (z[i]) értéke-
ket nem taroljuk el segédvaltozokban, ahogy az a 2.26. algoritmusban lathato. A 2.25. al-
goritmusban egy n elemit témb feldolgozasa soran Gsszesen n-szer hivjuk meg az f fligg-
vényt, mig a rovidebbnek és ezért egyszertibbnek ting 2.26. algoritmusban 2 - (n — 1)-szer.
Emiatt az ut6bbi algoritmus futési ideje jelentésen megnovekedhet.

2.26. Algoritmus Masolas és maximumkivalasztas Gsszeépitése (modositott, kevésbé hatékony valtozat)

Bemenet:  — T tomb, n — egész (t6mb mérete), f — miivelet; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: max — egész

1: fiiggvény MASOLAS MAXIMUMKIVALASZTAS MODOSITOTT(z : T tOmb, n : egész, f : miivelet)
2 mazx < 1

3 ciklus i < 2-t6] n-ig

4 ha f (x[max]) < f (z[i]) akkor

5: max <1

6 elagazas vége

7 ciklus vége

8 vissza max

9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A feldolgozando tomb.
e n: Az x tOmb mérete.
e f: Fiiggvény, amely az = minden egyes elemén értelmezett. Olyan értékeket allit els, amelyek
egyméssal Osszehasonlithatok.
e max: Az x azon elemének indexe, mely esetén az f (x[max]) érték maximalis. Ha t6bb ilyen elem
is létezik, akkor ezek koziil a legkisebb indexii.

2.19. Példa. Feladatunk, hogy egy hat elemi, egész szamokat tartalmazé témbbdl kivalasszuk azt az
elemet, melynek a négyzete a legnagyobb. A feladat megoldasdhoz a mésolas és maximumkivilasztas
tételek Gsszeépitésének 2.25. algoritmusat hasznaljuk. A megoldas soran az f fiiggvény a négyzetfiiggvény.
A megoldas 1épésenkénti menetét a 2.18. abra szemlélteti. 9
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Valtozo

max

(a) Els6 lépésként a maz valtozo az x tomb elsé elemét indexeli, a
maxérték pedig felveszi az els6 elem négyzetének értékét.

Valtozo

/ Valtozo
SE  EEAEE ER R
T

max 7

(b) Megkezdddik a tomb elemeinek bejarasa, ennek érdekében az i ciklusvaltozo értéke 2
lesz. A segéd valtozoba bekertil a mésodik elem négyzetének értéke, ami nagyobb, mint
a jelenlegi maxérték.

Valtozo
x: | -1 | 5 | -4 | -7 | 9 | -8 | maxérték : 25
AN A

(c) Mivel a segéd nagyobb volt, mint a maxérték ezért a max felveszi az i értékét, a
maxérték pedig a segéd értékét kapja meg.

// Valtozo
SaEIREEEEERERE mazérték : 25
Fof

maxr q

Valtozo

segéd : 25

segéd : 16

(d) Folytatodik a bejaras a 3. elemmel. A 3. elem négyzete kisebb mint a max indext
elem négyzete.

/ Valtozo Valtozo
T | -1 | 5 | -4 | -7 | 9 | -8 | mamérm (segéd:zlg

f f

max 7

(e) A 4. elem négyzete nagyobb, mint z[maz] négyzete.

2.18. abra. Feladatunk, hogy megkeressiik az = azon elemét, melynek legnagyobb a négyzete. A meg-
oldashoz a méasolas és maximumkivalasztas tételek Osszeépitését hasznaljuk ugy, hogy az f fliggvény a
négyzetfiiggvény.
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Valtozo Viéltozo
T | -1 | 5 | -4 | =1 | 9 | -8 | mazérték : 49 d :
AN A

(f) Modosul a max és a maxérték értéke is.

/Véltozé
x: | -1 | 5 | -4 | -7 | 9 | -8 | (maxérték:49
*

*

max 7

(g) Az 5. elem négyzete nagyobb a jelenlegi max érték-nél.

ValLow Viltozo
x: | -1 | 5 | -4 | = | 9 | -8 maxérték : 81 (seged 81
AR

Valtozo
SaEIEEEERE mazérték : 81

(i) Az utols6 elem négyzete nem nagyobb az xz[mazx] négyzeténél. A bejaras véget ér, az
algoritmus visszaadja a max és a mazérték valtozok aktualis értékét.

2.18. abra. Feladatunk, hogy megkeressiik az = azon elemét, melynek legnagyobb a négyzete. A meg-
oldashoz a méasolas és maximumkivalasztas tételek Osszeépitését hasznaljuk ugy, hogy az f fliggvény a
négyzetfiiggvény (folyt.).
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Megszamolas és keresés Osszeépitése

A 2.1.4. fejezetben megismertiik a linearis keresés programozasi tételt, mely arrol adott informéciot, hogy
egy tombben van-e P tulajdonsagu elem, és ha van, akkor hol talaljuk meg az els§ ilyet. A megszamolas
és keresés programozés tételek Osszeépitését viszont olyan esetekben hasznaljuk, amikor azt szeretnénk
megvizsgalni, hogy egy téombben van-e legalabb k darab P tulajdonsaga elem, és ha van, akkor hol
talaljuk meg a tombben a k-adikat. Ezt dgy tudjuk megvalésitani, hogy a linearis keresés programozasi
tételbe integralunk egy megszamlalas tételt, azaz a keresés soran folyamatosan szdmoljuk a mar megtalalt
P tulajdonsagu elemeket. A feladatot 2.27. algoritmussal oldjuk meg.

2.27. Algoritmus Megszamolas és keresés Osszeépitése

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai, k — egész
Kimenet: van — logikai, idx — egész

1: fiiggvény MEGSZAMOLAS KERESES(z : T tomb, n : egész, P : logikai, k : egész)
2 db <+ 0

3 10

4: ciklus amig (i < n) A (db < k)
5: 14 1+1

6 ha P (z[i]) akkor

7 db<+db+1

8 elagazas vége

9: ciklus vége
10: van « (db = k)
11: ha van akkor
12: idx 1
13: vissza (van, idx)
14: kiilénben
15: vissza van
16: elagazas vége

17: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

x: Feldolgozandé tomb.

n: Az x tomb mérete.

P: Tulajdonsagfiiggvény.

k: Azt vizsgaljuk, hogy van-e az x tombben legalabb k darab P tulajdonsagu elem.

van: Logikai tipusi valtozd, melynek pontosan akkor igaz az értéke, ha van az x tombben legalabb
k darab P tulajdonsagt elem.

idx: Csak akkor kap értéket, ha a van valtozo igaz értékid. Ebben az esetben megmutatja, hogy
az x hanyadik eleme a k-adik P tulajdonsagi elem.

Az algoritmus egyik bemenete a feldolgozandé x tomb, melynek ismerjiik az elemszamaét is. Bemenet-
ként adjuk meg még a vizsgdlandé P tulajdonsagot, valamint azt a k értéket, ahanyadik P tulajdonsagu
elemet keressiik az x tombben. Az algoritmus van logikai kimenete adja meg, hogy talaltunk-e legalabb
k darab P tulajdonsagu elemet az x témbben. Amennyiben van értéke igaz az algoritmus végén, akkor
visszaadjuk a k-adik P tulajdonsagu elem idr indexét is. Mig van hamis értéke esetén nem adunk
vissza semmilyen idx értéket.

Az algoritmus elején, a 2. sorban létrehozunk egy db valtozét, mely mindig a méar megtalalt P tu-
lajdonsagu elemek szamat tarolja el. Kezdeti értéke természetesen 0 lesz. A 3. sorban létrehozzuk az
i valtozot, melyet a tomb bejarasa soran a tomb indexelésére hasznalunk majd. Kivételesen kezdeti
értékként nullat adunk neki, igy a bejarast megvaldsito ciklusban elsé 1épésként mindig ¢ értékét fogjuk
eggyel novelni (I1d. 5. sor).

Az inicializalasokat kovetGen megkezdjitk az = tomb bejarasat, amit a 4. és 9. sorok kozotti ciklussal
valositunk meg. A ciklusba valo belépésnek, illetve bennmaradasnak két feltétele van. Egyrészt az i < n
feltételnek kell teljesiilnie, mivel egyéb esetben a cikluson beliil ¢ értékének noévelését kévetGen mar az
2 tombon kiviilre indexelnénk i-vel. Mésrészt vizsgaljuk, hogy taldltunk-e mar k darab P tulajdonsagui
elemet a tombben. Ha még nem, akkor a db véiltozo kisebb lesz a k valtozonal, és tovabb kell folytatnunk
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a keresést. Az i index novelését kvetGen megvizsgaljuk, hogy az aktualis z[i] tombelem P tulajdonsagt-e
(Id. 6. sor). Amennyiben P tulajdonsigu elemet talaltunk, akkor a megtalalt P tulajdonsigt elemek
szaméat tarolo db valtozo értékét eggyel noveljiik (1d. 7. sor).

A ciklusbdl kilépve megvizsgaljuk, hogy talaltunk-e a témbben k darab P tulajdonsagu elemet. Erre
egyértelm valaszt ad a db = k vizsgalat, aminek eredményét el is taroljuk a van valtozoban (1d. 10. sor).
Fontos megjegyezni, hogy nem az i < n feltételt vizsgaljuk, mivel ha a tomb utols6 eleme épp a k-adik
P tulajdonsagu elem a témbben, akkor bar talaltunk k darab P tulajdonsagu elemet, az i < n feltétel
mégis hamis értéket ad. Ha a van valtozo igaz volt (11. sor), akkor a k-adik P tulajdonsagu elem
pont a jelenlegi i-edik helyen van a tombben, ezért az idx valtozonak atadjuk ¢ értékét (12. sor), majd
visszatériink a két kimeneti valtozoval (13. sor). Ha van hamis (14. sor), akkor csak a van értékét kell
visszaadnunk (15. sor).

2.20. Példa. A 2.19. abran lathatunk egy példat arra, amikor egy témbben keressiik a harmadik paros

elemet. q
Valtozo
a3 2]8]5]6| db: 1
+

1

(a) A tomb els6 eleme paros, ezért db értékét 1-re noveljiik.

Valtozo

wla|3]2]8]5]6| db: 1
*
i

(b) A masodik tombbeli elem nem paros, ezért modosita-
sok nélkiil folytatjuk a bejarast.

Valtozo

a3 2]s8]5]6| db: 2
*
i

(¢) A harmadik tombelem péaros, ezért db értéke eggyel
novekszik.

Valtozo Kimenet
ac:| 4 | 3 | 2 | 8 | 5 | 6 | db:3 (van:igaz,id;v:él
*

1

(d) A negyedik elem is paros, igy db értéke mar 3 lesz. Mivel megtalaltuk a harmadik
paros elemet, ezért az algoritmus futésa véget ér.

2.19. abra. Példa a megszamolas és keresés programozasi tételek Osszeépitésére. Feladatunk megkeresni
az x tomb harmadik (k = 3) paros elemét, ha van egyaltalan harom péros eleme.

Sergyan Szabolcs 75 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



Maximumkivalasztas és kivalogatas Osszeépitése

A 2.1.6. fejezetben megismert maximumkivalasztas programozasi tétel hasznéalataval egy tombben meg-
hatarozhatjuk, hogy melyik a legnagyobb értékii elem. Abban az esetben ha viszont tobb olyan elem is
van a tombben, ami a maximalis értékkel egyenld, akkor ezek koziil egyet, a legkisebb indextit adja meg
a 2.10. algoritmus. Ha fontos szamunkra, hogy az 6sszes maximaélis értéki elem indexét ismerjiik, akkor
ezeket az indexeket ki kell valogatnunk egy tjabb tombbe. Ezt a problémat a maximumkivalasztas és
kivalogatas tételek Gsszeépitésével tudjuk megoldani, melyet a 2.28. algoritmussal valésitunk meg.

2.28. Algoritmus Maximumkivalasztas és kivalogatas Gsszeépitése

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: db — egész, y — egész tomb, maxériék — T

1. fliggvény MAXIMUMKIVALOGATAS(z : T t6mb, n : egész)
2 y < LETREHOZ(egész)[n]

3 maxérték + x[1]

4: db+1

5: y[db] +—1

6 ciklus i < 2-t8l n-ig

7 ha z[i] > maxérték akkor

8 max érték + x[i]

9

: db+ 1
10 y[db] + i
11: kiilénben
12: ha z[i| = maxérték akkor
13: db <+ db+1
14: y[db] i
15: elagazas vége
16: elagazas vége
17: ciklus vége
18: vissza (db,y, mazérték)

19: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

e x: Feldolgozando témb, melynek elemei 6sszehasonlithatéak.

e n: Az x tomb elemeinek szama.

e mazxérték: Az x tombben talalhaté maximalis érték.

e db: Az x tombben a maxérték értéki elemek szama.

e y: Kimeneti n elemid tomb. Az els6 db darab elemében taroljuk el azon indexeket, ahol az x
tombben a maxérték értékd elemet talaljuk. Azaz minden 1 < i < db esetén z [y[i]] = maxérték.
LETREHOZ(egész)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemi egész tipust tombot.

Az algoritmus bemenete a feldolgozandd x tomb, melynek elemei Gsszehasonlithatok, hiszen mas
esetben nem tudnank vizsgélni, hogy melyik elem nagyobb a tobbinél. Természetesen ismerjik az x
tomb n elemszaméat is. Kimenetként az = tomb maximalis értékid elemeinek az indexét adjuk vissza az
y tombben. Az algoritmus elején nem tudjuk, hogy hany maximalis értéki elemet fogunk talalni, ezért
az y mérete az xr méretével lesz azonos. Meg kell azonban hataroznunk, hogy az y tombben eltarolt
indexek koziil hany darab hordoz valodi informéciot. Emiatt sziikségiink van még egy db kimeneti
valtozora is, melynek értéke az algoritmus lefutasa utan megegyezik az x témb maximalis értékid elemeinek
darabszamaval. Az algoritmus végén az n elemi y tombben az els§ db darab elem rendelkezik érdemi
informécioval.

Els§ lépésként létre kell hoznunk az y tombot (2. sor), melynek ugyanannyi eleme lesz, mint az x
tombnek. A késébbi lépések logikdja nagy mértékben hasonlit a maximumkivélasztas 2.10. algoritmu-
sanak logikdjahoz. Kiindulasként az els elemet tekintjiikk maximalisnak, ezért a maxérték valtozonak
atadjuk az els6 elem értékét (3. sor). Mivel itt egyetlen maximalis értékiink van, ezért a db valtozot is
egyre allitjuk (4. sor), illetve eltaroljuk az y tombbe a jelenlegi maximaélis értéki elem indexét, azaz az
1-et (5. sor).
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Ezt kovetSen be kell jarnunk az x tomb tobbi elemét, amit a 6. és 17. sorok kozotti ciklussal valésitunk
meg. A bejaras soran minden elemet dsszehasonlitunk az aktualis maximalis értékkel (maxérték), aminek
harom kiilénb6zd eredménye lehet. Ha z[i] < maxérték, akkor az aktuélis elem nem maximalis értékd,
ezért nem kell semmit sem csinalnunk. Ha viszont x[i] > maxérték (7. sor), akkor olyan maximalis elemet
taldltunk, ami minden korabbi elemnél biztosan nagyobb, ezért ez a megtalalt elem lesz a maxérték
(5. sor). Az j maximalis értéket eddig csak egyszer talaltuk meg az = tdmbben — mégpedig az aktualis
elemnél —, ezért a db valtozo értékét egyre véltoztatjuk (9. sor), valamit az y témbben eltaroljuk az
aktuélis elem indexét (10. sor). Abban az esetben, ha az aktualis z[i] elem megegyezik az eddig vizsgalt
elemek maximumaval (azaz mazérték-kel) (12. sor), akkor 0j, de az eddigivel azonos értékd maximumot
talaltunk az x tombben. Ilyenkor a megtalalt maximalis értékd elemek szamat noveljiik eggyel (13. sor)
és az aktualis indexet eltaroljuk az y tombben (14. sor). A bejaras végén sziikséges még a kimeneti
valtozokat visszaadni (18. sor).

( Megjegyzés D

A maximumkivalasztas tétel 2.10. algoritmusidban nem téaroltuk el a maximalis értéket,
mivel a maximalis értékt elem indexének ismeretében a maximalis értéket is meg tudjuk
hatarozni. A 2.28. algoritmusban viszont eltaroljuk a maximalis értéket, bar ez nem
feltétleniil sziikséges, csak igy kissé attekinthet6bb a kod. Vegyiik észre, hogy a maxérték
valtozo helyett hasznalhattuk volna az x [y[db]] kifejezést is, hiszen az y t6mb els6 db darab
eleme olyan indexeket tartalmaz, amely indext elemei az x tombnek pont a maxérték
valtozoval egyeznek meg. Abban az esetben, ha nem hasznaljuk a maxérték valtozot,
akkor az algoritmus 3. és 8. sorai elhagyhatok a kodbdl, illetve kimenetként sem adjuk
\_meg a maximalis értéket. Y,

2.21. Példa. A 2.20. abran lathatunk egy példat, amelyben egy nyolc elemii tombbdl valogatjuk ki
a maximalis értéki elemek indexeit. Erdemes megfigyelni, hogy a feldolgozés soran az y témbbe harom
elem is bekeriil, majd egy ijabb maximalis érték megtalalasakor ezek elveszitik jelentéségiiket. A bejaras
végén harom elem is van az y tombben, de ezek koziil csak az els6 kettd hordoz relevans informaciot. 9§
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/ Valtozo
mle[s3]ee]s]a]s]1] (maxérték:G

Lo HE I N I I O

)
db

(a) Kiindulasként az els6 elemet tekintjiik maximalisnak, ezért x[1]-et atmésoljuk
mazxérték-be, illetve az y tombbe is bekeriil az 1-es index.

Valtozod
x:| 6 | 3 | 6 | 6 | 8 | 4 | 8 | 1 | Tmaxérték:fi
*

{

el LT
*
db
(b) A masodik elem nem nagyobb a jelenlegi mazérték-nél, ezért semmit sem kell
tenni.
Valtozo
mle |36 ]6]s8]a]s]1] (maxérték:b’
*
)
AN
*
db

(¢) A harmadik elem megegyezik a maxérték-kel, igy a db értékét eggyel noveljiik
és az y-ba bekeriil a harmas index is.

Valtozo
JL| 6 | 3 | 6 | 6 | 8 | 4 | 8 | 1 | (maxérték:G
*

1
vfafefal | [ ] ] |
*

db

(d) A negyedik elemnél a harmadikhoz hasonl6éan jarunk el.

2.20. dbra. Maximumkivalasztas és kivalogatas Osszeépitése. Egy nyolc elemi témbbdl kivalogatjuk a
maximalis értékd elemek indexeit.

Sergyan Szabolcs 78 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



Valtozo

=6 |3]6|6]8
*
i
vilsfslaf | [ [ | |
+
db

(e) Az 6todik elem nagyobb az eddigi max érték-nél, ezért x[5] keriil a max érték-
be. Mivel csak egyetlen maximalis értékd elemet talaltunk, ezért a db valtozo
ismét 1 lesz, és az y tomb elsd helyére keriil a maximélis értéki elem indexe.

Valtozo
m:|6|3|6|6|8| |8|1| maxérték : 8

(f) A hatodik elem kisebb a maxérték-nél, ezért semmi teends nincs.

Valtozod
w:|6|3|6|6|8|4|8|1| maxértéek : 8

(g) A hetedik elem megegyezik a maxérték-kel, ezért db értékét eggyel noveljik
és az y tombbe bekeriil a hetes érték is.

Valtozo
e[ 3]e]e6]s]a]s]1] mazérték : 8

(h) A nyolcadik elem kisebb a max érték-nél, ezért semmit sem tesziink. A bejaras
végére az y tombbe hirom elem is bekeriilt, de ebbdl csak az elsé kettd hordoz
érdemi informaéciot.

2.20. abra. Maximumkivalasztas és kivalogatas Osszeépitése. Egy nyolc elemtd témbbdl kivalogatjuk a
maximaélis értékd elemek indexeit (folyt.).
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Kivalogatas és sorozatszamitas Osszeépitése

A 2.1.1. fejezetben megismert sorozatszamités tétel meghatarozza egy mivelet eredményét, ha a mivele-
tet egy tomb elemei kozott hajtjuk végre. ElGallhat viszont olyan feladat is, amikor nem a feldolgozando
tombiink Osszes elemére szeretnénk az adott miiveletet elvégezni, hanem csak valamilyen adott P tu-
lajdonsagu elemekre. Ebben az esetben eljarhatunk ugy, hogy el6szor a 2.2.2. fejezetben megismert
kivalogatas tételt alkalmazzuk, azaz kigytjtjiik a P tulajdonsagt elemeket egy atmeneti témbbe, majd
az adtmeneti tomb minden egyes eleme kozott hajtjuk végre az adott miiveletet. Maésik lehetdségiink,
hogy az emlitett két programozasi tétel Gsszeépitésével valositjuk meg a feladatot. Ezt az utobbi esetet
mutatja be a 2.29. algoritmus.

2.29. Algoritmus Kivéilogatés és sorozatszamitas Osszeépitése

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai

Kimenet: érték — T
1: fiiggvény KIVALOGATAS SOROZATSZAMITAS(z : T tOmb, n : egész, P : logikai)
2 érték < értékyg
3 ciklus ¢ < 1-t6l n-ig
4 ha P (z[i]) akkor
5: érték < érték @ x[i
6 elagazas vége
7 ciklus vége
8 vissza érték
9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e z: A feldolgozandé témb.

e n: Az x tomb mérete.

e P: Tulajdonsagfiiggvény. Az algoritmusban az x tomb P tulajdonsagu elemei kozott végezziik el
az @ miveletet.
@: T tipusu értékek kozott értelmezett mivelet.
érték: Az x tomb minden P tulajdonsign eleme kozott elvégezve az @ miiveletet az elGallo vég-
eredmény értéke.
o értéky: Az @ mivelethez tartozo kezdeti érték. Példaul dsszeadas esetén 0, szorzas esetén pedig 1.

Az algoritmus bemenete a feldolgozand6 = témb, melynek ismerjiik az elemszamat is. Ezeken kiviil
ismerjiikk még a vizsgilando P tulajdonsagot is. Az algoritmus kimenete az érték valtozo, melyet ugy
kapunk meg, hogy a x témb P tulajdonsagt elemei kozott elvégezziik a megadott & miiveletet.

Az algoritmus pszeudokddja majdnem teljes egészében megegyezik a sorozatszamitas 2.1. algoritmu-
saval, ezért részletesen nem ismertetjiik az egyes lépéseket, csak az egyetlen kiillonbségre tériink ki. Az
érték valtozo 5. sorbeli aktualizdlasa el6tt meg kell vizsgalnunk, hogy az adott z[i] elem teljesiti-e a P
tulajdonsagot (4. sor). Az érték modositasat csak akkor hajtjuk végre, ha P tulajdonsagu az aktualis
tombelem.

2.22. Példa. A 2.21. dbran lathatunk egy példat arra, hogy a 2.29. algoritmus hasznalatéaval hogyan
lehet egy tomb paros értéki elemeinek Osszegét meghatarozni. Ebben az esetben a P tulajdonsag a
parossag, az elvégzendd @ miivelet az Osszeadas, mig az értéky kezdeti érték a 0. €
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Kimenet

|6 | 1] 8] 4] atar:o

xX: | 3
Kimenet *

el 36| 1] 8] 4] atea:o

1

(a) Els6 lépésként inicializaljuk az érték valtozot. (b) Megkezdjiik a tomb bejarast. Mivel az els6 elem
Mivel 6sszeadas az elvégzendd miivelet, ezért 0 lesz  péaratlan, ezért nem kell hozzadadni az érték valtozo-
a kiindulas érték. hoz.

Kimenet Kimenet

| 1] 8] 4a]] aten:s w36 | 1] 8] a]| atar:e

- 7]

1
*

1

6
3

~.

(c) A méasodik elem paros, ezért hozzdadjuk az érték  (d) A harmadik elem paratlan, ezért nem tesziink

valtozohoz. semmit.
Kimenet Kimenet
w3 6|1 [ 8] 4] atern:14 36| 1|8 | 4] aten:1s
; ¥
i i

(e) A negyedik elem paros, igy noveljiik vele az érték (f) Az 6t6dik elem is paros, ezt is hozzaadjuk az érték
valtozot. valtozohoz. Az algoritmus kimenete az el6allo érték
lesz.

2.21. abra. Kivalogatés és sorozatszamitas tétel Osszeépitése. Egy tomb paros értékid elemeinek 6sszegét
szamitjuk ki.
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Kivalogatas és maximumkivalasztas 6sszeépitése

A kivalogatas és maximumkivalasztas programozasi tételek Osszeépitését olyan esetekben hasznéljuk,
amikor egy tomb adott P tulajdonsagi elemei koziil kell a maximélis értékiit kivalasztani. Ezt a felada-
tot megoldhatnénk tgy, hogy elGszor kivalogatjuk egy segédtombbe a P tulajdonsagt elemeket, ahogy
ezt a 2.2.2. fejezetben tettiikk, majd a segédtombben hajtunk végre egy a 2.1.6. fejezetben megismert
maximumkivalasztast. Ehhez viszont egyszer be kéne jarnunk a bemeneti témbot, majd a létrehozott
segédtombot. Amennyiben a két emlitett programozasi tételt 6sszeépitjiik, akkor olyan megoldast kap-
hatunk, amely csak egyszer jarja be a bemeneti tombiinket, és a bejaras végén mar szolgaltatja is az
elvart eredményeket. Az Gsszeépitést a 2.30. algoritmussal valdsitjuk meg.

2.30. Algoritmus Kivalogatés és maximumkivélasztas Osszeépitése

Bemenet: z — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: van — logikai, maxr — egész, mazxérték — T

1: fiiggvény KIVALOGATAS MAXIMUMKIVALASZTAS(z : T tomb, n : egész, P : logikai)
2 maxérték < —oo

3 ciklus ¢ < 1-t6l n-ig

4 ha P (z[i]) A (z[i] > maxérték) akkor

5: max <1

6 max érték + x[i]

7 elagazas vége

8 ciklus vége

9: van < (maxérték > —oo)

10: ha van akkor

11: vissza (van, max, maxérték)
12: kiilébnben

13: vissza van

14: elagazas vége

15: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e 1: A feldolgozand6 témb, melynek elemei Gsszehasonlithatok.

e n: Az x t6mb mérete.

e P: Tulajdonsagfiiggvény.

e van: Logikai érték, amely pontosan akkor ¢gaz, ha van az x tombben legalabb egy P tulajdonsagu
elem.

e maz: Ha van az x tombben P tulajdonsagi elem, akkor az ilyen elemek koziil a legnagyobb értéki
indexe. Ha tobb legnagyobb értéki elem is van a P tulajdonsaguak koézott, akkor a legel6szor
eléfordulé (legkisebb indext) ilyen elem indexe.

e maxérték: Ha van az x tombben P tulajdonsagt elem, akkor az ilyen elemek koziil a legnagyobb
elem értéke.

Az algoritmus bemenete a feldolgozandd x tomb, melynek ismerjiik az n elemszamat is. Mivel az
elemek koziil majd egy maximélis elemet akarunk kivalasztani, ezért az elemeknek dsszehasonlithatoknak
kell lenniiik. Ismerjiik még a vizsgaland6 P tulajdonsagot is. Az algoritmus elsé kimenete a van logikai
valtozo. Erre azért van sziikség, mert ha esetleg egyetlen P tulajdonségu elem sincs az x tdmbben, akkor
nem tudunk kozottiik maximalis értéket sem meghatarozni. Tehat a van véaltoz6é pontosan akkor lesz
igaz, ha van legalabb egy P tulajdonsigi elem az x tombben, és csak van tgaz értéke esetén fogjuk
a tovabbi kimeneti valtozokat elGallitani. Mésodik kimeneti valtozonk a maz index, mely annak az
z-beli elemnek az indexét adja meg, amely elem a P tulajdonsagu elemek kozott a legnagyobb értékd.
Amennyiben tébb ilyen maximélis elem is van a bemeneti témbben, akkor ezek koziil a legelss indexe
lesz a max értéke. Az algoritmusban hasznéalni fogjuk a maxérték valtozot is, ezért azt kimenetként is
megadhatjuk.

Az algoritmus els6 1épése, hogy a mazérték valtozo értékét —oo-re'® allitjuk. Erre azért van sziikség,
mert a tomb bejarasa soran mas gondolatmenetet kell kovetniink, mint amit a maximumkivalasztas tétel

10 _o0 egy olyan érték, amely minden témbbeli elem értékénél biztosan kisebb.
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2.10. algoritmusanal figyelembe vettiink. Most nem mondhatjuk azt, hogy tekintsiik kezdetben maximalis
elemnek az els6 elemet, mert lehet, hogy ez az elem nem P tulajdonsagi. Azt mondhatnank esetleg, hogy
tekintsiik kezdetben maximalis elemnek a tomb elsé P tulajdonsagu elemét, de nem tudjuk, hogy melyik
ez, s6t lehetséges, hogy egyaltalan nincs a tombben P tulajdonsagu elem. Ezért inkabb kezdetben nem
tekintlink egyetlen elemet sem maximalisnak, hanem értelmeziink egy olyan maximalis értéket tarolo
maxérték valtozot, amelynek a kezdeti értéke egy olyan kicsi érték, amelynél minden témbbeli elem
biztosan nagyobb.

Ezt kévetGen bejarjuk az x tombot a 3. és 8. sorok kozotti ciklussal. A cikluson beliil az aktualis z]i]
elem esetén megvizsgaljuk, hogy P tulajdonsigi-e, és ha az, akkor megnézziik, hogy nagyobb-e az értéke
a maxérték valtozo aktualis értékénél (1d. 4. sor). (Vegyiik észre, hogy ha épp az els6 P tulajdonsagt
elemnél tartunk a bejaras soran, akkor az biztos nagyobb lesz, mint a maxérték addigi —oo értéke, tehat
tényleg az elsé P tulajdonséagi elemet fogjuk elszor maximalisnak tekinteni.) Ha olyan elemet talaltunk,
amely megfelel a megfogalmazott két feltételnek ez azt jelenti, hogy a P tulajdonsagu elemek kozott 4j
maximumot talaltunk, ezért megvaltoztatjuk a max és maxérték valtozok értékeit (5. és 6. sorok).

A ciklusbol kilépve el6szor ellendrizniink kell, hogy talaltunk-e az x tombben P elemet. Ezt eldont-
hetjiik olyan médon, hogy megvizsgaljuk a maxérték valtozo értékét. Ha maxérték = —oo, akkor nem
talaltunk, hiszen — amint korabban mar emlitettiik — taldlat esetén biztos megvaltozott volna a maxérték
valtozo értéke. Szoval a van kimenetnek atadjuk a mazérték # —oo értékét (9. sor). Ezutan megvizs-
galjuk a van valtozo értékét (10. sor), ha igaz, akkor harom kimeneti valtozot adunk vissza (11. sor),
egyébként pedig csak egyet (13. sor).

2.23. Példa. A 2.22. abran bemutatunk egy példat, ahol egy egész szamokat tartalmazéd tombbsl
kivalasztjuk a paros elemek maximumat. 9
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Valtozo
1;:| 3 | 2 | 6 | 1 | 4 | (maxérték:—oo

(a) Els6 lépésként a mazx érték valtozé megkapja a —oo értéket.

Valtozo
J’| | 2 | 6 | 1 | 4 | (maa:érték:—oo

3
3

i

(b) Az els6 tombbeli elem nem péaros, ezért nem tesziink vele
semmit.

T | 3 | 2 | 6 | 1 | 4 | (maxérte’k 12
X
max 7

(¢) A maéasodik elem paros és nagyobb, mint a kordbbi
maxérték, ezért a max felveszi az i értékét, illetve maxérték
megkapja az x[2] értékét.

Valtozo

J::| 3 | 2 | 6 | 1 | 4 | maxérték : 6
X

max 7

(d) A harmadik elem is paros és nagyobb a korabbi max ért ék-
nél. Igy max és maxérték ismét modosul.

Valtozo
;c:| 3 | 2 | 6 | 1 | 4 | mazxérték : 6
Pt
1

max

(e) A negyedik elem pératlan, ezért semmit nem kell tenniink.

Valtozo Kimenet
T | 3 | 2 | 6 | 1 | 4 | mazxérték : 6 (Uun : tgaz, mazx : 3, maxérték : 6
f f

max

(f) Az 6t6dik elem paros, de kisebb mint mazérték, ezért nem torténik semmi. Mivel a bejaras végére
értiink meghatarozzuk van értékét, ami igaz lesz.

2.22. abra. Kivalogatis és maximumkivalasztas tételek Osszeépitése. Egy egész szamokat tartalmazo
tombbdl ki kell valasztanunk a paros szdmok maximumat.
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Kivalogatas és masolas Osszeépitése

A kivalogatas és masolés tétel Osszeépitése egy — a korabbiak ismeretében mér — nagyon egyszert feladatra
ad megoldast. A 2.2.2. fejezetben megismert kivalogatast agy akarjuk modositani, hogy ha egy elem P
tulajdonsagu, azaz kivalogatasra keriil, akkor ne az elemet, hanem annak valamely f fiiggvény altal
mobdositott értékét mésoljuk be a kimeneti témbbe. Ehhez a kivalogatas 2.12. algoritmusat egyetlen
sorban kell médositani, amint az a 2.31. algoritmusban lathato.

2.31. Algoritmus Kivalogatas és mésolas Gsszeépitése

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete), P — logikai, f — miivelet
Kimenet: db — egész, y — T t6mb

1: fliggvény KIVALOGATAS MASOLAS(z : T tomb, n : egész, P : logikai, f : miivelet)
2 y < LETREHOZ(T)[n]

3 db <+ 0

4: ciklus i <+ 1-t6l n-ig

5: ha P (z[i]) akkor

6 db <+ db+1

: yldt] — £ (ali)

8 elagazas vége

9: ciklus vége

10: vissza (db, y)

11: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1: Feldolgozand6 t6mb.
e n: Az x tomb elemeinek szama.
P: Tulajdonsagfiiggvény.
f: Miivelet, amely T tulajdonsagu elemeken értelmezett.
db: Az x tomb P tulajdonsagu elemeinek szama.
y: Kimeneti n elemd tomb. Az y témb els6é db darab eleme az z tomb P tulajdonsagu elemeibgl
az f mivelettel képzett elem.
LETREHOZ(T)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemt T tipust t6mbot.

2.24. Példa. A 2.23. abran végig kovethetjiik, hogy a négy elemi egészeket tartalmazo x-bdl miként
valogatjuk ki a paros elemek négyzetét az y tombbe. 9§
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+
sl L[] vls | [ [ ]
' ¥
db db
(a) Bejaras 1. lépés. (b) Bejaras 2. lépés.
e 3] 48] 5| SRR
Y
7
vil1e|ea | | | vil1e|ea | | |
db db
(c) Bejaras 3. 1épés. (d) Bejaras 4. lépés.

2.23. abra. Kivalogatas és masolas tétel Osszeépitése. Az x tomb péaros elemeinek négyzetét masoljuk at
az y tombbe.
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Feladatok programozasi tételekkel

1. Egy kétdimenzios egész szamokat tartalmazé tomb melyik sordban talalhatoé a legtobb
nulla?

Végigmegyiink a tomb Osszes soran és minden sorban megszamoljuk a nulla elemeket. Ezt kdvetGen
kivalasztjuk, hogy melyik sorban van a legtobb nullas.

Bemenet: ©—egész kétdimenzios témb, m —egész (tdmb sorszima), n—egész (tomb oszlopszdima)
Kimenet: max — egész

1: figgvény LEGTOBBNULLASORINDEXE(z : egész kétdimenzios tomb, m : egész, n : egész)
2 max 0

3 mazérték < 0

4: ciklus i <+ 1-t6l m-ig

5: db+ 0

6 ciklus j < 1-t6l n-ig

7 ha z[i, j] = 0 akkor

8

9

db <+ db+1

: elagazas vége
10: ciklus vége
11: ha db > maxérték akkor
12: max <1
13: maxérték < db
14: elagazas vége
15: ciklus vége
16: vissza max

17: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1: Kétdimenzios egész értékeket tartalmazo tomb.
m: Az x tomb sorainak szdma.
n: Az x tomb oszlopainak szama.
maz: Annak a sornak az indexe, ahol a legtobb nullés elem van x -ben. Ha t&bb ilyen sor is van,
akkor koziiliik a legels6 indexe.
db: Szamlalo, mely megadja, hogy = aktuélisan vizsgalt soraban hény nulla talalhato.
maxérték: Megadja, hogy x legtobb nullat tartalmazo soraban héany darab nullas van.
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2. Egy szamokat tartalmazé kétdimenziés tombnek van-e olyan sora, ami csak nullakat

tartalmaz?

Az aktualis soron beliil egy eldontéssel megadjuk, hogy minden elem nulla-e. Egy mésik eldontés
megadja, hogy van-e olyan sor, ahol minden elem nulla.

Bemenet: ©—egész kétdimenzios tomb, m —egész (tomb sorszdma), n—egész (témb oszlopszdima)
Kimenet: van — logikai

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:

fliggvény VANECSAKNULLASOR(z : egész kétdimenzids t6mb, m : egész, n : egész)
141
van < hamis
ciklus amig (i < m) A —wan
j+<1
ciklus amig (j < n)Az[i,j]=0
j+—j+1
ciklus vége
van <+ (j >n)
1+ 1+1
ciklus vége
vissza van

13: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

x: Kétdimenziés egész értékeket tartalmazéd tomb.

m: Az x tomb sorainak szama.

n: Az x tomb oszlopainak szama.

van: Logikai valtozo, amely pontosan akkor igaz, ha van olyan sor az x témbben, aminek minden
eleme nulla.
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3. Van-e két olyan sor egy szamokat tartalmazé kétdimenziés tombben, melyek ugyan-
annyi nullat tartalmaznak?

Megszamoljuk, hogy melyik sorban hény darab nulla van, és két egymasba agyazott eldontéssel
megnézziik, hogy van-e két sor ugyanannnyi nullaval.

Bemenet: ©—egész kétdimenzios tomb, m —egész (tomb sorszdma), n—egész (témb oszlopszdima)
Kimenet: van — logikai
1. fliggvény VANEKETUGYANANNYINULLASOR(z : egész kétdimenzios t6mb,m : egész,n :

egész)
2: db <+ LETREHOZ(egész)[m)]
3: db[l] 0
4: ciklus j + 1-t6l n-ig
5: ha z[1, j] = 0 akkor
6: db[1] < db[1] + 1
7 elagazas vége
8: ciklus vége
9: van < hamis
10: 142
11: ciklus amig (i < m) A —van
12: dbi] «+ 0
13: ciklus j < 1-t6l n-ig
14: ha z[i, j] = 0 akkor
15: dbli] < dbli] + 1
16: elagazas vége
17: ciklus vége
18: ] +—1
19: ciklus amig (j < i) A (db[i] # db[j])
20: j—J+1
21: ciklus vége
22: van < (j < 1)
23: 1 1+1
24: ciklus vége
25: vissza van

26: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
o 1: Kétdimenzios egész értékeket tartalmazo tomb.
e m: Az x tO6mb sorainak szama.
e n: Az x tomb oszlopainak szama.
e van: Logikai valtoz6, amely pontosan akkor igaz, ha van két olyan sor az x témbben, amelyek
azonos szamd nullat tartalmaznak.
e db: m elemi szamlalé tomb, mely megadja, hogy melyik sorban hény darab nulla talalhato.
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3. fejezet

Rendezések

Az algoritmus alkotési és programozasi gyakorlatban igen gyakran elGallo feladat, hogy a rendelkezésre
allo adatokat — amiket példaul egy témbben térolunk el — sorba kell rendezni. Emiatt szamos Gn. rendezd
algoritmust alkottak meg, melyek koziil a leginkabb ismert, egyszertien megérthetéket targyaljuk ebben
a fejezetben.

A rendezések soran mindig egy tomb elemeit fogjuk sorba rendezni, mégpedig névekvs sorrendbe.
Ehhez persze sziikséges, hogy a tomb olyan elemeket tartalmazzon, melyek egymassal 6sszehasonlithatok,
azaz barmely két elem kozott értelmezett a < relacio. A rendezés soran nem fogunk 6j tombot létrehozni a
rendezend$ adatok atmeneti tarolasara, hanem az eredeti bemeneti toémbon beliil végezziik el a rendezést.
Ennek kovetkezményeként az el6allé rendezett tomb, ami egyben az algoritmus kimenete is lesz, az eredeti
tombben &ll el6. Mindez gy is leirhato, hogy a rendezendé n elemt x tomb elemeire a rendezés végére
teljesiil, hogy

z[1] < z[2] < ... < zx[n]. (3.1)

A fejezetben ismertetett rendezések esetén a futasi idét harom szempont szerint fogjuk elemezni. Egy-
részt vizsgalni fogjuk, hogy az adott algoritmus alkalmazéasa soran hany Gsszehasonlitasra van sziikség.
Masrészt elemezni fogjuk a tombelemek kozott elvégzendd cserék szamat, illetve az elemek mésolédsanak
szamat. Az elemek kozotti cserét a 3.1. algoritmusban részletezett modon valositjuk meg. A rendezé-
seknél leirt pszeudokédokban a CSERE eljaras helyett a <+ operatort hasznaljuk, de ez csak jel6lésbeli
kiilonbozdség. Lathato, hogy egy csere minden esetben héarom értékadéssal, azaz harom elem mésolassal
valosithaté meg, ezért a cserék szdmanak mindig haromszorosa a cserék soran végrehajtott értékadasok
szama.

3.1. Algoritmus Csere
Bemenet: ¢ — T, 0—T
Kimenet: a — T, b—T
1: eljaras CsERE(cimszerint a : T, cimszerint b : T)

2: segéd < a
3: a+b
4: b+ segéd

5: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e a: Egyik cserélendd valtozo.
e b: Masik cserélendd valtozo.
e segéd: A csere megvalositasdhoz sziikséges segédvaltozo.

A futési id6 elemzése soran meg fogjuk vizsgalni a legrosszabb esetet, ami tipikusan a forditva ren-
dezett tomb esete lesz, hiszen annak érdekében, hogy egy csékkené modon rendezett t6mboét névekvs
modon rendezetté alakitsunk a lehetd legtobb cserét, illetve masolast kell végrehajtani. Vizsgalni fogjuk
azt az esetet is, amikor a tomb eleve rendezett, mert az algoritmusok ezt nem tudjék elére megallapitani,
igy érdekes lehet, hogy ilyen esetben mit tudunk mondani a futasi id6rél. Természetesen az atlagos
esettel is fogunk foglalkozni.
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Memoria helyfoglalas szempontjabol minden ismertetett algoritmus ugyanugy fog viselkedni. Ahogy
méar emlitettiik a rendezéseket a bemeneti t6mbon beliil valositjuk meg, tehat ehhez n elemi témb
esetén n elem tarolasahoz sziikséges mennyiségli memoriahely kell. Amikor két tombbeli elemet meg
fogunk cserélni, akkor a CSERE eljaras létrehoz egy 1j dtmeneti elemet, amit a csere lefutasanak idejére
a memoridban tarolnunk kell, ezért Gsszességében n + 1 elem taroldsidhoz sziikséges memoria helyre van
sziikségiink. Két ismertetett algoritmusban cserék hasznalata nélkiil fogunk rendezni, ekkor viszont egy
segédvaltozot hasznalunk majd, igy ebben az esetben is n 4 1 elemnyi memoriara lesz sziikségiink. Azzal
kiilén nem foglalkozunk, hogy a tdmbdk indexelésére hasznalt indexvaltozok tarolasra mennyi memoriara
van sziikségilink, mert az indexek mérete altalaban elenyész6 a tombelemek méretéhez képest.

A fejezetben tiz kiilonb6z6 rendezd algoritmust mutatunk be, melyek négy nagy csoportba oszthatok.
Elsgként a 3.1. alfejezetben bemutatjuk az egyszert cserés rendezést, mely egy alapvetd Otletet valosit
meg. Ennek az algoritmusnak a tovabbfejlesztéseként vezetjiik be a minimumkivélasztasos rendezést, me-
lyet a 3.2. alfejezetben mutatunk be. A 3.3. alfejezetben egy masik egyszerii 6tleten alapul6é rendezést,
a buborékrendezést ismertetjiikk. Ennek a rendezésnek is létezik javitott viltozata, a 3.4. alfejezetben
bemutatott javitott buborékrendezés. Otodik rendezési algoritmusként a beillesztéses rendezést ismer-
tetjiik a 3.5. alfejezetben. Itt is lesz majd javitasi lehetGség, igy a 3.6. alfejezetben leirjuk a javitott
beillesztéses rendezést is. Ezen utobbit még tovabb lehet fejleszteni, igy kapjuk meg a 3.7. alfejezetben
ismertetett Shell rendezést.

Az emlitett hét rendezd algoritmus koziil a szakirodalomban altalaban csak négyet talalunk meg, a
minimumkivalasztasos rendezést — amit szokas egyszertien csak kivalasztasos rendezésnek nevezni —, a
javitott buborékrendezést, a javitott beillesztéses rendezést, illetve a Shell rendezést. A mésik harom
algoritmus targyalasat didaktikai szempontok miatt tartjuk fontosnak.

Negyedik nagy csoportban két specialis rendezést targyalunk, melyek csak akkor hasznalhatok a témb-
elemek egy pozitiv egész értéki kulcs mezovel is rendelkeznek. A a 3.8. alfejezetben targyalt szétoszto
rendezés és a 3.9. alfejezetben ismertetett szamlalva szétoszté rendezés nem a bemeneti tombon beliil
rendez, igy ebben is eltérnek a tobbi targyalt rendezd algoritmustol. Ezen két rendezésben megismert
logika alapjan az egyszeri cserés rendezés is modosithato, igy kapjuk a 3.10. alfejezetben bemutatott
szamlalo rendezést.

A jegyzet kés6bbi részében, a 6. fejezetben bemutatunk két tovabbi rendezd algoritmust is, az
Osszefuttato- és a gyorsrendezést. Viszont ezek olyan algoritmus alkotasi eszkozoket hasznalnak, me-
lyekre most még nem alapozhatunk.
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Egyszeri cserés rendezés

Az egyszerii cserés rendezés Gtlete nagyon konnyen megérthets. ElGszor megvizsgaljuk, hogy a rendezen-
d6 tomb els6 eleme kisebb-e a masodik elemnél. Ha kisebb, akkor megfelel§ a viszonyuk, hiszen névekvs
modon rendezett t6mbot akarunk létrehozni. Ha viszont a masodik elem kisebb, mint az els6, akkor meg-
cseréljiik a két elemet, hogy a sorrendjiik az elvarasoknak megfelel§ legyen. Ezt kovetGen megvizsgaljuk
az els6 és a harmadik elem viszonyat. Ha a harmadik elem kisebb az elsénél, akkor cseréliink, hiszen
elérébb kell lennie a kisebb elemnek. Hasonl6 vizsgalatot végziink az els6 és a negyedik elem kozott, majd
ha sziikséges, akkor cseréliink. Addig folytatjuk a lépéseket, amig el nem jutunk odaig, hogy mar az els6
és az utols6 tombelemet hasonlitjuk 6ssze. Természetesen csak akkor cseréliink, ha az utols6 elem kisebb
az elsénél. Igy végeredményben az elsG elemet Osszehasonlitottuk az Gsszes tébbi elemmel, és ha az elsé
elem nem volt kisebb a mésik elemnél, akkor cserét hajtottunk végre. Ennek eredményeként biztos, hogy
a tomb legkisebb eleme keriilt az els helyre, tehat a végsé helyén van.

Ezt koévetSen a masodik elemet is hasonlé médon Gsszehasonlitjuk az Osszes 6t kdvetével, és ha
sziikséges, azaz a nagyobb indexi elem kisebb értéki, mint a masodik, akkor cseréliink. Miutan a
mésodik elemet az Osszes 6t kovetGvel Gsszehasonlitottuk, és ha kellett, cseréltiink, biztosak lehetiink
abba, hogy a masodik legkisebb elem keriilt a masodik helyre, azaz a végleges helyére.

Ezt az eljarast kovetjiik a harmadik elemre, majd a negyedikre, és igy tovibb egészen az utolséd eltti
elemig. A vizsgalt elemet mindig 6sszehasonlitjuk az Gsszes 6t kbvetGvel, és sziikség esetén cseréliink, igy
az algoritmus végére minden elem biztosan az elvart helyére keriil, igy az egész tomb rendezetté valik.
Nem szorul talan magyarazatra, hogy miért pont az egyszerd cserés nevet kapta ez a rendezési modszer,
hiszen tényleg nem tesziink mast csak cserélgetiink.

Az ismertetett Otlet pszeudokdddal torténd leirdasat a 3.2. algoritmus adja meg. A 2. sorban kezddé
kiils6 szamlalos ciklus ¢ ciklusvaltozoja a tombnek azt az elemét fogja indexelni, amelyet a tobbi elemmel
Osszehasonlitunk egy futamon beliil. A 3. sorban kezd6d& belss ciklus ciklusvaltozojaval pedig rogzitett
i index mellett az Gsszes i-nél nagyobb indexi elemet fogjuk indexelni, ezért j értéke (i + 1)-t6l n-ig
megy. A két ciklus gondoskodik a tomb bejarasarol. A ciklusmagban meg kell valésitanunk az i-edik és
az 6t kovet§ valamely elem Osszehasonlitasat. Ez torténik meg a 4. sorban szerepls elagazasban. Ha az
x[i] > x[j] feltétel igaz, azaz az i-edik elem utani aktualis elem kisebb, mint az i-edik, akkor cserélni kell
a két elemet, ahogy az az 5. sorban meg is torténik.

3.2. Algoritmus Egyszeri cserés rendezés

Bemenet: © — T t6mb,n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: z — T rendezett tomb
1: eljaras EGyszERUCSERESRENDEZES(cimszerint z : T tOmb, n : egész)
ciklus i < 1-t6l (n — 1)-ig
ciklus j < (i + 1)-t6l n-ig
ha z[i] > z[j] akkor
] < x[j]
elagazas vége
ciklus vége
ciklus vége
eljaras vége

© P NPT kRN

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A rendezni kivant tomb. Az z tOomb elemeinek Osszehasonlithatonak kell lennie. Az eljaras a
tombot helyben rendezi.
e n: A paraméterként atadott tomb mérete.

3.1. Példa. Adott a4, 3,8, 6, 1 elemeket tartalmazé x témb. Feladatunk, hogy névekvé moédon rendez-
ziik a tombot az egyszeri cserés rendezés 3.2. algoritmusanak hasznalataval. Az algoritmus futasa sorén
az 1 és 7 indexek alakulaséat, valamint a tombben bekdvetkezd valtozasokat a 3.1. abran szemléltetjiik.

Elst 1épésként elindul az algoritmus 2. soraban talalhato ciklus, igy ¢ értéke 1 lesz. Majd a 3. sorban
1év6 belss ciklushoz keriil a vezérlés, ezért j értéke 2 lesz. Osszehasonlitjuk az x[i] és x[j] értékét, és
mivel z[i] > z[j], ezért megcseréljiik a két megindexelt elemet, ahogy a 3.1a. abran lathato.
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(a) Mivel x[i] > z[j], ezért (b) z[é] < z[j], nem cseréliink. (¢c) z[f] < z[j], nem cseréliink.
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(d) Mivel z[i] > x[j], ezért (e) z[i] < x[j], nem cseréliink. (f) z[i] < z[j], nem cseréliink.
N
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(g) Mivel z[i] > z[j], ezért (h) Mivel z[t] > z[j], ezért (1) Mivel z[i] > z[j], ezért
zfi] < z[j]. i) < x[j]. zfi] < z[j].
I EERER RIS
i
S I EEEREEEY

() Mivel z[i] > z[j], ezért

3.1. abra. Egyszerii cserés rendezés. A példan a 3.2. algoritmusnak megfelel6en nyomon kévethetjik az
1 és j indexek alakulésat, valamint az elvégzett cserék eredményeit.
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Ezutan a belsé ciklusban j értéke 3-ra névekszik. Mivel most x[i] < x[j], tehat az algoritmus 4. so-
raban talalhato feltétel hamis, ezért nem kell cserét végrehajtanunk (1d. 3.1b. abra). A bels§ ciklusban
j értéke 4-re novekszik, viszont ekkor is x[i] < x[j], ezért nem hajtunk végre cserét (ld. 3.1c. abra). Ezt
kévetGen j értéke 5-re novekszik. Mivel ekkor z[i] > x[j], ezért meg kell cserélni az i-edik és j-edik
elemet (ld. 3.1d. 4bra). Vegyiik észre, hogy a tomb els6 elemét minden mas elemmel Gsszehasonlitottuk,
ha kellett cseréltiink, igy a tomb els6 helyén a legkisebb elem talalhato.

Mivel a belsg ciklus végére értiink, ezért a vezérlés ismét a kiils6 ciklus fejéhez keriil, ahol i értéke
2-re valtozik. A belss ciklus djra elindul, de most j kiindulasi értéke mar 3 lesz. Mivel z[2] < z[3],
ezért nem torténik csere (ld. 3.1e. abra). A kovetkezd lépésben j értéke 4-re novekszik és ekkor sem kell
cserét végrehajtani, ahogy az a 3.1f. 4bran is lathato. Ezutan j = 5 esetén x[i] > z[j], ezért cserét kell
eszkozolni (1d. 3.1g. abra). A bels§ ciklusnak ismét a végére értiink, mostanra a tomb masodik legkisebb
eleme is a helyére keriilt.

A kiils6 ciklusban noveljik i értékét 3-ra, majd a bels6 ciklusban j felveszi a 4 értéket. Mivel
x[3] > x[4], ezért cserélni kell (1d. 3.1h. abra). Ezutan j 5-re valtozik és ismét cserét kell végrehajtani,
amint az a 3.1i. dbréan is lathato. Mivel a belsd ciklus ismét a végére ért, {gy érdemes észrevenni, hogy a
harmadik legkisebb elem is a helyére keriilt.

A kiils6 ciklus utoljara fut le ezt kovetSen ¢ = 4 értékkel. Ekkor j csak az 5 értéket veszi fel. Mivel
x[i] > x[j], ezért egy cserét még végre kell hajtani (1d. 3.1j. abra). Minden ciklus végére értiink, igy az
algoritmus futasa véget ér, a tombiink pedig rendezetté valt. 9

Futasi id6 elemzése. Vizsgaljuk meg, mit mondhatunk az egyszeri cserés rendezés futasi idejérsl.
Ahogy a fejezet elején, a rendezések bevezetésénél mar emlitettiik, a futasi id6t az Osszehasonlitasok,
cserék és masolasok szdméanak vizsgalataval elemezziik, legrosszabb, legjobb és atlagos esetben.

Eszrevehetjiik, hogy az algoritmus 4. soraban talalhato Gsszehasonlitast pontosan annyiszor végezziik
el, ahényszor a bels6 ciklus lefut. Meg kell tehat hataroznunk, hogy ez hanyszor térténik meg. Amikor
i = 1, akkor a belsé ciklus j valtozoja n — 1 kiillénbozd értéket vesz fel, tehat ennyiszer fut le a belsé
ciklus. Az i = 2 esetén (n — 2)-szer fut a bels6 ciklus, ¢ = 3-nal pedig (n — 3)-szor. Azt kell tehat
meghataroznunk, hogy mivel egyenls az

m—-1)+n-2)+n-3)+...+2+1 (3.2)
Osszeg. Matematikai ismereteinkbdl tudjuk, hogy ez pont egyenls az

n(n—1)

5 (3.3)

értékkel. Ez lesz tehat az 0sszehasonlitasok szama, barmilyen is volt a rendezés el6tt a tombiink.

Nézziik meg ezt kovetSen, mi a helyzet az algoritmus 5. soraban talalhaté cserék szaméaval. Ezek szdma
maér fiigg attol, hogy az aktualisan vizsgalt két tombelemnek milyen a viszonya. Ha a tombiink kezdetben
csOkkend modon rendezett volt, akkor minden sszehasonlitasnal igaz lesz az x[i| > x[j] feltétel, ezért
ugyanannyi cserét kell végezniink, mint amennyi az Gsszehasonlitasok szama. Igy kijelenthetjiik, hogy
legrosszabb esetben a cserék szama is % lesz. Vizsgaljuk meg most a legjobb esetet, azaz amikor a
tombiink eleve névekvé modon rendezett volt. Mivel ilyenkor minden lehetséges i és j esetén z[i] < z[j],
igy az algoritmus 4. soraban lévé feltétel mindig hamis lesz, tehat soha nem fogunk cserélni. Atlagos
esetben a cserék darabszama % . nin=l)

Mivel a maésolasok szama a cserék szamanak héromszorosa, ezért legrosszabb esetben 3 - @,
legjobb esetben pedig nulla masolas fog végrehajtodni.

Osszességében azt mondhatjuk az egyszerd cserés rendezés algoritmusarol, hogy minden esetben a
tomb meéretével négyzetesen aranyos a futasi idG, hiszen mar az Osszehasonlitasok szama is ilyen. Azaz
a futasi id6 biztos, hogy O (n2)—es. &

lesz.
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Minimumkivalasztasos rendezés

Az egyszeri cserés rendezés miikodési elve az volt, hogy az elsé elemtdl az utolso elGtti elemig bejarjuk a
rendezendd tombiinket, és az aktuélis tombelemet Gsszehasonlitjuk az Gsszes 6t kévetGvel. Amennyiben
azt talaljuk, hogy az aktualis elem utani valamely elem kisebb az aktuéalis elemnél, akkor kicseréltiik a
két elemet. Ennek eredményeként azt tapasztaltuk, hogy elGszor a legkisebb elem keriilt az els helyre,
majd a mésodik legkisebb a masodik helyre, és igy tovabb, egészen a témb végéig. Ennek eléréséhez
viszont szdmos cserét kellett végrehajtanunk.

Erdemes azt megvizsgalni, hogy nem lehetne-e hasonlé eredményt elérni gy, hogy a cserék szamat
jelentGsen lecsokkentsiik, ezaltal az algoritmusunk futasi idejét redukaljuk. Ennek érdekében azt fogjuk
tenni, hogy el6szor megvizsgaljuk, hogy a teljes tombben melyik elem a legkisebb értékd. Fzt az elemet
kicseréljiik az els6 elemmel, igy az mar biztos a helyére keriil. Ezt kévetGen mar csak a tomb fennmarado
elemeivel kell foglalkoznunk. Megkeressiik a masodik és az utolsé elem kozottiek kozil a legkisebbet,
majd ezt kicseréljiik a masodik elemmel. Ennek eredményeként mar a tomb elsd két eleme a helyén lesz.
Folytatjuk az eljarasunkat, a harmadik elemtdl a tomb végéig megkeressiik ismét a legkisebb elemet, majd
ezt kicseréljiik a harmadik elemmel. Ezt az eljarast kovetjiik addig, amig az utolsd keresést mar csak
az utolsd el6tti és az utolséd elembdl &llo résztombben hajtjuk végre, majd a két elem koziil a kisebbiket
kicseréljiik az utolso el6tti elemmel. Ha ezt az Gtletet megvalositjuk a tombiink rendezetté valik.

Az ismertetett gondolatot viszonylag egyszertien meg tudjuk valésitani, mert csak egy ciklusra van
sziikségiink, amely a tomb els6 elemétdl az utolso elGtti elemig fut. Ezen ciklus belsejében pedig meg kell
keresniink a minimalis elemet. A legkisebb elemet a 2.1.6. fejezetben megismert maximumkivilasztas
programozasi tétel modositasaval konnyen meg tudjuk taladlni. A minimalis elem kivalasztasat kovetGen
méar csak egy cserét kell végrehajtanunk. A minimumkivalasztasos rendezés konkrét megvaldsitasat
a 3.3. algoritmus irja le pszeudokdéddal.

3.3. Algoritmus Minimumkivalasztasos rendezés

Bemenet: z — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: x — T rendezett témb
1: eljaras MINIMUMKIVALASZTASOSRENDEZES(cimszerint z : T t6mb, n : egész)
2 ciklus i + 1-t6l (n — 1)-ig
3 min <1
4 ciklus j + (i + 1)-t6l n-ig
5: ha z[min] > z[j] akkor
6: min < j
7 elagazas vége
8 ciklus vége
9 x[i] <> z[min]
10: ciklus vége
11: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A rendezni kivant témb. Az z tOomb elemeinek 6sszehasonlithatonak kell lennie. Az eljaras a
tombot helyben rendezi.
e n: A paraméterként dtadott tomb mérete.
e min: A tomb egy bejarasan beliil a megtalalt minimalis értéki elem indexe.

A 2. sorban kezdd6dé kiilsé ciklussal jarjuk be a tombiinket az els6 elemtél az utolso eltti elemig. Az
algoritmus lényege az — ahogy ezt mar korabban emlitettiik —, hogy az i-edik és az n-edik elem kozotti
elemek koziil valasztjuk ki a minimélis értékit, majd ezt a miniméalis elemet kicseréljiik az i-edik elemmel.
Tehat a kiils6 ciklus azt az elemet fogja indexelni, ami a vizsgaland6 tombrész elsG eleme, illetve amely
elem a kiils6 ciklus magjanak minden egyes lefutasa végén méar a végleges értékét veszi fel.

A 3. sorban elindul a minimumkivélasztas eljarasa, amely egészen a 8. sorig tart. Kijeloljiik a kez-
detben minimalis értéki elemnek tekintett elem indexét, ami az ¢ lesz (1d. 3. sor), majd bejarjuk a
vizsgaland6 tombrész fennmaradé elemeit. Ezt a bejarast valositja meg a 4. sorban kezd&dé belsé cik-
lus. A bels6 ciklus magjaban 6sszehasonlitjuk az eddigi minimalis elemet az aktualis tombelemmel, azaz
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x[j]-vel (5. sor). Ha az aktudlis elem kisebb mint az eddigi minimum, akkor 4j minimumot talaltunk,
ezért a min valtozoban tarolt indexet feliilirjuk az aktudlis elem j indexével (1d. 6. sor).

Amikor a bels§ ciklus végére ériink, akkor a min index az i-edik és az n-edik elem kozotti elemek
minimumaénak indexét tartalmazza. Mivel a minimalis értékii elemet az i-edik helyre szeretnénk helyezni,
hiszen ez az algoritmusunk 8 célja, ezért kicseréljiik az i-edik és a min-edik elemet (1d. 9. sor). Ha ezt
minden i-re megvaldsitjuk, akkor végeredményben a tombiink rendezetté valik.

a Megjegyzés N

Az algoritmus 9. soraban 1évé cserét abban az esetben is végrehajtjuk, ha a legkisebb elem

épp az i-edik, azaz ha min = i. Ennek kivédését csak agy tudjuk megtenni, ha a csere elé

besztrunk egy feltétel vizsgalatot. Igy csak akkor cseréliink, ha a min # i feltétel teljesiil.

A felesleges cserét ilyen modon sikeriil kikiiszobolniink, viszont megjelenik egy uj feltétel,

amit akkor is ki kell értékelni, amikor cserélni kell, tehat ilyenkor pedig a feltétel vizsgalat

lesz felesleges. Ezek alapjan dontottiink ugy, hogy inkdbb minden esetben elvégezziik a
Knéha feleslegesnek tiinG cserét. Y,

N

Megjegyzés B

A szakirodalomban sokszor a minimumkivalasztasos rendezést egyszertien csak kivalaszto
rendezésnek® hivjdk. Mi azért valasztottuk inkabb az itt hasznalt elnevezést, mert igy
jobban latszik, hogy egy jol ismert programozéasi tételt hasznalunk a kiilsé ciklus magja-
ban.

K *Angolul: selection sort j

3.2. Példa. Nézziik végig egy konkrét példan hogyan rendez egy tombot a minimumkivéilasztasos
rendezés 3.3. algoritmusa. A 3.2. abran kévethetjiik nyomon a 4, 3, 8, 6, 1 elemeket tartalmaz6 = témb
rendezésének l1épéseit.

Els6ként beléplink az algoritmus 2. soraban kezd&dd ciklusba, az ¢ index értéke 1 lesz. Meg kell
keresniink a tomb legkisebb elemét, hogy ezzel cserélhessiik majd ki a jelenlegi elsé elemet. Ehhez
minimumkivalasztast hajtunk végre, ami a min index inicializalasaval kezdddik, igy min is felveszi az 1
értéket. Belépiink a 4. sorban kezd6dd belss ciklusba, j kezdeti értéke 2 lesz. Kovetkezeik az 5. sorbeli
feltétel vizsgéalat. Mivel a masodik elem kisebb, mint az elsd, ezért min értékét kettére valtoztatjuk,
ahogy ez a 3.2a. abréan is lathato.

A belss ciklusban tovabblépiink, j értéke haromra né. Mivel a harmadik elem nagyon, mint z[min],
ezért nem kell a min értékét modositani (Id. 3.2b. abra). Ezutan ismét né j értéke és z[min] < z[j]
teljestil, ezért most sem modositunk semmit (I1d. 3.2c. dbra). Kévetkezs 1épésben a j index 5-re névekszik.
Mivel z[5] < z[min], ezért min értékét 5-re modositjuk (1d. 3.2d. dbra). A j értéke elérte az 5-6t, igy a
belsé ciklus végére értiink. Ekkor megeseréljiik az i és a min indexd elemeket (1d. 3.2e. abra). Jol lathato,
hogy a kiils6 ciklusmag elsé végrehajtdsanak végére a tomb legkisebb eleme a témb elejére kertiilt.

A kiils6 ciklusban i értékét 2-re noveljiik, tehat kezdddik a témb méasodik legkisebb elemének megke-
resése, amely a jelenlegi masodik és utolsé elem kozotti elemek minimuma. Ennek érdekében min felveszi
a 2 értéket, a belss ciklus elején pedig j a 3-at. Mivel z[2] < z[3], ezért min értékén az Gsszehasonlités
utan nem modositunk (I1d. 3.2f. abra). A bels6 ciklusban j 4-re, majd 5-re novekszik, de mindkét elem
nagyobb a maéasodiknal, igy nem modositjuk a min indexet (1d. 3.2g. és 3.2h. abrak). Mivel a bels6
ciklusnak ismét a végére értiink, ezért végrehajtunk egy cserét az i-edik és a min indext elemek kozott
(1d. 3.2i. 4bra). Ez a csere most semmilyen tényleges valtozast nem fog eredményezni, hiszen min = i.

Mar az els§ két elem a helyén van a tombben, ismét kovetkezik a kiils§ ciklusban i névelése. A
min értéke egyenls lesz i-vel, azaz 3-mal. A belss ciklusban j kezdeti értéke 4 lesz, majd kovetkezik a
j-edik és a min-edik elem Osszehasonlitasa. Mivel a negyedik elem kisebb a harmadiknal, ezért a min
index 4-re modosul (1d. 3.2j. abra). Amikor j-t 5-re noveljiik, akkor hasonlé esettel taldlkozunk, ahogy
az a 3.2k. abran is lathato. A bels§ ciklus végére értiink, ezért meg kell cserélni az i és a min indexi
elemeket, aminek eredményeként mar a tomb els6 harom eleme a rendezettségnek megfelels helyére keriilt
(1d. 3.21. abra).

Kovetkezik a kiilss ciklus utolso lefutasa ¢ = 4 érték mellett. A min is 4 lesz, j pedig 5-6t vesz fel
kezdeti értékként a belsé ciklusban. Mivel az 6t6dik elem nagyobb a negyediknél, ezért nem fogjuk a
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FAAY
i min J
(a) Kezdetben i < 1 és kiindulas-

ként min <+ 1. Mivel z[min] > z[j],
ezért min < j.

- OO e
1 ¥
i min J

(c) Mivel z[min] < x[j], ezért nincs
teendd.

w35 o 1]

o o [e o 7]

(e) A belss ciklus végére értiink,
ezért x[min] < z[i].

w138 ] 8 [6
FAN 3
1 minj

| 4]

(g) Mivel z[min] < z[j], ezért nincs
teendd.

- O s [
ot f
T ominJ
(b) Mivel z[min] < z[j], ezért nincs
teendd.
- s o o
1 ¥
i min 7
mla]sfs]o6]1]
Iy AW
i min J

(d) Mivel z[min] > x[j], ezért
min < j.

. [T 1]
AR X
i min J

(f) A kiils6 ciklusban tovabblépiink,
azaz i < 2 és min < i. Mivel
xz[min] < x[j], ezért nincs teendd.

o [ s o [
FAN
7 min

(h) Mivel z[min] < z[j], ezért nincs
teendd.

3.2. abra. Minimumkivélasztasos rendezés. Az abran nyomon kovethetjiik az egyes indexek, valamint a
tomb elemeinek alakulésat a 3.3. algoritmusnak megfelelGen.

Sergyan Szabolcs 97 Obudai Egyetem

Neumann Janos Informatikai Kar



FANEERN
0 i min J
1|38 ]6] 4] 1|38 |6] 4]
FAN FAR AN
i min i min J
(i) A belss ciklus végére értiink, (j) A kiilss ciklusban tovabblépiink,
ezért z[min] < z[i], még akkor is, azaz i < 3 és min < i. Mivel
ha min = 1. xz[min] > x[j], ezért min + j.

I EEEREREAEN
FF f o\
i min J x:|1 |3|8|6|4|
w138 ]|6]4] i t
; A 1 min
i min J x: | 1 | 3 | 4 | 6 | 8 |
(k) Mivel z[min] > z[j], ezért (1) A belss ciklus végére értiink,
min < j. ezért x[min] < z[i].
Q
- o L o N EEAEEEEEN
FANEERY FAN
i min J i min
(m) A kiils6 ciklusban tovabblépiink, (n) A Dbelss ciklus végére értiink,
azaz i < 4 és min < i. Mivel ezért z[min] < z[i], még akkor is,
z[min] < x[j], ezért nincs teendd. ha min = i.

3.2. abra. Minimumkivélasztasos rendezés. Az abran nyomon kovethetjiik az egyes indexek, valamint a
tomb elemeinek alakulasat a 3.3. algoritmusnak megfelelGen (folyt.).
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min indexet modositani (1d. 3.2m. abra). Végre kell még hajtanunk egy cserét, ami jelen esetben egy
helyben hagyas lesz (1d. 3.2n. abra). Az algoritmusnak ekkor a végére ériink, hiszen az i valtozo elérte
maéar az utolso értékét. Jol lathatd, hogy az x témb névekvé modon rendezetté valt. q

Futasi id6 elemzése. Az algoritmus megismerését kovetGen vizsgaljuk meg, hogy tényleg sikeriilt-e
javitanunk a rendezés futasi idején az egyszerd cserés rendezéshez képest.

Vizsgaljuk meg els6ként az Gsszehasonlitasok szamat, azaz hogy hanyszor keriil a vezérlés az algorit-
mus 5. sorahoz. Ha az 4 ciklusvaltozo értéke 1, akkor a belss ciklus (n — 1)-szer fut le, tehat a feltételbeli
Osszehasonlitast is (n — 1)-szer végezzik el. Az i = 2 esetén ez a szam n — 2 lesz. Konnyen latha-
t6, hogy i névekedésével a belss cikluson beliili 6sszehasonlitdsok szama mindig eggyel csokken. Tehat
végeredményben az Osszes Osszehasonlitdsok szama

m—1+n—-2)+...+1 (3.4)

lesz. Igy az 6sszehasonlitasok szama:
n(n—1)
5 .

Ez az eredmény nem fiigg attol, hogy a bemeneti tombiink milyen volt rendezettség szempontjabol, tehat
az Osszehasonlitasok szama minden esetben pontosan ugyanannyi, mint az egyszerd cserés rendezésnél.
Igy itt nem értiink el javulast.

Nézziik most a cserék szamat. Cserét csak a kiilss ciklusmag lefutasanak végén végziink. Igy pontosan
annyi cserénk lesz, mint ahanyszor lefut a kiilsg ciklus. Ez az érték pedig n — 1. A masolasok szdma is
konnyen meghatérozhaté igy mar: 3- (n — 1). Vegyiik észre, hogy a cserék és mésolasok szama sem fligg
attol, hogy milyen a rendezendd tombiink.

Kérdés, hogy sikeriilt-e javitanunk a rendezés futasi idején az egyszert cserés rendezés futasi idejéhez
képest. Azt mondhatjuk, hogy atlagosan igen, mivel az egyszert cserés rendezés cseréinek atlagos szama
5 - ”("2 D) , mig a minimumkivalasztasos rendezésnél mindig csak n darab cserét hajtunk végre. A futasi
1do csak akkor fog romlani, ha a bemeneti tomb eleve rendezett volt, mert egyszerti cserés esetben ilyenkor
egyetlen csere sem lesz, mig a minimumkivalasztasos esetben ekkor is megtorténik az n — 1 darab csere.

Osszességében azt mondhatjuk, hogy a minimumkivalasztasos rendezést akkor érdemes hasznalni,
ha a cseréket lassan tudjuk megvalositani, mert ezek szdmaban sikeriilt jo eredményt elérni. (Késsbb
latni fogjuk, hogy ilyen alacsony csere szamot més algoritmussal sem tudunk atlagos esetben elérni.)
A minimumkivalasztasos rendezés teljes futési ideje viszont az Osszehasonlitdsok szama miatt szintén

O (n2)—es. &

(3.5)
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Buborékrendezés

A buborékrendezés! az egyik legismertebb rendezési eljaras. Ha egy laikust megkérdeznek, hogy milyen
rendezd algoritmusokrol hallott, nagy valdszintiség szerint a buborékrendezést emliteni fogja. Keérdés
persze, hogy az ismertség egyiitt jar-e a hatékonysaggal.

A buborékrendezés az egyszert cserés rendezéshez hasonléan egy nagyon egyszeri otletet valosit meg.
Csak osszehasonitasokat kell végezniink az elemek kozott, illetve ha sziikséges, akkor cserélniink. Ami
viszont megkiilonbozteti az egyszeri cserés rendezéstdl az az, hogy az Osszehasonlitdsokat és a cseréket
is mindig szomszédos elemek kozott hajtjuk végre.

A rendezé algoritmus lényege, hogy Osszehasonlitjuk a szomszédos elemet, és amennyiben a kisebb
index elem nagyobb mint a nagyobb indext elem, akkor megcseréljiik ket a névekvs rendezettség elérése
érdekében. Az Osszehasonlitdsokat az elsé elemtsl kezdjiik, azaz elGszor az els§ és mésodik elemmel
foglalkozunk. Ezt kovetGen a mésodik és harmadik elemet vetjiik 6ssze, majd jon a harmadik és a
negyedik, és egészen igy haladunk mig a tomb végére nem ériink. Legvégiil tehat az utolso el6tti és
az utolso elemet hasonlitjuk Ossze, és ha sziikséges, cserét is végrehajtunk. Természetesen attol, hogy
egyszer igy megvizsgaltunk és sziikség esetén megceseréltiink minden szomszédos part, még nem valik
teljesen rendezetté a témbiink. Viszont minden elem feltehetSleg kozelebb keriil a végleges helyéhez,
mivel a kisebb elemek elérefelé, a nagyobb elemek pedig hatrafelé mozdulnak el a cserék soran. S6t a
legnagyobb elem biztos, hogy a végleges helyére keriil, mivel barmely 6sszehasonlitasnal amennyiben nala
kisebb elemet talaltunk a ,,jobbjan”, akkor mindig megcseréltiik 6ket. Azt lathatjuk tehat, hogy itt egy
bejaras soran a legnagyobb elem fog a végleges helyére keriilni. Ez egy lényeges kiilonbség az egyszert
cserés rendezéshez képest, mert ott a legkisebb elem kertilt elgszor a tomb elejére. Az, hogy a legnagyobb
elem eljut az elsé bejaras sorédn a legnagyobb indexi helyre, indokolja a rendezés elnevezését, hiszen a
nagy buborékok szallnak felfelé a folyadék felszinére.

Az elst bejarast kovetSen hogyan folytatodik tovabb az algoritmus futasa? Ismét elkezdjiik a szomszé-
dos elemek Gsszehasonlitasat és esetleges cseréjét a tomb elejérdl a vége felé haladva. Viszont a masodik
bejarasnal mar nem fogunk a tomb végéig elmenni, hiszen a legutols6 elemmel kar foglalkozni, az méar
biztos a helyén van. Igy egy n elemii tomb esetén a méasodik bejaras soran az utolsé Gsszehasonlitas az
(n — 2)-edik és az (n — 1)-edik elem kozott fog megtorténni. A masodik bejaras végére biztosak lehetiink
abban, hogy a masodik legnagyobb elem is biztosan a helyére, az n — 1 indexti poziciéba keriil.

Az algoritmus egy tjabb bejaras folytatodik, amikor is az els§ partol indulva hasonlitunk és sziikség
esetén cseréliink mindaddig, amig el nem jutunk az (n — 3)-adik és (n — 2)-edik elemekbdl all6 parig.
A bejarasok ilyen sorozatat végezziik addig, amig az utolsé bejaras soran mar csak az els§ és masodik
elemet kell 6sszehasonitanunk és esetleg cserélniink. Jol lathato, hogy az ismertetett algoritmus hatasara
a rendezenddé tomb gy valik névekvé mdédon rendezetté, hogy a rendezett allapotot hatulrél elére felé
haladva éri el. A buborékos rendezés pszeudokoddal torténd leirdsat 3.4. algoritmusban lathatjuk.

3.4. Algoritmus Buborékrendezés

Bemenet: z — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T sszehasonlithatod
Kimenet: z — T rendezett tomb
1: eljaras BUBOREKRENDEZES(cimszerint z : T t6mb, n : egész)
ciklus ¢ < n-t6l 2-ig
ciklus j < 1-t6l (i — 1)-ig
ha z[j] > z[j + 1] akkor
[j] &z +1]
elagazas vége
ciklus vége
ciklus vége
eljaras vége

© % N> g kN

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: A rendezni kivant tomb. Az z tomb elemeinek Osszehasonlithatonak kell lennie. Az eljaras a
tombot helyben rendezi.
e n: A paraméterként atadott tomb mérete.

1 Angolul: bubble sort
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Az algoritmus a 2. sorban kezdsdé kiils§ ciklussal indul. Az i ciklusvaltozo a tomb méretétsl (n)
halad —1-esével 2-ig. Az i valtozo mindig azt jelzi, hogy az Osszehasonlitasok soran, melyik az utoljara
Osszehasonlitando elem. Kezdetben ez n, hiszen a témb végéig haladva minden szomszédos péart meg
akarunk vizsgélni. Ahogy haladunk elére az algoritmusban, tgy i értéke folyamatosan csékkenni fog,
hiszen a tomb végén a helyiikre keriil6 elemekkel méar nem kell a késGbbiekben foglalkozni.

A 3. sorban egy ujabb ciklus veszi kezdetét. Ennek j ciklusvaltozoja 1-t6l (¢ — 1)-ig halad elére. A j
valtozot fogjuk a tomb indexelésére hasznélni, mindig a j-edik és a (j + 1)-edik elemet vizsgalva. A bels6
ciklus magjédban Ossze kell hasonlitanunk az aktuélis két szomszédos elemet (1d. 4. sor). Amennyiben
x[j] > x[j+1], akkor cserét kell végrehajtanunk, ahogy azt az 5. sorban meg is tessziik. Ha z[j] < x[j+1],
akkor az elvart rendezettségnek megfelel6 a két szomszédos elem viszonya, ezért semmilyen teendénk
nincs.

3.3. Példa. Nézziik végig, hogy miként rendezi a buborékos rendezés 3.4. algoritmusa a 6, 1, 4, 3, 8
elemekbdl allo tombot. Az algoritmus egyes 1épései nyomon kévethetdk a 3.3. abran is.

El6szor belépiink a 2. sorban kezd6dd kiilsé ciklusba, az 7 valtozo felveszi a tomb méretének értékét.
Tudjuk, hogy i azt jeloli, hogy az els bejaras soran meddig fogjuk a parokat vizsgalni. Az els6 bejarasnél
tehetd végigmegyiink egészen az 6tédik elemig. Az algoritmusban tovdbbhaladva belépiink a 3. sorbeli
belsé ciklusba, a j index 1-t6l indul. Osszehasonlitjuk az elss és a masodik elemet (1d. 4. sor). Mivel az
els6 elem a nagyobb, ezért megcseréljiik a két elemet (1d. 5. sor). Ezek a lépések lathatok a 3.3a. dbran
is.

A belso ciklusban j értékét 2-re noveljiik, majd Osszehasonlitjuk a maésodik és a harmadik elemet.
Mivel a kisebb indext elem a nagyobb értéki, ezért megcseréljiik a két elemet (1d. 3.3b. abra). Ezutan j
értéke 3-ra nd, majd dsszehasonlitjuk a harmadik és a negyedik elemet. Mivel a harmadik elem a nagyobb,
ezért ismét cseréliink (Id. 3.3c. abra). A belss ciklusban j értékét 4-re valtoztatjuk, és dsszehasonlitjuk
a negyedik és az 6todik elemet. Mivel a negyedik elem mar eleve kisebb volt mint az 6t6dik, ezért nincs
sziikség cserére (1d. 3.3d. abra). A belss ciklus végére értiink. Vegyiik észre, hogy a legnagyobb elem
biztosan a helyére keriilt, igy ezzel az elemmel a tovabbi feldolgozas soran mar nem foglalkozunk.

A kiils6 ciklusban i értékét 4-re csokkentjiik, azaz a tombnek méar csak az els§ négy elemére fokusza-
lunk mostantol. A belsé ciklusban j értéke felveszi az 1 értéket. Osszehasonlitjuk az els6 és a masodik
elemet, és mivel a novekvs rendezettségnek megfelels a viszonyuk, ezért nem cseréliink (l1d. 3.3e. abra).
A j értékét 2-re noveljitk, majd dsszehasonlitjuk a masodik és a harmadik elemet. Mivel z[2] > z[3], igy
megcseréljik ket (1d. 3.3f. abra). Ezutan j 3-ra ng, kovetkezik a harmadik és negyedik elem Gsszevetése.
Mivel a harmadik elem kisebb, ezért nincs sziikséglink cserére (1d. 3.3g. abra). A belss ciklus végén
lathato, hogy a negyedik elem is a helyén van mar. A konkrét példanal azt latjuk, hogy ugyan mar
minden elem a helyén van, de az algoritmus ett&l még nem ér véget.

A kiils6 ciklusban ¢ értéke tjra eggyel cs6kken, mostantol 3 lesz. A bels6 ciklusban j ismét 1-t61 kezdi
novekedését. Osszehasonlitjuk az elss és masodik elemet és nem cseréliink (Id. 3.3h. dbra). A j értéke
2-re né, Osszehasonlitjuk a masodik és harmadik elemet, és most sem végziink cserét (ld. 3.3i. abra).
A bels6 ciklusnak ismét vége, a kiils§ ciklusban pedig i 2-re cstkken. A bels§ ciklusban j felveszi az 1
érteket. Osszehasonlitjuk az els6 és a masodik elemet, amelyek mar rendezettek, ezért nem cseréliink
(1d. 3.3j. abra). Ekkor mindkét ciklus végére értiink, a tombiink rendezetté valt. ¢

( Megjegyzés w

Az el6z6 példaban lathattuk, hogy a 3.3f. Abran szemléltetett cserét kbvetGen a tombiink
méar rendezett lett, de az algoritmusunk ezt nem vette észre, pedig itt befejez6dhetett
volna. A 3.4. fejezetben meg fogjuk vizsgélni, hogy miként lehetne ezt a hianyossagat az
algoritmusnak kikiiszobdlni.

Futasi id6 elemzése. A futasi id6 elemzést ismét két részre bontjuk. ElGszor az Gsszehasonlitasok
szamét, majd a cserék és mésolasok szamat vizsgaljuk meg.

A 3.4. algoritmus 4. sordban 1é6v6 Osszehasonlitas a bels6 ciklus minden lefutasakor kiértékelésre
kertil. A belss ciklus i = n esetén (n — 1)-szer fut le, i = n — 1 esetén (n — 2)-szer és igy tovabb. Az
Osszehasonlitdsok szama igy az el6zd két fejezetben mar megismert érték lesz, azaz

n(n—1)

(=1 +(n=2)+...+1= " (3.6)
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S EE AN ENEN

(a) Mivel z[j] > z[j + 1], ezért
zlj] < z[j + 1].

o o L] ]
*

7 J+1 4
[ a o]+

(c) Mivel z[j] > z[j + 1], ezért
zlj] < xlf + 1.

- [ o ]+ ]

Jj Jg+1 i

(e) Mivel z[j] < z[j + 1],
ezért nem cseréliink.

SEREN N
A w
7 7+1 7

(g) Mivel z[j] < z[j + 1], ezért nem
cseréliink.

o+ [ T o ]+ ]
A
7 7+1 )

(i) Mivel z[j] < x[j + 1], ezért nem
cseréliink.

3.3. abra. Buborékrendezés. A példan a 3.4. algoritmusnak megfeleléen nyomon kovethetjiik az i és j

o [T a5 ]
*

J Jj+1
[T 5]+ ]

(b) Mivel z[j] > z[j + 1], ezért
z[j] < xj + 1].

(1 5 [l
F AR A
JjJ+1 i

(d) Mivel z[j] < z[j + 1],
ezért nem cseréliink.

o [ o+ ]
Ff 1
j g+1 4
o[ o]+

(f) Mivel z[j] > x[j + 1], ezért
z[j] & alj +1].

- [ o ]

joi+1l

(h) Mivel z[j] < z[j + 1], ezért nem
cseréliink.

o+ [ [+ ]
E A
7 7+1 )

(j) Mivel z[j] < z[j + 1], ezért nem
cseréliink.

indexek alakulasat, valamint az elvégzett cserék eredményeit.
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Az 6sszehasonlitasok szama most sem fiigg attol, hogy milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az algoritmus
bemeneti témbje.

Az algoritmus soran az 5. sorban 1évs csere csak akkor hajtodik végre, ha az el6tte 16vs feltétel igaz
volt. Tehat a cserék szama mar fligg attol, hogy milyen a feldolgozand6 tomb. Legrosszabb esetrél
akkor beszélhetiink, ha a bemeneti tomb csokkené moédon rendezett. Ilyenkor ugyanis minden vizsgalt

szomszédos par esetén igaz lesz a 4. sorbeli feltétel, igy a csere is végrehajtodik. Ebben az esetben a cserék

n(n—1)
2

alkalmaznunk, ezért legrosszabb esetben 3- @ masolast fogunk végezni. Legjobb esetnek tekinthetjiik

azt, amikor a tomb eleve névekvé modon rendezett. Ilyenkor az z[j] > x[j + 1] feltétel mindig hamis,
tehat egyetlen cserét sem hajtunk végre. Persze igy maésolast sem fogunk eszk6zolni. Atlagos esetben
azt mondhatjuk, hogy a cserék szama

szdma megegyezik az Osszehasonlitasok szaméval. Mivel a csere miivelethez harom masolést kell

1 nn-1)

o 3.7

2 2 (3.7)
a masolasok szama pedig

3 n(n—1)

B S 3.8

5 5 (3.8)

Osszességében azt allapithatjuk meg, hogy a buborékrendezés futési id6 szempontjabol ugyanolyan
mérdszamokkal rendelkezik, mint a 3.1. fejezetben targyalt egyszerd cserés rendezés. Igy ez a rendezd
algoritmus is O (nz)—es futési ideji. &

A buborékrendezésrdl azt allapithatjuk meg, hogy az ismertsége nincs Osszefliggésben a hatékonysa-
gaval. A kovetkezs fejezetben megvizsgéaljuk miként lehet javitani ezen a rendezd algoritmuson.
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Javitott buborékrendezés

Az el6z6 fejezetben targyalt buborékrendezésnél bemutatott 3.3. példanal lattuk, hogy a buborékrendezés
nem ,veszi észre”’, ha az algoritmus sordn a toémb rendezetté valik. Probaljuk ezért erre a képességre
megtanitani az algoritmust.

A buborékrendezés egyik jellemzdje, hogy egy bejaras soran az éppen vizsgélt rész legnagyobb eleme
biztosan a helyére keriil. Viszont ha a legnagyobb, illetve az azt megel6z6 néhény elem maéar eleve a
helyén van, akkor a kdvetkezs bejarasoknal kar lenne ezeket az elemeket ismét figyelembe venni. Hogyan
tudjuk azt meghatarozni, hogy mely elemek vannak a helyiikon? Tudjuk, hogy amikor egy nagy elem
a helyén van, akkor ott nem hajtunk végre cserét, hiszen a csere kimozditana 6t a helyérsl. Ezért csak
azt kell vizsgalnunk, hogy egy bejaras soran hol hajtjuk végre az utols6 cserét. A csere helyénél nagyobb
indext elemek mar biztosan a helyiikon vannak, ezért a kovetkezd bejarasnél azokat nem kell figyelembe
venni. Tehét a soron kovetkez6 bejarast csak a megel6z6 bejaras utolsé cseréjének helyéig kell végezni.

Ezzel az Gtlettel javithatjuk a buborékrendezés hatékonysagat. A konkrét pszeudokodot a 3.5. algorit-
musban irjuk le. Els6 lépésként az i valtozénak adunk kezdeti értéket, amely az x témb n elemszama lesz
(Id. 2. sor). Az i valtozénak ugyanaz a szerepe, mint a buborékrendezés 3.4. algoritmuséanak 2. sordban
ciklusvaltozoként 1étrehozott ¢ valtozonak. Tehat ¢ azt adja meg nekiink, hogy meddig kell még a témbot
vizsgalnunk egy konkrét bejaras soran. A buborékrendezéshez képest lényeges kiilonbség, hogy most az
i értékét nem torvényszertien egyesével csokkentjiik, emiatt nem is szamlalos ciklust hasznalunk kiilsg
ciklusként. A 3. sorban kezd6dd eldltesztelSs ciklus fogja azt vizsgalni, hogy a i értéke nem csokkent-e
még le tilsdgosan. Ha 2-nél kisebb lenne az ¢ akkor mar nem kell tovabb folytatnunk az algoritmust,
mivel ez mar kevesebb mint kett§ elemi résztomb feldolgozéasat jelentené. Az i értékét a ciklus végén,
a 11. sorban modositjuk majd.

3.5. Algoritmus Javitott buborékrendezés

Bemenet: z — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithatod
Kimenet: z — T rendezett tomb
1: eljaras JAVITOTTBUBOREKRENDEZES(cimszerint z : T t6mb, n : egész)
14— n
ciklus amig i > 2
idr <0
ciklus j < 1-t6l (i — 1)-ig
ha z[j] > z[j + 1] akkor
z[j] & 2[j + 1]
idr < j
elagazas vége
ciklus vége
11: 1+ idx
12: ciklus vége
13: eljaras vége

H
=

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: A rendezni kivant témb. Az x tOomb elemeinek Gsszehasonlithatonak kell lennie. Az eljaras a
t6mbot helyben rendezi.
e n: A paraméterként atadott tomb mérete.
e idx: Az utolso csere helyét taroljuk benne. Ha z[j]-t és z[j + 1]-et cseréljiik, akkor az idx értéke j
lesz.

Az 5. sorban indul el az a szamlalos ciklus, amely egy konkrét bejarast valosit meg. A j ciklusvaltozo
1-t8l (i — 1)-ig megy, hasonloan a 3.4. algoritmus 3. sordban 1évs ciklushoz. A bels§ ciklus magjaban
megvizsgaljuk, hogy két szomszédos elem koziil a kisebb indextinek nagyobb-e az értéke mint a nagyobb
indextinek (1d. 6. sor). Ha z[j] > z[j + 1], akkor ki kell cserélniink a két elemet (1d. 7. sor). Amint
mar emlitettiik az utolsd csere helyét meg kell jegyezniink. Ha csere tortént, akkor az idx valtozoban
eltaroljuk, hogy a jelenlegi helyen (j-nél) tortént meg a utolsod csere (Id. 8. sor). Az idx valtozonak
korabban a konkrét bejaras megkezdése el6tt, a 4. sorban 0 kezdeti értéket adtunk.
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Amikor a belsé ciklus végére értiink, akkor megtortént egy konkrét bejaras. Ekkor meg kell hata-
roznunk, hogy a soron kivetkezs bejaras meddig tartson majd. Ennek az utolso csere helyéig kell majd
mennie, ezért az i valtozo felveszi az idz valtozoban eltarolt értéket (1d. 11. sor).

Erdemes az algoritmus kapcsan megvizsgalni, hogy mi torténik akkor, ha valamely i mellett egyetlen
cserét sem hajtunk végre. Ekkor az idx valtozo kezdetben 0 lesz (4. sor), és mivel egyetlen cserét sem
végziink, igy soha nem lépiink a 8. sorba. Tehat a bels6 ciklusban az idx értéke nem valtozik meg, végig
0 marad. Igy viszont a kiils6 ciklus magjanak végén, a 11. sorban az i valtozo értéke is 0 lesz. Emiatt
viszont a kiils6 ciklusbdl is ki fogunk 1épni, hiszen a bennmaradéasi i > 2 feltétel mar nem lesz igaz. Az
lathato igy, hogy elértiik azt a célunkat, hogy az algoritmus felismeri, ha a vizsgalt résztomb (els6tél az
i-edik elemig) mar rendezett, mivel rendezett tdmbben nem végziink cseréket.

3.4. Példa. Nézziik végig, hogy a javitott buborékrendezés 3.5. algoritmusa miként rendezi a 3.3. pél-
daban mar vizsgalt 6, 1, 4, 3, 8 tombot. A buborékrendezésnél lattuk, hogy szamos felesleges 1épés volt
a rendezés sorén, mivel a 3.4. algoritmus nem ismerte fel, hogy mér rendezetté valt a tomb. A konkrét
megvalositas lépéseit a 3.4. dbran is nyomon kévethetjiik.

Az algoritmus elején az ¢ valtozo értéke 5 lesz (1d. 2. sor). Mivel a kiils§ ciklus belépési feltétele
teljesiil (1d. 3. sor), ezért belépiink a ciklusba. Az utols6 csere helyét jelz6 idx valtozd kezdeti értéke 0
lesz (1d. 4. sor). Belépiink a bels6 ciklusba és a j valtozo értéke kiindulasként 1 lesz (1d. 5. sor). Mivel
az algoritmus 6. sordban 16v6 z[j] > z[j + 1] feltétel igaz lesz, ezért megceseréljiik az elsG és a mésodik
elemet (1d. 7. sor). Az idx valtozdban eltaroljuk az utolsd csere helyét (Id. 8. sor). Mindez nyomon
kovethets a 3.4a. abran is.

Ezt kovetSen a belsé ciklusban a j valtozo 2-re né. Osszehasonlitjuk a méasodik és harmadik elemet,
és mivel a mésodik elem a nagyobb, ezért megcseréljiik 6ket. A cserét kdvetGen az idx valtozd értékét
is aktualizaljuk (1d. 3.4b. 4bra). A j megint novekszik 1-gyel, majd Gsszehasonlitjuk a harmadik és a
negyedik elemet. Mivel a rendezettségiik nem megfelels, ezért cseréliink, és az idx valtozo értéke is 3 lesz
(Id. 3.4c. abra). A belss ciklus utolséd futésakor j értéke mar 4. A negyedik elem kisebb az 6todiknél,
ezért nem cseréliink és idx sem valtozik (1d. 3.3d. abra). A bels§ ciklus véget ért, igy megvaldsitottuk
a tomb els6 bejarasat. Amint azt a buborékos rendezésnél is megismertiik a legnagyobb elem a helyére,
a tomb végére keriilt. A 3.3d. abran lathato, hogy a negyedik elem is a helyén van mar, tehat teljesen
felesleges lenne a kovetkezd bejarasnal az elsé négy elembdl 4ll6 résztombot végigjarni. Az idx valtozo
jelenlegi értéke 3, hiszen a harmadik és negyedik elem kozott tortént utoljara csere. Az i valtozo értékét
az algoritmus 11. sordban az idx értékére valtoztatjuk, tehat a kovetkezd bejarasnal méar csak az elsd
harom elemmel foglalkozunk.

Mivel i jelenlegi értéke 3, ezért bent maradunk a kiilsg ciklusban. Az idx értéke ismét 0-ra modosul,
majd j = 1-gyel elindul a belsé ciklus végrehajtasa. Mivel az els elem kisebb a méasodiknal, ezért nem
hajtunk végre cserét (Id. 3.4e. dbra). A j valtozod értékét 2-re noveljiik. A méasodik elem nagyobb a
harmadiknal, ezért megcseréljiik Sket, majd az idx valtozo értéke 2-re modosul (1d. 3.4f. abra). A bels6
ciklus végére értiink, az ¢ értéke is 2-re valtozik.

A kiils6 ciklus bennmaradasi feltételét ismét kiértékeljiik és bennmaradunk a ciklusban. Az idx ismét
0 lesz, a bels6 ciklus kezdetén pedig j értéke 1 lesz. Mivel az els6 elem kisebb a mésodiknal ezért nem
kell cserélniink (1d. 3.3j. abra). A belss ciklus végét kovetSen 1 is felveszi az idx valtozo 0 értékét. Mivel
igy mér nem teljesiil a kiilsé ciklus bennmaradéasi feltétele, ezért az algoritmus futdsanak végére ériink.
A tombiink rendezetté valt. 9

Futasi id6 elemzése. Vizsgaljuk meg a javitott buborékrendezés futasi idejét az Osszehasonlitasok,
valamint a cserék és masolasok szamanak figyelembevételével.

A korabbi harom rendezé algoritmus esetén lattuk, hogy az Osszehasonlitdsok szama mindig @
volt. Most viszont maés lesz a helyzet, mert a 3. és 12. sorok kozotti kiilsg ciklusnal nem tudjuk pontosan
megmondani, hogy hanyszor fut le a ciklus. Legrosszabb esetben (n — 1)-szer hajtodik végre ez a ciklus.
Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a rendezendd témbiink kezdetben csokkend modon volt rendezett.
Ilyenkor az 6sszehasonlitasok szdma a maximélis @ érték lesz. Legjobb esetnek azt tekinthetjiik, ha
egyetlen csere sem torténik az algoritmus futasa kézben, azaz ha a tombiink eleve rendezett. Ilyenkor a
kiils6 ciklusba egyszer lépiink be, a belsg ciklusban pedig (n — 1)-szer végzlink Osszehasonlitast. Mivel
az Osszehasonlitdsok eredménye mindig hamsis lesz, ezért nem cseréliink és az idx valtozo értékét sem
modositjuk. Igy viszont az idz 0 marad, igy az algoritmus 11. soraban az i is a 0 értéket veszi fel. Ennek
viszont az a kovetkezménye, hogy a kiils§ ciklus csak egyszer fut le, t6bbszér nem. Novekvé modon ren-

dezett tombok esetén tehat az dsszehasonlitasok szama n — 1 lesz. Atlagos esetben nem tudjuk pontosan
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e fi]als]s | el fofals]s|
AT ¥ ¥ ¥ ¥
idx i og+1 i ide 7 jJ+1 )

N EAEEENEN N EIEEENEN

*
(a) Mivel z[j] > x[j + 1], ezért (b) Mivel z[j] > x[j + 1], ezért
z[j] > z[j + 1]. A cserét kévetGen z[j] > z[j + 1]. A cserét kévetGen
idx < j. idx < j.

mlafafefal]s|
R S R
ide j j+1
m:|1|4|3|6|8| x:|1|4|3|6|8|
4 E AR A A
idx ideJ Jj+1 i
(c) Mivel z[j] > z[j + 1], ezért (d) Mivel z[j] < «x[j + 1], ezért nem
z[j] > z[j + 1]. A cserét kévetGen cseréliink.
idr 3.
VAR
w1 [a]3]6]s|
vl A AN
idx JJ+1 i
o [ 5 Jo]s | el fslafofs]
A F 1 :
idx joi+1 g idx
(e) A belsé ciklus végén i < idz. Majd (f) Mivel z[j] > x[j + 1], ezért
mivel z[j] < z[j + 1], ezért nem cseré- z[j] > z[j + 1]. A cserét kovetGen
link. idz — j.

- [T ]
A A X
ide j j+1 i

(g) A bels§ ciklus végén i < idx.
Majd mivel z[j] < z[j + 1], ezért nem
cseréliink. Az idx valtozo értéke nulla
marad, ezért az algoritmus véget ér.

3.4. abra. Javitott buborékrendezés. A példan a 3.5. algoritmusnak megfelel6en nyomon kévethetjiik az
i, 7 és idx indexek alakulésat, valamint az elvégzett cserék eredményeit.
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meghatarozni, hogy hany 6sszehasonlitas lesz, &m tapasztalat szerint az 6sszehasonlitasok szama inkabb
a legrosszabb esetbeli értékhez van koézelebb, mint a legjobbhoz.

Mit mondhatunk a cserék szaméarol? Az biztos, hogy a cserék szama nem haladhatja meg az Gssze-
hasonlitasok szamét, hiszen cserét mindig Osszehasonlitasok utan végziink. Legrosszabb esetben, azaz
amikor csokkend modon rendezett a tomb, minden Osszehasonlitas utan kell cserélni. Ilyenkor tehat
”(n;l) lesz. Legjobb esetben, vagyis amikor eleve névekvd modon rendezett a témb,
egyetlen cserét sem kell végrehajtanunk. Atlagosan a cserék szama a két széls6 érték kozott lesz. A ma-
solasok szamara pedig ugyanaz igaz, mint minden més esetben, tehat a cserék szdmanak haromszorosaval
egyenld.

Osszességében az lathato, hogy legrosszabb esetben a javitott buborékrendezés futési ideje O (n2)-es.
Legjobb esetben viszont jelentds javulast sikeriil elérni, ilyenkor az algoritmus O (n)-es. Bizonyitas nélkiil
kozoljlik, hogy atlagos esetben az algoritmus futési ideje O (n2)—es. &

A futési id6 elemzés alapjan ugy érezhetjiik, hogy a javitott buborékrendezés algoritmusa elég haté-
kony, hiszen legjobb esetben a tomb méretével egyenesen aranyos a futasi id§. Ne feledjiik viszont, hogy
leggyakrabban az atlagos esettel kell foglalkoznunk, illetve szembesiilhetiink a legrosszabb esettel is. Lé-
nyeges javulast egyébként a buborékrendezés hatékonysagahoz képest abban az esetben tudunk elérni, ha
a tombiink mar eleve névekvs modon rendezett, vagy csak néhény helyen van eltérés a rendezettségtol.

a cserék szama
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Beillesztéses rendezés

A beillesztéses rendezés? nem abbol indul ki mint az eddig targyalt rendezd algoritmusaink. A korabbi
algoritmusok 6tlete az volt, hogy cseréket végziink mindaddig, amig az elemek a helyiikre nem keriilnek.
Csak abban volt lényeges kiilénbség az algoritmusaink kéz6tt, hogy mely elemek kézott végziink cseréket.
A beillesztéses rendezés mas logikat kovet, bar cseréket itt is fogunk végezni.

A beillesztéses rendezésnél az n elemi tombiinkbdl elészor csak egy elemmel, mégpedig az elsé elemmel
foglalkozunk. Ha egy elemi tombiink van, akkor az mar eleve rendezett. Vegylink most hozza az egy
elemd tombhoéz még egy elemet, a soron kovetkezst, tehat a masodikat. A maéasodik elem lehet, hogy a
helyén van, lehet hogy nem. Illessziik tigy a korabbi egy elemii tombhoz a masodik elemet, hogy ezutan
a két elemi tombiink mar rendezett legyen. Nézziik ezutan a harmadik elemet. Az els6 két elembdl allo
tomb mar rendezett, ebbe a rendezett tombbe illessziik be a megfelel§ helyre a harmadik elemet ugy,
hogy a harom elemi t6mb rendezett legyen. Ezt kovetSen johet a negyedik elem, amelyet beillesztiink a
harom elemi rendezett tombben a megfelels helyre, igy mar egy négy elemi rendezett tombot kapunk.
Ezt a gondolatmenetet kovessiik egészen addig, amig utolséd 1épésként az n — 1 elemid rendezett tombbe
illesztjiik be az n-edik elemet a megfelels helyre, ami altal az egész témbiink rendezetté valik. A 3.5. abran
végig tudjuk tekinteni a leirt folyamatot. Lathato, hogy a beillesztések hatasara végil az egész tomb
rendezetté valik.

A beillesztéses rendezés Otletét mar megismertiik, de azért egy kérdést még nem valaszoltunk meg.
Az aktualis beillesztendd elemet hogyan fogjuk a megfelel6 helyre beszarni? Ennek megvalositasa soran
sziikségiink lesz az elemek cserélgetésére. A beillesztést ugyanis tgy oldjuk meg, hogy a beillesztendd
elemet Gsszehasonlitjuk a koézvetleniil elGtte 4ll6 elemmel. Ha a beillesztend6 elem nem kisebb a bal
szomszédjanal, akkor nem kell semmit tenniink (pl. a 3.5c. abran lathato esetben). Ha viszont a beillesz-
tendd elem kisebb a bal szomszédjanal, akkor megcseréljiik 6ket, igy a beillesztendd elem eggyel elérébb
keriil. Ezutan ismét Gsszehasonlitjuk a beillesztendd elemet a bal szomszédjaval. Vagy azt latjuk, hogy
ismét cserélniink kell, vagy méar a helyén van. Az eljarast addig folytatjuk, amig a beillesztendd elem a
helyére nem keriil, azaz vagy nem kisebb mar a bal szomszédjanél, vagy a tomb legelejére keriilt.

A leirt 6tletet konkrétan a 3.6. algoritmussal valosithatjuk meg.

3.6. Algoritmus Beillesztéses rendezés

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T 6sszehasonlithato
Kimenet: =z — T rendezett tomb

1: eljaras BEILLESZTESESRENDEZES(cimszerint z : T tomb, n : egész)
2 ciklus i < 2-t6] n-ig

3 j=i—1

4 ciklus amig (j > 0) A (z[j] > z[j +1])

5 2lj] & alj +1]

6 j+—j—-1

7 ciklus vége

8 ciklus vége

9: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A rendezni kivant témb. Az z tOomb elemeinek Gsszehasonlithatonak kell lennie. Az eljaras a
t6mbot helyben rendezi.
e n: A paraméterként atadott tomb mérete.

Az algoritmus elején a 2. sorban kezdddé kiils6 szamlalos ciklusba lépiink be. Az i ciklusvaltozoval
jeloljiik, hogy éppen a tomb hanyadik elemét kivanjuk beilleszteni a megfelel6 helyére. A fentebb leirt
Oletnek megfelel6en mindig feltételezziik, hogy a tomb els6 ¢ — 1 eleme méar rendezett allapotban van.
Az i kiindulasi értéke 2, igy ekkor még biztos teljesiil, hogy a méasodik elemet megel6z6 egy elemi témb
biztosan rendezett. Az i ciklusvaltozo értékét az algoritmus elérehaladtaval egészen a tomb méretéig (n)
noveljiik majd.

2 Angolul: insertion sort
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(a) Az els6 elemet beillesztjiik a neki megfelels helyre,
azaz nem teszink semmit.

(c) A harmadik elemet beillesztjiik a két elemii rende-
zett tombbe gy, hogy hdrom elemi rendezett tombot
kapjunk.

2o ls]7]

7]

(e) Az 6todik elemet beillesztjitk a négy elemtd ren-
dezett tombbe tugy, hogy 6t elemd rendezett tombot
kapjunk.

(2) A hetedik elemet beillesztjiik a hat elemi rende-
zett tombbe 1gy, hogy hét elemi rendezett tombot
kapjunk.

o e 2o [ 7]

6 Jafz]sfs]7]

(b) A maésodik elemet beillesztjiik az egy elemi ren-
dezett tombbe gy, hogy két elemi rendezett tombot
kapjunk.

(d) A negyedik elemet beillesztjiik a harom elemd ren-
dezett témbbe gy, hogy négy elemii rendezett tombot
kapjunk.

(f) A hatodik elemet beillesztjitk az 6t elemd rende-
zett tombbe 1gy, hogy hat elemid rendezett tombot
kapjunk.

(h) A nyolcadik elemet beillesztjiik a hét elemi rende-
zett témbbe dgy, hogy nyolc elemd rendezett tombdt
kapjunk.

3.5. dbra. Beillesztéses rendezés bevezetése. A beszturandé (vilagos kék) elemek a mar rendezett (s6tét
kék) tombokben a megfelel helyre keriilnek.
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A kiils6 ciklus belsejében kell megoldanunk azt, hogy az i-edik tombelem a helyére keriiljon. Ahogy
emlitettiik ennek érdekében a téle balra 1év6 elemmel fogjuk Gsszehasonlitani, és ha sziikséges akkor
cserélni. Az i-edik elem bal oldalan 1év§ elemet indexeljiik a j valtozoval, melynek kezdet értéke ¢ — 1
lesz (1d. 3. sor). A 4. sorban kezd8d§ eldltesztelds ciklus valositja meg a beillesztendd elem baljan 1évs
elemmel valo 6sszehasonlitasokat és cseréket. A ciklus belépési, illetve bennmaradasi feltétele egyrészt,
hogy a beszurandé elem baljan 16v6 elem indexe (ezt jeloli a j valtozo) még valés index legyen, azaz
nagyobb legyen 0-nal. Masik feltétel, hogy a beillesztendd elem baljan 1évé elem nagyobb legyen a
beillesztend6 elemnél, ugyanis ilyenkor kell cserélni és tovabb vizsgalodni. Mivel a beillesztends elem
baljan a j-edik elem van és a beillesztends elem pedig folyamatosan halad a tomb eleje felé, ezért a
beillesztendd elemet nem végig i-vel, hanem (j + 1)-gyel tudjuk indexelni. Ezért a ciklusfeltételben a
x[j] > z[j + 1] vizsgalatot végezziik el. (Vegyiik észre, hogy kezdetben j 4+ 1 pont az i-vel azonos.)

Ha beléptiink a belss ciklusba, akkor mindkét megvizsgalt feltételiink igaz volt, tehat cserélniink kell
a két szomszédos elemet (1d. 5. sor). A cserét kovetSen a j indexet is csGkkenteniink kell 1-gyel, hiszen a
beillesztendd elem eggyel elérébb kertiilt a tombben, igy a bal oldali szomszédja indexének (azaz j-nek)
is 1-gyel kisebbnek kell lennie.

Ha a belsé ciklus feltétele mar nem igaz, akkor biztosak lehetiink benne, hogy a beillesztends elem a
helyére keriilt, mivel vagy a tomb elején van (ekkor lesz j = 0), vagy a bal szomszédja nem nagyobb méar
néla. Ekkor viszont léphetiink tovabb a kovetkezs beillesztends elemre, amit a kiilsg ciklus automatikusan
megvalosit.

a3 18] 6] w3 a]1]|s] 6|
FAZAY FAZAY
JJ+1 i jj+1 i

s [af1]s]o] s i [a]s]e]

(a) Mivel z[j] > z[j + 1], ezért (b) Mivel z[j] > x[j + 1], ezért
z[j] < z[j +1]. z[j] < z[j +1].

AR ENEERE
Fr T
it e [ s Pafsd o]
A AN
1|3 ]4a]s] 6] Ji+1l
(c) Mivel z[j] > x[j + 1], ezért (d) Mivel z[j] < x[j + 1], ezért nem
z[j] < z[j +1]. cseréliink.
VR
1|3 ]a]8]6|
A AR
Jait+l 1’:|1|3|4|6|i|
1|3 ]4a]6]s]| joi+l i
(e) Mivel z[j] > x[j + 1], ezért (f) Mivel z[j] < z[j + 1], ezért nem
z[j] > z[j + 1]. cseréliink.

3.6. abra. Beillesztéses rendezés. A példan a 3.6. algoritmusnak megfelelGen nyomon kévethetjiik az i és
J indexek alakulésat, valamint az elvégzett cserék eredményeit.

3.5. Példa. A 3.6. abran nyomon kovethetjiik, hogy a beillesztéses rendezés 3.6. algoritmusa miként
rendezi a 3, 4, 1, 8, 6 elemekbdl 4ll6 x tombot.
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Az algoritmus kezdetén belépiink a 2. sorban indulé ciklusba. A beillesztendd elemet jel6ls ¢ index
értéke 2 lesz. A ciklusbon beliil j felveszi az 1 értéket (I1d. 3. sor). Ezt kdvetGen megvizsgaljuk a 4. sorban
kezd&ds belss ciklus belépési feltételét. A j index értéke nullanal nagyobb, illetve a j-edik elem nagyobb a
(7 + 1)-edik elemnél, igy belépiink a ciklusba. A cikluson beliil felcseréljiik a j és a j + 1 indext elemeket
(Id. 5. sor), majd j értékét eggyel csokkentjiik (6. sor). Ezeket a lépéseket szemlélteti 3.6a. abra. A
vezérlés ezt kovetSen ismét a 4. sorba keriil. Mivel j értéke nullara csokkent, ezért nem lépiink be tjra
a belsé ciklusba.

A kiils6 ciklusban i értéke 3-ra nd, majd j 2 lesz. Osszehasonlitjuk a masodik és harmadik elemet,
és mivel a harmadik elem kisebb, ezért megcseréljiik 6ket (1d. 3.6b. abra). Ezutan j 1-re csokken, majd
Osszehasonlitjuk az els§ és a mésodik elemet. Mivel az els6 elem a nagyobb, ezért ismét cseréliink
(1d. 3.6¢c. abra). Ezt kovetGen j értékét tovabb csokkentjiik, és mivel 0 lesz az értéke, igy nem maradunk
bent a bels§ ciklusban. Lathatjuk, hogy a beillesztends 1 értéki elem a tomb legelejére keriilt.

A kiils6 ciklusban i-t 4-re noveljiik, j kezdeti értéke pedig 3 lesz. Mivel a beillesztendd negyedik elem
nagyobb, mint a bal szomszédja, ezért helyben hagyjuk, a belsd ciklusba be sem lépiink (1d. 3.6d. abra).

Elérkeziink az utolso6 elem beillesztéséhez, azaz i értéke méar 5. A j kezdeti értéke 4, és a bels§ ciklusba
beléplink, mivel z[4] > z[5]. Megcseréljiik a negyedik és 6todik elemet (ld. 3.6e. abra), majd j-t 3-ra
csokkentjiik. Mivel a negyedik elem nagyobb a harmadiknal, ezért nem maradunk bent a bels6 ciklusban
(1d. 3.6f. abra). A kiilsG ciklusbol is kilépiink, mivel az i értékét mar nem tudjuk tovabb névelni. Az
algoritmus végére értiink a tombiink névekvé moédon rendezetté valt. 9§

Futasi id6 elemzése. A futasi id6 elemzésénél az algoritmus két miveletét fogjuk elemezni, mivel ezek
tekinthetsk a leglassabbaknak. (A tobbi lépés ugyanis csak indexekkel dolgozik, ami egész értékekkel
végzett mivelet, igy altalaban gyorsan megvalosithato.) Egyrészt vizsgalni fogjuk, hogy a 4. sorbeli
feltételek koziil a tombelemek viszonyat vizsgalo x[j] > x[j + 1] 6sszehasonlitast hanyszor hajtjuk végre.
Masrészt elemezziik az 5. sorban 1évS cserék szamat.

Kezdjiik az elemzésiinket a legjobb esettel, tehat amikor a tombiink eleve névekvé médon rendezett.
Ilyenkor minden ¢ érték mellett egyszer megvizsgaljuk az x[j] > x[j + 1] feltétel teljesiilését. A feltétel
minden esetben hamis lesz, igy a bels6 ciklusba nem lépiink be. Ezek szerint ésszehasonlitasbol (n — 1)-
et, cserébdl pedig egyet sem fogunk elvégezni.

Legrosszabb esetnek azt tekinthetjiik, ha a tombiink forditott médon rendezett. Ilyenkor az aktualis
beillesztends elem mindig a tomb elejére fog keriilni. Ehhez a maximalis szamu Osszehasonlitast és
ugyanannyi cserét kell végezniink. Tehat az Gsszehasonlitasok és cserék szama is

n(n—1)

5 (3.9)

lesz. A masolasok szama a cserék szamanak haromszorosa, tehat azokbol 3- @ darabot kell elvégezni.
Atlagos esetben nem tudunk pontos értéket mondani, mind az Osszehasonlitasok, mind a cserék,

illetve masolasok szama valahol a két szélsGérték kozott lesz. Osszességében azt mondhatjuk, hogy az

algoritmus futési ideje O (n?)-es. Ha rendezett a tombiink, akkor viszont O (n)-es a futasi id6. &

e Megjegyzés D

A beillesztéses rendezés legnagyobb elénye, hogy a megismert miikodési elv olyan esetek-
ben is miik6dik, amikor nem tombokkel, hanem més adatszerkezetekkel® dolgozunk. A
t6mbok egyik jellemzGje, hogy a feldolgozand6 adatokat (a tomb elemeit) mar kezdetben
is ismerjiik, tudjuk, hogy pontosan hany adatot kell rendezniink.

Késobb megjelens adatszerkezeteknél (példaul a listaknal) viszont lehetséges, hogy a
lista folyamatosan béviil, az adott program futasa kézben vesziink fel 4j elemeket a listéa-
ba. Amennyiben a listank rendezett, akkor az Gjonnan megjelené elemet a beillesztéses
rendezés algoritmusanak alapétletére tamaszkodva illeszthetjiik be a listaba a megfelels

helyre.
2L.d. Szénasi Sandor: Algoritmusok, adatszerkezetek II. (OE-NTK-503). 2014, Obudai Egyetem, Neu-
kmann Janos Informatikai Kar j
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Javitott beillesztéses rendezés

Ebben a fejezetben megnézziik, hogy miként lehet javitani az el6z6 fejezetben megismert beillesztéses
rendezés futési idején. Egy tovabbi Gtletet szeretnénk megvizsgalni, de a beillesztéses rendezés alapot-
letén nem akarunk modositani. Tehéat most is abbol fogunk kiindulni, hogy a beillesztendd elem el6tti
tombelemek rendezettsége mellett, a megfelels helyre szirjuk be a beillesztends elemet. Viszont az
aktuélis elemet nem cserék egymas utani végrehajtasaval fogjuk a helyére vinni, hanem més modszert
hasznalunk.

Nézziik példaul a 3.5e. abran lathato esetet. Az 6tddik helyen allo 2-t szeretnénk az elGtte 16vE négy
elemii rendezett témbben a helyére illeszteni. Ezt megvalosithatjuk tgy is, hogy a beszirando6 elem
eltt allo, nala nagyobb elemeket (3, 4 és 6) eggyel hatrébb toljuk, majd ezt kovetSen a beillesztends
elemet mar a helyére tudjuk tenni. Hogyan fogunk tudni egy elemet egy hellyel hatrébb tolni? Ha a
hatrébb mozditando6 elem a j-edik elem, akkor az z[j + 1] be kell atmasolnunk z[j]-t. Ilyen egyszertien
megoldhat6 az elem hatrébb mozgatasa. Egy esetben viszont problémaval fogunk talalkozni. Ha pont a
beillesztendd elem el6tti elemet akarjuk hatrébb tolni (3.5e. abran példaul a kezdetben negyedik helyen
allé 6-ot), akkor a hatrébb maéasolaskor a beillesztends elemet feliilirnank, igy elvesztenénk a témbbdl.
Ennek kivédése érdekében azt tessziik, hogy az elemek hétra tologatasa el6tt kimentjiik a beillesztendd
elemet egy segédvaltozoba. Ezt kovetGen mar nyugodtan hatrébb tolhatjuk a beillesztendd elemnél
nagyobb elemeket, majd a beillesztends elemet a segédvaltozobol visszamasoljuk a megtaléalt Gj helyére.

A javitott beillesztéses rendezés konkrét megvalositasat a 3.7. algoritmusban lathatjuk, ami természe-
tesen nagyon hasonlit a beillesztéses rendezés 3.6. algoritmuséhoz. Egy kiils6 ciklussal fogunk végigmenni
az aktualisan besztirandé elemeken. Egy belsé ciklussal oldjuk meg, hogy a beszirandé elem el6tti, nala
nagyobb elemek hatrébb keriiljenek. Ami lényeges kiilonbség, hogy nem hasznalunk cseréket, illetve a
beillesztendd elem atmeneti tarolasara egy segédvaltozot alkalmazunk.

3.7. Algoritmus Javitott beillesztéses rendezés

Bemenet: z — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: x — T rendezett témb
1: eljaras JAVITOTTBEILLESZTESESRENDEZES(cimszerint z : T t6mb, n : egész)
2 ciklus i < 2-t8l n-ig
3 ji—1
4 segéd + x[i]
5 ciklus amig (j > 0) A (z[j] > segéd)
6: zlj + 1] < z[j]
7 Jj+—g—-1
8 ciklus vége
9 x[j + 1] < segéd
10: ciklus vége
11: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A rendezni kivant témb. Az z tOomb elemeinek 6sszehasonlithatonak kell lennie. Az eljaras a
tombot helyben rendezi.
e n: A paraméterként dtadott tomb mérete.
e segéd: Segédvaltozd, mely mindig az aktualis beillesztendd elemet tartalmazza.

Az algoritmus 2. soraban belépiink a kiils6 szamlalos ciklusba. Az ¢ ciklusvaltozo jeldli, hogy éppen
melyik elemet kivanjuk az 6t megel6z6 rendezett résztombben a helyére tenni. Az els6 beillesztendd elem
természetesen a méasodik tombelem lesz. A cikluson beliill a j indexvaltozot hasznéljuk a beillesztends
elem el6tti tombrész bejarasara. A j valtozo kezdeti értéke i — 1 lesz (1d. 3. sor), igy a beillesztends elem
bal szomszédjatol indul majd ez a bejards. A beillesztends elemet kimentjiik egy atmeneti valtozoba
(4. sor).

Az 5. sorban kezd6d6 ciklussal valositjuk meg a beillesztendd elem el6tti elemek tényleges bejarasat.
Ebbe a ciklusba akkor lépiink be, illetve addig maradunk benne, amig a j valtoz6 még valds index, illetve
amig a j-edik tombelem még nagyobb a beillesztends elemnél. Ez utobbi feltétel jelenti azt, hogy a
j-edik elemet még hatrébb kell mozgatnunk. (Erdemes Osszevetni az 5. sor feltételeit a 3.6. algoritmus

Sergyan Szabolcs 112 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



4. soraban 1évé feltételekkel.) Ha belépiink a bels6 ciklusba, akkor hatrébb mozgatjuk a j-edik elemet
(6. sor), majd el6rébb lépiink a tdmbben, azaz j-t 1-gyel csokkentjiik (1d. 7. sor).

A belsé ciklusbol két esetben lépiink ki. Az egyik, ha j értéke nullara csokken. Ilyenkor még a t6mb
els6 eleme is nagyobb volt a beillesztendd elemnél. Emiatt az els§ elemet is hatrébb toltuk egy hellyel.
Most kovetkezne a soron kévetkezs, azaz a nulladik elem vizsgalata ilyen elem viszont nincs a tombben.
Mindez azt jelenti, hogy a beillesztendd elemnek az elsé helyre kell keriilnie, amely helyrél mar hatrébb is
toltuk a korabbi els6 elemet. A masik lehetdség a ciklusbol valo kilépésre, amikor a j-edik elem méar nem
nagyobb a beillesztendd elemnél. Ilyenkor a beillesztends elemet a j-edik elem utan, azaz a (j + 1)-edik
helyre kell besztrni.

A ciklusbol kilépve a beillesztendd elemet, amelyet atmenetileg a segéd valtozoban taroltunk bemé-
soljuk a tomb (j + 1)-edik helyére (9. sor). Ezt kovetden a kiils6 ciklusban tovabblépiink a kovetkezd
beillesztend§ elemre, amit szintén a helyére tesziink az el6tte 16v6 mar korabban rendezett résztombben.
Amikor a tomb utols6 elemét is beszurtuk a megfelel§ helyre, kilépiink a kiils6 ciklusbol, és az algoritmus
végére ériink. A tombilink pedig rendezetté valt.

a Megjegyzés 0

A 3. fejezetben emlitettiik, hogy az ismertetésre keriilg rendezések mind tn. helyben ren-
dezések. Emiatt az algoritmusok memoriabeli helyigénye megegyezik a rendezendd tomb
elemszamaval, plusz még egy tombben tarolt T tipust elemet kell eltarolni a memoriaba,
hiszen a cserék megvalositasdhoz sziikséges egy atmeneti valtozo. A javitott beillesztéses
rendezésnél viszont nem hajtunk végre cseréket. Ennél az algoritmusnal azonban haszna-
lunk egy atmeneti valtozot (segéd) a beillesztends elem tarolasara. Igy végeredményben
ennél az algoritmusnal is n + 1 darab T tipust valtozot kell egyszerre a memoridban

Ktérolni. )

3.6. Példa. Nézziik végig, hogy a javitott beillesztéses rendezés 3.7. algoritmusa hogyan rendezni a 4,
3, 1, 8, 6 elemekbdl allé6 x tombdt. A rendezés lépéseit a 3.7. abra is szemlélteti.

Az algoritmus kezdetén belépiink a kiils6 ciklusba (2. sor), az i kezdeti értéke 2 lesz. Elszor tehat
a maéasodik elemet szeretnénk a helyére illeszteni az 6t megel6z6 egy elemi résztombben. A j valtozo
kezdeti értéke 1 lesz (3. sor). Az algoritmus 4. sordban a segéd valtozoba bemaéasoljuk a beillesztends
elemet (Id. 3.7a. sor). Megvizsgaljuk a bels§ ciklus belépési feltételeit (1d. 5. sor), amelyek jelenleg
teljesiilnek, mivel az elsé elem értéke nagyobb a beillesztendd elem értékénél. Belépiink a belsé ciklusba
és az els§ elemet atmasoljuk a masodik helyre (l1d. 6. sor). Természetesen ettdl még az els6 helyen is
megmarad a korabbi érték, tehat a 4 érték jelenleg kétszer fordul el6 a tombben. (Vegyiik itt észre, hogy
ha a beillesztendd elemet nem masoltuk volna be a segéd valtozdba, akkor az els§ elem mésolasanal
feltlirtuk és igy el is vesztettiik volna.) A belsé ciklusban eggyel csokkentjiik még j értékét (1d. 7. sor).
A bels6 ciklusban végbemend folyamatokat a 3.7b. abran is nyomon kovethetjiik. A vezérlés ismét a
belss ciklus bennmaradasi feltételének kiértékeléséhez ugrik. Mivel a j = 0, ezért nem maradunk bent
a ciklusban. A ciklusbdl kilépve, a segéd valtozoban tarolt beillesztendd elemet bemasoljuk a témb elss
helyére (1d. 9. sor). Ezzel a beillesztendd elem a helyére keriilt, a tomb els6 két elemébdl 4ll6 résztomb
rendezetté valt (1d. 3.7c. abra).

A vezérlés a kiilsé ciklus elejére ugrik, ¢ értékét 3-ra noveljik. A cikluson beliil j kezdeti értéke 2
lesz, a harmadik (beillesztendd) elemet kimasoljuk a segéd valtozoba (1d. 3.7d. abra). Megvizsgaljuk a
belsd ciklus belépési feltételeit. Mivel a beillesztendd elem kisebb mint a masodik elem, ezért belépiink
a belss ciklusba. A maéasodik elemet atmaéasoljuk a harmadik helyre, majd j értékét eggyel csokkentjiik
(3.7e. abra). A ciklusban maradas feltételeit kiértékeljiik és latjuk, hogy az els6 elem is nagyobb, mint a
beillesztends elem. Igy bent maradunk a ciklusban és az elsé elemet is eggyel hatrébb masoljuk, majd j
értékét ismeét csokkentjiik (1d. 3.7f. abra). A ciklus bennmaradasi feltétele most mar nem teljesiil, mert
a j nullara csokkent. Igy a belss ciklus utani sorra ugrik a vezérlés, ahol a beillesztendd elemet az els6
helyre masoljuk (1d. 3.7g. abra). Most mar az elsé harom elembdl allo résztomb is rendezett.

A kiils6 ciklusban i értéke 4-re novekszik. A j valtozo értékét haromra allitjuk, a negyedik elemet
pedig kiméasoljuk a segéd valtozoba (Id. 3.7h. abra). Mivel a harmadik elem kisebb mint a beillesztends
elem, ezért nem lépiink be a bels6 ciklusba (I1d. 3.7i. dbra). A beillesztends elemet a segéd valtozobol
visszairjuk a kezdeti helyére (1d. 3.7j. abra).

Kovetkezik az i = 5 eset, azaz az 6todik elemet szeretnénk a helyére illeszteni. Ennek érdekében j-t
4-re allitjuk, az 6todik elemet pedig kimentjiik a segéd-be (3.7k. abra). Megvizsgaljuk a belss ciklus
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belépési feltételét, ami most igaz lesz. Belépve a ciklusba a negyedik elemet az 6t6dikbe méasoljuk, majd
j értékét 3-re csokkentjiik (3.71. abra). A bels6 ciklus bennmaradasi feltétele hamis lesz (1d. 3.7m. abra),
ezért kilépiink a ciklusbol. A negyedik helyre visszairjuk a beillesztendd elemet (1d. 3.7n. abra). A kiilsé
ciklusnak is a végére értiink, a tombilink rendezetté valt. 9

Futasi id6 elemzése. A futasi id6 vizsgalatanal nézziik meg elGszor, hogy hanyszor végezziik el a belsé
ciklus feltételében 16vé x[j] > segéd sszehasonlitast. Konnyen belathato, hogy ez pont annyiszor keriil
kiértékelésre, mint a beillesztéses rendezésnél vizsgalt x[j] > x[j + 1] feltétel. Igy legrosszabb esetben
@, mig legjobb esetben n — 1 darab Gsszehasonlitast fogunk elvégezni. Minden maés esetben valahol
a két szélsGérték kozott lesz az Osszehasonlitasok szama.

A javitott beillesztéses rendezésnél egyetlen cserét sem hajtunk végre. Ezért itt csak a mésolasok
szamat vizsgaljuk. Az algoritmus 6. soraban 1évé masolast annyiszor hajtjuk végre ahanyszor beléptiink
a belsd ciklusba. Ezek szama lényegében ugyanannyi mint a beillesztéses rendezésnél a cserék szama
volt, tehat legrosszabb esetben w, legjobb esetben pedig nulla.

Vegyiik észre, hogy a kiils§ ciklusban mindig elvégziink két mozgatést a 4. és a 9. sorokban. Mivel a
kiils6 ciklus (n — 1)-szer fut le, igy ezen masolasok szama 2 - (n — 1) lesz.

Igy Gsszességében legrosszabb esetben

n(n—1)

2-(n—1)+ 5

(3.10)

darab masolast hajtunk végre. Ez a szam altalaban kisebb a beillesztéses rendezésnél végrehajtott
masolasok szamanal, hiszen ott legrosszabb esetben 3 - w maésolast végeztiink. Legjobb esetben a
masolasok szama 2 - (n — 1), ami természetesen t6bb mint a beillesztéses rendezésnél talalt nulla darab
mésolés.

Osszegezve a futasi idérél tett megallapitasokat azt mondhatjuk, hogy a javitott beillesztéses rendezés
futéasi ideje valamelyest javult méas algoritmusok futési idejéhez képest, aminek oka, hogy nem hajtunk

végre cseréket. Ett6l az algoritmus futési ideje sajnos még mindig O (nQ)—es. L

a Megjegyzés N

A hat legismertebb rendezé algoritmus targyalasanak végén felmeriilhet benniink a kér-
dés, hogy a bemutatott algoritmusok koziil melyiket érdemes hasznalni. Korrekt vélasz
csak a konkrét feladat ismeretében adhato, de altalanossagban kijelenthetd, hogy két al-
goritmus hasznalata ajanlott. Egyik a minimumkivalasztasos rendezés, amelynél a cserék
szamat sikeriilt minimalizalnunk. Tehat ha olyan kérnyezetben dolgozunk, ahol a cse-
rék megvalositasa lassu (pl. fajlon beliil kell rendezést végrehajtani), akkor érdemes a
minimumkivélasztasos rendezést hasznalni. A maésik ajanlott algoritmus a javitott be-
illesztéses rendezés, amelynek f6 erGssége, hogy altalaban nem kell a maximalis szamu
\ osszehasonlitast elvégezni, valamint cserék helyett masolasokkal tudunk operalni. )
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4 3 4

F1 | ¥

Jooi J i

(a) Masodik elem beillesztése. Az z[2] elemet (b) Méasodik elem beillesztése. Mivel z[1] > segéd,
eltaroljuk a segéd valtozoban. ezért x[1]-et hatrébb mozgatjuk.

e Q m
w3 a]1]s8] 6] segéd : 3 3| af1]s8] 6] segéd : 1
IR F1
J i Jooi

(c) Masodik elem beillesztése. A segéd-ben tarolt (d) Harmadik elem beillesztése. Az x[3] elemet
értéket az z[1]-be mozgatjuk. eltaroljuk a segéd valtozoban.
m Valtozo m Valtozo
x:| 3 | 4 | 1 | 8 | 6 | segéd : 1 m:l 3 | 4 | 4 | 8 | 6 | segéd : 1
Ff Q ¥ ¥ Q
i J i
wlsfafafs]e] wlsfsfafs]e]
¥ ; . ¥
J i J i
(e) Harmadik elem beillesztése. Mivel z[2] > segéd, (f) Harmadik elem beillesztése. Mivel z[1] > segéd,
ezért x[2]-t hatrébb mozgatjuk. ezért x[1]-et hatrébb mozgatjuk.
— aazs /_“vmm\‘
JL| 1 | 3 | 4 | 8 | 6 | segéd : 1 L| 1 | 3 | 4 | 8 | 6 | segéd : 8
o ¥ Ff
J i J oo
(g) Harmadik elem beillesztése. A segéd-ben téarolt (h) Negyedik elem beillesztése. Az z[4] elemet
értéket az z[1]-be mozgatjuk. eltaroljuk a segéd valtozoban.

3.7. dbra. Javitott beillesztéses rendezés. A példan a 3.7. algoritmusnak megfeleléen nyomon kovethetjiik
az 1 és j indexek alakulésat, valamint a segéd valtozd és az aktualis tombelemek ko6zotti mozgatésok
eredményeit.
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Valtozo
| 6 | segéd : 8

(i) Negyedik elem beillesztése. Mivel z[3] < segéd,
ezért nem tesziink semmit.

SR EN

<. |

4
7
J

S EEEEE

8 | 6 | segéd : 6
1 Q
g

(k) Otodik elem beillesztése. Az z[5] elemet
eltaroljuk a segéd valtozoban.

Valtozo
1| 1 | 3 | 4 | 8 | 8 | segéd : 6
¥ ¥ Q
J 7

(m) Otédik elem beillesztése. Mivel 2[3] < segéd,
ezért nem tesziink semmit.

SR EN

T
4| 8| 6| | segid:8
1
Jooi

(j) Negyedik elem beillesztése. A segéd-ben tarolt
értéket az z[4]-be mozgatjuk.

Valtozo
| segéd : 6

e E=)

. —| 0O

(1) Otodik elem beillesztése. Mivel 2[4] > segéd,
ezért x[4]-et hatrébb mozgatjuk.

L
4| 6| 8| | segid:6
¥ ¥
J i

(n) Otodik elem beillesztése. A segéd-ben téarolt
értéket az x[4]-be mozgatjuk.

AENER

3.7. abra. Javitott beillesztéses rendezés (folyt.). A példan a 3.7. algoritmusnak megfeleléen nyomon
kovethetjiik az ¢ és j indexek alakulasat, valamint a segéd valtozo és az aktudlis tombelemek kozotti
mozgatasok eredményeit.
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Shell rendezés

A Shell rendezést a javitott beillesztéses rendezés atalakitasaval kapjuk. A javitott beillesztéses rendezés
egyik hatranya, hogy ha egy kis érték a tomb vége felé van kezdetben, akkor sok Osszehasonlitast és
maésolast kell annak érdekében végezni, hogy a végsé helyére keriiljon. Ennek oka, hogy az elemeket
mindig a kézvetlen szomszédok mozgatasaval juttatjuk el a megfelels helyiikre. A Shell rendezés Gtlete
az, hogy elGszor az egyméstol valamilyen nagyobb tévolsagra elhelyezkedd elemek kozott végez Gsszeha-
sonlitasokat és mozgatasokat. Igy egy a tomb vége felé 1évé kis érték nagy lépéskozokkel tud eljutni a
végsd helye kozelébe, ezért joval kevesebb miveletet kell elvégezni a rendezés érdekében.

Shell rendezésnél tehat elszor valasztunk valamilyen tavolsagot (ezt fogjuk d-vel jeldlni), majd a
tomb ilyen tavolsagra 1évé elemei kozott végziink rendezéseket. Fzt szemlélteti példaul d = 5 esetén
a 3.8a. dbra. Lathatjuk, hogy az azonos szinirnyalattal jel6lt, egyméastol 6t tavolsagra 1évs elemekbdl
alkotott résztombdok rendezetté valtak. Ennek fontos eredménye az, hogy az elemek nagy része a végleges
helyének kozelébe keriilt. Példaul a tomb elss 6t helyére az 6t legkisebb elem keriilt. Igy ezen elemek
sorba rendezése mar kevés miivelet elvégzésével megvalosithato.

A rendezés folyaméan a d tavolsagértéket folyamatosan csékkenteni fogjuk, igy példaul a kévetkezd
értéke lehet 3. Ekkor az egymastol harom tévolsagra 1évé elemekbdl alkotott résztomboket rendezziik,
ahogy a 3.8b. abran is lathato. A tavolsag érték valtoztatasa mindig a d = 1 esettel ér véget, mely lényegé-
ben megfelel a kordbban mar megismert javitott beillesztéses rendezésnek. Ekkor viszont méar az elemek
nagy valoszintiséggel a végss helyiik kozelében vannak, igy viszonylag kevés mivelettel megvalosithato a
végleges finomhangolas. A d = 1 esetet a 3.8c. 4bra szemlélteti.

(T o = T [ ;

o [ s [ [
(@) d=5

[ [@Jw]s[w6]o[u]ln]u]

s [3[afoJe[@]w][s[mB]ululie]s]
i=3

(b)

fu—
(V]

w2 5 1]

w

|7 o6|n2fw]s|mBu]u|n]is|

t

el 2]3lals|e|7]s]ofwo|lufw2]|u]is]ie]

(¢c)d=1

3.8. abra. Shell rendezés Gtletének bemutatasa kiillonb6z6 tavolsagok hasznalataval. Az egyes szinarnya-
latok az egymastol d tavolsagra 1évs elemeket emelik ki. Lathatd, hogy a d tavolsédgra 1évs elemekbdl
alkotott résztombok mindig rendezetté valnak.

Foglaljuk Gssze, hogyan is miikodik a Shell rendezés. Kezdetben valasztunk egy kiindulasi tavol-
sag értéket (d). A valasztott tavolsagra 1évs elemekbdl allo résztombon beliil elérjiik, hogy az elemek
rendezetté valjanak. Ehhez lényegében a résztombon beliil egy javitott beillesztéses rendezést hajtunk
végre. A javitott beillesztéses rendezés algoritmusan ehhez csak annyit kell médositanunk, hogy nem a
szomszédos elemekkel, hanem az egymastol d tavolsagra 1évs elemekkel foglalkozunk. Amikor a vizsgalt
résztombok rendezetté valtak, akkor csokkentjiik a d tavolsag értékét, és ismét rendezziik a kialakult,
egyméstol d tavolsagra 1évs elemekbdl allo résztomboket. A d csokkentését addig folytatjuk, amig el nem
éri az egy értéket. Természetesen d = 1-gyel is végrehajtjuk a rendezést (a teljes tombon), és a tombiink
rendezetté valik.

A Shell rendezés konkrét megvalositasat a 3.8. algoritmusban irjuk le.

Els6 1épésként meghatarozzuk, hogy mi legyen a kezdeti tdvolsagérték. Ehhez a rendezendd x tomb n
elemszamatol fiiggd KEZDETITAVOLSAG fiiggvényt hivjuk meg (1d. 2. sor). (A kezdeti tavolsag értékének
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3.8. Algoritmus Shell rendezés

Bemenet: z — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T sszehasonlithatod
Kimenet: x — T rendezett témb
1: eljaras SHELLRENDEZES(cimszerint z : T tomb, n : egész)

2: d < KEZDETITAVOLSAG(n)
3: ciklus amig d > 1
4: ciklus i < (d + 1)-t6l n-ig
5: j—i—d
6: segéd + x[i]
7: ciklus amig (j > 0) A (z[j] > segéd)
8: IL'[]+d} %I[‘]]
9: j—j—d
10: ciklus vége
11: x[j + d] + segéd
12: ciklus vége
13: d <+ KOVETKEZOTAVOLSAG(d)

14: ciklus vége
15: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A rendezni kivant tomb. Az z tOomb elemeinek Osszehasonlithatonak kell lennie. Az eljaras a

tombot helyben rendezi.
n: A paraméterként atadott témb mérete.
segéd: Segédvaltozo, mely mindig az aktualis beillesztendd elemet tartalmazza.
d: Megadja, hogy az egymastol mekkora tavolsagra 1évs elemek kozott végziink vizsgalatokat.
KEZDETITAVOLSAG(n): Fiiggvény, amely meghatarozza, hogy az adott tombmérethez milyen kez-
deti d tavolsagérték tartozik.
o KOVETKEZOTAVOLSAG(d): Fiiggvény, amely meghatarozza, hogy egy adott d tavolsagérték utén,

melyik tavolsaggal kell dolgoznunk.
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modjaval a késébbiekben foglalkozunk majd.) Ahogy mar korabban emlitettiik az algoritmusnak addig
kell futnia, amig a d értéke 0-ra nem csokken. Ennek érdekében a 3. és 14. sorok kozotti ciklusban addig
leszlink bent, amig teljesiil a d > 1 feltétel. A kiils§ cikluson beliil két dolgot tesziink. Egyrészt végre
kell hajtanunk egy javitott beillesztéses rendezést az egyméastol d tavolsagra 1évs elemekbdl 4ll6 résztom-
bokon. Ezt a feladatot valositja meg az algoritmus 4. és 12. sorok kozotti része. Ez az algoritmusrész
majdnem teljesen azonos a javitott beillesztéses rendezés 3.7. algoritmusaval. Csak annyi modositast
eszkozoltlink, hogy minden helyen ahol a szomszédos elemre torténik utalas (pl. ¢ — 1 vagy j + 1), ott
a szomszédos elem miatt hasznalt 1 értéket d-re valtoztattuk. Igy tudjuk elérni, hogy az egymaéstol
d tavolsagra 1évé elemekkel foglalkozzunk. A kiils§ cikluson beliill még egy lépést kell megtenniink, a
modositott javitott beillesztéses rendezés végrehajtasat kovetSen a d értékét modositanunk kell. Ezt a
KOVETKEZOTAVOLSAG fliggvénnyel valositjuk meg.

Az algoritmus megismerését kivetden nézziik meg, hogy milyen modon hatarozhatjuk meg a d tavol-
sagokat. Erre vonatkozodan 6t lehetGséget mutatunk be.

1. Legyenek az alkalmazott d tavolsagok a 2F — 1 alakt szamok, azaz az {1,3,7,15,31,63,127,...}
halmaz elemei. A KEZDETITAVOLSAG fiiggvény altal megadott els6 d érték pedig a tomb n elem-
szamanak feléhez legkozelebbi 28 — 1 alaku szam.

2. A Fibonacci sorozat? elemeit hasznaljuk tavolsagként. Tehat az alkalmazott értékek az
{1,2,3,5,8,13,21,34,55,.. .} halmaz elemei. A kiindulasi d érték ekkor is legyen az 5-hez legko-
zelebbi Fibonacci szam.

3. Donald Shell javaslata, hogy a d értékek legyenek az
n
35

alaka szamok, ahol k = 1,2,..., |-| pedig az als6 egészrészt jeloli. Ilyenkor a kezdeti d érték {%J
lesz.

4. Vaughan Pratt a 2P - 39 alakban elgallithaté szamok hasznélatat javasolta, ahol p és q természetes
szamok. Ilyenkor a lehetséges d értékek a kovetkezok lehetnek: {1,2,3,4,6,8,9,12,...}. A kezdeti
d érték ilyenkor a 2P - 39 alakd szamok koziil az elemszam feléhez legkozelebbi.

5. Donald Ervin Knuth a
(3 1)

2

alaki szamok hasznélatat javasolta, ahol k pozitiv egész szamot jelol, tehat igy a d tavolsagértékek
az {1,4,13,40,121,...} halmaz elemei. A kiindulési d ekkor is az n elemszam feléhez legkozelebbi
megengedett érték.

3.7. Példa. Feladatunk a 14 elemd 4,9,1,10,8,6,12,2,7,3,5,14,13,11 = tomb rendezése a Shell
rendezés 3.8. algoritmusanak hasznélatéaval. Az algoritmus futasat 1épésenként végig kovetjiik és kozben
a 3.9. abran lathatjuk, hogy miként alakul at a rendezendd tomb. Helytakarékossagi célbol a d = 1 esetet
méar nem targyaljuk részletesen, mivel ilyenkor a végrehajtandé lépések pontosan megegyeznek a javitott
beillesztéses rendezés 3.7. algoritmusaval. A példaban d értékei a 2% — 1 alakt szamok koziil keriilnek ki.

Az algoritmus 2. sordban meghatarozzuk a d tavolsag kezdeti értékét, ami 7 lesz. Mivel d > 1,
ezért belépilink a 3. sorban kezd&dg kiils6 ciklusba. A 4. sorban belépiink egy masik ciklusba, melynek 4
ciklusvaltozoja 8-t6l 14-ig vesz fel értékeket. Az 5. sorban j az 1 értéket veszi fel, majd a segéd valtozoba
eltaroljuk az x[8] értéket (6. sor). A 7. sorban kezdddg eloltesztelds ciklusba belépiink, mert teljesiil
a belépési feltétel. A 8. sorban a tomb els elemét atmésoljuk a nyolcadik helyre, majd a 9. sorban j
értékét héttel csokkentjiik, igy értéke —6 lesz. A belsé ciklusbol kilépiink, mert j értéke negativ lett.
A 11. sorban a segéd-ben eltarolt értéket bemasoljuk a tomb elsd helyére. Az eddigi 1épéseket jelenitettiik
meg a 3.9a. abran. Lathato, hogy az x[1] és x[8] elemekbdl allo résztomb rendezetté valt.

Ezt kovetGen az i értéke 9-re novekszik, j értéke pedig 2 lesz. A segéd valtozoba kiirjuk az x[9]
értéket. Belépiink a belss ciklusba és x[2]-t atmasoljuk x[9]-be, majd j értékét —5-re csdkkentjiik. Mivel

3Ld. 4.3. fejezet
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j negativ lett, ezért kilépiink a belss ciklusbol, és z[2]-be masoljuk a segéd-ben eltarolt értéket. Igy az
x[2] és x[9] elemekbdl allo résztomb is rendezetté valt. A lépéseket a 3.9b. abran kovethetjiik nyomon.

Kovetkezik az i = 10 eset. A j értéke 3 lesz, a segéd-be kimentjiik az 2[10] elemet. Mivel z[3] < segéd,
ezért nem lépiink be a belss ciklusba. Az x[10]-be visszamasoljuk a segéd valtozoban eltarolt értéket.
Most az z[3] és x[10] elemekbdl allo résztomb valt rendezetté (1d. 3.9c. &bra).

Az i valtozo értékét 11-re noveljiik, j értékét 4-re allitjuk és a segéd valtozoba kiirjuk az z[11]-et. Mivel
a bels§ ciklus belépési feltételei teljesiilnek, ezért belépilink a ciklusba. A negyedik elemet atmasoljuk
a tizenegyedik helyre, majd j-t héttel csokkentjiik. Mivel j negativ lett, ezért nem maradunk bent a
ciklusban, x[4]-be visszairjuk a segéd-ben tarolt értéket. A 3.9d. abran is lathato, hogy az x[4] és x[11]
elembdl all6 résztomb lett rendezett.

Elérkeziink az ¢ = 12 esethez. A j valtozo értéke 5 lesz, a segéd-be az x[12]-t frjuk ki. Mivel nem
teljesiil a bels6 ciklus belépési feltétele, ezért a ciklust atugorjuk, majd z[12]-be visszairjuk a segéd-ben
tarolt értéket. Az 6todik és tizenkettedik elembdl all6 résztémb rendezett (1d. 3.9e. abra).

Az i = 13-nal, j kezdetben 6 lesz, a segéd-be pedig az x[13] elemet masoljuk at. Mivel most sem
teljesiil a bels6 ciklus belépési feltétele, ezért a ciklust kovets visszamaésolast hajtjuk végre. A hatodik
és tizenharmadik elembdl allo résztomb is rendezett (1d. 3.9f. abra).

Kovetkezik az ¢ = 14 eset. Ekkor j elszor 7 lesz és a segéd valtozoba x[14]-et irjuk ki. Teljesiil a
belsd ciklus belépési feltétele, igy x[14]-be atmasoljuk z[7]-et, majd j értékét nullara csokkentjiik. Ekkor
mar nem teljesiil a belss ciklus bennmaradasi feltétele, kiléplink ebbél a ciklusboél és x[7]-be irjuk vissza
a segéd-ben eltarolt értéket. Igy az x[7] és z[14] elemekbdl allo tomb is rendezetté valt (1d. 3.9g. abra).

Mivel a 4. és 12. sorok kozotti ciklus végére értiink, ezért meg kell hataroznunk az d tavolsag soron
kovetkezd értékét (Id. 13. sor). A kovetkezs 2 — 1 alaki szam a 3. Mivel d értéke még nem csokkent egy
ala, ezért bennmaradunk a kiils6 ciklusban.

Ismét belépiink a 4. sorban kezdsdd ciklusba, i kezdeti értéke 4 lesz. A j 1 lesz, segéd-be pedig az
x[4]-et masoljuk. Mivel nem teljesiil a belsé ciklus belépési feltétele, ezért a vezérlés a ciklust kovets sorra
ugrik, ahol z[4]-be visszaméasoljuk a segéd értékét. Az x[1] és x[4] elemekbsl 4llo résztémb rendezetté
valt (1d. 3.9h. &bra).

A kbvetkezSkben hasonldéan jarunk el mikdzben az i értéke sorra 5-re, 6-ra, majd igy tovabb 14-
re novekszik. A 3.9i-3.9r. abrék szemléltetik az egyes fézisokat. A d = 3 esetet kdvetSen d-t egyre
csOkkentjiik. Ezt az esetet mar nem mutatjuk be részletesen, mivel megegyezik a javitott beillesztéses
rendezés konkrétan targyalt algoritmuséaval. Az eljaras végére a tombilink teljesen rendezetté valik. 9q

Futasi id6 elemzése. A futasi id6 vizsgéalatanal a {6 kérdés, hogy sikeriilt-e a javitott beillesztéses
rendezés futési idején csokkenteni. A Shell rendezés esetén nagyon bonyolult vizsgélni a konkrét 6sszeha-
sonlitési és mésolasi utasitasok szamat, ezért erre most nem is vallalkozunk. A futéasi id6 nagy mértékben
attol fiigg, hogy a d tavolsagértékeket milyen moddszerrel hatarozzuk meg. Legrosszabb esetben barmely
tavolsag esetén az allapithaté meg, hogy az algoritmus futéasi ideje O (n2)—es, ami sajnos nem jelent
javulast.

Mi a helyzet az atlagos esettel? Ha az alkalmazott d tavolsagok a 2F —1 alaki szamok, vagy a Fibonacci
sorozat elemei, illetve a Shell altal javasolt LQ%J értékek, akkor a futési id6 még mindig O (nQ)-es lesz.
Ha viszont a Pratt-féle 2P - 37 alaka szamok koziil valasztjuk a megfelels d értékeket, akkor a futasi id6
0] (n - log? n)—esre csokkenthets. A Knuth altal javasolt 3:—_1 alaki szamok hasznalata mellett pedig
0] (n%>—es lesz a futési id6.

Annak érdekében, hogy jobban el tudjuk képzelni miként is alakul az algoritmus futasi ideje az egyes
esetekben, a 3.10. 4bran megjelenitettiik az egyes futési idSket kiillonbozs n értékek fiiggvényében. Az

abran az itt targyalt harom eseten kiviil megjelenitettiik az O (nlogn)-es futasi id6t is, mert késsbb latni
fogjuk, hogy bizonyos rendezd algoritmusok ilyen futési id6vel képesek rendezni. o
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|7|3|5|14|13|11W:‘:;:d\‘

afalo|1]wo]s]e]12]2
)
i—d i
w2 |of 1|86 |2lal7][3]s][u]3]|n]
(a) A tavolsag: d = 7. A nyolcadik és az els§ elembdl allo résztombot rendezziik.
—_ T~ akazod
x:|2|9|1|10|8|6|12|4|7|3|5|14|13|11m
1 f /
. .
zl2 |71 |w]s][e|2]a]o]s]s[u]3]|n]
(b) A tavolsag: d = 7. A kilencedik és a masodik elembdl 4ll6 résztombot rendezziik.
— Sz
z:|2|7|1|10|8|6|12|4|9|3|5|14|13|11m
' — —
1—d 1
(c) A tavolsag: d = 7. A tizedik és a harmadik elembdl all6 résztombét rendezziik.
1:|2|7|1|10|8|6|12|4|9|3|5|14|M
¥ ¥
1—d 1
el | 71586 |2]lalo]3|w]u]3]|n]
(d) A tavolsag: d = 7. A tizenegyedik és a negyedik elembdl all6 résztdmbot rendezziik.
A
x:|2|7|1|10|8|6|12|4|9|3|5|1M
+
1—d i
(e) A tavolsag: d = 7. A tizenkettedik és az 6todik elembdl 4ll6 résztombot rendezziik.
mf\‘
w2 |71 w]s[e]2]a]o]s]s ]| | sga:is
+
i—d i
(f) A tavolsag: d = 7. A tizenharmadik és a hatodik elembél all6 résztdmbot rendezziik.
3.9. abra. Shell rendezés.
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—_ T~
m:|2|7|1|m|s|6|12|4|9|3|5|14|13@
1 1
i—d i
4
w271 ]w]s]e]ulalols]|s|u]|z]i]

(g) A tavolsag: d = 7. A tizennegyedik és a hetedik elembdl all6 résztémbot rendezziik.

/ altozo
|2|7|1|10|8|6|11|4|9|3|5|14|13|12|@0
4 —

i—d i

(h) A tavolsag: d = 3. A negyedik és az els§ elembdl allo résztombot rendezziik.

8

/ altozo
x:|2|7|1|10|8|6|11|4|9|3|5|14|13|12|@
7 ——
i—d i
(i) A tavolsag: d = 3. Az 6t6dik és a mésodik elembdl all6 résztombot rendezziik.
— altozo
x:|2|7|1|10|8|6|11|4|9|3|5|14|13|12@
¥ ——
i—d i
(j) A tavolsag: d = 3. A hatodik és a harmadik elembdl 4ll6 résztombot rendezziik.
— altaz6
x:|2|7|1|10|8|6|11|4|9|3|5|14|13|12W_s‘:gth‘1
f — —
i—d i
(k) A tavolsag: d = 3. A hetedik, negyedik és els6 elembél allo résztémbot rendezziik.
W ltgzo
x:|2|7|1|10|8|6|11|4|9|3|5|14|13|1ZW;‘::;¢Z'\:;1
1 f f /
1 —2d 1—d i
—
el a1 w76 |un|ls]o]3]s][1a]13]i2]
(1) A tavolsag: d = 3. A nyolcadik, 6tédik és masodik elembdl allo résztémbot rendezziik.
/ altQzo
m:|2|4|1|10|7|6|11|8|9|3|5|14|13|12m
f — —
i—d 7
(m) A tavolsag: d = 3. A kilencedik, hatodik és harmadik elembdl 4ll6 résztombot rendezziik.
3.9. abra. Shell rendezés (folyt.).
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w2 a1 o] 76 |un|s]o]3]s][u]3]i]

1—3d ©—2d 1—d 1

el a1 3] 7]6]wo]s]ofu]|s]1a]13]i2]

(n) A tavolsag: d = 3. A tizedik, hetedik, negyedik és els elembél allé résztdmbot rendezziik.

el2 a1 3] 76 |w0]8]o]n]

m

| 14 [ 13 | 12| segéd : 5
f ¥ ¥ ¥
71— 3d i — 2d i—d 1

a2 a5 |efw|7]o|n]s]|u]]i]

at

(o) A tavolsag: d = 3. A tizenegyedik, nyolcadik, 6todik és masodik elembdl 4ll6 résztémbot rendezziik.

/—\V‘A‘I‘h&é\
l‘:|2|4|1|3|5|6|10|7|9|11|8|1M
*

1—d 1

(p) A tavolsag: d = 3. A tizenkettedik, kilencedik, hatodik, és harmadik elembél all6 résztémbot rendezziik.

mnmé\
z:|2|4|1|3|5|6|10|7|9|11|8|14|1@
*

t—d 1

(q) A tavolsag: d = 3. A tizenharmadik, tizedik, hetedik, negyedik és els& elembdl allé résztombot rendezziik.

/ﬁmm\
w2 a1 3]s |6 7]o[unf8]u][3]i] segéd : 12
*

1—d 1

(r) A tavolsdg: d = 3. A tizennegyedik, tizenegyedik, nyolcadik, 6todik és masodik elembdl 4ll6 résztombot
rendezziik.

3.9. abra. Shell rendezés (folyt.).
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3.10. abra. Kiilonbozs6 futési idék osszehasonlitasa.
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Szétosztd rendezés

Az eddigi rendezések hasznalatanak egyetlen feltétele volt, elvartuk, hogy a rendezendd tomb elemei
Osszehasonlithatoak legyenek. Ezen feliil viszont mas megkotésiink nem volt.

A szétoszto rendezés az el6zGekkel szemben csak specidlis esetben hasznéalhaté. A tombnek két
specialis feltételt is teljesitenie kell.

Els6 elvarasunk, hogy a tombnek legyen egy kulcs mez&je, aminek értéke pozitiv egész szam lehet.
Azon tOombok esetén, amik pozitiv egész szamokat tartalmaznak csak, maguk az egyes tOombelemek
tekinthetsk a kulcsnak. Viszont nem minden tomb ilyen: Ha a tomb elemei szdvegek, akkor az egyes
elemek nem tartalmaznak a megfogalmazott feltételnek megfelelg kulcsot.

Ha egy tomb elemei kulcsot tartalmaznak, akkor ezt a pszeudokédban kiilon meg is emlitjiik, hason-
l6an ahhoz, ahogy korabban az 6sszehasonlithatosagot kielmeltiik. Az x tomb i-edik eleménél a kulcsra
z[i].kules médon tudunk hivatkozni.

A szétoszto rendezés alkalmazhatosaganak masik feltétele, hogy n elemi tomb esetén a tombben
megtalalhato kulcsok mind kiilonbozéek legyenek, illetve 1 és n kozé essenek.

Ha a fenti feltételeknek eleget tevs tombot a kulces szerint szeretnénk névekvd sorba rendezni, akkor
hasznalhatd a szétosztd rendezés. Az algoritmus elGallit egy Gj kimeneti tombot, amibe tgy helyei
el az eredeti tomb elemeit, hogy azok a kulcsuk altal indexelt helyre keriiljenek. A rendezés konkrét
megvalositasat a 3.9. algoritmusban mutatjuk be.

3.9. Algoritmus Szétoszto rendezés

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tdmb mérete); ahol T kulccsal rendelkezik
Kimenet: y — T rendezett t6mb

1: fiiggvény SZETOSZTORENDEZES(z : T tOmb, n : egész)
2 y < LETREHOZ(T)[n]

3 ciklus i < 1-t6l n-ig

4: y [z[i].kules] « x[i]

5 ciklus vége

6 vissza y

7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1: A rendezendd tomb, melynek elemei kulccsal rendelkeznek. A kulcsok 1 és n kozotti egészek.
Minden kulcs pontosan egyszer fordul el§ a tombben.
e n: Az x tomb elemeinek szama és egyben a hasznalt kulcsok maximalis értéke.
e y: Kimeneti n elemi rendezett témb.

Mivel a szétosztd rendezés nem helyben, a bemeneti = témbben rendez, ezért els6 lépésként létre
kell hoznunk a kimeneti y t6mbét (Id. 2. sor). Ezt kovetSen a 3. sorban kezddds szamlalos ciklussal
végigmegyiink az x minden elemén. Az aktualis tombelemet a kulcsanak megfelel§ helyre tesszik a
kimeneti y témbben (ld. 4. sor). Végss lépésként eredményként visszaadjuk a kulcsok szerint rendezett
y t6mbot (Id. 6. sor).

Futasi idS elemzése. A szétoszto rendezés 3.9. algoritmuséban Gsszesen egy szamlalos ciklus talalhato,
amely egyszer vesz figyelembe minden tombelemet és Osszesen egy értékadas torténik benne, ezért az
algoritmus futési ideje: T'(n) = O(n). &
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Szamlalva szétoszto rendezés

A szamlélva szétoszto rendezés akkor alkalmazhato, ha a rendezends tombnek van kulcs mezdje, viszont
itt a kulcsoktdl csak azt varjuk el, hogy pozitiv egész értékek legyenek. A kulcsok ko6zott lehetnek
azonosak is, illetve maximalis értékiik a tomb n elemszamatol fliggetlen m pozitiv egész szam. Tehat
ebben az esetben a kulcsok 1 és m kozé es6 szamok, de konkrét eloszlasuk nem ismert.

Az algoritmusban el6szor megszamoljuk, hogy melyik kulcs hanyszor fordul els, majd ennek figye-
lembe vételével osztjuk ki az elemeket a kimeneti y témbbe tgy, hogy kulcs szerint névekvGen rendezett
sorrendben szerepeljenek. Ha egy kulcs tobbszor is el6fordul, akkor csak annyi az elvaras, hogy az azonos
kulesu elemek egymas mellé keriiljenek, de kozottiik tovabbi rendezettségi szabélyt mar nem fogalmazunk
meg.

A szamlalva szétoszté rendezés megvalositasat a 3.10. algoritmusban adjuk meg. Bemenetként is-
merniink kell az x tombot, illetve az n elemszamot. Ezen tul a kulcsok maximélis m értéke is bemeneti
valtozoként jelenik meg. Kimenetként az n elemi y tombot kapjuk meg.

3.10. Algoritmus Szamlalva szétosztd rendezés

Bemenet: © — T t6mb,n — egész (tomb mérete), m — egész; ahol T kulccsal rendelkezik
Kimenet: y — T rendezett t6mb

1: fiiggvény SZAMLALVASZETOSZTORENDEZES(z : T tOmb, n : egész, m : egész)
2: db + LETREHOZ(egész)[m]

3 ciklus i < 1-t6l m-ig

4 dbli] < 0

5: ciklus vége

6 ciklus ¢ < 1-t6l n-ig

7 db [z]i].kules] < db[z[i].kulcs] + 1
8 ciklus vége

9: ciklus i < 2-t61 m-ig
10: db[i] < dbli] + dbli — 1]
11: ciklus vége
12: y < LETREHOZ(T)[n]
13: ciklus i < 1-t6l n-ig
14: y [db [z]i].kules]] + x[i]
15: db [z]i].kules] « db[z[i].kules] — 1
16: ciklus vége
17: vissza y

18: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1: A rendezendd tomb, melynek elemei kulcesal rendelkeznek. A kulcsok 1 és m kozotti egészek,
melyek akéir ismétlédhetnek is.
n: Az x tomb elemeinek szama.
m: Az x tombben talalhaté kulcsértékek lehetséges legnagyobb értéke.
y: Rendezett kimeneti tomb, melynek elemszama n.
db: m elemi szamlalo témb. A 6. sorban kezdddg ciklus lefutasat kovetGen az egyes kulcsok
el6fordulasi szamét adja meg az x tombben.

A 3.10. algoritmus 2. sordban létrehozunk egy m elemd db szamlalo tombot. Ennek a tombnek
minden elemét kezdetben nullara allitjuk a 3. sorban kezd6ds ciklusban. A kovetkezd ciklusban (1d.
6. sor) megszamoljuk, hogy az egyes kulcsok hanyszor fordulnak el§ az x tombben. A 9. sorban kezdsds
ciklus logikailag az egyik legfontosabb része az algoritmusnak. A db témb elemeit gy modositjuk, hogy
dbli] hatarozza meg hény i-nél nem nagyobb kulcst elem talalhaté az @ tombben. Ez azért fontos, mert
ha példaul egy z-beli elem kulcsanél tiz kisebb kulcst elem van z-ben, akkor az adott elem legkordbban
a tizenegyedik helyen allhat a kimeneti y tombben.

A 12. sorban létrehozzuk az n elemi kimeneti y tombo6t. Ezt kdvetGen mar csak at kell masolni x-bdél
az elemeket y-ba a megfelel6 helyre. Ezt valositja meg a 13. sorban kezd6dé ciklus. Behelyezziik az
aktualis z[i] elemet a végleges helyére, majd a db szamlalo tomb megfelels elemét még csokkentjiik is
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eggyel, hiszen ha azonos kulcsu elem kés6bb keriil majd feldolgozasra, annak mas helyre keriil keriilni
y-ban, mint ahova az aktualis z[i] keriilt. Befejezésiil visszaadjuk a kimeneti y t6mbot (I1d. 17. sor.

3.8. Példa.

A 3.11. 4bran nyomon kiévethets a szamléalva szétosztd rendezés miikodése. Adott egy bemeneti x
tomb, melynek elemei pozitiv egész szamok, igy kulcsoknak is tekinthetsk (1d. 3.11a. abra). A 3.10. algo-
ritmus elGszor létrehoz egy db szamlald t6mbot, majd minden elemét nullaként inicializalja. Ezt kévetGen
a 6. sorban kezdddg ciklusban megszamoljuk, hogy melyik kulcs hanyszor fordul el xz-ben. Ennek ered-
ménye lathato a 3.11b. abran.

A 9. sorban kezd6dg ciklusban meghatérozzuk, hogy hany olyan kulcs van az x témbben, amely egy
1 értéknél nem nagyobb. Ennek érdekében minden db[i]-be a nem nagyobb indexii elemek dsszege keriil.
A modositott db témb a 3.11c. Abran lathato.

Felkésziiltliink arra, hogy az x tomb elemeit a megfelel6 helyre szétosszuk az y tombbe. A 13. sorban
kezd6dd ciklus osztja szét az elemeket a megfelel§ helyre dgy, hogy kézben a db szamlalo tombot is meg-
felel6en modositja. Az elss iteracio soran x[i] értéke 4, ezért a negyedik tombelemet vessziik figyelembe
db-bdl, dblz[i]] pedig megadja, hogy z[i]-t az y kilencedik helyére kell kiosztani (1d. 3.11d. abra). Ezt
kovetGen dblx[i]] értékét még eggyel csokkentjiik, hiszen ha lesz még olyan elem z-ben, melynek indexe
szintén 4, annak majd y nyolcadik helyére kell keriilnie.

A tovabbi lépések nyomon kdvethetSk a 3.11e. abratol 3.11o. abraig.

9

Futasi id6 elemzése. A 3.10. algoritmusban négy ciklus taldlhato. Az els6 m-szer, masodik n-szer,
a harmadik (m — 1)-szer, a negyedik pedig n-szer fut le. Minden cikluson beliil csak konstans sok lépés
van, igy az algoritmus futasi ideje, ami n-t6l és m-t6l is fiigg: T (m+n) =0 (m+n). &
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NS E 53 EE RN NN BN EN RR KN BN BN

(a) A bemeneti z t6mb.

d: |1 2] 2]al1]o]o]2]

(b) Az egyes kulcsok darabszamat tartalmazé db tomb.

d: |1 3]5[9]10]10]10]12]

(c) Az egyes kulcsoknal nem nagyobb értéki kulcsok
darabszamat tartalmazé moédositott db tomb.

S FE AN E RN ENEN EREN RN
i
a: | 1| 3] 5|9 ]1w0]1w0]10]12
v{ofoJoJoJoJofJofJoJaJofofo]
db[z[i]]
(d) z[1] elhelyezése y-ba.
S EE R EAE RN RN ENEAENEN
7
a: | 1| 3] 5 [ s8\w0]10]10]12]
vloJofJofJolsfoJoJoJaJofoJol]
dblz]i]]
(e) z[2] elhelyezése y-ba.
ela |35 |alaf1]s|a]ls]2]3]4]

i

a: | 1| 3] a8 [10]10]10

violoflo|lo]3s]oflo]o[a]s]o]o]
db[x[i]]
(f) z[3] elhelyezése y-ba.
3.11. abra. Szamlalva szétoszté rendezés.
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alal 3]s a2 s]as]|2]3]4]
i
d: |13 ] a8 |9 ]10]M]12]
+
x[i]
violoflo|lo]3]oflo]a[a]s]o]o]
db[z]i]]
(g) z[4] elhelyezése y-ba.
o N N AR N NN E R EA R R
i
d: | 1|3 af 7o ]10]10]12]
violol2]o]3]oflo]afa]s]o]o]
db[x[i]]
(h) z[5] elhelyezése y-ba.
o N N A RN N NN E R FA R R
i
d: |1 2] a] 29 |10]10]12]
*
vl1lof2]o[3]oflo]a]la]s5]o]o]

db[x[i]]

(i) z[6] elhelyezése y-ba.

S E 3 EE RN NN KN EN RN KN EN BN

1

d: | o2 a7 ]9 ]10]10]12]

vl1loflz2]o]3]oflo]afa]s]o]s]

bl ]

(j) z[7] elhelyezése y-ba.

3.11. abra. Szamlalva szétoszto rendezés (folyt.).
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a4l 3]s |al2]1]s]4]s]

N
w
N

i
[ 7o Jw[w]ul
+

d: | 0| 2] 4
x[i]
vliJofefJolsfoJalafalsfo]s]
db[z]i]]
(k) z[8] elhelyezése y-ba.
wlalsfsfafofr|s]als]afa]4]
i
d: | o 2]af6|o]10]10]n]
viltfol2]o]3]o]a]4]

W~
B
oo
o

(1) z[9] elhelyezése y-ba.

elafsf[sfafafifs]als]a]a]dl]
1
d: o 2] a6 910470 10]
Y
vlafelefofsfofalalafs]s]s]
dbl|i]]

(m) z[10] elhelyezése y-ba.

vlafsf[sfafefi]s]als]a]s]dl]
7
a: |0 2] 46| 9] 10410 10]
Y
vilr|1]l2]3]3]o]la]lafa]ls]s]s]
bl
(n) z[11] elhelyezése y-ba.
3.11. abra. Szamlalva szétoszto rendezés (folyt.).
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vl e Al e[ [als [z 7]

1

a: o] 2]3]6]o9]10]10

vl o233 ]alalala]s]|s]s]

dblx[i])

(o) x[12] elhelyezése y-ba.

3.11. abra. Szamlalva szétoszto rendezés (folyt.).
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Szamlalo rendezés

A szamlalo rendezés a 3.1. alfejezetben megismert egyszerd cserés rendezés modositott véaltozata. Az
egyszeri cserés rendezésnél problémat okozott, hogy nagyon sok cserét végeztiink. A cseréket kikiiszo-
bolhetjiik, ha megszamoljuk, hogy melyik elemnél hany kisebb fordul els. Igy ugyanis meghatarozhatjuk,
hogy mi lesz az elem végleges helye a kimeneti rendezett témbben. Igy lényegében egy szamlalast kive-
téen egy szétosztast kell megvalositunk. Ebben az esetben persze kimenetként egy 1j tomb all els, hiszen
a szétosztas soran nem irhatjuk feliil a korabbi tombelemeket.

Amikor meg akarjuk hatarozni, hogy egy elem hova keriil majd a kimeneti rendezett témbben, akkor
arra az esetre is fel kell késziilni, ha azonos elemek vannak a témbben. Ezért nem csak azt fogjuk
megszamolni, hogy egy adott elemnél hany kisebb van a tombben, hanem azt is, hogy a vele egyezdk
koziil hany el6zi meg 6t.

A szamlalo rendezés megvalositasat a 3.11. algoritmusban irjuk le. Bemenetként a rendezendd x
tombot és annak n elemszamat adjuk meg. Kimenetként egy rendezett y tombot kapunk, mely szintén
n elemi.

3.11. Algoritmus Szdmlaloé rendezés

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T sszehasonlithato
Kimenet: y — T rendezett t6mb

1: fliggvény SZAMLALORENDEZES(z : T tOmb, n : egész)
2 db + LETREHOZ(egész)[n]

3 ciklus i < 1-t6l n-ig

4 dbli] 1

5: ciklus vége

6 ciklus i + 1-t6l n — 1-ig

7 ciklus j < i + 1-t6l n-ig
8 ha z[i] > z[j] akkor
9 dbli] < dbli] + 1
10: kiilonben
11: dblj] < dblj] +1
12: elagazas vége
13: ciklus vége
14: ciklus vége
15: y < LETREHOZ(T)[n]
16: ciklus ¢ < 1-t6l n-ig
17: y [db[i]] < x[i]
18: ciklus vége

19: vissza y
20: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e x: Rendezend§ tomb.
e n: Az x elemeinek szama.
e y: Kimeneti n elemi rendezett tomb.
e db: n elemi szamlald témb. A 6. sorban kezd6dg ciklus lefutasat kovetSen i-edik eleme megadja,
hogy hany x[i]-nél kisebb, illetve az i-edik eleme elSttiek kozott hany x[i]-vel egyezs elem van az x
tombben.

Az algoritmus 2. soraban létrehozzuk db szamlalé tombét, majd minden elemét inicializaljuk 1 értékkel
(1d. 3. sor). Azért egy elemek kezdeti értéke, mert a legkisebb elemnek majd az elss helyre kell keriilnie
a kimenetben. Ha nullatél indexelnénk, akkor db kezdeti értékei nullak lennének.

A 6. sorban kezdddd egymasba agyazott ciklusok szerkezete megfelel az egyszert cserés rendezésnél
megismertnek. A kiilonbség, hogy itt azt szamoljuk meg, hogy a nagyobbik elem el6tt hany kisebb
elem van, illetve az egyezk kozott hany korabban el6fordulé azonos értéki elem taldlhato. Konnyen
belathato, hogy az elsallo db tombbeli értékek mind kiilonbozs 1 és n kozé esé egész szamok. Igy mar
csak szét kell osztani az z-beli elemeket, ezt tessziikk meg a 16. sorban kezd$dé ciklusban.
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Futasi id6 elemzése. A 3.11. algoritmus futisa sordn minden z-beli elempart Gsszehasonlitunk, igy

% Osszehasonlitast végziink el. Csere viszont nincs az algoritmusban, tehat a célunkat, hogy a cserék

szamat csokkentsiik, sikeriilt elérni. Az algoritmus futasi ideje: T'(n) = O (n?). &
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4. fejezet

Rekurziv algoritmusok

Az eddigiekben targyalt algoritmusok csak az 1. fejezetben bevezetett harom vezérlési szerkezetet, a
szekvenciat, a szelekciot (elagazas) és az iteraciot (ciklus) hasznaltak. Ezzel a harom vezérlési szerkezettel
minden eddig problémat meg tudtunk oldani, s6t minden létez6 algoritmizalasi probléma meg is oldhato.
Néha viszont a gondolkodasmédunkhoz kozelebb &ll egy negyedik vezérlési szerkezet, mely 1ényegében az
iteraciot helyettesitheti.

A most bevezetésre keriil6 uj vezérlési szerkezet a rekurzié. Ennek lényege, hogy egy fliggvény vagy
eljaras onmagat hivja meg, igy a benne 1évs utasitasok tobbszor is végrehajtodnak.

Konkrét példakat a rekurziora a fejezet tovabbi részében mutatunk. FElSszor egy természetes szam
faktorialisa meghatarozasanak példajan (1d. 4.1. alfejezet) nézziik végig, hogy miként lehet ugyanazt a
feladatot iterativ (ciklust hasznalé) és rekurziv médon megoldani. A faktorialisnal tapasztaltak alapjan
a 4.2. alfejezetben megfogalmazzuk a rekurziv algoritmusok altalanos jellemz6it. Ezt kévetGen harom
példat vesziink sorra a rekurzié jobb megértése érdekében. Els6ként a Fibonacci sorozat elemeinek
meghatarozasat tekintjiik at (ld. 4.3. alfejezet), masodikként pedig egy szam pozitiv egész kitevds hat-
vanyanak kiszamitasi modjat mutatjuk be (1d. 4.4. alfejezet). Harmadik példank a 4.5. alfejezetben egy
jaték, a Hanoi tornyai megoldasat mutatja be.

A fejezet lezarasaként (1d. 4.6. alfejezet) sorra vessziik, hogy az egyszerd programozasi tételek miként
valosithatok meg rekurziv modon, iteracioé hasznélata nélkil. A jegyzetben nem tériink ki annak targya-
lasara, hogy miként lehet barmely iterativ algoritmust rekurzivvd, illetve rekurziv algoritmust iterativva
alakitani. Ezzel altalanosan az Algoritmusok, adatszerkezetek II. jegyzet foglalkozik.
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Faktorialis szamitas

Matematikabol jol ismert, hogy az N természetes szam faktorialisa alatt az els6 N darab pozitiv egész
szam szorzatat értjik, a nulla faktorialisit pedig 1-ként értelmezziik. A faktoriélis jellésére a felkial-
tojelet hasznaljuk, tehat az N szam faktorialisat N!-ként jeloljiik. Egyetlen képletben Osszefoglalva az
eddigieket:

N':{ 1, ha N =0vagy N =1
' 1-2-...-N, haN>1ésneN

Ha algoritmust szeretnénk alkotni az N! kiszamitasara, akkor a sorozatszdmitéas tételhez hasonlo
algoritmussal (2.1. algoritmus) tudjuk kiszdmitani a kivant értéket. Lényeges kiilonbség persze, hogy az
elemek most nincsenek egy tombben eltarolva. Tekinthetiink viszont gy az els6 N darab pozitiv egész
szamra, mint egy N elemt tomb elemeire. Igy a faktorialist a 4.1. algoritmussal hatarozhatjuk meg
iterativ, azaz ciklust hasznalé moédon.

(4.1)

4.1. Algoritmus Faktorialis iterativ kiszamitéasa

Bemenet: N — egész (természetes szdm)
Kimenet: érték — egész

1: fiiggvény FAKTORIALISITERATIV(N : egész)
2 érték 1

3 ciklus ¢ < 2-t61 N-ig

4: érték < érték -1

5 ciklus vége

6 vissza érték

7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e N: Természetes szam, melynek a faktorialisit meg kivanjuk hatarozni.
o ¢rtek: Az algoritmus végén az N! értékét tartalmazéd valtozo.

Erdemes megemliteni, hogy az algoritmus 3. sordban 16v6 szamlalos ciklus i ciklusvéaltozojanak kezdeti
érteke 2. Igy N = 0, illetve N = 1 esetben be sem lépiink a ciklusba, azaz az algoritmus a kezdeti 1
értéket fogja visszaadni.

Konnyen lathato, hogy a 4.1. algoritmus futéasi ideje aranyos az N értékével, hiszen a ciklusban 1évg
utasitast (N — 1)-szer hajtjuk végre.

A faktorialis iterativ targyaldsat kovetSen térjiink ra a rekurziv elvii megvalositas bemutatasara.
Nézziik meg el6szor miként szamithatnank ki példaul a 10 faktorialisat, ha ismerjik mar mondjuk a 9
faktorialisat. Az iterativ megkozelitést hasznéalva vennénk az els6 10 darab pozitiv egész szam szorzatat,
és igy megkapnéank a 10 faktoridlisit. Ehhez 9 darab szorzéast kéne elvégezniink. Ha viszont ismerjiik a
9 faktorialisat (mert korabban mar kiszamitottuk), akkor a 10 faktorialisat agy is megkaphatjuk, ha a 9
faktorialisit megszorozzuk 10-zel. Ez azért igaz, mert a 4.1. képlet alapjan

9=1-2-...-9 (4.2)
és
10'=1-2-...-9-10. (4.3)
Ebb6l mar latszik, hogy
10! =10-9!. (4.4)

Altalanosan azt mondhatjuk, hogy az N faktorialisa kiszamithato gy, hogy az N — 1 faktorialisat
megszorozzuk N-nel. Persze ha csak igy definidlndnk a faktorialis fogalmat, akkor példaul a 2 fakto-
ridlisinak meghatarozasanal probléméba titkoznénk. A 2 faktorilis ugyanis 2 - 1! lenne. Ahhoz, hogy
ennek értékét meg tudjuk adni ismerniink kell az 1 faktorialisat. Err6l viszont csak annyit tudunk, hogy
11'=1-0! Most viszont a 0 faktorialisat kéne ismerniink. Mondhatjuk errdl is, hogy 0! = 1 (—1)l-ral?
Sajnos nem. Ezért sziikséges, hogy példaul a 0 faktoridlisanak konkrét értéket adjunk, ami az 1 lesz.

Mindezek alapjan viszont az N természetes szam faktorialisat az aldbbi modon is definialhatjuk:

1, ha N =0

N!:{N-(N—l)!, ha N >1 (4.5)
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Ez egy tipikus rekurziv definici6, mert a faktorialist faktoridlissal adtuk meg. Tehat példaul a 4 faktori-
alisat az alabbi modon tudjuk meghatarozni:

Al=4.31=4-(3-20)=4-(3-(2-11)) =4-(3-(2-(1-0))) =4-(3-(2-(1-1))) = 24. (4.6)

Az eddigiek alapjan mar megadhatjuk a faktorialis kiszamitasanak 4.2. rekurziv algoritmusat, amit
a 4.5. képlet alapjan alkottunk meg.

4.2. Algoritmus Faktorialis rekurziv kiszamitésa

Bemenet: N — egész (természetes szdm)
Kimenet: N faktorialisa

1: fiiggvény FAKTORIALISREKURZIV(N : egész)

2 ha N = 0 akkor

3: vissza 1

4: kiilonben

5 vissza N - FAKTORIALISREKURZIV(N — 1)

6 elagazas vége

7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e N: Természetes szam, melynek a faktorialisit meg kivanjuk hatarozni.

Az algoritmus 2. soraban megvizsgaljuk, hogy az N értéke 0-e. Amennyiben 0, akkor a fliggvény
visszatér az 1 értékkel (1d. 3. sor). Egyébként, tehat amikor N > 1 a fiiggvény visszatérési értékét agy
hatarozzuk meg, hogy el6tte meghivjuk a FAKTORIALISREKURZIV fliggvényt (ld. 5. sor). Itt torténik
meg ténylegesen a rekurzio, hiszen a FAKTORIALISREKURZIV fiiggvény egyik sajat utasitdsa meghivja
azt a fliggvényt, ami éppen fut. Fontos viszont azt észrevenni, hogy a hivé fiiggvény paramétere N, mig
a hivott fiiggvény paramétere N — 1.

4.1. Példa. Egy konkrét példan nézziik végig, miként miikodik a 4.2. algoritmus, mikor milyen
paraméterrel hivjuk meg a FAKTORIALISREKURZIV fiiggvényt. Az algoritmus futésa a 4.1. abran is
nyomon kovethetd.

Feladatunk a 4 faktoriadlisinak meghatarozasa. Ennek érdekében meghivjuk az algoritmust megvalo-
sito fiiggvényt, paraméterként a 4-et atadva annak: FAKTORIALISREKURZIV(4). Ezt a hivast szemlélteti
a 4.1a. abra, amelyen kék kitoltéssel jelezziik, hogy a hivott fliggvénynél van jelenleg a vezérlés. A fiigg-
vényen beliil kiértékelésre keriil az algoritmus 2. soraban talalhato feltétel, ami hamis eredményt ad. A
feltétel kiilonben agaba 1ép a vezérlés, ahol meghivjuk a fliggvényt egy 0j paraméterrel: FAKTORIALIS-
REKURZIV(3). Ekkor a vezérlés atadodik a hivott fiiggvénynek, ahogy a 4.1b. abran is lathato.

Az 4j fiiggvényben ismét kiértékelésre keriil az N = 0 feltétel, ami ismét hamis lesz, ezért a kiillonben
agba ugrik a vezérlés. Itt pedig Gjabb rekurziv fiiggvényhivas torténik: FAKTORIALISREKURZIV(2). A
vezérlés atadodik a 2-vel hivott fliggvénynek (I1d. 4.1c. dbra). Ebben a fiiggvényben is kiértékeljik az
N = 0 feltételt, ami még mindig hamis lesz. Ezért meghivjuk a fiiggvényt egy kisebb paraméterrel:
FAKTORIALISREKURZIV(1). A vezérlés dtadodik a hivott fiiggvénynek (1d. 4.1d. abra). Ebben a fiigg-
vényben is kiértékeljiik a 2. sorban 1év§ feltételt, ami ismét hamis lesz. A kiillénben dgban meghivjuk a
FAKTORIALISREKURZIV fliggvényt a 0 paraméterrel, igy a vezérlés atadodik a FAKTORIALISREKURZIV(0)
fiiggvénynek (Id. 4.1e. abra).

Ebben a fiiggvényben viszont az N = 0 feltétel igaz lesz, igy a fiiggvény visszaadja az 1 értéket az algo-
ritmus 3. soraban 1év6 utasitasnak megfelelen. Az érték visszaadasaval egyiitt a FAKTORIALISREKURZIV(0)
fiiggvény futéasa be is fejez6dik, a vezérlést visszakapja a FAKTORIALISREKURZIV(1) fiiggvény (1d. 4.1f. 4b-
ra). A FAKTORIALISREKURZIV(1) fliggvényen beliil a vezérlés abba a sorba tér vissza, ahonnan ko-
rabban meghivtuk a FAKTORIALISREKURZIV(0) fiiggvényt. Ez a fliggvény 5. sora. Itt elvégezziik
az 1 - FAKTORIALISREKURZIV(0) miiveletet, majd a fiiggvény visszatér a kiszamitott 1 értékkel és a
FAKTORIALISREKURZIV(1) fiiggvény futésa is véget ér. Igy a vezérlés visszakeriil a FAKTORIALISREKURZIV(2)
fiiggvényhez (1d. 4.1g. abra).

A FAKTORIALISREKURZIV(2) fliggvényen beliil is elvégezziik az 5. sorban 1év6 szorzast, majd ez a fiigg-
vény visszatér a 2 értékkel. A FAKTORIALISREKURZIV(2) fiiggvény futésa is véget ér, a vezérlés visszake-
riil a FAKTORIALISREKURZIV(3) fiiggvényhez (1d. 4.1h. 4bra). A FAKTORIALISREKURZIV(3) fiiggvényben
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is elvégezziik a sziikséges szorzéast, majd a fiiggvény visszaadja a 6 értéket. A FAKTORIALISREKURZIV(3)
futésa is véget ér, a vezérlés pedig a FAKTORIALISREKURZIV(3) fliggvényhez keriil vissza (1d. 4.1i. abra).

A FAKTORIALISREKURZIV(4) fiiggvényben is az algoritmus 5. soraban folytatodik a végrehajtés.
Elvégezziik a 4 - FAKTORIALISREKURZIV(3) szorzast, majd a fiiggvény visszatér a 24-gyel. Ezt kovetGen
véget ér a FAKTORIALISREKURZIV(4) fiiggvény futéasa is (1d. 4.1j. abra). Mivel ez volt az a fliggvény, amit
a kiilvilaghol” hivtunk, igy az algoritmus futasa véget ért, sikeresen meghatéaroztuk a 4 faktorialisat.

( Megjegyzés w

A rekurzio végrehajtasa sordn lathatjuk, hogy a FAKTORIALISREKURZIV fiiggvénynek
egyszerre tobb ,példanya” is fut, bar koziiliik csak egy aktiv. Ez nem okoz problémat,
mivel a rekurziv hivasok soran adminisztraljuk, hogy melyik pontrél hivtuk meg az 1]
fliggvényt, igy a hivott fliggvény futasa végén visszatérhet oda a vezérlés. Ez viszont id6-
és memoriaigényes tevékenység.

Futasi id6 elemzése. Rekurziv algoritmusok futasi idejének vizsgalatanal altalaban azt vizsgaljuk,
hogy hany rekurziv hivas tortént. Ez lényegében hasonld megkozelités, mit amit iterativ algoritmusoknél
hasznaltunk. Ott sokszor azt vizsgaltuk, hogy egy ciklus hanyszor fut le. Mivel a rekurziv algoritmusoknél
a ciklusokat helyettesitjiik rekurziv hivasokkal, igy értelemszertien a rekurziv hivasok szamét érdemes
vizsgalnunk.

Az N faktoridlisinak meghatarozasahoz (N + 1)-szer hivjuk meg a FAKTORIALISREKURZIV fiigg-
vényt. A kiilvilag persze csak egy hivast eszkozol, majd ezt kdveti még N darab rekurziv hivas.

Ezek alapjan az algoritmus futési ideje O(N)-es. Ez azt jelenti, hogy nagysigrendileg ugyanolyan a
futasi ideje, mint a faktorialis szamitas iterativ megvalositasanak. Viszont a rekurziv fliggvényhivasok
megvalositdsa id6- és memoriaigényes, ezért konkrét implementacid esetén azt tapasztaljuk, hogy az
iterativ megvaldsitas lényegesen gyorsabb futast eredményez. &

‘ FAKTORIALISREKURZIV(2) ‘

‘ FAKTORIALISREKURZIV(3) ‘ ’ FAKTORIALISREKURZIV(3) ‘
‘ FAKTORIALISREKURZIV(4) ‘ - - - -
/ ’ FAKTORIALISREKURZIV(4) ‘ ’ FAKTORIALISREKURZIV(4) ‘
(a) A Jkilvilagbol”  (b) A FAKTORIALISREKURZIV(4) (¢) A FAKTORIALISREKURZIV(3)
meghivasra keriil a flggvény meghivja a fliggvény meghivja a
FAKTORIALISREKURZIV(4) FAKTORIALISREKURZIV(3) FAKTORIALISREKURZIV(2) fiigg-
fliggvény. fliggvényt. vényt.

4.1. abra. A 4 faktoridlisanak rekurziv meghatarozasa.
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| FAKTORIALISREKURZIV(1) |

| FAKTORIALISREKURZIV(2) |

| FAKTORIALISREKURZIV(3) |

| FAKTORIALISREKURZIV(4) |

(d) A FAKTORIALISREKURZIV(2)
fliggvény meghivja a
FAkTORIALISREKURZIV(1) fliggvényt.

| FAKTORIALISREKURZIV (1) |

| FAKTORIALISREKURZIV(2) |

| FAKTORIALISREKURZIV(3) |

| FAKTORIALISREKURZIV(4) |

(f) A FaxTORIALISREKURZzIV(0) fiiggvény
visszaadja az 1 értéket, majd futasa

véget ér. A vezérlés visszakeriil
FAKTORIALISREKURZIV(1) fiiggvényhez.

| FAKTORIALISREKURZIV(3) |

| FAKTORIALISREKURZIV(0) |

| FAKTORIALISREKURZIV(1) |

| FAKTORIALISREKURZIV(2) |

| FAKTORIALISREKURZIV(3) |

| FAKTORIALISREKURZIV(4) |

() A FAkTORIALISREKURzIV(1) fliggvény
meghivja a FAKTORIALISREKURZIV(0) fiigg-
vényt.

| FAKTORIALISREKURZIV(2) |

| FAKTORIALISREKURZIV(3) |

| FAKTORIALISREKURZIV(4) |

(g) A FAKTORIALISREKURZIV(1) fiigg-
vény visszaadja az 1 értéket, majd fu-
tasa véget ér. A vezérlés visszakeril a
FAKTORIALISREKURZIV(2) fliggvényhez.

| FAKTORIALISREKURZIV(4) |

| FAKTORIALISREKURZIV(4) |

(h) A FAKTORIALISREKURzIV(2) (i) A FAKTORIALISREKURzIV(3)  (j) A
fiiggvény visszaadja az 2 ér- fliggvény visszaadja az 6 ér- FAKTORIALISREKURZIV(4)

téket, majd futésa véget  téket,
ér. A vezérlés visszakeril a  ér.
FAKTORIALISREKURZIV(3) flige- a

vényhez.

futdsa  véget fliggvény visszaadja az 24

A vezérlés visszakeriil  értéket, majd futdsa véget ér.
FAKTORIALISREKURZIV(4)
fliggvényhez.

A feladat végére értiink.

4.1. abra. A 4 faktorialisanak rekurziv meghatarozasa (folyt.).
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Rekurziv algoritmusok jellemzdéi

Az el6z6 alfejezetben a faktorialis szamitasanak példajan lattuk, miként is miikodnek a rekurziv algorit-
musok. Foglaljuk 6ssze, hogy mik ezeknek az algoritmusoknak a legfontosabb jellemz6i.

1. A rekurziv algoritmusokat olyan fliggvényekkel vagy eljarasokkal valositjuk meg, melyek 6nmagukat
hivjdk meg. Ez torténhet kozvetleniil, ahogy azt a faktorialis szamitasnal is lattuk. A FAKTORIA-
LISREKURZIV fliggvény ugyanis 6nmagat hivta meg.

( Megjegyzés W

Lehetséges viszont kozvetett rekurziv hivéas is. Ennek egy példédja, ha van egy A fliggvé-
nyiink, amely meghivja a B fiiggvényt, majd a B hivja az A-t. Ekkor az A nem kézvetlentil
hivja meg 6nmagat, hanem koézvetetten a B-n keresztiil.

2. Olyan fiiggvények vagy eljarasok lehetnek rekurzivak, melyekbe be van épitve egy olyan eset, amikor
mar nem torténik ajabb rekurziv hivas. Ez biztositja, hogy a rekurziv hivasok egyszer véget érjenek,
azaz ne alakuljon ki végtelen hivasi lanc. A leallast biztosito esetet alapesetnek nevezziik.

( Megjegyzés w

A FAKTORIALISREKURZIV fiiggvénynél az alapeset az N = 0 paraméter esetén allt els.
Ekkor ugyanis a fiiggvény nem hivta meg tGjra onmagat, hanem visszaadott egy konkrét
értéket, mégpedig az 1-et.

3. A rekurziv hivasok soran a fiiggvények vagy eljarasok paraméterei folyamatosan valtoznak. Ha
nem valtoznanak, akkor végtelen hivasi lancba keriilnénk. A paraméterek valtozasanak olyannak
kell lennie, hogy a hivasok soran kozeledjiink az alapeset felé.

( Megjegyzés w

tA FAKTORIALISREKURZIV fiiggvénynél a rekurziv hivasok soran a fliggvény bemenetiJ

paramétere mindig eggyel csokkent, igy kozeledett az N = 0 alapesethez.

4. A rekurziv fiiggvény egyszer keriil eltarolasra a memoriaban. Az egyes fiiggvényhivasokat a fiigg-
vény paraméterei kiilonboztetik meg egyméastol. A paraméterek és a hozzajuk tartozo lokalis val-
tozok viszont minden 1j fliggvényhivaskor eltarolasra kerililnek a memoria Gn. verem részében. A
rekurziv hivasoknal a paraméterek és lokalis valtozok eltarolasa, azaz a hivasok adminisztralasa id6-
és memoriaigényes tevékenység. Emiatt altalaban igaz, hogy egy algoritmus rekurziv megvalositasa
lassabb, mint a hasonl6 logikara épiil§ iterativ megvalositas.

( Megjegyzés W

Konkrét implementéacié esetén gyakran taladlkozhatunk azzal, hogy elfogy az ,adminiszt-
racié” szaméra fenntartott memoria hely, mert tal sok rekurziv hivas tortént mar. Ez a
probléma ciklusok alkalmazasaval nem szokott elGallni.

A fentiek alapjan gondolhatnank, hogy felesleges rekurziv algoritmusokat hasznélni, hiszen ciklusok-
kal &ltalaban hatékonyabb algoritmusokat hozhatunk létre. Ne felejtsiik viszont el azt, hogy a rekurziv
gondolkodas sok esetben sokkal kizelebb all a probléma egyszerti megoldasahoz, mint az iterativ megva-
losités.
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Fibonacci sorozat

Kovetkezd példank egy olyan algoritmus targyalésa, mely rekurziv otleten alapszik, de kénnyen adhato
ra iterativ — s6t tObbszoros kiértékelést nem igényls — megvaldsitas is.

Fibonacci italiai matematikus egyszer a nyulak szaporodasat vizsgalta. Megallapitotta, hogy egy
nyulpar a sziiletését kévetGen kétszer szaporodik. Az elsé szaporodasi ciklusban egy nyulparnak, majd
a masodik ciklusban is egy nytlparnak ad életet. Felmeriilhet a kérdés, hogy az N-edik szaporodasi
ciklusban hany nyulpar fog ilyen moédon megsziiletni.

Kiindulaskor, azaz a nulladik szaporodasi ciklusban egy nyulparunk van, akiknek a koévetkezd két
ciklusban sziiletnek majd utédaik. Ha Fj-vel jeloljiik az i-edik ciklusban sziiletett nyulparok szamat,
akkor Fy-t az els6nek tekinthetjiik.

Az els szaporodasi ciklusban a kezdetben él6 egyetlen nyulparunk fog szaporodni, mégpedig egy
nyulpart hoznak a vilagra. Igy Fi = 1. A masodik szaporodasi ciklusban még egyszer szaporulatot
ad a kezdetben mar 1étezd nytlpéar, illetve szaporodik az el6z6 ciklusban sziiletett nytlpéar is. Ezért
Fy, = Fy + Fy, azaz F» = 2. A harmadik ciklusban a kezdetben létezé nyulpar méar nem fog ujra
szaporodni, viszont az els6 és masodik szaporodasi ciklusban sziiletett parok igen. Igy Fy = Fy + Fs,
tehat F3 = 3. Innentdl kezdve ez igy megy a végtelenségig, azaz Fiy = Fn_o + Fn_1.

Osszefoglalva Fibonacci az alabbi szabalyszertséget talalta:

17 haNS 1
i _{ Fn_o+Fy-1, haN >2 (4.7)

Tehat a Fibonacci sorozat nulladik és els§ eleme 1-gyel egyenl§, minden tovabbi eleme pedig a két
megel6z6 elem Osszegeként 4ll el6.

A 4.7. képlet alapjan egyszertien megirhatjuk az N-edik Fibonacci szam kiszamitasanak rekurziv
algoritmusat, ahogy ez a 4.3. algoritmusnal lathato is.

4.3. Algoritmus Fibonacci sorozat N-edik elemének rekurziv meghatéarozasa

Bemenet: N — egész
Kimenet: N-edik Fibonacci szam
1: fiiggvény FIBONACCIREKURZIV(N : egész)
2 ha N <1 akkor
3: vissza 1
4: kiilonben
5: vissza FIBONACCIREKURZIV(N — 2) 4+ FIBONACCIREKURZIV(N — 1)
6 elagazas vége
7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e N: Nemnegativ egész, mely megadja, hogy hanyadik Fibonacci szamot akarjuk meghatarozni.

Az algoritmusban semmi més nem torténik, mint ami a 4.7. képletben is lathato. Megvizsgéljuk,
hogy milyen az N értéke (1d. 2. sor). Amennyiben N < 1, akkor az alapeset 4ll fenn, tehat 1-et ad vissza
a fuggvény (1d. 3. sor). Egyébként viszont az (N — 2)-edik és (N — 1)-edik Fibonacci szamok Gsszegét
adja vissza a fliggvény (1d. 5. sor). A kisebb indext Fibonacci szamokat rekurziv hivasokkal kapjuk meg.
Egy utasitdson beliil két rekurziv hivas is torténik, de természetesen nem egy id6ben, hanem egymast
kévetGen. Hogy a FIBONACCIREKURZIV(N — 2) vagy a FIBONACCIREKURZIV(N — 1) fiiggvényt hivjuk-
e meg elGszor, az attol fiigg, hogy a konkrét programozasi kérnyezet milyen sorrendben értékeli ki az
Osszeadéasban szerepld kifejezéseket. Amennyiben az Osszeadas kiértékelése balrol jobbra torténik, akkor
el@szor lefut a FIBONACCIREKURZIV (N —2) fiiggvény, majd ezt kovetGen fut a FIBONACCIREKURZIV(N —
1) fiiggvény.

4.2. Példa. Nézziikk meg, hogy a 4.3. algoritmus hasznalataval miként tudjuk meghatarozni az 6todik
Fibonacci szamot. Ennek érdekében meghivjuk a FIBONACCIREKURZIV fiiggvényt, az N = 5 bemenet-
tel. A FIBONACCIREKURZIV(5) fiiggvény futasa soran meghivja a FIBONACCIREKURZIV(3) fiiggvényt.
A FIBONACCIREKURZIV(3) fiiggvény hivja a FIBONACCIREKURZIV(1)-et, ami visszatér az 1 értékkel,
majd a vezérlés visszakeriil a FIBONACCIREKURZIV(3) fliggvényhez. A FIBONACCIREKURZIV(3) fiige-
vénybdl meghivasra keriil a FIBONACCIREKURZIV(2) fliggvény is. A FIBONACCIREKURZIV(2) meghivja
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a FIBONACCIREKURZIV(0) fliggvényt, amely visszaadja az 1 értéket, és a vezérlés visszakeriil a FIBO-
NACCIREKURZIV(2) fiiggvényhez. A FIBONACCIREKURZIV(2) fiiggvénybdl meghivasra keriil a FIBO-
NACCIREKURZIV(1) fliggvény is. A FIBONACCIREKURZIV(1) fiiggvény visszatér az 1 értékkel, majd a
vezérlés ismét visszakeriil a FIBONACCIREKURZIV(2) fiiggvényhez. A FIBONACCIREKURZIV(2) fliggvény-
ben kiszamitasra keriil a visszatérési értéke, ami 2 lesz. A vezérlés visszakeriil a FIBONACCIREKURZIV(3)
fliggvényhez. Itt is kiszamitasra keriil a visszatérési érték, ami 3 lesz. Ekkor a vezérlés visszakeriil
a FIBONACCIREKURZIV(5) fliggvényhez. Innen meghivéasra keriil a FIBONACCIREKURZIV(4) fliggvény.
Ennek a fiiggvénynek a kiértékelését mar nem nézziik végig.

A fiiggvények kiértékelési hierarchidja nyomon kévethetd a 4.2. dbrén. Az adbréan a FIBONACCIRE-
KURZIV fliggvényt helytakarékossag miatt csak F-fel jeloltiik.

A példaban jol lathato, hogy az 6t6dik Fibonacci szam kiszamitasa érdekében a negyedik Fibonacci
szamot egyszer, a harmadik Fibonacci szamot kétszer, a masodik Fibonacci szdmot haromszor, az elsé
Fibonacci szamot 6tszor, a nulladik Fibonacci szamot pedig haromszor kiszamitottuk. Az is felfedezhe-
t6, hogy egyszerre legfeljebb a FIBONACCIREKURZIV fiiggvény 6t példanya futott, bar Gsszesen tizenot
fliggvény hivés tortént. 9

F(5)
F(B)/ \F(4)
N VRN

F(1) F(2) F(2) F(3)
/ N\ / N\ / N\

F(0) F(1) F(0) F(1) F(1) F(2)

/ N\

F(0) F(Q)

4.2. abra. Az 6t6dik Fibonacci szam kiszamitédsanak hivasi faja. Az F fliggvény jeloli a 4.3. algoritmus
FIBONACCIREKURZIV fiiggvényét.

Futasi id6 elemzése. Felmeriil benniink a kérdés, hogy az N-edik Fibonacci szam kiszamitésa érdeké-

ben hanyszor kell meghivnunk a FIBONACCIREKURZIV fiiggvényt. Ennek vizsgilata érdekében jeldljiik

T(N)-nel az N-edik Fibonacci szam kiszamitasa érdekében bekiévetkezd fiiggvényhivasok szamat.
Koénnyen belathato, hogy

T(0) =1, (4.8)
mivel N = 0 az egyik alapeset. Hasonléan belathaté, hogy
T(1) =1 (4.9)

A masodik Fibonacci szam kiszdmitasa soran egyszer meg kell hivnunk a FIBONACCIREKURZIV(2)
fiiggvényt, amely meghivja a FIBONACCIREKURZIV(0) és a FIBONACCIREKURZIV(1) fiiggvényeket. Utob-
bi kettd hivasi szamait mar ismerjiik, hiszen ezek voltak a T'(0)-lal és T'(1)-gyel jelolt értékek. Igy

T(2)=1+T0)+T(1)=1+1+1=3. (4.10)

A harmadik Fibonacci szam kiértékelése soran egyszer meg kell hivnunk a FIBONACCIREKURZIV(3)
fiiggvényt, amelybdl meghivésra keriilnek a FIBONACCIREKURZIV(1) és a FIBONACCIREKURZIV(2) fiige-
vények. Emiatt

TB)=1+T(H)+T2)=1+1+3=5. (4.11)
A negyedik Fibonacci szam kiszamitasa esetén hasonloé gondolatmenettel adodik, hogy
TA4)=14+TB)+T2)=1+5+3=09. (4.12)

Mit mondhatunk altaldnosan? Amikor az N-edik Fibonacci szamot akarjuk kiszamitani, akkor meg-
hivjuk a FIBONACCIREKURZIV(N) fliggvényt, amelybsl meghivodnak a FIBONACCIREKURZIV(N — 2) és
a FIBONACCIREKURZIV(N — 1) fiiggvények. Igy az altalanos hivasszamra az igaz, hogy

T(N)=1+T(N —2) + T(N —1). (4.13)
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Tehat a Fibonacci szamok rekurziv kiszamitasahoz sziikséges fiiggvényhivasok szama egy rekurziv

1, ha N <1

T(N)={ 1+T(N—-2)+T(N—1), haN>2

Nem bizonyitjuk, de belathato, hogy a futéasi id6 exponencialis. Ez azt jelenti, hogy

T(N) ~a",

(4.14)

ahol a egy adott pozitiv valos szam. Igy talalkoztunk az elss olyan algoritmussal, amely futasi ideje

O(a™)-es. &

Erdemes azzal is foglalkozni, hogy az N-edik Fibonacci szam kiszamitasa iterativ modon miként
lehetséges. Erre adunk megoldéast a 4.4. algoritmusban. Az algoritmust részletesen nem mutatjuk be,

mert az eddigi ismeretek alapjan konnyen megérthetd.

4.4. Algoritmus Fibonacci sorozat N-edik elemének iterativ meghatarozasa

Bemenet: N — egész
Kimenet: aktudlis — egész
1: fliggvény FIBONACCIITERATIV(N : egész)
2 aktudlis <+ 1
3 eldzd+ 1
4 ciklus i + 1-t6l (N — 1)-ig
5: dtmeneti < aktudlis + el 6z
6 el6z8 + aktudlis
7 aktudlis < dtmeneti
8: ciklus vége
9: vissza aktudlis
10: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények
e N: Megadja, hogy hanyadik Fibonacci szamot akarjuk meghatarozni.
o aktudlis: A fiiggvény visszatérési értéke, melynek értéke az N-edik Fibonacci szém.

Az iterativ algoritmus futasi idejét vizsgalva latjuk, hogy egyetlen ciklus szerepel benne, mely (N — 1)-
szer fut le. Igy a futési id§ ilyenkor O(N)-es, ami joval gyorsabb, mint a rekurziv megvalositas futasi
ideje. A rekurziv algoritmus megalkotasa viszont egyszertibb, mint az iterativ valtozaté, mivel maga

a 4.7. képletben megadott definici6 is rekurziv volt.

A 4.3. és a 4.4. algoritmusok megadtdk az N-edik Fibonacci szam értékét. Ha viszont az els§ N
darab Fibonacci szamra vagyunk kivancsiak, akkor ezeket egy tombbe kell kigytjteniink. Ennek iterativ

megvalositasat lathatjuk a 4.5. algoritmusban.
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4.5. Algoritmus Az els6 N darab Fibonacci szam megadéasa

Bemenet: N — egész

Kimenet: x — egész tomb
1. figgvény FIBONACCIKIGYUJT(N : egész)
2: x + LETREHOZ(egész)[N]
3 z[l] + 1
4: x[2] + 2
5: ciklus i < 3-t6l N-ig
6 x[i] < x[i — 2] + x[i — 1]
7 ciklus vége
8: vissza z
9: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e N: Megadja, hogy az els6 hany darab Fibonacci szdmot hatarozzuk meg. Feltessziik, hogy N > 2.
e z: N elemi egészeket tartalmazé tomb, melynek i-edik eleme az i-edik Fibonacci szam.
e LETREHOZ(egész)|[N]: Utasitas, mely létrehoz egy N elemi egész tipusi tombot.
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Hatvanyozas rekurzivan

Kovetkezo feladatunk egy pozitiv valés szam (a) pozitiv egész kitevds (N) hatvanyanak meghatarozasa.
Erre konnyen adhatunk iterativ megoldéast a 2.1.1. fejezetben megismert sorozatszamitas programozasi
tétel hasznélataval. A hatvanyozas iterativ megvalositasat a 4.6 algoritmusban lathatjuk.

4.6. Algoritmus a” iterativ meghatarozéasa

Bemenet: a — szam, N — egész

Kimenet: érték — szam
1: fliggvény HATVANYITERATIV(a : szam, N : egész)
2 érték < a
3 ciklus ¢ < 2-t6l N-ig
4: értek < érték - a
5 ciklus vége
6 vissza érték
7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e a: Pozitiv valés szam.
o N: Pozitiv egész szam.
o ¢rték: A fiiggvény visszatérési értéke, mely az algoritmus végén a™-nel egyenld.

Futasi id6 elemzése. Lathato, hogy az algoritmuson beliili ciklus (N — 1)-szer fut le, igy az algoritmus
futéasi ideje O(N)-es. &

Nézziik meg, hogy miként tudunk rekurziv algoritmust adni a feladat megoldasara. Tudjuk, hogy az
a szam N-edik hatvanyat kiszamithatjuk agy, ha az (N — 1)-edik hatvanyt megszorozzuk a-val, azaz

aV =a""1.a (4.15)

Ahhoz, hogy megvaldsithato rekurziv algoritmust adjunk sziikséges alapeset megadasa is. Ez lehet pél-

daul az
a' =a. (4.16)

Ezek ismeretében mar konnyen megadhatjuk a rekurziv megvalositast (1d. 4.7. algoritmus).

4.7. Algoritmus a” rekurziv meghatérozésa

Bemenet: a — szam, N — egész
Kimenet: o értéke

1. fliggvény HATVANYREKURZIV(a : szam, N : egész)

2 ha N =1 akkor

3: vissza a

4: kiillnben

5 vissza a - HATVANYREKURZIV(a, N — 1)

6 elagazas vége

7. fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e a: Pozitiv valés szam.
o N: Pozitiv egész szam.

Futasi id6 elemzése. Hanyszor kell meghivni a HATVANYREKURZIV fliggvényt az a szdm N-edik hat-
vanyanak kiszamitasa érdekében? Koénnyen belathato, hogy pontosan N darab fliggvényhivas sziikséges
ehhez. Tehat a rekurziv algoritmus futasi ideje is O(N)-es. &
Nem lehetne-e valamilyen moédon gyorsitani az algoritmus futasi idejét? Egy otletlink van, ami talan
gyorsithatja a futasi id6t. Tudjuk, hogy
a® - a¥ = ok, (4.17)
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Ezt az Osszefiiggést kihasznalva hogyan szamolnank ki példaul egy szam tizenhatodik hatvanyat. Ha
ismernénk a szam nyolcadik hatvanyat, akkor a nyolcadik hatvany négyzeteként mar meg is kapnank
a tizenhatodik hatvanyt. A nyolcadik hatvany viszont megkaphaté a negyedik hatviny négyzeteként.
A negyedik hatvany pedig a masodik hatvany négyzeteként. A méasodik hatviny egyszertien az a szam
onmagéval vett szorzataként adodik. Tehét azt latjuk, hogy

a'® = a®.a® = (4.18)
= (a"-a")- ( a4>:
_ ((a2 2 2
= (((a-a)- ( a))-((a-a)-(a-a)))-(((a-a)-(a-a))-((a-a)-(a-a))).

Hany hatvanyt kell igy kiszamitani a tizenhatodik hatvany ismeretéhez. Tudni kell az elsd, a mésodik,
negyedik, a nyolcadik és a tizenhatodik hatvanyt. Ez 6sszesen csak 6t hatvany ismeretét kivanja, szemben
a korabbi megkozelitéssel, ahol minden hatvanyt ismerni kellett, azaz tizenhat hatvany ismeretét kivantuk
meg.

Ezek szerint, ha van egy paros N szamunk, akkor az N-edik hatvany meghatérozhaté az %—edik
hatvany ismeretében, hiszen

Q
~
—

@

s}
~
N
—
—

S

(V)
s
[ V)
~—
—

IS
(V)

s}
¥
S~—
S~—

I

o =a¥ -a?. (4.19)
Mit tehetiink, akkor ha IV paratlan szam. Mivel ilyenkor N — 1 paratlan, ezért
¥ =al-aT T, (4.20)

Igy a paros és a paratlan szamokat is vissza tudjuk vezetni kisebb kitevés hatvanyokra. Mar csak az
sziikséges, hogy legyen valamilyen alapesetiink, hogy a rekurzi6 leallasat biztositsuk. Tudjuk, hogy
a' = a, ami biztositja az alapesetet.

Osszefoglalva az alabbi képletet adhatjuk:

a, ha N =1,
N N )
a = a2 -az, ha N péros, (4.21)
a-a”7 -a"7, haN >1és N paratlan.

)

4.8. Algoritmus a” felezéses elvii rekurziv meghatarozasa

Bemenet: a — szam, N — egész
Kimenet: o értéke
1: fiiggvény HATVANYFELEZO(a : szam, N : egész)
2 ha N =1 akkor
3 vissza a
4 kiillonben
5: ha N paros akkor
6: segéd < HATVANYFELEZG (a, &)
7 vissza segéd - segéd
8 kiillénben
9 segéd < HATVANYFELEZO (a, &5
10: vissza a - segéd - segéd
11: elagazas vége
12: elagazas vége
13: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e a: Pozitiv valés szam.
o N: Pozitiv egész szam.

A 4.8. algoritmusban lathatjuk a 4.21. képletnek megfelel6 megvaldsitas pszeudokodjat. Fontos meg-
emliteni, hogy az algoritmus 6. és 9. soraiban torténik a rekurziv fiiggvényhivas. A fliggvények visszatérési
értékeét egy segéd valtozdba mentjiik, majd ennek a valtozénak képezziik a négyzetét. Ha ehelyett példaul
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a vissza HATVANYFELEZO (a, %) - HATVANYFELEZO (a, %) modon adnank meg a visszatérési értéket,

akkor a* kiszamitdsa érdekében kétszer is meghivnank a fiiggvényt, ami teljesen felesleges.

4.3. Példa. A 4.8. algoritmus hasznalatéaval hatarozzuk meg a 2 huszonkettedik hatvanyat. Az
algoritmus futasat végigkovethetjiik a 4.3. abran.

El&szor meghivjuk a HATVANYFELEZO fliggvényt az a = 2 és az N = 22 paraméterekkel (1d. 4.3a. ab-
ra). Mivel N értéke még nem 1 és paros, ezért meghivodik a HATVANYFELEZGO(2,11) fuggvény és a
vezérlés is atkeriil a hivott fliggvényhez (1d. 4.3b. 4bra). Mivel N = 11 ezért meghivodik a HATVANYFE-
LEZ0(2,5) fiiggvény (Id. 4.3c. abra). A vezérlés atkeriil a hivott fiiggvényhez. Mivel most N = 5, ezért
meghivodik a HATVANYFELEZO(2,2) fliggvény (Id. 4.3d. abra). A vezérlés atkeriil a hivott fliggvényhez.
Mivel N péros, ezért meghivodik a HATVANYFELEZO(2,1) fiiggvény (1d. 4.3e. 4bra).

Mivel N = 1, ezért a HATVANYFELEZG(2,1) fliggvény visszatér az 1 értékkel. Ennek a fliggvénynek
a futasa véget ér, a vezérlés visszakeriil a HATVANYFELEZO(2,2) fiiggvény 6. soraba (Id. 4.3f. abra). A
HATVANYFELEZG(2,2) fliggvény futésa is véget ér, visszaadja a 2-2 = 4 értéket. A vezérlés a HATVANY-
FELEZO(2,5) fiiggvény 9. sordba keriil (1d. 4.3g. abra). A HATVANYFELEZO(2,5) fiiggvény visszatér a
2-4 -4 = 32 értékkel, a vezérlés a HATVANYFELEZO(2,11) fliggvény 9. soraba keriil (1d. 4.3h. abra). A
HATVANYFELEZG(2,11) fliggvény visszaadja a 2-32-32 = 2048 értéket, futasa véget ér, a vezérlés pedig a
HATVANYFELEZO(2,22) fiiggvény 6. soraba kertil (1d. 4.3i. abra). Visszatértiink a kiindulé fiiggvényhez.
Ez a fliggvény visszaadja a négymilli-szazkilencvennégyezer-haromszaznégy értéket, majd véget ér az
algoritmusunk (ld. 4.3j. 4bra). ¢

Futasi id6 elemzése. Vizsgaljuk meg, hogy hany fiiggvényhivas sziikséges az a hatvany felezd
modszerrel torténd meghatarozasahoz. Tudjuk, hogy N > 1 esetén a HATVANYFELEZO(a, N) fiiggvény
meghiv egy mésik fliggvényt, ahol IV értéke %—re7 vagy & > L_re csokken. Tehat minden egyes fiiggvény egy
olyan fiiggvényt hiv meg, ahol a valtozo paraméter felez6dik vagy még az eredeti érték felénél is kisebbre
csOkken. A fliggvény hivasok szamat tehat meg tudjuk hatarozni, ha tudjuk, hogy az N értéket hanyszor
tudjuk gy megfelezni, hogy értéke még 1-nél ne legyen kisebb. Matematikai tudasunkra épitiink: a
keresett szam pont az N 2-es alapu logaritmusa.
A lehetséges fiiggvényhivasok maximalis szdma igy aranyos log, N-nel. Pontos felsé korlatja:

[1+logy NT, (4.22)

ahol [-] a felsé egészrészt jeloli. Igy az algoritmusunk futasi ideje O(log N)-es, ami gyorsabb mint a
korabbi két algoritmus O (N )-es futasi ideje. &

‘ HATVANYFELEZG(2, 5) ‘

‘ HATVANYFELEZG(2, 11) ‘ ’ HATVANYFELEZG(2, 11) ‘
‘ HATVANYFELEZG(2, 22) ‘ - — - —
/ ’ HATVANYFELEZG(2, 22) ‘ ’ HATVANYFELEZG(2, 22) ‘
(a) A kiilvilaghol meg- (b) A HATVANYFELEZG(2,22) (¢) A HATVANYFELEZ6(2,11)
hivjuk a HATVANYFELE- fliggvény meghivja a Hat- fliggvény meghivja a HATVANY-
20(2,22) fiiggvényt. VANYFELEZG(2,11) fiiggvényt. FELEZG(2,5) fuggvényt.

4.3. abra. 222 meghatarozasa a 4.8. algoritmus hasznéalataval.

Sergyan Szabolcs 145 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



| HATVANYFELEZG(2, 1) |

| HATVANYFELEZG(2, 2) | | HATVANYFELEZG(2, 2) |
| HATVANYFELEZO(2, 5) | | HATVANYFELEZG(2, 5) |
| HATVANYFELEZG(2, 11) | | HATVANYFELEZG(2, 11) |
| HATVANYFELEZG(2, 22) | | HATVANYFELEZG(2, 22) |
(d) A HaTvANYFELEZG(2,5) fiigg- () A HATVANYFELEZG(2,2) fiiggvény
vény meghivija a HATVANYFELE- meghivja a HATVANYFELEZG(2,1) fiigg-
76(2,2) fiiggvényt. vényt.

| HATVANYFELEZO(2, 2) | ?
2.-2=4

| HATVANYFELEZG(2, 5) | | HATVANYFELEZG(2, 5) |
| HATVANYFELEZG(2, 11) | | HATVANYFELEZG(2, 11) |
| HATVANYFELEZG(2, 22) | | HATVANYFELEZG(2, 22) |
(f) A HATVANYFELEZ6(2,1) fiiggvény (g) A HATVANYFELEZG(2,2) fiiggvény
visszatér az 1 értékkel. A vezérlés vissza- visszatér a 4 értékkel. A vezérlés
keriil a HATVANYFELEZG(2,2) fliggvény- visszakerill a HATVANYFELEZG(2,5)
hez. fliggvényhez.

2:-4-4=32 !
| HATVANYFELEZG(2, 11) |
23232 = 2048

| HATVANYFELEZG(2, 22) | | HATVANYFELEZG(2, 22) |
(2048 - 2048 = 4194304
(h) A HATVANYFELEZG(2,5) fiigg- (i) A HATVANYFELEZG6(2,11) (j) A HATVANYFELEZG(2,22)
vény visszatér a 32 értékkel. A ve- fliggvény visszatér a 2048 ér- fliggvény visszatér a 4194304
zérlés visszakerill a HATVANYFE- tékkel. A vezérlés visszakeriil értékkel. A vezérlés visszake-
LEZO(2,11) fiiggvényhez. a HATVANYFELEZG(2,22) fligg- ril a HATVANYFELEZG(2,11)
vényhez. fliggvényhez.

4.3. dbra. 222 meghatarozasa a 4.8. algoritmus hasznalataval (folyt.).
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Hanoi tornyai

A Hanoi tornyai egy jaték, amelynek megoldasara mutatunk be egy rekurziv elven miikédé algoritmust. A
jaték szabalyai a kovetkezSk. Van harom rudunk, jeldlje ezeket A, B és C, valamint N darab korongunk.
A korongok mérete kiilonb6z8. Kezdetben minden korong az A radon helyezkedik el tigy, hogy egy korong
nem lehet nala kisebb korongon. Négy korong esetén a 4.4. Abra mutatja a kiindulési esetet. Feladatunk,
hogy minden korongot athelyezziink az A oszloprol a C oszlopra. Az athelyezésnek két fontos szabalya
van. Az els6, hogy csak a legfels6 korongot vehetjiik le valamely rudrél és a levett korongot at kell
helyezni egy masik rudra. Nem tehetiink olyat, hogy egy korongot bizonyos ideig nem rddon tarolunk.
A masik szabéaly, hogy egy korongot csak olyan rudra tehetiink at, amely vagy iires, vagy a rajta 1évs
fels§ korong nagyobb, mint a rdhelyezendé korong.

A B C

4.4. d4bra. Hanoi tornyai feladat alapéllasa 4 korong esetén. A korongokat az A oszloprol kell a C oszlopra
athelyezni.

A feladat megoldasara olyan algoritmust kell taldlnunk, amely barmilyen pozitiv egész N esetén véges
sok lépésben megvalosithatd. A rekurziv gondolkodas nagy segitségiinkre lesz most.

Feladatunk, hogy N darab korongot a szabalyoknak megfelelen athelyezziink az A rudrél a C rudra
agy, hogy kozben a B oszlopot is hasznalhatjuk (1d. 4.4. abra). Tegyiik fel, hogy N — 1 korongot mar
képesek vagyunk az egyik riadrél a mésikra atrakni a szabalyok szerint, tehat példaul 4 korong esetén el
tudjuk érni, hogy 3 korong atkeriiljon az A rudrél a B radra (1d. 4.5a. abra). Ha ez megtortént, akkor
az A rudon csak a legnagyobb korong maradt, amit attehetiink az éppen iires C radra (I1d. 4.5b. abra).
Ezutan mar csak a B riddon 1é6vg N — 1 darab korongot kell a C radra mozgatnunk agy, hogy kézben az
A rudat is hasznélhatjuk. Ezt lathatjuk a 4.5c. 4bran N = 4 esetén.

Az &tletlink lényege tehat, hogy N korong mozgatasat visszavezetjiilk N — 1 korong mozgataséra.
Ez tipikus rekurziv gondolat. Persze ahhoz, hogy a rekurzié miikodjon sziikséges egy alapeset is. Ilyet
is tudunk adni, hiszen ha N = 1, akkor egyszertien mozgatjuk a legkisebb korongunkat, amely mindig
athelyezhets barmely ridrél barmely mas radra.

Az ismertetett rekurziv elvet a 4.9. algoritmusban irjuk le pszeudokdd segitségével. A HANOI eljaras-
nak négy bemenete van. Az els6 paraméter (N) megadja, hogy hany darab korongot akarunk mozgatni.
A maésodik paraméter hatarozza meg azt a rudat, amelyen kezdetben rajta van az N darab korong.
Errél a forrds radrol kell atmozgatnunk a korongokat a harmadik paraméterként megadott cél radra. A
negyedik paraméter azt a segéd rudat jeloli, amelyet a mozgatasok kozben segédridként hasznalhatunk.
Ha feladatunk N darab korong athelyezése az A rudrél a C rudra a B rad segitségével, akkor az eljarast
a HANOI(N, A, C, B) modon hivjuk meg.

Az algoritmusban elGszoér megvizsgaljuk, hogy milyen az N értéke. Ha N = 1 (ld. 2. sor), akkor az
alapesettel allunk szemben. Ilyenkor az egyes szamu korongot kell a forrds radrél a cél rudra mozgatni.
Ezt megvaldsitja a megfelelGen paraméterezett MOZGAT eljaras (I1d. 3. sor).

Amennyiben az N értéke nagyobb egynél, akkor rekurzivan meghivjuk az eljarast N — 1 koronggal,
amelyeket a forrds-rol a segéd-re kell athelyezni a cél segitségével (1d. 5. sor). Amikor a rekurzivan hivott
eljaras futésa véget ér, akkor a fels6 N — 1 korong atkeriilt a forrds-rol a segéd-re. A forrds-on csak az N-
edik korong maradt, amit a4t tudunk egyszertien helyezni az iires cél ridra. Ezt valésitja meg a 6. sorban
16v6 MOZGAT eljaras. Ezt kovetGen a segéd-en 1év6 N — 1 darab korongot at kell mozgatni a cél radra,
amit a HANOI eljaras megfelelGen paraméterezett rekurziv hivasaval ériink el (1d. 7. sor).

4.4. Példa. Vizsgaljuk meg, hogy az ismertetett algoritmus miként valositja meg négy korong A rudrol
C ridra valé mozgatasat. A rekurziv eljardsok hivasi hierarchidjat a 4.6. 4bran lathatjuk.

Elészor meghivjuk a HANOI(4,A,C,B) eljarast, mivel négy korongot akarunk az A radrol a C radra
mozgatni a B rud segitségével. A HANOI(4,A,C,B) eljaras meghivja el@szor a HANOI(3,A ,B,C) eljarast,
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— &

(a) A harom legkisebb korongot mar atmozgattuk az A rudrdl a B rudra.

& L

(b) A negyedik korongot attessziik az A rudrol az iires C radra.

C

A

A B C

(¢) A B rudrol a harom korongot attettiik a C rudra gy, hogy a legnagyobb
korong mér a C radon volt.

4.5. dbra. Négy korong A-rol C-re valo atmozgatasanak otlete.

4.9. Algoritmus Hanoi tornyai

Bemenet: N — egész, forrds — rud, cél — rud, segéd — rad

1: eljaras HANOI(N : egész, forrds : rud, cél : rad, segéd : rad)
2 ha N =1 akkor

3 MozGcat(1, forrds, cél)

4 kiilonben

5: HANOI(N — 1, forrds, segéd, cél)

6 MOZGAT(N, forrds, cél)

7 HANOI(N — 1, segéd, cél, forrds)

8 elagazas vége

9: eljaras vége

Eljaras hivasa: HANOI(N, A, C, B)

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e N: A mozgatando korongok szama.
forras: Az a rud, amelyrél mozgatni akarunk.
cél: Az a rid, amelyre mozgatni akarunk.
cél: Az a rad, amelyet segitségiil hasznalhatunk a mozgatéashoz.
MozGAT(n, forrds, cél): Eljaras, amely megvalositja az n-edik korong mozgatasat a forrds radrol
a cél radra.
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mivel els6ként meg kell oldani, hogy harom korong atkeriiljon az A-rél a B-re C-t segédrudként hasznalva.
A HANOI(3,A,B,C) meghivja a HANOI(2,A,C,B)-t, amely meghivja a HaANOI(1,A,B,C)-t. Az utolsoként
hivott eljarasban egy egyszerti mozgatas torténik csak, az elsé korong atkeriil az A rdadrol a B radra.
Ezutan a vezérlés visszakeriil a HANOI(2,A,C,B) eljarashoz, ahol végrehajtodik az algoritmus 6. sora.
Tehat a masodik korong az A rudrol a C radra keriil. Ezt kovetSen meghivodik a HAaNo1(1,B,C,A)
eljaras, melyen beliil az egyes korong atkeriil B-r6l C-re.

A teljes futas nyomon kovethets a 4.6. abran és egyben fentrdl lefelé nézve lathato, hogy milyen
mozgatasok sorozata sziikséges a négy korong athelyezéséhez. 9§

Hanoi1(1,A,B,C) 1:A—B
-
HanoI(2,A,C,B) 2:A—=C
\
Hanoi1(1,B,C,A) 1:B—~C

\

HanoI(3,A,B,C) 3:A—=B

Hano1(1,C,A,B) 1:C— A
-
Hano1(2,C,B,A) 2:C—B
\
Hano1(1,A,B,C) 1:A—=B

Hano1(4,A,C,B) 4: A —=C

Hanoi(1,B,C,A) 1:B—=C
-
Hano1(2,B,A,C) 2:B— A
\
Hanoi(1,C,A,B) 1:C—= A

Hano1(3,B,C,A) 3:B—=C

/

\

Hanoi1(1,A,B,C) 1:A—B
-
HanoI(2,A,C,B) 2:A—=C
\

Hanoi1(1,B,C,A) 1:B—-C

/

4.6. dbra. Négy korongos Hanoi algoritmus hivasi faja, valamint az egyes eljarasokon beliil végrehajtott
mozgatasok.

Futasi id6 elemzése. A futasi id6 vizsgalatanal azt kell megnézniink, hogy N darab korong egyik
radrél egy masikra térténd athelyezéséhez hany darab eljarashivasra van sziikségiink. Mivel minden
egyes eljarason beliil pontosan egy korongmozgatas torténik, ezért az eljarashivasok szama pontosan
megegyezik a sziikséges mozgatasok szamaval is. Az N korong mozgatisdhoz sziikséges eljarashivasok
szamat jeloljik T'(N)-nel.

Vizsgaljuk meg elszor, hogy egy korong esetén hany darab eljarashivasra van sziikség. Meghivjuk a
HANOI eljarast az N = 1 értékkel. Mivel ilyenkor nem torténik rekurziv hivés, ezért egy hivéas torténik
csak. Igy

T(1) = 1. (4.23)

Ha N = 2, akkor egyszer meghivjuk a HANOI eljarast N = 2-vel, amely kétszer meghivja a HANOI-t
N =1 értékkel. Igy

T(2)=1+4+2-T(1) =3. (4.24)

N = 3 esetén is hasonl6 a helyzet:
T33)=14+2-T(2)=T. (4.25)
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Mit mondhatunk altaldnosan? Amikor a HANOI eljarast N-nel hivjuk, akkor ez egy kozvetlen hivast
jelent. Az eljarason beliil viszont kétszer is megivasra keriil a HANOI eljaras az N — 1 értékkel, ezért

T(N)=1+2-T(N —1). (4.26)
Teljes indukcioval belathaté — bar most ezt nem tessziikk meg —, hogy altalanosan
T(N)=2N —1. (4.27)

Ezek szerint a Hanoi tornyai feladatot csak O(2V)-es futasi idével tudjuk megoldani. &
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Egyszerid programozasi tételek rekurziv megval6sitasa

Sorozatszamitas

A 2.1.1. fejezetben mar targyaltuk a sorozatszamités programozasi tételt, de ott iterativ megoldast
mutattunk be. Ebben a fejezetben pedig a sorozatszamitas feladatanak rekurziv megvalositasat mutatjuk
be.

Sorozatszamitasnél a feladatunk egy x tomb Gsszes eleme kozott elvégezni egy megadott @ miiveletet.
Az algoritmus eredményiil a kiszamitott miveleti értéket adja meg. Példaként altalaban az Gsszegzést
szokéas emliteni, ami a témb elemeinek Gsszegét hatarozza meg.

A rekurziv megoldasunk lényege az lesz, hogy amikor az els§ jobb darab elem kozotti miiveleti ered-
ményt akarjuk kiszamitani, akkor feltessziik, hogy az els6 jobb — 1 darab elem k6zott mér ismerjiik az
@ mivelet eredményét, igy csak ezen érték és a tomb jobb indext eleme kozott kell meghatarozni az @
miivelet eredményét. Lényegében az @ miivelet asszociativ tulajdonségat hasznaljuk, hiszen:

z[1] + z[2] + ... + x[jobb — 1] + z[jobb] = (x[1] + z[2] + ... + x[jobb — 1]) + z[jobb]. (4.28)

Hogyan fog leallni a rekurziv hivasok lancolata? Tudjuk, hogy az & miiveletnek van valamilyen kiindulési
értéke (értékg). Amikor az ,lires” tombbel hivjuk majd meg a rekurziv fliggvényiinket, akkor ezt az
értéket kell visszaadnia az algoritmusnak.

Az el6z6 Stletre épiils algoritmus pszeudokodjat a 4.10. algoritmusban mutatjuk be. Az algoritmust
megvalosito fliiggvénynek két bemenete van: a feldolgozando6 x témb, illetve a jobb index. A jobb értékével
azt hatarozzuk meg, hogy éppen az elsé hany darab elem kozott akarjuk az @ miiveletet elvégezni. Amikor
a kiilvilagbol” meghivjuk a rekurziv fiiggvényt, akkor jobb értéke a tomb n mérete lesz, hiszen az egész
tombre el akarjuk végezni a kivant miiveletet. A fiiggvény visszatérési értéke a miivelet eredménye lesz.

4.10. Algoritmus Sorozatszamités programozasi tétel rekurziv megvaldsitésa

Bemenet: © — T tomb, jobb — egész
Kimenet: A vizsgalt résztomb elemeire nézve a @ miivelet eredménye.
1: fiiggvény SOROZATSZAMITASREKURZIV(z : T t6mb, jobb : egész)
2 ha jobb = 0 akkor
3: vissza értékg
4: kiilonben
5 vissza SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, jobb — 1) @ x[jobb)
6 elagazas vége
7. fliggvény vége

Filiggvény hivasa: SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, n)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1: Feldolgozand6 t6mb.
e n: Az x tomb mérete.
e jobb: A tomb elss elemétdl a jobb indexti eleméig tartd résztombot dolgozza fel az aktualis SORO-
ZATSZAMITASREKURZIV fiiggvény.
@: A tomb elemei k6zott elvégezendd miivelet.
értéky: Az @ mivelettdl fiiggd kiindulasi érték.

Az algoritmus 2. sordban megvizsgaljuk, hogy mennyi a jobb index értéke, azaz hogy éppen melyik
résztomb feldolgozasat végezziik. Amennyiben jobb = 0, akkor a SOROZATSZAMITASREKURZIV fiigg-
vény az @ mivelet kiindulasi értékét adja vissza (l1d 3. sor). Amennyiben jobb > 0, akkor rekurzivan
meghivjuk a SOROZATSZAMITASREKURZIV fliggvényt 1-gyel kisebb jobb értékkel, majd az igy szolgalta-
tott eredmény és a tomb z[jobb] eleme kozott elvégezziik az @ miiveletet. A miivelet eredménye lesz a
fliggvény visszatérési értéke (1d. 5. sor).

4.5. Példa. Vizsgaljuk meg, miként 6sszegzi a 3,6,1,8,4 elemeket tartalmazé x tomb elemeit a 4.10. al-
goritmus! Az egyes lépéseket nyomon kovethetjiik 4.7. abran is.

Meghivjuk a SOROZATSZAMITASREKURZIV fliggvényt paraméterként atadva neki a feldolgozandé x
tombot és a tomb méretét (5) (Id. 4.7a. abra). Mivel az atadott jobb paraméter értéke 5, ezért a 2. sorbeli

Sergyan Szabolcs 151 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



feltétel kiillonben agéba keriil a vezérlés. Az 5. sorban meghivasra keriil a SOROZATSZAMITASREKUR-
ziv(x, 4) fiiggvény (1d. 4.7b. abra). Hasonl6 torténik mindaddig, amig a jobb paraméter értéke el nem
éri a 0 értéket. Ezeket a hivasokat a 4.7c-4.7f. abrak szemléltetik.

A SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 0) fiiggvény, mivel jobb értéke 0, ezért az Osszegzésnél hasznalt
értéko = 0 értéket adja vissza (I1d. 4.7g. abra). A vezérlés visszatér a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 1)
fiiggvény 5. sordba. Ebben a fiiggvényben a megkapott 0 értékhez hozzdadjuk az z[1] értékét, az igy
elsallo 3 lesz a fliggvény visszatérési értéke. A vezérlés visszakeriil a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 2)
5. sordba (1d. 4.7h. abra). Hasonlé torténik ahogy sorra visszatér a vezérlés az egyes hivo fliggvények-
hez, ahogy a 4.7i-4.7k. abrakon lathatjuk. Az algoritmus végén a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 5)
fiiggvényben el6all a tomb elemeinek osszege (1d. 4.71. abra). ¢

Futasi id6 elemzése. Amikor a rekurziv algoritmus futéasi idejét vizsgaljuk, a fliggvényhivasok szamat
elemezziik. A 4.10. algoritmusbél jol lathato, hogy egy n elemi tomb feldolgozasa soran a SOROZATSZAMI-
TASREKURZIV fiiggvény (n + 1)-szer keriil meghivasra. Igy a sorozatszamitas rekurziv megvalositasanak
futési ideje is O(n)-es. &

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 4) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 5) ‘ ’ SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 5) ‘
v e A Te 1] s o [T
f f
jobb jobb
(a) A ,kiilvilagbol” meghivasra kertil (b) A SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 5)
a  SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 5) fliggvény meghivja a
fiiggvény, mely a teljes tombot dolgozza SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 4)  fligg-
fel. vényt, mely a tomb els6 négy elemébdl allo

résztombot dolgozza fel.

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 2) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 3) ‘ ’ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 3) ‘
’ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 4) ‘ ’ SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 4) ‘
’ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 5) ‘ ’ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 5) ‘
el [ o |1 ST e ]s | o UTSTTAT
jobb jobb
(¢) A  Sor0zATSZAMITASREKURZIV(z, 4) (d) A SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 3)
fliggvény meghivja a fliggvény meghivja a
SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 3) fligg- SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 2) fliggvényt,
vényt, mely a tomb els harom elemébdl allo mely a tomb elsé két elemébdl &llo6 résztémbot
résztéombot dolgozza fel. dolgozza fel.

4.7. dbra. Sorozatszamitas programozasi tétel rekurziv megvaldsitasa
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‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 1) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 2) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 3) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 4) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV(X, 5) ‘

*
jobb

(e) A SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 2) fliggvény

meghivja a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 1) fiigg-

vényt, mely a tomb els elemébdl all6 egy elemd rész-
tombot dolgozza fel.

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV(X, 0) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 1) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 2) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 3) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 4) ‘

‘ SOROZATSZAMITASREKURZIV(X, 5) ‘

¥
jobb

(f) A SorOzZATSZAMITASREKURZIV(z, 1) fliggvény meg-
hivja a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 0) fliggvényt.

4.7. dbra. Sorozatszamitas programozasi tétel rekurziv megvalositasa (folyt.).
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| SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 1) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 2) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 3) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 4) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 5) |

jobb

(g8) A SorozaTszAMITASREKURzIV(z, 0) fliggvény

visszatér az értéko értékkel, ami most 0. A vezérlés a

SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 1) fiiggvényhez kertil
vissza.

0+3=3

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 2) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 3) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 4) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 5) |

jobb
(h) A SorozATSZAMITASREKURzIV(z, 1) fiigg-
vény visszatér a 3 értékkel. A vezérlés a
SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 2) fiiggvényhez

keriil vissza.

4.7. abra. Sorozatszamitas programozasi tétel rekurziv megvalositasa (folyt.).
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3+6=9

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 3) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV(x, 4) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV(X, 5) |

o 1]

jobb
(i) A SorozarszAMITASREKURzIV(z, 2) fligg-
vény visszatér a 9 értékkel. A vezérlés

a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 3) fiiggvényhez
keriil vissza.

10+8 =18

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 5) |

ol A ERENEN
Y
jobb

(k) A SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 4)

fliggvény visszatér a 18 értékkel. A vezérlés

a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 5) flige-
vényhez keriil vissza.

9+1=10

| SOROZATSZAMITASREKURZIV (X, 4) |

| SOROZATSZAMITASREKURZIV(X, 5) |

ER RN RN

jobb

(j) A SorOZATSZAMITASREKURZIV(z, 3) fligg-

vény visszatér a 10 értékkel. A vezér-

lés a SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 4) fiigg-
vényhez keriil vissza.

18 +4 =22

A ENENEE

(1) A SOROZATSZAMITASREKURZIV(z, 5)
fliggvény visszatér a 22 értékkel, ami a
tomb elemeinek Gsszege.

4.7. abra. Sorozatszamitas programozasi tétel rekurziv megvalositasa (folyt.).
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Linearis keresés

Az eldontés (1d. 2.1.2. fejezet), kivalasztas (1d. 2.1.3. fejezet) és linearis keresés (I1d. 2.1.4. fejezet) prog-
ramozasi tételek koziil csak az utdbbi rekurziv megvaldsitasat mutatjuk be. Ennek oka, hogy a linearis
keresés magaba foglalja az eldontést és a kivalasztéast is, tehat ennek a rekurziv algoritmusa ismereté-
ben mar nagyon egyszertien meg tudnénk alkotni az eldéntés és kivalasztés rekurziv megvaldsitasanak
algoritmusat.

Linearis keresésnél adott egy = bemeneti témb, melynek ismerjiikk az n méretét is. Azt vizsgaljuk,
hogy van-e a témbben P tulajdonsigt elem, és ha van, akkor megadjuk az elsg ilyen elem indexét is.
Tehét a lineéris keresésnek két kimenete van. Mivel egyes nyelvi implementacioknal egy fliggvénynek csak
egy visszatérési értéke lehet, ezért a linearis keresést egy olyan rekurziv fliggvénnyel fogjuk megvalositani,
melynek csak egy visszatérési értéke van. Abban az esetben, ha van P tulajdonsigi elem a témbben,
akkor visszaadja a fiiggvény az elsg ilyen elem indexét. Ha viszont nincs a témbben P tulajdonsagi elem,
akkor egy nemlétezs indexet, a 0-t adja vissza a fiiggvény.

A rekurziv megvalositas soran kezdetben az egész tombot vizsgaljuk. Ha az els6 elem P tulajdonsé-
gu, akkor leallhat a futas, ezért visszaadja a fiiggvény az egy értéket. Ha viszont az els§ elem nem P
tulajdonsagu, akkor csak a masodiktol az n-edik elemig terjedd résztémbbel kell foglalkoznunk. Ezért
rekurzivan meghivjuk a fliggvényiinket tgy, hogy a masodik elemet tekintjiik ,els6nek”. Amennyiben a
rekurziv hivasok soran talalunk P tulajdonsagu elemet, akkor leall a futas. Ha viszont nincs P tulajdon-
sagi elem a tombben, akkor méar olyan rekurziv hivast eszk6zoliink, melyben egy nem val6s résztémb
vizsgalatat kérjiik az algoritmustol. Ilyenkor a fiiggvény a 0 visszaadott értékkel fog leallni.

A linearis keresés rekurziv megvalositéasat a 4.11. algoritmusban lathatjuk.

4.11. Algoritmus Linearis keresés programozasi tétel rekurziv megvalositésa

Bemenet: © — T t6mb, bal — egész, n — egész (tomb mérete), P — logikai (tulajdonsdg)
Kimenet: Az els6 P tulajdonsagi elem indexe, illetve ha nincs P tulajdonsagi elem, akkor 0.
1: fiiggvény LINEARISKERESESREKURZIV(z : T tOmb, bal : egész, n : egész, P : logikai)
2 ha bal > n akkor

3 vissza 0

4 kiillonben

5: ha P (z[bal]) akkor

6: vissza bal

7 kiillénben

8 vissza LINEARISKERESESREKURZIV(z, bal + 1, n, P)

9 elagazas vége

10: elagazas vége

11: fliggvény vége

Fiiggvény hivasa: LINEARISKERESESREKURZIV(z, 1, n, P)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: A feldolgozando tomb.
e n: Az x t6mb mérete.
e bal: Az x tombnek a bal indexii elemétdl az utolsd eleméig tarto résztémbot dolgozza fel az aktuélis
LINEARISKERESESREKURZIV fliggvény.
e P: Logikai értéket visszaado tulajdonsagfiiggvény. Az algoritmus azt hatarozza meg, hogy az x
tombnek van-e P tulajdonsagu eleme, és ha van, akkor hol talalhaté az elsé ilyen.

Az algoritmus els§ bemenete az x vizsgalt tomb. Masodik bemenetként megadjuk a bal értéket, amely
azt jelzi, hogy hol kezd&dik az éppen vizsgalt résztomb. Ez a paraméter fog valtozni a rekurziv hiviasok
soran. Kezdeti értéke 1, hiszen kiindulésként a teljes tombot vizsgaljuk. Ha ennek a bemenetnek az értéke
nagyobb lesz a tomb n méreténél, akkor all el§ az az eset, amikor nem taladltunk P tulajdonsagu elemet
a tombben. Harmadik paraméterként meg kell még adnunk az x témb méretét. Negyedik bemenetiink a
vizsgalt P tulajdonséagfiiggvény lesz. Az algoritmust megvalosité LINEARISKERESESREKURZIV fliggvény
visszatérési értéke a megtalalt P tulajdonsigi elem indexe vagy 0 lesz.

Az algoritmus 2. soraban megvizsgaljuk, hogy bal értéke meghaladja-e méar a tomb méretét. Ha igen,
akkor nem talaltunk a témbben P tulajdonsagi elemet, ezért 0-val tér vissza a fliggvény (1d. 3. sor).
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A bal > n feltétel 4. sorban 1év§ kiilonben adgaban két tovabbi lehet&séget kell megvizsgalnunk. Ha az
éppen vizsgalt résztomb elss eleme (z[bal]) P tulajdonsagn (1d. 5. sor), akkor ezen elem indexével tér
vissza a fliggvény (I1d. 6. sor). Egyébként viszont egy kisebb résztombot kell vizsgalni, ezért rekurzivan
meghivjuk az ezt végrehajto fiiggvényt (1d. 8. sor).

4.6. Példa. A 3,9, 4, 1, 8 tombben keressiik, hogy van-e paros elem, és ha van, akkor hol talalhat6 az
els6 ilyen. A 4.11. algoritmussal valdé megvalositast nyomon kdvethetjiik a 4.8. abran.

Elgszor meghivjuk a LINEARISKERESESREKURZIV(z, 1, 5, PAROS) fiiggvényt (1d. 4.8a. abra). Mivel
bal értéke 1, ami a tomb méreténél kisebb, ezért a 2. sorbeli feltétel kiilonben agaba lépiink. Megvizsgal-
juk, hogy z[1] paros-e (1d. 5. sor). Mivel az els6 elem paratlan, ezért a 8. sorban meghivjuk rekurzivan
a kisebb tomb vizsgalatat megvalositod fiiggvényt.

A LINEARISKERESESREKURZIV(z, 2, 5, PAROS) fiiggvényben is hasonlo vizsgalatokat végziink (1d.
4.8b. abra). Mivel a mésodik elem sem péaros, ezért tjabb rekurziv hivas torténik. A LINEARISKE-
RESESREKURZIV(z, 3, 5, PAROS) fliggvényben a tomb harmadik elemérsl megallapitjuk, hogy péaros
(1d. 4.8c. &bra). Igy a vezérlés az algoritmus 6. soraba keriil. A soron kovetkezd LINEARISKERESES-
REKURZIV(z, 3, 5, PAROS) fiiggvény visszaadja a megtalalt indexet, a vezérlés pedig visszakeriil a LINE-
ARISKERESESREKURZIV(z, 2, 5, PAROS) fiiggvény 8. sordba. Ez a fliggvény is visszaadja a 3 értéket, a
vezérlés pedig a LINEARISKERESESREKURZIV(z, 1, 5, PAROS) fliggvénybe keriil vissza (Id. 4.8e. abra).
Ennek a fliggvénynek a futasa is véget ér, visszaadja a megtalalt els6 paros elem indexét (I1d. 4.8f. abra).

9

Futasi id6 elemzése. Az algoritmus futéasi ideje, azaz a rekurziv hivasok szama fligg attol, hogy
van-e a keresett P tulajdonsagu elem a tombben. Ha van ilyen elem, akkor a futasi idé attél fiigg, hogy
héanyadik helyen taldlhato az elsé ilyen elem. A fiiggvényhivasok szama pontosan az els6 P tulajdonsagu
elem indexével lesz egyenld. Tehat legjobb esetben csak egy hivas sziikséges, legrosszabb esetben pedig
— amikor az utolsé témbelem az egyetlen P tulajdonsagti — n hivés torténik. Atlagosan 5 hivas kell.
Ha nincs P tulajdonsagu elem a tombben, akkor viszont n 4+ 1 hivas sziikséges.
Osszességében azt latjuk, hogy az algoritmusunk futési ideje O(n)-es. &
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| LINEARISKERESESREKURZIV(X, 2, 5, PAROS) |

LINEARISKERESESREKURZIV(X, 1,5, PAROS) | | LINEARISKERESESREKURZIV(x, 1, 5, PAROS) |

] g KR RNENEN

bal bal
(a) Meghivasra keriil a (b) A LINEARISKERESESREKURZIV (z, 1, 5, PAROS)
LINEARISKERESESREKURZIV (z, 1, 5, PAROS) fliggvény meghivja a
fliggvény, mely a teljes = tombben keres péros LINEARISKERESESREKURZIV (z, 2, 5, PAROS)
szamot. fliggvényt, mely az x témb 2. és 5. eleme kozotti

résztombben keres péaros szamot.

| LINEARISKERESESREKURZIV(x, 3, 5, PAROS) |

| LINEARISKERESESREKURZIV(x, 2, 5, PAROS) | | LINEARISKERESESREKURZIV(x, 2, 5, PAROS) |

| LINEARISKERESESREKURZIV(x, 1,5, PAROS) | | LINEARISKERESESREKURZIV(x, 1,5, PAROS) |

x: n x:-i|4|1|8|

*

bal bal
(¢) A LiNEARISKERESESREKURZIV (z, 2, 5, PAROs) (d) Mivel a 3. elem  paros, ezért  a
fliggvény meghivja a LINEARISKERESESREKURZIV(z, 3, 5, PAROS) fligg-

LINEARISKERESESREKURZIV(z, 3, 5, PAROS) fligg- vény visszatér a 3 értékkel. A vezérlés visszakeril
vényt, mely az z tomb 3. és 5. eleme kozotti a LINEARISKERESESREKURZIV(z, 2, 5, PAROS) fligg-

résztombben keres paros szadmot. vényhez.

LiNEARISKERESESREKURZIV(X, 1, 5, PAROS) |

I ENENES

+
bal x:|3|9|4|1|8|
(e) A LINEARISKERESESREKURZIV(z, 2, 5, PAROS) (f) A LINEARISKERESESREKURZIV(z, 1, 5, PAROS)
fiiggvény is a 3 értékkel tér vissza. A vezérlés a fiiggvény is a 3 értékkel tér vissza. A feladatot
LiNEARISKERESESREKURZIV(z, 1, 5, PAROS) fligg- megoldottuk, van péaros elem a tombben,
vényhez kertiil vissza. mégpedig a 3. elem az els§ ilyen tulajdonsagu.

4.8. abra. Linearis keresés rekurziv megvalositasa. Az x tombben péros szamot keresiink.
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Megszamlalas

A 2.1.5. fejezetben mar megismertiik a megszamlalas programozasi tételt, melynek feladata egy tombben
megszamolni a P tulajdonsagu elemek darabszamat. Most megnézziik, miként lehetséges ezt rekurziv
mobdon megvaldsitani.

A feladatot tigy oldjuk meg, hogy megvizsgaljuk az x tdmb utolso elemét. Ha ugy talaljuk, hogy x[n]
P tulajdonsagi, akkor a teljes tombben a P tulajdonsagi elemek szama eggyel tobb, mint az n — 1 elemi
tombben. Ha viszont x[P] nem P tulajdonsagu, akkor az n elemi tombnek ugyanannyi P tulajdonsagi
eleme van, mint az eggyel kevesebb elemt tombnek.

A rekurzi6 leallasarol az az alapeset gondoskodik, hogy egy elfajult nulla elemt témbnek egyetlen P
tulajdonsagu eleme sincs.

Az ismertetett elvnek megfelels pszeudokddot a 4.12. algoritmusban adtuk meg.

4.12. Algoritmus Megszamlalas programozasi tétel rekurziv megvalodsitasa

Bemenet: © — T t0mb, jobb — egész, P — logikai (tulajdonsdg)
Kimenet: A vizsgalt résztombben az P tulajdonsigt elemek széama.
1: fiiggvény MEGSZAMLALASREKURZIV(z : T t6mb, jobb : egész, P : logikai)
2 ha jobb = 0 akkor

3 vissza 0

4 kiilonben

5: ha P (z[jobb]) akkor

6: vissza 1 + MEGSZAMLALASREKURZIV(z, jobb — 1, P)

7 kiilénben

8 vissza MEGSZAMLALASREKURZIV(z, jobb — 1, P)

9 elagazas vége

10: elagazas vége

11: fliggvény vége

Fiiggvény hivasa: MEGSZAMLALASREKURZIV(x, n, P)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e z: A feldolgozand6 témb.

e n: Az x tomb mérete.

e jobb: Az x tombnek az els6 elemétdl a jobb indexi eleméig tarto résztombot dolgozza fel az aktuélis
MEGSZAMLALASREKURZIV fiiggvény.
P: Logikai értéket visszaado tulajdonsag fiiggvény. Az algoritmus azt hatarozza meg, hogy az x
tombnek hany darab P tulajdonsigu eleme van.

A MEGSZAMLALASREKURZIV fiiggvény bemenete a feldolgozando x tomb, az aktudlisan vizsgalt
résztomb végét jelzd jobb index, valamint a vizsgalt P tulajdonsag. A fliggvény visszatérési értéke az x
els§ jobb darab eleme kozott a P tulajdonsaguak szama.

Az algoritmus 2. soraban megvizsgaljuk, hogy nulla elemi résztombbel dolgozunk-e. Ha jobb = 0,
akkor visszaadjuk a 0 értéket (1d. 3. sor), mivel egy elfajult tombben nincs elem, tehat a P tulajdonsagt
elemek szama 0. Igy biztositottuk a rekurzié alapesetét.

A 4. sorban kezd&d§ kiilonben 4dgba lépilink akkor, ha legalabb egy elemt a vizsgalt résztombiink. Ha
a résztémb utols6 eleme (z[jobb]) P tulajdonsagu (1d. 5. sor), akkor az elsd és (jobb — 1)-edik elemek
kozotti résztomb P tulajdonsagi elemeinek szaméahoz 1-et hozza kell adni. Ennek érdekében rekurzivan
meghivjuk a MEGSZAMLALASREKURZIV(x, jobb — 1, P) fliggvényt, és az 1-gyel novelt értékkel all le az
aktualis fiiggvény futasa (1d. 6. sor). Ha viszont a jobb indexi elem nem volt P tulajdonsagt, akkor
az aktualis fliggvény visszatérési értéke a rekurzivan hivott fiiggvény visszatérési értékével lesz azonos
(1d. 8. sor).

4.7. Példa. A 3, 6, 1, 8, 4 elemeket tartalmazo témb példajan nézziik meg hogyan is miikédik a
rekurziv megszamlalds. A témbben a paros szamokat keressiik. A feldolgozés egyes 1épéseit a 4.9. abran
kovethetjiik.

A MEGSZAMLALASREKURZIV fiiggvényben csak a jobb paraméter fog valtozni, ezért ennek az értékére
tériink csak ki. El6szor meghivjuk a fiiggvényt a tomb méretével egyezd értékkel. Mivel jobb nem 0,
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ezért a 4. sorban kezd6dé kiilonben agba 1éplink. Megvizsgaljuk az 6todik elem értékét, ami jelen esetben
paros lesz (ld. 4.9a. abra). Igy az algoritmus 6. sordba lépiink, ahonnan meghivjuk a MEGSZAMLALAS-
REKURZIV fiiggvényt a jobb = 4 értékkel. A negyedik elem is paros, ahogy az a 4.9b. 4brén is lathato.
A vezérlés ismét a 6. sorba keriil. Meghivjuk a jobb = 3 paramétert fliiggvényt. A harmadik elem pa-
ratlan (1d. 4.9c. dbra), ezért a vezérlés a 8. sorba ugrik. A rekurziv hivasok tovabbi sorat szemléltetik
a 4.9d-4.9f. abrék.

A jobb = 0 esetben a fliggvény visszatér a 0 értékkel, a vezérlés pedig visszatér a MEGSZAMLALAS-
REKURZIV(z, 1, PAROS) fiiggvény 8. sordba (l1d. 4.9g. dbra). A tObbi fliggvény visszatérési értékeit és
igy a paros értékek szaménak alakulasat a 4.9h-4.91. abrék szemléltetik. Végeredményiil 3-at kapunk,
ami tényleg megegyezik a tomb paros értékid elemeinek szdmaval. ¢

Futasi id6 elemzése. A futési id6 vizsgalatanal most is a fliggvényhivasok szamat vessziik figyelembe.
Ko6nnyen lathato, hogy egy n elemid tomb vizsgalatanal n + 1 darab fiiggvényhivas torténik, igy ez az
algoritmus is O(n)-es. &

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 4, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 5, PAROS) ‘ ’ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 5, PAROS) ‘
» e [T o S EREEEEN N
1 f
jobb jobb

(a) Mehivésra kertil a (b) A MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 5, PAROS)
MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 5, PAROS) fliggvény meghivja a
fiiggvény, mely meghatarozza, hogy hany MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 4, PAROS)

paros szam van a teljes tombben. fliggvényt, amely a tomb els6 4 elemében

szamolja meg a parosakat.

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 2, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(X, 3, PAROS) ‘ ’ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 3, PAROS) ‘
’ MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 4, PAROS) ‘ ’ MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 4, PAROS) ‘
’ MEGSZAMLALASREKURZIV(X, 5, PAROS) ‘ ’ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 5, PAROS) ‘
e s | o [0 [T s o fu]sfa]
¥
jobb jobb
(¢) A MEGSzZAMLALASREKURZIV(z, 4, PAROS)  (d) A MEGSZAMLALASREKURZzIV(z, 3, PAROS)
fliggvény meghivja a fliggvény meghivja a
MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 3, PAROS) fiiggs- MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 2, PAROS) fligg-
vényt, amely a tomb els6 3 elemében szamolja  vényt, amely a tomb els§ 2 elemében szamolja meg a
meg a parosakat. parosakat.

4.9. abra. Megszamlalas programozasi tétel rekurziv megvaldsitdasa. A 3, 6, 1, 8, 4 tdmbben keressiik a
paros értékek darabszamaét.
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‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(X, 1, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 2, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 3, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 4, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 5, PAROS) ‘

Y
jobb

(e) A MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 2, PAROS) fiigg-

vény meghivja a MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 1, PAROS)

fliggvényt, amely a tomb els6 1 elemében szamolja meg a
parosakat.

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV (%, 0, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 1, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 2, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 3, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 4, PAROS) ‘

‘ MEGSZAMLALASREKURZIV(X, 5, PAROS) ‘

Iy
jobb

(f) A MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 1, PAROS) fiiggvény meg-
hivja a MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 0, PAROS) fiiggvényt.

4.9. abra. Megszamlélas programozasi tétel rekurziv megvalésitasa. A 3, 6, 1, 8, 4 tombben keressiik a
paros értékek darabszamat (folyt.).
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| MEGSZAMLALASREKURZIV(X, 1, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 2, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(X, 3, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 4, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 5, PAROS) |

jobb
(g) A MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 0, PAROS)
fliggvény visszatér a 0 értékkel. A vezérlés a
MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 1, PAROS) fiiggvényhez

keriil vissza.

| MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 2, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 3, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 4, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 5, PAROS) |

jobb
(h) A MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 1, PAROS)
fliggvény visszatér a 0 értékkel. A vezérlés a

MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 2, PAROS) fliggvényhez
keriil vissza.

4.9. abra. Megszamlalas programozasi tétel rekurziv megvalositdasa. A 3, 6, 1, 8, 4 tdmbben keressiik a
paros értékek darabszaméat (folyt.).
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1+0=1

| MEGSZAMLALASREKURZIV(X, 3, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 4, PAROS) |

| MEGSZAMLALASREKURZIV(x, 5, PAROS) |

jobb
(i) A MEGszAMLALASREKURZIV(z, 2, PAROS) fiigg-
vény visszatér a 1 értékkel. A vezérlés a

MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 3, PAROS) fliggvényhez
keriil vissza.

|MEGSZAMLALASREKURZIV(X 4, PAROS)
1+1=2

| MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 5, PAROS) | | MEGSZAMLALASREKURZIV (X, 5, PAROS) |

EREENEN=N

jobb jobb
(j) A MecszAMLALASREKURZzIV(z, 3, PAROS) (k) A MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 4, PAROS)
fliggvény visszatér a 1 értékkel. A vezérlés a fliggvény visszatér a 2 értékkel. A vezérlés a
MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 4, PAROS) fiigg- MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 5, PAROS) fiigg-
vényhez keriil vissza. vényhez keriil vissza.

(1) A MEGSZAMLALASREKURZIV(z, 5, PAROS)
fliggvény visszatér a 3 értékkel, ami a tomb-
ben 1év parosak szama.

4.9. abra. Megszamlalas programozési tétel rekurziv megvalositasa. A 3, 6, 1, 8, 4 tombben keressiik a
paros értékek darabszamat (folyt.).
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Maximumbkivalasztas

A maximumkivélasztas programozasi tétel (1d. 2.1.6. fejezet) egy tomb elemei koziil megadja a maximalis
értékid elem indexét. Miként lehetséges ezt rekurziv médon megvaldsitani?

Ha egy elemii a tombiink, akkor a maximélis értékd elem az els6 elem. Ez lehet majd a rekurzionk
alapesete, vagy méas néven leallasi feltétele. Ha nagyobb tombot vizsgalunk (pl. egy n elemdit), akkor ha
ismerjiik az els6 n — 1 elem koziil a legnagyobb indexét, akkor csak ezt az elemet kell 6sszehasonlitani az
n-edik elemmel. A kettd koziil a nagyobbik lesz a maximaélis. Ezt az elgondolast megvalosito algoritmus
pszeudokodjat a 4.13. algoritmusban irjuk le.

Az algoritmus bemenete a vizsgalando x tomb, valamint egy jobb index. A jobb paraméter adja meg,
hogy éppen melyik elemet akarjuk az el6tte 1év6k maximumaval 6sszehasonlitani. Kezdetben jobb értéke
megegyezik a tomb n elemszamaval. A rekurziv hivasok sorén jobb értéke fog egyesével cs6kkenni. A
rekurzionak akkor lesz vége, ha jobb értéke eléri az 1-et.

4.13. Algoritmus Maximumkivalasztas programozési tétel rekurziv megvalositasa

Bemenet: x — T tomb, jobb — egész; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: A vizsgalt résztombben a maximaélis értéki elem indexe.
1: fliggvény MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z : T t6mb, jobb : egész)
2 ha jobb = 1 akkor
3 vissza 1
4 kiillnben
5: max <— MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(x, jobb — 1)
6 ha z[jobb] > z[maz] akkor
7 vissza jobb
8 kiillbnben
9: vissza max
10: elagazas vége
11: elagazas vége
12: fliggvény vége

Filiggvény hivasa: MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, n)

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e z: A feldolgozando tomb, melynek elemei 6sszehasonlithatok.
e n: Az x tOmb mérete.
e jobb: Az x tombnek az els§ elemétdl a jobb indexi eleméig tarto résztombot dolgozza fel az aktualis
MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV fiiggvény.
e max: Az x tomb els6 jobb — 1 darab eleme koziil a maximalis értéki elem indexe.

Az algoritmus 2. soraban megvizsgaljuk, hogy jobb értéke 1-e. Ha igen, akkor visszaadja a MAXI-
MUMKIVALASZTASREKURZIV fliggvény az 1 indexet (3. sor). Egyéb esetekben meg kell vizsgalnunk, hogy
az aktualis z[jobb] elem hogyan viszonyul a nala kisebb index( elemek maximumahoz. Ennek érdekében
el6szor meg kell hatarozni, hogy az x els6 jobb — 1 eleme koziil melyik a maximélis, ezért rekurzivan
meghivjuk a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV fliggvényt, melynek visszatérési értékét a max valtozoba
mentjiik (Id. 5. sor). Ezt kovetGen megnézziik, hogy az z[jobb] hogyan viszonyul az 6t megel6z6 elemek
maximuméahoz (Id. 6. sor), és ennek megfelelden visszaadjuk vagy a jobb aktualis értékét (7. sor), vagy a
megel6z6 elemek maximumanak indexét (9. sor).

( Megjegyzés w

Az algoritmus megadhat6 ugy is, hogy a jobb indexnél korabbi elemek maximumat nem
mentjiikk ki egy kiilon valtozéba (mazx), hanem a 6. sorban és a 9. sorban is meghivjuk
a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV fiiggvényt. Igy viszont névekedne a rekurziv fiigg-
vényhivasok szdma, amit el akarunk keriilni.

4.8. Példa. Hatarozzuk meg a 2, 1, 6, 5, 8, 3 elemeket tartalmazo6 x tomb legnagyobb értéki elemének
indexét a 4.13. algoritmus hasznalataval! A megoldas soran el6allo fliggvényhivasokat, a vizsgalt résztomb
alakulasat és a visszatérési értékeket nyomon kévethetjiik a 4.10. dbran.
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Elgszor meghivjuk a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 6) fiiggvényt (1d. 4.10a. 4bra). Mivel jobb
értéke nem 1, ezért rogtén hivjuk a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 5) fliggvényt (1d. 4.10b. abra).
A tovabbi fliggvényhivasokat abrazoltuk a 4.10c-4.10f. abrékon.

Amikor jobb értéke 1, akkor a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 1) fliggvény visszatér az 1 érték-
kel. A vezérlés visszakeriil a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 2) fiiggvényhez. Ebben a fliggvényben
osszehasonlitjuk az masodik és a maz indext elemet (1d. 4.10h. abra). Mivel az els§ elem nagyobb ezért
a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 2) fliggvény is 1-et fog visszaadni a MAXIMUMKIVALASZTASRE-
KURZIV(z, 3) fliggvénynek. Ttt is elvégezziik az aktualis Osszehasonlitast (1d. 4.10h. dbra). A harmadik
elem viszont nagyobb az els§ elemnél, ezért a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 3) fiiggvény a 3-at
fogja visszaadni a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 4) fiiggvénynek. Az algoritmus tovabbi futasat
a 4.10i-4.101. abrak szemléltetik. Az algoritmus végén azt kapjuk vissza, hogy az x témb &6t6dik eleme a
legnagyobb. ¢q

Futéasi id6 elemzése. A 4.13. algoritmus végrehajtasa soran mindig n darab fiiggvényhivast végziink,
igy a maximumkivélasztas rekurziv megvaldsitasa is O(n)-es futési idej algoritmus. &

‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 5) ‘

MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) ‘ ’ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) ‘
w2 fifofs[s]s] w2 vfofs[s o
T f
Jobb jobb
(a) Meghivésra keriil a (b) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 6)
MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 6) fliggvénybdl meghivésra kertil a
fliggvény, mely a teljes tomb maximalis MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 5)
elemét valasztja ki. fliggvény, mely a tomb els6 6t elemének

maximalis elemét valasztja ki.

4.10. abra. Maximumkivilasztas programozasi tétel rekurziv megvalositasa. A 2, 1, 6, 5, 8, 3 elemei
kozott keressiik a legnagyobb értékfit.
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‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 3) ‘

‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 4) ‘ ‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(x, 4) ‘
‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 5) ‘ ‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 5) ‘
‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) ‘ ‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) ‘

o e I e 3 SO O A 0 0
*

*
jobb jobb
(¢) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURzZIV(z, 5)  (d) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 4)
fliggvénybdl meghivésra kertil a  fliggvénybdl meghivésra kertil a
MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 4) flige- MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 3) fiiggvény,
vény, mely a tomb els6 négy elemének maximalis  mely a tomb els§ harom elemének maximaélis elemét
elemét valasztja ki. valasztja ki.

‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 2) ‘

‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(x, 3) ‘

‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(x, 4) ‘

‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(X, 5) ‘

‘ MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (x, 6) ‘

jobb

(e) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 3)

fliggvénybasl meghivasra keriil a

MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (z, 2) fliggvény,

mely a tomb els6 két elemének maximalis elemét
valasztja ki.

4.10. abra. Maximumkivalasztas programozasi tétel rekurziv megvalositasa. A 2, 1, 6, 5, 8, 3 elemei
kozott keressiik a legnagyobb értékdt (folyt.).
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| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 1) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 2) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 3) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 4) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 5) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(X, 6) |

jobb

(f) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(x, 2) fliggvénybdl

meghivasra keriil a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 1)

fliggvény, mely a tomb els6 elemét valasztja ki maximalis
elemként.

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 2) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(X, 3) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 4) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(X, 5) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(X, 6) |

F1
max jobb

(g) A  MAXIMUMKIVALASZTASREKURzIV(z, 1)  fiigg-

vény visszaadja az  1l-et, a vezérlés pedig a
MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 2) fliggvényhez keriil
vissza.

4.10. dbra. Maximumkivalasztas programozasi tétel rekurziv megvalositasa. A 2, 1, 6, 5, 8, 3 elemei
kozott keressiik a legnagyobb értékdt (folyt.).
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| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 3) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 4) | | MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 4) |
| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(X, 5) | | MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(X, 5) |
| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) | | MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) |

- T T

max jobb max jobb

(h) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 2) (i) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURzZIV(z, 3) fiigg-

fliggvény visszaadja az 1l-et, a vezérlés pedig a vény visszaadja az 3-at, a vezérlés pedig a

MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 3) fiiggvényhez MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 4) fliggvényhez
keriil vissza. keriil vissza.

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 5) |

| MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) | | MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV (X, 6) |

x:|2|1|6|5_ w21 ]e]s]s] 3]
¥ T

max jobb max jobb
() A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 4) (k) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 5)
fliggvény visszaadja az 3-at, a vezérlés pe- fiiggvény visszaadja az 5-0t, a vezérlés pe-
dig a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 5) dig a MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 6)
fliggvényhez keriil vissza. fliggvényhez keriil vissza.

S EAEE N EN N EN

(1) A MAXIMUMKIVALASZTASREKURZIV(z, 6)
fliggvény visszaadja az 5-6t, ami a tomb
maximalis elemének indexe.

4.10. abra. Maximumkivalasztis programozasi tétel rekurziv megvalositasa. A 2, 1, 6, 5, 8, 3 elemei
kozott keressiik a legnagyobb értékdt (folyt.).
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5. fejezet

Rendezett tombok

Ebben a fejezetben névekvs moédon rendezett témbokkel foglalkozunk. Azt mar kordbban, a 3. fejezetben
lattuk, hogy a tomboket miként tehetjiik rendezetté. Ezt most nem vizsgaljuk, csak kihasznaljuk.

Elészor attekintjiik, hogy miként lehetséges kereséseket végrehajtani rendezett tombaokben (1d. 5.1. al-
fejezet). A mar ismert lineéris keresést modositjuk és vizsgaljuk a futéasi ids valtozasat (1d. 5.1.1. alfeje-
zet). Ezt kovetGen megismerkediink egy olyan modszerrel, a logaritmikus kereséssel, amely csak rendezett
tombok esetén hasznalhato (1d. 5.1.2. alfejezet). Ez az ujfajta megkozelités a futési id6 jelentGs javula-
sahoz vezet.

Az 5.2. alfejezetben megvizsgaljuk, hogy egyes programozasi tételeket miként lehetséges modosita-
ni, futési id6 szempontjabol hatékonyabbé tenni rendezett tombok esetén. A kereséssel rokon eldontés
(Id. 5.2.1. alfejezet) és kivalasztas (ld. 5.2.2. alfejezet) tételek rendezett valtozatat ismertetjik, vala-
mint megismerkediink a kivalogatas(ld. 5.2.3. alfejezet) és a megszamlalas (1d. 5.2.4. alfejezet) tételek
modositott algoritmusaival.

A fejezet harmadik részében egy specialis adatszerkezet, a halmazok téomboékben torténs abréazola-
sat mutatjuk be (Id. 5.3. alfejezet). A halmazokat ismétl6ds elemeket nem tartalmazé névekvé modon
rendezett tombokként reprezentaljuk. Algoritmust adunk annak vizsgalatara, hogy egy rendezett témb
halmaznak tekinthets-e (1d. 5.3.1. alfejezet). Megmutatjuk, hogy egy rendezett t6mbot miként lehetsé-
ges halmazza alakitani (1d. 5.3.2. alfejezet). A kereséseknél megismert modszer alapjan bemutatjuk az
elemtartalmazas vizsgalatdnak algoritmusat (1d. 5.3.3. alfejezet). Bemutatjuk a részhalmaz tulajdonsag
vizsgalatanak hatékony eljarasat (1d. 5.3.4. alfejezet). A halmazok targyalasdnak végén négy halmaz-
miivelet algoritmusat ismertetjiik. Ezek az unio (l1d. 5.3.5. alfejezet), a metszet (1d. 5.3.6. alfejezet), a
kiilonbség (1d. 5.3.7. alfejezet) és a szimmetrikus differencia (I1d. 5.3.8. alfejezet).
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Keresések rendezett tombokben

A Kkeresés feladataval mar megismerkedtiink a 2.1.4. fejezetben. Ott azt lattuk, hogy egy ismert méretii
x témbben keresiink adott (P) tulajdonsagu elemet. Mivel nem tudjuk, hogy van-e egyaltalan P tulaj-
donsagu elem z-ben, ezért a keresés egyik visszatérési értéke errdl ad informaciot (van logikai valtozo).
Ha talaltunk P tulajdonsagu elemet az x témbben, akkor azt is tudni akarjuk, hogy hol talaltunk ilyet.
Errél ad informaciot az idx visszatérési érték.

Rendezett tombok esetén kis mértékben modositunk a feladaton annak érdekében, hogy a rende-
zettséget valoban ki tudjuk hasznalni. Nem azt fogjuk vizsgalni, hogy van-e adott tulajdonségu elem a
tombben, hanem egy konkrét értéket keresiink, amit az érték valtozoval jeloliink (1d. 2.8. algoritmus).
Ha van a keresett érték-kel megegyezs elem a témbben, akkor az elGtte 1évE elemek mind kisebbek nala,
az utana kovetkez6k pedig mind nagyobbak néla, hiszen névekvé modon rendezett a témb.

( Megjegyzés w

Utobbi kijelentésiink csak akkor igaz, ha a keresett érték pontosan egyszer fordul el6 a
tombben. Lehetséges viszont, hogy tobbszor is benne van. Ekkor abban biztosak lehetiink,
hogy az Gsszes el6fordulas szomszédos helyeken van. Az érték-nél kisebb elemek pedig az
érték els6 eléfordulasa elétt, a nagyobb elemek pedig az érték utolso eléfordulasa utan
talalhatok a témbben.
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Linearis keresés

A 2.1.4. fejezetben megismert lineéris keresés algoritmusaban a tomb elejétdl indulva elemrdl elemre
haladva jarjuk be a vizsgalt tombiinket, ahogy azt a 2.8. algortimusban lattuk. A bejaras akkor ér véget,
ha megtaldltuk a keresett elemet, vagy ha a tomb végére értiink.

Rendezett tombok esetén, amikor egy konkrét érték-et keresiink javithatunk a 2.8. algoritmuson.
Ugyanis a tomb bejarasa nem csak a fentebb emlitett két esetben érhet véget, hanem akkor is, ha az
aktualisan vizsgélt témbelem nagyobb a keresett érték-nél. Ilyenkor mar biztos nem fogjuk a keresett
érték-et megtalalni a témbben, hiszen csak nala nagyobb elemeket vizsgélnank a tovabbi bejaras soran.

Ennek értelmében rendezett tombok esetén a lineéris keresést az 5.1. algoritmussal valésithatjuk meg.

5.1. Algoritmus Linearis keresés rendezett tombben

Bemenet: © — T rendezett tomb, n — egész (tomb mérete), érték — T; ahol T Gsszehasonlithato

Kimenet: van — logikai, idr — egész
1: fiiggvény LINEARISKERESESRENDEZETTBEN(z : T rendezett tomb, n : egész, érték : T)
2: 141

3 ciklus amig (i < n) A (z[i] < érték)

4: 14 1+1

5: ciklus vége

6 van < (i < n) A (z[i] = érték)

7 ha van akkor

8 idr <1

9: vissza (van, idz)

10: kiillonben

11: vissza van

12: elagazas vége

13: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: N6vekvs modon rendezett témb.
e n: Az x tomb mérete.
o ¢riek : Keresett érték.
e van: Pontosan akkor tgaz, ha az érték benne van az x-ben.
e idx: Ha érték benne van az x tombben, akkor (az els§ elsfordulasa) az idz-edik helyen talalhato
meg.

A 2.8. algoritmust két helyen kell médositanunk. Egyrészt a 3. sorbeli ciklusfeltétel masodik tagjat
valtoztatjuk meg. Nem azt vizsgaljuk, hogy x[i] # érték teljesiil-e, hiszen teljesen felesleges akkor
folytatni a bejarast, ha érték > x[i]. Ehelyett csak azt nézziik, hogy a keresett érték kisebb-e mint
az aktualis z[i] tombelem. Ha kisebb, akkor még van értelme tovabb keresni, ezért bennmaradunk a
bejarast megvaldsito ciklusban.

A ciklust kévetSen megvizsgaljuk, hogy miért léptiink ki a ciklusbdl és ez alapjan eldontjiik, hogy
megtalaltuk-e a keresett érték-et. Ehhez kordbban a 2.8. algoritmusban elég volt azt vizsgalni, hogy
i < mn igaz-e. Az most is igaz, hogy i > n esetén nem taldltuk meg a keresett érték-et, tehat a van
kimenetnek hamis-nak kell lennie. Viszont az ¢ < n feltétel ugy is lehet igaz, ha nem talaltuk meg
a tombben a keresett érték-et, ugyanis a bejarast félbehagyjuk akkor is, ha az aktualis tombelem mar
nagyobb a keresett érték-nél.

Ezek miatt a ciklust kévetSen azt vizsgaljuk, hogy nem haladtunk-e til a tomb utolsé elemén is
(i < n), illetve, hogy az aktualis x[i] tombelem megegyezik-e a keresett érték-kel. Ha mindkét vizsgalt
feltétel igaz, akkor talaltuk meg a keresett érték-et az x tombben. Fontos megjegyezni azt is, hogy az
1 < n feltételt nem hagyhatjuk el a vizsgalatbol. Ha példaul a keresett érték az utols6é témbelemnél is
nagyobb — azaz érték > x[n] —, akkor a ciklusbol az i < n feltétel hamis-sa valasa miatt lépiink ki. Igy
viszont ¢ = n + 1, tehat az x tombot nem tudjuk ezzel az i-vel indexelni.

Futasi id6 elemzése. ElGszor ismételjiik at, hogy mit tudunk a lineéaris keresés 2.8. algoritmusanak
futasi idejérsl. Ha a keresett érték benne van a témbben, akkor a bejarast megvalosito ciklusban addig
vagyunk bent, amig meg nem taléljuk az érték-et. A futasi idg tehat ilyenkor attol fiigg, hogy hényadik
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helyen van a keresett érték az x tombben. Ha viszont nem talalhaté meg a keresett érték akkor a teljes
tombot be kell jarnunk. Tehat a linearis keresés 2.8. algoritmusa ilyenkor n elem vizsgalatat kivanja.

Mi a helyzet a moddositott 5.1. algoritmussal? Ha a keresett érték bent van az x tombben, akkor
megtalalasdhoz pontosan annyi vizsgalat sziikséges, ahanyadik helyen talalhato. Tehat ebben az esetben
nem modosul a futési idé. Viszont, ha nincs bent a keresett elem a tombben, akkor ennek kideritéséhez
nem feltétleniil sziikséges az egész tombot végigjarnunk. Amint ugyanis olyan elemet talalunk, amely
maéar nagyobb a keresett érték-nél, akkor abbahagyjuk a bejarast. Tehat a futasi id6 lehet joval kevesebb
is a tomb n elemszamanal.

Osszességében persze ilyenkor is az igaz, hogy legrosszabb, illetve atlagos esetben is a futasi id6

O(n)-es. &
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Logaritmikus keresés

A logaritmikus keresésnél! feladatunk ugyanaz, mint a korabbi lineéaris keresésnél volt. Azt keressiik,
hogy egy novekvé modon rendezett tombben benne van-e a keresett érték, és ha benne van, akkor melyik
helyen. A linearis keresésnél lattuk, hogy rendezetlen és rendezett tombben is meg tudjuk oldani a
problémat. A logaritmikus keresés viszont csak rendezett tombok esetén alkalmazhato.

A logaritmikus keresésnél a kovetkezd otlet alapjan jarunk el. Kezdetben vizsgéljuk az egész tombiin-
ket, melynek kozépss elemét Osszehasonlitjuk a keresett értékkel. Ha egyezdséget talalunk, akkor nincs
tovabbi teendénk. Ha viszont a kézéps6 elem nagyobb mint a keresett érték, akkor a keresést mar csak
a kozéps6 elem el6tti elemek kozott kell folytatnunk. Hasonloan, ha a kozépss elem kisebb a keresett
értéknél, akkor a kozéps6 elem uténi elemek kozott kell a tovabbiakban keresniink. Mindkét esetben
igaz, hogy a vizsgalt tombnek csak az egyik felében folytatjuk tovabb a keresést. Emiatt ezt a keresési
modszert felezd keresésnek, illetve binaris keresésnek? is szokas nevezni. A keresés akkor ér véget, ha
megtalaljuk valahol a keresett értéket, vagy ha ,elfogy” a témbiink.

A logaritmikus keresés megvalositasat az 5.2. algoritmusban mutatjuk be. Az algoritmus bemenetei
és kimenetei megegyeznek a linearis keresésnél mar megismertekkel.

5.2. Algoritmus Logaritmikus keresés iterativ megvalositasa

Bemenet: x — T rendezett tomb, n — egész, érték — T; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: van — logikai, idz — egész
fliggvény LOGARITMIKUSKERESES(z : T rendezett tdmb, n : egész, érték : T)
: bal + 1
jobb < n

center < {ng(’bb

1:
2
3
4
5: ciklus amig (bal < jobb) A (z[center] # érték)
6 ha z[center] > érték akkor

7 jobb < center — 1

8

9

kiilbnben

bal + center + 1
10: elagazas vége
11: center < LMJ
12: ciklus vége
13: van + (bal < jobb)
14: ha van akkor
15: idx + center
16: vissza (van, idzx)
17: kiildnben
18: vissza van
19: elagazas vége

20: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e 1: Novekvé modon rendezett tGmb.
e n: Az x t6mb mérete.
o érték: Ezt az értéket keressiik az z-ben.
e van: Pontosan akkor 2gaz, ha az érték benne van az x-ben.
e idx: Ha érték benne van az z-ben, akkor az idz-edik helyen talalhato meg. (Nem biztos, hogy csak
ott.)
bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb bal szélének indexe.
e jobb: Az aktualisan vizsgalt résztomb jobb szélének indexe.
e center: Az aktualisan vizsgalt résztomb kozépss elemének indexe.

1 Angolul: logarithmic search
2 Angolul: binary search
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Az algoritmusban nyomon kell kévetniink, hogy az xz tombnek éppen melyik résztémbjében keresiink.
Az aktualisan vizsgalt résztomb legkisebb indexét jel6li a bal valtozo, legnagyobb indexét pedig a jobb
valtozo. Ezek kezdeti értékei rendre 1 és n lesznek (Id. 2-3. sorok). A vizsgalt résztomb kozépss elemével
valositjuk meg a ,felezést”, ezért meghatarozzuk a kozéps6 elem center indexét (1d. 4. sor).

Ezutan belépilink az 5. és 12. sorok kozotti eldltesztelss ciklusba. Ebben a ciklusban valésitjuk meg
a tomb ,felezését”. A ciklusba akkor lépiink be, illetve addig maradunk bent (Id. 5. sor), amig legalabb
egy eleme van a vizsgalt résztombnek (bal < jobb) és a résztomb kozépsd eleme nem a keresett érték
(x[center] # érték). A cikluson beliil megvizsgaljuk, hogy a kozépss elem hogyan viszonyul a keresett
értékhez. Ha z[center] > érték (1d. 6. sor), akkor a tovabbiakban csak a kozépss elem elGttieket kell
figyelembe venniink. Emiatt a jobb értékét a center elé athelyezziik (1d. 7. sor). Ha viszont z[center] <
érték, akkor a keresett értéket a kozépsst kovets elemek kozott kell keresni. Igy a bal értéke modosul a
kozépsot kovets indexre (1d. 9. sor). Végiil meghatéarozzuk, hogy hol talalhato a lekicsinyitett vizsgalt
résztémb kozépss eleme (Id. 11. sor).

A ciklusbél kilépve megnézziik, hogy mi a kilépés oka. Ha bal < jobb, akkor biztos, hogy a ciklus
bennmaradasi feltételének mésodik tagja lett hamis, tehat megtalaltuk a keresett elemet. Ha viszont
bal > jobb, akkor ,elfogyott” a tombiink, tehat nem talaltuk meg a keresett elemet. Ennek megfelelGen
adunk értéket a van valtozonak (1d. 13. sor). Az algoritmus tovabbi soraiban méar csak a fliggvény
megfelel§ visszatérési értékeit adjuk meg, majd véget ér az algoritmus futasa.

( Megjegyzés w

Vegyiik észre, hogy a 8. sorban nem vizsgaljuk meg, hogy a x[center] < érték feltétel
teljesiil-e. Ugyanis a ciklusba csak akkor 1épiink be, ha x[center] # érték, majd a 6. sorban
megvizsgaljuk, hogy x[center] > érték teljesiil-e. Igy a kiilonben 4dgba pont akkor lépiink
be, ha az x[center] < érték feltétel igaz. A feltételt viszont ténylegesen nem értékeljiik
ki, mert ez idGigényes miivelet lenne.

5.1. Példa. Az 5.1. 4bran adott 15 elemi x témbben keressiik meg a 12 értéket a logaritmikus keresés
5.2. algoritmuséaval.

A bal értéke kezdetben 1 lesz (2. sor), jobb pedig a témb méretének megfelelGen 15 (3. sor). A 4. sor-
ban meghatarozzuk a center index értékét, ami 8 lesz, ahogy az az 5.1a. abran is lathat6. Belépiink
az 5. sorban kezd6dé ciklusba. Mivel a nyolcadik elem nagyobb a keresett értéknél (6. sor), ezért jobb
7-re modosul (7. sor). Uj center indexet hatarozunk meg (Id. 11. sor), ez most 4 lesz (I1d. 5.1b. &bra).

Megvizsgaljuk a ciklus bennmaradasi feltételét, ami jelenleg teljesiil. A negyedik elem kisebb a kere-
sett értéknél (8. sor), ezért a bal értékét modositjuk (9. sor). A center értéke 6-ra modosul (I1d. 5.1c. ab-
ra). A ciklus bennmaradasi feltétele viszont mar nem teljestil, mert a hatodik elem megegyezik a keresett
értékkel. Kilépve a ciklusbol a van értéke igaz-za valik, idx pedig felveszi a megtalalt elem indexét.

Lathato, hogy haromszori vizsgalattal sikeriilt megtaldlnunk a keresett elemet. 9§

5.2. Példa. Az 5.2. abran adott egy 15 elemi tomb. Az 5.2. algoritmus hasznalataval keressiik, hogy
a 4 benne van-e és melyik helyen a rendezett tdmbben.

Kezdetben az egész tombot vizsgéljuk, ezért bal = 1 és jobb = 15, center pedig felveszi a 8 értéket
(1d. 5.2a. abra). A vezérlés belép az 5. sorban kezd6dé ciklusba. Mivel a nyolcadik témbelem nagyobb a
keresett értéknél, ezért jobb T-re modosul. A center értéke 4-re modosul (1d. 5.2b. dbra). A bennmaradasi
feltétel ismét teljesiil, ezért nem lép ki a vezérlés a ciklusbol. A negyedik elem is nagyobb a keresett
értéknél, ezért ismét a jobb index valtozik, a harmadik elemre fog mutatni, a center pedig a masodik
elemre mutat (1d. 5.2c. abra). A ciklus bennmaradasi feltétele még most is teljesiil. Mivel a masodik
elem kisebb a keresett értéknél, ezért a bal indexvaltozé moédosul, a harmadik elemre mutat ra. Mivel a
bal és a jobb indexvaltozok értéke azonos, igy a center értéke is meg fog veliik egyezni (1d. 5.2d. abra).
A kovetkezd ciklusban mivel a harmadik elem nagyobb, mint a keresett érték, ezért a jobb valtozo értéke
2-re csOkken (1d. 5.2e. abra). Ekkor viszont a bennmaradasi bal < jobb feltétel hamis-sa valik, ezért
kilép a vezérlés a ciklusbol, a van valtozo értéke pedig felveszi a hamis értéket. q

Futasi id6 elemzése. Vizsgaljuk meg, hogy milyen futasi id6t eredményez a logaritmikus keresés
5.2. algoritmusa. Vizsgalatunk arra irdnyul, hogy hanyszor kell az algoritmusban talalhaté ciklust vég-
rehajtani.

Legjobb esetben a ciklusfeltétel egyszer keriil kiértékelésre, hiszen ha a keresett érték pont a koézépss
elemnél talalhato, akkor rogton megtaléljuk azt. Ilyenkor a ciklusba nem is 1ép be a vezérlés.
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bal center jobb

(a) Az egész tombot vizsgaljuk, igy bal = 1 és jobb = 15. A kozépss elem a nyolcadik, amelynek
értéke nagyobb a keresett 12 értéknél.
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bal center jobb

(b) Mar csak az els6 és a hetedik elem kozotti résszel foglalkozunk. A kdzépss elem ebben az
esetben a negyedik, amelynek értéke kisebb a keresett 12 értéknél.

sl 36| 7o 21| ]19]23]25]2]|2]30]|

bal center jobb

(c) Az 6t6dik és a hetedik elem kozotti résztombot vizsgaljuk, melynek kozépss eleme a hatodik.
Ennek értéke megegyezik a keresett 12 értékkel, ezért véget ér az algoritmus.

5.1. dbra. Logaritmikus keresés. Az x témbben keressiik a 12 értéket. A harmadik vizsgalatnal megta-
laljuk a keresett értéket a hatodik elemnél.

Legrosszabb esetben csak akkor talaljuk meg a keresett értéket, amikor a vizsgalt résztéomb egy elemi,
azaz a bal és a jobb értéke mar megegyezs, mégpedig mindketts a keresett értéket tartalmazo tombelemre
mutat. Ilyen esetben hanyszor kellett a ciklust végrehajtani? Mivel a ciklus minden egyes lefutéasanal a
vizsgalt tomb mérete a felére — vagy még annal is kisebbre — csokken, ezért a {6 kérdés az, hogy hanyszor
lehet az n elemi tombot megfelezni. Ennek szdma pedig [logy n]. Tehat példaul egy 15 elemii tomb
esetén legrosszabb esetben is csak 4 ciklus végrehajtasara van sziikség a keresett elem megtalaldsahoz,
feltéve, hogy a keresett elem benne van a tombben.

Mi a helyzet akkor, ha nincs benne a keresett elem a tombben? Ekkor az el6bb targyalt legrosszabb
esethez képest eggyel tobb ciklus futés sziikséges, hiszen el§ kell allnia annak a helyzetnek, hogy a vizsgalt
résztémb mérete mar 1-nél is kisebb. Ezt jelzi az algoritmusban a bal > jobb eset. Igy a futasi id6 ilyenkor
[1+ logy n].

Osszességében kijelenthetd, hogy a logaritmikus keresés algoritmusanak futési ideje legrosszabb eset-
ben [1+ log, n], atlagos esetben pedig [log, n]. Tehat az algoritmus O (logn) futési idejd. Ezt konnyt
megjegyezni, mert errél kapta az algoritmus a nevét is.

Vegyiik észre, hogy egy 1000 elemi tomb esetén a logaritmikus keresés minden esetben legfeljebb 11
ciklus végrehajtassal eredményre vezet. A korabban megismert linearis keresésnél viszont legrosszabb
esetben 1000, atlagos esetben pedig 500 vizsgélatra volt sziikség. Jol lathato, hogy a logaritmikus keresés
jelentds futasi id6 javulast eredményez, de ne felejtsiik el, hogy csak rendezett tombdk esetén hasznalhato.
&

A fejezet tovabbi részében azt tekintjik at, hogy a logaritmikus keresés megismert algoritmusat,
hogyan lehet rekurziv modon leirni. Természetesen az algoritmus Stlete nem moédosul, csak az 5.2. algo-
ritmusban 1év6 ciklust kell rekurziv fliggvényhivasokkal helyettesiteni. A rekurziv megvalositas pszeudo-
koédjat az 5.3. algoritmus irja le.

A rekurziv algoritmus bemenete a rendezett x tomb, melyben keresiink egy konkrét érték-et. Beme-
netként adjuk meg azt is, hogy az x tomb mely résztombjében végezziik éppen a keresést. Ehhez a bal és
a jobb indexek ismerete sziikséges. A fiiggvény els hivasakor a teljes tombben torténik a keresés, ezért
bal = 1 és jobb = n, ahol n az r t6mb mérete.

Az algoritmusban négy lényegesen kiilonbozg esetet kell kezelni. Elsgként megnézziik, hogy az aktuéli-
san vizsgalt résztomb létezik-e. Ha bal > jobb (1d. 2. sor), akkor nemlétezs résztombbel kéne dolgoznunk,
ami azt jelenti, hogy ebben biztos nincsen benne a keresett érték. Ilyen esetben az algoritmust meg-
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(a) Els6 lépésben a teljes tombot vizsgaljuk, igy bal = 1 és jobb = 15. A kozéps6 elem a
nyolcadik, amelyik a keresett 4 értéknél nagyobb.

8 T N TN 3 0 0 3 0
¥ ¥ ¥
bal center jobb

(b) A maésodik iteracioban mar csak a tomb elsS felét vizsgaljuk, tehat jobb = 7. A kozépsd
elem a negyedik, amely nagyobb mint a keresett 4 érték.

bal centerjobb

(c) Harmadik lépésben az els§ és harmadik elemek koz6tti résztombbel foglalkozunk. A kdzépsd
elem most a mésodik, amely kisebb a keresett 4 értéknél.

jobb

bal
center

(d) A negyedik iteracidban bal = 3 és jobb = 3, ezért a kozéps6 elem is a harmadik. Mivel a
harmadik elem nagyobb a keresett 4 értéknél, ezért tovabbfolytatjuk a keresést.

AN
jobb  bal center

(e) Otodik lépésben a jobb = 2, ami kisebb mint a bal. A keresett elemet nem talaltuk meg a
témbben.

5.2. abra. Logaritmikus keresés. Az x tombben keressiik a 4 értéket.
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5.3. Algoritmus Logaritmikus keresés rekurziv megvalositasa

Bemenet: © — T rendezett tomb, bal — egész, jobb — egész, érték — T; ahol T Osszehasonlithatd
Kimenet: Az érték-kel megegyez6 elem indexe, illetve ha nincs ilyen, akkor 0.
1: fiiggvény LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z : T rendezett tomb,bal : egész,jobb
egész, érték : T)

2: ha bal > jobb akkor

3: vissza 0

4: kiilonben

5: center <— {W

6: ha z[center] = érték akkor

7 vissza center

8: kiilonben

9: ha z[center] > érték akkor

10: vissza LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, bal, center — 1, érték)
11: kiilonben

12: vissza LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, center 4+ 1, jobb, érték)
13: elagazas vége

14: elagazas vége

15: elagazas vége
16: fliggvény vége

Filiggvény hivasa: LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, n, érték)

Felhasznalt valtozok és fliggvények

e 1: Novekvé modon rendezett tdmb.
n: Az x tomb mérete.
bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb elsé elemének indexe.
jobb: Az aktualisan vizsgalt résztomb utols6 elemének indexe.
center: Az aktudlisan vizsgélt résztomb kozépss elemének indexe.
érték: A keresett érték.
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valosito fiiggvény a 0 értéket adja vissza (I1d. 3. sor). Minden mas esetben valoban létezd résztémbot
vizsgalunk, amit a 4. sorban kezd6d§ kiilonben ag valosit meg.

A kiilonben agban elszor meghatarozzuk a vizsgalt résztomb kozépss elemének indexét (1d. 5. sor).
Ezutan megnézziik, hogy a kozépss xz[center] elem hogyan viszonyul a keresett érték-hez. Ez harom
lehet&séget jelent.

Amennyiben z[center] = érték (1d. 6. sor), akkor megtalaltuk a keresett elemet, ezért ennek indexével
(center) tér vissza a fiiggvény (1d. 7. sor).

Ha z[center] > érték (1d. 9. sor), akkor a keresést a bal és center — 1 indexek altal meghatarozott
résztombben kell folytatni. Emiatt rekurzivan meghivjuk a LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV fiigg-
vényt a megfelel6 bemeneti paraméterekkel (1d. 10. sor). A hivott fliggvény &ltal visszaadott érték vagy
a megtalalt elem indexe lesz, vagy 0, ami azt jelenti, hogy nem talaltuk meg a keresett érték-et. Mindkét
esetben a hivott fliggvény visszatérési értékét fogja az aktualis fliggvény is visszaadni az 6t hivé kornyezet
felé.

Utolso lehetdség, amikor x[center] < érték (1d. 11. sor). Ekkor is hasonléan jarunk el, mint az el6z6
esetben, csak méas résztombot vizsgalunk (1d. 12. sor).

5.3. Példa. Nézziik meg, hogy az 5.1. példaban mar latott feladatot miként oldhatjuk meg rekurziv
modon, az 5.3. algoritmus hasznélataval. Az egyes 1épéseket az 5.3. abran kévethetjiikk nyomon.

A tizenot elemi tombben a 12-t keressiik, ezért a kiilvilagbol az alabbi hivas torténik: LOGARITMI-
KUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 12). Mivel a bal index kisebb mind a jobb index, ezért az algoritmus
4. sordban kezd6dé kiilonben agba 1ép a vezérlés. A kozéps6 elem center indexe 8 lesz (1d. 5.3a. abra).

Mivel z[center] > érték (1d. 6. sor), ezért rekurzivan meghivodik a LOGARITMIKUSKERESESREKUR-
Ziv fliggvény bal = 1 és jobb = 7 értékekkel. Mivel bal < jobb, ezért ismét meghatarozasra keril a
kozépss elem indexe, ami 4 lesz (1d. 5.3b. abra). Mivel x[center] < érték (1d. 11. sor), ezért tjabb
rekurziv hivas kovetkezik. Ekkor bal = 5 és jobb = 7. Az 1j fliggvényben is meghatarozzuk a kézépsé
elem indexét, ami 6 lesz (1d. 5.3c. abra). A hatodik elem megegyezik a keresett 12 érték-kel (1d. 6. sor),
ezért az aktudlis fliggvény visszaadja a 6 értéket (ami a megtalalt elem indexe), majd a futasa véget ér
(1d. 5.3d. abra). A vezérlés visszakeriil a masodikként elindult fiiggvényhez. Itt nem térténik mas, mint
a megkapott 6 értéket visszaadja ez a fiiggvény is, majd a futésa ennek is véget ér (ld. 5.3e. abra). A
vezérlés visszakeriil a legkorabban hivott fliggvényhez. Ez a fiiggvény is visszaadja a 6 értéket, majd
ennek a futasa is leall (1d. 5.3f. abra). Az algoritmus futasa véget ér, eredményiil megkaptuk a keresett
elem indexét. 9q

5.4. Példa. A fejezet korabbi feladataiban mar vizsgalt x témbben keressiik a 4 értéket az 5.2. feladat-
hoz hasonldéan. A keresésnél a rekurziv 5.3. algoritmust hasznéaljuk. Az 5.4. abran nyomon kovethetd,
hogy miként alakul a rekurziv hivasok sorozata.

Kezdetben meghivasra keriil a LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV fliggvény a bal = 1 és jobb = 15
paraméterekkel (1d. 5.4a. abra). Ebben az esetben a kozépss elem nagyobb a keresett 4 értéknél, ezért
rekurziv fliggvényhivas torténik. A bal értéke nem valtozik a jobb viszont 7-re modosul (1d. 5.4b. abra).
A kozéps6 elem ismét nagyobb a keresett értéknél, ezért ijabb rekurziv hivas kévetkezik. Most a jobb
3-ra csokken (1d. 5.4c. abra). A kozéps6 elem kisebb a keresettnél, ezért bal novekszik 3-ra (1d. 5.4d. ab-
ra). Mivel az aktualis kozéps6 elem nagyobb a keresett értéknél, ezért jobb véltozik, mégpedig 2-re
(1d. 5.4e. abra).

Mivel jobb < bal, ezért a fliggvény a 0 értéket adja vissza (1d. 5.4f. abra). Ezt kévetSen minden
korabban meghivott fiiggvény a 0 értékekkel tér vissza, ahogy ez az 5.4g-5.4j. abrakon is lathato. 9

Futasi id6 elemzése. A rekurziv megvalositas futéasi ideje nagysagrendileg megegyezik az iterativ
esettel, mivel a fiiggvényhivasok szdma azonos a ciklus végrehajtasi szammal. &
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LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 12) |

el 1|36 | 7] of2|ua]rr]s]190]23]25[2]028]30]
*

bal center jobb

(a) Az elso fuggvényhivasnal bal = 1 és jobb = 15. A kozépss elem nagyobb a keresett értéknél.

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 12) |

|LOGARITMIKUSKERESESREKURZI’V(x, 1, 15, 12) |

N R BT 3 00 0 0 R
T f T

bal center jobb

(b) Rekurzivan meghivasra keriil a fliggvény bal = 1 és jobb = T értékkel. A kozépss elem kisebb a
keresett értéknél.

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 5, 7, 12) |

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 12) |

|LOGARITMIKUSKERESE’SREKURZTV(ac7 1, 15, 12) |

]
)
bal center jobb

(¢) Rekurzivan meghivasra keriil a fiiggvény bal = 5 és jobb = 7 értékkel. A kozéps6 elem megegyezik
a keresett értékkel.

5.3. abra. Logaritmikus keresés rekurziv megvaldsitdasa. Az x témbben keressiik a 12 értéket.

Sergyan Szabolcs 179 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 12) |

|LOGARITMIKUSKERESESREKURZI'V(z, 1, 15, 12) |

I R I T 1 3 0 0 0
T f T

bal center jobb

(d) Az utoljara hivott fiiggvény visszaadja a megtalalt elem indexét (6), majd a futésa véget ér.

*

|LOGARITMIKUSKERESESREKURZiV(w, 1, 15, 12) |

w1 36| 7] o218 190]23]25]2]028]30]

bal center jobb

(e) Az aktualisan futo fiiggvény visszaadja a megtalalt elem indexét (6), majd a futasa véget ér.

1|36 | 7] o218 |190]23]25]2[28]30]

(f) A kilvilagbol hivott fiiggvény visszaadja a megtalalt elem indexét (6), majd a futasa véget ér.

5.3. abra. Logaritmikus keresés rekurziv megvalositasa (folyt.). Az x tdmbben keressiik a 12 értéket.
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LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

el 1| 36| 7] of2|uafir]s]190]23]25]2]2]30]
*
bal center jobb

(a) A kiilvilagbol a fiiggvény hivasa a bal = 1 és jobb = 15 paraméterekkel torténik. A kozépss elem
nagyobb a keresettnél.

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 4) |

| LocARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

o 0 T 7 0 0 0 A R
f f T

bal center jobb

(b) Az els6 rekurziv hivasnal a jobb paraméter 7-re modosul. A kozépsS elem most is nagyobb a
keresettnél.

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 3, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

bal center jobb

(c) A masodik rekurziv hivasnal a jobb 3-ra csokken. A kozéps6 elem kisebb a keresettnél.

5.4. abra. Logaritmikus keresés rekurziv megvaldsitdasa. Az x témbben keressiik a 4 értéket.
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| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 3, 3, 4) |

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 3, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 4) |

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

jobb

bal J
center

(d) A harmadik rekurziv hivasnal bal 3 lesz. A vizsgalt résztomb egy elemiivé valik, amely elem
nagyobb a keresettnél.

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 3, 2, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 3, 3, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 3, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 4) |

| LocARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

Fot
jobb bal

(e) A negyedik rekurziv hivasnal jobb 2 lesz. Mivel jobb < bal, nem lesz tovabbi rekurziv hivas.

5.4. abra. Logaritmikus keresés rekurziv megvalositasa (folyt.). Az x tombben keressiik a 4 értéket.
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*

|LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV z, 3, 3, 4)

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 3, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

bal jobb

a
center

(f) Az utoljara hivott fiiggvény visszatér a 0 értékkel.

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 3, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 4) |

| LOGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

bal center jobb

(g) Az utoljara hivott fliggvény visszatér a 0 értékkel.

5.4. abra. Logaritmikus keresés rekurziv megvalositasa (folyt.). Az x tombben keressiik a 4 értéket.
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*

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 7, 4) |

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

I N I R BT 3 0 0 0 R
T f T

bal center jobb

(h) Az utoljara hivott fliggvény visszatér a 0 értékkel.

| LoGARITMIKUSKERESESREKURZIV(z, 1, 15, 4) |

el 1| 36| 7] o218 10]23]25]2]2]30]

bal center jobb

(i) Az utoljara hivott fiiggvény visszatér a 0 értékkel.

el 1| 36| 7] o218 190]23]25]2[28]30]

(j) A kiilvilagbol hivott fliggvény visszatér a 0 értékkel.

5.4. abra. Logaritmikus keresés rekurziv megvalositasa (folyt.). Az x tombben keressiik a 4 értéket.
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Programozasi tételek rendezett tombokben

Ebben a fejezetben attekintjiik, hogy bizonyos programozasi tételeket miként lehet futési id6 szempont-
jabol optimalizalni rendezett tombok esetén. Az 5.1. fejezetben lattuk, hogy a keresés megvaldsitasa
példaul a logaritmikus keresés hasznalataval a leghatékonyabb.

A fejezetben ismertetésre keriil§ programozasi tételek mind a logaritmikus keresés Gtletére épitenek.
Megmutatjuk, hogy miként kell eldontés, kivilasztas, kivalogatas és megszamolés céljara modositani a
logaritmikus keresést. Ezen tdl néhany esetben ismertetjiik, hogy miként lehet nem csak egyetlen értéket,
hanem egy adott intervallumba esé értéket keresni egy rendezett témbben.
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Eldontés

Rendezett tombok esetén az eldontés programozasi tétel arrdl ad informaciot, hogy a vizsgélt x tombben
megtalalhato-e egy konkrét érték. A problémat megoldd 5.4. algoritmus csak kis mértékben tér el a
logaritmikus keresés 5.2. algoritmusatol, ezért sorrdl sorra nem ismertetjiik.

5.4. Algoritmus Eldontés programozési tétel rendezett tombben

Bemenet: z — T rendezett tomb, n — egész (tomb mérete), érték — T; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: van — logikai
fiiggvény ELDONTESRENDEZETTBEN(z : T rendezett témb, n : egész, érték : T)
: bal + 1
jobb < n

center <— {M

1:
2
3
4
5: ciklus amig (bal < jobb) A (z[center] # érték)
6 ha z[center] > érték akkor

7 jobb « center — 1

8

9

kiilbnben
bal + center + 1
10: elagazas vége
11: center < L%jobbJ
12: ciklus vége
13: van <+ (bal < jobb)
14: vissza van

15: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e x: Novekvd modon rendezett tomb, melynek elemei egymassal 6sszehasonlithatéak.
e n: Az x t6mb mérete.
e ¢rték: A tomb elemeivel azonos tipusu érték. Az eldéntés soran azt vizsgaljuk, hogy ez az érték
benne van-e az x tombben.
van: Logikai valtoz6, amely pontosan akkor igaz, ha érték megtalalhaté az x tombben.
bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb elsé elemének indexe.
jobb: Az aktualisan vizsgalt résztomb utolso elemének indexe.
center: Az aktuélisan vizsgalt résztomb kozépss elemének indexe.

Nézziink viszont egy bonyolultabb problémat. Azt szeretnénk megmondani, hogy egy rendezett tomb-
ben van-e olyan érték, amely két szélsGérték (alsdhatdr és felsdhatdr) kozé esik. Ennek eldontéséhez
az 5.4. algoritmus kis mértéki modositasa sziikséges. A modositott kodot az 5.5. algoritmusban adjuk
meg.

Az algoritmus 5. sorbeli belépési és bennmaradasi feltételét modositani kell. Itt nem az a fontos, hogy
a konkrét érték-et megtalaljuk, hanem, hogy a két szélsGérték kozotti-e az elem. Hasonléan a 6. sorban
nem azt kell vizsgalnunk, hogy az aktualis kozépss elem a keresett érték-nél nagyobb-e, hanem azt, hogy
a felsbhatdr értéknél nagyobb-e. A 8. sorba akkor keriil a vezérlés, ha az x[center] < alsdhatdr.

5.5. Példa. Az 5.5. abran lathatunk egy példat, ahol egy 10 elemi x rendezett t6mb esetén szeretnénk
eldonteni, hogy van-e a témbben alschatdr = 17 és felsdhatdr = 23 kozotti érték. A feladatot a
logaritmikus keresésen alapuld eldontés modositott 5.5. algoritmusaval oldjuk meg.

Kezdetben a teljes tombot vizsgaljuk, igy a bal = 1 és a jobb = 10. A t6mb kozépss eleme az 6t6dik.
Mivel az 6t6dik elem kisebb az alséhatdr-nal (1d. 5.5a. abra), ezért bal értéke 6-ra modosul. Ekkor a
koézépss elem a nyolcadik, ami viszont nagyobb a felséhatdr-nél (1d. 5.5b. abra). Ekkor a jobb véltozik
T-re. A kozépss elem a hatodik, amely viszont benne van a keresett tartomanyban (Id. 5.5¢c. abra). Mivel
talaltunk megfelels elemet, ezért az algoritmus a van = igaz értékkel tér vissza. 9§
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5.5. Algoritmus Modositott eldontés programozasi tétel rendezett tombben

Bemenet: © — T rendezett tdmb, n — egész (tomb mérete), alséhatdr — T, felséhatdr —
T; ahol T 06sszehasonlithatd
Kimenet: van — logikai
1. fliggvény MODOSITOTTELDONTESRENDEZETTBEN(z : T rendezett tomb, n : egész, alsdhatdr :
T, felséhatdr : T)

2: bal <1

3: jobb < n

4: center <— {W

5: ciklus amig (bal < jobb) A = ((alsdhatdr < xz[center]) A (z[center] < felséhatdr))
6: ha z[center] > felséhatdr akkor
7 jobb + center — 1

8: kiilonben

9: bal < center + 1

10: elagazas vége

11: center <— L%jobbJ

12: ciklus vége

13: van <+ (bal < jobb)

14: vissza van
15: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e x: Novekvd modon rendezett tomb, melynek elemei 6sszehasonlithatok.
e n: Az r tomb elemszama.
e alsdhatdr: Ennél az értéknél nem kisebb elemet kereslink az x témbben.
e felséhatdr: Ennél az értéknél nem nagyobb elemet keresiink az z témbben.
e van: Logikai valtozo, amely pontosan akkor zgaz, ha van az alschatdr értéknél nem kisebb és a
felséhatdr értéknél nem nagyobb elem az x témbben.
bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb elsé elemének indexe.
jobb: Az aktualisan vizsgalt résztémb utols6 elemének indexe.
center: Az aktudlisan vizsgélt résztomb kozépss elemének indexe.

w258 of2]w]2]2]2]30]

bal center jobb

(a) A kozéps6 elem kisebb, mint az alsdhatdr.

w2 |5 | 8 [0 12] 19 23]24]2 [ 30]

bal center jobb

(b) A kozéps6 elem nagyobb, mint a felséhatdr.

Kimenet
cl2 5 8o 12|19 ]2|2a]26]30]| van < igaz
AN

bal ]Obb
center

(c) A kozéps6 elem az alséhatdr és a felséhatdr kozott van, ezért a kimeneti érték
1gaz lesz.

5.5. abra. Modositott eldontés rendezett tombben. Az z tombben 17 és 23 kozotti értéket kerestink.
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Kivalasztas

A kivalasztas programozasi tétel esetén tudjuk, hogy a rendezett témbben van olyan elem, mely a keresett
érték-kel megegyezik. A kérdés csak az, hogy melyik ez az elem. Ezt a problémat is a logaritmikus keresés
5.2. algoritmusanak modositasaval oldhatjuk meg. A moddositott kodot az 5.6. algoritmusban mutatjuk
be.

5.6. Algoritmus Kivalasztas programozasi tétel rendezettben

Bemenet: © — T rendezett t6mb, n — egész, érték — T; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: idr — egész

1. fliggvény KIVALASZTASRENDEZETTBEN(z : T rendezett tomb, n : egész, érték : T)
2: bal + 1

3 jobb < n

4 center <— LWJ

5: ciklus amig xz[center| # érték
6 ha z[center] > érték akkor
7 jobb < center — 1

8 kiillénben

9 bal < center + 1
10: elagazas vége
11: center <— LMJ
12: ciklus vége
13: idx < center
14: vissza idx

15: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: Novekvé modon rendezett tomb, melynek elemei 6sszehasonlithatoak.
e n: Az x t0mb elemeinek szama.
o ¢érték: Az x tomb elemivel azonos tipusu érték. Annak az elemnek az indexét keressiik, amely az
érték-kel megegyezik. (Tudjuk, hogy van ilyen elem.)
idz: Az x tomb azon elemének indexe, amely megegyezik az érték-kel.
bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb elss elemének indexe.
jobb: Az aktudlisan vizsgélt résztomb utolsd elemének indexe.
center: Az aktuélisan vizsgalt résztomb kozépss elemének indexe.
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Kivalogatas

A most targyalasra keriils kivdlogatasnal modositunk a 2.2.2. fejezetben megismert kivalogatas prog-
ramozas tétel feladatan. Nem azt fogjuk vizsgalni, hogy melyek azok a tombbeli elemek, amelyek egy
adott tulajdonsagnak megfeleléek, hanem azt nézziik, hogy melyek azok az elemek, amelyek egy konkrét
ért ék-kel megegyeznek. Ilyen elem lehet, hogy nincs is a témbben, lehet, hogy csak egy van, de lehet,
hogy t6bb is van. Ha tobb azonos értékid elem is van a tombben, akkor azok a rendezettség miatt biz-
tosan egymas kozvetlen szomszédsagaban helyezkednek el. Természetesen nem az most a célunk, hogy
ugyanazt az értéket akar tobbszor is kivalogassuk egy 1j témbbe, hanem azt akarjuk megadni, hogy az
eredeti tombben melyik két index kozott taldlhaté meg a keresett érték.

A probléma hatékony megoldasat az 5.7. algoritmusban adjuk meg. Az algoritmus bemenetként
kapja meg a vizsgalt tombot, melynek a méretét is ismerjiik, valamint a keresett értéket. Kimenetként
informéciot kapunk arrél, hogy a keresett érték benne van-e a tdmbben, és ha igen, akkor mely indexek
kozott.

Az algoritmus 13. soraig ugyanazt tessziik, mint a logaritmikus keresés 5.2. algoritmusaban, azaz
vizsgaljuk, hogy a keresett érték megtalalhato-e az x tombben. Amennyiben megtalalhato, akkor a van
valtoz6 tgaz értékii lesz. Ilyenkor meg kell vizsgalni, hogy a megtalalt elem bal, illetve jobb szomszédai
is megegyeznek-e az érték-kel. Ezt a vizsgalatot valositja meg a 15. és 22. sorok kozotti rész. Az algorit-
mus talalat esetén visszatér a van valtozo megfelels értékével, valamint a meghatarozott indexhatarok
értékeivel. Ha nincs talalat, akkor csak errdl szolgaltat informéciot.

5.6. Példa. Az 5.6. Abran lathato rendezett témb esetén szeretnénk meghatarozni, hogy van-e 3-as
érték a tombben, és ha van, akkor mely két index kozotti tartoméanyban. A feladatot a kivilogatas
5.7. algoritmusaval oldjuk meg.

Kezdetben a logaritmikus keresésnél megismert keresési modszert alkalmazva egy darab 3-ast szeret-
nénk megtalalni. Szerencsére ezt rogton az elsd feltétel vizsgélatnal megleljiik, mert a kézépsé elem 3-as
értekd (1d. 5.6a. abra). Ezt kovetSen kell a megtalalt elem bal és jobb szomszédjait végigjarva megkeresni
az Osszes 3-as érték el6fordulasait. Ennek érdekében a bal indexet egyenlévé tessziik a megtalalt elem
center indexével. Megvizsgaljuk a bal-t megel6z6 elem értékét (1d. 5.6b. abra). Mivel ez az érték is
3-as, ezért bal értékét eggyel csokkentjiik. Ugyanezt tessziik az 5.6¢. és 5.6d. dbran lathato esetekben is.
Amikor a bal értéke 3-ra csokken, akkor az 6t kozvetleniil megel6z§ elem mar nem 3-as (1d. 5.6e. abra),
ezért a bal indexszel folytatott bejarast befejezziik. Ezutan megvizsgaljuk a center-edik elemet kovetd
elemeket. Ennek érdekében a jobb indexet tessziik egyenlévé a center-rel. Mivel a jobb-adik elemet
kovets elem is 3-as (1d. 5.6f. abra), ezért jobb értékét eggyel noveljiikk. Ujabb vizsgalat kovetkezik, de
most a jobb indexi elemet kovets elem mar nem 3-as (Id. 5.6g. abra), ezért ezt a bejarast is befejezziik.
Végeredményiil megtaléltuk azt a tartomanyt, amelyben csak 3-asok vannak. €

Természetesen a kivalogatas esetén is modosithatjuk a keresésiinket oly modon, ahogy ezt az eldon-
tésnél tettiik. Itt is kereshetiink olyan elemeket, amelyek egy alsdhatdr és egy felséhatdr kozé esnek.
A kivalogatas ezen esetének megvalositasat az 5.8. algoritmusban mutatjuk be.
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5.7. Algoritmus Kivalogatas programozasi tétel rendezett témbben

Bemenet: x — T rendezett t6mb, n — egész, érték — T; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: van — logikai, bal — egész, jobb — egész

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

fliggvény KIVALOGATASRENDEZETTBEN(z : T rendezett tomb, n : egész, érték : T)

bal + 1
jobb <—n

center + {M

ciklus amig (bal < jobb) A (z[center] # érték)
ha z[center] > érték akkor
jobb « center — 1
kiilbnben
bal < center + 1
elagazas vége

center <— LMJ

ciklus vége
van <+ (bal < jobb)
ha van akkor
bal < center
ciklus amig (bal > 1) A (z[bal — 1] = érték)
bal < bal — 1
ciklus vége
jobb < center
ciklus amig (jobb < n) A (z[jobb + 1] = érték)
jobb < jobb + 1
ciklus vége
vissza (van, bal, jobb)
kiillbnben
vissza van
elagazas vége

27: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

x: Novekvs modon rendezett t6mb, melynek elemei 6sszehasonlithatoak.

n: Az x tomb elemeinek szama.

érték: Az x tdmb elemeivel azonos tipusu érték. Azt keressiik, hogy van-e ilyen elem a témbben,
és ha van, akkor mely helyeken taldlhato.

van: Logikai valtozd, amely pontosan akkor igaz, ha van legalabb egy érték-kel azonos elem az x
témbben.

bal: Az aktuéalisan vizsgalt résztomb els elemének indexe. Amennyiben van értéke igaz, akkor az
algoritmus végén az els§ érték-kel egyezd tombbeli elem indexe.

jobb: Az aktuélisan vizsgalt résztémb utols6 elemének indexe. Amennyiben van értéke igaz, akkor
az algoritmus végén az utols6 érték-kel egyezd tombbeli elem indexe.

center: Az aktudlisan vizsgélt résztomb kozépss elemének indexe.
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1133|383 ]a]a]e]s]s]
¥ f ¥
bal center jobb

(a) Els6 1épésben egy darab 3-ast kell talalnunk a tombben. Mivel a kozépsd
elem ilyen, ezért a keresést nem kell tovabb folytatnunk.

o [T o o [l @ [+ [+ o =]+
EA

bal center jobb
(b) A bal indexet egyenl6vé tessziik a center-rel, majd megvizsgaljuk a bal
szomszédjat.
o o o ] s [ [ [ [ ]+]
Pt f
bal center jobb
(c) A bal indexet eggyel csokkentettiik, majd ismét vizsgaljuk a bal szomszéd-
jat.
- [ I 5 [ [ o [+ [+
f f ¥
bal center jobb

(d) A bal indexet eggyel csokkentettiik, majd ismét vizsgaljuk a bal szomszéd-

jat.
» T e o [ [ o [+ 1+
bal center jobb

(e) A bal indexet ismét csokkentettiik, viszont a bal szomszéd mar nem 3-as.

o+ [ ] [ ] + ] s [ o [ [+ ]
AN

bal center jobb
(f) A jobb indexet egyenl6vé tessziik a center-rel, majd megvizsgaljuk a jobb
szomszédjat.
.1;:|1|1|3|3|3|3|3|4|4|6|8|8|
*
bal center jobb

(g) A jobb indexet eggyel noveltiik, viszont a jobb szomszédja nem 3-as.
Visszatériink a van = igaz, bal = 3 és jobb = 7 értékekkel.

5.6. abra. Kivalogatas rendezett tombok esetén. A 12 elemi x témbben keressiik azt a tartoményt,
amelyben 3-asok talalhatok.
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5.8. Algoritmus Moédositott kivalogatas programozasi tétel rendezett tombben

Bemenet: ©—T rendezett téomb, n—egész, alsdhatdr—"T, felséhatdr—T; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: van — logikai, bal — egész, jobb — egész
1: fiiggvény MODOSITOTTKIVALOGATASRENDEZETTBEN(z : T rendezett témb, n : egész, alséhatdr
: T, felséhatdr : T)

2: bal <1
3: jobb < n
4: center <— {M
5: ciklus amig (bal < jobb) A = ((alsdhatdr < z[center]) A (z[center] < felschatdr))
6: ha z[center] > felséhatdr akkor
7 jobb < center — 1
8: kiilbnben
9: bal < center + 1
10: elagazas vége
11: center Lib“lgjObbJ
12: ciklus vége
13: van < (bal < jobd)
14: ha van akkor
15: bal < center
16: ciklus amig (bal > 1) A (z[bal — 1] > alscéhatdr)
17: bal < bal — 1
18: ciklus vége
19: jobb < center
20: ciklus amig (jobb < n) A (z[jobb+ 1] < felséhatdr)
21: jobb < jobb + 1
22: ciklus vége
23: vissza (van, bal, jobb)
24: kiildnben
25: vissza van
26: elagazas vége

27: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e x: Novekvd modon rendezett tomb, melynek elemei 6sszehasonlithatéak.

e n: Az z t0mb elemeinek szama.

e alsdhatdr és felséhatdr: Az x tOomb elemeivel azonos tipusu értékek. Azt keressiik, hogy van-e
alschatdr és felsdhatdr kozotti elem a tombben. Ha van, akkor mely helyeken talalhatok ilyenek.

e van: Logikai valtozo, amely pontosan akkor igaz, ha van legalabb egy alsdhatdr és felsdéhatdr
kozotti elem az x témbben.

e bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb els6 elemének indexe. Amennyiben van értéke igaz, akkor az
algoritmus végén az elsé alsdhatdr-nal nem kisebb elsé tombbeli elem indexe.

e jobb: Az aktualisan vizsgalt résztémb utolsé elemének indexe. Amennyiben van értéke igaz, akkor
az algoritmus végén az utols6 felsdhatdr-nal nem nagyobb utolsd tombbeli elem indexe.

e center: Az aktualisan vizsgalt résztomb kozépsd elemének indexe.
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Megszamlalas

Rendezett tombok esetén a megszamlalas soran azt szeretnénk meghatarozni, hogy egy konkrét érték
hanyszor fordul el§ a rendezett tombben. Mivel az azonos értékek egymés kozvetlen szomszédsagaban
taldlhatok meg, ezért azt kell meghataroznunk, hogy melyik két hatarindex kozott taldlhatok a keresett
értékd elemek, majd ebbdl egyszertien kiszamithaté az elemek darabszama.

A megszamlalas megoldasat az 5.9. algoritmusban ismertetjiik, amely elvében nagyon hasonlé az el6zé
algoritmusokhoz.

5.9. Algoritmus Megszamlalas programozasi tétel rendezett témbben

Bemenet: r — T rendezett tomb, n — egész, érték — T; ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: db — egész

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

fliggvény MEGSZAMLALASRENDEZETTBEN(z : T rendezett tomb, n : egész, érték : T)

bal + 1

jobb < n

center {M

ciklus amig (bal < jobb) A (z[center] # érték)
ha z[center] > érték akkor
jobb + center — 1
kiilonben
bal + center +1
elagazas vége

center < {ngj ObbJ

ciklus vége
ha bal < jobb akkor
bal + center
ciklus amig (bal > 1) A (xz[bal — 1] = érték)
bal < bal — 1
ciklus vége
jobb < center
ciklus amig (jobb < n) A (z[jobb + 1] = érték)
jobb < jobb + 1
ciklus vége
db < jobb — bal + 1
kiillénben
db <+ 0
elagazas vége
vissza db

27: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

x: N6vekvé modon rendezett tomb, melynek elemei 6sszehasonlithatoak.

n: Az x tomb elemeinek szama.

érték: Az x tomb elemeivel azonos tipust érték. Azt keressiik, hogy hény darab ilyen elem van a
tombben.

e db: Az érték-kel egyezs elemek szama az x tombben.
e bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb elsé elemének indexe. Amennyiben van az érték-kel egyezd

elem a témbben, akkor az algoritmus végén az elsg ilyen tombbeli elem indexe.

jobb: Az aktualisan vizsgalt résztomb utolsé elemének indexe. Amennyiben van az érték-kel egyezd
elem a tombben, akkor az algoritmus végén az utolso ilyen tombbeli elem indexe.

center: Az aktuélisan vizsgalt résztomb kozépss elemének indexe.
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Halmazok

A matematikabol tudjuk, hogy a halmaz egy alapfogalom, amelyet nem lehet definialni. Viszont az
eldonthetd, hogy valami eleme-e egy halmaznak vagy sem. Tudjuk azt is a halmazokrol, hogy ha valami
benne van egy halmazban, akkor nem lehet benne kétszer vagy tobbszor is, tehat egy halmazban nem
létezik ismétlGdés.

Vizsgaljuk meg, hogyan lehet a matematikdbol ismert halmazokat az algoritmusok és adatszerke-
zetek vildgaban reprezentalni gy, hogy hatékonyan lehessen megvaldsitani a halmazokon értelmezett
miveleteket. A halmazokat olyan névekvé moédon rendezett tombokként abrazoljuk — bar a matemati-
kai értelemben vett halmazelemek kozott nincs rendezettség —, amelyekben nem fordul el§ ismétlsdés.
Természetesen ez a reprezentacié csak olyan halmazok esetén alkalmazhatd, amikor az elemek kozott
értelmezhetd a < relacio.

A halmazokkal kapcsolatban az alabbi problémakat tekintjiik 4t részletesen. Megnézziik, hogy miként
lehet egy novekvs modon rendezett tombrél eldonteni, hogy az halmaznak tekinthet6-e (1d. 5.3.1. al-
fejezet). Algoritmust adunk arra, hogy egy rendezett tomb milyen modon alakithaté at halmazza
(Id. 5.3.2. alfejezet). Megadjuk az elemtartalmazas (1d. 5.3.3. alfejezet) és a részhalmaz tulajdonsag
(1d. 5.3.4. alfejezet) eldontésének hatékony algoritmusait. A fejezet lezarasaként ismertetjiik a halmazm-
veletek megvalositasat az unio (1d. 5.3.5. alfejezet), metszet (1d. 5.3.6. alfejezet), kiilonbség (1d. 5.3.7. alfe-
jezet) és szimmetrikus differencia (1d. 5.3.8. alfejezet) esetében. Mind a négy halmazmivelet a kordbban
méar megismert Osszefuttatas programozasi tétel (1d. 2.2.6. fejezet) elve alapjan keriilt kidolgozasra.
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Halmaztulajdonsag vizsgalata

Ha egy tombrdl azt szeretnénk eldénteni, hogy halmaz-e, akkor két tulajdonsagot kell megvizsgalnunk. Az
els6 a rendezettség, a masodik pedig az ismétlédés mentesség. Az eldontés programozasi tétel targyala-
sanal (1d. 2.1.2. fejezet) mar megmutattuk a rendezettség vizsgalatat megvalosito algoritmust (1d. 2.5. al-
goritmus), igy most csak az ismétlodésnélkiiliség vizsgalataval foglalkozunk. Ennek megvalositasa is az
eldoéntés tétel modositasaval valosithatd meg hatékonyan, amit az 5.10. algoritmusban mutatunk be.

5.10. Algoritmus Halmaztulajdonsag vizsgalata

Bemenet: © — T rendezett tdmb, n — egész (tdmb mérete); ahol T Gsszehasonlithato

Kimenet: [ — logikai
1. fiiggvény HALMAZE(z : T rendezett tdmb, n : egész)
2: 142

3 ciklus amig (i < n) A (x[i] # «[i — 1))

4: 11+ 1

5: ciklus vége

6 I+ (i>n)

7 vissza [

8: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e 1: Rendezett tomb.
e n: Az x tomb mérete. Tudjuk, hogy n > 2.
e [: Logikai valtoz6. Pontosan akkor ¢gazértéki, ha az x tombben nincs ismétlGdés.

Az algoritmus bemenete az x névekvé modon rendezett t6mb, melynek ismerjiikk a méretét is (n).
A kimenet egy [ logikai valtozo, amely pontosan akkor igaz értéki, ha a rendezett tombben nincsenek
ismétlgds elemek.

A rendezettség miatt az esetleges ismétlsdések csak kozvetlen szomszédok esetén fordulhatnak eld,
ezért az eldontés programozasi tételt ugy kell moédositanunk, hogy a szomszédok egyenlGségét vizsgaljuk
(Id. 3. sor). Az x tomb akkor tekinthet§ halmaznak, hogy nincs benne ismétlgdés, ami akkor all eld,
ha az Osszes szomszédos elemet mar megvizsgéltuk, és igy az ¢ valtozd értéke mar meghaladja a témb n
elemszamat (1d. 6. sor).
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Halmaz létrehozasa

Tudjuk mar, hogy miként lehet egy rendezett témbrél eldonteni, hogy van-e benne ismétl§dés elem, azaz
tekinthetd-e halmaznak. Nézziik meg, hogyan lehet egy ismétl§ds elemeket tartalmazo rendezett tombbol
az ismétlgdéseket kiszirni. Altalanos, nem rendezett tmbok esetén megoldottuk mar ezt a problémat
a 2.21. algoritmus hasznalataval. Viszont, ha kihasznéljuk a rendezettséget, akkor sokkal hatékonyabb
megoldast is adhatunk, ahogy ez az 5.11. algoritmusban lathatoé.

Az algoritmus bemenete az x névekvé modon rendezett tomb, melynek ismert az n elemszama is.
Kimenetként az ismétlgdés nélkiili a halmazt kapjuk, melyben a relevans elemek szama db.

5.11. Algoritmus Halmaz létrehozasa

Bemenet: = — T rendezett tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: a — T halmaz, db — egész
1: fliggvény HALMAZLETREHOZAS(z : T rendezett tdmb, n : egész)
2: a < LETREHOZ(T)[n]
3 db 1
4: aldb] + z[1]
5: ciklus i < 2-t8l n-ig
6 ha z[i] # a[db] akkor
7 db <« db+1
8 aldb] « x[i]
9 elagazas vége
10: ciklus vége
11: vissza (a, db)
12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e x: Rendezett tomb.
n: Az x tomb mérete.
a: Halmaz, mely az x tomb elemeit tartalmazza ismétlédés nélkiil.
db: Az a halmazban tarolt elemek szdma.

[ ]
(]
[ ]
e LETREHOZ(T)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemt T tipust tombot.

Az algoritmus miikodésének lényege az lesz, hogy az x tombot az elejéts] indulva bejarjuk és megnéz-
ziik, hogy az x aktualis eleme megegyezik-e az a utolsé elemével. Ha megegyezik, akkor nem masoljuk
at a halmazba, ha nem akkor viszont betessziik a halmaz végére.

Els§ 1épésként létre kell hozni a kimeneti ¢ halmazt. Mivel nem tudjuk, hogy az algoritmus végén
pontosan hény elem lesz benne, ezért az x bemeneti tombbel azonos méret tombként inicializaljuk
(1d. 2. sor). Mivel az = tomb els§ eleme még biztos nincs az a halmazban — hiszen a halmaz iires —, ezért
az elsé elemet feltételvizsgalat nélkiil &tmasoljuk és a halmaz aktualis db elemszaméat 1-re allitjuk (I1d. 3-
4. sor). Ezt kévetGen bejarjuk az x tomb tobbi elemét, amit az 5. és 10. sorok kozotti szamlalos ciklussal
valositunk meg. A cikluson beliil a 6. sorban megvizsgaljuk, hogy a tomb aktuéalis x[i] eleme kiilonbozik-e
a halmaz aktualisan utolso a[db] elemétdl. Ha egyezGség van, akkor semmit nem kell tenniink, kiilonbo-
zGség esetén viszont egy 1j elemet kell a halmazba tenni. Ennek érdekében a halmaz elemeinek szamat
noveljiik eggyel (1d. 7. sor), majd beméasoljuk az aktuélis tombelemet a halmazba (I1d. 8. sor). A ciklus
végeztével az elgallo halmazt és annak elemszaméat kimenetként visszaadjuk (1d. 11. sor).

5.7. Példa. Az 5.7. abran lathatunk egy hat elemt tombot, mely szamos ismétl6ds elemet is tartalmaz.

Az abran végigkovethetjiik, hogy az 5.11. algoritmus hasznalataval miként alkothatjuk meg az x-nek
megfelel§ a halmazt.

Els§ lépésként létrehozunk egy hat elemd tombot az a halmaz szamara (1d. 2. sor), majd a témb elsé
elemét atmasoljuk a halmaz elsg helyére a 3-4. soroknak megfelelgen (1d. 5.7a. dbra). Ezutan megkezdjiik
a tomb bejarasat az 5. sorban kezd6dé ciklussal. Mivel a tomb méasodik eleme, megegyezik a halmaz elsd
elemével (1d. 6. sor), ezért nem masoljuk be még egyszer az ismétl6ds elemet a halmazba (1d. 5.7b. abra).
Folytatjuk a bejarast, a harmadik elem kiilénbozik a halmaz utolsé elemétdl, ezért a halmaz elemszamat
noveljik (Id. 7. sor), majd atmasoljuk az aktuéalis tombelemet (1d. 8. sor), amit az 5.7c. abra szemléltet.
A t6mb negyedik és 6t6dik eleme mar benne van a halmazban (1d. 5.7d-5.7e. abrak), ezért nem keriilnek
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be ismételten a halmazba. A hatodik elem viszont még nem halmazbeli, ezért beméasoljuk a halmazba
(Id. 5.7f. abra). A bejaras végére érve létrejott egy ismétlgdés nélkiili halmaz, melyben az x minden
kezdeti eleme egyes multiplicitassal szerepel.

ml2f2[s[s]s]6] l|2|i|3|3|3|6|
1
cl2| [ [ [ | | ez [ [ [ ] |
¥ f
db db
(a) Az x tOmb els6 elemét automatikusan (b) Az z masodik eleme megegyezik az a
atmasoljuk az a halmazba. els§ elemével, ezért nem helyezziik ismét
a halmazba.
wl2f2[sfs[s]6] “‘:|2|2|3|i|3|6|
1 1
el2fs| [ | | | cl2 8] [ | ]| |
¥ ¥
db db
(¢) Az z harmadik eleme még nincs a hal- (d) Az x negyedik eleme mar benne van
mazban, ezért a soron kiévetkezd helyre az a-ban.
masoljuk.
ml2f2]as s [8]o] S EIEIEIEEERES
*
ez ] [ | ] | a:|2|3|$| [ [ ]
db db
(e) Az z 6t6dik eleme is benne van az a- (f) Az z hatodik eleme még nincs a hal-
ban. mazban, ezért a soron koévetkezd helyre
masoljuk.

5.7. abra. Halmaz létrehozasa rendezett tombbdl.

Futasi id6 elemzése. Mivel az 5.11. algoritmus egyetlen ciklust tartalmaz, ezért konnyen lathato,
hogy a futéasi id6 az x elemszamaval aranyos, tehat O(n)-es. Vessiik ezt dssze a 2.21. algoritmus futasi
idejével, ami O(n?)-es volt. A rendezettség kihasznaldsa tehat jelentds futasi id6 javulast eredményez.

&
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Tartalmazas vizsgalata

Halmazokkal kapcsolatban fontos feladat, hogy el tudjuk doénteni, valami benne van-e egy halmazban
vagy sem. Jelenlegi ismereteink mellett ez nem jelent nehéz feladatot, hiszen egy rendezett témbben
— amilyen egy halmaz is — az 5.4. algoritmus hasznalataval el tudjuk donteni, hogy a keresett elem a
vizsgalt tombben van-e. Az 5.12. algoritmus halmazok esetén irja le a tartalmazas vizsgalatot. Mivel
semmi 1j ismeret nincs ebben az algoritmusban, ezért a részletesebb ismertetéstdl eltekintiink.

5.12. Algoritmus Tartalmazés vizsgalat

Bemenet: a — T halmaz, n — egész (halmaz mérete), érték — T; ahol T sszehasonlithato
Kimenet: [ — logikai
fliggvény TARTALMAZZAE(a : T halmaz, n : egész, érték : T)
: bal < 1
jobb <—n

center <+ 7“”23 obb

1:
2
3
4
5: ciklus amig (bal < jobb) A (a[center] # érték)
6 ha a[center] > érték akkor

7 jobb < center — 1

8

9

kiilbnben
bal < center + 1
10: elagazas vége
11: center <— LMJ
12: ciklus vége
13: [ + (bal < jobb)
14: vissza [

15: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e a: Halmaz.
e n: Az a halmaz mérete.
e ¢riék: A halmaz elemeivel azonos tipusa érték. Azt vizsgaljuk, hogy ez az érték benne van-e az a
halmazban.
l: Logikai valtoz6, amely pontosan akkor igaz, ha érték megtalalhaté az a halmazban.
bal: Az aktualisan vizsgalt részhalmaz els6 elemének indexe.
jobb: Az aktualisan vizsgélt részhalmaz utols6 elemének indexe.
center: Az aktudlisan vizsgalt részhalmaz kézépss elemének indexe.
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Részhalmaz

A részhalmaz vizsgélatnal feladatunk annak meghatarozéasa, hogy egy a halmaz minden egyes eleme
benne van-e egy mésik b halmazban. Ezt a feladatot megoldhatnank tugy, hogy az a halmaz minden
egyes elemére megnézziik, hogy benne van-e a b halmazban, tehat két egymasba agyazott eldontés tételt
(1d. 2.1.2. fejezet) alkalmaznank. Igy a futasi id6 a két halmaz méretének szorzataval lenne aranyos.
Viszont ez a megoldas nem hasznalja ki, hogy a halmazban 1év6 elemek névekvé médon rendezettek.

Egy masik megoldési lehet6ség, ha a két halmazt parhuzamosan jarjuk be a halmazok elejérdl indulva.
Amennyiben a bejaras soran az a aktualis a[i] eleme kisebb, mint a b aktualis b[j] eleme, akkor nincs
értelme tovabb vizsgalodnunk, mert a b halmaz j-nél nagyobb indext elemei mar mind nagyobbak a[i]-
nél, tehat biztos nem egyenlSk az afi]-vel. Ha viszont a[i] = b[j], akkor tovabbléphetiink az a kovetkezs
elemére, mikozben a b-ben is tovabbhaladunk. Amennyiben a[i] > b[j], akkor pedig tovabbra is keresni
kell még az afi]-t a b halmazban, ezét csak b-ben haladunk tovabb. Ha a bejaras soran tuljutunk az a
Osszes elemén, akkor az ¢ minden elemét megtalaltuk b-ben, tehat a részhalmaza b-nek.

A leirt Gtletet az 5.13. algoritmussal valositjuk meg. Az algoritmus bemenete a két halmaz, valamint
azok mérete. Kimenet egy logikai valtozo, amely pontosan akkor igaz, ha az a részhalmaza b-nek.

5.13. Algoritmus Részhalmaz vizsgélat

Bemenet: a — T halmaz, m — egész (a mérete), b — T halmaz, n — T halmaz (b mérete)
Kimenet: [ — logikai
1: fiiggvény RESzZHALMAZ E(a : T halmaz, m : egész,b : T halmaz, n : egész)
2 11
3 j+1
4:  ciklus amig (i < m) A (j < n) A (ali] > b[j])
5: ha ali] = b[j] akkor
6 1 1+1
7 elagazas vége
8 e+l
9: ciklus vége
10: L+ (i>m)
11: vissza [
12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdok és fliggvények
e a: Egyik halmaz.
e m: a mérete.
e b: Masik halmaz.
e n: b mérete.
e [: Pontosan akkor tgaz, ha a C b.

Az algoritmus elején inicializaljuk az a halmaz i, illetve a b halmaz j indexét. Mivel mindkét halmazt
az elejétsl jarjuk be, ezért az indexek kezdeti értéke 1 lesz (1d. 2. és 3. sorok). A tombok bejarasat
a 4. és 9. sorok kozotti ciklussal valositjuk meg. A ciklus belépési és bennmaradasi feltétele harom
részbdl tevddik Ossze. Az i és j indexnek is tényleges tombindexnek kell lennie, valamint az a halmaz
aktuélis eleme nem lehet kisebb a b aktuélis eleménél. A ciklusban megvizsgaljuk, hogy a két halmaz
aktualis elemei egyenltk-e (I1d. 5. sor). Ha egyenldk, akkor tovabblépiink az a halmazban (Id. 6. sor). Az
egyenldségtol fliggetlentil tovabbhaladunk a b halmazban (1d. 8. sor). A ciklusbol valo kilépést kovetGen
megvizsgaljuk a kilépés okat. Amennyiben az a halmaz indexe meghaladja az a méretét, akkor minden
a-beli elem benne van b-ben is, tehat a részhalmaza b-nek. Ezért az [ kimeneti valtozot az ¢ > m reléciotol
fiiggGen értelmezziik (1d. 10), majd értékét kimenetként adjuk vissza (I1d. 11. sor).

( Megjegyzés w

Ha az a halmaz tobb elemet tartalmaz mint b (azaz m > n), akkor biztos, hogy a nem
részhalmaza b-nek. Ezért az algoritmus elejére, akar betehetiink egy méretvizsgalatot is.
Viszont m < n esetben ez egy felesleges vizsgalat, ezért nem jelenitettiik meg az 5.13. al-
goritmusban.
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5.8. Példa. Az 5.8. 4bran bemutatjuk, hogy miként donti el az 5.13. algoritmus két halmazrél, hogy
az egyik részhalmaza-e a masiknak.

Kezdetben az i és j indexek értéke 1 lesz (1d. 2. és 3. sor). Mivel a 4. sorban kezd6d6 ciklus belépési
feltétele igaz, ezért beléplink a ciklusba. A cikluson beliil az a[1] = b[1] feltétel teljesiil (1d. 5.8a. abra),
ezért i és j értéke is novekszik 1-gyel (1d. 6. és 8. sorok). Az i =2 és j = 2 esetben a bejarast biztositd
ciklus bennmaradasi feltétele igaz, de az a[2] = b[2] feltétel hamis (1d. 5.8b. 4bra), ezért csak a j index
értékét noveljitk 1-gyel. Még mindig bennmaradunk a ciklusban, ahol az a[2] = b[3] egyenldség teljesiil
(Id. 5.8¢c. abra), ezért az i és a j értékét is noveljiik. A ciklus bennmaradasi feltétele még mindig igaz,
valamint az aktuélis elemek is egyenléek (I1d. 5.8d. &bra), ezért tovabbnoveljiik mindkét indexet. Ekkor
viszont az ¢ index mar meghaladja az a halmaz méretét, ezért kilépiink a ciklusbél és az [ valtozo igaz
értéket vesz fel (1d. 10. sor). q

v2] s[5 ]o]s] {2 ]3f5]6]s]
*
J
(a) Mivel a[1] = b[1], ezért mindkét (b) Mivel a[2] > b[2], ezért folytat-
témbben tovabblépiink. juk az eldontést, de csak a b halmaz-

ban lépiink tovabb.

+
7
vl2 s [5]6]s] vzl |5 6] s |
1 f
J J
(c) Mivel a[2] = b[3], ezért mindkét (d) Mivel a[3] = b[3], ezért mindkét
tombben tovabblépiink. témbben tovabblépiink. Az a végére

értiink, igy a részhalmaza b-nek.

5.8. abra. Részhalmaz vizsgalat. Az a halmaz részhalmaza a b halmaznak.

5.9. Példa. Az 5.9. abran lathato esetben végigkdvethetjik, hogy az 5.13. algoritmus miként donti el,
hogy a nem részhalmaza b-nek.

Mindkét halmaz els6 eleme azonos (ld. 5.9a. dbra), ezért tovabblépiink a méasodik elemekre. Az a
méasodik eleme nagyobb a b masodik eleménél (1d.5.9b. abra), ezért csak a b halmaz indexét noveljik.
Viszont a[2] < b[3], ezért kilépiink a bejarast megvalosito ciklusbol és a kimeneti ! valtozo hamis értéket

kap. €

Futasi id6 elemzése. Az 5.13. algoritmus futasi idejének meghatarozasanal a 4. sorban kezd6d6
ciklusra kell fokuszalnunk. Mivel a cikluson belil a j index mindig eggyel novelddik, ezért a ciklus
legfeljebb n-szer fut le. Tehat a részhalmaz tulajdonsagot vizsgald algoritmusunk futési ideje a masodik
halmaz méretével aranyos, azaz O(n)-es. Ez a futési id6 sokkal jobb, mint a fejezet elején emlitett
O(m-n)-es id6. &
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(a) Mivel a[l] = b[l], ezért
mindkét témbben tovabblé-
plnk.

(b) Mivel a[2] > b[2], ezért

folytatjuk az eldontést, de

csak a b halmazban 1épilink to-
vabb.

(c) Mivel a[2] < b[3], ezért a
nem lehet részhalmaza b-nek.

5.9. abra. Részhalmaz vizsgalat. Az a nem részhalmaza a b halmaznak.
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Unio
A halmazok uni6janak megvaldsitasa teljes mértékben megegyezik a kordbban méar targyalt sszefuttatas

programozasi tétellel (1d. 2.2.6. fejezet), ezért csak az algoritmus pszeudokodjat adjuk meg (1d. 5.14. al-
goritmus).

5.14. Algoritmus Halmazok uni6ja

Bemenet: a; — T halmaz, n; — egész (halmaz mérete), as — T halmaz, ny — egész (halmaz mérete)
Kimenet: b — T halmaz, db — egész

1. figgvény HALMAZUNIO(aq : T halmaz, n; : egész,as : T halmaz, ns : egész)
2: b < LETREHOZ(T)[n1 + no)
3 141
4: j1
5: db <+ 0
6 ny < ni;+1
7 ay[ny] + 400
8 No < no + 1
9: as[ng] < 400
10: ciklus amig (i < ny) V (j < n2)
11: db <+ db+1
12: ha a4[i] < as[j] akkor
13: bldb] + aq[i]
14: 1 1+1
15: kiillénben
16: ha a1[i] > az[j] akkor
17: b[db] + aslj]
18: jej+1
19: kiilnben
20: b[db] « aq]i]
21: 1 1+1
22: j—i+1
23: elagazas vége
24: elagazas vége
25: ciklus vége
26: vissza (b, db)

27: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e a;: Egyik halmaz.
n1: Az a; halmaz mérete.
ao: Mésik halmaz.
ns: Az as halmaz mérete.
b: Kimeneti halmaz, melynek minden egyes eleme vagy az a; vagy az as halmaznak eleme.
db: A b halmaz relevans elemeinek szama.
LETREHOZ(T)[n; + ng]: Utasitas, mely létrehoz egy (n1 + n2) elemt T tipust tombot.
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Metszet

Két halmaz metszetében a halmazok kozos elemei lesznek benne. Ennek érdekében az uniét megvaldsito
algoritmust kell igy modositanunk, hogy csak az egyez6 elemek keriiljenek be a kimeneti halmazba. A
konkrét megvaldsitast az 5.15. algoritmussal adjuk meg.

5.15. Algoritmus Halmazok metszete

Bemenet: a; — T halmaz, n; — egész (halmaz mérete), ao — T halmaz, ny — egész (halmaz mérete)
Kimenet: b — T halmaz, db — egész

1: fiiggvény HALMAZMETSZET(a; : T halmaz, n, : egész, as : T halmaz, n, : egész)
2: b + LETREHOZ(T)[min(n,n2)]

3 141

4: 71

5: db <+ 0

6 ciklus amig (i <ni) A (j < ng)

7 ha a;[i] < as[j] akkor

8
9

t+—1+1
kiilénben ha a;[i] > az[j] akkor

10: j—i+1
11: kiilonben
12: db<+db+1
13: bldb] + aq]i]
14: 141+ 1
15: j—i+1
16: elagazas vége
17: ciklus vége

18: vissza (b, db)
19: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e ay: Egyik halmaz.
n1: Az a; halmaz mérete.
ao: Mésik halmaz.
no: Az a9 halmaz mérete.
b: Kimeneti halmaz, melynek minden egyes eleme az a; és az as halmaznak is eleme.
db: A b halmaz relevins elemeinek szama.
LETREHOZ(T)[min(ny,n2)]: Utasitas, mely létrehoz egy T tipust tombot, melynek mérete az ay
és ao halmazok méretének minimuma.
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Kiilonbség

Az ay és as halmaz kiillonbségének az elemei az a; halmaz azon elemei, amelyek nincsenek benne az as
halmazban. A kiilonbség a b halmazban jelenik meg. Ezek meghatarozasa is az unidhoz hasonlé médon
tehet6 meg, ahogy az 5.16. algoritmusban lathaté.

5.16. Algoritmus Halmazok kiilonbsége

Bemenet: a; — T halmaz, n; — egész (halmaz mérete), ao — T halmaz, ny — egész (halmaz mérete)
Kimenet: b — T halmaz, db — egész

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:

fiiggvény HALMAZKULONBSEG(a; : T halmaz, n, :

b < LETREHOZ(T)[n]
141
71
db <+ 0
ciklus amig (i <ni) A (j < ng)
ha a,[i] < as[j] akkor
db <« db+1
bldb] + aq]i]
1+ 1+1
kiildnben ha a;[i] > as[j] akkor
j+—j3+1
kiillénben
t+—1+1
j+—j+1
elagazas vége
ciklus vége
ciklus amig i < ny
db <+ db+1
bldb] + a1]i]
14 1+1
ciklus vége
vissza (b, db)

24: fliggvény vége

egész, az : T halmaz, n, : egész)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

a1: Egyik halmaz.
n1: Az a; halmaz mérete.
az: Masik halmaz.
no: Az a9 halmaz mérete.

b: Kimeneti halmaz, melynek minden egyes eleme az a; halmaznak eleme, de az as halmaznak

nem.
db: A b halmaz relevans elemeinek szama.

e LETREHOZ(T)[n,]: Utasitas, mely létrehoz egy ny méretd T tipust tombot.
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Szimmetrikus differencia

Két halmaz szimmetrikus differencidjanak elemei azok az elemek, amelyek a két halmazbol pontosan egy-
ben vannak benne. Ezen elemek kivalogatasa is az unié modositasaval torténik. A konkrét pszeudokodot

az 5.17. algoritmusban mutatjuk be.
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5.17. Algoritmus Halmazok szimmetrikus differenciaja

Bemenet: a; — T halmaz, n; — egész (halmaz mérete), as — T halmaz, ny — egész (halmaz mérete)

Kimenet: b — T halmaz, db — egész

1. fliggvény HALMAZSZIMMETRIKUSDIFFERENCIA(a; : T halmaz,n; : egész,as : T halmaz, ny :

egész)
2 b + LETREHOZ(T)[ny + n2]
3: 1+ 1
4: 71
5: db <+ 0
6: ciklus amig (1 <nj) A (j < n2)
7 ha a,[i] < as[j] akkor
8: db+ db+1
9: bldb] + aq]i]
10: i—i+1
11: kiildnben ha a;[i] > as[j] akkor
12: db <+ db+1
13: b[db] + az[j]
14: j—i+1
15: kiilénben
16: i—i+1
17: jej+1
18: elagazas vége
19: ciklus vége
20: ciklus amig i < n;
21: db <+ db+1
22: b[db] < aq[i]
23: 14 1+1
24: ciklus vége
25: ciklus amig j < no
26: db <+ db+1
27: bldb] + aslj]
28: jej+1
29: ciklus vége

30: vissza (b, db)
31: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e a;: Egyik halmaz.
e n1: Az a; halmaz mérete.
e ao: Masik halmaz.
e n5: Az a9 halmaz mérete.
[ ]
egyiknek eleme.
db: A b halmaz relevans elemeinek szama.

b: Kimeneti halmaz, melynek minden egyes eleme az a; és az ae halmazok koziil pontosan az

e LETREHOZ(T)[n1 + ng|: Utasitas, mely létrehoz egy nq + ng méretd T tipusi tombot.

Sergyan Szabolcs

206

Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



6. fejezet

129

,Oszd meg és uralkodj!” elvii

algoritmusok

Az ,Oszd meg és uralkodj!”! elvii algoritmusok lényegesen kiilonboznek az eddig megismertektsl. Az

el6z6 fejezetekben minden algoritmus olyan volt, amely egy tomb bejarasan alapult. A bejaras lehetett
olyan, amely a tomb elejétél a tomb végéig haladva, minden elemet egyszer érintett. Ez a bejaras
megvalosulhatott ciklusok vagy rekurziv hivasok hasznalataval is. Néhany esetben a bejaras kétiranyu
volt (pl. a 2.17. algoritmus esetén). Lattunk olyan algoritmusokat is, amikor a bejaras ugy tortént, hogy
a bejarasara hasznalt index értéke felez6dott (pl. a logaritmikus keresésnél).

Ezekkel szemben az ,Oszd meg és uralkodj!” elvd algoritmusoknél nem torténik bejarés, illetve nem
a bejarason van a hangsily, hanem teljesen méas elven miikodnek. Az ,Oszd meg és uralkodj!” elvi
algoritmusok mindig harom fazisbol allnak. Els6 lépésként a megoldand6 problémat felosztjak kisebb
részproblémékra. Példaul, ha rendezni szeretnénk egy tombot, akkor nem a teljes tomb rendezésére
koncentralnak, hanem a tombo6t kettd vagy tobb résztombre osztjak. Masodik fazisként ,uralkodnak” a
részproblémakon, azaz a részproblémékat megoldjak. Ez a megoldas tugy torténik, hogy a teljes problé-
mat megoldd algoritmust alkalmazzéak a kisebb részprobléméara rekurziv médon. Majd miutan az egyes
részproblémék mér megoldottak, akkor harmadik 1épésként a megoldott részproblémak egyesitése kovet-
kezik.

Talan mar érezhets ebbdl a leirasbol is, hogy azt igazabol nem hatérozzuk meg, hogy a részproblémak
megoldasa hogyan torténik meg, hiszen azt a rekurzivités biztositja majd. Miként miikédhetnek akkor
ezek az algoritmusok?

Az ,Oszd meg és uralkodj!” elv bemutatasa és miikddésének megértése érdekében négy feladatot
ismertetiink részletesen. Els6ként a mér tobbszor targyalt maximumkivéilasztas problémajat oldjuk meg
az 1j modszerrel (1d. 6.1. fejezet). Ezt kovetGen bemutatunk egy hatékony rendezs algoritmust, az
Osszefésiils rendezést, mely az Gj elvet hasznalja (1d. 6.2. fejezet). Harmadikként egy méasik rendezést, a
gyakran hasznalt gyorsrendezést ismerjiik meg (1d. 6.3. fejezet). Végezetiil a gyorsrendezés Gtletére épitve
bemutatunk egy hatékony modszert a k-adik legkisebb témbbeli elem kivalasztasara (1d. 6.4. fejezet).

1 Angolul: divide and conquer
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Maximumkivalasztas

A maximumkivalasztas feladatot jol ismerjiik, hiszen méar két megoldast is adtunk ra (1d. 2.1.6. és 4.6.4. fe-
jezetek). Most viszont az eddigiektdl teljesen kiilonb6z6 megkozelitést alkalmazo megoldast mutatunk
be.

Egy tomb legnagyobb értékii elemének helyét gy fogjuk megkeresni, hogy kiindulasként nem az egész
tombot vizsgaljuk, hanem annak az els6 és a mésodik felét kiilon-kiilon. Vagyis igy felosztjuk a problémét
két részprobléméara. Ezt kovetGen megkeressiik a kisebb méretti tombok legnagyobb értéki elemeinek
indexeit. Ez a keresés rekurziv modon torténik, tehat a résztombdket ajabb résztombdokre fogjuk osztani.
Mint minden rekurzional itt is fontos a rekurzio6 leallasat biztosito alapesetrél gondoskodni. Ha egy elemi
mar a vizsgalt résztombiink, akkor nem fogunk tovabbi felosztast és rekurziv hivast (uralkodas) végezni,
hiszen az egy elemi résztomb legnagyobb eleme az egyetlen benne 1év6 elem. Miutdn meghataroztuk az
eredeti tomb mindkét felében a legnagyobb elemet, illetve annak indexét, mar csak el kell dontentink,
hogy a két féltdmbben taldlhaté maximumok kéziil melyik a nagyobb. Amelyik nagyobb, az lesz az egész
tomb maximuma, tehat annak az indexét adjuk meg eredményiil.

A feladatbol jol lathato az ,,Oszd meg és uralkodj!” elvd algoritmusok miikdésének harom fazisa.
Els6 lépésként megtorténik az eredeti tomb felosztasa két résztombbé. Masodik lépésként rekurziv mo-
don meghatarozzuk az egyes résztombok legnagyobb elemeinek helyét, azaz a résztombokre megoldjuk
ugyanazt a feladatot, amit a teljes tombre is meg kell oldanunk. Ez az uralkodas fazisa. Harmadik
lépésként pedig egyesitjiik a két résztombre kapott megoldast, ami jelen esetben a két maximum koziil a
nagyobbik kivalasztaséat jelenti.

A feladatot megold6 konkrét algoritmus pszeudokodjat a 6.1. algoritmusban mutatjuk be. A algo-
ritmus bemenete a vizsgaland6 x tomb, illetve a bal és a jobb indexértékek. Ezek az indexek jelzik,
hogy éppen melyik résztémbbel foglalkozunk. Kezdetben természetesen bal értéke 1, mig jobb a tomb n
méretével egyezik meg. Az algoritmus kimenete a legnagyobb értékii témbelem indexe lesz.

6.1. Algoritmus Felez6 maximumkivalasztés

Bemenet: r — T tomb, bal — egész, jobb — egész; ahol T G6sszehasonlithato
Kimenet: Az x tomb bal és jobb indexei koz0tti résztombje maximalis elemének indexe.
1: fiiggvény FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z : T t6mb, bal : egész, jobb : egész)
2 ha bal = jobb akkor

3 vissza bal

4 kiilonben

5: center <— LMJ

6 balmax < FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(x, bal, center)

7 jobbmax < FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(x, center + 1, jobb)

8 ha z[balmaz] > x[jobbmaz] akkor

9 vissza balmax

10: kiillénben

11: vissza jobbmax

12: elagazas vége

13: elagazas vége

14: fliggvény vége

Fiiggvény hivasa: FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(x, 1, n)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: A tomb.
n: Az x tomb mérete.
bal: Az aktualisan vizsgalt résztomb elsé elemének indexe.
jobb: Az aktuéalisan vizsgalt résztomb utolso elemének indexe.
center: Az aktuélisan vizsgalt résztomb kozépss elemének indexe.
balmax: A bal és center indexek kozotti tombrész maximalis elemének indexe.
jobbmazx: A center + 1 és jobb indexek kozotti tombrész maximalis elemének indexe.

Sergyan Szabolcs 208 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



A rekurziv algoritmusban el6szor gondoskodunk az alapeset kezelésérsl. Ha a vizsgalt tombrész egy
elemt, azaz bal = jobb (1d. 2. sor), akkor annak az egy elemnek az indexét adja vissza az algoritmus
(Id. 3. sor). Minden mas esetben fel kell osztani a tombot két (kozel) egyenlé méreti részre. Ennek
érdekében meghatarozzuk a bal és jobb indexek kozotti kozépss elem indexét (Id. 5. sor). A kozép helyének
ismeretében mar meghivhatjuk rekurzivan az el6alldo résztombokre az algoritmust. A bal oldali rész
eredménye keriil a balmax valtozoba (1d. 6. sor), mig a jobb oldali részé a jobbmaz-ba (1d. 7. sor). Ezutan
maéar csak az egyesités fazisa van hatra. Megvizsgaljuk, hogy a bal- vagy a jobboldali rész maximuma-e
a nagyobb (ld. 8. sor), és ennek fiiggvényében visszaadjuk a megfelels kimenetet (1d. 9. és 11. sorok).

( Megjegyzés w

Erdemes megfigyelni, hogy abban az esetben, amikor a legnagyobb elem t6bbszor is els-
fordul a témbben, akkor az elem elsé el6fordulasanak indexét adja vissza az algoritmus.
Ezt agy értiik el, hogy a 8. sorban 1évé feltételnél az egyenlGség teljesiilése esetén is a
baloldali résztémb maximumat adjuk vissza kimenetként. Igy tényleg a legbaloldalibb
maximum helyét fogjuk végss eredményként megkapni.

6.1. Példa. Nézziik végig egy konkrét példan a 6.1. algoritmus miikodését. A 6.1. abran lathato hat
elemi témb maximaélis értékd elemének indexét szeretnénk meghatérozni.

Elgszor meghivjuk a FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS rekurziv fiiggvényt a bal = 1 és jobb = 6 para-
méterekkel. Mivel bal # jobb, ezért az algoritmus kiilonben agaba lépiink (1d. 4. sor). Meghatéarozzuk
a kozépss elem center indexét (Id. 5. sor), ami 3 lesz (I1d. 6.1a. abra). Ezt kovetSen meghivodik a FE-
LEZOMAXIMUMKIVALASZTAS fiiggvény a bal = 1 és jobb = 3 paraméterekkel. Ebben a fiiggvényben is
kiszamitjuk center értékét, ami 2 lesz (I1d. 6.1b. dbra). Ismét meghivodik a FELEZOMAXIMUMKIVALASZ-
TAS fiiggvény a bal = 1 és jobb = 2 paraméterekkel. A kozépss elem indexe most 1 lesz. Ujabb rekurziv
hivas kovetkezik a bal = 1 és jobb = 1 értékekkel (1d. 6.1d.abra). Mivel bal = jobb (1d. 2. sor), ezért a bal
értékét adja vissza a fuggvény (Id. 3. sor), ahogy ez a 6.le. dbran lathato. A visszaadott érték bekertil
az aktiv rekurziv fliiggvény balmax valtozojaba. Ujabb rekurziv hivas kovetkezik a bal = 2 és jobb = 2
paraméterekkel (1d. 6.1f. abra). A meghivott fiiggvény a 2 értékkel tér vissza, ami az aktualis fliggvény
jobbmax valtozdjaba keriil (1d. 6.1g. abra). Mivel a balmaz helyen tarolt érték nagyobb a jobbmax
helyen 1év§ értéknél, ezért az aktualis fliggvény a balmax = 1 értékkel tér vissza (1d. 6.1h. abra). Ez-
utdn meghivasra keriil a FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS fliggvény a bal = 3 és jobb = 3 paraméterekkel
(Id. 6.1i. abra). A hivott fliggvény a 3 értékkel tér vissza, ami az aktudlis fiiggvény jobbmax valtozojaba
keriil (1d. 6.1j. abra). Mivel z[jobbmax] > z[balmazx], ezért a jobbmax indexszel tér vissza a fliggvény
(1d. 6.1k. abra). Az algoritmus futasaban most értiink el oda, hogy az eredeti tomb elsg felében ismertté
valt a legnagyobb elem indexe, ez a jelenlegi balmax valtozoban van eltarolva.

Kovetkezik a jobboldali résztomb feldolgozasa. Ennek érdekében meghivasra keriill a FELEZOMA-
XIMUMKIVALASZTAS fliggvény a bal = 4 és jobb = 6 paraméterekkel. A kozépss elem az 6todik lesz
(1d. 6.11. dbra). Ujabb rekurziv hivis kovetkezik a bal = 4 és jobb = 5 paraméterekkel, ahol a center
index 4 lesz (1d. 6.1m. abra). A kévetkezd rekurziv hivas a bal = 4 és jobb = 4 paraméterekkel torténik
(Id. 6.1n. abra). A fiiggveény visszatér a 4 értékkel (1d. 6.1o. abra). Meghivasra keriil a FELEZOMA-
XIMUMKIVALASZTAS fiiggvény a bal = 5 és jobb = 5 paraméterekkel (1d. 6.1p. abra). Ez a fiiggvény
visszatér az 5 értékkel, ami az aktualis fiiggvény jobbmax véltozdjaba keriil (ld. 6.1q. abra). Mivel
x[jobbmazx] > xz[balmaz], ezért a jobbmax értékkel tér vissza a fiiggvény (I1d. 6.1r. dbra). Ezutan meghi-
vasra keriil a FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS fliggvény a bal = 6 és jobb = 6 paraméterekkel (1d. 6.1s. ab-
ra). Ez a fliggvény visszatér a 6 értékkel, ami a jobbmax valtozoba keriil (1d. 6.1t. 4bra). Mivel a balmax
helyen 1év6 érték nagyobb a jobbmax indextinél, ezért az aktualis fiiggvény a balmax értékével tér vissza
(Id. 6.1u. &bra). Az eredeti tomb els6 felének legnagyobb eleme a harmadik (balmax), méasodik felének
maximuma pedig az 6todik (jobbmaz) elem. Mivel z[jobbmazx]| > xz[balmaz], ezért végss eredményként
a jobbmax értékét kapjuk meg (1d.6.1v. dbra). ¢

Futasi id6 elemzése. A maximumkivalasztas 2.10. iterativ és 4.13. rekurziv algoritmusainak futéasi
idejérdl mar lattuk, hogy O(n)-esek. Milyen a futési ideje a méas elven mitikods felezd maximumkivalasztas
6.1. algoritmusanak?

Vizsgaljuk meg, hogy hény rekurziv fliggvényhivas torténik. Kezdetben meg kell hivnunk a FELE-
ZOMAXIMUMKIVALASZTAS fiiggvényt a teljes tombre. Ez a fliggvény meghivja 6nmagat két résztémbre.
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Ez minden esetben igy torténik addig, amig egy elemi résztombokre nem hivjuk meg a fliggvényt. Egy
elemt résztombbdl pedig pontosan n darab van. Ezek alapjan a rekurziv hiviasok szama:

1—|—2—|—...—|—g+n. (6.1)

A fenti Gsszeg egy mértani sorozat Osszege, ahol a kvociens ¢ = 2 az elemek szama pedig kozelitSleg
1+ logy n. Ezek figyelembe vételével kijelenthets, hogy

n 21+10g2n_1

Tehat a futasi id6 az ,Oszd meg és uralkodj!” elvii felez6 maximumkivalasztas esetén is O(n)-es. &
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| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) | | FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

e A O I N 33
1 1

¥ ¥ ¥
bal center Jjobb bal center jobb
(a) Fiiggvény hivasa az 1. és 6. elemek ko- (b) Fiiggvény hivasa az 1. és 3. elemek kozotti
z06tti résztombre. résztémbre.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 1) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 2) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 2) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) | — - -
| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

bal jobb )
center bal jobb
(c) Fiiggvény hivasa az 1. és 2. elemek kozotti rész- (d) Fiiggvény hivéasa az 1. elembdl allo résztombre.
toémbre.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 2, 2) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 2) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 2) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balmax
A
A
bal jobb )
center bal jobb
(e) Az 1. elembdl 4ll6 résztomb maximumanak meg-  (f) Filiggvény hivasa az 2. elembdl all6 résztombre.
adésa.
6.1. abra. Felez6 maximumkivalasztas.
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*

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 2) |

/

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balma:r j obbmax
bal jobb
center

(g) Az 2. elembdl 4ll6 résztomb maximuménak megada-
sa. A két eredmény Osszehasonlitasa.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 3, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

xX:

[ e o]

bal jobb

(i) Flggvény hivasa az 3. elembdl allo résztombre.

*

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balmazx
¥
ml2foilols]s]s]
f ¥ f
bal center jobb

(k) Az 1. és 3. elemek kozotti résztémb maxi-
muménak megadasa.

*

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balmax
¥
I
bal center jobb

(h) Az 1. és 2. elemek kozotti résztdmb maximu-
manak megadésa.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 3) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balmax  jobbmax

¥ ¥
R
bal center jobb

(j) A 3. elembdl 4ll6 résztémb maximumanak meg-
adasa. A két eredmény Osszehasonlitésa.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

bal center jobb

(1) Fiiggvény hivasa a 4. és 6. elemek kozotti
résztémbre.

6.1. abra. Felez6 maximumkivalasztas (folyt.).
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| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 4) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(2, 4, 5) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 5) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

jobb

bal .
center bal jobb
(m) Fiiggvény hivasa a 4. és 5. elemek kozotti rész- (n) Filiggvény hivasa az 4. elembdl all6 résztombre.
tombre.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 5, 5) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 5) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 5) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balmazx
¥
xX:
center bal jobb
(o) A 4. elembdl all6 résztomb maximuméanak meg-  (p) Fliggvény hivasa az 5. elembdl 4ll6 résztombre.
adéasa.

6.1. abra. Felez6 maximumkivalasztas (folyt.).
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| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 5) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) | g

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS (2, 4, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balmazx Jjobbmazx balmazx
. A4
bal jobb ot ot
center bal center jobb

(q) Az 5. elembdl allo résztomb maximumanak meg-  (r) A 4. és 5. elemek kozotti résztdmb maximuméa-
adéasa. A két eredmény Gsszehasonlitasa. nak megadésa.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 6, 6) |

| FELEZOM AXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) | | FELEZGMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 4, 6) |
| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) | | FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS (2, 1, 6) |
balmax jobbmax
+
bal jobb bal center jobb
(s) Fliggvény hivasa az 6. elembdl allé résztombre.  (t) A 6. elembdl 4ll6 résztémb maximumaéanak meg-

adasa. A két eredmény Osszehasonlitésa.

| FELEZOMAXIMUMKIVALASZTAS(z, 1, 6) |

balmaxz  jobbmax

i
NI E
+

- [
¥ ¥
bal center jobb a::|2|1|6|5|8|3|
(u) A 4. és 6. elemek kozotti résztomb maxi- (v) Az 1. és 6. elemek koz6tti résztdmb ma-
mumanak megadasa. A két eredmény Gsszeha- ximumaéanak megadésa.
sonlitésa.
6.1. abra. Felez6 maximumkivalasztas (folyt.).
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Osszefésuld rendezés

Rendezd algoritmusokkal mar a 3. fejezetben megismerkedtiink. Az ott latott rendezések cserékkel,
beillesztésekkel operaltak, mikézben valamilyen szabaly alapjan bejartuk a rendezendd tomboket. Az
dsszefésiils rendezés? viszont teljesen mas elven miksdik.

Az Oszd meg és uralkodj!” elvet kovets Osszefésiils rendezés Stlete — melyet Neumann Janos fej-
lesztett ki 1945-ben — nagyon hasonlit az el6z6 fejezetben megismert felez maximumkivalasztashoz. A
rendezendd tombiinket ugy rendezziik, hogy szétvagjuk két (kozel) egyenls részre, majd az egyes részeket
rendezziik. Ha pedig van két rendezett tombiink, azokat az Gsszefuttatas programozasi tétel (1d. 2.2.6. fe-
jezet) hasznalataval mar konnyen 6ssze tudjuk fésiilni egyetlen rendezett tombbé.

Hogyan rendezziik a résztombdoket? Pontosan ugyantugy, mint ahogy a teljes t6mbot. Azaz rekurzivan
megoldjuk a rendezést ugyanazzal az algoritmussal, amivel a teljes tombdt is rendeztiik. Ha csak egy
elemii a rendezendd tomb, akkor pedig nem kell rendezni.

A fenti elvet megvalosito Gsszefuttato rendezés megvaldsitdsa nagyon egyszertd, ahogy azt a 6.2. algo-
ritmusban lathatjuk.

6.2. Algoritmus Osszefésiil rendezés

Bemenet: r — T tomb, bal — egész, jobb — egész; ahol T G6sszehasonlithato
Kimenet: z — T rendezett tomb
eljaras OsszeErFESULORENDEZES(cimszerint z : T tSmb, bal : egész, jobb : egész)
ha bal < jobb akkor

center < [75’“[';”%}

1:
2
3
4 OsszEFESULORENDEZES(z, bal, center)
5: OSSZEFESULORENDEZES(x, center + 1, jobb)
6 OSSZEFESUL(z, bal, center, jobb)
7 elagazas vége
8: eljaras vége

Eljaras hivasa: OSSZEFESULORENDEZES(z, 1, n)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: Rendezendd tomb, mely az algoritmus végére rendezetté valik.
bal: A tomb éppen rendezés alatt 1évs részének also indexe.
jobb: A tomb éppen rendezés alatt 1&vs részének fels indexe.
center: A rendezés alatt 16vS résztomb kozepének indexe.
n: A témb mérete.
OsszEFESUL: Két rendezett tombot dsszefuttat egy rendezett témbbé (1d. 6.3. algoritmus).

Az algoritmust megvaldsito eljaras bemenete a rendezenddé x tomb, valamint a bal és jobb indexek,
amelyek meghatérozzak, hogy az eredeti tomb melyik résztombjével foglalkozunk éppen. Kezdetben
bal =1 és jobb = n. Az algoritmus helyben rendezést valosit meg, igy futasanak végére az x rendezetté
valik. Ezen kiviil tovabbi kimenetre nincs sziikség, ezért tudjuk az algoritmust fliggvény helyett eljarassal
megvalositani.

Ha egy elemi témbét kell rendezniink, akkor nincs semmi teendénk, mivel egy egy elemt témb mar
eleve rendezett. Ha viszont legalabb két eleme van a vizsgalt résztombnek, akkor bal < jobb (1d. 2. sor).
Ilyenkor meghatéarozzuk a résztomb kozépss elemének indexét (1d. 3. sor). Ezutan gondoskodunk a bal
oldali résztomb rendezésérdl egy megfelels rekurziv hivassal (1d. 4. sor), majd a jobb oldali részté6mbot
is rendezetté tessziik (1d. 5. sor). Ha van két rendezett résztombiink, akkor ezek Gsszefuttatasat kell még
megvalositanunk, amihez egy 6nall6 eljarast hasznalunk (I1d. 6. sor).

Az OSSZEFESUL eljaras lényegében az osszefuttatas programozasi tétel 2.23. algoritmusat valositja
meg kis modositéssal. Valtoztatasra azért van sziikség, mert most nem két bemeneti tombét akarunk egy
kimeneti tombbe Osszefuttatni, hanem egy adott x témb két résztombjét akarjuk az x ugyanazon helyén
Osszefuttatni. Mivel ezt adatvesztés nélkiil nem tudjuk megtenni, ezért az x tomb megfelels résztémbjeit
ideiglenesen kiirjuk két atmeneti témbbe. Az y; tombbe keriil a bal és center indexek kozotti résztémb,

2 Angolul: merge sort
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6.3. Algoritmus Osszefésiilés

Bemenet: x — T tomb, bal — egész, center — egész, jobb — egész; ahol T 6sszehasonlithato
Kimenet: x — T tomb
1: eljaras OSsZEFESUL(cimszerint z : T tOmb, bal : egész, center : egész, jobb : egész)

© % N> a kN

N I N A e e e e e e e

24:

ny < center —bal +1
ng < jobb — center
y1 < LETREHOZ(T)[n; + 1]
ciklus i < 1-t6l nq-ig
y1[i] < z[bal + i — 1]
ciklus vége
y2 < LETREHOZ(T)[ng + 1]
ciklus j < 1-t6l no-ig
y2lj] < x[center + j]
ciklus vége
y1[ng + 1] + +o0
ya[ne + 1] + 400
141
71
ciklus k < bal-t6] jobb-ig
ha y1[i] < yo[j] akkor
(k] = y1[1]
t—i1+1
kiilénben
z[k] < y2[j]
j+—j7+1
elagazas vége
ciklus vége

25: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

z: A rendezendd témb. A tomb bal és center kozotti része, valamint center + 1 és jobb kozotti
része az algoritmus elején rendezett. Az algoritmus végére a tomb bal és jobb kozotti része valik
rendezetté.

bal: Az x tomb Osszefésiilendd résztombjének kezds indexe.

jobb: Az x tomb Osszefésiilends résztémbjének zar6 indexe.

center: Index, amely megadja, hogy a két rendezett résztémbnek hol van a hatéra.

y1: Segédtomb, melybe a kezdeti x bal és center kozotti részét mésoljuk at, illetve a végére tesziink
egy elég nagy értéket.

n1: Az x tomb bal és center indexek kozotti elemeinek szama.

y2: Segédtdmb (y1-hez hasonloan) a kezdeti x center 4+ 1 és jobb kozotti elemeinek tarolasara.

ng: Az x tomb center + 1 és jobb indexek kozotti elemeinek szama.

LETREHOZ(T)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemi T tipust t6mbot.
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az 1y tombbe pedig a center+1 és jobb indexek kozotti résztomb. Ezt kovetGen mér csak a két résztémbot
kell az x tomb bal és jobb indext elemei kozotti helyre Gsszefésiilni.

6.2. Példa. A 6.2. abran végig kévethetjiik, hogy az Osszefésiilé rendezés 6.2. algoritmusa miként
rendez egy hat elemi tombot.

Els6 lépésben meghivijuk az OsSzZEFESULORENDEZES eljarast a bal = 1 és jobb = 6 paraméterekkel.
Mivel bal # jobb, ezért meghatarozésra keriil a kozépss elem center indexe (I1d. 6.2a. abra). Rekurzivan
meghivodik a OSSZEFESULORENDEZES eljaras a bal = 1 és jobb = 3 paraméterekkel, a kozépss elem
indexe pedig 3 lesz (1d. 6.2b. abra). Ismét rekurziv hivas kovetkezik a bal = 1 és jobb = 2 paraméterekkel,
center pedig 1 lesz (Id. 6.2c. abra). Ujabb rekurziv hivas jon a bal = 1 és jobb = 1 értékekkel. Mivel
bal = jobb ezért semmi nem torténik, hiszen egy 1 elemd résztomb eleve rendezett (1d. 6.2d. dbra). Ezt
kivetSen a bal = 2 és jobb = 2 paraméterekkel is meghivasra keriil az OsSSZEFESULORENDEZES eljaras.
Mivel most is egy elem a vizsgalt résztomb, ezért semmi nem torténik (1d. 6.2e. abra). Ezutan kovetkezik
a két egy elemd résztomb Osszefésiilése egy rendezett két elemi résztombbé (I1d. 6.2f. abra). Kovetkezik
a harmadik elembdl allé egy elemii résztéomb rendezése (1d. 6.2g. abra), majd két rendezett résztémb
Gsszefésiilése (1d. 6.2h. abra). Ekkor az eredeti tomb elss fele mar rendezett.

Most kévetkezik a masodik féltémb rendezése a 6.2i-6.20. abraknak megfeleléen. Utolso 1épésként
pedig a két harom elemi rendezett résztémbdot Gsszefésiiljiik egyetlen rendezett tombbé (1d. 6.2p. abra).

9

Futasi id6 elemzése. Az 6sszefésiils rendezés futési idejének elemzését kezdjiik az OSSZEFESUL eljaras
futasi idejének elemzésével. Mennyi a futéasi ideje egy bal és jobb kozotti tombrész esetén ennek az
eljarasnak? Az Osszefuttatds programozasi tétel futasi idejének ismeretében konnyid belatni, hogy a
futési id6 a résztémb méretével aranyos.

Mit mondhatunk akkor a teljes Gsszefésiils rendezés futési idejérsl? Amikor az eredeti n elemii tombre
meghivjuk az algoritmust, akkor torténik két rekurziv hivas megkozelitSleg 5 méreti tombokkel. Ezt
kovetGen pedig egy Osszefésiilés jon egy n elemi tombben. Igy a T'(n) futasi id6rsl kimondhatjuk, hogy

T(n)=2-T (g) +0(n). (6.3)

Mennyi az 5 elemt tomb esetén a futési id6? A gondolatmenet hasonld, tehét

1(3)=27(3) 0 (). o

Ezek alapjan viszont a 6.3. képlet igy alakul:
n

T(n):4~T(4

n n
J+2:0(5)+0m=1-7(5)+0m+0Mm). (6.5)
Folytathatnank tovabb a felezgetést meghatarozva T (%), majd T (%), stb. értékét. Mindenhol azt

kapnank, hogy . . .
T(E>:2~T(ﬁ)+0(g). (6.6)

A {6 kérdés az, hogy mikor nem tudjuk mér tovabbosztani a tomb aktuélis méretét. Erre tudjuk viszont
a valaszt: egy elemd tomb esetén. T'(1) ugyanis 1-gyel egyenld.

Hany felezgetés kell addig elvégezniink, amig egy n elemt tombot 1 elemi résztémbokre tudunk
szétszabdalni? Kozelitbleg log, n.

Mindezek alapjan kijelenthets, hogy

Tn)=n-TA)+0Mn)+...+0(n)=n(l+logyn) =0 (nlogn). (6.7)

~log, n darab

Az Osszefuttatd rendezés futasi ideje tehat O(nlogn), amely az eddigi rendezéseknél jobb futasi idét
jelent. Az algoritmus héatranya viszont, hogy az Osszefuttatas megvalositasa miatt az eredeti tomb mé-
retével megegyezd méretli atmeneti tombfoglalasra is sziikség van, tehét jelentés memoria igénye van.

&
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| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 6) | | OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 6) |

% I I I I I S I

f T f

bal center jobb bal center jobb
(a) Rendezd eljaras hivasa az 1. és 6. ele- (b) Rendez6 eljaras hivasa az 1. és 3. ele-
mek kozotti résztombre. mek kozotti résztombre.

| OsszEFESULORENDEZES (7, 1, 1) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 2) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 2) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 6) |

| OsszZEFESULORENDEZES (T, 1, 6) |

ERRS EEEARAENERES
bal jobb

center bal jobb
(c) Rendez6 eljaras hivasa az 1. és 2. elemek (d) Rendez6 eljaras hivasa az 1. elembdl all6 rész-
kozotti résztombre. tombre. Az egy elemii tomb mar eleve rendezett

18.

| OsszerESUL(z, 1, 1, 2) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 2, 2) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 1, 2) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 1, 2) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 1, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 1, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 6) |

. bal jobb
bal jobb center
(e) Rendez§ eljaras hivasa az 2. elembdl 4ll6 rész- (f) Két rendezett résztomb Osszefésiilése egy
tombre. Az egy elemii tomb mar eleve rendezett rendezett résztombbé.

is.
6.2. abra. Osszefésiils rendezés.
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| OsszEFESULORENDEZES (7, 3, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 3) |

| OsszerESULORENDEZES (2, 1, 6) |

bal jobb

(g) Rendez8 eljaras hivasa az 3. elembdl al-
16 résztombre. Az egy elemi tomb mar eleve
rendezett is.

| OsszEFESULORENDEZES(z, 4, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 6) |

bal center jobb

(i) Rendezd eljaras hivasa a 4. és 6. elemek
kozotti résztombre.

| OsszEFESULORENDEZES (T, 4, 4) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 4, 5) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 4, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 6) |

bal jObb

(k) Rendezd eljaras hivasa a 4. elembdl 4ll6 rész-
tombre. Az egy elemii tomb mar eleve rendezett
is.

| OsszEFESUL (2, 1, 2, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 3) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 6) |

bal center jobb

(h) Két rendezett résztomb Osszefésiilése
egy rendezett résztombbé.

| OsszEFESULORENDEZES (z, 4, 5) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 4, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 6) |

DS

bal jobb
center

(j) Rendezd eljaras hivasa a 4. és 5. elemek
kozotti résztombre.

| OsszEFESULORENDEZES(z, 5, 5) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 4, 5) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 4, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES(z, 1, 6) |

bal jobb

(1) Rendezd eljaras hivasa az 5. elembdl 4llo rész-
tombre. Az egy elemii tomb mar eleve rendezett
is.

6.2. bra. Osszefésiils rendezés (folyt.).
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| OsszErESUL(x, 4, 4, 5) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 4, 5) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 4, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 6) |

/T AN
bal jobb
center

(m) Két rendezett résztomb Osszefésiilése egy
rendezett résztombbé.

| OsszerEsUL(z, 4, 5, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES (T, 4, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES (2, 1, 6) |

bal center jobb

(o) Két rendezett résztomb Osszefésiilése
egy rendezett résztombbé.

| OssZEFESULORENDEZES (7, 6, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES (7, 4, 6) |

| OsszEFESULORENDEZES (7, 1, 6) |

bal i obb

(n) Rendez§ eljaras hivasa a 6. elembdl &llo
résztombre. Az egy elemi tomb mar eleve ren-
dezett is.

| OsszerESUL(x, 1, 3, 6) |

| OsszrErESULORENDEZES (2, 1, 6) |

bal center jobb

(p) Két rendezett résztomb Osszefésiilése
egy rendezett tombbé.

6.2. abra. Osszefésiils rendezés (folyt.).
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Gyorsrendezés

A gyorsrendezés? is egy ,Oszd meg és uralkodj!” elven miikods rendezé algoritmus, de itt nem tudjuk
elére, hogy a rendezendd tombot milyen méret résztémbokre osztjuk fel. Tehat ebben az esetben nem
lesz igaz, hogy a tombot mindig felezziik, ahogy ezt a felez6 maximumkivéalasztasnal vagy az Gsszefésiils
rendezésnél tettiik.

A gyorsrendezés legfontosabb lépése, hogy a tdmb elemeit egy tdmpont elem?* segitségével szétva-
logatja. A tampont példaul az eredeti tomb els6 eleme lehet. A tomb elemeinek szétvalogatasa pedig
agy torténik, hogy a kivalasztott tampont elem olyan helyre keriil a tombben, hogy el6tte csak nala
nem nagyobb, mogotte pedig csak néala nagyobb elemek vannak. Erre lathatunk egy példat a 6.3a. és
6.3b. abran.

w8l a1 o] 2]3]5]09]2)]

(a) Eredeti tomb, melyben az els§ elem a tampont.

w5 a1 |3 28 17]1w0]o9]2]

(b) Szétvalogatott tomb. A tampont el6tt csak nala nem nagyobb,
mogotte pedig csak nala nagyobb elemek vannak.

1|23 ]a]s [ 8] o9 ]1w]1r]o2s]

(c) Rendezett tomb. A tampont el6tti és utani elemek is rendezve
lettek.

6.3. abra. Tampont alapu szétvalogatas és rendezés.

Ha szét tudjuk a tombot valogatni az el6bb leirt modon, akkor mar csak annyi a feladatunk, hogy a
tampont el6tti, illetve utani résztombot kiilon-kiilon rendezziik. Ezt kovetGen viszont az egész témb is
rendezetté valik, ahogy ez a 6.3c. dbran is lathat6. Mar csak az a kérdés, hogy miként rendezziik a tadm-
pont el6tti és utani elemekbdl 4ll6 két résztémbdt. Erre egyszert a valasz: rekurziv médon alkalmazzuk
rajuk a gyorsrendezést.

Az eddigiek alapjan az lathato, hogy az ,Oszd meg és uralkodj!” elv a gyorsrendezésnél méasként alakul
mint a korabbi két esetben. A felosztas a tampont alapa szétvalogatassal torténik meg. Az uralkodéas a
tampont elGtti és utani résztéombok rekurziv rendezését jelenti. Az egyesitésre pedig itt nincs sziikség,
mert mar az uralkodas fazis végére rendezetté valik az egész tomb.

Egyetlen kérdés maradt mar csak megvalaszolatlanul. Mi biztositja, hogy a rekurziv gyorsrendezés
lealljon, azaz mi a rekurzi6 alapesete? Mivel az egy elemt tombok eleve rendezettek, ezért az egy (illetve
nulla) elemd t6mboknél nem végziink Gjabb rekurziv hivast.

A gyorsrendezés konkrét megvalositasat a 6.4. algoritmusban mutatjuk be. Az algoritmust megvaldsi-
t6 GYORSRENDEZES eljaras bemenete a rendezendé = tomb, valamint az aktuélis résztomb indexhatarait
jelols bal és jobb paraméterek. Az elss eljarashivas esetén bal = 1 és jobb = n. Az eljarasnak nincs kiilon
kimenete, hanem a cimszerinti paraméteratadéssal megadott x tombben torténik meg a rendezés. Emiatt
kijelenthets, hogy a gyorsrendezés is egy helyben rendezd algoritmus.

Els§ lépésben meghivjuk a SZETVALOGAT fliggvényt (ld. 2. sor), mely megvaldsitja a tAmpont alapt
szétvalogatast. Mivel a SZETVALOGAT (1d. 6.5. algoritmus) fiiggvény a helyben torténd szétvalogatéast
(Id. 2.17. algoritmus) valositja meg, ezért részletes ismertetésétdl eltekintiink. Csak két lényeges kiilonb-
séget emlitiink meg. Az egyik, hogy a szétvilogatas nem a teljes x tombben torténik, hanem csak a bal
és jobb indexek kozotti résztombben. Mésrészt a szétvalogatasnal hasznalt P tulajdonsag, a tampont
elemhez képesti kisebb egyenl&ség.

A SZETVALOGAT fiiggvény — mivel cim szerinti paraméter atadéassal adjuk at az z tombot — atrendezi
az x t6mbot ugy, hogy az x[bal] tAmpont elem el6tt csak nala nem nagyobb, mogotte pedig csak néla
nagyobb elemek lesznek. Kimenetként pedig visszaadja a taAmpont elem Gj helyét a témbben.

”

3 Angolul: quicksort
4 Angolul: pivot element
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6.4. Algoritmus Gyorsrendezés

Bemenet: x — T tomb, bal — egész, jobb — egész; ahol T G6sszehasonlithato
Kimenet: z — T rendezett tomb
1: eljaras GYORSRENDEZES(cimszerint z : T t8mb, bal : egész, jobb : egész)
2 idx < SZETVALOGAT(z, bal, jobb)
3 ha idx > bal + 1 akkor
4 GYORSRENDEZES(z, bal, idz — 1)
5: elagazas vége
6: ha idx < jobb — 1 akkor
7 GYORSRENDEZES(x, idx + 1, jobb)
8 elagazas vége
9: eljaras vége

Eljaras hivasa: GYORSRENDEZES(z, 1, n)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e z: A rendezendd tomb. Az algoritmus végén x névekvd modon rendezett lesz.

e bal: A tOomb éppen rendezés alatt 1év6 részének also indexe.

e jobb: A tomb éppen rendezés alatt 16évs részének fels indexe.

e idx: A rendezés alatt 1évS tombrész els6 elemének — a tampont elemnek — a helye a SZETVALOGAT
fliggvény lefutasat kévetSen.
n: Az x tomb meérete.
SZETVALOGAT: Egy tombot agy alakit at, hogy a tomb els6 elemét (tampont elem) gy teszi helyre
(ez lesz az idx index), hogy minden idz el6tti elem nem nagyobb és minden idz utani elem nagyobb
az tampont elemnél.

Ezutan megnézziik, hogy a vizsgalt résztomb tampont el6tti része hany elemet tartalmaz. Ha legalabb
két elemi a tampont elétti rész (1d. 3. sor), akkor rendezni kell még ezt a résztombot. Ennek érdekében
rekurzivan meghivjuk a GYORSRENDEZES eljarast a megfelel§ paraméterekkel (1d. 4. sor). Hasonloan
megnézziik, hogy legalabb két elemi-e a tAmpont elem utani vizsgalandé résztémb (1d. 6. sor). Ha igen,
akkor rekurzivan azt a tombrészt is rendezziik (1d. 7. sor).

6.3. Példa. A 6.4. dbran végigkdovethetjiik, hogy miként rendez a 6.4. algoritmus egy tizennégy elemii
tOombot.

Elgszor a teljes tombot rendezniink kell, ezért a GYORSRENDEZES eljarast meghivjuk a bal = 1 és
jobb = 14 paraméterekkel. Az eljarason beliilrsl meghivasra keriil a SZETVALOGAT fiiggvény ugyanazok-
kal a paraméterekkel. A fiiggvény szétvalogatja a tombot gy, hogy a kezdeti els§ elem (tampont) a
negyedik helyre keriil, el6tte csak nala kisebb, mogotte pedig csak nala nagyobb elemek vannak a tomb-
ben. A fiiggvény a 4 értéket adja vissza (1d. 6.4a. abra). A tadmpont elem méar a helyére keriilt, viszont
az els6 harom elembdl allo bal oldali és az utolséd tiz elembdl allé6 jobb oldali résztomb rendezése még
hatra van.

El6szor rekurzivan meghivasra keriil a GYORSRENDEZES eljaras a bal = 1 és jobb = 3 paraméterekkel.
Ez az eljaras gondoskodik az els6 harom elemet tartalmazo résztémb rendezésérél. Ennek érdekében
meghivodik a SZETVALOGAT fiiggvény a megfelel§ paraméterekkel. A jelenlegi tdAmpont a harmadik
helyre keriil (1d. 6.4b. abra). Mivel az éppen vizsgalt résztomb jobb szélére kertilt a tAmpont, ezért csak
a bal oldali résztombbel kell a tovabbiakban foglalkozni.

Meghivasra keriil a GYORSRENDEZES eljaras a bal = 1 és jobb = 2 paraméterekkel. Az eljaras elején
meghivodik a SZETVALOGAT filiggvény ugyanezekkel a paraméterekkel. Az aktudlis tdmpont elem az els6
helyre keriil (valojaban ott marad). Mivel a vizsgalt két elemt résztomb elss helyén van a tampont, ezért
bal oldali résztémb nem is jon létre, a jobb oldali pedig egy elemt, ezért nem kell tovabbi vizsgalat. Igy
az els két elembdl allé résztomb mar rendezett (1d. 6.4c. abra).

A rekurzivan meghivott eljarasok futasa véget ér, a vezérlés visszaadodik a kiilvilaghol meghivott
eljarashoz. Az eredeti tomb bal oldalat mar feldolgoztuk, most kévetkezik a jobb oldal rendezése. Ennek
érdekében meghivodik a GYORSRENDEZES eljaras a bal = 5 és jobb = 14 paraméterekkel. A szétvilogatas
eredményeként az aktualis tampont elem a nyolcadik helyre keriil (1d. 6.4d. abra).
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6.5. Algoritmus Gyorsrendezés szétvalogatasa

Bemenet: x — T tomb, bal — egész, jobb — egész; ahol T Gsszehasonlithatd
Kimenet: x — T tomb, idr — egész

1. fliggvény SZETVALOGAT(cimszerint z : T t6mb, bal : egész, jobb : egész)
2 segéd + x[bal]

3 ciklus amig bal < jobb

4 ciklus amig (bal < jobb) A (z[jobb] > segéd)

5: jobb < jobb — 1

6 ciklus vége

7 ha bal < jobb akkor

8 x[bal] < x[jobb]

9

: bal < bal 4+ 1
10 ciklus amig (bal < jobb) A (z[bal] < segéd)
11: bal < bal 41
12: ciklus vége
13: ha bal < jobb akkor
14: x[jobb] « x[bal]
15: jobb < jobb — 1
16: elagazas vége
17: elagazas vége
18: ciklus vége
19: idx < bal
20: xlidz] + segéd
21: vissza idx

22: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e z: A rendezés alatt 1é6v6 tOomb.

e bal: Kezdetben az x tomb éppen vizsgalt résztombjének als6é indexe, majd a bejarast segits valtozo.

e jobb: Kezdetben az x tOomb éppen vizsgalt résztéombjének fels§ indexe, majd a bejarast segitd
valtozo.

e segéd: Segédvaltozd, melyben eltaroljuk a vizsgalt résztomb elsd elemét, azaz a kezdeti x[bal]-t.

e idr: Az eltarolt segédvaltozo helye a fliggvény végén. Az idz-nél kisebb indexii elemek mind
kisebbek vagy egyenlSk a segéd-del, mig az idx-nél nagyobb indext elemek mind nagyobbak a
segéd-nél.
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Kovetkezik az 6t6dik és hetedik elemek kozotti tombrész rendezése. (Az algoritmus nem veszi észre,
hogy ez mar most is rendezett.) Ennek érdekében meghivasra keriil a GYORSRENDEZES eljaras a bal = 5
és jobb = 7 paraméterekkel. A tampont elem az 6todik helyre keriil (Id. 6.4e. 4bra). A tampont bal
oldalan nincs rendezend§ rész, de a jobb oldalan egy két elemt résztomb talalhato.

Emiatt meghivasra keriil a GYORSRENDEZES eljaras a bal = 6 és jobb = 7 paraméterekkel. A tampont
elem a hatodik helyen nyeri el végs6 helyzetét. Bal oldalan nincs rendezendd rész, a jobb oldalén is csak
egy egy elemt résztémb arvalkodik, ezért nem keriil sor innen tovabbi rekurziv hivasra (1d. 6.4f. abra).

Visszatér a vezérlés az 6t6dok és tizennegyedik elemek k6zotti rész feldolgozésahoz, ahol a tAmpont
bal oldalat mar rendeztiik. Kovetkezik a jobb oldal rendezése a bal = 9 és jobb = 14 paraméterek
hasznalataval. A tampont elem a tizedik helyre keriil. Igy a tampont bal oldalan csak egy egy elemd,
mar eleve rendezett tombot talalunk (1d. 6.4g. abra).

Az algoritmus a tizenegyedik és tizennegyedik helyen all6 elemek k6zotti résztomb rendezésével foly-
tatodik. A tdmpont a tizenkettedik helyre keriil, aminek a bal oldalan csak egy elem van, ezért csak a
jobb oldal rendezése sziikséges a késébbiekben (Id. 6.4h. abra).

Az utolso két elemi résztomb feldolgozasa soran a tampont a tizenharmadik helyre keriil, aminek
csak egy egy elemii jobb szomszédja van, ezt nem kell mar tovabb rendezni (1d. 6.4i. abra). A rekurzivan
hivott eljarasok futasa véget ér, az els6ként hivott eljaras is ledll. A teljes tomb rendezetté valt. 9

Futasi id6 elemzése. A gyorsrendezés futéasi ideje attol fiigg, hogy az éppen aktuélis tAmpont elem
hova keriil a vizsgalt résztombben. Legjobb esetnek azt tekinthetjiik, ha az aktuélis résztomb kozepére
keriil, ilyenkor két kozel azonos méretii tovabbiakban rendezendds résztomb keletkezik. Ahhoz, hogy
ebben az esetben meg tudjuk hatarozni a futasi id6t, elészor fel kell eleveniteniink a helyben szétvalogato
2.17. algoritmus futéasi idejérdl tanultakat. A szétvalogatas a tomb méretével ardnyos futéasi ideji, tehat
n elemi tomb esetén O(n)-es.

Ahhoz, hogy az n elemii tombben meghatarozzuk a tampont helyét végre kell hajtanunk egy szétva-
logatast. Ez O(n) id6 alatt megvalosul. Ha a tdmpont kozépre keriil, akkor ezt kovetSen két darab kozel
n

5 mérett tombot kell rendezni. Ha egy n méreti tomb rendezésének ideje T'(n), akkor ugyanazzal egy
fele akkor témbot T (%) id6 alatt lehet rendezni. Ezek alapjan lathato, hogy

T(n)=O0(n)+2-T (g) . (6.8)

Az Osszefuttatd rendezés futasi idejénél mar latott levezetés alapjan ebbdl kovetkezik, hogy allando
felezgetés mellett a teljes futasi idé:
T(n) =0 (nlogn). (6.9)

Tehat a gyorsrendezés legjobb esetben hasonloé futéasi ideji, mint az Osszefuttato rendezés.

Mi a helyzet a legrosszabb esettel? Mi tekinthets egyaltalan futési id§ szempontjabol a legrosszabb-
nak? Legrosszabb az, ha a tdAmpont elem minden esetben a tomb szélére, az elejére vagy a végére keriil.
Ez kénnyen elgall példaul akkor, ha eleve rendezett a tomb, vagy ha forditva rendezett. Ilyenkor ugyanis
els6 lépésben egy n elemi tombot kell szétvalogatni. Ezutan csak egy tombbel kell tovabb foglalkozni —
hiszen a tdmpontnak csak az egyik oldalan vannak még rendezendé elemek — de ennek mérete n — 1.
Hasonlbéan a még tovabbi rendezends és ezzel egyiitt szétvalogatandé tomb mérete mindig csak eggyel
fog cs6kkenni. Ilyenkor a futasi id6 a kovetkezSképpen alakul:

(24+n)(n—1)

Tn)~n+m—1)+n—-2)+...+2= 5

=0 (n?). (6.10)
Ezek szerint a gyorsrendezés legjobb esetben versenyképes az Osszefuttatd rendezéssel, legrosszabb
esetben viszont a kordbban megismert — nem hatékony — rendezé algoritmusokhoz hasonl6 futasi idével
rendelkezik.
Az atlagos esetet bizonyitas nélkiil kozoljiik. A gyorsrendezés atlagos esetben O(nlogn) futési idejd.
Fontos megemliteni, hogy a gyorsrendezés meméria igénye viszont 1ényegében csak a rendezendd t6mb
méretével azonos, hiszen a szétvalogatasnal egyetlen tobbletértéket kell Atmenetileg eltarolnunk. o
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?

| GYORsSRENDEZES(z, 1, 14) |

x:|3|2|1F8|6|12|10|7|9|5|l4|13|11|
; F

bal idx jobb

(a) Az 1. és 14. elem kozott résztomb rendezése. A tampont elem a 4. helyre kertil.

?

| GYORSRENDEZES(z, 1, 3) |

| GYORrRsRENDEzES(z, 1, 14) |

bal ~ idx  jobb

(b) Az 1. és 3. elem kozotti résztomb rendezése. A tampont a 3. helyre keriil, ezért csak
a bal oldali résztombot kell rendezni.

*

| GYORSRENDEZES(z, 1, 2) |

| GYORSRENDEZES(z, 1, 3) |

| GYORSRENDEZES(z, 1, 14) |

bal  idx jobb

(c) Az 1. és 2. elem kozotti résztomb rendezése. A tampont elem az 1. helyre keriil.
Tovabbi rendezés itt nem sziikséges.

6.4. abra. Gyorsrendezés.
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| GYORSRENDEZES(z, 5, 14) |

| GYORSRENDEZES(z, 1, 14) |

- I 7 T+ [ 7 o [ o[ m ]
] 7 f
bal idx jobb

(d) Az 5. és 14. elem kozotti résztomb rendezése. A tampont elem a 8. helyre keriil.

| GYORSRENDEZES(z, 5, 7) |

| GYOrsRENDEZES(z, 5, 14) |

| GYORsSRENDEZES(z, 1, 14) |

kA
bal idx  jobb

(e) Az 5. és 7. elem kozotti résztomb rendezése. A tampont elem az 5. helyre kertil, ezért
csak a jobb oldali részt kell a tovabbiakban rendezni.

6.4. abra. Gyorsrendezés (folyt.)

Sergyan Szabolcs 226 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



*

| GYORSRENDEZES(z, 6, 7) |

| GYORSRENDEZES(z, 5, 7) |

| GYORSRENDEzZES(x, 5, 14) |

| GYORSRENDEzES(z, 1, 14) |

bal idz  jobb

(f) A 6. és 7. elem kozotti résztomb rendezése. A tampont elem a 6. helyre keriil. Tovabbi
rendezés itt mar nem sziikséges.

| GYORSRENDEZES(z, 9, 14) |

| GYORSRENDEZES(z, 5, 14) |

| GYORSRENDEZES(z, 1, 14) |

O o O R T
Pt f
bal idx jobb

(g) A 9. és 14. elem kozotti résztomb rendezése. A tampont a 10. helyre keriil. A bal
oldali résztomb egy elemi, ezért csak a jobb oldali részt kell a tovabbiakban rendezni.

6.4. abra. Gyorsrendezés (folyt.)
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?

| GYORSRENDEZES(z, 11, 14) |

| GYORrsRENDEZES(z, 9, 14) |

| GYORSRENDEZES(z, 5, 14) |

| GYORrRsRENDEzES(z, 1, 14) |

bal idx jobb

(h) A 11. és 14. elem kozotti résztdmb rendezése. A tampont a 12. helyre keriil. Mivel a
bal oldali részt egy elemi, ezért csak a jobb oldali részt kell a tovabbiakban rendezni.

| GYORSRENDEZES(z, 13, 14) |

| GYORSRENDEZES(z, 11, 14) |

| GYORSRENDEZES(z, 9, 14) |

| GYORSRENDEZES(z, 5, 14) |

/

| GYORSRENDEZES(z, 1, 14) |

bal idw jobb

(i) A 13. és 14. elem kozotti résztomb rendezése. A tampont a 13. helyre keriil. Mivel a jobb
oldali résztomb is csak egy elemt, ezért tovabbi rendezés méar nem sziikséges.

6.4. abra. Gyorsrendezés (folyt.)
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( Megjegyzés w

Miként lehet a gyorsrendezésnél arra torekedni, hogy a futési id6 minden esetben n log n-
nel legyen aranyos? Erre tobbféle modszer is van, amelyek koziil csak egyet szeretnénk
megemliteni. Rendezett tomboknél az a probléma, hogy ha mindig az els6 elemet valaszt-
juk tdmpontnak, akkor a lehetd legrosszabb felosztasat kapjuk az aktuélis résztombnek.
Ezen javithatunk, ha a tAmpontot a vizsgélt résztombbdél véletlenszertien valasztjuk ki.
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A k-adik legkisebb elem kivalasztasa

Feladatunk, hogy egy témbben megkeressiik a valahanyadik legkisebb elemet. Ha példaul az elsé legki-
sebb elem kell, akkor ezt egyszertien meghatarozhatjuk a minimumkivalasztas hasznélatéaval. Hasonl6an
egy n elemi tomb n-edik legkisebb elemét a maximumkivélasztassal adhatjuk meg. Ha viszont nem egy
szélsGértékre van sziikséglink, hanem egy altalanos k-adik legkisebb elemre (példaul az 6todikre), akkor
nehezebb dolgunk van.

A probléméat eddigi ismereteink alapjan is megoldhatjuk. Amennyiben a feladatunk az 6todik legki-
sebb elem meghatarozasa, akkor eljarhatunk a kdvetkezs 1épéseket kovets modszerrel. Minimumkivalasz-
tassal meghatarozzuk elGszor a legkisebb elemet, majd ezt elhagyjuk a tombbdél. Ezt kdvetGen a maradék
elemek kozott ismét meghatarozzuk a legkisebbet, ami az eredeti tomb masodik legkisebb eleme. Majd
ezt az elemet is elhagyjuk a tombbdl. Ezt folytathatjuk mindaddig, amig az 6todik legkisebb elem-
hez nem jutunk. Futéasi id6 szempontjabol egy minimumkivilasztas aranyos a vizsgalt tomb méretével.
Tehat, ha példaul a tomb kozépss elemét (medianjat) kell megadnunk, akkor a futési idé O (n2)—es.

Masik lehetséges megkozelités, ha névekvs sorrendbe rendezziik a tomb elemeit, majd kivéalasztjuk a
k-adik elemet. A rendezést jelenlegi ismereteink szerint leggyorsabban O(nlogn) id6 alatt végezhetjiik
el. Kérdéses, hogy van-e ennél gyorsabb lehetéség a k-adik legkisebb elem kivalasztasara.

A bemutatasra keriil6 modszer a gyorsrendezésnél mar megismert szétvalogatason (1d. 6.5. algoritmus)
alapul. A vizsgalt tombiinket elGszor szétvalogatjuk, igy megkapjuk, hogy a tampont elem hova keriil
a tombben. Jeldlje ennek a helynek az indexét idx. Ha a k érték egyenls az idx-szel, akkor a k-adik
legkisebb elem maga a tdmpont elem, hiszen a szétvalogatasnal a tampont elem a végleges helyére kertiil
egy rendezett tombben. Ha k kisebb az idz-nél, akkor a tovabbi keresést csak az idz-edik elem el6tti
résztombben kell folytatnunk, mert ott talalhatok a tampontnal kisebb értékid elemek. Ha viszont k
nagyobb az idz-nél, akkor a tampontot kdvet§ elemek kozott kell keresniink. Itt viszont mar nem a
k-adik, hanem a (k — idx)-edik elemet kell megtalalnunk.

Az el6bbi ,,Oszd meg és uralkodj!” elvi Gtletet a 6.6. algoritmusban irjuk le. Az algoritmus bemenete
a vizsgalt = tomb, az aktualisan vizsgalt résztomb bal és jobb hatarindexei, valamint a k érték. Kimenet-
ként a k-adik legkisebb elem értékét kapjuk meg. Az algoritmust megvalositdé K-ADIKLEGKISEBBELEM
rekurziv fliggvényt bal = 1 és jobb = n paraméterekkel hivjuk meg.

( Megjegyzés w

Azért nem a k-adik legkisebb elem helyét hatarozzuk meg, mert a SZETVALOGAT fiigg-
vényben a tomb elemeinek helye valtozik. Viszont a K-ADIKLEGKISEBBELEM fiiggvény
az 6t hivo kiilvilag felé nem ad vissza modositott tombot, igy az eredeti tombben valo-
szintileg mashol lesz a megtalalt elem, mint a SZETVALOGAT fiiggvény altal modositott
tombben.

Az algoritmust megvaldsito fiiggvény 2. soraban megvizsgaljuk, hogy a vizsgalt résztémb egy elemti-e.
Ha igen, akkor nem kell tovabbi keresést végezniink, ezért visszaadjuk az egyetlen elem értékét (1d. 3. sor).
Amennyiben t6bb elemi a vizsgalt résztomb (1d. 4. sor), akkor az aktudlis résztomb elsg elemét (x[bal])
tampontnak tekintve elvégziink egy szétvalogatast. A szétvalogatas megadja a tampont helyét, valamint
a tombot atalakitja a korabban mar megismert modon (Id. 5. sor). Megvizsgaljuk, hogy a tampont elem
a vizsgalt résztomb hanyadik helyére keriilt, amit konkrétan az idx — bal 4+ 1 hatédroz meg. Ha ez a hely
megegyezik a k-val (1d. 6. sor), akkor megtalaltuk a keresett értéket, ezért visszaadjuk azt kimenetként
(Id. 7. sor). Amennyiben a k érték kisebb a tampont résztombon beliili helyénél (I1d. 8. sor), akkor
tovabbi keresést kell végrehajtanunk a résztomb tampont el6tti elemei kozott. Ennek érdekében rekurziv
hivast hajtunk végre a megfelelg paraméterekkel (1d. 9. sor). A rekurzivan hivott fiiggvény visszatérési
értéke lesz az aktuéalis fiiggvény visszatérési értéke is. Amennyiben viszont a k érték nagyobb a tampont
résztombon beliili helyénél (1d. 10. sor), akkor a jobb oldali elemek kozott kell tovabbi keresést végezni.
Viszont ekkor mar nem a k-adik, hanem a (k — (idz — bal + 1))-edik elemet kell kivalasztani, tehat a
rekurziv hivas paramétereit is ennek megfelelgen adjuk meg (1d. 11. sor).

6.4. Példa. Erdemes végigkivetniink az algoritmus miikodését egy konkrét példan is. Tekintsiik
a 6.5. abran lathato tizennégy elemt résztémbot, amelybdl az 6todik legkisebb elemet szeretnénk kiva-
lasztani.

Meghivjuk a K-ADIKLEGKISEBBELEM filiggvényt a bal = 1, jobb = 14 és k = 5 paraméterekkel. Mivel
a bal # jobb ezért a vezérlés a SZETVALOGAT filiggvény hivasara ugrik. A szétvalogatés atrendezi a

Sergyan Szabolcs 230 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



6.6. Algoritmus k-adik legkisebb elem kivélasztasa

Bemenet: x — T tomb, bal — egész, jobb — egész, k — egész; ahol T 6sszehasonlithato
Kimenet: k-adik legkisebb tombelem értéke

1: fliggvény K-ADIKLECGKISEBBELEM(z : T tOmb, bal : egész, jobb : egész, k : egész)
2 ha bal = jobb akkor

3 vissza z[bal]

4 kiillénben

5: idx < SZETVALOGAT(z, bal, jobb)

6 ha k = idz — bal + 1 akkor

7 vissza z[idz]

8 kiilénben ha k < idx — bal + 1 akkor

9 vissza K-ADIKLEGKISEBBELEM(x, bal, idx — 1, k)
10: kiilénben
11: vissza K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, idz + 1, jobb, k — (idx — bal + 1))
12: elagazas vége
13: elagazas vége

14: fliggvény vége

Fiiggvény hivasa: K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, 1, n, k)

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e z: Tomb, melybdl a k-adik legkisebb elem értékét akarjuk kivalasztani.
bal: Az z témb aktuélisan vizsgalt részének alsé indexe.
jobb: Az x tomb aktualisan vizsgalt részének felsé indexe.
k: A k-adik legkisebb elemet akarjuk kivalasztani az x tombbdl.
idz: A gyors rendezésnél megismert SZETVALOGAT fiiggvény kimenete.
n: Az x tomb elemszama.

tombot gy, hogy az aktualis tampont elem a negyedik helyre keriil (Id. 6.5a. abra). Ezek alapjan az
otodik legkisebb elemet a tamponttol jobbra 1évs elemek kozott tudjuk megtalalni, viszont méar nem az
o0todik, hanem az elsd legkisebb elem kivalasztasa a cél.

Meghivasra keriil ismételten a K-ADIKLEGKISEBBELEM fiiggvény a bal = 5, jobb = 14 és k = 1
paraméterekkel. Kovetkezik a SZETVALOGAT fliggvény hivasa, amely a tampontot a 8. helyre (a vizsgalt
résztombon beliil a 4. helyre) teszi (1d. 6.5b. abra). Mivel az els6 legkisebb elemet keressiik, ezért a
résztomb tampont el6tti elemei kozott kel a keresést folytatnunk.

Ismét a K-ADIKLEGKISEBBELEM filiggvény hivasa kévetkezik, de most a bal = 5, jobb =7 és k =1
paraméterekkel. A szétvalogatéis az aktudlis tAmpontot az 5., az aktualis résztémbon beliil pedig az 1.
helyre teszi. Igy megtalaltuk a keresett elemet, ezért a rekurzivan hivott fiiggvények ennek értékével
térnek vissza (I1d. 6.5¢c. abra). 9

Futasi id6 elemzése. A futési id6 szempontjabol vizsgaljuk meg elGszor a legkedvez&bb esetet. Ez
természetesen az, ha az els6 szétvilogatasnal a tampont rogton a k-adik helyre keriil. Ilyenkor egyetlen
szétvalogatast kell végezni az n elemd témbben, aminek futasi ideje O(n)-es.

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor tobb rekurziv hivas, igy tobb szétvalogatas is torténik. Leg-
rosszabb esetben egészen addig kell a rekurziot folytatnunk, amig a vizsgalt résztémb egy elemtivé nem
valik. Ha koézben a még vizsgalat alatt 1évé tomb mérete mindig felez6dik, azaz a tdmpont kdzépre kertil,
akkor a futéasi idérol a kovetkezét mondhatjuk:

n n n o n
T =0m+0(5)+0(5)+. . +0M)=0(n+Z+2+.  +1). (6.11)
Azn+ 5+ 5 +...+1 Osszeg egy mértani sorozat Osszege, melynek elsé eleme 1, kvociense 2, elemszama
pedig megkozelitSleg 1 + log, n. Igy viszont
2l+log2 n __

T(n):0<1 e 1)20(271—1):0(71). (6.12)

Az algoritmus futdsanak legrosszabb esete természetesen most is az, ha a tdmpont elem mindig a
vizsgalt tomb valamelyik szélére keriil, ilyenkor a futési idé O (nz)—es.

Sergyan Szabolcs 231 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



| K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, 1, 14, 5) |

el 3|21 |als]e|2lw]7]o]s[1ua]13]|n]
*
bal idx jobb

(a) Az 1. és 14. elemek kozott végziink keresést. A tampont elem a 4. helyre kertil, ezért
az 6todik legkisebb elemet a tampont jobb oldalan kell tovabb keresniink.

| K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, 5, 14, 1) |

| K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, 1, 14, 5) |

w:_5|6|7|8|10|9|12|14|13|11|
¥ ¥ ¥
bal idx jobb

(b) Az 5. és 14. elemek kozott keresiink, de most mar az elsS legkisebb elemet. A tampont
a 8. helyre kertil, ezért a bal szomszédjai kozott folytatjuk majd a vizsgalatot.

?

| K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, 5, 7, 1) |

| K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, 5, 14, 1) |

| K-ADIKLEGKISEBBELEM(z, 1, 14, 5) |

7]
A 4
bal idx  jobb

(c) Az 5. és 7. elemek kozott keressiik az els6 legkisebb elemet. Mivel a tampont az
5. helyre kertil, ami a vizsgalt résztomb els6 helye, ezért megtalaltuk a keresett elemet.

6.5. abra. Otodik legkisebb elem kivalasztasa.
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Bizonyitas nélkiil kozoljlik, hogy a k-adik legkisebb elem kivélasztasat megvalosité algoritmusunk
atlagos futési ideje O(n)-es, tehat a fejezet elején ismertetett két masik megkozelitésnél jelentdsen jobb
futasi id6vel rendelkezik. &
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7. fejezet

Optimalizalasi problémak

Az optimalizalasi problémak céljukban jelentGsen kiilonboéznek minden eddig targyalt algoritmustol. A
koréabbi fejezetek algoritmusainal mindig volt egy konkrét probléménk, amelynek a megoldasat kerestiik.
Kett6s cél lebegett a szemiink el6tt. Egyrészt egy olyan megoldast kivantunk adni, ami minden lehet-
séges bemenet esetén helyesen oldja meg a felmeriilt problémat. Masrészt arra koncentraltunk, hogy a
kifejlesztett algoritmus a lehetd leggyorsabb, illetve legkisebb memoria igényi legyen.

Az optimalizalasi problémaknal nem az a kifejezett célunk, hogy megoldast talaljunk egy adott fel-
adatra. (Persze azért nem art az sem, ha megoldast tudunk adni.) Ehelyett az adott probléma sok
lehetséges megoldasa koziil szeretnénk valamilyen szempontboél a legjobbat, az optiméalisat megadni.

Tekintslink egy konkrét feladatot. Egy mezdén kincseket astak el. A kincseket rendezetten egy négy-
zetracs ismert pontjaiban helyezték el. Minden kincsnek ismerjiik a pontos helyét és az értékét is, ahogy
ezt a 7.1a. dbra szemlélteti. A kincsmezd” bal als6 sarkabol elindulva el kell jutnunk a jobb felsg sarkaba.
Bejarasunk soran csak fel, illetve jobbra haladhatunk. Ahol kincset taldlunk, ott azt be is gytijtjiik.

1 5 3 6 o)
1112 |15 1 | 2 115
6 11020 9 101209
34]s 134 | s
(a) A ,kincsmez8”. Zold (b) Néhany lehetséges
mezd:  kiindulési pont, bejaras.
piros mezs: érkezési
pont.

7.1. abra. Kincsek begytijtése. A ,kincsmezd” bal also sarkabol indulva kell eljutnunk a jobb felsg sarokba
ugy, hogy kozben csak felfelé vagy jobbra léphetiink.

Feladatunk most nem az, hogy talaljunk egy lehetséges olyan bejarast, amivel eljuthatunk a bal
als6 sarokbol a jobb felsébe. (A korabbi fejezetekben megismert algoritmusok ilyen jellegti problémakra
adtak megoldasokat.) Bejarasi lehetség egyébként szamos létezik, ezek koziil néhanyat kiilonbo6zd szind
nyilakkal feltiintettiink a 7.1b. &bran. Optimalizalasi probléma megoldésa soran azt kell meghatéroznunk,
hogy a létez6 bejarasok koziil melyik az, amelyik esetén a lehets legtobb kincset tudjuk begytijteni. Ezt
agy is fogalmazhatjuk, hogy van a probléma soran egy fliggvényiink és olyan megoldast keresiink, amely
ezen fliggvény szélsGértékét (maximumat vagy minimumét) képes elallitani. Esetiinkben ez a fliggvény
a bejaras sorédn OsszegyUjtott kincsek Osszértéke és ennek a fiiggvénynek a maximalizélasa a célunk.
A 7.1b. dbra harom lehetséges bejarasa soran, ha a kék nyilakat kovetjik, akkor 33 kincset gytjtiink
be. A narancssarga nyilak altal mutatott bejaras esetén 61 kincsiink lesz, mig a sziirke nyilak mentén
haladva 44 kincset tudunk sszegytjteni. Igy a harom lehetdség koziil biztos, hogy a narancssarga nyilak
mentén fogunk haladni. Persze ez még nem biztositja, hogy ez az optimalis megoldasa a feladatnak.

Az optimalis megoldas keresése soran gondolkodhatnank ugy, hogy elészor meghatarozzuk az Gsszes
lehetséges megoldast, majd mindegyik megtalalt megoldas esetén kiszamitjuk az optimalizdlandé fiigg-
vény értékét. Ezt kdvetGen mar csak az az esetet kell egy maximumkivalasztassal megtaldlni, amikor a
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fiiggvény értéke a legnagyobb (vagy a legkisebb). Ezt a megkozelitést nyers eré® modszernek nevezziik,

mert ,gondolkodas nélkiil”, nyers erével nekiesiink a feladatnak és megoldjuk. Ilyenkor altalaban nagyon
lassan miik6dé algoritmusokat kapunk eredménytil.

A fejezetben két konkrét megkozelitést mutatunk be, melyek optimalizalasi problémék megoldasara
hasznalhatok. Elsskét a 7.1. fejezetben a Dinamikus programozds® médszert ismertetjiik. Ez a modszer
a megoldando feladatot részfeladatokra bontja — ilyen szempontbol hasonlit az ,Oszd meg és uralkodj!”
elvii algoritmusokra —, majd ezek alapjan hatarozza meg az optimalis megoldast. Masodik targyalt
megkozelités a 7.2. fejezetben részletezett Mohd algoritmus3. Ez a modszer a problémat részprobléméakra
osztja, de nem minden részprobléméat old meg, csak az éppen optimélisnak tiinét.

1 Angolul: brute force
2Angolul: dynamic programming
3Angolul: greedy algorithm
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Dinamikus programozas

A dinamikus programozas az ,Oszd meg és uralkodj!” elvhez hasonléan a megoldandé feladatot rész-
feladatokra bontéassal oldja meg. Lényeges kiilonbség viszont, hogy az ,Oszd meg és uralkodj!” elv a
feladatot egymastol fliggetlen részfeladatokra bontotta (fentrsl lefele épitkezett), melyeket rekurzivan
megoldott, majd a megoldasokat egyesitette. A dinamikus programozas viszont akkor hasznéalhato, ha a
részproblémak egymastol nem fiiggetlenek, azaz kozos részproblémak vannak. Ilyenkor is lehetne persze
az ,Oszd meg és uralkodj!” elvet hasznalni, de a k6z0s részproblémakat az t6bbszor is megoldana. Ezzel
szemben a dinamikus programozasnal minden egyes részproblémat csak egyszer oldunk meg (lentrél fel-
felé épitkeziink), a megoldast pedig egy tablazatban taroljuk el. A részprobléma megoldasat felhasznald
tovabbi feladatrészek ebbdl a tablazatbol tudjak kiolvasni a sziikséges értékeket.

( Megjegyzés w

Fontos megemliteni, hogy a médszer neve egyaltalan nem fejezi ki a dinamikus programo-
zas lényegét. Egyrészt nem szamitogépes programot frunk a dinamikus programozas hasz-
nélata soran, hanem egy tablazaton alapulé modszert adunk meg. Méasrészt a felépitendd
tablazat elemei sem dinamikusan valtoznak, hanem egy értéket egyszer meghatarozunk,
utdna pedig mar nem modositjuk.

A fejezetet harom f6 részre osztjuk. ElGszor egy konkrét példat mutatunk be, az an. 0-1 hdtizsdk
feladatot* (1d. 7.1.1. alfejezet). Ezt a feladatot megoldjuk a dinamikus programozis modszerével és
koézben ramutatunk a modszer legfontosabb elemeire. A 7.1.2. alfejezetben Osszefoglaljuk a dinamikus
programozas elvét. A fejezet zarasaként a 7.1.3. alfejezetben a leghosszabb kéz6s részsorozat® probléma
megoldasat mutatjuk be.

A dinamikus programozasi technikanal altalaban tablazatokban tarolunk el adatokat. Ezek tekinthe-
t6k kétdimenzios tomboknek is. A kétdimenzios tomb annyiban kiilonbozik az eddig megismert tombok-
t6l, hogy nem csak egy, hanem két index sziikséges egy tombbeli elem eléréséhez. Minden tombbeli elem
rendelkezik egy sor- és egy oszlopindexszel. Az x toémb i-edik sordban és j-edik oszlopaban 1évé elemre
az x[i, j] szintaktikéval hivatkozhatunk. Amikor kétdimenzios tombot hozunk létre, akkor is sziikséges a
LETREHOZ fliggvényt meghivni, de a tomb méreténél két értéket, a tomb sorainak és oszlopainak szamat
is meg kell adni.

A fejezetben a dinamikus programozas egyszeriibb leirasa érdekében a kétdimenzios tombok indexelése
ebben a fejezetben nem 1-t6l, hanem 0-t6l indul. Ez igaz mind a sor-, mind az oszlopindexekre. Az
ilyen speciélis tulajdonsagi kétdimenzids tomboket jelen jegyzetben réviden tablanak, a létrehozéshoz
sziikséges fiiggvényt pedig TABLALETREHOZ-nak nevezziik. Az algoritmusok leirasanal mindig megadjuk,
hogy az adott tabldban milyen tipusi elemeket tarolunk el, hasonldéan a tombok kordbban bevezetett
leirdsahoz.

4 Angolul: 0-1 knapsack problem
5Angolul: longest common subsequence
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0-1 hatizsak probléma

Egy rablo ellatogat a kiralyi kincstarba. Nagy mennyiségii kincset talal ott, de a ,hatizsakjaba” csak
egy stlykorlatot nem meghaladé mennyiségii kincset tehet, mivel egyébként nem birja el azokat. Hogyan
tud a rablo ugy kivalasztani kincseket, hogy a kivalasztottak beférjenek a hatizsdkba, és emellett az
Osszértékiik a lehets legnagyobb legyen?

A feladat megoldasa érdekében elGszor formalizaljuk a feladatot.

Adott egy n elemti K halmaz, mely a kincstarban 1év§ kincsek halmaza. Az K halmaz elemei érték
és stlyparok. Tehat az K halmaz i-edik eleme: (p;,w;), ahol p; az i-edik kincs értéke, w; pedig az i-edik
kincs silya. A rablo hatizsakjanak kapacitasa legfeljebb c. (Az egyszeriiség kedvééért minden p; és w;
értek, valamint c is pozitiv egész szam.) Ki kell valasztani az K halmaznak egy olyan S részhalmazat,

hogy
ij <e, (7.1)
jes

azaz a kivalasztott kincsek Gsszsilya a hatizsadk kapacitasat nem haladja meg, valamint

> b (7.2)

JjeSs

maximalis.

Hogyan lehetne megoldani a feladatot? Els§ otletiink, hogy megvizsgaljuk az Gsszes lehetséges kiva-
lasztasok halmazat. Mivel egy n elemi halmaznak 2" darab részhalmaza van, ezért ez 2" lehetGséget
jelent. Megnézziik, hogy ezen lehetségek koziil melyik ,fér bele” a hatizsakba, majd ezek koziil kivalaszt-
juk a legnagyobb &sszértékit. Ez az tlet az Gn. nyers eré modszert koveti, aminek futési ideje O(2™)-es,
tehat elég lasst. Tudunk ennél hatékonyabb modszert is talalni?

Vezessiink be egy 1j jelolést, aminek segitségével leirhatunk egy més jellegli megkdozelitést. Jelolje
Fi,z] az els6 i darab kincs koziil a legjobb (azaz legnagyobb Osszértékii) kivalasztas Gsszértékét, ahol a
kincsek Osszsulya legfeljebb x. Mivel n darab kincsiink van, ezért 1 < i < n, x lehetséges értékei pedig:
0,1,2,...,c.

Benne lehet-e az Fi, x] kivalasztasban az i-edik kincs? Ez elsédlegesen attol fiigg, hogy milyen a
sulya. Ha w; > x, akkor biztos nincs benne, mert igy az 6sszsuly is meghaladna z-et, ami nem lehetséges.
Ha viszont w; < x, akkor sem biztos, hogy benne van az F[i, z] kivalasztasban az i-edik kincs. Meg kell
vizsgalni, hogy az F[i—1,z] és az F[i— 1,z — w;] + p; érték hogyan viszonyul egyméshoz? Az F[i — 1, ]
jelenti az elsé i — 1 kincs koziil a legjobb valasztas Osszértékét ugy, hogy az Osszsily legfeljebb x. Az
F[i — 1,2 — w;] pedig jelenti az els6 ¢ — 1 kincs koziil a legjobb valasztast gy, hogy az osszstlyuk
legfeljebb x — w;. Ha ehhez hozzévessziik az i-edik kincset is, akkor a kivalasztott kincsek Osszértéke
Fli — 1,2 — w;] + p; lesz, az Osszsuly pedig legfeljebb (x — w;) + w;, azaz legfeljebb x. Ezek szerint
az F[i — 1,z] az az eset, amikor legfeljebb x sulynyi kincset az els¢ ¢ — 1 kincs koziil valasztottunk,
Fli — 1, — w;] + p; pedig azt jelenti, amikor az i-edik kincset biztosan kivéalasztottuk, valamint az
els6 i — 1 kincs koziil is valasztottunk annyit, hogy az i-edik kincset hozzavéve az 6sszsily z-nél ne
legyen nagyobb. Tehat akkor kijelenthetd, hogy w; < x esetben azt kell megnézniink, hogy F[i — 1, ]
és Fli — 1,2 — w;] + p; koziil melyik eredményez nagyobb Gsszértéket, a suly pedig mindkét esetben
maximum x lesz.

Mindezek alapjan kijelenthetd, hogy F'[i, 2| az alabbi képlettel definidlhato:

. Fli —1,z], haw; > z,
Fli, o] = { max {F[i — 1,z], Fi — 1,2 — w;] + p;}, haw; <z. (7.3)

Ez egy rekurziv formula, amit ugy tehetiink teljessé, ha pontosan definidljuk az i = 0 alapesetet
is. Mivel ez azt jelenti, hogy nem valasztottunk ki kincset a halmazbol, ezért F[0,2] = 0. Konnyen
belathato az is, hogy F[i,0] = 0, mivel ez azon kivalasztas Gsszértékét jeloli az els ¢ darab kines koziil,
amikor az Osszsuly legfeljebb 0. A feladat megoldasa érdekében az Fn,c] értéket kell kiszamitanunk és
maéris tudjuk, hogy mekkora az optimalis valasztas mellett a kivalasztott kincsek Osszértéke.

Bar rekurziv képletet adtunk, de a megoldasra nem rekurziv algoritmust fogunk irni. Ennek az az oka,
hogy ugyanazt az értéket tobbszor is ki kéne értékelniink, ahogy azt példaul a Fibonacci sorozat rekurziv
megvalositasanal (1d. 4.3. fejezet) tettiik. Ehelyett az F[i, x| értékeket egy tablazatban taroljuk el agy,
hogy minden értéket pontosan egyszer szadmitunk csak ki. A tablazatot ugy toltjiik fel, hogy elGszor a
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rekurziv alapesetnek megfelels értékeket taroljuk el. Ezek egyrészt minden lehetséges x érték mellett az
F[0, z] értékek, mivel ha egyetlen targyat sem valasztunk ki, akkor a kivalasztott targyak Osszértéke 0.
Tehat minden megengedett = értéke esetén tudjuk, hogy F[0,2] = 0. Emellett konnyen lathato, hogy
minden lehetséges i esetén F[i,0] = 0, mivel a legfeljebb 0 Gsszstlyu kivalasztasok esetén sincs egyetlen
kincs sem a zsdkban, hiszen minden kincsnek 0-nal nagyobb a silya. Az alapesetek megadasat kévetGen
méar csak sorfolytonosan be kell jarni a tablat és a 7.3. képletnek megfeleléen meg kell hatarozni az
aktualis F[i,z] értéket. A konkrét megvalositast a 7.1. algoritmusban adjuk meg.

7.1. Algoritmus 0-1 hatizsdk probléma

Bemenet: p — egész tomb, w — egész tomb, n — egész (tomb mérete), c — egész
Kimenet: F' — egész tabla

1: fiiggvény 0-1HATIZSAK(p : egész tdmb, w : egész témb, n : egész, ¢ : egész)
2: F < TABLALETREHOZ(egész)[n + 1, ¢ + 1]

3 ciklus z < 0-t6l c-ig

4 F[0,z] « 0

5: ciklus vége

6 ciklus i < 1-t6l n-ig

7 F[i,0] «+ 0

8 ciklus vége

9: ciklus i < 1-t6l n-ig
10: ciklus z < 1-té6l c-ig
11: ha w; < z akkor
12: Fli,z] < max (F[i — 1,z], Fli — 1,z — w;] + p;)
13: kiilonben
14: Fli,z] «+ Fli — 1, z]
15: elagazas vége
16: ciklus vége
17: ciklus vége
18: vissza F

19: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e p: Témb, melyben az egyes kincsek értékét taroljuk.

e w: Tomb, melyben az egyes kincsek siilyat taroljuk.

e n: A pés w tombok meérete.

e c: A hatizsak kapacitasa.

e F: Tabla, melynek mérete (n+ 1) x (c+ 1). F[i, z] jelenti az els6 ¢ darab kincs koziil kivalasztott
kincsek legnagyobb &sszértékét, ha a kivalasztott kincsek Osszstlya legfeljebb c.

e TABLALETREHOZ(egész)[n+ 1, ¢+ 1]: Utasitas, mely létrehoz egy (n + 1) x (¢ + 1) méretl egész
tipusia tablat.

Az algoritmus bemenete az egyes kincsek értékeit tartalmazo p tomb, valamint a sulyok w témbje.
Mindkét tomb elemszama azonos, ezt adja meg az n bemeneti valtozd. Természetesen a p és w tomb
megfeleld elemei ugyanazon kincs értékét és silyat jelolik. Bemeneti valtozoként meg kell még adni a
hatizsak ¢ kapacitdsat. A tomb kimenete a 7.3. képletnek megfelelgen elGallitott tabla, melynek mérete
(n+1) x (¢+ 1)-es.

A 7.1. algoritmusban el6szor létrehozzuk a kimeneti tablat (1d. 2. sor). Ezutan feltoltjiik a kezdeti
0 értékekkel az F' tabla nulladik sordnak (1d. 3-5. sorok) és nulladik oszlopanak (ld. 6.-8. sorok) minden
egyes elemét. A 9. sorban kezddds két egymasba dgyazott ciklusban a 7.3. képletnek megfelelGen megha-
tarozzuk az F' tabla egyes elemeinek értékét. Az algoritmus végén az F' tablat kapjuk meg kimenetként.

Futasi id6 elemzése. Konnyen lathato, hogy a 7.1. algoritmus futési ideje O(n - ¢)-s, tehat joval
gyorsabb, mint a fejezet elején emlitett O(2™)-es futési ideji nyers erd modszer. &

7.1. Példa. A 7.1. algoritmus miik6dését nyomon kévethetjiik egy konkrét példan is. A kincsek
szama: n = 4. Az egyes kincsek konkrét érték és suly értékeit a 7.1. tablazatban adtuk meg, a hétizsak
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kapacitasa pedig legyen 5. A 7.2. abran végigkisérhet6 az algoritmus miikddése. Az abran kék szinnel
jelezziik a tébla sor- és oszlopindexeit. §

1| Pi | Wy
113 2
214 3
315 4
416 5

7.1. tablazat. A 7.1. feladat kincseinek konkrét értékei és sulyai.

T
O]l 1 12]13]4]5
0]0]0]10]10]0]O0
1100133313
210103447
310101345 |7
410101345 |7

7.2. abra. 0-1 hatizsak probléma megoldasa dinamikus programozassal. Az F tabla elemeinek elGallitasa.

Az F tabla ismeretében mar meghatarozhato, hogy pontosan melyik kincseket kell kivalasztanunk.
Az Fn,c] elem — azaz a jobb als6 sarokban 1év6 elem — megadja, hogy az n elem koziil kivalasztva
a legnagyobb Osszértéket eredményezd legfeljebb ¢ Osszsilyu elemeket mivel egyenls az Osszérték. Az
F tabla jobb alsé sarkabol indulva egy jol meghatarozott bejarassal megadhatd, hogy mely kincsek
kivalasztéasa sziikséges. A 7.1. algoritmusbol tudjuk ugyanis, hogy mikor keriilt egy elem a kivéalasztottak
kozé. Tehat azt kell csak vizsgélni, hogy egy kincset hozzavettiink-e a legjobb kivalasztashoz vagy
sem. Ezt pedig onnan tudjuk megmondani, hogy egy adott elem ,folotti” elemnek mi az értéke az F
tablazatban.

A kiolvasas megvaldsitasat a 7.2. algoritmussal adjuk meg. Az algoritmus bemenete az F' tabla,
melynek mérete (n + 1) x (¢ + 1). Kimenete pedig az optimalis kivalasztasban szerepld kincsek indexeit
tartalmazo6 S halmaz.

A kimeneti S halmaz kezdetben iires (Id. 2. sor). Az F tabla bejarasat a bal alsé sarokbol kezdjiik,
ezért i kezdetben a kincsek n szaméaval (1d. 3. sor), = pedig a ¢ kapacitassal egyenls (1d. 4. sor). Az F
tabla bejarasat addig folytatjuk, amig ¢ és = is pozitiv, ezt valositja meg az 5. sorban kezd6dé ciklus.
Megvizsgaljuk, hogy az F' tomb aktualis F[i,z] eleme megegyezik-e a ,folotte” lévovel (1d. 6. sor). Ha
nem egyezik meg, akkor az i-edik kincset hozzavettiik az optimalis megoldashoz, ezért az S halmazba
betessziik az ¢ indexet (1d. 7. sor). Mivel az i-edik elem stlya w;, ezzel csokkenteni kell a betehets x
Osszstlyt (ld. 8. sor). Minden esetben eggyel korabbi sorra kell visszalépni, ezért az i-t csdkkenteni kell
eggyel (1d. 10. sor). A ciklusbol kilépve az S-ben pont az optimalis megoldashoz tartozo kincsek indexei
lesznek, ezért S-t visszaadjuk eredményként (1d. 12. sor).

7.2. Példa. A 7.1. példanal létrehozott F' tomb alapjan hatarozzuk meg, hogy mely elemek kivalasztéasa

lesz optimalis. Az algoritmus mikodését szemlélteti a 7.3. dbra. A bejarast az F'[4,5]-bol inditjuk. Mivel
F[4,5] = F[3,5], ezért a negyedik kincs nincs az optimalis kivalasztdsban. Ugyanez igaz a harmadik
kincs esetében is, mert F[3,5] = F[2,5]. Viszont F[2,5] # F|[1,5], ezért a masodik kincs benne van
a kivilasztott elemek S halmazaban. A mésodik elem silya wo = 3, ezért az x értéke 2-re csékken.
Mivel F[1,2] # F[0,2], ezért az els6 kincset is hozzéavessziik a kivalasztottak S halmazahoz. Tovabbi
vizsgalat nem kell, mert elfogytak a kincsek. Igy az elsé és masodik kincset valasztva kapjuk a legnagyobb
osszértékd kivalasztast ¢ = 5 zsadkkapacitas mellett. €

Futasi id6 elemzése. Konnyen belathatd, hogy a 7.2. algoritmus futasi ideje a kincsek szamaval
aranyos, tehat O(n)-es. Igy a 0-1 hatizsak probléma optiméalis megoldasanak teljes futési ideje is csak

On-c)s. &
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7.2. Algoritmus Kivalasztott elemek kiolvaséasa

Bemenet: F' — egész tabla, n — egész, c — egész
Kimenet: S — egész halmaz
1: fiiggvény KIOLVAS(F : egész tabla, n : egész, ¢ : egész)
2 S+
3 14—n
4: T4 c
5: ciklus amig (i > 0) A (z > 0)
6 ha F[i,z] # F[i — 1, z] akkor
7 S+ Su{i}
8 T =T —w;
9 elagazas vége

10: i 1—1
11: ciklus vége
12: vissza S

13: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e F: Tabla, melynek mérete (n+ 1) x (¢4 1). F[i,z] jelenti az els6 ¢ darab kincs koziil kivalasztott
kincsek legnagyobb Gsszértékét, ha a kivalasztott kincsek Osszstlya legfeljebb c.
e n: A kincsek szama.
e ¢: A hatizsak kapacitasa.
e S: Az optimalis kivalasztasban szerepld kincsek indexeinek halmaza.

OOOO/PO

C»DOJOJ?»JO[\')

=k (W o | w

4
0
3

Ex
5
5

O o |o|o/|o |-

~
=W (N = O

7.3. abra. 0-1 hatizsak probléma megoldasa dinamikus programozassal. Az optimalis kivalasztas elGalli-
tasa.
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Erdemes végignézni, hogy milyen lépéseket hajtottunk végre a 0-1 hatizsak probléma ismertetett
megoldasa soran. ElGszor jellemeztiik az optimalis megoldas szerkezetét. Méasodik lépésben rekurziv
modon definidltuk az optimélis megoldas értékét. Ezutan a rekurziv definici6 alapjan kiszamitottuk az
optimalis megoldas értékeit, de nem rekurziv algoritmussal, hanem tn. alulrdl felfelé térténé modon.
Végiil a kiszamitott informaciok alapjan meghataroztunk egy optimalis megoldast.
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A dinamikus programozas elve

Egy példan keresztiil megismertiik a dinamikus programozast, amely az aldbbi négy 1épésbdl allt:
1. Az optimaélis megoldés szerkezetének jellemzése.
2. Az optimalis megoldas értékének rekurziv moédon torténd definidlasa.
3. Az optimalis megoldas értékének kiszamitasa an. alulrol felfelé torténd modon.
4. Az el6z6ek alapjan egy optimélis megoldas megadéasa.

Felmeriil viszont kérdésként, hogy milyen esetekben alkalmazhaté a dinamikus programozas elve.
Az optimalizélasi probléméanak két tulajdonsagot kell ahhoz teljesitenie, hogy a dinamikus programozas
mobdszerével megoldhatoé legyen. Els6 az optimalis részstruktirak, méasodik pedig az atfedd részproblémak
tulajdonsag.

Akkor mondjuk, hogy egy feladat optimdlis részstruktiurdju, ha a probléma egy optimalis megoldésa
6nmagan beliil a részfeladatok optimalis megoldasait is tartalmazza. A 0-1 hatizsak probléma megolda-
sanal ez teljesiilt, hiszen pont ezt hasznéltuk ki a 7.3. képlet megadasanal.

A dinamikus programozas alkalmazhatosaganak masik feltétele, hogy a rekurziv megoldé algoritmus
(vagy képlet) mindig ugyanazokat a részfeladatokat oldja meg. Ilyenkor az optimalizalasi feladat rész-
feladatai dtfeddek. Ez egy lényeges kiilonbség az ,Oszd meg és uralkodj!” elvnél targyalt feladatokhoz
képet. Azok ugyanis pont olyan részfeladatokat tartalmaztak, melyek egymaéastol teljesen fliggetlenek
voltak, nem voltak kozottik atfedGek.

Az atfedd részfeladatok gyors megoldasa érdekében a dinamikus programozasnal nem rekurziv fiigg-
vényeket hasznalunk, hanem az n. feljegyzéses mddszert® alkalmazzuk. Ennek lényege, hogy a részprob-
lémak megoldésait egy tablazatban taroljuk el. Ennek a tablazatnak minden egyes értékét csak egyszer
szamoljuk ki. Mivel a tablazatot gy alkotjuk meg, hogy el6szor a legelemibb részproblémakat oldjuk
meg, majd ezekbdl épitjiik fel az egyre bonyolultabb problémak megoldésait, a dinamikus programozast
salulrol felfelé” haladé modszernek tekintjiik.

6 Angolul: memoization
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Leghosszabb k6zos részsorozat

Ahhoz, hogy két sorozat leghosszabb koz0s részsorozatat meg tudjuk hatarozni elgszor definidlnunk kell
néhany fogalmat.

Az X = (x1,29,...,2,) egy sorozat, mely véges hosszu és a benne szerepl§ z1,xs,...,x, elemek
sorrendje adott. Ebbdl lathato, hogy egy n elemi sorozat eltarolhaté egy n elemd témbben.

Az X sorozat egy részsorozatat ugy kapjuk, ha X-bdl valahany elemet torliink, a megmarado ele-
mek sorrendjét pedig nem valtoztatjuk meg. Példaul az (1,4,8,9,12,15,17) sorozatnak részsorozata az
(1,8,9,15,17) sorozat, amit a masodik és 6t6dik elem elhagyasaval kaptunk.

( Megjegyzés w

Az X sorozatnak részsorozata maga az X sorozat is, mert ezt ugy kapjuk meg, hogy
semmit nem torliink X-baol.

Az X sorozatnak részsorozata az iires sorozat is, mert ha X-bdl minden elemet torliink,
akkor azt kapjuk.

Az eddigi definiciok alapjan mar meghatarozhatjuk a jelen fejezetben targyalésra keriil6 pontos fel-
adatunkat. Adott két sorozat: X = (x1,z2,...,2,) és Y = (y1,¥2,...,Ym). Keressiik meg a leg-
hosszabb olyan részsorozatot, amely részsorozata X-nek és Y-nak is. Példaul az X = (c,a,d,b,r, z) és
az Y = (a, s,b, z) sorozatok leghosszabb részsorozata az (a,b, z) sorozat.

A feladat ismeretében elkezdhetiink a megoldassal foglalkozni. Természetesen most is nekieshetnénk
a feladat megoldasanak nyers er6 modszerrel. Ekkor elgallitanank az X Osszes részsorozatat, amibdl
2™ darab van. Majd ugyanigy meghatdroznank az Y Osszes részsorozatat, amelybdl pedig 2 darab
létezik. Ezutan megnéznénk, hogy X mely részsorozata egyezik meg Y valamely részsorozataval, majd
ezek kozil kivalasztanank a leghosszabbat. Nem kell sokaig bizonygatni, hogy futési id§ szempontjabol
ez egy nagyon nem hatékony megkozelités lenne. Valasszunk ezért mas stratégiat!

Kovetendd modszeriink két egymastol jol elkiiloniils 1épésbdl fog allni. Elszor ezt hatarozzuk meg,
hogy milyen hosszt lehet a leghosszabb k6z0s részsorozat, majd ennek ismeretében hatarozunk meg egy
konkrét, ilyen hosszisaga részsorozatot.

A leghosszabb kozos részsorozat hosszanak meghatarozasanal nem a teljes X és Y sorozatot fogjuk
minden esetben vizsgalni, hanem azoknak csak az els6 valahany elemével foglalkozunk egy adott lépés-
ben. A vizsgalat érdekében bevezetjiik az F[i, j] jelolést. Fi, j] alatt értjiik az X sorozat elss ¢ darab
elemébdl és az Y sorozat els j darab elemébdl 4ll6 sorozatok leghosszabb kézos részsorozatédnak hosszat.
Az egyszertibb leiras érdekében bevezetjiik az X' és Y7 jellést, ami a megfeleld sorozat elsé i illetve
j darab elemébdl allé részsorozatot jeloli. A feladat megoldasa sordn az a célunk, hogy meg tudjuk
hatarozni az F[n,m] értéket, hiszen ez pont a teljes X és Y leghosszabb koz6s részsorozatanak hosszat
adja meg. F[n,m] ismeretében ratérhetiink majd egy konkrét olyan kozos részsorozat megkeresésére,
melynek hossza megegyezik F[n, m]-mel.

Nézziik meg most, hogy milyen szabalyszertiséget tudunk megadni az F[i, j] értékekre. Ha i = 0 vagy
j = 0, azaz X-nek vagy Y-nak a 0 hosszusagu elejét tekintjiik, akkor a leghosszabb kozos részsorozat
hossza se lehet t6bb 0-nal. Tehat ilyenkor F[i, j] = 0. Ha az X sorozat i-edik eleme (x;) és az Y sorozat
j-edik eleme (y;) megegyezik, akkor ez a megegyez$ elem benne van az X ¢ 6s Y7 leghosszabb kozos
részsorozataban. A leghosszabb kozds részsorozat hosszarél pedig az mondhato, hogy az X* és az Y7
leghosszabb kozos részsorozatanak hossza eggyel nagyobb, mint az X*~! és az Y71 leghosszabb kozds
részsorozatanak hossza. Tehat x; = y; esetén az F[i, j] = F[i—1, j—1]+1. Vizsgalando eset még, amikor
az x; # y;. llyenkor az X és az Y7 leghosszabb kozds részsorozatanak hossza az X' és az Y71, vagy
az X! és az Y7 leghosszabb kozos részsorozat hossza koziil a nagyobbik lesz. Az F[i, j]-re vonatkozo
megallapitasainkat az alabbi rekurziv képletben foglalhatjuk Gssze:

0, hai=0vagyj=0
F[Z,j}: F[Z'—l,j—l]-l—l, hai,j>0ésxi:yj (74)
max {F[i,j —1],F[i —1,5]}, hai,j>0é x; #y;

Természetesen az Fi, j] értékeket most sem rekurziv fliggvény hasznalataval allitjuk els, hanem egy
tablat hasznalunk az adatok tarolasara, amivel gyorsabb futas valik lehetségessé. A tabla elGallitasat
a 7.3. algoritmus valositja meg.
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7.3. Algoritmus Leghosszabb k6z0s részsorozat hossza

Bemenet: X — T t6mb, n — egész (tomb mérete), Y
Kimenet: ' — egész tabla

1. figgvény LKRHOsszA(X : T tomb, n : egész, YV :
2: F + TABLALETREHOZ(egész)[n + 1, m + 1]

3 ciklus j < 0-t6l m-ig

4: F[0,4] < 0O

5: ciklus vége

6 ciklus i < 1-t6] n-ig

7 F[i,0] + 0

8 ciklus vége

9: ciklus ¢ < 1-t6l n-ig
10: ciklus j <+ 1-t6l m-ig
11: ha z; = y; akkor
12: Fli,jl«< Fli—1,7—-1]+1
13: kiildnben
14: F[i,j] + max {F[i —1,5], F[i,j — 1]}
15: elagazas vége
16: ciklus vége
17: ciklus vége
18: vissza F'

19: fliggvény vége

— T tomb, m — egész (tomb mérete)

T tomb, m : egész)

Felhasznalt valtozdk és fliggvények

e X: Az egyik sorozat elemeit tartalmazo tomb.
n: Az X sorozat elemeinek szama.
Y: A masik sorozat elemeit tartalmazo tomb.
m: Az Y sorozat elemeinek szdma.
F': Tabla, melynek mérete (n + 1) x
milyen hosszi a leghosszabb koz0s részsorozata.
leghosszabb k6z0s részsorozatanak hosszat.

tipusia tablat.

TABLALETREHOZ(egész)[n+1, m+1]: Utasitas, mely létrehoz egy (n + 1) x

(m+1). Fli,j] megadja, hogy az X® és az Y7 sorozatoknak

F[n,m] hatarozza meg az X és Y sorozatok

(m + 1) méretd egész
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Az algoritmus bemenete az X és az Y sorozat, melyek elemei témbben vannak eltarolva. A két
bemeneti sorozatnak ismerjiik az elemszamaét is, melyek n és m. Kimenetként az F' tablat adja vissza az
algoritmus, melynek mérete (n+ 1) x (m 4 1). A tablat most is 0-t6l indexeljiik.

Az algoritmus nem tesz méast, mint sorfolytonos bejarassal elgallitja a 7.4. képlet alapjan az F'[i, j]
értékeket. A 3. sorban kezdsdd ciklussal feltoltjiik az F' nulladik soranak minden elemét 0 értékkel.
Hasonlé modon az F' nulladik oszlopanak elemei a 6. sorban kezd8dé ciklusban kapnak 0 értéket. A
tényleges sorfolytonos bejarast a 9. sorban kezd6dd két egymésba agyazott ciklus valositja meg. A kiils6
ciklus végighalad az Gsszes soron az els6tél az n-edikig, mig a bels6 ciklus kézben az els6t6l az m-edik
oszlopig az aktuélis i-edik sor minden elemét bejarja. A ciklusok magjaban megvizsgaljuk, hogy az X
sorozat i-edik eleme megegyezik-e az Y sorozat j-edik elemével (1d. 11. sor). Amennyiben megegyezik
a két vizsgalt elem, akkor a 7.4. képletnek megfelelen az Fi, j] érték az F[i — 1,7 — 1] értéknél eggyel
nagyobb lesz. Amennyiben nem teljesiil az egyez6ség (I1d. 13. sor), akkor viszont az F[i — 1,j] és az
F[i,j — 1] értékek koziil a nagyobbikat kell eltarolni F'[i, j]-ben. Az algoritmus végén vissza kell adni a
feltoltott F' tablat (1d. 18. sor).

Futasi id6 elemzése. Mivel a 7.3. algoritmusban két egymésba agyazott ciklussal valésitottuk meg
az F tabla feltoltését, ezért az algoritmus futési ideje minden esetben O (n - m)-es, azaz a két vizsgalt
sorozat hosszanak szorzataval aranyos. &

7.3. Példa. Feladatunk, hogy megadjuk a leghosszabb kozos részsorozatat a kovetkezd két sorozatnak:

X = (C,A,LLE,N,D,AR) és Y = (C,A,L,L,C,E,N, T,E,R). Ehhez els§ lépésként el§ kell allitani
a 7.4. képlet altal meghatarozott F' tablat a 7.3. algoritmus hasznalataval. A feladat tovabbi részének
megoldasat, egy konkrét leghosszabb kozos részsorozat meghatarozasat a 7.4. példdban mutatjuk be.

Elgszor helyet kell foglalni a memoéridban az F tabla szamara. Az F mérete 9 x 1l-es lesz, mivel
az X sorozat 8, az Y sorozat pedig 10 elemi. Ezt kdvetGen a tabla nulladik sorat és nulladik oszlopat
feltoltjiik csupa 0 értékekkel. Ezutan jon a tabla ,értékes” elemeinek meghatarozasa. Mivel az X sorozat
els6 eleme megegyezik az X sorozat els6 elemével, ezért F[1,1] az F[0,0] értéknél 1-gyel nagyobb lesz.
Az X sorozat els6 eleme nem egyezik meg az Y sorozat masodik elemével, ezért F[1,2] értéke az F[0, 2]
és az F[1,1] koziil a nagyobbikkal lesz egyenls. Hasonloan jarunk el minden més elemnél is a 7.4. képlet
szerint, ahogy az a 7.3. algoritmusban is lathato.

Az elsallo F tabla a 7.4. abran lathat6. Az dbran a feketével jelzett F[i, j] értékek mellett, kék szinnel
feltiintettiik a tabla sorainak és oszlopainak indexeit, valamint piros szinnel az X és Y sorozat megfelel
elemeit. Vilagoskék nyilak mutatjak azokat az eseteket, amikor az X sorozat i-edik eleme megegyezett
az Y sorozat j-edik elemével, ezért az F[i, j] elem értéke az F[i — 1,5 — 1] értékénél 1-gyel nagyobb lett.

9

j

o123 ]|4]s5]6|7][8]9]10

oloajoloflo]aflofo]o|ofo]o
tlofa 1|1 ]1]c
2 o1 lal2]2]2]2]2|2[2]A
3lol1l2ss[3]3]3]|3]3][3]|L

il4alo|1]2]3]3[3]4 4\44EX

51 o0l1]2[3[3]|3[4[%]|5 5 | N
6 lolrl2[3[3]|3[4]5]|5]5]5]|D
7lol1[|3]|3[3]4]5|5]5][5]A
slol1]2[3[3]|3[4]5]|5]|5([%6]|R

cla|L|L|Cc|E|[N|T|E]|R

Y

74. dbra. Az X = (C,A,LLE,N,D,A/R) és Y = (C,A,L,L,C,E,N, T,E,R) sorozatok leghosszabb
koz0s részsorozatanak meghatarozasahoz sziikséges F' tabla elGallitasa.

Sergyan Szabolcs 245 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



Most mar tudjuk, hogy miként lehet hatékonyan meghatarozni az X* és Y7 részsorozatok leghosszabb
koz0s részsorozatainak hosszait, amit az F' tabla Fi,j] elemében tarolunk el. Megéallapitottuk azt is,
hogy az F[n,m] érték megadja az X és Y sorozatok leghosszabb kozos részsorozatanak hosszat. Miként
lehet viszont egy konkrét leghosszabb ko6zos részsorozatot meghatérozni?

A kérdés megvalaszolasaban a 7.3. algoritmus elemzése nytjt segitséget. Igaz, hogy a 7.3. algoritmus
kimenetként csak az aktualis hosszértékeket tartalmazé F' tablat allitja el6, de azért ha tovabb gondol-
kodunk ennél t6bb informacio is talalhatoé benne. A tabla elGallitasa soran akkor tudunk csak értékndve-
kedést elérni, amikor az X sorozat i-edik eleme megegyezik az Y sorozat j-edik elemével. Ilyenkor pedig
kijelenthetd, hogy az X*~! és az Y7~ sorozatok leghosszabb kdzds részsorozatéahoz, ha hozzéitessziik az
z; (vagy az azzal megegyezs y;) elemet, akkor az X* és Y7 egy leghosszabb kozos részsorozatat kapjuk
meg. Ezen logika alapjan azt kell vizsgalnunk, hogy melyek azok a helyek az F' tablaban, ahol igaz, hogy
értéknovekedés tortént. Minden ilyen (¢, 7) helyen igaz, hogy

Fli,jl=F[i—1,7—1+1. (7.5)

A kérdés csak az, hogy hogyan lehet az elgbbi felismerés alapjan megtalalni az X és Y sorozatok
egy leghosszabb k6z0s részsorozatat. Tekintsiink ehhez elszor egy konkrét esetet, a 7.3. példaban els-
allitott F' tablat és a hozza tartozo X = (C,A,L,E,N,;D,A/R) és az Y = (C,A,L,L,C,E,N, T,E,R)
sorozatokat. Lathat6, hogy az F[n,m] elem 1l-gyel nagyobb az F[n — 1,m — 1] elemnél és x5 = yio.
Igy kijelenthets, hogy az X és Y kozos utolsé eleme biztos benne lesz az X és Y leghosszabb kozos
részsorozataban. Ez azért igaz, mert az R betii nem lehet benne az X" ! és az Y™~ ! leghosszabb
kozos részsorozataban (ami az F' alapjan 5 hosszi), igy ehhez hozzavéve az R bettit, maris egy 6 hosszi
részsorozatat kapjuk X-nek és Y-nak. 6 hosszu részsorozatot egyébként az F' tabla alapjan most nem is
kaphatunk masként csak a lezaré R bettivel.

Hogyan tudjuk meghatarozni, hogy mi lesz az X és Y leghosszabb koz0s részsorozatanak o6todik
eleme. Ehhez kell a tablaban talalni egy olyan (4, j) helyet, ahol F[i,j] =5, de F[i — 1,5 — 1] = 4. Ha
megtalaltuk ezt a helyet, akkor az x; elem (vagy a vele megegyezs y;) lesz az X és Y leghosszabb kozds
részsorozatanak 6todik eleme. Ilyen hely t6bb is van a konkrét példaban, de csak egy helyen teljestil, hogy
x; = y;. Bz alapjan kijelenthetd, hogy az 6todik sor hetedik eleménél talalunk ilyen esetet. Ebbdl viszont
az is kovetkezik, hogy X és Y leghosszabb koz0s részsorozatédnak 6todik eleme az N beti lesz. Kérdés
viszont, hogy az elébb megtalalt (8,10) koordinataju helytsl miként juthatunk el egy algoritmussal a
mostani (5,7) koordinataju helyhez. Ugy is feltehetjiik a kérdést, hogy az F tablat milyen modon kell
ehhez bejarnunk.

A keresett bejaras viszont nem lesz mas, mint hogy az F' tabla jobb also sarkabol (az (n, m) koordina-
taju helytsl) indulva bejarjuk az F' tablat ugy, hogy kozben visszakovetkeztetiink az F' tabla elsallitasi
modjara. Elindulunk az (n,m) koordinataju helyrsl. Megvizsgaljuk, hogy az adott helyen x, = yu,
teljesiil-e. Ha teljesiil, akkor biztos, hogy az (n — 1, m — 1) koordinataju helyre kell tovabblépniink, mert
egyezGség esetén ezt diktalja az F elallitasi szabélya. Ha viszont x,, # y,,, akkor megnézziik, hogy az
F[n —1,m] és F[n,m — 1] értékek koziil melyik nagyobb. Ha az Fin — 1,m| > F[n,m — 1], akkor az
F[n,m] értéke biztos F[n — 1, m]-mel egyenls, ezért az (n — 1,m) koordinataju pontra lépiink vissza.
Egyéb esetben viszont az (n, m — 1) helyre lépiink. Ezt a bejarasi szabaly kovetjiik mindaddig, amig meg
nem talaljuk a leghosszabb k6z6s részsorozat minden elemét.

A fenti Gtletet megvalosito algoritmus pontos leirasat a 7.4. algoritmusban mutatjuk be. Az algoritmus
bemenete a 7.3. algoritmus 4altal elGallitott F' tabla, valamint az X és Y sorozatok, melyek méreteit is
ismerjiik. Kimenetként az X ésY egy leghosszabb kozos részsorozatat tartalmazé S témbot adjuk vissza.

Az algoritmus elss lépéseként létrehozzuk a kimeneti S tombot, melynek a mérete pont az F[n, m]
értékkel egyezik meg (1d. 2. sor). Az F tébla bejarasahoz két indexvaltozo sziikséges. A sorokat az i, az
oszlopokat pedig a j indexeli. Az i valtozo kezdeti értéke n (1d. 3. sor), az j valtozoé pedig m (1d. 4. sor),
hiszen a bejarast az F' jobb also sarkabol kezdjiik. Az S tombot is sziikséges indexelniink. Mivel az S-t
hatulrol elérefelé haladva toltjiik fel, ezért az idx index kezdeti értéke az S tomb mérete lesz (1d. 5. sor).

Az F téabla bejarasat addig kell végezniink, amig az S tombot teljesen fel nem toltéttiik. Ezt a 6. sor-
ban kezd6dé ciklusban valositjuk meg, amelyben addig kell bennmaradnunk, amig az idx érték pozitiv.
A cikluson beliil megvizsgaljuk, hogy az aktualis (i, j) hely esetén X[i] és Y[j] megegyezik-e (1d. 7. sor).
Ha megegyeznek, akkor az S tombbe felvessziik az X[i] elemet, majd mindhérom indexet 1-gyel csok-
kentjiik. Ha X[i] # Y[j], akkor csak azt kell eldonteni, hogy az F' tablaban felfelé vagy balra lépjiink
tovabb. Amennyiben F[i — 1,5] > F[i,j — 1] (1d. 12. sor), akkor az el6z6 sorra lépiink, kiilonben pedig
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7.4. Algoritmus Leghosszabb k6z0s részsorozat elGallitasa

Bemenet: F' — egész tabla, X — T tomb, n — egész, Y — T tomb, m — egész
Kimenet: S — T t6mb

1: fiiggvény LKRELGALLITAS(F : egész tabla, X : T tomb,n : egész, Y : T tOmb, m : egész)
2: S < LETREHOZ(T)[F'[n, m]]

3 141

4: j—m

5: idx <+ F[n,m]

6 ciklus amig idx > 0

7 ha X[i] = Y[j] akkor

8 Slidx] + Xi

9: tdx + idx — 1
10: i—i—1
11: j—j—1
12: kiilénben ha F[i — 1,4] > F[i,j — 1] akkor
13: 1+ 1—1
14: kiillénben
15: j+—5—1
16: elagazas vége
17: ciklus vége
18: vissza S

19: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e X: Az egyik sorozat elemeit tartalmazo tomb.

e n: Az X sorozat elemeinek szama.

e Y: A masik sorozat elemeit tartalmazo tomb.

e m: Az Y sorozat elemeinek szama.

e F: Tébla, melynek mérete (n+ 1) x (m +1). F[i,j] megadja, hogy az X és az Y7 sorozatok-
nak milyen hosszi a leghosszabb kozos részsorozata. Fn,m] hatarozza meg az X és Y sorozatok
leghosszabb koz0s részsorozatédnak hosszat. Az F' tablat a 7.3. algoritmusban bemutatott LKR-
Hossza fliggvénnyel allitjuk els.

e S: Az X és az Y sorozatok egyik leghosszabb koz0s részsorozata. Az S elemei egy Fn, m] elem-

szamu tombben vannak eltarolva.
LETREHOZ(T)[F[n, m]]: Utasitas, mely létrehoz egy F'[n,m] elemd T tipust tombot.
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(1d. 14. sor) az el6z8 oszlopba lépiink. A ciklusbdl kilépve mar csak vissza kell adni a kimeneti S témbot
(1d. 18. sor), mely tartalmazza az X és Y egy leghosszabb kozos részsorozatat.

7.4. Példa. A 7.5. 4bran szemléltetjiik, hogy a 7.4. algoritmus hasznélataval milyen bejarassal kapjuk

meg az X = (C,AL,E,N,D,A/R) és az Y = (C,A,L,L,C,E,N, T,E,R) sorozatok egy leghosszabb
kozOs részsorozatat a 7.3. példaban elGallitott F' tdbla hasznalataval. A nyilak mutatjak a bejaras
menetét, a s6tétebb hattertd elemek pedig azok, amelyek bekeriilnek a leghosszabb k&zos részsorozatba.
Igy az eldallitott leghosszabb kozos részsorozat az S = (C,A,L,E,N,R) sorozat lesz. ¢

J

01 3145678910
0lo]o oloflofojofloflofo
1ot |1 1|11 ]1]1|1]1]C
2101 L2222 |2|2]|2|2]A
3101|213 L 3| 3|3 [3]|3|3]|L
il4lo|1]2]3]|3]|3 4| 4fala|B |
5101|2333 [4%|5]|5]|5]|N
6lof1|2(3|3|3|4|5|5|5|5]|D
7lofl1]2|3|3]|3|4]ststa]ls]|A
slof1|2|3[3|[3|4|5]|5]5 R

C|lA|L|L|C|E|N|T|E|R

~

7.5. abra. Az X = (C,A,L,E,N,D,A R) és Y = (C,A,L,L,C,E,N, T,E, R) sorozatok egy leghosszabb
koz0s részsorozatanak elGallitasa a 7.3. példaban meghatarozott F' tabla felhasznalaséval. A leghosszabb
kozos részsorozat: S = (C,A,L,E,N,R).

a Megjegyzés N

Sok esetben nem csak egy leghosszabb kozos részsorozata van két sorozatnak, hanem tébb
is. Természetesen a hossza mindegyik leghosszabb k6zos részsorozatnak ugyanaz.

A 7.6. 4bran mutatunk egy példat, ahol két legnagyobb kozds részsorozatat is meg-
hatarozzuk az X = (B,D,C,A,B,A) ésaz Y = (A,B,C,B,D, A, B) sorozatnak. A kék
szinnel jelolt esetben a 7.4. algoritmussal hataroztuk meg az S; = (B,C,B,A) esetet.
A narancssarga esetben viszont kis mértékben modositottunk a 7.4. algoritmuson. Az
algoritmus 12. soraban a feltétel vizsgalatnal megengedjiik az egyenlGséget is. Igy mar az

L Sy = (B, D, A, B) sorozatot kapjuk eredményiil. )

Futasi id6 elemzése. A 7.4. algoritmus futési ideje konnyen meghatérozhato, ha megvizsgaljuk, hogy
az algoritmusbeli ciklus legfeljebb hanyszor fut le. Mivel az ¢ érték legfeljebb (n — 1)-szer, az j pedig
legfeljebb (m — 1)-szer csokkenthetd, igy az algoritmus futasi ideje O (n + m)-es.

A teljes leghosszabb kozos részsorozat meghatéarozas futési ideje a 7.3. és a 7.4. algoritmusok futasi
idejének osszege, tehat O (n - m)-es. &
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7.6. abra. Az X = (B,D,C,A,B,A) ésaz Y = (A,B,C,B,D,A,B)
sorozatok legnagyobb kozos részsorozatdnak meghatarozésa. Két leghosszabb k6z6s részsorozatot is
talalhatunk: S; = (B,C,B,A) és S = (B,D, A, B).
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Moho algoritmusok

A masodik optimalizalasi modszer, amit megismeriink, a mohé megkozelités. A modszer 1ényege nagyon
egyszerd: minden déntésiinket mohé modon hozzuk meg. Ez azt jelenti, hogy barmikor dontési helyzetbe
keriil az algoritmus, az éppen legjobbnak tiiné megoldast valasztja. Ezeket a dontéseket késébb sem
vizsgalja feliil. Mivel nem végziink minden esetre kiterjed§ elemzéseket, ezért a modszer nem biztos,
hogy az optimalis megoldast taldlja meg. Viszont a futasi id6 tekintetében gyors algoritmusok varhatok.

A fejezet elején egy konkrét probléméan keresztiil ismerjiik meg a moho stratégiat. Ez a példa a pénz-
tari kifizetés eljarasa (1d. 7.2.1. alfejezet). Ezt kovetSen a dinamikus programozasnal mar megismert 0-1
hatizsak probléméanak adjuk meg a moho megoldasat (1d. 7.2.2. alfejezet). A dinamikus programozas és
a moho algoritmus Gsszehasonlitasa érdekében a 7.2.3. alfejezetben megadjuk a fejezet elején ismertetett
kincs gytjts feladat megoldasat mindkét megkozelités hasznalataval. A 7.2.4. alfejezetben Gsszefoglaljuk
a moho algoritmusok legfontosabb jellemzsit. A fejezet végén a 7.2.5. alfejezetben iitemezési feladatokat
és azok megoldésait ismertetjiik, melyek esetén a moho stratégia optimalis megoldést eredményez.
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Pénzkifizetés

Els6 moh6 modszerként ismerkedjiink meg a pénztari kifizetés problémajaval. Egy pénztarban gyakran
eléforduld feladat, hogy egy konkrét 6sszeget kell kifizetni valaki szamara, amihez a rendelkezésre allo
cimletek koziil a lehetd legkevesebbet szabad hasznélni. Adjunk konkrét algoritmust ennek a probléménak
a megoldasara!

Moho6 megkdzelitést hasznalva nagyon egyszertien kell eljarnunk. Az eljaras alapotlete, hogy minél
nagyobb cimletet hasznélunk a kifizetéshez annal kevesebb cimletre van sziikségiink. Vegyiik példaul
azt az esetet, amikor 20.000 Ft-ot kell kifizetni. Ezt megoldhatjuk egyetlen 20.000 Ft-os cimlettel, vagy
2 db 10.000 Ft-ossal is. Ha a nagyobb cimletet hasznaljuk, akkor értelemszeriien kevesebb cimletre
van sziikségiink. Ko&vessiik tehat azt az Otletet, hogy mindig a lehet6 legnagyobb cimletet adja oda a
pénztaros, majd a még kifizetendd Osszeget is a legnagyobb cimlet felhasznalasaval fizeti ki. Mindezt
addig teszi, amig mindent ki nem fizetett. Fz a modszer azért moho, mert a legnagyobb cimletet hasznélja
mindig.

A modszer konkrét leirasat a 7.5. algoritmusban adjuk meg. Az algoritmus egyik bemenete a kifi-
zetendd Osszeg, melyet z-szel jeloljik. (Azt feltessziik, hogy ez az Gsszeg maradék nélkil kifizethets a
rendelkezésre 4llo cimletek felhasznalasaval.) Masik bemenetiink egy rendezett tomb, melyben a rendel-
kezésre allo cimletek értékeit adjuk meg. (A jelenleg Magyarorszagon forgalomban 1év6 cimletek esetén
¢ = {5,10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000, 20000}.) Természetesen a ¢ témb n méretét is
ismerjiik. Az algoritmus kimenete az n elemi db tomb. A db témb i-edik eleme meghatarozza, hogy a
c[i] cimletbdl hany darabra van sziikség az x Osszeg kifizetésekor. Tehat

x:}j%m-my (7.6)

Az algoritmus olyan db t6mbot hataroz meg, melyben téarolt értékek Gsszege — azaz a cimletek szama —
minimalis mikézben a 7.6. egyenlet is teljesiil. A db elemeinek 6sszege ugyanis pont a felhasznalt cimletek
szaméval egyezik meg.

7.5. Algoritmus Pénzkifizetés moho algoritmusa

Bemenet: © — egész, c — egész rendezett t6mb, n — egész
Kimenet: db — egész tomb

1. fliggvény PENZKIFIZETES(z : egész, ¢ : egész tOomb, n : egész)
2: db <+ LETREHOZ(egész)[n]
3 ciklus i < 1-t6l n-ig

4: dbli] < 0

5: ciklus vége

6 jn

7 ciklus amig = > 0

8 ciklus amig c[j] > =
o: jej—1
10: ciklus vége
11: db[j] « dblj] +1
12: x < x — c[j]
13: ciklus vége
14: vissza db

15: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
o 1: A kifizetends Gsszeg.
e c: A rendelkezésre 4ll6 cimletek novekvé modon rendezett témbje.
e n: A ¢ tomb mérete.
e db: Kimeneti n elemd tomb. A tomb i-edik elemének értéke megadja, hogy a c[i] cimletb&l hany
darabot kell kifizetni, tehat x = .-, db[d] - c[d].
e LETREHOZ(egész)[n|: Utasités, mely létrehoz egy n elemid egész tipusa tombat.
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A 7.5. algoritmus elején létrehozunk egy n elemi témbot a felhasznalt cimletek darabszamanak té-
rolasara (1d. 2. sor). Ennek a tombnek minden elemét O-val tessziik egyenlévé, amit a 3. sorban kezd6ds
ciklussal valésitunk meg. Mivel szamon kell tartanunk, hogy éppen melyik cimletet hasznaljuk a kifize-
téshez, ezért ezt egy j indexvaltozoval fogjuk jeldlni. A j kezdeti értéke a legnagyobb cimletnek megfelels
index, tehat a ¢ tomb meérete lesz (1d. 6. sor). Mivel a teljes x Osszeget ki kell fizetni, ezért a 7. sorban kez-
d6do ciklusban addig keresiink megfelel cimleteket, amig a még kifizetendd = Gsszeg pozitiv. A cikluson
beliil els6 1épésként meg kell keresni azt a cimletet, ami a felhasznalhatéak koziil a legnagyobb. Ennek
megtalalasat egy ciklussal valositjuk meg (1d. 8. sor), amelyben a j indexet addig csokkentjiik, amig az
aktualis cimlet nagyobb a még kifizetends Gsszegnél. Ha talaltunk olyan cimletet, amit fel tudunk hasz-
nalni, akkor az adott cimletnek megfelel§ darabszamot a db tombben eggyel néveljiik (1d. 11. sor). Mivel
a megtalalt cimletet mar fel is hasznaljuk pénzkifizetésre, ezért a még kifizetends Gsszeget csokkentjik a
cimlet értékével (1d. 12. sor). Az algoritmus végén a db tombot visszaadjuk eredményként (1d. 14. sor).

7.5. Példa. Fizessiink ki 79.485 Ft-ot a lehets legkevesebb cimlet felhasznalasaval!

A 7.5. algoritmus hasznalatéaval azt kapjuk, hogy 3 db 20.000-es, 1 db 10.000-es, 1 db 5.000-es, 2
db 2.000-es, 2 db 200-as, 1 db 50-es, 1 db 20-as, 1 db 10-es és 1 db 5-0s cimlettel lehet a kifizetést
megvalositani. Nem bizonyitjuk, de igaz, hogy ennél kevesebb cimlettel nem lehet megoldani a feladatot.

9

7.6. Példa. Feladatunk most adott Gsszértékd bélyeg felragasztésa egy boritékra tugy, hogy a lehetd
legkevesebb bélyeget hasznaljuk. A postan fellelheté bélyegek cimleteit a ¢ tombben taroljuk. ¢ =
{10, 100, 210, 340, 700, 1.000, 3.500}. Hogyan tudjuk megoldani a feladatot, ha 1.400 Ft-nyi bélyeget kell
a boritékra tenni?

A 7.5. algoritmus alapjan azt kapjuk, hogy a feladat 1 db 1.000-es, 1 db 340-es és 6 db 10-es bélyeggel
oldhat6 meg. Konnyen lathaté, hogy ez a megoldas nem optimaélis, hiszen 2 db 700 Ft-os bélyeggel is
megoldhaté a feladat. 9

A fenti két példabol lathato, hogy ugyanaz az algoritmus egyik esetben optimalis megoldast szolgaltat,
mig a méasik esetben nem. Ennek f6 oka az, hogy a ¢ cimleteket tartalmazé tomb mas az egyik, illetve a
masik esetben.

A moh¢ algoritmusokrol egyelére azt latjuk, hogy a déntés moh6d modon torténik — esetiinkben a
lehet6 legnagyobb vélaszthato cimlet mellett dontiink —, viszont nem minden esetben kapunk optimaélis
megoldast. Az is igaz persze, hogy bar a 7.6. példanal kapott megoldas nem az optimalis, de nem is a
legrosszabb. Ezt ugy fejezhetjiik ki, hogy a moho algoritmus nem mindig eredményez globélis optimumot,
de a probléma egy lokalis optimumat megadja.
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0-1 hatizsak probléma

A 7.1.1. fejezetben méar megismerkedtiink a 0-1 hatizsak feladattal, és lattuk miként lehetséges a megol-
dasa dinamikus programozas hasznalataval. Most ugyanezt a feladatot moho algoritmussal oldjuk meg.

A moho6 megkozelitéshez elészor meg kell fogalmaznunk, hogy milyen szempontboél kivanunk mohok
lenni. Mivel célunk a hatizsdkba keriil6 Gsszérték maximalizalasa a sulykorlat figyelembe vétele mellett,
ezért tobb lehetGség is felmeriilhet. Az elss, hogy a targyak értékét vessziik csak figyelembe a kivélasz-
tasnal. Ilyenkor kivélasztjuk a legnagyobb értéki targyat és behelyezziik a zsakba, ha lehetséges. Ezutan
kivalasztjuk a még nem vizsgalt targyak koziil a legnagyobb értékit és ezt is behelyezziik a zsdkba, amig
lehetséges. Ezt az eljarast kovetjiik addig, amig meg nem telik a zsék, vagy el nem fogynak a targyak.
Megvalobsitas szempontjabol sziikséges, hogy a targyaink az értékiik szerint csokkend sorrendben legye-
nek és maris konnyen megalkothato6 az algoritmus. Miel6tt leirnank a konkrét algoritmust ejtsiink szot a
mohodsag tovabbi lehetdségeirsl. Donthetiink ugy is, hogy nem a targyak értékét tekintjiik a legfontosabb
jellemzoének, hanem a silyukat. Ekkor elGszor a legkisebb silyt targyat valasztjuk ki, majd az egyre
nagyobb silytakat. Igaz, hogy ilyenkor nem figyeljiik a feladat szempontjabol fontos értéket, viszont a
lehetd legtobb targyat tudjuk a zsakba tenni, melyek Osszértéke is nagyobb lehet, mint példaul egy nagy
értékd, de nagyon nagy stilyiu targynak. Harmadik lehetséges megkozelités, ha az érték és sily arényt
vessziik figyelembe, tehat elsként a legnagyobb érték-sily aranyu targyat valasztjuk ki. Ezen utolso
megkozelitést fogjuk hasznalni, tehat ha p a targyak értékeinek n elemd tombje, w pedig a megfelels
sulyok tombje, akkor teljesiil az alabbi relécidésorozat:

2 . Pl

s
=
Y%
‘*ﬁ
Y%
Y%

(7.7)

£
=
£
I~

A leirt 6tlet konkrét megvalositasat a 7.6. algoritmusban adjuk meg. Az algoritmus bemenetei a
kincsek értékeit tartalmazo p tomb, valamint a megfelels kincsek silyait tartalmazo w tomb. A két tomb
elemeire teljesiil a 7.7. egyenlGtlenségsorozat. Ismerjiik a két tomb azonos n elemszamat is, valamint
bemenetként adjuk még meg a hatizsak c kapacitasat. Az algoritmus kimenete a kivalasztott kincsek
indexeit tartalmazo6 S halmaz.

7.6. Algoritmus 0-1 hatizsdk probléma moho6 megoldasa

Bemenet: p — egész tomb, w — egész tdmb, n — egész (tomb mérete), c — egész
Kimenet: S — egész halmaz
1. figgvény MOHOO0-1HATIZSAK(p : egész tomb, w : egész tomb, n : egész, ¢ : egész)
2 S+ 0
3 141
4: ciklus amig (¢ > 0) A (i < n)
5: ha wli] < ¢ akkor
6 S+ Su{i}
7 ¢+ c—wli]
8 elagazas vége
9: 1 1+1
10: ciklus vége
11: vissza S
12: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e p: Tomb, melyben az egyes kincsek értékét taroljuk.
e w: Toémb, melyben az egyes kincsek értékét taroljuk. (Fontos kiemelniink, hogy a p és w tomb
elemeire teljesiil a 7.7. egyenlGtlenségsorozat.)
n A p és w tombok mérete.
c: A hatizsak kapacitasa.
S: Halmaz, melynek elemei a hatizsakba helyezendd targyak indexei.

A 7.6. algoritmus 2. soraban inicializaljuk a kimeneti S halmazt, mely kezdetben {ires, hiszen még
egyetlen kincset sem valasztottunk ki. Ezutén ki kell valasztanunk mohé moédon a kincseket. Mivel
a kincsek érték-suly arany szerint cs6kkend modon rendezettek, ezért csak annyit kell tenniink, hogy
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végighaladunk a kincseken egy bejarassal. A bejaras soran az i valtozoval indexeliink, melynek kezdeti
értéke 1 (1d. 3. sor). A bejarast a 4. sorban kezddds ciklussal valositjuk meg. A ciklusban addig kell
bennmaradnunk, amig van még szabad hely a hatizsakban (¢ > 0), illetve amig van még megvizsgalandd
kincsiink (¢ < n). A cikluson belill megvizsgaljuk, hogy az aktualis kincs befér-e a hatizsakba (1d. 5. sor).
Ha befér, akkor a kincset betessziik a hatizsakba, azaz az indexét eltaroljuk az S halmazban (ld. 6. sor),
illetve a hatizsak szabad kapacitasat csokkentjiik a betett kines stlyaval (Id. 7. sor). A bejaras soran
minden esetben sziikséges a kovetkezs targyra tovabblépni, ezért az ¢ értékét a 9. sorban 1-gyel néveljiik.
A bejaras végeztével az S halmazt adjuk vissza kimenetként (1d. 11. sor).

7.7. Példa. Vizsgaljuk meg, hogy a 7.1. tabldzatban 1évS kincsek koziil melyeket helyezi egy ¢ = 5
kapacitast hatizsdkba a 7.6. moho algoritmus. Vegyiik észre, hogy a kincsek 7.1. tabldzatban megadott
indexelése pont megfeleld szimunkra, mivel épp a £ arany szerinti csokkend rendezettségben vannak.

A 7.6. algoritmus elGszor megvizsgélja, hogy az els§ targy silya kisebb-e a ¢ = 5 kapacitasnal. Mivel
kisebb, ezért az S halmazba bekeriil az els6 targy indexe (S = {1} lesz), a szabad kapacitas ¢ értéke
pedig 3-ra csokken. Ezutan kovetkezik a mésodik targy vizsgalata. Mivel az is befér a hatizsdkba, ezért
az S = {1,2}-re valtozik, a hatizsék szabad kapacitasa pedig 0-ra csokken. Mivel ¢ = 0, ezért kilépiink
a bejarast megvalosito ciklusbol, és az algoritmus visszaadja az S halmazt.

Jol lathato, hogy ebben az esetben a moho algoritmus ugyanazt az eredményt szolgéltatja, mint a
dinamikus programozas esetében, ahogy azt a 7.1. példaban lattuk. €

7.8. Példa. Tekintslink egy masik példat, melyben a 7.2. tabldzatban megadott értékd és silyna
kincseket hasznaljuk. A kincsek most is az érték-saly arany szerint csokkend modon rendezettek. Milyen
kivalogatast eredményez ebben az esetben a 7.6. moho algoritmus, ha a hatizsakunk kapacitasa ¢ = 507

L pi | w

160 |10

2 (100 | 20
13120 ] 30 |

7.2. tablazat. A 7.8. feladat kincseinek konkrét értékei és stlyai.

Az els targy befér a hatizsdkba, ezért be is helyezzitk (S = {1}), a hatizsak szabad kapacitasat
pedig ¢ = 40-re csokkentjiik. A masodik kincs is befér még a hatizsakba, ezért S = {1,2} lesz, a szabad
kapacitas pedig 20-ra csokken. A harmadik targy viszont méar nem fér be a hatizsakba, mivel a silya
meghaladja a hatizsédk szabad kapacitasat.

Konnyti belatni, hogy a 7.6. algoritmus ebben az esetben nem szolgaltatott optimalis megoldast. A
kivalasztott kincsek Osszértéke 160. Ha viszont az elsé és harmadik targyat valasztjuk, melyek beférnek
a hatizsdkba, az 6sszérték akkor 180. A masodik és harmadik targy is befér a zsakba, az 6sszérték ebben
az esetben mar 220.

Az algoritmus ott ,hibézott”, hogy moh6é mdédon az els6 targyat rogton betette a zsdkba, mig egy kicsit
elérelatobb szemlélettel mérsékletet gyakorolva ezt nem kellett volna megtennie. De a mohd algoritmusok
nem tekintenek eldre, csak a pillanatnyilag legjobbnak ting esetet nézik.

A 7.7. dbran lathato, hogy dinamikus programozast hasznalva a 7.1. algoritmus milyen F' tablat
allit el6, ha az = értékek 10-esével valtoznak. Az ébra szemlélteti a 7.2. algoritmus altal szolgaltatott
optimalis megoldast is. Lathato tehat, hogy a dinamikus programozasi megkozelités ebben az esetben is
megtalalta az optimélis megoldéast. ¢

Futasi id6 elemzése. Mivel a 7.6. algoritmusban egyetlen ciklus van, mely legfeljebb n-szer fut
le, ezért az algoritmus futasi ideje O(n)-es. Igy megallapithaté, hogy a mohé megkozelités gyorsabb
futéasi id6t eredményez, mint a dinamikus programozasi modszer hasznalata, viszont nem minden esetben
eredményez optimélis megoldast. o
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7.7. abra. A 7.8. példa megoldasa dinamikus programozéassal. Eredményiil az optimalis S = {2,3}
kivalasztast kapjuk.
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Moho algoritmus szemben a dinamikus programozassal

A két targyalt optimalizalasi modszeriinket mér Osszehasonlitottuk a 0-1 hétizsak probléma kapcséan.
Vizsgaljuk meg most, hogy a fejezet elején emlitett kincsbegytijtési problémat melyik megkdzelités miként
oldja meg.

A megoldando feladat a kovetkezds. Egy m sorbol és n oszlopbol 4ll6 mezén minden egész koordinatajua
racspontban kincs van elhelyezve. A kincsek értékeit a C' m x n méret kétdimenzios tombben taroljuk.
A mez6 bal alsé sarkabol, azaz az (1,1) indexd helyrdl el akarunk jutni a jobb felss sarokba (az (m,n)
koordinataja helyre) tgy, hogy a bejaras kozben csak jobbra és felfelé haladhatunk. Amely mezén
athaladunk, ott kiassuk a kincset. Kérdés, hogy milyen utvonalon haladjunk annak érdekében, hogy a
legtobb kincset gytijtsiik Ossze.

Oldjuk meg elGszor a feladatot a dinamikus programozéas hasznalataval. Ehhez létrehozunk egy F
m x n méretl kétdimenzios t6mbot. Az Fi, j] értéke megmutatja, hogy ha az (i, j) koordinataja helyig
jutunk a bejaras soran, akkor mennyi kincset tudunk maximalisan Gsszegytijteni. Tehét a teljes bejaras
soran OsszegyUjtott kincsek mennyiségét az F'[m, n] értéke adja meg. Kérdés, hogy miként hatarozhatok
meg az Fi, j| értékek.

Induljunk ki a legegyszertibb esetb6l. Az (1,1) koordinataju helyre csak egyféleképpen juthatunk
el, hiszen onnan indulunk. Ezért F[1,1] = C[1,1]. Miként érhetiink el a legals6 sor tovabbi elemeihez.
Ennek is csak egyetlen modja van: az (1, ) koordinataja helyre csak az (1,5 — 1) koordinataja helyrsl
léphetiink, ha 2 < j < n. Ezért az Osszegytjtott kincs mennyiségére ilyenkor igaz, hogy F[1,j] =
F[1,5 — 1] 4+ C[i, j]. Hasonloan az els6 oszlop elemeirdl kijelenthets, hogy F'[i, 1] = F[i — 1,1] + C[i, j],
ha 2 < i < m. Mi a helyzet akkor, ha nem az elsé sorban és nem is az els§ oszlopban vagyunk? Ilyenkor
az (i, j) koordinataju helyre érkezhetiink a bal oldali vagy az alsé szomszédjatol. A két hely koziil onnan
érdemesebb érkezni, ahol nagyobb az addig Gsszegyijtott kincs mennyisége. Ez alapjan kijelenthetd,
hogy Fl[i,j] = max{F[i—1,5],F[i,j — 1]} + C[i,j], ha 2 < i < m és 2 < j < n. Osszefoglalva a
megallapitasainkat:

C[i’j]v haizlésj:l,
Fli,j— 1]+ C[i, j], hai=1ésj>2,
Fli—1, ]+ C[i, ], hai>2ésj=1,
max {F[i — 1,7, F[i,j — 1]} + C[i,4], hai>2ésj>2.

Fli,j] = (7.8)

A 7.7. algoritmusban adjuk meg az igy definialt F' kétdimenzios témb elGallitasanak algoritmusat. Az
algoritmust részletesebben nem irjuk le, mert semmi més nem torténik benne, mint hogy a 7.8. képlet
alapjan sorfolytonos bejarast kovetve elgallitja az F' tomb értékeit.

A 7.1. 4bran bemutatott példa esetén az F' tomb a 7.8b. abran lathato lesz.

115|316 19139 | 55| 61 191 39 | 85 | 61

111 2 |15 1 18 1 20 | 52 | 53 18 1 20 [ 82 | 53

6 {1020 9 7 | 17| 37| 46 7 |17 | 37 | 46
1131|418 41 8|16 1] 4] 8116
(a) A C tomb. (b) A F t6mb. (¢) Az optimalis bejaras.

7.8. abra. Kincsek begytjtése dinamikus programozassal.

Hogyan lehet az F' tomb ismeretében megtalalni a legtobb kincset eredményezd bejaras ttvonalat.
Ehhez az (m,n) koordinataju pontbol visszalépkedve kell megnézni, hogy egy adott mezs bal vagy also
szomszédja-e a nagyobb. A nagyobb értéki helyre kell visszalépni, majd tovabb folytatni az ilyen jellegi
visszalépkedést. A konkrét megvalositast a 7.8. algoritmusban irjuk le. Az algoritmus kimenete egy P
tomb lesz, melynek elemei a bejaras soran érintett mezsk koordinatait tartalmazzak.

Vizsgalt példank esetén az optimalis atvonal a P = {(1,1),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4),(4,4)}
lesz, ahogy az a 7.8c. abran is lathato.

Megallapithatjuk, hogy a dinamikus programozés hasznalataval megkaptuk az optimalis megoldast.
Ehhez sziikségiink volt egy atmeneti F' kétdimenzios témbre, tehat a meméoria igény a C' tomb méretének
duplaja volt. Futasi id§ tekintetében az alkalmazott algoritmusok O(m - n)-esek.
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7.7. Algoritmus Osszegytijtott kincsek dsszege (dinamikus programozas)

Bemenet: C — egész témb, m — egész (C sorainak szdma), n — egész (C oszlopainak szima)
Kimenet: ' — egész tomb
fiiggvény KiNcsOsszeG(C : egész tdmb, m : egész, n : egész)
F < LETREHOZ(egész)[m, n]

10:
11:
12:
13:
14:
15:

1:
2:
3
4:
5:
6
7
8
9

F[1,1] = C[1,1]
ciklus j < 2-t6l n-ig

F[1,j] = F[1,j = 1]+ C[i, ]

ciklus vége
ciklus i <+ 2-t6l m-ig

F[i,1] = Fli — 1,1] + C[i, ]

ciklus vége
ciklus i < 2-t6l m-ig

ciklus j < 2-t6l n-ig
Fli, j] = max (F[i — 1, 4], F[i,j — 1]) + C[i, j]

ciklus vége
ciklus vége
vissza F'

16: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

C': Kincsek értékét tartalmazéd kétdimenzios tomb.

m: A C tomb sorainak szama.

n: A C toémb oszlopainak szama.

F: A C tombbel azonos méretii kétdimenzios tomb. Az F[i,j] értéke megadja, hogy mennyi a
maximalisan Osszegy(jthetd kincs mennyisége az (7, j) koordinataju mezbig jutva a bejarasban.

LETREHOZ(egész)[m, n]:

tombot.

Utasitas, mely létrehoz egy m x n méreti kétdimenzios egész tipusiu
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7.8. Algoritmus Bejarasi ut kiolvasasa (dinamikus programozas)

Bemenet: F — egész tomb, m — egész (F sorainak szima), n — egész (F oszlopainak szdma)

Kimenet: P — egész tomb

fiiggvény BEJARASIUTKIOLVAS(F : egész témb, m : egész,n : egész)

1:
2 P < LETREHOZ(egész)[m + n — 1]
3 14 m
4: jn
5: km+n-—1
6 ciklus amig (i > 2) A (j > 2)
7 Plk] < (i,7)
8 k+—k—-1
9: ha F[i —1,j] > F[i,j — 1] akkor
10: i—i—1
11: kiillbnben
12: jej—1
13: elagazas vége
14: ciklus vége
15: ciklus amig i > 2
16: Plk] < (i,7)
17: k+—k—-1
18: 141—1
19: ciklus vége
20: ciklus amig j > 2
21: Plk] < (i,7)
22: k+—k-1
23: jej—1
24: ciklus vége
25: P[1] + (1,1)
26: vissza P

27: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

m: Az F tomb sorainak szama.
n: Az F tomb oszlopainak szama.

sorozatat.

F: A 7.7. algoritmus altal meghatarozott kétdimenzios tomb.

P: T6émb, melynek elemszéma m +n — 1. A P tomb adja meg egy optimalis bejaras koordinata

LETREHOZ(egész)[m + n — 1]: Utasitas, mely létrehoz egy m +n — 1 elemi egész tipust tombot.
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Vizsgaljuk meg, hogy miként tudjuk a feladatot mohé moédon megoldani. Ha a moho megkozelitést
kovetjiik, akkor a bejarasnal egyszeriien elindulunk az (1,1) koordinataja helyrsl. Itt révidlaté modon
ranéziink a jobb oldali és a fels§ szomszédra. A ketts koziil amelyik nagyobb, arra folytatjuk a bejarast.
Minden mezén ezt a stratégiat kovetjiik, tehat csak a jobb és fels6 szomszédot vizsgalva hozunk dontést
a tovabbhaladasrol. Moho modon mindig az éppen jobbnak ting iranyt valasztjuk. Amikor elérjik a
fels6 sort vagy a jobb széls6 oszlopot, akkor mar csak egyenes tton el kell jutnunk a jobb felsé célmezdsbe.

Az ismertetett 6tletnek megfelel konkrét megvaldsitast a 7.9. algoritmusban irjuk le. Az algoritmus
a bal als6 sarokbdl eljut a legfels sorig vagy a jobb széls6 oszlopig. Ezt kévetSen végigjarja a jobb szélsé
oszlopot, illetve a fels6 sort. Az utolsé lépésben a jobb fels6 sarkot is hozzéaveszi a bejarast megado P
koordinata sorozathoz.

7.9. Algoritmus Kincsek begytijtése (moho algoritmus)

Bemenet: C — egész tdmb, m — egész (C sorainak szdma), n — egész (C oszlopainak szima)
Kimenet: P — egész t6mb

1: fiiggvény MOHOKINCSGYUJTES(C : egész témb, m : egész, n : egész)
2: P + LETREHOZ(egész)[m + n — 1]
3 141
4: j+<1
5: k+0
6 ciklus amig (i < m) A (j < n)
7 k+—k+1
s PIk] < (i, )
9: ha C[i + 1,j] > C[i,j + 1] akkor
10: 1+ 1+1
11: kiilbnben
12: j—J+1
13: elagazas vége
14: ciklus vége
15: ciklus amig i < m
16: k+—k+1
17: Plk] < (4,7)
18: 14 1+1
19: ciklus vége
20: ciklus amig j <n
21: k< k+1
22: Plk] < (4,7)
23: j—j3+1
24: ciklus vége

25: k< k+1
26: Plk] < (i,7)
27: vissza P
28: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények

e (' Kincsek értékét tartalmazo kétdimenzids tomb.

e m: A C témb sorainak szdma.

e n: A C tomb oszlopainak szama.

e P: To6mb, melynek elemszama m +n — 1. A P tomb adja meg egy optimalis bejaras koordinata
sorozatat.
LETREHOZ(egész)[m + n — 1]: Utasitas, mely létrehoz egy m +n — 1 elemi egész tipust tombot.

Ha a korabban dinamikus programozéassal megoldott feladatra alkalmazzuk a 7.9. moho algoritmust,
akkor eredményiil a P = {(1,1),(2,1),(3,1),(3,2),(3,3),(4,3),(4,4)} koordinata sorozatot kapjuk,
ahogy az a 7.9. abran is lathato. Az igy Osszegytijtott kincsek mennyisége csak 44 lesz, ami elmarad a
dinamikus programozési megkozelitésnél kapott 61 értéktsl. Ebbdl latszik, hogy a mohé megkozelités
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nem az optimalis megoldast adja eredményiil. (Erdemes azért megemliteni, hogy nem a legkevesebb
kincset eredményezd megoldast kaptuk.)

11513 ] 6
1112 [15] 1
6 | 10| 20| 9

3|1 41| 8

7.9. dbra. Kincsek begytjtése moho algoritmussal.

A moho megkozelités tehat nem eredményezett optimalis megoldast. Memoria igénye viszont kisebb
a moho algoritmusnak, hiszen nem kellett egy segédtombot eltarolnunk. Futési id6 tekintetében is jobb
eredményt kapunk, mint a dinamikus programozasnal, hiszen a 7.9. algoritmus futasi ideje csak O(m-+n)-
es.

Erdemes észrevenni még egy kiilonbséget a két hasznalt modszer kozott. A konkrét bejarasi ttvonal
meghatéarozasa kiillonb6z6 irdnyban tortént ugyanis. A dinamikus programozasnal az ut végétdl halad-
tunk vissza az eleje felé, mig a moho megkozelités az ut elejétdl haladt a vége felé. Ezt gy is ki szokas
fejezni, hogy a moho algoritmus feliilrél lefelé halad, mig a dinamikus programozés alulrél felfelé haladva
hatarozza meg az optimalis megoldast.

Mit is jelent a feliilrdl lefelé, illetve az alulrol felfelé elnevezés? Ennek megértésében segit a 7.10. abra,
melyen feltiintettiik az (1, 1) koordinataja pontbol a (4,4) koordinatajt pontba jutas osszes lehetségét.
Minden egyes cstuicsbol kiindulo lefelé halado élek mutatjak a lehetséges tovabbhaladéasi iranyt. A moho
megkozelités hasznalatanal elindulunk a felsd cstcsbol és dontiink, hogy az alatta 1évé két cstucs koziil
melyik felé menjiink tovabb. A dontést kévetSen tovabblépilink, majd megint megvizsgaljuk az adott
csuics alatti két csiacsot. Ezt igy tessziik addig, amig el nem jutunk a legalséd csticsba. A bejaras kozben
lesznek olyan csicsok, amiket teljesen kihagyunk.

A dinamikus programozas hasznalatanal minden egyes csiicsba eljutunk, hiszen minden mezé esetén
kiszamitjuk, hogy addig eljutva mennyi az 6sszegytijthets kincsek maximuma. Majd amikor méar minden
csucsnal ismerjiik a kincssszegeket, akkor alulrdl indulva visszafelé, tehat felfelé haladva hatérozunk
meg egy konkrét optimalis bejarast. Igy itt a tényleges optimalis megoldas megadasa alulrol felfelé
haladva torténik tgy, hogy koézben minden egyes csticsnal pontosan tudjuk az addig Osszegytijthets
kincsek Osszértékeét.
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(4,4)

7.10. abra. A kincsek mezGjének bejarési lehetségei.
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Moho stratégia

Foglaljuk Gssze, hogy milyen jellemzsit talaltuk meg eddig a moho stratégianak. A moho algoritmusok
agy alkotjak meg egy probléma optimaélis megoldéasat, hogy valasztasok sorozatat hajtjak végre. Az algo-
ritmus minden egyes dontési helyzetben azt a lehetGséget valasztja, ami az adott helyzetben optimélisnak
tinik. Ez a modszer nem mindig ad globalis, a teljes feladatra vonatkozo optimaélis megoldast, de néhany
esetben igen.

A moho algoritmusok altalaban olyankor alkalmazhatok, amikor két tulajdonsag teljesiil. FEzek a
moho valasztasi tulajdonsag, illetve az optimalis részproblémak tulajdonsag.

A mohd vdlasztdsi tulajdonsdg azt jelenti, hogy a globalis optimélis megoldas elérhetds lokalis opti-
mumok valasztasaval. A moho stratégia alkalmazasanal minden déntési helyzetben a lokalis optimumot
valasztjuk, ezért ez a tulajdonsag sziikséges feltétel a moho stratégiaval valo megoldhatosaghoz. A moho
valasztasi tulajdonsag képezi a lényeges kiillonbséget a moho algoritmusok és a dinamikus programozéas
kozott. Ez az, amit az el6zd alfejezetben fentrdl lefelé, illetve alulrdl felfelé modszerként emlitettiink. A
moho stratégia lokalis optimumokon keresztiil fentrol lefelé haladva oldja meg a problémat. A dinamikus
programozés a részproblémak optimumainak ismeretében alulrél felfelé haladva ad optimalis megoldast
a problémara.

A moho stratégia alkalmazhatosdganak masik feltétele az optimdlis részproblémdk tulajdonsdg telje-
siilése. Ahogy a dinamikus programozéasnal mar lattuk, ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy az optimaélis
megoldas felépithetd a részproblémak optimélis megoldasabol. A moho stratégia csak abban az esetben
ad optimélis megoldast, ha teljesiil az optimalis részproblémak tulajdonsidg. Minden mas esetben csak
an. lokélis optimumot hataroz meg.
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Utemezési feladatok

A moho stratégiara kivanunk még néhany példat mutatni. Utemezési feladatokat ismertetiink és oldunk
meg, melyek mind optimalis megoldast eredményeznek a moho megkozelités alkalmazasa mellett.

Esemény kivalasztasi probléma

Az esemény kivalasztasi probléma esetén erdforras titemezést kivanunk megvaldsitani egymassal versen-
g6 feladatok kozott. Egyetlen erdforras all rendelkezésiinkre és azt szeretnénk minél tobb eseményhez
hozzéarendelni.

A pontos feladat a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg. Adott n darab eseményiink, melyeknek is-
merjiik a kezdési és befejezési id6pontjait. A kezdési id6pontok az s tombben, a befejezési idépontok
pedig az f tombben vannak eltarolva. Ezek az id6pontok fixek, nem moédosithatok a feladat megoldasa
soran. Ertelemszertien tudjuk azt is, hogy egy feladat kezdési id6pontja soha nem haladja meg ugyanazon
feladat befejezési id6pontjat, azaz s[i] < f[i] minden 1 < i < n esetén. Ha egy eseményt kivalasztunk,
azaz hozzérendeljiik az adott erdforrashoz, akkor az [s[i], f[i]] intervallumot foglalja el. Tehét a kezdési
id6pont benne van az idSintervalluméaban, a befejezési id6pont viszont nincs benne. Az i-edik és j-edik
eseményt kompatibilisnek nevezziik, ha az [s[i], f[i][ és [s[j], f[j]] intervallumok nem fedik egymést, azaz
s[i] > flj] vagy s[j] > fli]- A feladatunk az, hogy kivalasszuk paronként kompatibilis eseményeknek egy
legnagyobb elemszamu halmazat. Ezt tgy is mondhatjuk, hogy az adott eréforrdshoz minél tobb paron-
ként kompatibilis eseményt szeretnénk hozzarendelni. Fontos megemliteni, hogy nem az a célunk, hogy
az er6forras a legtobb ideig szolgéljon ki eseményeket, hanem ez, hogy minél t&bb eseményt kiszolgaljon.

Mivel moho6 megkézelitést kivanunk kévetni, elGszor el kell donteniink, hogy miben is kivanunk mohok
lenni. A stratégiank az lesz, hogy az események befejezési id6pontjaban lesziink mohok. Mégpedig azért
ebben, mert gy gondoljuk, hogy ha elGszor a legkorabban befejez8dd eseményt valasztjuk ki, akkor még
a lehetd legtébb esemény marad meg, amik koziil tovabbi valasztast eszkozolhetiink. Ennek érdekében
el6szor ugy rendezziik az eseményeket, hogy a befejezési id6pontjuk szerint ndévekvd rendezettségben
legyenek. Ezutan kivalasztjuk a legkorabban véget éré eseményt, és hozzarendeljiik az erdéforrashoz.
Majd kivalasztjuk a soron kovetkezs azon eseményt, amely az eddig kivalasztottal kompatibilis, tehat a
kezdési id6pontja nem kisebb a kivalasztott esemény befejezési idSpontjaval. Ezt a metodust kovetjiik
mindaddig, amig az események sorozatanak végére nem ériink.

Az esemény kivalasztast a 7.10. algoritmus valésitja meg. Az algoritmus bemenete az s témb, melyben
az események kezdési idépontjai vannak. Az f névekvé moédon rendezett tombben adjuk meg a megfelels
események befejezési id6pontjait. Az s és f tomb is n elemet tartalmaz. Az algoritmus kimenete a
kivalasztott események indexeit tartalmazé A tomb.

Az algoritmus elején kivalasztjuk az els6 eseményt, ezért az A halmazba bekeriil az l-es index
(Id. 2. sor). Az aktualisan utoljara kivalasztott elem indexét az utolsé valtozoban taroljuk el. Ez
azért sziikséges, mert a kovetkezd kivalasztott esemény az lesz, amely ezen esemény befejezésénél nem
kezdddik korabban. Az wutolsd valtozo kezdeti értéke 1 lesz (1d. 3. sor). Meg kell vizsgalnunk a tovabbi
eseményeket, hogy azok kompatibilisek-e az utoljara kivalasztott eseménnyel. Ennek érdekében sziik-
séges egy bejarast megvalosito ciklus. Mivel az Osszes fennmaradd eseményt meg kell vizsgalni, ezért
szamlalos ciklust hasznalunk (1d. 4. sor). A cikluson beliil megvizsgaljuk, hogy az i-edik esemény kezdési
idépontja hogyan viszonyul az utoljara kivalasztott esemény befejezési idépontjahoz (1d. 5. sor). Ha nem
kezdsdik korabban, akkor kompatibilis az utoljara kivalasztott eseménnyel — és minden mas kivalasztott
eseménnyel is —, ezért betessziik az A halmazba (ld. 6. sor) és az utolsd valtozo értékét is modositjuk
(1d. 7. sor). Amikor elfogyott minden esemény, tehat a ciklus futasa véget ér, akkor mar csak vissza kell
adni a kivalasztott események indexeinek A halmazat (1d. 10. sor).

7.9. Példa. A 7.11a. abran megadtunk 11 eseményt, melyek a befejezési id6pontjaik szerint rendezettek.
Feladatunk, hogy kivalasszuk koziiliik a lehetSt legtobb olyat, melyek paronként kompatibilisek.

A 7.10. algoritmus hasznélataval a 7.11b. abran lathatjuk, hogy mely események keriiltek kivéalasz-
tasra. Esetiinkben tehat 4 eseményhez tudjuk ugyanazt az eréforrast hozzarendelni. Vegytiik észre, hogy
nem csak ez a megoldéas létezik. Szamos olyan mas megoldést is tudunk adni, melyek 4 kélcsénésen kom-
patibilis eseményt tartalmaznak. Ilyen példaul a masodik, negyedik, nyolcadik és tizenegyedik események
kivalasztésa is. q

Futasi id6 elemzése. Az esemény kivalasztasi problémat megoldé 7.10. algoritmus futasi ideje O(n)-es,
mivel egyetlen szamlalos ciklus talalhaté benne. &
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7.10. Algoritmus Esemény kivilasztas

Bemenet: s —id6 témb, f — id6 rendezett témb, n — egész (tombok mérete)
Kimenet: A — egész halmaz
1: figgvény ESEMENYKIVALASZTAS(s : id6 t6mb, f : idé tomb, negész)
2 A+ {1}
3 utolsd <1
4: ciklus ¢ < 2-t6l n-ig
5: ha s[i] > f[utolsd] akkor
6 A+ AU{i}
7 utolso 1
8 elagazas vége
9: ciklus vége
10: vissza A
11: fliggvény vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények
e s: Az események kezdeti id6pontjait tartalmazo tomb.
e f: Az események befejezési id6pontjait tartalmazé tomb. Az f tomb névekvsé moédon rendezett,
emiatt alkalmazhat6é a moho stratégia.
e n: Az s és f tOmb elemszama.
o A: A kivalasztott események indexeit tartalmazo halmaz.
e utolsd: Az aktualisan utolsoként kivalasztott esemény indexe.

Felmeriilhet a kérdés, hogy a 7.10. algoritmus valéban globalisan optimalis megoldast eredményez-e
minden lehetséges bemenet esetén. Ennél az egy algoritmusnél adunk egy bizonyitast arra, hogy a moho
stratégia most tényleg optimélis megoldést eredményez.

A bizonyitéas els6 lépéseként belatjuk, hogy az automatikusan kivalasztott els§ esemény tényleg benne
lehet az optimalis megoldasban. Jeloljiik a lehetséges megoldasok halmazat S-sel. Tegyiik fel, hogy az
A C S egy optimélis megoldas, és legyenek az A-beli események a befejezési id6 szerint névekvé moédon
rendezettek. Tegyiik fel, hogy az A-beli els6 esemény a k-adik. Ha k = 1, akkor belattuk, hogy az els6
esemény benne lehet egy optimélis megoldasban. Ha k # 1, akkor tekintsiik a B C S megoldast, amelyet
ugy kapunk, hogy A-bol elhagyjuk a k-t és hozzavessziik az 1-et. Tehat B = (A \ {k}) U {1}. Mivel
f1] < f[k], igy a B-beli események paronként kompatibilisek és B pontosan annyi elemet tartalmaz,
mint A. Ez viszont azt jelenti hogy B is optimalis megoldas. Tehat minden esetben van olyan optimaélis
megoldas, melyben az elsé elem benne van.

A bizonyitas masodik lépéseként azt kell belatnunk, hogy az elsé elemet kovets elemek valasztéasa
esetén is optimalis megoldast kapunk. Ennek érdekében azt kell megvizsgalnunk, hogy az A’ = A\ {1}
optimalis megoldasa-e az S’ = {i € S : s[i] > f[1]} eseményeket tartalmaz6 problémanak. Tegyiik fel,
hogy talalunk olyan B’ megoldasat az S’ problémanak, amely tobb eseményt tartalmaz mint A’. Ebben
az esetben az els6 eseményt hozzaadva B’-hoz, az S problémanak olyan megoldast kapjuk, mely tobb
eseményt tartalmaz mint A. Ez viszont ellentmond annak, hogy A optimélis megoldas. Tehéat minden
moho valasztas utan olyan probléméank marad mint az eredeti. Igy az eredetileg kivalasztott eseménnyel
kompatibilis események koziil tjra az elsGt valaszthatjuk mohé modon.

Esemény elkiil6nitési probléma

Az esemény elkiilonitési problémanal adott n darab esemény, melyeknek ismerjiik a kezdési és befeje-
zési id6pontjaikat. Ezek rendere az s és az f tOmbben vannak eltarolva. Ezek az idépontok a feladat
megoldéasa soran nem modosithatok. Minden egyes eseményhez hozza kell rendelniink egy erdforrast.
Feladatunk, hogy minden eseményt hozzarendeljiink eréforrdsokhoz tgy, hogy a lehetd legkevesebb erd-
forrast hasznaljuk. (Az biztos, hogy van annyi eréforrasunk, amennyi sziikséges.)

A probléméat most ugy fogjuk megoldani, hogy az eseményeket kezdési idépontjuk szerint rendezziik.
Ezt kovetSen az els§ eseményt hozzarendeljiik az els6 eréforrashoz. A kovetkezs eseménynél megnézziik,
hogy hozzérendelhet6-e az els§ eréforrashoz, azaz kompatibilis-e az els§ erdforrashoz mar hozzaren-
delt eseménnyel. Ha hozzarendelhetd, akkor ezt meg is tessziik. Ha nem, akkor viszont hozzarendel-
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jik a méasodik eréforrashoz A soron kovetkezs eseménynél is megvizsgaljuk, hogy az els6 eréforrashoz
hozzarendelhetG-e. Ha igen, akkor igy tesziink, ha viszont nem, akkor tovabblépiink a mésodik erd-
forrasra. Ha ahhoz hozzarendelhets, akkor ezt tessziik, ha ahhoz sem, akkor a harmadik er&forrast is
hasznalatba vessziik. Ezen logika mentén jarunk el végig, tehat minden eréforrast sorban megvizsgalunk,
hogy az adott elemet hozza tudjuk-e rendelni. Ha egyikhez sem, akkor 0j eréforrast vonunk be a feladat
megoldasaba.

A konkrét megvalositast a 7.11. algoritmusban mutatjuk be. Az algoritmus bemenete az események
kezdeti idGpontjait tartalmazé s tomb, valamint a befejezési id6pontok f tombje. Mindkét tomb n
elemet tartalmaz. Mivel az események a kezdési id6k alapjan rendezettek, ezért s rendezett tomb.
Kimenetként egy n elemii A tombot allitunk els, melynek minden egyes eleme meghatarozza, hogy a
megfeleld eseményhez melyik eréforrast rendeltiik hozza.

7.11. Algoritmus Esemény elkiilonités

Bemenet: s —id8 rendezett témb, f —id8 témb, n — egész (t6mbok mérete)
Kimenet: A — egész tomb

1: fiiggvény ESEMENYELKULONITES(s : id6 rendezett tOmb, f : idS tomb, n : egész)
2 A < LETREHOZ(egész)[n]

3 utolsd < 0

4: ciklus i < 1-t6] n-ig

5: j+1

6 ciklus amig (j < utolsé) A “KOMPATIBLISESEMENYEROFORRASSAL(A, s, f,1, j)
7 j—J+1

8 ciklus vége

9: ha j < utolso akkor

10: Ali] 3

11: kiillbnben

12: utolsd < utolsd+ 1

13: Alt] < utolso

14: elagazas vége

15: ciklus vége

16: vissza A

17: fliggvény vége

Felhasznalt valtozdk és fliggvények

e s: Az események kezdési id6pontjainak névekvé moédon rendezett témbje.

e f: Az események befejezési id6pontjainak tombje.

e n: Az s és f tombok elemeinek szama.

e A: n elemi tomb, melynek i-edik eleme megadja, hogy az i-edik eseményt hanyadik eréforrashoz
rendelktiik hozza.

e utolsd: A hasznalatba vett eréforrasok legnagyobb indexe.

e LETREHOZ(egész)[n|: Utasitas, mely létrehoz egy n elemi egész tipusi tombot.

e KOMPATIBLISESEMENYEROFORRASSAL(A, s, f,4,7): A fliggvény megadja, hogy az i-edik esemény
kompatibilis-e a j-edik er&forrashoz mar hozzarendelt eseményekkel. Ennek meghatarozasahoz
sziikséges a kezdési (s) és befejezési (f) idSpontok, valamint az eréforras hozzarendelések A tomb-
jének ismerete.

Az utolsd valtozoban téaroljuk el, hogy hany darab eréforrast vontunk méar hasznalatba. Kezdetben
ez a szam 0 lesz (1d. 3. sor). A 4. sorban kezd6dd szamlalos ciklus végighalad az Gsszes eseményen. A
cikluson beliil megvizsgaljuk, hogy melyik er6forrast lehet az i-edik eseményhez rendelni. Kiindulas-
ként az els§ ercforrassal probalkozunk majd, ezért a j valtozot az 1 értékkel inicializaljuk (Id. 5. sor).
A 6. sorban kezd6dd ciklusban megvizsgaljuk, hogy a mér hasznalatba vett eréforrasok koziil valame-
lyikhez hozzarendelhet6-e az i-edik esemény. Ha lehetséges a hozzarendelés (1d. 9. sor), akkor ezt meg is
tessziik (1d. 10. sor). Egyéb esetben pedig 4j eréforrast vesziink hasznalatba (1d. 12. sor), majd ezt Gssze-
kapcsoljuk az i-edik eseménnyel (1d. 13. sor). Az algoritmus végén az A t6mbot adjuk vissza kimenetként
(1d. 16. sor).
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(b) Az események egy optimalis elkiilonitése.

7.12. abra. Esemény elkiilonitési probléma.

7.10. Példa. Adott 10 eseményiink, melyeket a lehets legkevesebb eréforrashoz kivanjuk hozzérendelni.
A 7.12a. abran megadjuk egy lehetséges elkiilonitését az eseményeknek. Minden egyes sor egy eréforrast
jelol. Lathato, hogy ebben az esetben 4 eréforras sziikséges.

A 7.11. algoritmus hasznalatéval egy méasik lehetséges elkiilonités adodik, ami a 7.12b. abran lathato.

Ebben az esetben csak 3 eréforras szitkséges a feladat megvalositasdhoz. 9

Futasi id6 elemzése. A 7.11. algoritmus futasi ideje nagymértékben fiigg attol, hogy hany eréforras
hasznalata sziikséges. Ez azért van igy, mert a belsd ciklus maximalis végrehajtasi szama a hasznélatba
vett eréforrasok szaméval egyezik meg. Legrosszabb eset az, ha az eseménypéarok nem kompatibilisek.
Ilyenkor ugyanis n darab ercforras sziikséges, igy a két egymasba agyazott ciklus miatt az algoritmus
futési ideje O(n?)-es. &

Utemezés késés minimalizalassal

A késés minimalizalassal torténd iitemezésnél azt kell meghataroznunk, hogy rogzitett idétartamu, ha-
taridével rendelkezé feladatokat hogyan tudunk dgy titemezni, hogy a lehets legkevesebb késés alljon eld.
Adott tehat n darab feladat, melyek egyetlen és ugyanazon eréforrast igényelik. Minden feladatnak is-
merjiik a teljesitéséhez sziikséges idGtartamot. Ezeket az idGtartamokat a t tombben taroljuk el. Minden
feladatnak van hatarideje is, melyek értéke a d tombben van eltarolva. Egy feladat késését kell tudnunk
értelmezni. Ha a feladatot a hatarideje el6tt tudjuk teljesiteni, akkor a késés mértéke 0. Viszont, ha
csak a hataridé utan tudjuk befejezni, akkor a befejezési id6pont és a hataridé kiilonbsége lesz a késés.
Ha f[i] jeloli az i-edik feladat befejezési idGpontjat (ez elére nem ismert) és [[i] az i-edik feladat késését,
akkor

1[i] = max {0, f[i] — d[i]} . (7.9)

Célunk, hogy az Gsszes feladat késésének maximumat minimalizaljuk. Ez azt jelenti, hogy jobb nekiink
sok kicsi késés, mint egy nagy.

A megalkotando algoritmusnal arra fogunk koncentralni, hogy a feladatokat a hataridejik szerint
rendezetten litemezziik. Azért igy jarunk el, mert ha a legkorabbi hataridével rendelkezé feladatot tudjuk
els6ként végrehajtani, akkor a késése biztos a lehetd legkisebb lesz. Feltessziik tehat, hogy az események
a hataridejlik szerint rendezettek. Kzt kévetSen nincs mas dolgunk, mint a feladatokat egymas utan
helyezni gy, hogy paronként kompatibilisek legyenek, hiszen csak egy erdéforras all rendelkezésiinkre.

A problémat a 7.12. algoritmussal oldjuk meg. Az algoritmus bemenete a hataridék d rendezett
tombje és az id6tartamok ¢ tombje. Mindkét tomb n elemti. Kimenetként a kezdési és befejezési iddk s
és f tombjeit allitja el§ az algoritmus.

Az algoritmus elején létrehozzuk a kimeneti s és f tomboket (1d. 2. és 3. sorok). Az utolsd valtozo
jelzi, hogy a soron kovetkezs feladat mikor kezdSédhet el legkordbban. Kezdeti értéke a 0 idépillanat
(Id. 4. sor). Ezutan a hataridé szerint feladatokat kell id6ziteni, amit az 5. sorban kezdddd ciklussal
valositunk meg. Az aktualis feladat kezdési ideje az utolsd valtozoban tarolt érték lehet (I1d. 6. sor).
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7.12. Algoritmus Utemezés késés minimalizalassal

Bemenet: d —id6 rendezett tomb, ¢t — id6 t6mb, n — egész (tdmbok mérete)
Kimenet: s —id6 témb, f —idd tomb

1: fliggvény KESESMINIMALIZALAS(d : id6 rendezett tomb, ¢ : id6 tomb, n : egész)
2: s < LETREHOZ(id&)[n]

3 f + LETREHOZ(id6)[n)

4: utolso + 0

5: ciklus i < 1-t6l n-ig

6 sli] < utolso

7 fi] « s[i] + t[i]

8 utolsd + f[i

9: ciklus vége

10: vissza (s, f)

11: fiiggvény vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e d: Hatarid6k novekvs modon rendezett tombje.
t: Id6tartamok tombje. A d[¢] hatarideji feladat idGtartama a ¢[].
n: A d és t tomb elemszama.
s: A kezdési id6pontok kimeneti tombje.
f: A befejezési id6pontok kimeneti tombje.
utolsd: Az aktualisan utolsoként idézitett feladat befejezési id6pontja.
+ LETREHOZ(id6)[n]: Utasitas, mely létrehoz egy n elemi idé tipusi tombot.

Ennek a feladatnak a befejezési ideje a kezdési idejének és az idGtartamanak az osszege (1d. 7. sor). A
kovetkezo feladat majd az aktuélis feladat befejezési idejekor kezdSdhet el, ezért aktualizaljuk az utolso
valtozo értékét is (1d. 8. sor). Miutan minden feladatot litemeztiink a kezdési és befejezési id6pontok
tombjeit adja vissza az algoritmus (1d. 10. sor).

7.11. Példa. Adott 6 feladat, melyek idStartamait és hataridejeit a 7.3. tablazatban adjuk meg. Ugy
kell iitemezniink a feladatokat, hogy az egyes feladatok késésének maximuma minimalis legyen.

112(3(4]5 |6
ti 32|14 3| 2
d; | 6899|141 15

7.3. tablazat. Feladatok idétartama és hataridejeik.

A 7.13a. abran egy ilitemezés, mely esetén a maximalis késés 6 idGegység.
A 7.12. algoritmus alkalmazéasaval a 7.13b. abran lathato litemezést kapjuk eredményiil, melynél a
legnagyobb késés csak 1 idSegység.

9

Futasi id6 elemzése. Mivel a 7.12. algoritmusban egyetlen ciklus van, mely pontosan n-szer fut le,
ezért az algoritmus futasi ideje O(n)-es. &
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késés = 2 késés = 0 max késés = 6

|d3:9| do =8 dg = 15 dy =6 | ds = 14 dg =9 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
(a) Egy lehetséges iitemezés.
max késés = 1
dy =9 dy =8 |d3:9| dy =9 ds = 14 i = il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

(b) Optimalis titemezés.

7.13. abra. Utemezés késés minimalizalassal.
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8. fejezet

Kupacrendezés

A kupacrendezés' a 3. fejezetben megismert rendezésekhez hasonléan helyben torténd rendezést valosit
meg egy tombben. A rendezés megvaldsitasihoz viszont egy speciélis adatszerkezetet kell megvalositani,
melyet kupacnak neveziink.

A fejezet 8.1. alfejezetében definidljuk azokat a fogalmakat, amelyek ahhoz sziikségesek, hogy meg-
értsiik milyen adatszerkezetet tekintiink kupacnak. Ezt kovetSen a 8.2. alfejezetben megismerkediink
a KUPACOL rekurziv eljarassal, amely a kupactulajdonsig fenntartasat biztositja. A 8.3. alfejezetben
ismertetjiik, hogy milyen modon lehet egy tetszsleges tombbdl kupacot épiteni. Mindezek ismeretében
a 8.4. alfejezetben adjuk meg a kupacrendezést megvalositoé algoritmust.

1 Angolul: heapsort
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Definicidok

Annak érdekében, hogy a kupac fogalmat értelmezni tudjuk, el6szér néhany méas adatszerkezetet kell
definidlnunk. Ezeket most nem teljes precizitassal tessziik meg, az Algoritmusok, adatszerkezetek II.
jegyzetben adjuk meg ezek pontosabb és részletesebb bemutatasat.

Bindris fanak? neveziink egy olyan adatszerkezetet, amelyben minden egyes elemnek (més széval
cstucsnak) legfeljebb két gyermeke van. A gyermek elemek kozott megkiilonboztetjiik a bal- és jobboldali
gyermeket. A binaris fanak egyetlen gyGkere van, melyet abrazolasnal — a valodi fakkal ellentétben — feliil
jelenitiink meg. Azokat a cstcsokat, amelyeknek egyetlen gyermeke sincs, leveleknek nevezziik. Ertelem
szerint ezeket dbrazoljuk a fa legaljan. A binaris fa magassaga alatt a levelekbdl gyokérbe vezets utak
koziil a leghosszabb hosszat értjiik.

A 8.1. abran bemutatunk egy binaris fat. Ennek gyGkerében a 8 van eltarolva, melyet kék szinnel
emeltiink ki. A gyokér elemnek két gyermeke van: baloldali gyermeke a kettes és a jobboldali gyermeke
a harmas értéket tartalmazo csiics. Lathatd a példabol, hogy minden cstucsnak legfeljebb két gyermeke
van, de példaul a harmas és 6t6s értéket tartalmazo csicsoknak csak egy-egy. A harmas értéki cstcsnak
csak jobboldali, mig az 6t6s értéket tartalmazo cstucsnak csak baloldali gyermeke van. Azok a cstcsok,
amelyeknek egyetlen gyermeke sincs, a levelek. Ezeket vilagoskék kitoltéssel jeloltiik. A bemutatott
binaris fa magassaga 3, mivel a legalso levelektdl harom lépésben jutunk el a gyokérig.

8.1. abra. Binaris fa. A fa tetején talalhato a fa gyokere (kék kitoltés), a fa aljan pedig a levelek
(vilagoskék kitoltés). A fa harmas magassagu.

A binaris fakban szintekrdl is beszélhetiink. A 8.1. dbran lathato binaris fa els§ szintjén — mint
minden mas binaris fa esetén is — csak a gyokér elem talalhato. A masodik szinten két elem van: a
kettes és a harmas értékeket tartalmazo. A harmadik szinten talaljuk az egyes, négyes és 6tos értékeket,
a negyedik szinten pedig a hatos, kilences és hetes értékeket.

Egy binaris fat teljes bindris fanak tekintiink, ha minden szintjén teljesen kitoltott, azaz az elsd
szinten egy elem, a mésodikon két elem, a harmadikon négy elem, az n-ediken pedig 2"~ ! elem talalhaté.
Konnyen belathato, hogy egy teljes binaris faban pontosan 2 —1 elem van, ha az n-edik szint a legals6. A
teljes binéris fakrol az is kijelenthetd, hogy minden elemnek pontosan kett vagy nulla gyermeke van, és
minden nulla gyermekkel rendelkez§ csiics (azaz levél) a legalso szinten van. Teljes binéris fara mutatunk
be példat a 8.2. abran.

8.2. dbra. Teljes binaris fa. A fa minden szintje teljesen kitoltott.

2 Angolul: binary tree
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Majdnem teljes bindris fdrdl beszéliink, ha csak az als6 szinten hidnyzik elem a teljes binaris fabol. A
majdnem teljes balrdl kitéltétt bindris fa pedig olyan majdnem teljes binaris fa, melynek az alsé szintje
balrol jobbra haladva van feltoltve.

A 8.3. 4bran egy majdnem teljes binaris fat mutatunk be, a 8.4. dbran pedig egy majdnem teljes
balrdl kitoltott binaris fa lathato.

8.3. dbra. Majdnem teljes binéris fa. A fanak csak a legalso szintjén hidnyoznak elemek.

8.4. abra. Majdnem teljes balrol kitoltott binaris fa. A fanak csak a legalso szintjén hidnyoznak elemek,
viszont a legalso szint balrdl van feltoltve.

A tovabbiakban csak a majdnem teljes balrol kitoltott binaris fakkal foglalkozunk. Ezek a fak tom-
bokkel reprezentalhatok tgy, hogy a fa gydkere a tomb elsd eleme, majd a masodik szint elemei balrol
jobbra haladva a tomb masodik és harmadik elemei, a harmadik szint elemei balrol jobbra haladva a
tomb negyedik, 6t6dik, hatodik és hetedik elemei, és igy tovabb. A 8.5. dbran megadtunk egy majdnem
teljes balrol kitoltott binéris fat a hozzarendelt indexekkel egyiitt. Az indexek ismeretében a fa mar egy-
értelmtien reprezentilhaté egy tombbel. Belathatd, hogy minden majdnem teljes balrol kitoltott binaris
fanak egyértelmiien megfeleltethetd egy toémb, illetve minden tombnek egyértelmiien megfeleltethets egy
majdnem teljes balrél kitoltott binaris fa.

8.5. dbra. Majdnem teljes balrél kitoltott binaris fa és tomb megfeleltetése.

Vizsgéaljuk meg, hogy egy majdnem teljes balrol kitoltott binaris fAban mi az i-edik elem baloldali,
illetve jobboldali gyermekének indexe. A 8.5. dbra alapjan azt latjuk, hogy az i-edik elem baloldali
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gyermeke a 2 - ¢ indexi elem, jobboldali gyermekének indexe pedig 2 - i 4+ 1, feltéve, hogy van az i-edik
elemnek baloldali és jobboldali gyermeke. Ezt altalanosan is be tudjuk bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy a k-adik szinten van az ¢ indext elem. Ha van az i-edik elemnek baloldali gyermeke,
akkor a k-adik szint biztosan teljesen fel van toltve. Tudjuk, hogy a k-adik szint végénél a 2% — 1 indexii
elem talalhato. Igy a k-adik szinten az i indext elem jobb oldalan 6sszesen 2F —1—i darab elem talalhato.
Az i-edik elem bal oldalan pedig i — (2’“‘1 — 1) — 1 darab elem van a k-adik szinten. A k+ 1-edik szinten
az i-edik elem baloldali gyereke el6tt pontosan kétszer annyi elem all, mint ahany elem a k-adik szinten
volt az i-edik elem elGtt, azaz 2- (Z — (2’“‘1 — 1) — 1). Mivel az i-edik elembdl ugy jutunk el az 6 baloldali
gyermekéhez, hogy feltoltjiikk a k-adik szinten i-t6l jobbra lévs helyeket, majd a k + 1-edik szinten az
i-edik elem baloldali gyermekétsl balra 16vs helyeket, aztan pedig még egyet jobbra lépiink. Ezért az
i-edik elem baloldali gyermekének indexe:

i+ 21—+ [2- (- (2" -1) 1) +1=2-i

A jobboldali gyermek indexe eggyel nagyobb mint a baloldali gyermek indexe, ezért az 2 -4 + 1 lesz
minden esetben, ha létezik jobboldali gyermek. Mindebbdl kévetkezik, hogy az i-edik elem sziil6jének
indexe pedig |n/2].

Vegyiik észre azt is, hogy egy n elemid majdnem teljes balrdl kitoltétt binaris fanak a levelei az
[n/2] + 1 indexi elemt6l az n indexi elemig tartanak, hiszen az n indext elem sziilGje a legnagyobb
olyan indext elem, amely nem levél. A fa gyokérelemének indexe minden esetben az 1.

Erdemes lenne azt is megvizsgalni, hogy egy n elemt majdnem teljes balrél kitoltott binaris fanak
hény szintje van. Ha a szintek szamat k-val jeloljiik, akkor biztos igaz, hogy

2l 1<p<2h -1
Ebbdl viszont kévetkezik, hogy
kE—1<logy(n+1) <k.

Mivel a szintek szdma egész szam, ezért
k = [logy(n+1)].

Az eddigi definiciok mind sziikségesek voltak ahhoz, hogy definialni tudjuk a kupacot. Kupacnak?
nevezzik azt a majdnem teljes balrol kitoltott binaris fat, melyben minden elemre igaz, hogy az adott
elem nagyobb értékt mindkét gyermeke értékénél. Ezt a tulajdonsigot kupactulajdonsagnak nevezziik.

Mivel a kupacok majdnem teljes balrol kitoltott binaris fak, ezért tombokkel reprezentalhatok. Igy

stz

|n/2] kozé es6 i-re igaz, hogy

x[2-i+1].

x[i] >
xli] =
Utobbi természetesen csak akkor all fenn az |n/2]-edik elem esetén, ha n paratlan érték, azaz a kupac
utolsé eleme a sziil§jének jobboldali gyermeke, egyéb esetben ugyanis kiindexelnénk a t&mbbdl.

A 8.6. abran bemutatunk egy kupacot binaris fa és tomb reprezentécioval is.

Osszefoglalva: kupacnak tekintjiik azt a majdnem teljes balrol kitoltott binaris fat, mely teljesiti a
kupactulajdonsagot és témbként reprezentalhato.

3 Angolul: heap
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8.6. abra. Kupac binaris fa és tomb reprezentacioja.
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Kupacolas

A kupacrendezés megvalositasahoz elGszor sziikséges par segédalgoritmus megvalositasa. Az els§ ezek
koziil a kupacolas, vagy mas néven a kupactulajdonsag fenntartésa.

A kifejlesztendd algoritmus egy olyan tombot kap bemenetként, melynek ha nézziik a majdnem teljes
kiindulo részfa kupacnak tekinthetd, valamint az i-edik elem jobboldali gyermekébdl, mint gyokérbsl
kiindul6 részfa is teljesiti a kupacokkal szembeni elvarasokat. Példaul a 8.7. abran a 4-es és 5-6s indexd
elemekbdl, mint gyokérbdl kiinduld részfak kupacnak tekinthetSk. Viszont a 2-es indexi elembdl, mint
gyokérbdl kiinduld részfa mar nem kupac, hiszen a kettes indext elem gyermekei kisebbek nala.

1

8.7. dbra. A 4-es és az 5-6s indexii elembdl, mint gySkérbdl kiinduld részfak kupacnak tekinthetok,
viszont a 2-es indexi elemre mar nem teljesiil a kupac tulajdonsag.

A kupacolas erre a problémaéra nyujt megoldast, tehat ha a 2-7 indexd elembdl, mint gyokérbél indulo
részfa kupac, és a 2-i+ 1 indext elembdl, mint gyokérbdl indulo részfa is kupac, akkor biztositja, hogy az
i-edik elembdl, mint gyokérbsl indulo részfa is kupac legyen. Ezt tgy éri el az algoritmus, hogy kivalasztja
az i, 2-1 és 2 -1+ 1 indexii elemek koziil a legnagyobb értékiit és ezt cserével az i-edik helyre teszi. Ha
eleve az i-edik elem volt a harom vizsgalt elem koziil a legnagyobb, akkor nincs tovabbi teendd. Viszont
ha az i-edik elem valamely gyermeke volt a legnagyobb, akkor az adott gyermek értéke keriil az i-edik
helyre, az i-edik elem pedig az adott gyermek helyére. Ilyenkor azonban az adott gyermek elembd]l mint
gyokérbsl induld részfa méar nem biztos, hogy kupac, ezért arra rekurzivan meg kell hivni a kupacolast.
A rekurziv hivasok zaros id6n beliil véget érnek, mert a hivasok sorén eljutunk olyan elemhez, ami mar
levél, tehat nincs gyermeke.

A 8.1. algoritmusban irjuk le a kupacolas konkrét megvalositasat. Az algoritmust megvaldsito eljaras
bemenete az az x tomb, amelyben a kupacolast végre akarjuk hajtani. Természetesen az x t6mb n méretét
is ismerjiik. Meg kell adni a kupac k elemszaméat is, amely &ltalaban megegyezik a tomb méretével.
Ennek sziikségességét késébb fogjuk megérteni. Ezeken kiviil még az ¢ index az eljards bemenete. Az
algoritmusban feltételezziik, hogy a 2 -4 és 2 -7+ 1 indexii elemekbdl mint gyokérbdl induld részfak mar
kupacok, vagy nem léteznek ezek az elemek.

Az algoritmus 2. és 3. soraiban meghatarozzuk az i indexii elem bal- és jobboldali gyermekeinek
indexeit. Ezek nem biztos, hogy val6di indexek, ezért ezt majd vizsgalnunk kell. Ezt kévetGen el kell
dénteniink, hogy a fokuszban 1évs harom elem koziil (i, 2 -4 és 2 - ¢ + 1 indextek) melyik a legnagyobb.
Ennek érdekében a 4. sorban megnézziik, hogy létezik-e baloldali gyermek a kupacban (bal < k feltétel),
illetve ha létezik, akkor nagyobb-e az z[i] elemnél. Ha létezik és nagyobb, akkor a baloldali gyermeket
tekintjiilk maximalisnak, ezért az indexét eltaroljuk a maxz véaltozoban (1d. 5. sor). Egyéb esetben az
i-edik elem lesz az aktualis maximum (I1d. 7. sor). Ezt kovetGen megvizsgaljuk, hogy benne van-e a
kupacban az i-edik elem jobboldali gyermeke (jobb < k feltétel) és nagyobb-e az eddigi maximumnal
(Id. 9. sor). Ha igen, akkor a jobboldali a gyermek a legnagyobb a vizsgalt harom elem koziil, ezért
ennek az indexét taroljuk el a max valtozoban (Id. 10. sor). A 12. sorban megvizsgaljuk, hogy az i-
edik elem volt-e a legnagyobb. Ha igen, akkor nincs sziikség tovabbi teenddkre, hiszen a gyermekeibdl
mint gyokerekbdl kiinduld részfakrol tudjuk, hogy kupacok, és az i-edik elembdl mint gyokérbsl indulo
részfa is teljesiti a kupac tulajdonsagot. Ha viszont valamelyik gyermeke a harom vizsgalt elem kozil a
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8.1. Algoritmus Kupactulajdonsig fenntartasa

Bemenet: + — T tomb,n — egész (tomb mérete), k — egész (kupac mérete), i —
egész; ahol T 0Osszehasonlithato
Kimenet: £ — T t6mb
1: eljaras KupPACOL(cimszerint z : T t6mb, n : egész, k : egész, i : egész)

2: bal <+ 2 -1

3: jobb <—2-i+1

4: ha bal < k A z[bal] > z[i] akkor
5: max < bal

6: kiildnben

T mazx < i

8: elagazas vége

9: ha jobb < k A z[jobb] > z[max] akkor
10: max <— jobb

11: elagazas vége

12: ha maz # i akkor

13: x[i] <> z[maz]

14: KupacoL(z, n, k, maz)

15: elagazas vége
16: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fliggvények

x: A feldolgozandd témb, amelybdl kupacot akarunk késziteni.

e n: Az x tomb elemszama.

o k: Az x tomb elss k darab elemét vessziik figyelembe a kupac kialakitas soran.

e i: Az aktualis index, amely alatti elemekre az algoritmus biztositja a kupactulajdonsag teljesiilését,
ha az i-edik elem alatti két részkupac mar eleve kupactulajdonsagi.

bal: Az i-edik elem bal oldali gyerekének indexe.

jobb: Az i-edik elem jobb oldali gyerekének indexe.

max: Az i, a bal és jobb indexii elemek koziil a legnagyobb elem indexe.

Sergyan Szabolcs 276 Obudai Egyetem
Neumann Janos Informatikai Kar



legnagyobb (max # i), akkor az adott gyermeket és az i-edik elemet megcseréljiik (1d. 13. sor). Ekkor az
i-edik elemnél mar minden alatta 1év6 elem kisebb lesz, viszont a csere folytan 4j értéket kapd gyermekre
méar nem biztos, hogy teljesiil a kupac tulajdonsig. Ezért az adott gyermekre vonatkozoan rekurzivan
meghivjuk a kupacolas eljarast (1d. 14. sor).

8.1. Példa. Nézziik meg, hogy a 8.8a. 4bran lathatd példa esetén miként tudjuk a kupac tulajdonsagot
fenntartani a 2-es indexii elem esetén. Lathato, hogy a bal- és jobboldali gyermekekbdl mint gyokérbsl
kiindulé részfak mar eleve teljesitik a kupac tulajdonsagot, viszont a 2-es indext elemre mar nem teljestil
a kupacokkal szemben valasztott kovetelmény.

Meghivjuk a KUPACOL eljarast olyan médon, hogy a bemenetek koziil n és k megegyezik, ¢ értéke
pedig 2. Az eljaras kivalasztja a 2-es, 4-es és 5-0s indexii elemek koziil a legnagyobbat, ami most az 5-6s
indext. A masodik és 6todik elem kicserélésre keriil. Igy a 2-es indexti helyre keriil a legnagyobb elem,
illetve a baloldali részfa mar biztos rendben van (ld. 8.8b. abra). Viszont a jobboldali részfaban a csere
miatt elromolhatott a kupac tulajdonsag teljesiilése, ezért rekurziv médon meghivasra keriil a KupacoL
eljaras az ¢ = 5 értékkel.

A rekurzivan hivott eljaras kivalasztja az 5-6s, 10-es és 11-es indexii elemek koziil a legnagyobbat. Ez
a tizedik elem, amit megcseréliink az 6todik elemmel. Igy az 6todik elem a helyére keriilt és a jobboldali
részfaja méar rendben van, viszont a csere miatt most a baloldali részfaban sériilhetett a kupactulajdonsag
teljesiilése (1d. 8.8c. 4bra). Emiatt ismét rekurziv hivas kovetkezik az ¢ = 10 paraméterrel.

A 10-es indexti elemnek csak baloldali gyermeke van, ezért az eljaras a 10-es és 20-as indexii elemek
koziil valasztja ki a nagyobbikat. Mivel a huszadik elem nagyobb, ezért megtorténik a csere, aminek
kévetkeztében a 10-es index helyen mar biztos jo elem all (1d. 8.8d. 4bra). Viszont még egy rekurziv hivas
torténik, hiszen a 20-as indexii elembd] mint gyokérbdl indulo részfaban elromolhatott a kupactulajdonsag
teljestilése.

Mivel a 20-as indexi elemnek nincsenek gyermekei, ezért az eljards a 20-as indexid elemet fogja
legnagyobbnak tekinteni, és nem torténik csere, illetve tjabb rekurziv hivés.

A kupacolés véget ért, a 2-es indext elembdl mint gyokérbdl induléd részfara méar teljesiil a kupactu-
lajdonsag. 9

Futasi id6 elemzése. Hatéarozzuk meg, hogy mennyi a 8.1. algoritmusban részletezett KUPACOL eljaras
futasi ideje. A harom vizsgalt elem koziil a legnagyobb kivalasztasa O(1) 1épésben megvalosithato. Majd
a csere, ha sziikséges, csak harom értékadést jelent. Ezért valojaban azt kell megvizsgélni, hogy legfeljebb
hany rekurziv hivas torténik.

Mivel minden rekurziv hivasnal a binaris fa eggyel lejjebbi szintjére keriiliink, ezért a hivasok szama
legfeljebb a fa mélysége lehet. Errsl viszont tudjuk, hogy n elemt fa esetén [log,(n+1)]. Igy a kupacolas
futasi ideje: T'(n) = O (logn). &
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(a) A 2-es indexi elemre vonatkozoan kell kupacolni.
1

(b) A 2-es indexti elemre vonatkozdan kell kupacolni.
1

(c) Az 5-6s index( elemre vonatkozoan kell kupacolni.
1

(d) A 10-es indexti elemre vonatkozoan kell kupacolni.

8.8. dbra. Kupacolas.
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Kupac épitése

A kupacrendezés megvalositasa felé vezet6 uton kiovetkezd lépésiink annak meghatarozasa, hogy egy
tetszGleges tombot miként lehet kupacca atalakitani. Ennek érdekében azt fogjuk megvizsgalni, hogy a
tomb mely elemeibdl mint gydkérbsl kiinduld részfakra teljesiil mér eleve a kupactulajdonséag, illetve a
tobbi elemre milyen moédszerrel biztosithaté az elvar tulajdonséag teljesiilése.

Tudjuk, hogy minden témbnek van egyértelmi majdnem teljes balrol kitoltott binaris fa reprezen-
tacidja. Konnyen lathato, hogy egy binaris fa levél elemeibd]l mint gyokérbdl kiindulo részfakra eleve
teljesiil a kupactulajdonsag, hiszen a nemlétez6 gyermek elemeknél nem kisebb a benniik tarolt elemek
értéke. Azt is tudjuk, hogy egy majdnem teljes balrol kitoltott binaris fa minden |n/2| + 1 és n kozotti
indexti eleme levél. Igy az x témb |n/2] + l-edik és n-edik eleme kozotti elemekre mér kezdetben is
teljesiil a kupactulajdonség.

Hogyan lehetne a t6bbi, nemlevél elem esetén elérni, hogy teljesiiljon a bel6liik mint gyokérbsl indulo
részfara a kupactulajdonsag. Amennyiben az alattuk 1év§ elemek mar eleve kupacok, akkor ezt kupaco-
lassal (1d. 8.1. algoritmus) el tudjuk érni. Ennek érdekében a nemlevél elemeket a tdmb vége feldl eldre
haladva fogjuk bejarni. Akkor ugyanis elGszor a tomb |n/2]-edik elemével foglalkozunk. Ennek minden
gyermeke levél, tehat kupactulajdonsagi. Kupacolas utan mar az |n/2]-edik elembdl mint gyokérbdl in-
dul6 részfara is teljesiil a kupac tulajdonsag. Ahogy lépiink el6ére mindig olyan elemhez jutunk, melynek
gyermekei mar kupacok, hiszen nagyobb indextiek. Igy viszont az egész tomb is kupacca tehetd.

A konkrét megvaldsitast a 8.2. algoritmusban mutatjuk be. Az algoritmus bemenete egy n elemi x
tomb, kimenete pedig a kupaccé alakitott tomb.

Az algoritmus 2. soraban kezd6dd ciklussal végigjarunk a nemlevél elemeken. A ciklusban csak
annyit kell tenniink, hogy az aktualis elemre meghivjuk a KUPACOL eljarast agy, hogy a kupacméretet
és a tombmeéretet azonosnak tekintjiik (Id. 3. sor).

8.2. Algoritmus Kupac épitése

Bemenet: © — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: x — T kupac

1: eljaras KurACOTEPIT(cimszerint z : T tdmb, n : egész)

2: ciklus i « |[n/2]-t6l 1-ig

3: KupacoL(z, n, n, i)

4: ciklus vége

5: eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: A feldolgozandé témb, amelybdl kupacot épitiink.
e n: Az x t0mb elemeinek szdma.

8.2. Példa. Alkalmazzuk a kupacépités 8.2. algoritmuséat a ?7. dbran adott tombre. Kezdetben az
utolsd 6t elemre méar teljesiil a kupactulajdonsag (Id. 8.9a. abra). Elindul az algoritmus 2. sordban
kezd6d6 ciklus, @ kezdeti értéke négy lesz. A kupacolas hatésara a negyedik és nyolcadik elem cseréjét
kévetGen mar teljesiil a negyedik elemre a kupactulajdonsag (1d. 8.9b. abra). A ciklusban tovabblépiink a
harmadik elemre (1d. 8.9c. abra). Erre az elemre mar eleve teljesiil a vizsgalt tulajdonség, igy léphetiink a
maéasodik elemre. A kettes indext elem esetén két cserével érhetd el, hogy a a kupactulajdonsag fennalljon
(1d. 8.9d. abra). A ciklusban végiil az elsé elemre is meghivjuk a KUPACOL eljarast, aminek eredményeként
egy cserét kovetSen az egész tomb kupacca valik (1d. 8.9e. abra). 4

Futési id6 elemzése. A KUPACOTEPIT eljarasban a ciklus pontosan |n/2[-szer fut le. A cikluson
beliil a KUPACOL eljarast hivjuk meg, melynek futasi ideje O (logn)-es, igy a kupacépités futési ideje:
T(n)=0(nlogn)-es. &
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(a) A kezdeti tomb és annak majdnem teljes balrél kitoltott
binaris fa reprezentacibja.

(b) A negyedik elemre kupacolunk. Egy cserét kovetGen
teljesiil a kupactulajdonsag.

(¢) A harmadik elemre kupacolunk. Most nincs sziikség
cserére.

8.9. dbra. Kupacépités.
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(d) A masodik elemre kupacolunk. Most két cserét kell el-
végezniink.

(e) Az els6 elemre kupacolunk. Egy cserét kivetSen az egész
tomb kupaccé valik.

8.9. abra. Kupacépités (folyt.).
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Kupac rendezése

Elérkeztiink oda, hogy végre képesek vagyunk kupacok segitségével rendezni egy tombot. Tudjuk, hogy
egy kupacban az els6 elem mindig a legnagyobb, hiszen csak igy teljesiilhet ra a kupactulajdonsag.
Egy noévekvSen rendezett tombben viszont a témb végére szeretnénk vinni a legnagyobb elemet. Ennek
érdekében cseréljiik meg a témb elsé és utolsd (n-edik) elemét. Igy a legnagyobb elem biztos a helyére
keriil és tobbé mar nem is kell vele foglalkozni.

Emiatt a tovabbiakban tekintsiik a tombnek csak az els6 n — 1 darab elemét. Ez majdnem kupacnak
tekinthetd, csak az els§ elembdl mint gydkérbdl indulo részfara nem teljesiil biztosan a kupactulajdonsag,
hiszen a korabbi cserével ezt elronthattuk. Hivjuk meg ezért az els6 elemre a KUPACOL eljarast. Figyel-
junk arra, hogy a tomb mérete ekkor n, de a kupacként vizsgalt része mar csak n—1 elemd. (Emiatt van
arra sziikség, hogy a KUPACOL eljarasban kiilon adjuk meg a tomb és a kupac méretét.) Az n — 1 elemd
kupac legnagyobb eleme biztos az els6 helyre keriil. Cseréljikk meg az elss és az (n — 1)-edik elemet,
majd a tovabbiakban csak az els6 n — 2 darab elemmel foglalkozzunk.

Iterativan vigyiik mindig az aktualisan vizsgalt kupac els§ elemét hatra, majd csokkentsiik a kupac
méretét eggyel és kupacoljunk ismét az els6 elemre. Tegyiik ezt mindaddig, amig a masodik elem is a
helyére nem kertil. Ekkor mar biztos, hogy az els6 elem is a helyén lesz, igy a tombiink rendezetté valik.

A 8.3. algoritmusban irjuk le a rendezést megvalosito eljarast. Bemenetként az x tOmbot és annak n
elemszamat adjuk meg, kimenetként pedig a rendezett tombdét kapjuk vissza.

Az algoritmus 2. soraban a 8.2. algoritmusban ismertetett kupacépitést hivjuk meg. Miutdn mér van
kupacunk egy ciklussal bejarjuk a kupacot az n-edik elemtdl a masodik elemig (1d. 3. sor). A cikluson
beliil megcseréljikk az els6 és az i-edik elemet (1d. 4. sor), majd kupacolunk az els6 elemre tgy, hogy
kupacnak csak a tomb elss i — 1 darab elemét tekintjiik (I1d. 5. sor). A ciklusbol kilépve rendezett t6mbot
kapunk vissza.

8.3. Algoritmus Kupacrendezés

Bemenet:  — T tomb, n — egész (tomb mérete); ahol T Gsszehasonlithato
Kimenet: 2 — T rendezett témb
1: eljaras KUPACRENDEZES(cimszerint z : T tomb, n : egész)
KupacoTEPIT (2, n)
ciklus i < n-t6l 2-ig
KupacoL(z, n, i — 1, 1)
ciklus vége
eljaras vége

Felhasznalt valtozok és fiiggvények
e z: A feldolgozand6 témb, amelyet rendeziink.
e n: Az x tomb elemeinek szdma.

8.3. Példa. A 8.10. abran végig kovethetjiik, hogy miként rendezi a kupacrendezés 8.3. algoritmusa
az adott x tombot. Az eredeti tombot a 8.10a. abran adtuk meg. Eldszor felépitjiik a kupacot, aminek
eredményét a 8.10b. abran lathatjuk. Ezt kévetSen megcseréljiik az elsé és a kilencedik elemet, majd
az elsd nyolc elembd] képzett résztombot az els§ elemre torténd kupacolédssal visszaalakitjuk kupacca
(Id. 8.10c. abra). Az 0j kupac els6 elemét a nyolcadik helyre mozgatjuk, majd ismét kupacolunk az
els6 elemre, mikozben mar csak az els6 hét elemet vessziik figyelembe (1d. 8.10d. abra). Hasonl6 logikat
kovetve jarunk el, ahogy a 8.10e-8.10j. abrakon lathato. Az eljaras végén a tombiink rendezetté valik.

9

Futasi id6 elemzése. Vizsgaljuk meg a kupacrendezés 8.3. algoritmusanak futasi idejét. ElGszor
meghivjuk a KUPACOTEPIT(e)ljarast, aminek futasi ideje O (nlogn)-es. Ezt kdvetSen (n — 1)-szer fut
le a ciklus, melyben egy cserét hajtunk végre és meghivjuk az O (nlogn) futéasi idejii KUPACOL eljarast.
Ezek alapjan lathato, hogy a kupacrendezés futéasi ideje: T (n) = O (nlogn)-es. &
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(a) A kezdeti tomb és annak majdnem teljes balrél kitoltott
binéris fa reprezentacioja.

(c) A legnagyobb elem a helyére keriilt. Az els6 nyolc elemet
az els6 elembdl indulva kupacoljuk.

8.10. abra. Kupacrendezés.
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(d) A nyolcadik elem a helyére keriilt. Az els6 hét elemet
kupacoljuk az els§ elembdl indulva.

e | a5 |21 ][3]7]s8]o]

(e) A hetedik elem a helyére keriilt. Az els6 hat elemet
kupacoljuk az els¢ elembdl indulva.

slsals]e]t]e]z]8]o]

atodik elem a helyére keriilt. Az els6 ot elemet ku-
f) A hatodik el hel keriilt. Az els6 6t el k
pacoljuk az els¢ elembdl indulva.

8.10. abra. Kupacrendezés (folyt.).
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(g) Az 6t6dik elem a helyére keriilt. Az els6 négy elemet
kupacoljuk az els¢ elembél indulva.
1

4 5 6 7
:6“ Q

(h) A negyedik elem a helyére keriilt. Az els6 harom elemet
kupacoljuk az els¢ elembdl indulva.

1
@/@ 3
4 5 6 7
8 9

(i) A harmadik elem a helyére keriilt. Az els6 két elemet
kupacoljuk az els¢ elembdl indulva.

8.10. abra. Kupacrendezés (folyt.).
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(j) A masodik elem a helyére keriilt. Igy az elsé elem is
biztos a helyén van, tehat a tomb rendezett lett.

8.10. abra. Kupacrendezés (folyt.).
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Magyar-angol szétar

0-1 hatizsak feladat
Algoritmus

Bemenet
Beillesztéses rendezés
Binaris fa

Binaris keresés
Buborékrendezés
Dinamikus programozas
Eldontés

Feljegyzéses modszer
Gyorsrendezés
Kimenet

Kivalasztas
Kivalaszt6 rendezés
Kupac

Kupacrendezés

Leghosszabb k6z6s részsorozat

Linearis keresés
Logaritmikus keresés
Lokalis valtozo
Masolas

Metszet

Moho algoritmus
Nyers ers

Oszd meg és uralkodj
Osszefésiils rendezés
C)sszegzés

Tampont elem

0-1 knapsack problem
Algorithm

Input

Insertion sort

Binary tree

Binary search

Bubble sort

Dynamic programming
Decision
Memoization
Quicksort

Output

Selection

Selection sort

Heap

Heapsort

Longest common subsequence

Linear search
Logarithmic search
Local variable
Copy

Intersection
Greedy algorithm
Brute force

Divide and conquer
Merge sort
Summation

Pivot element
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Tipus Type

Uni6 Union
Valtozo Variable
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Angol-magyar szotar

0-1 knapsack problem
Algorithm

Binary search

Binary tree

Brute force

Bubble sort

Copy

Decision

Divide and conquer
Dynamic programming
Greedy algorithm
Heap

Heapsort

Input

Insertion sort
Intersection

Linear search

Local variable

Logarithmic search

Longest common subsequence

Memoization

Merge sort
Output

Pivot element
Quicksort
Selection

Selection sort

0-1 hatizsak feladat
Algoritmus

Binaris keresés
Binaris fa

Nyers er§
Buborékrendezés
Masolas

Eldontés

Oszd meg és uralkodj
Dinamikus programozas
Moho algoritmus
Kupac
Kupacrendezés
Bemenet
Beillesztéses rendezés
Metszet

Lineéris keresés
Lokalis valtozo

Logaritmikus keresés

Leghosszabb koz0s részsorozat

Feljegyzéses modszer
Osszefésiils rendezés
Kimenet

Tampont elem
Gyorsrendezés
Kivalasztas

Kivalaszto rendezés
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Summation Osszegzés

Type Tipus
Union Unid
Variable Valtozo
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