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Attekintés

Dolgozatomban a rendezé algoritmusokkal fogok foglalkozni, amelyek egy
tetsz6leges halmaz elemeit rendezik sorba, valamilyen rendszer szerint. Az
els6 fejezetben bemutatésra keriilnek a rendezéshez leggyakrabban hasznalt
adatszerkezeteket és ezek miveleteit. Ezt kdvetGen formalizaljuk a rendezés
fogalmat, és rendszerezziik, hogy milyen szempontok szerint lehet a rendezé
algoritmusokat csoportokba sorolni. A masodik fejezetben ezen kiviil kimond-
juk és bebizonyitjuk az Osszehasonlito algoritmusok miiveletigényére vonat-
koz6 tételeket. A kovetkezd részekben bemutatunk néhany 6sszehasonlito,
nem Osszehasonlité és rendezd halézat alapu algortimust, valamint megvizs-
galjuk 6ket a miiveletigényiik szempontjabol. Minden bemutatott algoritmus-
hoz struktogram is késziilt, amelyen keresztiil konnyebben elvalaszthatoak az
egymast kovetd lépések, ehhez felhasznalom a Lérentey Kéroly altal készi-
tett LaTeX struktogram szerkesztd stilust, amely az alabbi oldalon érhetd el:
http://aszt.inf.elte.hu/ lorentey/mirror/downloads/stuki/. Végiil
a bemutatott algoritmusok egy részét a gyakorlatban is megvizsgaljuk a m-
veletigényiik szempontjabol. Fzek a Matlabban készitett forraskodok megta-
lalhatoak a dolgozat végén.

1. Bevezetés

Algoritmus alatt egy olyan utasitassorozatot értiink, amely egy adott prob-
léma megoldasara alkalmas, legyen az a vacsora elkészitése, két szam legna-
gyobb kozos osztdjanak meghatarozasa, vagy akar egy tticélhoz valo eljutas.
Minden algoritmus elére meghatarozott, elemi lépésekbdl épiil fel, amelyek
maguk is lehetnek kiilon elkészitett algoritmusok.

Bar a fenti példakbol lathato, hogy az élet minden teriiletén haszna-
lunk algoritmusokat, elssorban mégis a matematikdban és az informatiké-
ban hangstilyozzuk ki és vizsgaljuk 6ket. Vizsgalatukhoz torekedniink kell a
lehetd legkevésbé nyelvspecifikus, minél formalizaltabb felirasra, hiszen igy
lehet 6ket matematikai szempontbol elemezni. Az algoritmusokat vizsgaljuk
a lépésszamuk és a tarhelyigényiik szempontjabol.

2. Abrazolasok

2.1. Struktogram

A struktogram a szamitégépes algoritmusok egy olyan altalanos nyelven, egy
egységként és meghatarozott keretek kozott torténd leirdsa, amely konnyen
olvashatd és barmely programozési nyelvre egyértelmien atkdédolhato.


http://aszt.inf.elte.hu/~lorentey/mirror/downloads/stuki/

Elemei

e Szekvencia: utasitdsok egymas utdn végrehajtando sorozata.

Utasitasl
Utasitas?2
Utasitas3

o Elagazas: feltétel, amelynek hamis eredményeként a bal oldali, igaz
eredményeként a jobb oldali utasitasok hajtoédnak végre.

Feltetel

Utasitds, ha hamis Utasitds, ha igaz

e Tobbagu elagazas: olyan feltételrendszer, amelyek koziil mindig csak az
egyik teljesiilhet.

(Tébbagi eligazas)
[

Feltetell Feltetel2 Feltetel3

Utasitasl Utasitas? Utasitdas3

e (Ciklus: valamilyen feltétel teljesiiléséig ismétléds utasitasok sorozata

Feltetel
Utasitds1
Utasitas?2

2.2. Adatszerkezetek

Adatok reprenzentalasara szamtalan adattipust alkalmazhatunk, példaul tom-
bot, sort, vermet, listat, vagy binaris fat; mindegyiknek vannak elényei és



hatranyai, példaul a rajtuk elvégezhets miiveletek, vagy abenniik tarolt ada-
tok elérhet6sége szempontjabol. Az altalam bemutatott rendezé algoritmu-
sok jellemzGen tomboket, listakat, és binaris fakat fognak hasznalni, ezért a
kovetkez6kben bemutatom ezeknek a tipusait, formélis leirdsat, valamint a
rajtuk elvégezhets miiveleteket.

Listak

1. Definicio (Lista). A lista egy olyan absztrakt linedris adatszerkezet, amely
véges sok elem rendezett tdroldisdra alkalmas. Megkiilonboztethetjik dket asze-
rint, hogy van-e fejelemiik, ciklikusak-e, és hogy eqy, vagy két irdnyba bejdr-
hatoak.

2. Definicié (Lancolt lista). Az eqyszeresen lancolt listdk olyan listdk, ame-
lyek elemei az adaton kivil a kovetkezd elemre mutato pointert is tdrolnak.
A kétszeresen ldancolt listdk elemei is rendelkeznek az eldbbi tulajdonsdggal,
ezen feliil még van a megeldzd elemre vonatkozo mutatojuk is.

Fak

3. Definici6é (Fa). Adatszerkezetként fanak nevezziik egy csomdpontok élek-
kel dsszekotott halmazdt, ha létezik eqy kitintetett gyokér pont, minden a
gyokértol kilonbozd pont pontosan eqy éllel kapcsolodik a szildjéhez, és dssze-
fiiggenek a pontok, azaz barmely nem gyokérpontbol kimndulva a szildkon ke-
resztil a gyokérhez juthatunk.

Jellemz6i:

e Pont mélysége: A gyokértsl a ponthoz vezets 1t hossza.
e Fa magassaga: A gyokér és a legtavolabbi levél tavolsaga.

e Pont szintje: A fa magassagénak és a pont mélységének kiilonbsége.

4. Definicié (Binaris fa). Bindris fik azok a fik, amelyekben minden pont-
nak legfeljebb két leszdrmazottja van.

5. Definicié (Balra t6moritett binaris fa). Balra tomdritettnek nevezziik
azokat a bindris fakat, amelyekben a levelek balrol-jobbra hézagmentesen he-
lyezkednek el.

6. Definiciéo (Kupac). Kupacnak nevezziik azokat a balra toméritett bindris
fakat, amelyeknek minden belsd pontjiban lévd érték nagyobb, vagy eqyenld,
mint a gyerekeiben lévd érték, és minden pontnak legfeljebb 2 leszirmazottja
van.



Kupacmiiveletek:

e Empty(Heap): egy iires kupac létrehozasa,
miiveletigénye: ©(1)

e IsEmpty(Heap): logikai; ellenérzi, hogy van-e elem a kupacban,
miiveletigénye: ©(1)

e First(Heap): Element, vagy NIL; megadja a kupac elsd elemét,
miiveletigénye: O(1)

e Insert(Heap, Element): Kupac, vagy NIL; beszir egy tj elemet a ku-
pacba,
miiveletigénye: ©(1)

e TakeOut(Heap, Element): (Heap x Element) vagy NIL; kivesz egy
adott elemet a kupacboél,
miiveletigénye: O(1)

e MoveUp(Heap, Index): Heap; az adott indexii elemet megcseréli a szii-
l6jével,
miiveletigénye: O(log(n))

e MoveDown(Heap, Index): Heap; az adott indext elemet megcseréli a
nagyobb leszarmazottjaval,
miiveletigénye: O(log(n))

A majdnem teljes binaris fakat algoritmusok implementéici6éjaban altala-
ban valamilyen tombszerii adatszerkezetben taroljuk el, igy konnyebb imple-
mentalni és kezelni is ket, &m ehhez sziikség van a fak valamilyen modszerrel
torténd kovetkezetes (minden elemére ugyanugy lefuto) bejarasara. Ha a bi-
naris fa erGsen hidnyos, akkor pointeresen abrazoljuk, a pontok adataval,
valamint bal- és jobboldali leszirmazottaival.

Binaris fak bejarasa: [4|

e Preorder:
PreOrder(t
t=19Q
write(t.data)
SKIP Preorder(t.left)
Preorder(t.right)




e Inorder:

InOrder(t)
t=NIL
InOrder(t.left)
SKIP write(t.data)
InOrder(t.right)

e PostOrder

PostOrder(t)

t+£Q

PostOrder(t.left)
SKIP PostOrder(t.right)
write(t.data)

e Szintfolytonos(t)

Szintfolytonos

p:=t
Empty(Q)
»#NIL
write(p.adat)
pleft=NIL
SKIP Sorba(Q, p.left)
p.right = NIL
SKIP Sorba(Q, p.right)

IsEmpty(Q)
p:=NIL p = Sorbol(Q)

A kupac adatszerkezetet a konnyebb atlathatosag érdekében szokas fa forma-
ban dbrazolni, &m algoritmusban térténd felhasznélasakor a tombos megvalé-
sitasat alkalmazzuk. A két valtozat kozotti ekvivalenciat a kupac szitfolytonos
bejarasaval lehet belatni, ugyanis a kupac definici6jabol kévetkezik, hogy a
balra tomorités miatt egyik szinten sem lesz ,lyuk”, vagyis iires elem a fa-
ban. Egy ilyen mo6don létrehozott témbben pontosan dekoédolhatjuk, hogy



az egyes elemek hogyan kapcsolédnak egyméshoz, hiszen minden elemre a
baloldali leszarmazott indexe a sziilg indexének kétszerese, jobboldali leszar-
mazotté pedig a sziil6 indexének kétszerese+1, vagyis ha a sziil6 a k-adik
elem a tombben, akkor a leszidrmazottai biztosan a 2k és 2k + 1-edik elemek
lesznek, mig az elem sziil§jének indexe minden esetben az elem indexének
alsd egészrésze lesz.

Prioritasos sor

A prioritasos, vagy els6bbségi sor kildg a felsorolt adatszerkezetek koziil, mert
megfeleltethet6 neki minden olyan struktira, amelybdl a minden lépésben a
legnagyobb, vagy meghatarozastol fiigg6en a legkisebb elemet tudjuk kivenni.
Reprezentélasdra harom adatszerkezetet fogok bemutatni, ezek j6l hasznal-
hatoak tombdok hatékony rendezésére.

Rendezetlen tomb: Ha az elsébbségi sort rendezetlen tombként abra-
zoljuk, akkor mint azt a neve is mutatja, az elemek sorrendjében nincsen logi-
ka. Uj elem beszirasakor a tdmb végéhez linearisan hozzairjuk az 1j elemet,
ez lesz a PrSorba() mivelet. A maximalis elem témbbdl kivételéhez, azaz
a PrSorbol() mivelethez maximumkereséssel (a PrMax() miivelet) megke-
ressiik a legnagyobbat, megcseréljiik az utolsoval és kivessziik a tombbdl.
Rendezetlen témb prioritasos sorral valo rendezése megegyezik a kivalaszto
rendezés algoritmuséval.

A PrSorba(n) miiveletigénye: O(1).

A PrSorbl(n) miveletigénye: ©(n).

A PrMaz(n) miveletigénye: ©(n).

Rendezett tomb: FEbben az esetben feltételezziik, hogy a tomb elemei
eleve rendezve vannak. Ekkor 4j elem hozzatételekor (PrSorba()) az elemet
beszirjuk a tomb megfelel§ helyére, kivételkor (PrSorbol()) pedig linearisan
az utolsot tudjuk kivenni. A PrMax() mivelet is az utolsd elemet fogja
visszaadni. Rendezett tomb prioritasos sorral valé rendezése azonos a beszuro
rendezés algoritmuséval.

A PrSorba(n) miiveletigénye: ©O(n).

A PrSorbl(n) miveletigénye: ©(1).

A PrMaz(n) miveletigénye: ©(1).

Kupac: Kupacos abrazolés esetén az 1 elemet az elsé iires helyre szir-
juk be, majd a MoveUp() kupacmiivelettel a helyére 1éptetjiik, ez lesz a
PrSorba(). A PrSorbl() miivelet kiirja a gyokérben 1év6 elemet, a helyé-
re beirja az utolsé elemet, amit a MoveDown() kupacmiivelettel a helyére
visz. A PrMaz() a kupac-tulajdonsag miatt a gyokérelem. Ez a rendezés az



el6z6 kettének optimalizélasa, és kupacok elsGbbségi sorral torténé rendezése
megegyezik a kupacrendezés algoritmussal.

A PrSorba(n) miveletigénye: O(log(n)).

A PrSorbl(n) miveletigénye: ©(log(n)).

A PrMax(n) miveletigénye: ©(1).

3. Rendezések

3.1. FormaAlis bevezetés

7. Definicié (Gyenge rendezés). Legyen A halmaz és legyen < egqy két-
vdaltozds reldcio. Ekkor eqy < kétvdltozos reldcio rendezési reldcio az A hal-
mazon, ha VYa,b € A-ra:

Reflexiv, azaz reldcioban dll énmagdval:

Ya € A-ra a < a. (1)
Antiszimmetrikus, azaz ha:
Va,b € A-ra a < b vagy b < a. (2)
Tranzitiv, azaz ha:
Va,b,c € A-ra a <b ésb<c, akkor a < c. (3)

8. Megjegyzés. Szigori rendezésrdl beszéliink, ha < olyan kétvdltozds reld-
cid, amelyre teljesil (1)-(3) dgy, hogy az a < b :=a < b és a # b feltétel
mellett

a<bovagy b <a. (4)

9. Definici6 (Rendezett halmaz). Egy (A, <) pdrt rendezett halmaznak
nevezink, ha A nemiires halmaz és < eqy rendezési reldcio az A halmazon.

3.2. Csoportosithatosag

Az algoritmusokat, koztiik a rendezéseket is az alabb definidlt szempontok
szerint lehet csoportokba sorolni.

10. Definici6 (Stabilitas). Legyen A egy halmaz, és < gyenge rendezés A
elemein. Egy rendezd algoritmus stabil, ha Vi < j és Ali] ~ A[j]-bdl kovet-
kezik, hogy (i) < 7(j), ahol m a rendezd permutdcid, melyben a rendezés az
Ali] elemet a (i) helyre mozgatja.

Ez méasképpen fogalmazva azt jelenti, hogy az azonos, ekvivalens elemek
megtartjdk az egymashoz viszonyitott helyiiket a rendezés utan is.



11. Példa (Stabil rendezés). Buborékrendezés, beszird rendezés, dsszefé-
stild rendezés, leszdmolo rendezés, edényrendezés.

12. Példa (Instabil rendezés). Gyorsrendezés, kupacrendezés, versenyren-
dezés, kivdlasztdsos rendezés.

Barmely rendezé algoritmus stabilla tehetd, am ez tarhely- és mivelet-
igény novekedéssel oldhato csak meg, példaul egy 4j azonosité oszlop hozzé-
vételével. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben pontosan O(n) extra tarhelyet
fog még elfoglalni az adat.

Programozési szempontb6l a legtébb nyelveen van lehetéség eldonteni,
hogy stabil, vagy nem stabil rendezést szeretnénk-e alkalmazni (pl. c++:
stable sort() - sort()). Ez azért fontos szempont, mert a valasztastol fliggden
valtozhat az algoritmus futasideje és tarhelyigénye.

13. Definici6 (Determinisztikus algoritmus). Egy algoritmus determi-
nisztikus, ha ugyanarra a bemenetre mindig ugyanazt az eredményt adja, és
minden idépontban eqyértelmien adott a kévetkezd lépés.

14. Definici6 (Nemdeterminisztikus algoritmus). Nemdeterminisztikusnak
akkor neveziink eqy algoritmust, ha eqy adott bemenetre t6bb lehelséges ered-
ményt is visszaadhat, és eqy dllapotbol tébbféleképpen is lehetséges a tovabb-
lépés.

15. Definici6 (Randomizalt algoritmus). Olyan algoritmus, amelynek lé-
pésetben a véletlen meghatdrozo szerepet jdtszik. Két vdltozata ismert, a Las
Vegas tipusi és a Monte Carlo tipusi algoritmus.

3.3. Rendezések miiveletigénye

Egy algoritmus miiveletigényét csak kozelitéssel szokds meghatarozni, mert
ha minden miiveletet figyelembe vennénk, akkor lényegesen megnéne a szé-
mités bonyolultsaga. A kiszamitashoz altalaban legfeljebb néhédny meghata-
r0oz0, ,dominéns” miveletet valasztunk ki, és azt vessziik figyelembe, hogy ez
a miivelet hanyszor hajtodik végre az algoritmus futdsa soran. A dominans
miivelet kivalasztasakor fontos szempot a tébbihez képest mért futéasideje, il-
letve a végrehajtasainak szama az algoritmusban. Mivel minden gépen més a
miveletek tényleges futasideje, ezért ezzel a nagysagrendi kozelitéssel mar jol
jellemezhet&ek és dsszehasonlithatoak az algoritmusok. Miiveletigény vizsgé-
latkor az als6 és a fels6 korlatot, valamint az atlagos esetet vessziik figye-
lembe. Also6 korlatnak nevezziik azt az értéket, amelynél kevesebb mivelettel
nem végezhetd el a rendezés. A fels§ korlat pedig az a miivelet mennyiség,
amely a lehetd legrosszabbul rendezett kiindulasi tomb rendezéséhez kell.



16. Definicié. Eqgy dsszehasonlito rendezési algoritmus bemenetnek eqy n
hosszii [ay, ag, . . ., a,] témbot kap, az elemekrdl informdciot csak a pdronkén-
ti 0sszehasonlitdsukkal tud szerezni, ez az Gsszehasonlitds (tehdt hogy a; < a;
igaz-¢) eqy Higen", vagy egy ,nem" vdlasszal tud visszatérni. Az dsszehasonli-
tds mivelete eqy iddegységig tart, ez fogia meghatdrozni a lépésszamot. Ezen
kivil az algoritmusban szerepel még eqy ujrarendezés lépés is, amely az 6ssze-
hasonlitds eredményétdl figgden dtrendezi a témbot, dm ezt nem vesszik fi-
gyelembe a lépésszam szamitdsndl, mert legfeljebb annyiszor kovetkezhet be,
mint az dsszehasonlitds. Az algoritmus kimenete mindig a bemeneti tomb
elemeinek eqy permuldcidja, amelyben az elemek mdr sorban vannak.

17. Tétel. Az dsszehasonlito determinisztikus rendezések miveletigényének
alsd korldtja egy n elemd halmazon a legrosszabb esetben Q2(n-logn). Specidli-
san: ¥ A dsszehasonlito determinisztikus rendezési algoritmus esetén, Vn > 2-
re 3 egy n nagysdgi I bemenet, amelyet A legkevesebb logs(n!) = Q(n -logn)
osszehasonlitdssal rendez.

Bizonyitas. [2] Tegyiik fel, hogy az algoritmus bemenete az 1,2,...,n ele-
mek egy tetszGleges permutacidja. Mivel dltalanos esetre bizonyitjuk az alli-
tast, ezért az algoritmus a Barkochba jatékot alkalmazza a bemenetre, ennek
lényege, hogy eldontendd kérdésekkel sziikitjiik a lehetséges megoldésok hal-
mazat, amig elérjiik a valaszt. Tudjuk, hogy:

1. két kiilonb6z6 bemeneti sorrendet nem lehet helyesen rendezni ugyan-
azzal a kérdéssorozattal, és

2. n! kiilonbo6z6 lehetséges sorrendje van az elemeknek, tehét ennyi kiilon-
féle input létezik.

Tegyiik fel, hogy I, és I két kiilonb6z6 kezdeti rendezése a szdmoknak, ame-
lyek az algoritmus altal eddig elvégzett Gsszehasonlitdsokban megegyeznek.
Ekkor a rendezés még nem fejez6dhetett be, hiszen ekkor I; és I, bemenetre
is azonos lépésekkel jutnank ugyanarra a végeredményre. Emiatt az algorit-
mushoz ki kell jellni, hogy az 1,...,n sorozat permutacoi koziil melyik volt
a megadott bemenet. Legyen S az Osszes bemeneti sorrendek gytijteménye,
ahol az eddigi Gsszehasonlitasokra adott valaszok megegyeznek, tehat kez-
detben S az 6sszes n! féle lehetséges bemenet. Egy kivetkezs 6sszehasonlitas
S-et kettébontja, egy olyan csoportra, ahol a kdvetkez6 valasz igen", és egy
olyanra, ahol ez a valasz ,nem". Tegyiik fel, hogy minden 0sszehasonlitésra
az a valasz, amely a nagyobb csoportba sorolja S-et, tehat a bontas utan a
nagyobbik megmaradé részt vessziik figyelembe. Ekkor minden 6sszehason-
litas legfeljebb felére csokkenti S méretét. Mivel S eredeti mérete n!, és az
algoritmus futasanak végére |S|-rél 1-re kell csokkenie, ezért legalabb loga(n!)



darab Gsszehasonlitast kell elvégezni, amelybdl mar kovetkezni fog az allités:

loga(n!) = logs(n) + loge(n — 1) 4+ ... + loga(2)
= Q(n-logn).

18. Példa. n = 3-ra az dsszes lehetséges bemeneti sorrend (S ):
{123}, {132}, {231}, {213}, {321}, {312}.

Legyen az elsd lépés az elsd két elem dsszehasonlitdsa. A ha a vdlasz az, hogy
A[2] > A[l], akkor a lehetséges inputok a

{123}, {132}, {231}

maradnak. A kovetkezd lépésben dsszehasonlitva A[3]-at és A[2]-6t, az A[2] >
A[3] dontés kovetkezménye lesz a nagyobb csoport:

{132}, {231}

Ekkor mdr csak eqy 0sszehasonlitdst kell végezni, hogy megkapjuk a kitndulo
bementeti tombit. [2]

19. Definici6 (Dontési fa). Olyan bindris fik, amelyek tokéletesek, azaz
minden pontjuknak pontosan 0 vagy 2 leszdrmazottja van; minden belsd pont
eqy eldontendd kérdést tartalmaz, a levelekben pedig az eredmények taldlhato-

ak.

20. Definicié (Kiegyensilyozott binaris fa). Egy bindris keresdfa kiegyen-
stulyozott, ha a legnagyobb és a legkisebb mdlységi leveleinek a tdvolsdga leg-
feljebb 1, azaz a levelek két szomszédos szinten helyezkednek el.

21. Megjegyzés. A bindris fa tékéletesen kiegyensilyozott, ha minden
levele azonos szinten van. Ha van olyan levele, amelyik mds szinten van, mint
a tobbi, akkor majdnem teljesen kiegyensilyozott bindris fanak nevezzik.

22. Tétel. Az dsszehasonlito determinisztikus rendezések esetében az dssze-
hasonlitdsok szdma egy n elemid halmazon az dtlagos esetben legaldbb |logs(n!) |,
azaz ebben az esetben is Q(n - logn) lesz a rendezések miveletigénye.

Bizonyitas. [2] Az allitast dontési fa segitségével fogjuk belatni. Epitsiik fel a
dontési fat gy, hogy minden lehetséges valasz-sorozatot figyelembe vesziink a
bemenet egy sorrendje alapjén. Ekkor a fanak minden levele megfeleltethets a
Osszehasonlitdsok szamat mutatja. Ha a fa teljesen kiegyensilyozott, akkor
minden levél mélysége [logs(n!)] vagy [loga(n!)| lesz, amivel kész vagyunk.
A tétel bizonyitasahoz be kell latnunk a kovetkez6 allitast:
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23. Allitas. Adott levélszami dontési fik kizil a teljesen kiegyensikyozott
bindris fak csiucsainak a legkisebb az dtlagos mélysége, azaz csak ez minima-
lizdalhatja a csicsok dtlagos mélységét.

Vegyiik egy nem kiegyenstlyozott fa két szomszédos, legmélyebb levelét, és
rakjuk &t ket a legkisebb mélyésgi levél leszarmazottainak. Mivel ezeknek a
kiilonbsége minimum 2 (kiilénben kiegyenstlyozott fa lenne), ezért ez a miive-
let csokkenti a fa leveleinek atlagos mélységét, hiszen ha a legkisebb mélység
d, a legnagyobb pedig D, akkor az el6z6 miivelettel két levelet raktunk a
d + 1-edik szintre, és egy levelet adtunk a D — 1l-edikre.

Mivel minden kiegyensilyozatlan fa modosithato gy, hogy csokkenjen az
atlagos mélysége, ezért egy ilyen fa nem minimalizilhatja az &dtlagos mélysé-
get, és ebbdl kovetkezik, hogy a legkisebb atlagos mélységi fanak kiegyensi-
lyozottnak kell lennie. m

4. Osszehasonlitdé rendezések

A kovetkez6 rendezési algoritmusok megegyeznek, hogy a rendezendd eleme-
ket kozvetleniil hasonlitjuk Ossze egymassal, ez alapjan kapjuk meg a sor-
rendjiiket. Koz0s tulajdonsaguk még az el6z&ekben belatott tétel, azaz hogy
egy n méretd input rendezéséhez sziikséges lépések szamanak alsé korlatja
n - logn.

4.1. Buborékrendezés [Bubble sort]
Az algoritmus

A buborékrendezés taldn az egyik legismertebb rendezés, mert kénnyen meg-
érthetd és egyszertien programozhaté. Az Osszehasonlito rendezések csalad-
jdba tartozik, mert futdsa soran két szomszédos elemet hasonlitunk Gssze.
Nevét is innen kapta, hiszen a kezdeti allapotboél sorban ,felbuborékoltatjuk"
a nagyobb elemeket. Az algoritmus miikddése: a kezdeti allapotban nincs
rendezettség, kiindulunk egy n hosszia témbbdl. ElsG lépésként az els§ két
elemet, hasonlitjuk 6ssze. Ha a kisebb indexi nagyobb, mint a maésik, akkor
megcseréljiik Gket és tovabblépiink, ha nem akkor csak tovabbmegyiink és a
mésodik és harmadik elemmel végezziik el az 6sszehasonlitast. Mire elériink
a tomb végébe, biztosan a legnagyobb elem fog az utolsé helyre keriilni. Ez-
utan djra kezdjiik az Osszehasonlitasokat a tomb elejérsl, &m mér csak egy
n — l-es tombot kell vizsgalni, hiszen az utolsé elem mar a helyén van.
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@ubble Sort(AD
[

Ji=mn

j>2

1:=1

J<j—1

Ali] < Ali + 1]

SKIP Switch(Ali]; Ali + 1))

1 =1+1

Ji=J—1

Miiveletigény|[4]
24. Allitas. Az algoritmus miveletigénye:
e Legrosszabb esetben: ©(n?).

o Atlagos esetben: ©(n?).

25. Definicié (Inverziészam). FEgy permutdcioban két elem inverzidban dll
egymdssal, ha a nagyobb megeldzi a kisebbet. Az dsszes ilyen felcserélt elem-

pdrok szdma a permutdcid inverzioszdma.

26. Megjegyzés. Két szomszédos elem cseréjekor az inverzidszdam pontosan

eggyel vdltozik.

27. Megjegyzés. Két elem az elemek permutdcidja és a permutdcio inverze

kézil pontosan az eqyikben dllhat csak inverzioban

Bizonyitas. Az 6sszehasonlitasok szama:

OHas(n)=(n—1)+(n—-2)+...+1=
n-(n—1)

=—5—= 0(n?) — O(n) = O(n?)

A cserék szama megegyezik az inverzi6szammal:

Cs(n) = inv(n)

A legrosszabb esetben, azaz ha a témb éppen forditott sorrendben van:

n-(n—1)

MaxCs(n) = 5

12
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Az atlagos esetben az atlagos csereszammal kell szamolnunk, azaz minden
lehetséges input (n elem permutécidja) inverzioszaméanak atlagaval:

ACs(n) = % S inu(p) ()

ACs(n) = > inv(p) ;ﬂz inv(p") _ (10)
=n!- % = % = (11)
- @ — 0(n?), (12)

ahol Perm(n) az n elem dsszes lehetséges permutacidinak halmaza p” pedig
a permutaci6 inverze. m

Valtozata: Koktélrendezés

Kétiranyi buborékrendezésnek is nevezik, mert a buborékrendezés algorit-
musat oda-vissza végzi el a rendezendd témbon ugy, hogy mindig az utolso
még nem rendezett elemig fut, igy egy teljes ciklus alatt pontosan 2 elem
keriil a helyére, tehat minden futas utan mar csak egy 2-vel kisebb méret
tombot kell rendezni.

4.2. Besziro rendezés [Insertion sort]
Az algoritmus

Ez a rendezés futédsa a mésodik elemtdl indul agy, az aktualis elemet kiemeli
egy ideiglenes valtozoba, majd a korabbi elemeket Gsszehasonlitja a kiemelt-
tel, és jobbra mozgatja, amig meg nem talalja az aktualis elem helyét. Ekkor
beszurja az elemet a kijelolt helyre, annak a rendezettségét megtartva. Fz-
utan tovabblép a kdvetkezd elemre. Az algoritmus addig fut, amig el nem éri
a tomb végét. Mivel a tomb elején a rendezett résztomb minden j elemmel
béviilve tovabbra is rendezett marad, ezért az utols6 elem beszirasa utén a
teljes tomb rendezve lesz.
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@nsertion Sort(AD

Miiveletigény|[4]

28. Allitas. Az algoritmus miveletigénye:
o Legrosszabb esetben: ©(n?).

e Atlagos esetben: ©(n?).

Bizonyitas.
MazOHas(n) = S i= Sl 12>> (n—1) = (13)
= o) (1)

Mivel a kiilsg ciklus pontosan n — 1-szer fut le (ami ©(n) idejl), ezért elég
a belso ciklust vizsgalni részletesen, mivel ez fogja meghatarozni a miivelet-
igényt, tehat:

MazxInsert(n) = ©(n?) (15)

Az atlagos esetet nem bizonyitjuk. m

Valtozata: Beszird rendezés binaris kereséssel

Ebben az esetben az eredeti rendezést tigy modositjuk, hogy az 1Gj elem helyét
nem egyenkénti 6sszehasonlitdssal, hanem binaris kereséssel hatarozzuk meg.
A véltoztatassal a rendezés atlagos miveletigénye O(n-logn)-re csékken, 4m
a legrosszabb eseti miveletigénye nem valtozik.

14



4.3. Kertitorpe rendezés [Gnome sort]
Az algoritmus

A buborékrendezés és a besziir6 rendezés egyfajta kombinacioja. Futasa sorén
mindig az els6 elemtdl indulva végigmegy a tomb elemein, megkeresve az
els6 két olyan elemet, amelyek rossz sorrendben vannak, és megcseréli Gket.
Ezzel a cserével kizardlag csak az aktudlis, és az azt megel6z6 elem kozott
alakulhatott ki rossz sorrend, tehéat ezeket is megvizsgaljuk, és cseréliink,
ha sziikséges. Addig megyiink visszafelé¢ a tombon tGjravizsgalva az elemeket,
ameddig eljutunk egy olyan parhoz, amelynek j6 a sorrendje, mert ebbdl
koévetkezik, hogy a tobbi megel6z6 elem is mar rendezve van. Ez utan tovabb
folytatjuk el6re a keresést, a kovetkez6 inverzioban 1évG elempérig, és ismét
cseréliink. Az algoritmus futésa akkor ér véget, ha az el6re felé keresésnél
nincs inverzioban 1évG elempar, mert ekkor az input biztosan rendezett lesz.

(Gnome Sort(AD

1
1<n-—1
Ali] > Ali + 1]
Switch(A, 1,1+ 1)
ji=1
j>2VA[j—1] > A[j SKIP
Switch(A,j —1,7)
j:=7—1

|/\ ~.

1i=1+1

Miiveletigény

29. Allitas. Az algoritmus miveletigénye:
o Legrosszabb esetben: ©(n?).

e Atlagos esetben: ©(n?).

Bizonyitas. A legrosszabb esetben a témb elemei éppen forditott sor-
rendben vannak. Ekkor az els§ iteracioban 1, a masodikban 2, az n-edikben
pedig sszesen n csere torténik, tehat a miveletigény ©(n?).

Az atlagos esetet nem bizonyitjuk. m

15



4.4. Maximum kivalasztasos rendezés [Selection sort (max
or min)]

Az algoritmus

A maximum kivalasztas algoritmusa két résztombre osztja a bemenetet, az
egyik rész a mar rendezett, a mésik rész pedig a még rendezetlen elemekbdl
all. Kezdetben a rendezett résztomb iires, a rendezetlen pedig a teljes tomb.
Ez utan minden lépésben megkeresi a legnagyobb, még rendezetlen elemet,
megcseréli a rendezetlen résztomb utolsd elemével, ezzel eggyel ndvelve a
rendezett résztomb méretét. Az algoritmus akkor ér véget, ha a rendezetlen
rész iires lesz, a rendezett pedig a teljes, névekvs sorrendbe rendezett tomb.

Az algoritmus minimum kereséssel is futtathato, ebben az esetben a ki-
menet a csokkend sorrendbe rendezett tomb lesz.

(Selection Sort(AD
[
Ji=n

j>2
FindMaz(A[l...j],ind, max)
Switch(Alind], Aj])
J=i—1

Miiveletigény|[4]

30. Allitas. Az algoritmus miveletigénye:
o Legrosszabb esetben: O(n?).

e Atlagos esetben: ©(n?).

Bizonyitas. n—1 1épésben rendez, és minden lépésben maximumot keres
és Osszehasonlit, ezért:

OHas(n) = iz - @ — 0(n?) (16)
Cs(n)=n—1 (17)

Az atlagos esetet nem bizonyitjuk. m
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4.5. Versenyrendezés [Tournament sort]
Az algoritmus

A versenyrendezés algoritmusa egy két agon futé egyenes kieséses verseny
szimulacioja. Futasa soran elsg lépésként a kiindulo rendezéfa (egy teljes bi-
naris fa) leveleiben elhelyezziik a rendezendd elemeket. Ezutan paronkénti
Osszehasonlitassal ,felléptetjiik” a nagyobb elemet a kévetkezd szintre, majd
tovabb ismételjiik ezt addig, amig a legnagyobb elem el nem jut a gyokérbe.
Ekkor a gydkérben 1évs elemet kifrva egy kimeneti tombbe tjra lefuttatja a
maximum kivalasztast a ,,gy6ztes” agan gy, hogy a megtalalt elem helyére
—oo keriil, igy az Osszehasonlitdsokkor biztosan nem el6zhet meg olyan ele-
met, amely eredetileg is a faban volt. A versenyrendezés algoritmus addig
fut, amig minden elem bekeriil a kimeneti tombbe.

Az algoritmus héarom {6 részre bonthato, ezeket kiilon struktogramban
abrazolom az atlathatosag érdekében. Az elsé rész a rendezéfa kezdeti kitol-
tése, a masodik a maximum keresés, a harmadik pedig maga az algoritmus,
amely felhasznalja az els6 két részalgoritmust.

FillTree(t)

h(t) <0

FillTree(t.left)
SKIP FillTree(t.right)

gy(t) := Maz(gy(t.left), gy(t.right))

TreeMax(t)

h(t) = 0
gy(t) = gy(t.left)

gy(t) := —o0 TreeMax(t.left) TreeMazx(t.right)

gy(t) == Maz(gy(t.left), gy(t.right))
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CTournament Sort(tD
[
h(t) <0

FillTree(t)
write(gy(t))
n =2 —1
SKIP n>1
TreeMazx(t)

write(gy(t))
n:=n-—1

Miiveletigény|[4]
31. Allitas. Az algoritmus miveletigénye:
o Legrosszabb esetben: ©(n - logn).

e Atlagos esetben: O(n -logn).

Bizonyitas. Az algoritmus kezdeti f6 mitivelete (a kezdeti FillTree(t))
n — 1 Osszehasonlitast és mozgatast végez a fa kitoltése soran. Mivel a fa
teljes binéris fa, ezért a magassaga log,(n), ahol n kett6hatvany. Minden
tovabbi iterdcioban ezért 2 - log,(n) dsszehasonlités, és fele ennyi mozgatas
torténik, mert oda-vissza” jarjuk be a fat.

OHas=(n—1)4+(n—1)-2-logy(n) (18)
Mozg=(n—1)+ (n—1)-logy(n) (19)

Mivel a csererendezék alaptétele kimondja, hogy ©(n - logn)-nal kevesebb
nem lehet a mtveletigény és ezt a legrosszabb esetnél mar elértiik, ebbdl
kovetkezik, hogy az atlagos esetben lehet gyorsabb az algoritmus. m

4.6. Kupacrendezés [Heapsort]
Az algoritmus

A kupacrendezés algoritmusa két f6 részbdl all. Az els6 részben felépiti az
inputbdl a kupacot, a masodikban pedig visszairja a kimenetbe a kupachol
az elemeket. A kupac felépitése az elemek egyenkénti beszirasaval torténik
az Insert és a MoveUp kupacmiiveletek segitségével gy, hogy minden lé-
pésben megmaradjon a kupac-tulajdonsiag. A beszurasokat addig folytatja,
amig a bemeneti tomb kiiiriil. A masodik 1épésben a TakeOut és MoveDown
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miiveletekkel kiirja az aktualis gyOkérelemet a kimenetbe, a helyére beszirja
a legszélss levél tartalmat, és rendezi a kupacot. Addig ismétli ezt a lépést,
amig tlires kupacot nem kapunk.

Tombos megvalositas

Mivel programozasban egyszeriibb a kupac témbdos megvaldsitasaval dolgoz-
ni, ezért a rendezést Ggy hajtjuk végre, mintha egy szintfolytonos bejarassal
létrehozott tombon végeznénk. Ebben a felfogasban elsé 1épésként tgy ren-
dezziik az inputot, hogy végig megyiink a témboén, megvizsgaljuk az aktualis
elem és a leszarmazottjai viszonyéat, és ahol nem teljesiil a kupac tulajdonsag,
ott a nagyobbikkal megcseréljiik (ez felel meg a Move Down miveletnek). Ad-
dig folytatjuk a cseréket, amig egy kupacnak megfeleltethets tomhot kapunk.
A masodik szakaszban a ,gyokérelem”; vagyis az éppan aktualis maximum
mindig a témb elején fog elhelyezkedni, mig a ,,jobb alsé” elem a témb még
rendezetlen részének végén lesz.

A [ gyOkérelem” kivétele és a ,,jobb als6” elem beszirasa megfeleltethetd
a két elem cseréjének, ami utan a tomb rendezetlen részének mérete eggyel
csOkken. Ha a beszirt elem kisebb, mint a nagyobbik leszarmazottja, ak-
kor atrendezziik a tombot Ggy, hogy ismét megfeleljen a kupac definicionak.
Az qjrarendezés utan ismét az els6 és a rendezetlen rész utols6 elemének
cseréjével folytatodik az algoritmus. A rendezés akkor ér véget, ha a témb
rendezetlen részének mérete 1, vagyis a teljes tomb rendezve van.

BuildHeap(A)
n = Meret(A)
i= 3]
1>1
MakeHeap(A, 1)
1i=1—1
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(MakeHeap(A, iD
I

n = Meret(A)
jobb =21+ 1
bal = 21
bal < n A Albal] > Ali]
max = bal max =1
jobb < n A A[jobb] > Almax]
max := jobb SKIP
max # 1
Switch(Ali], A[mazx])
MakeHeap(A, max) SKIP

Heap Sort(A)

BuildHeap(A)
i:= Meret(A)
1 >1

Switch(A[1], Ali])
A::A[l...n—l]
MakeHeap(A, 1)

Miiveletigény
32. Allitas. Az algoritmus miveletigénye:
o Legrosszabb esetben: ©(n -logn).

o Atlagos esetben: ©(n - logn).

Bizonyitas. A legrosszabb esetben a BuildH eap miivelete ©(n), a MakeHeap
pedig O(logn), igy ekkor a rendezés teljes miiveletigénye O(n - logn). Mivel
a csererendezk alaptétele kimondja, hogy ennél nem lehet kevesebb, ezért
az atlagos eset miiveletigénye is O(n -logn). m

4.7. Gyorsrendezés [Quicksort]

Az algoritmus

Az algoritmus Az ,0szd meg és uralkodj” elvet hasznélja, azaz a problémét
kisebb méretti, azonos problémakra bontja, amelyek rekurzivan megoldhatok,
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majd a megoldasokat egyesiti. Els§ 1épéseként kivilasztunk egy tetszGleges
féelemet, ez utan a tombdt harom részre particionaljuk dgy, hogy a kiva-
lasztott fGelemnél kisebb elemeket a fGelem elé, a ndla nem kisebbeket pedig
mogé mozgatjuk. Az igy kialakuldé harom résztémbon — amiket a fGelem, a
nala kisebb, valamint a néila nagyobb elemek alkotnak — ujra futtatjuk a
gyorsrendezést.

Ez az algoritmus két {6 részre bonthato, az egyik maga a rekurziv rende-
zés, a mésik pedig a particionalés.

@uick Sort(A,p,rD
[
p<r

q = Partition(A, p,r)
QuickSort(A,p,q — 1) SKIP
QuickSort(A,q+ 1,r)

@artition(A,p,rD
1:= ]‘9 —1
J=p
J<r-—1

Alj] < Alr]

1:=1+1
Switch(Ali], Alj])
Switch(Ali + 1], A[r])
qg:=1+1

SKIP

ahol p, r a résztomb els6 és utolsé eleme, g pedig kivalasztott a fGelem.

Miiveletigény
33. Allitas. Az algoritmus mdveletigénye:
o Legrosszabb esetben: ©(n?).

o Atlagos esetben: O(n -logn).
Bizonyitas. A legrosszabb esetben a particionalas miivelete gy bontja

fel a tombot, hogy a fGelemen kiviili két rész mérete n — 1 és 0 lesz minden
lépésben. Ekkor a felbontas miiveletigénye:

P(n) = ©(n). (20)
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fgy a futasidé rekurziv képlete a legrosszabb esetben:

n

S(n) = S(n—1)+06(n) = Z O(i) = 0> i) =6(n?). (21)

=1

Az atlagos esetet nem bizonyitjuk. m

4.8. Osszefésiil6 rendezés [Merge sort]
Az algoritmus

Ez a rendezés két mar rendezett tombot ,fésiil” Gssze gy, hogy a végered-
mény is egy rendezett tomb legyen. Az Osszefésiilés folyamata ugy zajlik, hogy
mindkét tomb els6é elemét Osszehasonlitjuk, és a kisebbet beirjuk a kimene-
ti tomb elsé szabad helyére, majd abbol a témbbdl, amelyikbhél ez kikeriilt,
vessziik a kovetkezd elemet, és tjra elvégezziik az Osszehasonlitast. Ezt addig
folytatjuk, amig valamelyik kezdeti tombbdl el nem fogynak az elemek. Végiil
mésik tomb maradék elemeit is sorban hozzairjuk az eredményhez, igy alakul
ki a végleges, rendezett kimeneti tomb. Az algoritmus az Osszefésiilés elGtt
az inputot rekurzivan kettébontja addig, amig végiil csak rendezett résztom-
bok lesznek (ez altalaban az egy elemii résztomb), majd ezeken végzi el az
Osszefésiilést.

@V[ergeSort(A,u,vD
I
v<u

Ay = MergeSort(A,u, k)
SKIP|

Ay = MergeSort(A, k+ 1,v)

Merge(Ay, As)
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Miiveletigény

34. Allitas. Az algoritmus mdveletigénye:
o Legrosszabb esetben: ©(n -logn).

e Atlagos esetben: ©(n -logn).

Bizonyitas. Az algoritmus harom f6 részbdl all. Ezekbdl a felosztas ©(1)
miivelet, a végs§ Osszefésiilés pedig ©(n). A rekurzivan hivott MergeSort
minden lépésben T'(n) = 27(%) + ©(n) miiveletet hajt végre, amelyrél belat-
hato, hogy T'(n) = O(n -log(n)). =

5. Nem 0Osszehasonlité rendezések

A most kovetkezd rendezések nem tgy adjak meg az elemek végleges sorrend-
jét, hogy Osszehasonlitjak ¢ket, hanem minden elemhez rendelnek egy olyan
kulcsot, amely valamilyen koz6s tulajdonsagukon alapul (példaul szavak ese-
tén a betiik abécében elfoglalt helye), és ezeknek a kulcsoknak a sorrendje
fogja adni az elemek végleges sorrendjét. Fontos, hogy olyan kulcsot talaljunk,
amely az input minden elemére jellemzs. Mivel az input minden elemének
valamilyen specialis tulajdonsagat hasznaljak ki, igy a kordbbiakban belatott
Q(n - log(n))-nél gyorsabb algoritmusokat kapunk.

5.1. Leszamol6 rendezés [Counting sort]
Az algoritmus

Az algoritmus minden elemre meghatarozza a nala kisebb elemek szamat, ez
alapjan tudja az elemet a kimeneti tomb megfelel§ helyére tenni. Bemenete 1
és n kozotti tetszbleges egész szamok egy m méretd halmaza, amelyeket egy
A tombben tarolunk, a kimenete egy B tomb lesz, ennek mérete szintén m
lesz. A végrehajtas soran sziikséges lesz még egy C' n méretd segédtomb is,
amelyben el6bb a benenetben el6fordulé elemek darabszama, majd késébb
az ezeknél az elemeknél nemnagyobb elemek darabszama talalhaté meg. A
rendezés ez alapjan adja meg az elemek végleges helyét a kimeneti tombben,
mivel ekkor ha minden elem kiilonb6z6, akkor az A[i] elem helyzete pontosan
C'[A[i]] lesz (hiszen pontosan C[A[i]] elem kisebb nala). Ha megengedjiik az
egyenlgséget, akkor az algortimus annyiban modosul, hogy amikor egy Ali]
elemet betesziink a kimeneti tombbe, eggyel csokkentjiik C[A[i]] értékét, igy
a kovetkez6 azonos elem pontosan elé fog keriilni.|?|
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@ounting Sort A[l.. n]D

Miiveletigény

35. Allitas. Az algoritmus mdveletigénye:
o Legrosszabb esetben: O(n +m).

e Atlagos esetben: O(n +m).

Bizonyitas. Az elsG for ciklusban n hosszi tombot hozunk 1étre és min-
den elemét O-ra allitjuk, ez n 1épést jelent. A masodik ciklusban végigme-
gyiink az m hosszi inputon m 1épéssel. A harmadik ciklus ismét C' elemein
fut végig, n lépésben Végiil az utolsod ciklus pedig B elemeit to6lti fel, szintén
m lépéssel.

Lep(n) =n+m+n+m=2(n+m)=0(n+m) (22)
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5.2. Edényrendezés [Bucket sort]
Az algoritmus

Az edényrendezés algoritmusaban feltételezziik, hogy az input minden eleme
fiiggetlen, azonos eloszlast szam a [0, 1) intervallumon. A modszer lényege
az, hogy a [0, 1) intervellumot felosztjuk n egyenld részre (ezek lesznek az
edények), és az input minden elemét besoroljuk az |elem - n|-nek megfelels
edénybe, kézben az edény tartalmat besziré rendezéssel rendezi, majd az igy
rendezett edényeket Osszerakja egy kimeneti témbbe.

@ucket Sort (AD
I

B := Empty(a)
n := A.hossz
1:=0
1<n-—1
Bli] := Empty(l)
ti=1+1
1:i=1
1 <n
Insert(Ali], B[|A[i] - n]]
ti=1+1
1:=0
1<n-—1
InsertionSort(Bli])
t=1+1
1:=0
C := Empty(l)
1<n-—1

Join(C, Bli]))
t=1+1

Miiveletigény
36. Allitas. Az algoritmus miveletigénye:

o Legrosszabb esetben: O(n?).

o Atlagos esetben: O(n).
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Bizonyitas. A legrosszabb esetben minden elem egy edénybe keriil, ekkor
a beszlir6 rendezés miiveletigénye miatt a teljes miveletigény O(n?) lesz.
Az atlagos esethez legyen n; a B[i] edéynbe keriils elemek szamat jelols
valosziniségi valtozo. Ekkor a futasidé

n—1
T(n) =6O(n)+ Y On), (23)
i=0
amelyek varhato értéke
n—1
E[T(n)] = ©(n) + ) O(E[n]]). (24)
=0
Belathato, hogy
1
Enj]=2-—. 2
=2 (25)
Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy
n—1 1
E[T(n)] =0O(n)+ Y 02— -) (26)
i=0
=0n)+n-0(2— ﬁ) (27)
= 6(n), (28)

tehat a rendezés az atlagos esetben linearis lesz. m

5.3. Szamjegyes rendezés [Radix]

Azonos hosszusagu stringek rendezésére hasznalhato, ahol k a sz6 hossza,
d az egy karakteren elGforduld lehetséges jegyek, n pedig a bemend adatok
szama.

Az algoritmus][i]

A futés soran a karaktereik mentén sorbarendezziik a bemenetet valamilyen
stabil rendezéssel. Tobbféle valtozata is létezik. Van, amelyik az inputot az
els6 elemtdl vizsgalva rendezi Ggy, hogy el6szor az elsé karakterek mentén
rendez, majd ezeknek a sorrendjét megtartva a masodik elemek mentén, és
igy tovibb a bemenetek végéig. Egy masik valtozata pedig ugyanezzel az
elvvel miikodik, de a stringeket nem el6lrél, hanem hatulrdl kezdi rendezni.
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Miiveletigény

Az algoritmus miiveletigénye erésen fiigg attol hogy milyen stabil rendezést
alkalmazunk a szavak bels6 rendezésére. Ha a bemeneti stringek elemei meg-
felelnek a feltételnek, akkor példaul a leszadmlald rendezéssel egy lépésben
O(n + d) a miiveletigény. Mivel minden karakteren végrehajtjuk a rendezést,
ezért a teljes miveletigény ebben az esetben ©(k - (n + d)) lesz.

6. Rendezd halozatok|[1]

Az eddig bemutatott csererendezGk esetében minden lépéshben pontosan egy
osszehasonlitas (és csere) hajtodhatott végre az inputon, am annak ellenére,
hogy ezzel is megfelel§ eredményt kapunk, lathat6, hogy nem a leghatéko-
nyabb eljaras. Ezeknek az algoritmusoknak a javitasara jottek létre a rendezd
halozatok, amelyeknek két fontos tulajdonsiga van: csak sszehasonlito ren-
dezéseket lehet veliik javitani, és ellentétben a csererendezdkkel, az Osszeha-
sonlitasok parhuzamosan, azonos idében is megtorténhetnek, ezzel gyorsitva
az eljarast. A halozatok hatranya viszont éppen a parhuzamosithatosaghol
kovetkezik, ugyanis a felépitésiikb6l lathato lesz, hogy legfeljebb egy adott
maximalis elemszami inputot képesek rendezni.

6.1. Felépités és miikodés

A rendezd halozatok két részbdl allnak, vezetékekbdl és komparatorokbol. A
komparatorok egy iitemben egy paronként fliggetlen kapukbol allo kapuren-
deszert alkotnak, ezek végzik az input elemeinek 6sszehasonlitasat és sziikség
esetén cseréjét. A kapuk a vezetékek mentén helyezkednek el, a rendezendd
bemenet pedig a szintén a vezetékek mentén halad végig a kapukon, ezért
korlatozza a vezetékek szama a rendezhetd input méretét. Minden kapu egy
kétvaltozos miivelet, amelynek példaul a bemenete (z,y), a kimenete pedig
(«’',y), ahol 2’ = min(z,y),y = max(z,y). Amikor az input Atmegy egy
kapurendszeren, csak azokat az elemeket hasonlitja Ossze, amelyek az adott
kapuk két végén allnak.

37. Tétel (0-1 elv). Ha egy dsszehasonlito halézat n hosszi bemenettel he-
lyesen rendezi a 0-dk és 1-ek 2™ dsszes lehetséges sorrendyél, akkor tetszdleges
szdmok dsszes lehetséges sorrendjét is helyesen rendezi.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy a hal6zat helyesen rendezi az Gsszes
0—1 sorrendet, de van olyan tetszéleges szdmokbol 4116 sorrend, amelyet nem.
Ekkor 3 olyan (ay,as,...,a,), amelyben a; < a;, de az algoritmus forditott
sorrendbe rakta ¢ket a kimenetben. Legyen f egy monoton névé fiiggvény,
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L L by 4 & 3 Iy
| C A C
dy 2 by sy 3 9 by
E E
a3 2 by L} 2 2 by
B o B '
ay 6 by ay ] 6 by
depth 11
(a) (b)
a 9 5 2 b, a 9 5 2 2 by
1 C A C
s 5 9 [ by a 5 9 [ 5 by
E E
a; 2 2 3 by a; 2 2 3 6 by
B i) B '
ay [ [ 9 by ay [ [ 9 9 by
depth 11 2 2 depth 11 2 2 3
(c) (d)

1. 4bra. Rendezd halozat[I]

amelyre:

) = {0, ha z < a;

1, ha x > a;

Mivel a; és a; forditott sorrendben lesz, ebbdl kivetkezik, hogy f(a;) és f(a;)
sorrendje is rossz lesz, ha (f(ay),..., f(a,)) az input. Am mivel f(a;) = 1
és f(a;) = 0, ebbdl kovetkezik, hogy van egy olyan (f(a1),..., f(a,)) 0 —1
sorozat, amelyet a halozat rosszul rendezett, ez pedig ellentmondéas. m

38. Tétel (Parhuzamositott rendezdk alaptétele). A pdrhuzamos cse-
rerendezdk itemszdma, ahol egy litem eqy kapurendszert jelent: Up,csererena(n) =

Q(log(n))

Bizonyitas. Ha egy rendez6 halozatban az egy iitemben 1év§ Gsszeha-
sonitasokat egymés utan végezziik, akkor a rendezés megegyezik egy altalé-
nos (szekvencialis) csererendezével, amelyrsl tudjuk, hogy legkevesebb Q(n -
log(n)) tsszehasonlitassal tud rendezni egy n hosszi bemenetet. Egy ekkora
bemeneten legfeljebb [g] csere végezhets egy iitemben. Ebbd6l kévetkezik:

N
niosh 2logn = Q(logn) (29)

n

2
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6.2. Batcher-féle paros-paratlan osszefésiilés
Az algoritmus|3]|

Az algoritmus hatékonyabbé teszi az 6sszefésiilé rendezést az Osszefésiils lépés
parhuzamositasaval. Itt is feltessziik, hogy két, mar rendezett részsorozatunk
van (A és B). Mindkett6t kettébontjuk a paros és paratlan indext elemeik
mentén (Aps és Ay, valamint B,,s és By, ), majd keresztben Osszefésiiljiik
Gket, azaz Aps-t Bpyn,-nal (ennek eredménye legyen Ch) és Appn-t Bps-sal
(eredménye Cy). Végiil Cy és Cy Osszefésiilése adja a végeredményt.

Az algoritmus miiveletigénye: O(log*(n)).

6.3. Parhuzamos Versenyrendezés
Az algoritmus

Az versenyrendezd algoritmus azonos szinten 1évE 6sszehasonlito 1épései par-
huzamosan, egyszerre tobb szalon végezhetdek, ahogy az szemléletesen latszik
a2 abran.

2. 4bra. Tournament tree

6.4. Parhuzamos Kivalasztasos rendezés
Az algoritmus

A kivalasztasos rendezés parhuzamosithato, ha minden lépésben egyszerre
keresiink minimumot és maximumot is gy, hogy a minimumot a rendezendd
tomb els6, a maximumot pedig az utolso elemével cseréljiik meg, igy a ko-
vetkez6 ciklusban mér egy 2-vel kisebb tombon fogunk dolgozni. Az eljaras
tovabb modosithato gy, hogy a kezdeti tombot kettébontjuk és mindkét ré-
szen parhuzamosan elvégezziik a kivalasztasokat, majd a Gsszehasonlitjuk a
megtalalt két-két minimumot és maximumot. A minimumok koziil a kisebb,
a maximumok koziil pedig a nagyobb lesz a végleges elem. Ezt ismételjiik
addig, amig a teljes bemenet rendezve nem lesz.
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6.5. Parhuzamos buborék rendezés
Az algoritmus

Ebben az esetben tgy parhuzamosithatjuk az eredeti algoritmust, hogy min-
den 1épésben a paronként fliggetlen elemeket egyszerre hasonlitjuk Ossze, és
sziikség esetén cseréljiik meg. Ezzel a modszerrel egy 1épésben nem egy elemet
mozditunk el, hanem az inputtél fiiggGen akar n/2 csere is lehetséges.

Az algoritmus miiveletigénye: Q)(n).

7. Futasi eredmények

7.1. Szekvencialis rendezések

Az eddigiekben megvizsgaltuk, hogy elméletben melyik rendezd mennyire
gyorsan rendezi a bemenetként kapott permutaciot. A most kévetkezs rész-
ben abrakon is Osszehasonlitjuk a gyorsrendezés, a versenyrendezés, a kiva-
laszté rendezés, az Gsszefésiil rendezés és a leszamolo rendezés teljesitmé-
nyét, amelyek az algoritmusok leirdsdnal talalhato struktogrammok alapjan,
Matlabban keriiltek implementalasra, kivéve a gyorsrendezést, ami a Matlab
sajat beépitett fliiggvénye. Minden abran az algoritmusok futasideje lathato
az input méretének fliggvényében. A rendezések bemenete minden esetben
1-nél nagyobb egész szamok egy permutacioja volt, amelyeket a [0,1) inter-
vallumban generalt egyenletes eloszlast szamokbol hoztunk létre; tehat az
input a leszdmol6 rendezés kezdeti feltételének is megfelelt. Mindkét abran
az egy sorban 1évé grafikonok id6 tengelyei megegyeznek, soronként pedig 1
nagysagrendet nének; a nagysagrendek a tengely tetején vannak feltiintetve.
Az eltéré beosztasra a konnyebb olvashatosag érdekében volt sziikség. Az
abrakhoz algoritmusok futasidejét mértem le, nem pedig az altaluk elvégzett
lépésszamot, ezért a kordabban definialt mtiveletigényhez képest a szamitogép
teljesitménye miatt torzabb eredményt kapunk.

A [3] 4bran a bemenet 10-r6l 200 elemre névekszik egyesével, a [] 4bran
pedig 100-r6l 2000-re. Mindkét abran jol lathato, hogy az elemszam ndveke-
désével névekszik a futasids is, kivéve a leszamold rendezés esetében, ahol a
abran nagyon jol latszik, hogy bar az input mérete radikilisan megnétt, a
futasido alig valtozott.
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3. 4bra. 10-200 elem véletlen szdmokbol
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4. abra. 100-2000 elemi véletlen szamokbol allé inputokra

7.2. PArhuzamos rendezések

A Matlabhoz az R2010b verziotol kezdve létezik a Parallel Computing Tool-
box (PCT), amellyel mar t6bb szalon futtathaté programok is létrehozhato-
ak, tobbmagos processzorok, GPU-k (graphics processing unit) és egymassal
osszekapesolt szamitogépfiirtok (clusters) segitségével. A Matlab korabban is
alkalmazott parhuzamositast bizonyos feladatok esetén, azonban ezek nem
kiils6 utasitasra, hanem a beépitett végrehajtasi kornyezet hatasara valo-
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sultak meg. A PCT eszkozeivel azonban mar végrehajthatéak szekvencidlis
munkak parhuzamosan abra), altalanos parhuzamos programozasi fogal-
mak, parhuzamositott for ciklusok, valamint szerepel benne egy interaktiv
kornyezet (6] abra), amely parhuzamos algoritmusok feljesztésére és teszte-
lésére alkalmas. [5]

Trial>»> parpool
Starting parallel pool (parpool) using the 'local' profile ...

connected to 2 workers.

Pool with properties:

Connected: true
HumWorkers: 2
Cluster: local
AttachedFiles: {}
IdleTimeout: 30 minutes (30 minutes remaining)

SpmdEnabled: true

X Trial>>

5. abra. A ,,parpool” parancs inditja a pdarhuzamos kdérnyezetet; ez paramé-
terezhetd példdul a dolgozok szamduval.

4\ Parallel Command Window =NAe X

File Edit Window Help

:
$-— 2017.05.24. 9:42 —% \_| G m]
B mergesort () All Labs ¥ Lab2~
A=[2 3579124502 4]

mergesort (&)
B mergeNetwork (&)

6. abra. A ,,pmode” paranccsal nyithaté meq az interaktiv kérnyezet, amely-
ben minden dolgozora meg lehet hatdrozni az elvégzendd feladatdt.

A teljes Matlab verzioban lokalis, és virtudlis szalakon, agy nevezett ,.dol-
gozdkon” futtathatoak az alkalmazéasok, azonban az ingyenes prébaverzid
csak a lokalis dolgozdkat engedélyezi, ez altaldban 2-8 dolgozot jelent. Az
altalam hasznalt szamitogépen 2 dolgozéd volt elérhets. Ezekkel a parhuza-
mositas csak részben hajthato végre, mert az algoritmust legfeljebb két szalon
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lehet egyszerre futtatni. A két szalon torténs parhuzamositds azonban nem
gyorsitott a kiprobalt algoritmuson akkora mértékben, hogy érdemes legyen
tovabbi algoritmusokon is letesztelni, kiilonosen azért, mert a parhuzamosito
kornyezet létrehozéasa tobb id6t vett igénybe a futtatas elején, mint a szek-
vencialis rendezés teljes futasa, egy 20000 elembdl allo, random szamokbol
létrehozott tombon. Ebbél a tapasztalatbol kiindulva tehat ha a rendezési
algoritmusokat a tényleges (szamitogép teljesitménytdl fiiggs) futasidejiik, és
nem az elvégzett miiveleteik alapjan hasonlitanank 6ssze, ahhoz olyan méret
inputot kellene rendezni, amelynek a szekvencialis modszerrel torténé rende-
zése lényegesen hosszabb ideig tartana, mint a program altal hasznalt parhu-
zamos kornyezet 1étrehozasa, és az algoritmus lefuttatasa. A Matlabon kiviil
természetesen léteznek még kimondottan parhuzamos programozéast megva-
losito programnyelvek is, de az altalam ismertek koziil a Matlab tartalmazza
a legtébb alapbol beépitett, ennélfogva optimalizalt matematikai eljarast.
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8. Fiiggelék

Segédfiiggvények

Mivel a Matlabban sok elére beépitett matematikai fiiggvény van — példaul a
maximum keresés —, igy azokat nem hoztam létre kiilon, csak felhasznaltam
az algoritmusokban.

function tomb=csere (tomb,index]1 ,index2)
temp=tomb (index1 );

tomb (index1)=tomb(index2);

tomb (index2)=temp;

function out=merge(left , right)
out =[];
while Tisempty(left) && Tisempty(right)
if left (1) <=right (1)
out=[out , left (1)];
left=left (2:length (left));
else
out=[out, right (1)];
right=right (2:length (right));
end
end
if Tisempty (left)
out=[out , left |;
end
if Tisempty (right)
out=[out , right |;
end

function out=fillTree( input )
j=length (input)—1;
out=[zeros (1,j) input|;
while j > 1
out (j)=max(out(2xj),out(2xj+1));

=i =1
end
end
function out = treemax( treeData )
=1

n=(length (treeData)+1)/2;
while j < n
if treeData(j)==treeData(2xj)
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J=2%]
else
J=2%j]+1;
end
end
treeData (j)=—Inf;
j=floor (j/2);
while j>=1
treeData (j)=max(treeData(2xj),treeData(2xj+1));
j—floor (j/2);
end
out=treeData;
end

Kivalaszt6 algoritmus

function input=selection (input)
n=length (input );
for j=n:—1:2
Y%maximumkereses az n—j meretu tombben
|7 ,index]|=max(input (1:end—(n—j)));
%a maximum es a j—edik elem c¢sereje az inputban
input=csere (input ,index ,j);
end

Versenyrendezd algoritmus

function out = tournament( input )
n=length (input );

out=zeros (1,n);

sort=fillTree (input);

i=n;
out(i)=sort (1);
r=n—1;

while r >= 1
sort=treemax (sort );

i=i—1;
out(i)=sort (1);
r=r —1;

end

Osszefésiils algoritmus
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function [out|=mergesort (m)
len=length (m);
if len<=1
out=m;
else
k=floor (len /2);
left=mergesort (m(1:k));
right=mergesort (m(k-+1:len));
out=merge (left ,right);
end

Leszamol6 algoritmus

function out=counting(input)
n=max (input );
C=zeros (1,n);
nm=length (input );
for j=1mm
C(input (j))=C(input(j))+1;
end
for i=2:n
C(1)=C(1)+C(i—1);
end
out=zeros (1,m);
for j=m:—1:1
out (C(input(j)))=input(j);
C(input (j))=C(input (j))—1;
end

Keret

clear all
close all

figure
x—zeros (1,900);y—zeros (1,900);a—zeros (1,900);
b=zeros (1,900);c=zeros (1,900);d=zeros (1,900);
for m=100:2000

x (m—9)=m;

in= round( m * rand (1, m)+1);

tic

sort (in );

y(m—9)=toc;

tic
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tournament (in );
a(m—9)=toc;
tic
counting (in );
b(m—9)=toc;
tic
mergesort (in );
¢ (m—9)=toc;
tic

selection (in);
d(m—9)=toc;

end

subplot (3,2,[1 2])

plot (x,c)

title ("Merge sort’)
xlabel (’Input size (n)’)
ylabel (' Time’)

axis ([100 2000 0 0.1]);

subplot (3,2,3)

plot (x,a)

title (’Tournament sort ’)
xlabel ("Input size (n)’)
ylabel (’Time")

axis ([100 2000 0 0.01]);

subplot (3,2 ,4)

plot (x,d)
title (" Selection sort’)
xlabel ("Input size (n)’)
ylabel (' Time’)

axis ([100 2000 0 0.01]);

subplot (3,2,5)

plot (x,y)

title (" Quick sort’)
xlabel (’Input size (n)’)
ylabel (' Time’)

axis ([100 2000 0 0.001]);

subplot (3,2,6)
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plot (x,b)

title (’Counting sort ')
xlabel (’Input size (n)’)
ylabel (’Time’)

axis ([100 200 0 0.001]);
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