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ELOSZO

A bolognai folyamat atalakitotta a felsGoktatasi tantervek szerkezetét. A linedris
oktatasban az alapképzés targyait at kell formalni a képzés megvaltozott céljanak és
idStartamanak megfelelen.

Ennek érdekében kellett atgondolni a villamosmérnoki alapképzés ,,Elektromag-
neses terek” targyat is. Ezt a targyat Simonyi Karoly professzor alakitotta ki a villa-
mosmérnokok szamara. A targy feladatat egyszerre definidlta diszciplinarisnak és
metodikainak. A bevezetd fizikai targyon talmutat6 ismeretet kivant adni az elekt-
rodinamika mérndki vonatkozésair6l és ugyanakkor eszkoztarat az elektrodinami-
kai feladatok megoldésara.

Ez a célkitlizés ma, a megvaltozott koriilmények kozott is érvényes. Az informa-
tikai hattér ma szamos teriileten atveszi a feladatok megoldasanak terhét. A felada-
tok helyes célkitlizése és azok fogalmi megalapozasa azonban ma is sziikségessé
teszi az egyetemi bevezet§ fizika vagy villamossagtan targyaknak részletesebb és
mélyebb mérnoki elektrodinamika tanulméanyozasat.

Ezt a kettds feladatot kivanja segiteni ez az elektronikus jegyzet. Az anyag tanul-
manyozasa feltételezi a vektoranalizis elemeinek ismeretét. Ugyancsak feltételezi a
bevezetd fizika tdrgyak anyaganak ismeretét a Maxwell-egyenletek integralis alak-
jaig. A sztatikus és staciondrius tereket magasabb szinten ismerteti. A hulldmtan
féleg az elektromagneses hullamok keltése, ill. a vezetett hullamok teriiletén jelen-
tdsen meghaladja a bevezetd szintet. Minden teriileten igyekeztem kihangsulyozni a
fizikai alapokat, megalapozva ezzel a szemléletet. Ugyanakkor ligyeltem a matema-
tikai szigorusagra, még ha a matematikai eszkoztarat a targy méretének csokkenése
folytan csak kisebb mértékben lehet alkalmazni.

Az anyag egy féléves, heti 3 ora el6adast tartalmazo tantargy tankonyveként hasz-
nalhat6, mérnokhallgatok szamara.

A jegyzet elkészitése soran szamos segitséget kaptam a Budapesti Miiszaki és

Gazdasagtudomanyi Egyetem Szélessavu Hirkozlés és Villamossagtan Tanszék ok-



tatoitol. Kiilon koszonet illeti Dr. Veszely Gyula professzort a kézirat igen alapos
atnézéséért, tarsszerzoséggel felérd szakmai tanacsaiért. Koszonom Dr. Ivanyiné dr.
Szakacs Amalia professzor folyamatos segitségét.

A jegyzet gondozasat a Miiszaki Konyvkiado vallalta. Gondos munkajuk nélkiil
nem sziiletett volna meg a munka. Kiilonds halaval tartozom Rét Annéanak, akinek
az anyag végsd formajat koszonheti.

A kiadvany A Korszeri Mérnokért Alapitvany tdmogatasaval készilt, a ,,Tan-

konyv, Szakkonyv, Jegyzet” projekt keretén beliil.

A kiadvany tamogatoja a Pannon GSM Tavkozlési Zrt.

Budapest, 2006. december

Dr. Zombory Laszlo



1. FEJEZET

1 A magyar nyelvben viszony-
lag késon kialakult terminold-
gia miatt ugyanazt a ,,tér” szot
hasznaljuk a geometriai (konfi-
guracios) tér és az erdtér meg-
nevezésére. Ha megkiilonboz-
tetést akarunk tenni, utobbit a
»mez8” kifejezéssel jeldljik.
Angol nyelvben a megkiilon-
boztetés a ,,space” és ,,field”,
német nyelvben a ,,Raum” és
,JFeld” szavakkal torténik.

2 Megjegyezziik, hogy az egy-
séges nemzetkozi mértékegy-
ség-rendszerben (SI) az elekt-
romos alapegység nem a toltés
egysége, hanem a sokkal kony-
nyebben mérhetd aramé, az
amper (A).

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK
ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

Az elektromagneses tér fizikai erétér.! Elektromagneses térben elektromosan toltott

részecskére erd hat. Az erét a Lorentz-torveny irja le:
F=0Q(E+vxB), (1.1)

ahol

QO a kisméretli (pontszeri) toltés nagysaga;

E az elektromos térerdsség vektora,

v a toltott részecske sebessége;
B a magneses tér indukcidvektora.

A mértékegységek megvalasztasadval késébb foglalkozunk.

Az (1.1) képletbdl két dolog nyilvanvald. Egyik az, hogy az elektromagneses tér
vektortér és két vektorral (E és B) jellemezhetd. A masik az, hogy az elektroméagne-
ses er6tér olyan anyagra (kozegre, részecskére) hat, amelynek kiilonleges tulajdon-
saga van: az elektromos toltés.

Az elektromos toltés nemcsak a tér jelenlétének indikatora, hanem a tér forrasa is.
Az elektromagneses tér bemutatasat ezért altalaban a nyugvo toltésekkel és azok
egymasra hatasaval szokas kezdeni, annak ellenére, hogy az elektromos toltések és
primer hatdsaik észlelése kiviil esik a mindennapos gyakorlaton. Simonyi Karoly
professzor mutatott ra Villamossdagtan c. konyvében, hogy a kozvetlen tapasztalat a
mozgo toltések altal 1étrehozott elektromos aram tulajdonsagait ismeri. Gyakorlati
életiink soran talalkozunk az arammal. Az d&ram héhatésa és az ebbdl szarmaz6 fény,
a gaztoltésl csovek fénye éppugy ¢€letlink mindennapjaihoz tartozik, mint az elekt-
romos aram hatdsara Iétrejové mechanikai mozgas haztartasi gépeinkben. Ezért az
elektromagneses tér forrasai koziil el6szor az aramrol lesz sz6.2

AZ ELEKTROMOS ARAM

Az elektromos aram jelenlétét a vezetékekben az dramok egymasra hatasa jelzi.
A B magneses indukciovektor €s az aram kozotti kapcsolatot, majd késébb a veze-
tékben folyd dramok kozotti er6hatas torvényét el6szor Biot és Savart allapitottak
meg kisérletileg, 1820-ban. Egyszer(i elrendezéseik utan Ampeére hosszl kisérlet-
sorozatban (1820-1825), bonyolult vezetékgeometriak esetén altalanos erétorvényt

1



1. FEJEZET

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

alkotott. Ez alakilag kiilonbozik a kdvetkez6kben bemutatott torvénytdl, de tartal-
milag megegyezik vele.
Két, parhuzamosan fekvd vezetékben folyd aram vonzza egymast, ha irdnyuk
megegyezik, ellenkezd esetben taszitja. Ez a kdlcsonhatas teszi lehetévé az dram
Két, egymassal parhuzamos, igen kis keresztmetszet(i (elvben végtelen hosszu)
egyenes vezetéken folyd dram adott szakasza kozotti er6hatas vakuumban:

|F|:&‘Il ”12‘1

1.2
S (1.2)

ahol
[ a vizsgalt vezeték hossza;
d a vezetékek tavolsaga.

A 1t a szabad tér (vakuum) permeabilitdsanak nevezziik. Ertékét ugy valasztjak
meg, hogy egymastdl 1 m tavolsagra elhelyezkedd, 1 m hosszusagu vezetékszaka-
szokra egységnyi (1 A) aram esetén 2-107"N er6 hasson. Ezzel:

4+ N
/.L0:47T'10 7F.

A képletben szerepld szokatlan mértékegységet az elektrodinamikaban hasznala-
tosabb alakba irjuk. Az elektrodinamikéban az A mellett a fesziiltség egységének a
voltot (V) definialjuk ugy, hogy a VA =W 0sszefiiggés kdsse a mechanikus mérték-
egységekhez.

Mivel N = 223 4 newton helyett a V-A-s/m mértékegységet hasznaljuk.
m

Ezzel

N= W-s_V-A-s

m m
tehat
Vs
=107
g Am

Ne feledjiik: a vakuum permeabilitasa definialt mennyiség, nem természeti allando!

Az eddig targyalt vonalszer(i &ramok mellett térben, illetve feliileten eloszlo ara-
mok is elképzelhetdk. A térbeli aram stirliségét az egységnyi feliileten (merdlege-
sen) athalado aram értékével hatdrozzuk meg:

dI = JdA, (1.3)

ahol
dA a feliiletelem vektora (az elemi kicsi feliilettel aranyos, arra merdleges vektor),

J— a térbeli aram (feliileti) stirisége.
m



1. FEJEZET

3 Idében igen gyorsan valtozo
aram esetén az allitas nem fel-
tétleniil igaz. Erre kés6bb visz-
szatériink.

1.1. dbra

A gerjesztési térvény
alkalmazésa nyitott
vezeték esetén nem ad
egyértelm( eredményt

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

Hasonldan adodik a feliileten foly6 dram stirliségére:

d/ =K n ds, (1.4)

ahol
n egy a feliileten fekvo ds ivelemre merdleges, szintén a feliileten fekvo vektor

A N .
K — a feliileti 4ram sfirisége.
m

ES A TOLTES?

KézenfekvOnek tlinik: ha egy vezeték nem agazik el és nem szakad meg sehol, a
rajta folyo aram nem valtozik.* Mas szoval: zart feliileten atfolyd aram Osszességé-
ben zérus. Ha az aramvezet6 nem metszi a feliiletet, ez nyilvanvald. Ha metszi,
akkor mindig paros alkalommal. A metszések egyik felén be-, a masik felén kifolyik
ugyanaz az aram. A kifoly6t pozitivnak, a befolyot negativnak tekintve az eredd
aram zé€rus.

Zart feliileten atfoly6 aram az (1.3) képlet alapjan:

1:§JdA, (1.5)

ahol

a zart feliilet kifelé mutatd normalis vektora pozitiv. A feliileten atfolyé aramok
nemcsak térbeli, hanem feliileti és koncentralt, vonalszerii aramok is lehetnek. Az
ezekbdl szarmazo jarulékot — hacsak nem hangsulyozzuk az ellenkezdjét — mindig
beleértjiik az (1.5) tipusu kifejezéssel megadott aramba.

Az el6zd, (1.5) allitas felhasznalasaval:

JdA=0. (1.6)
J

Mas a helyzet, ha a vezeték megszakad, pl. egy kondenzator egyik fegyverzeténél
(1.1. abra). Ekkor a zart feliileten atfoly6d aram zérustol eltérd értékdi. Ha egy zart
feliilet belsejébe befoly6 aram nagyobb, mint a kifolyd, a feliilet altal hatarolt térfo-
gatban toltés halmozddik fel. A felhalmozodott t6ltés aranyos az aram intenzitasa-
val és a vizsgalt id6tartammal:

do=-14dt, Q=As=C, (1.7)

ahol a negativ elgjel jelentése:
ha kifelé folyik az aram a térfogatbol, a toltés csokken.

[ m )
%



1. FEJEZET

4 Az (1.10) egyenletben az id6
szerinti derivalast és a helykoor-
dinatak szerinti integralast fel-
cseréljiik. Ennek feltétele, hogy
az integralasi tartomany, azaz az
adott térfogat koordinatai id6t61
fliggetlenek.

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

Megjegyzés: az Sl-ben szamos szarmaztatott egység van, ilyen a Coulomb, a tol-
tés fenti egysége. Mi a tovabbiakban mindent alapegységekkel fejeziink ki.

A fenti kifejezésbdl:

Y
[=—— 1.8
& (1.8)
¢s felhasznalva a toltés p térfogati stiriségét:
A-s
d0=pdV,  p=—i (1.9)
m
(1.8) a kovetkezd alakba irhato:
9§JdA+ifpdV=0, (1.10)
A dt 14

ahol 4 a V térfogatot hatarold zart feliilet.

Emlékezteto.
A v vektortér divergenciaja (forrasa):

. .1
dlvv=11m—§vdA,
V=0V /
mikozben az A4 feliilettel koriilzart V térfogat legnagyobb linedris mérete is zérushoz tart.

A divergenciara vonatkozik a matematika Gauss-tétele:

§vdA:fdivvdV,
4

A4

A Gauss-tétel alkalmazasaval*:

fdivJ+%dV:O. (1.11)
4

Miutén az allitas tetszés szerinti térfogatra igaz, maga az integrandus zérus kell,
hogy legyen:
dp

divJ+—=0
ivI+—--=0. (1.12)

Az (1.10) a folytonossagi egyenlet integralformaja, (1.12) a differencialis forma.

Melyik allitds mond tobbet? Melyik allitas er6sebb?

Az er6sebb allitas mindig a differencialis formula. A differencidlhanyadosok de-
finicidjat ismerve a differencialis formula azt jelenti, hogy az allitas a vizsgalt térfo-
gatban valamennyi pont kicsiny kdrnyezetére igaz. EbbSl mindig kovetkezik, hogy
az allitas a térfogat egészére is igaz.

A folytonossagi egyenlet mas szavakkal a toltésmegmaradas elvét fejezi ki mate-
matikai formaban. Az 4llitds bévebben: ha egy kicsiny térfogatban t6ltés halmozo-
dik fel, ott a foly6d aram egy része eltlinik (negativ divergencia, nyeld).

4



1. FEJEZET

1.1. tablazat

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

Erdemes figyelniink a folytonossagi egyenlet alakjara: egy fizikai mennyiség siirtiségének id6-
beli megvaltozasa és a mennyiség dramanak forraserdssége 0sszegezve zérus. Az (1.12) egyen-
let homogén egyenlet. Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt pont kornyezetében az adott fizikai mennyi-
ség nem keletkezik vagy szlinik meg. Esetiinkben az allitas: elektromos t6ltés nem sziiletik és
nem semmisiil meg.

Eddig nem vizsgaltuk az aram ¢és toltés kapcsolatanak leirasat. Ha ismerjiik a
toltések v atlagsebességét, akar kozegben (fémek, elektrolitok, ionizalt gazok), akar
szabad térben az dram sirlisége:

A Asm

2
m 1’1’13 S

J=pv (1.13)

A fémekben, ill. szabad térben altalaban egyfajta toltés hozza 1étre az aramot.
Elektrolitokban, ionizalt gazokban, ill. félvezet6kben azonban kétféle, kiilonb6zo
eléjell (pozitiv és negativ) toltés mozog, mindketté mas atlagsebességgel. [lyenkor
az aramstiriség kifejezése:

J=p. v, +pv_. (1.14)

A TOLTES KULONBOZSO MEGIJELENESI FORMAI

o

Az eldzbéekben a térben elosztott toltésekkel foglalkoztunk. A toltések elhelyez-
kedhetnek feliileten és vonal mentén elosztva ill. izolalt pontokban. Az egyes toltés-
tipusok jellemzdit az 1.1. tdblazat foglalja dssze.

A t6ltés tipusa Toltésstirliség Osszes toltés
A-s _
Térfogati P~ Q f pdv
m 4
A-s _
Feliileti o= 0= [ouw
m 4
A-s _
Vonal q — 0 f gdl
m L
Pont QOA-s —

A toltések kolesonhatasban vannak egymassal. Nyugvo, pontszer( toltések erdt
fejtenek ki egymasra, ezt az er6t Coulomb torvénye irja le, amelynek alakja szabad
térben:

_ 1 |alie

F
|| 4me, ré

, (1.15)
ahol az er6t N-ban mérjiik;

0,, O, atoltések nagysaga,

As; r , a pontszerii toltések tavolsaga, m;

1

- 22 vakuum permittivitasa; ¢ a fénysebesség.
0

& (1.16)
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1. FEJEZET

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

Ezt a formulat csak joval késébb tudjuk megmagyarazni. Emlitésre mélto, hogy ez a mennyi-
ség szarmaztatott és nem természeti allando.

Szamértéke:
, Vs

£, =8,856-10"" ,
-m

A toltések kozotti erd vonzderd, ha a toltések azonos eldjeliiek, €s taszitderd el-
lenkez6 esetben.

A Coulomb-torvény kisérleti igazolasa €s igy az egységnyi toltés meghatarozasa
1s sokkal nehezebb, mint az aramok k6lcsonhatasanak mérése. Kozvetett kisérlettel
el6szor Cavendish igazolta az inverz négyzetes erétorvényt 1772-ben. Sajnos ered-
ményeibdl semmit nem publikalt, igy a térvény Coulomb francia hadmémokrdl kapta
a nevét, aki azt 1785-ben publikalta. Coulomb torzids ingaval végezte méréseit.

Az elézbéekben elmondtuk, hogy az aramok kozotti er6hatas mérése egyszeriibb,
mint a toltések kozottie. Hogyan lehetséges, hogy az utdbbi mégis évtizedekkel
megeldzte az elbbit? A véalasz egyszerii. Bar legkésébb a szdzadforduld ota sejtet-
ték, hogy 1étezik 0sszefliggés az elektromos és magneses jelenségek kozott, ennek
kvalitativ kisérleti igazolasa csak 1819-ben sikeriilt Orsted déan fizikusnak, aki ezt
1820-ban publikalta. Még ebben az évben megsziiletett Biot és Savart térvénye!

Mai tudasunk szerint a természetben létezik legkisebb elektromos toltés. Ez az elektron tolté-
se, az ugynevezett elemi téltés, amelynek értéke:

e=1,602-10"A-s.

Az elektron toltése negativ. Ugyanekkora abszolut értékii pozitiv tdltése van a protonnak. Ez
olyan kicsi toltés, hogy a gyakorlatban szerepl6 toltésértékek sokszoros nagysagrenddel nagyob-
bak. Ezért gyakorlati elektromagneses feladatokban nem kell figyelembe venniink a t6ltés kvan-
taltsagat. JelentGs szerepe van azonban ingadozasi (zaj) és mikrofizikai jelenségekben.

INTENZITASVEKTOROK

Az (1.1) osszefiiggésben szerepld vektorok a tér er6hatasaval kapcsolatos mennyisé-
gek. Definicidjuk is az er6hatdssal kapcsolodik. Ezért célszerlien térerésségvektoroknak
nevezhetnénk 6ket. A hagyomanyok szerint azonban csak az elektromos teret jellemzd
E vektor neve elektromos térerosség, a B vektort mdagneses indukcionak, vagy mdgne-
ses fluxusstiriiségnek nevezziik. Osszefoglald neviik: intenzitasvektorok.
Az elektromos térerdsség (1.1) alapjan az egységnyi toltésre hatd elektromos erd:
E= lF (1.17)
0

Az Osszefiiggések alapjan a térerésség egysége:
N V-As I _V

X .
A-s m As m

A magneses indukciovektor definicidja a Lorentz-erén és az aramstirliség (1.13) defi-

crer

E=

mos toltése pAl, ahol p a vezetékben 1év6 toltések stirtisége. Ezzel (1.1) alapjan:
F=p(vxB)AlL (1.18)



1. FEJEZET AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

(1.13) és (1.3) felhasznalasaval:

F = 1xBf, (1.19)
ahol
1 vektor, és az aram iranyaba mutat. Amennyiben a vezeték igen rovid, akkor:
dF = IdIxB. (1.20)
A fentiek alapjan:
B_E_V-A's I Vs
1l m Am m’

A fizika ezzel egyenértéki definicidja egy kisméreti, 4 feliileti koraramra hato
T forgatonyomaték

B
T=mx—; m= y,/A4n, (1.21)
Ho

ahol

m a kéraram momentuma,

I az dramer@sség,

n a feliilet normalisa, ami az &rammal a jobbcsavarszabaly szerint van dsszerendelve.

AZ INTENZITASVEKTOROK INTEGRALIJAI

Mindkét intenzitasvektor integralhaté alkalmasan vélasztott vonal mentén, illetve
feltileten. A vonal- ¢s feliiletelemek vektorok, igy ezek az integralok skalarértékiiek.

Persze, az integralok kiszamitgatasa oncélu jatékka valik, ha az eredménynek
nincsen fizikai jelentése. Ezért megvizsgaljuk a szoba jovo négy integralt.

AZ ELEKTROMOS TEREROSSEG VONALINTEGRALIA,
A SKALARPOTENCIAL

Ahogyan az (1.17) formulaval kapcsolatban megallapitottuk: az E térerdsség az
egységnyi toltésre hato elektromos erd. Az erének a vonal menti integralja a vonal
mentén végzett munkdja. A térerdsség vonalintegralja tehat az elektromos tér egy-
ségnyi toltésen végzett munkaja:

U:fEm. (1.22)

Az integralt a vonal mentén (a két végpont kdzott) mérhetd fesziiltségnek nevez-
ziik, mértékegysége a volt (V). (1.22) felhasznalasaval tetszéleges toltésen végzett
munka egyszer(ien kifejezhetd:

W:mezfQEm:QfEnga (1.23)

azaz a munka a toltés és a vonal mentén mért fesziiltség szorzata. Ellendrizziik a
mértékegységet: QU =A-s-V=W-s =] = I, azaz a munka Sl-egysége.
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1. FEJEZET

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

Sajnos a fesziiltség értéke altalaban nemcsak a vonal végpontjaitol, hanem a vo-
nal alakjatol is fiigg. Vajon mi a feltétele, hogy a fesziiltség csak az ut végpontjaitol
fliggjon, az alakjatol ne? Belathato, hogy ennek sziikséges ¢€s elégséges feltétele,
hogy tetszés szerinti zart L gorbére a térer6sség vonalintegralja zérus legyen:

9§E d1=0. (1.24)

A feltétel mindig fennall, ha az elektromos és magneses tér idében nem valtozik.
Ekkor rogzitett végpont esetén a fesziiltség értéke csak az (1.22) integral kezdo-
pontjanak fliggvénye.

Ezt a fliggvényt skalarpotencialnak nevezzik. A ¢(r) skalarpotencial definicioja
tehat:

gp(r):jE dL. (1.25)

A skalarpotencial egy konstans erejéig hatdrozatlan. Ha ugyanis megvaltoztatjuk
az integralas végpontjat r_ -ra, akkor a potencial kifejezése:

ou (1) = fE d=[E dl+]E dl = o (r) + konst. (1.26)

Ez az allitas egyenértéki azzal, hogy a potencial nullahelyét tetszés szerint va-
laszthatjuk meg. Ez a valasztas nem befolyasolja azt a tényt, hogy a fesziiltség az ut
kezdd- és végpontja potencialjanak kiilonbsége:

U, :rsz dl:rfoE dl+jE dl:}E dl—jE dl=o(r,)—¢(r,). (1.27)

Még egy megjegyzés: Az (1.25) és (1.26)-bol latszik, hogy az E(r) vektorfligg-
vény és a (r) skalarfiiggvény kolcsondsen meghatarozzak egymast. A vektorteret
konzervativnak nevezzik, ha zart gorbére vett integralja (1.24)-hez hasonloan z¢-
rus. Ha ez a vektortér er6tér, a rogzitett munka €s igy az energiavaltozas a zart gorbe
koriiljarasa soran zérus, ez az elnevezés magyarazata.

(1.25)-bdl kovetkezik, hogy a potencial valtozasa elemi kicsi szakaszon:
dp=—E dl. (1.28)

A matematikéban a ¢ skalarfiiggvény valtozasat elemi kicsi dl szakaszon a gra-
diens vektorfiiggvény irja le:

de = grad ¢-dl.

Derékszogli koordinata-rendszerben:

dp, Jp ., 0Op
do=2¥i, 9% K, 1.29
mad = poit 5 it (1.29)

ahol i, j és k az egymasra mer6leges egységvektorok.



1. FEJEZET

5 Az (1.5) Osszefiiggés értel-
mében zart feliileten az dram-
stiriség fluxusa a feliilettel ha-
tarolt térfogatbol kifolyo ara-
mot adja meg.

6 Az (1.34) Osszefliggés alap-
jan B-t sokan, kiilondsen az
angol szakirodalomban mag-
neses fluxussiiriségnek neve-
zik.

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

(1.28) és (1.29) Osszevetésébdl az elektromos térerdsség a skalarpotencial nega-
tiv gradiense:

E =- grad ¢. (1.31)

Ez az 6sszefiiggés az (1.24)-hez flizott megjegyzés értelmében csak idében valto-
zatlan terek esetén egyértelmdi.

AZ ELEKTROMOS ES MAGNESES TEREROSSEG
FELULETI INTEGRALJA. A FLUXUS

Vektortér skalarérték feliileti integraljahoz definidlnunk kell a feliiletelem dA vek-
torat. Ez a vektor merdleges a feliiletre és abszolut érté¢ke megegyezik a feliiletelem
felszinével. Az integralds soran a vektor a feliilet minden pontjaban skalarisan szor-
z6dik a feliiletelem vektoraval. Ez mas szdval azt jelenti, hogy a vektornak minden
pontban csak a feliiletre merdleges komponense vesz részt az integral képzésében.
A feliileti vektor irdnyitasa nyilt feliilet esetén tetszéleges, zart feliilet esetén megal-
lapodas szerint a feliilet altal hatarolt térfogatbdl kifelé mutat. Az alabbi

szVdA (1.32)

integralt a v vektortér 4 feliiletre vett fluxusanak nevezziikk.’> Az elektromos tér-
intenzitas nyilt feliiletre vett fluxusdhoz nem kapcsolddik fizikai fogalom. A zart
feliiletre vett fluxushoz azonban fizikai torvény kapcsolodik: a térre vonatkozoé elekt-
romos Gauss-torveny:

SEEdA:iQ NV m’=Vom=—"A.s
) € m As (1.33)
V-m

A torvény allitasa: zart feliileten az elektromos fluxus aranyos a feliilet belsejében
elhelyezkedo elektromos toltéssel. Az aranyossagi tényezo (aligha véletlentil) meg-
egyezik a Coulomb-torvényben szerepld (1.16) vakuum-permittivitassal. (Ponto-
sabban: annak reciprokaval.)

A magneses indukci6 fluxusa, roviden mdgneses fluxus:

V-s

2
m

@:deA xm? =V-s (1.34)
A

az eddig targyalt 1d6tdl fiiggetlen terek esetén nem jatszik fizikai szerepeté. Zart

feltilet fuxusara azonban a magneses Gauss-térvény érvényes:

9§B dA=0 (1.35)

A torvény nem kevesebbet allit, mint azt a tapasztalati tényt, hogy 6ndllo magne-
ses toltés (magneses monopolus) nem létezik.

A skalarértékii integralok koziil nem vizsgaltuk még a magneses indukciovektor
vonalintegraljat. Ennek az integralnak fizikai jelentést zart integraldsi ut esetén tu-
dunk adni.

9



1. FEJEZET

7 Szokas ezt a torvényt Ampere
gerjesztési torvényének nevez-
ni. Ez helytelen, Ampére soha
nem irt fel ehhez hasonld sz-
szefliggést.

AZ ELEKTROMAGNESES TEREK ALAPVETO OSSZEFUGGESEI

Ekkor, id6ben valtozatlan mennyiségek esetén érvényes a gerjesztési torveény’:

9§B dl =g, I, (1.36)
1

ahol
I az integralas / utja altal kifeszitett 4 feliileten keresztiilfoly6 aram.

GERJESZTETT VEKTOROK

Hangstlyozzuk: az integral-osszefliggések szabad térben (elméletileg vakuumban,
gyakorlatilag levegében) érvényesek. Alapvetden esztétikai okokbodl szokas ezeket
a torvényeket olyan alakra hozni, hogy ne szerepeljenek benniik dllandok. Ebbdl a
célbol bevezetik a D eltolasi vektort (villamos fluxussiiriiséget):

A-
D=cE —2 (1.37)
m
¢s a H magneses térerosséget:
1 A
H=—B —. (1.38)
Ho m

Az (1.33), (1.36-38) felhasznalasaval a Gauss-torvény és a gerjesztési torvény az
alabbi egyszerti alakba irhato:

ffD dA:{p dv, fH dl:LA[‘J dA, (1.39-1.40)

ahol a gerjesztdmennyiségeket (a toltést és az aramot) a slirliségiikkel jellemeztiik.

A fenti két egyenlet az elektromagneses tér két ijabb jellemzd vektorat tartalmaz-
za és ezen egyenletek alapjan joggal nevezziik Sket gerjesztett vektoroknak. Kozeg
jelenléte nélkiil, szabad térben E és D, illetve B és H csak egy skalar szorzéban
kiilonboznek, ezért fizikai tartalmuk azonos. Az intenzitasvektorok €s a gerjesztett
vektorok eltérd fizikai tartalmat csak kozegek jelenléte esetén hordoznak.

FARADAY INDUKCIOTORVENYE

Visszatérve a @ magneses fluxushoz, tapasztalati tényként fogadjuk el az indukcio-
torvényt, ami azt allitja, hogy ha barmely vezetd altal koriilfogott fluxus az id6ben
valtozik, akkor ebben a vezetékben a fluxusvaltozas sebességével aranyos fesziilt-
ség keletkezik:

0D
! ot
A térerdsséget a majdnem zart vezet6 oly modon ,,integralja” (1.2. abra), hogy az
indukalt térerésseg addig mozgatja el a toltéseket, amig az eredd térerdsség (az E,

indukalt és az E_sztatikus tér 6sszege) a vezetdben zérus nem lesz. A vezetek veg-
pontjaiban felhalmozddott toltés csak a 1égrésben hoz l1étre teret.

(1.41)

10
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1.2. dbra
Faraday indukciétérvénye

. (1.42)

A negativ eldjel Lenz torvényét fejezi ki: az indukalt fesziiltség altal 1étrehozott
aram magneses tere csokkenti az indukal6 teret.

Jol jegyezziik meg: az indukalt térerdsség kialakuldsahoz nincs sziikség vezetd-
hurokra. Az id6ben valtozé magneses tér elektromos teret hoz létre, és a (geomet-
riai) térben barmely A feliiletre és az azt hatarold L gorbére igaz az (1.42) allitas.
A feliilet normalisa €s a peremgorbe koriiljarasa a jobbcsavar-szabaly szerint van-
nak egymashoz rendelve.

AZ ELEKTROMAGNESES TER EGYENLETElI VAKUUMBAN

Az eddigiek alapjan a kdvetkezd egyenletek irjak le a tér viselkedését:

(1.43)
Gerjesztési torvény § Hdl= f J dA
L A
e 0
Indukciotorvény 99 E dl= 3 f B dA (1.44)
L A
Moagneses _
Gauss-torvény f BdA=0 (1.45)
Elektr(imo’s §D dA = fp dv (1.46)
Gauss-torveny ) )
Kozegjellemzo torvények D=¢,E; B=pH (1.47)

Az (1.43-1.47) egyenletek természetesen nem irjak le a tér viselkedését kozeg-
ben. Teljes egészében tiikrozik azonban a Maxwell el6tti elektrodinamikat. Tiikro-
zik abban is, hogy integral-0sszefiiggések, mig ma mérndki szinten differencial-
egyenletekkel dolgozunk. A fenti integral-osszefiiggések csak néhany kiilonleges
geometriaju elrendezés esetén teszik lehetové a tér szamitasat, még numerikus elja-
rasok felhasznalésaval is.

Ezért majd attériink a differencidlegyenletek formalizmuséra. Azzal a formaliz-
mussal fogjuk megmutatni a fenti egyenletrendszer egyetlen hidnyossagat és annak
kijavitasat is. El6tte a kozegekkel és az elektromagneses térrel torténd kdlcsonhata-
sukkal foglalkozunk.
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8 A kvantumelektrodinamika
nem tiltja magneses toltés 1é-
tezését, sot értékét is meg tudja
becsiilni. A felfedezésére ira-
nyul6 nagyszamu kisérlet elle-
nére kimutatni 2006-ig egyszer
sem sikeriilt. Ezért a tovab-
biakban elfogadjuk ténynek,
hogy nem létezik.

AZ ELEKTROMAGNESES TER
ES KOZEG KOLCSONHATASA

MI HIANYZIK AZ EGYENLETEKBOL?

Miutén az egyenleteket vakuumra irtuk fel, hidnyzik beldliik a kozeg hatasa. Ez
azonban nem vonatkozik az els6 négy egyenletre. Mar emlitettiik: a kzegek hatasa
a kiegészitd egyenleteken keresztiil jelenik meg az egyenletrendszerben.

A legegyszertibb esetben a kovetkez6 O0sszefiiggésekkel szdmolhatunk:

D =<E, B = uH, J=0o(E+E,), (2.1)

ahol

€ = €€, a kdzeg permittivitasa €s _a (dimenzi6 n€lkiili) relativ permittivitas. Ha-
sonloan, u = p 1, a kozeg permeabilitasa, p_relativ permeabilitassal. Végezetiil o a
kozeg vezetSképessége, mértékegysége A/V-m = 1/Q2-m. E, a nem elektromos ha-
tasokat reprezentalo beiktatott térerdsség. Ettdl eltekintve a J = oE a differencialis
Ohm-torvény.

Véges, A keresztmetszet(, / hosszisagu egyenes vezetéken az aram értéke

=21y
/ R

Az aram ezen (konduktiv) alakjan kiviil konvektiv aram (1.13) és (1.14) is meg-
jelenhet a harmadik egyenletben.

Ezen kiegészitd egyenletek a kozegegyenletek vagy konstitutiv reldaciok.

A konstitutiv relaciok fenti alakja semmit nem mond azokrol a folyamatokrol,
amelynek soran a kozeg 6sszekapcsolja az intenzitdsvektorokat a gerjesztett mennyi-
ségekkel. Miel6tt a téregyenleteket tovabb vizsgalnank, ismerked;jliink meg ezekkel
a folyamatokkal.

EGY KIS KITERO: A DIPOLUS

A magneses tér alapegyenleteibdl kovetkezik, hogy magneses toltés nem létezik®.
Az anyagok mikrostruktirajanak ismeretében tudjuk, hogy az elektromos toltés is
igen kiegyensulyozott, hiszen egy atom 0ssztoltése zérus. Ezért a (nemionizalt) atom
kifelé nem hoz létre a Coulomb-potencialnak megfeleld teret.

Felmeriil a kérdés: 1étezik-e zérus Ossztoltésti elemi toltéselrendezés, amely zé-
rustol eltérd teret és potencialt hoz 1étre? Ha ilyen nem létezne, a permanens magne-
sek viselkedését a Maxwell-egyenletek alapjan nem tudjuk leirni.

12
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2.1. dbra
A dipélus potencidlignak
levezetéséhez

9 Aki a Dirac-d-t ismeri, latja,
hogy a pontszerti toltés siirti-
ségfiiggvénye egy térbeli (ha-
romdimenziés) Dirac-6. A di-
polus stirlisége nem egyéb mint
a § derivaltja.

ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

Szerencsére van ilyen toltéselrendezés, ez a dipolus. A dip6lus két, egymastol
igen kis tavolsagra elhelyezkedd, azonos abszolut értékd, de ellentétes eldjelii toltés
egylittese. A dipolus szerkezete olyan, hogy a toltéseket nem engedi a Coulomb-erd
hataséara elmozdulni. Helyezziik a két toltést egymastol / tavolsagra az origo kozelé-
be (2.1. dbra D pont).

1
gradp .

P(x.y,2)

A toltéselrendezés altal 1étrehozott potencial a P pontban:

! [Q_QJZL[L 1]_ Y

r.oor

Pl=—
SD( ) dmey\r, 1| 4me,

! _L]. 22)

Ha az / tavolsaga r-nél sokkal kisebb, a zarojelben allo kifejezés kozelithetd az
alabbi médon:

1 1
- ~lgrad, —
|l’7 +l| |I’7| gra D r > (23)

ahol jeloltiik, hogy a differencialast a D pont koordinatai szerint végezziik. Ezzel a
kozelitéssel:

¢(P)~ ol grale. (2.4)
4re, r
Az elemi dipolust Gigy szarmaztatjuk, hogy a két toltést minden hatéron tul kdze-
litjiik egyméashoz, mikdzben a Ol = p szorzat allandé marad. Ekkor p elnevezése:
dipolusnyomaték vagy dipolusmomentum, mértékegysége: A-s-m. A (2.4) egyre
kisebb hibaval adja meg a toltéselrendezés potencialjat, mig hataresetben:

p 1
P)= rad , —. 2.5
SO( ) 47r50g Py (2:5)

Kérdés: 1étezik-e elemi dip6l? Valasz: nem! De adott toltéseloszlas tere igen jol
kozelithetd vele. Az absztrakcidé ugyanolyan jellegli, mint a pontszer(i toltésnél.
Tudjuk, hogy kozelités, de elfogadjuk és szamolunk vele®.
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2. FEJEZET ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

A szadmitasok soran altalaban a P pont koordinatai szerinti derivaltakkal szdmo-
lunk. (Gondoljunk csak a tér kiszamitasra a potencialbol.) Ezért (2.5)-ben is atté-
riink a P pont koordinatai szerinti derivalasra. Miutan

2

’”:\/(xD_xp)2+(yo_yp)2+(zp_zp) >

nyilvanvalo, hogy a P és D szerinti derivaltak csak elgjelben kiilonboznek. Ezért:

1
o(P)=——L orad, - (2.6)
4re, r
Megallapodas szerint a p dipolnyomaték a negativ toltéstdl a pozitiv toltés iranya-
ba mutat. A potencial masik kifejezése:

1 opr 1 pcosd
p)=—Ph _ , 2.7
#(P) dme, 1r*  Ame, 1 2.7)
ahol
r, az r irinyba mutat6 egységvektor,
¥ pedig a p és r altal bezart szog.

Némi szamoldssal igazolhato, hogy a térerdsség kifejezése:

TE,

et (2.8)

A pontszer( toltés 1/r tavolsagfiiggésénél a dipolus tere a végtelenben gyorsab-
ban, 1/r*-mal aranyosan tiinik el.

A dipdlus alkalmazasara két példat mutatunk be:

Adott toltéseloszlas terét csak viszonylag pontosan akarjuk szamitani. Hatarozzuk
meg azt az egyszer( eloszlast, amelynek potencidlja jol kozeliti a toltéseloszlasat!

Ha a tavolsag elegendden nagy, és a tér finomabb részletére nem vagyunk kivan-
csiak, a toltéseloszlas helyettesithetd egyetlen ponttdltéssel (2.2. abra).

oOP
s
R
2.2. dbra
Helyettesitd
toltéselrendezés
szdmitdsa
1 rp 11 1 0
P)= =dV = — dV =——=, 29
SO( ) 47750[1" 4re, R!:p 4me, R (2.9)

ahol az r ~ R az egész toltéselrendezésre kozelitéssel éltlink. A kozelités azonban
semleges (Q = 0) toltéselrendezésnél nem ad értékelhetd eredményt.
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2. FEJEZET ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

Ez a helyzet nem olyan ritka, mint gondolndnk, hiszen mint emlitettiik, az atomok
¢s az azokbdl felépiild struktirak pozitiv és negativ 0ssztdltése alaphelyzetben azo-
nos. De a kozelités mindenképpen romlik, ha az R tavolsag annyira lecsokken, hogy
a tér nem tekinthetd gdmbszimmetrikusnak.

Eljiink ekkor az alabbi kozelitéssel: a d helyvektorral rendelkezé dV térfogat r
tavolsagat a P ponttol hatarozzuk meg tgy, hogy a d vektor R helyvektorra vett
vetiiletét kivonjuk a helyvektorbol, azaz

r~R-dr, (2.10)

ahol r, az R irdnyu egységvektor. Ha a P pont tdvolsiga elegendden nagy, a két
vektor kozel parhuzamos, a (2.10) kozelités hibaja igen kicsi.

1
A potencial kifejezésébe helyettesitendd = kozelitése ezek utan:
LSS S %l[wﬁ]
r R-rd R 1— rd| R R
R
ahol a (2.11) sor 1/R-ben magasabb rendii tagjait elhanyagoltuk.

2.11)

A potencialfiiggvény ezek utan:

! deV:Lfﬁ[l—i-%]dV:
Amey, 1 4me, 9, R R
I 1 I
= — | pdV + L fpddV
4re, R»[ P T e, RZL[ P

A fenti kifejezés

o(P)=

(2.12)

fpdV=Q és fpddV:p (2.13)
Vv Vv
jeloléssel:

(P)

1Q+1%

B 4re, R 4re, R’ (2.14)

alakba irhat6. Lathato, hogy a térbeli toltéseloszlas egy ponttoltéssel és egy p dipol-
nyomatékt dipdlussal helyettesithetd, ahol O és p az eloszlasbol (2.13) alapjan sza-
mithato.

Megjegyzések: ,
1. A potencial (2.14) formuldja egyértelmien a fﬁggvényihatvényai soranak elsé két tagja.

A sor természetesen folytathat6. A magasabb rendli tagok un. multipolusok potencialjai, a sor a
potencial sorfejtése multipolus-potencialok szerint. A magasabb rendii tagok egyiitthatoinak
szamitasa azonban egyre bonyolultabb.

Mikor van ra sziikség? Olyan esetben, ha a szimmetria miatt a dipélusmomentum zérus. Ilyen
tulajdonsaga van pl. a CO,-molekulanak.

2. Ha az 6ssztoltés nem zérus, definialhat6 a ,,toltéskdzéppont” a tdmegkdzépponthoz hasonloan.
A toltés kozéppontjanak definicioja:

[radv—x, [pdr=o, (2.15)
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2. FEJEZET ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

azaz
fpddV
r—v______P
S PYT (2.16)

az onkényesen felvett D origobol mérve. A fenti képletbdl is kovetkezik, hogy ha az origét a tol-
téskozéppontba vessziik fel, arra a pontra vonatkozoéan a tdltéselrendezésnek nincsen dipolus-
momentuma, a tér finom szerkezete csak magasabb rendli multipolusokkal kozelithetd.

A masik felhasznalasi példa elvi jelentdségii.
Ismerjiik a feliileti toltést és potencidljat:

P fUdA, 2.17)

dme, Y, 1

Ezen a feliileti toltésen a potencial folytonos, azaz azonos a feliilet két oldalan.
A potencidl normalis irdnyu derivaltja azonban valtozik (2.3. 4bra).

2.3. dbra

A feluleti toltés
potencidljgnak
meghatdrozdsdhoz

A Gauss-tételt alkalmazva az dbran lathat6 feliiletre és a bezart térfogatra:

on), \0On)

99| _o  [9»
[5n]1_6o+[8n]2 (2.18)

d4

>

0

Képzeljiik el ezek utan azt a dipolus analogiajara kialakitott helyzetet, hogy két
azonos abszolut érték, de ellenkezd eldjeld feliileti toltéssiiriséggel ellatott réteget

igen kozel helyeziink el egymashoz! Ezt az elrendezést kettosrétegnek nevezziik
(2.4. abra).

2.4. dbra
Kett8sréteg potencidlja

A kettdsréteg voltaképpen odA - An-n nyomatékt dipolusok folytonos elosztasa
a feliileten. Itt An a két feliilet tavolsaga, m a negativ toltést feliilettdl a pozitiv
toltést fel¢ iranyitott, a feliiletre merdleges egységvektor. Ha a feliiletek kozotti
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2. FEJEZET

2.5. dbra

A térer8sség ugrdsdnak
szemléletes értelmezése
felUleti toltések esetén

2.6. dbra

A potencidl ugrdsanak
szemléletes értelmezése
kettésréteg esetén

ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

tavolsag uigy csokken, hogy a 0 An szorzat allandé marad, az idedlis kettésréteget
kapjuk. Ennek jellemzdje a

A-s
m

v=ocAnn, (2.19)
a kettdsréteg feliileti nyomatéka.

A kettdsréteg dA4 feliileteleme egy elemi dipolnak tekintheté vd4 dipdlusnyoma-
tékkal. Ennek hozzajarulasa a kettOsréteg potencialjahoz (2.4) alapjan:

z/gradldA : (2.20)

do—
i 4me, r

A teljes kettdsréteg potencialja a sok elemi dipdlus potencialjanak dsszegzésével
kaphato:

p= ! fz/gradldA:

fz/ gradldA: ! fyildA (2.21)
4me, Y, r 4me, r

4me, onr

A A

A kettdsrétegen a potencial normalis irdnyu derivaltja folyamatosan halad at, vi-
szont a potencial ugrik, eltérd értéki a kettdsréteg két oldalan. Igazolhatd, hogy

Y, —p, =g, (2.22)

A feliileti toltés és a kettdsréteg potencialja €s térer6ssége a véges vastagsagu
elrendezések tulajdonsdganak hatarértékeként értelmezhetd (2.5. és 2.6. dbra).

()

O
L . + irany
i S
N1

b)
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2. FEJEZET

2.7. dbra
Dipélusok a kézegben

ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

A kettdsréteg elvi jelentésége abban all, hogy a természetben fellépd struktirak
igen j6 modellje lehet. Csak egyetlen példa: az é16 szervezetek sejtfalanak két olda-
lan ellentétes toltés halmozodik fel €s potencialkiilonbség 1ép fel. A sejtfal modellje
elektromos szempontbol a kettdsréteg.

A KOZEGEK BEFOLYASA A TERRE ALTALANOS
ESETBEN

A (2.1) anyagegyenletekben a lehetd legegyszertibb feltételezéssel éltiink: az inten-
zitasvektorok ¢€s a gerjesztett vektorok kozott homogén, linearis €s izotrop 0ssze-
fliggés all fenn. A mezd kolcsonhatasa a kozeggel ennél bonyolultabb 6sszefiiggése-
ket is teremthet.

A kozegekben tér hatasara dipolusok alakulnak ki. (Egyes esetekben, példaul fer-
romagneses kozegekben a dipolusok a tértdl fliggetleniil, dllandoan 1éteznek.)

A tovabbi megfontolasokat elektromos dipdlus esetében tessziik. Az alapossze-
fliggések magneses dipolus esetében 1ényegében azonosak.

A dielektrikumokat a benntik elhelyezkedd dipdlusok stirtisége jellemzi. Legyen
N az egységnyi térfogatban elhelyezkedd dipolusok szama. Ekkor a dipdlusstiriséget
a kozegben a polarizaci6 vektora adja meg:

A-s

5 -
m

1
P=NOIl=Np—A-sm= (2.23)
m

A dip6lusstiriség mértékegysége €s dimenzidja megegyezik az eltolasvektoréval
(és a feliileti toltésstiriiségével). Ez lehet véletlen, de aligha az.

A dipolussiirtiség hatasanak vizsgalata eldtt nézziik meg, miért is alakulnak ki a dipolusok.
Eldre kell bocsatani, hogy a kdzegek elektromosan altalaban semlegesek, a pozitiv és negativ
toltések 0sszege megegyezik, €s igy egészében semlegesitik egymast. Ez all az anyag kisebb
részeire, atomokra és molekulakra is. Az elektromos tér hat az atomok és molekulak toltott
részecskéire, és igyekszik azokat elmozditani. A pozitiv és negativ részecskék ellenkezd irany-
ba mozdulnak el. Elszakadni egymastol azonban nem tudnak, mert az atomot, ill. molekulat
Osszetartd er6k ezt megakadalyozzak. A deformalddott anyagrészecske pozitiv és negativ tol-
téseinek kozéppontja tobbé nem esik egybe, és ez mindaddig fennall, amig a kiilsé elektromos
tér hat. A tér jelenlétében tehat a kozeg meghatarozott dipdlusstiriséggel rendelkezik.

Tételezziik fel, hogy a tér hatasara kialakult dip6lussiirliség egyenletes eloszlasu.
Ekkor a kozeg belsejében a szembeforduld pozitiv és negativ toltések semlegesitik
egymast. Mas a helyzet a dielektrikum feliiletén (2.7. dbra). A feliileten a toltésstlirQ-
ség éppen a kompenzalatlan polarizacios toltés

7., =P. (2.24)
A
Sl ege
o R

18



2. FEJEZET

2.8. abra

2.9. dbra

Ha P polarizéciévektor
divergencidja kilénbézik
zérustdl, tértdltés 1ép fel

ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

SHET 1 EHR

SHET 1 R

Tételezziik fel, hogy a dielektrikum egy sikkondenzator lemezei kozt helyezke-
dik el (2.8. abra). A kondenzator fegyverzetén helyezkedjék el a teret — és igy a
polarizéciot is — létrehozo o, valodi toltéssirliség. A Gauss-tételt alkalmazva a
dielektrikumon beliili teret a teljes feliileti toltéssiiriség hozza 1étre:

E =T " ool (2.25)
60
ahonnan (2.24) felhasznalasaval
D=oc=¢,E+P. (2.26)
Altalanossagban (2.26) vektorialis megfeleljét hasznaljuk:
D=¢E+P. (2.27)

Eldrebocsatva az (1.46) egyenlet differencidlis megfeleldje a divD = p egyenlet
(2.27) behelyettesitésével és némi rendezés utan kapjuk, hogy

diszi(p— div P), (2.28)
€

amit (2.25)-tel 6sszehasonlitva latjuk, hogy a polarizacids toltés altalanossagban a
dipolusslirliség negativ divergencidja (2.9. abra).

},

é

ot | [ [

T[]+
I
RN FUFE FRNE PN PR

L L L L
e frrrrfern e

(2.27)-nek az egyenletek felirasa szempontjabodl akkor van jelentdsége, ha ismer-
jiik a P és E kozotti kapcesolatot. Kis térerdsség esetén a mennyiségek aranyosak és
egy iranyba mutatnak:

P=¢,x.E, (2.29)
ahol X_(> 0) az elektromos szuszceptibilitds. Ezzel (2.27)-bdl:

D=c¢,(1+x,)E=¢zcE=c¢E, (2.30)
ahol az ¢ relativ permittivitas definiciojat is megadtuk.
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2. FEJEZET

2.10. 4bra

Mégneses hiszterézis

ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

A magneses térben a div B = 0 allitas alapjan a tér 1étrehozasaban a magneses
toltés nem, csak magneses dipolusok jatszhatnak szerepet. A B és H kozotti kapcso-
lat (2.30)-cal teljes analogidban

B=H+M (231)

alakba irhato, ahol M a magneses polarizacio, a magneses dipolsiirliség vektora.

Linedris esetben
M = poX,H, (2.32)
ahol X a magneses szuszceptibitas. Ezzel

N:(1+Xm)ﬂo = M (2.33)

Ismét teljes analdgiaban az elektromos jelenségekkel.

Az alapvet6 kiilonbség X_€és X nagysagrendjében van. Amig az elektromos
szuszceptibitas értéke altalaban 1 és 20 kozott van, bar ennél nagyobb értékek is
eléfordulnak, a magneses szuszceptibilitas értéke nem ferromagneses anyagok-
ra—102 < X_<10*nagysagrendbe esik. A nem ferroméagneses anyagok tehét a
teret gyakorlatilag nem befolyasoljak. Ferromagneses anyagokra azonban X _
akar a 10°t is elérhetik. Ferromagneses anyagoknal azonban illuziérikus a linea-
ris modellel szdmolni. Ilyenkor a konstitutiv relacié nemlinedris:

B = F(H). (2.34)

Ez a nemlinedris kapcsolat a 2.10. abran lathato.
A B

==l 4

A legszembetlinébb, hogy a fiiggvény nem egyértékii. B aktualis értéke az el6é-
lettdl fiigg. Linearis 6sszefliggést csak kezeletlen anyagok ¢és igen kis terek esetén
kapunk. p_értéke ilyenkor 10 és 10* kozé esik.

TERJELLEMZO VEKTOROK VISELKEDESE
KOZEGEK HATARAN

A vizsgalt térrészekben a kozegek inhomogének lehetnek. Ennek leggyakoribb for-
maja, hogy eldirt feliileteken az ¢, p és o kozegjellemzdk hirtelen valtoznak. Az
ugrasszeri valtozas kovetkeztében a térjellemzd vektorok is ugrasszertien valtozni
fognak. Ennek az ugrasnak a meghatarozésa a kovetkez6 célkitlizés.
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2. FEJEZET

2.11. dbra
Elektromos térer8sség
kézegek hatdran

ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

Mint az elektrodinamika valamennyi feladatat, ezt is az alapegyenletek felhasz-
nalasaval oldjuk meg.

Az elektromos térerésség vizsgalatahoz a hatarfeliilet kozelében vegyiink fel egy
kis hurkot (2.11. abra) a feliilet mentén.

d/

Az (1.44) egyenletbdl:

B
SEE dl:—fa— dA, (2.35)
f ) ot
amit az adott geometridra alkalmazva:
B
E,—-E),= —aa—tldl, (2.36)
Zsugoritsuk a hurkot a feliiletre, azaz d/ — 0. Ekkor (2.36) jobb oldala eltiinik,
mivel 5y bem tart a végtelenhez. Ezek utan kapjuk, hogy
E =E, (2.37)

azaz a feliilet két oldalan az elektromos térerésség tangencialis komponense azonos,
a tangencialis komponens folytonos.

Ez az 0sszefligges vektorialis formaban nx(E,~E ) = 0 alakba irhat6, ahol n a
hatarfeliiletre merdleges, az 1 jelt kozegbdl a 2 jeld kozegbe mutatd egységvektor.

Fontos specialis esetet kapunk, ha az egyik kozeg idedlis vezetd. Idealis vezetd-
ben o — oo, 1/0 — 0. Ebben a kdzegben a térerdsség, és igy tangencialis kompo-
nense is zérus, mivel tetszéleges aramstirliség esetén £ =J/o = 0. Ennek megfelels-
en idealis fémfeliileten a térerdsség tangencialis komponense zérus

E=0. (2.38)

Mas szavakkal: idedlis fem feliiletére az elektromos térerdsség mindig meroleges.
Hasonl6an a magneses térerdsségre az (1.43) egyenletbdl

9§H dlsz dA . (2.39)
l A
1
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ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA

Kés6bb latni fogjuk, hogy ez az egyenlet altalanossagban még egy taggal boviil,
de ez a jelenlegi megfontolasokat nem érinti.
A 2.1. ébran lathat6 hurokra, ill. az altala koriilvett feliiletre integralva:

H]—H,l=JIdl (2.40)

Van [étjogosultsaga azt feltételezni, hogy J d/ allandé marad a hataratmenet so-
ran. Ekkor besz¢éliink feliileti aramrol, amelynek strlisége:
A
limd /=K —. (2.41)

dl—0 m

Ezzel a feliileti aramstriiséggel:
H —H, =K, (2.42)

azaz a feliileten a magneses térerésség tangencialis komponense a feliileti aram si-
rliségnek megfeleld értékkel ugrik. (2.42) a K vektor H, — H, -re meréleges kompo-
nensére érvényes. Ezért vektorialisan az

nx(H-H)=K (2.43)

Osszefiiggés érvényes.

Feliileti aramsiiriség hidnydban a magneses térerdsség tangencialis komponense
folytonos.

Ferromagneses kozegben p — oo, ezért H = B/p = 0, a magneses térerdsség
zérus. Ezért a kozeg felszinén nem lehet tangencialis térer6sség komponens és igy a
kiilsé térben is

H =0, (2.44)

azaz ferromagneses kozeg felszinén a magneses térerdsség merdleges.

Idealis vezetd felszinén elenyészd vékony szabad toltésréteg tud kialakulni. Ez
nem tévesztendd Ossze a szigetel6k felszinén kialakuld polarizéacios toltéssel. Az
ugyanis a dip6lusok kompenzalatlan téltésének eredménye €s helyhez kotott.

A vezetd felszinén kialakuld toltésekre természetesen hat a Lorentz-erd, a tolté-
sek feliileti aramot hoznak 1étre. Miutan végtelen jo vezetOben az elektromos tér-
erdsség eltlinik, az (1.44) egyenlet értelmében a magneses indukcio is eltlinik és igy
a magneses térerdsség is zérus, feltéve, hogy a kozeg permeabilitasa véges. Ezért az
igy kialakul6 feliileti aram megegyezik a magneses tér tangencialis komponensével:

H, =K, (2.45)
vektorialis formaban:
nxH, =K. (2.46)

A tovabbi két térvektor eltéréen viselkedik. Ennek oka, hogy amig az E és H

crer

e 7.
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2.12. ébra
Mdgneses indukciévektor
kézegek hatdran

ELEKTROMAGNESES TER ES KOZEG KOLCSONHATASA
A magneses indukciora vonatkozo hatarfeltétel megallapitdsahoz helyezziink egy

lapos hengert a hatarfeliiletre (2.12. abra) oly mdédon, hogy a hatérfeliilet normalis
vektora és az A4 feliiletek normalis vektora egy irdnyba mutasson.

N B,
n
y'e AA

B,

A henger feliiletére a
[divBdy=¢BdA=B,Ad-B,A4+do, (2.47)
vV A

ahol Gauss-tételt alkalmazva kapjuk, hogy ¥, ahol d® a henger palastjan fellépd
fluxus.

Zsugoritsuk most a hengert a feliiletre oly médon, hogy d/ ¢és igy d@ is tartson
zérushoz. Végezetiil kapjuk, hogy

B, AA-B, A4 =0, (2.48)
ahonnan
B, =B, . (2.49)

Tehat a feliileten a magneses indukcidévektor normalis komponense folytonos.
Vektorjeloléssel

(B,~B)n = 0. (2.50)

Hasonl6 gondolatmenettel az eltolas vektorra:
[divDdr = [pdV = pdiAd=(D,,—D,)Ad+dy, (2.51)
N Vv

ahol dy most az eltolasi vektor fluxusa a henger paldstjan. Ez a mennyiség d/ csok-
kenésével a nullahoz tart. Nem ez a helyzet a p d AA4 t6ltéssel, ha a hataron feliileti
toltés helyezkedik el. Ekkor

lim p d/ =0, (2.52)
dl—0

¢és vegiil

D,-D, =o. (2.53)

Ez azt jelenti, hogy az eltolasi vektor normalis komponense ugrik, ha a kozeg-
hatéron feliileti t61tés helyezkedik el. Ellenkez6 esetben az eltolasi vektor normalis
komponense folytonos.
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Vektorialis formaban
(D,~D)n=o. (2.54)

Ha az egyik kozeg idedlis vezetd, abban £ =0 és igy D =0 is igaz (¢ = 00). Ekkor
E és D is merbleges a hatarfeliiletre, és

D=0: E=Z. (2.55)
€

Az aramsuriségre a folytonossagi egyenlet alapjan az el6z6ekhez hasonld gondo-
latmenettel a kovetkezd egyenlet irhato fel:

T, —J, +div,K=-97 (2.56)

ot

Ez tulajdonképpen a feliileti toltésstlirtisségre érvényes folytonossagi egyenlet.
A benne szerepld div, a feliileti aram divergencidja. A feliileti toltes a térfogati ara-
mok nélkiil is valtozhat, ha feliileti aram formajaban folyik.

A TERVEKTOROKRA VONATKOZO TORESTORVENYEK

Az el6zbekben lattuk, hogy a térjellemzd vektoroknak csak egyik komponense foly-
tonos. A masik komponens értéke az anyagjellemzoktdl fiigg.
A 2.13. dbran lathatjuk a villamos térvektorok viselkedését egy hatarfeliileten, ha
ott nincs feliileti toltés. A feliiletre merdleges irannyal bezart szogekre:
igoy E\JE, D,/D, &

iga, E,IE, D,/D, &g

Erdemes megvizsgalnunk azt a helyzetet, amikor az egyik permittivitasérték jo-
val nagyobb, mint a masik. e, — oo esetén tg o, — 0, azaz a térer6sség kozeledik a
feliiletre merdleges allapothoz. Ilyenkor tg o, >> tg «,; azaz a, >> a; o, — 90°.
A térerdsség vektora a feliilethez hajlik a nagy permittivitasa kdzegben. A tér mint-
egy ,.beslirlisodik™ a feliilet kozelében.

Magneses térjellemzdkre is a (2.57) alkalmazhat6, mutatis mutandis. E helyére
H-t, D helyére B-t és € helyére u-t helyettesitve a formula és a meggondolasok
érvényben maradnak.

Staciondrius, idében valtozatlan esetben az d&ram vektorara az analogidk alapjan
(2.57) valtozatlanul érvényes, D helyébe J-t és ¢ helyébe o-t helyettesitve.

Altalanos esetben ilyenkor a két kozeg feliiletén toltés keletkezik, és D merSleges
komponense nem megy at a folytonos feliileten. A feliileti toltésstiriség:

1S e
J:D2n_Dln:[_2__l]Jn (258)

0, 0,

(2.57)

ami csak az ¢ /o, = ¢ /o specialis esetben zérus.
Az el6zdekben lattuk, hogy ezek a megfontolasok idében valtozo terek esetén
nem érvényesek.
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A MAXWELL-EGYENLETEK

AZ ELEKTROMAGNESES TER EGYENLETEI
VAKUUMBAN

Az 1. fejezet alapjan a kovetkezd egyenletek irjak le az elektromagneses tér
viselkedését:

Gerjesztési torvény j)‘ H dl= f JdA, (3.1)
L A
e 0
Indukciétorvény fﬁ Edl=—2 f B dA, (3.2)
L at A
Magneses fBaa=o, (3.3)
Gauss-torveny /
Elektromos 56]) dA = fp dv, (3.4)
Gauss-torvény 7 v
Kozegjellemzo torvények D=c¢E; B = uH; J= O'(E +E, ) (3.5)

A (3.1)—(3.6) egyenletek teljes egészében tiikrozik a Maxwell el6tti elektro-
dinamikat. Tiikrozik abban is, hogy integral-osszefiiggések. A fenti integral-
Osszefliggések csak néhany kiilonleges geometridju elrendezés esetén teszik lehetévé
a tér szamitasat, még numerikus eljarasok felhasznaldsaval is.

Ezért majd attérlink a differencidlegyenletek formalizmuséra. Azzal a formaliz-
mussal fogjuk megmutatni a fenti egyenletrendszer egyetlen hianyossagat és annak
kijavitasat is.

Alkalmazzuk a Stokes-tételt (3.1) bal oldalara:

gnglzfrotHdA:fJ dA.
L A

A

(3.6)

A két feliileti integral tartomanya tetszés szerinti lehet.
Ha két integral tetszés szerinti tartomanyon azonos, ebbdl azt a kdvetkeztetést
vonhatjuk le, hogy a két integrandusz a tartomany minden pontjaban azonos, tehat

rot H=1J. (3.7)
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A MAXWELL-EGYENLETEK
Mindkét oldal divergenciajat véve a
divrot H=0=divJ (3.8)

egyenl6séglanchoz jutunk, ahol az els6 egyenléség a kétszeres vektorderivaltak egyik
azonossaga. Az ebbdl kovetkezé masodik egyenldség azonban trividlisan nem igaz.
Az (1.12) folytonossagi egyenlet értelmében az aram csak idében valtozatlan toltés
esetében divergenciamentes. Ez a helyzet zart kdraramok esetén. Ha azonban az
aram barhol megszakad, ott toltés halmozodik fel, vagy csokken.

Ezért a gerjesztési torvényt (differencidlis formaban is) ki kell egésziteni oly
mobdon, hogy a folytonossagi egyenlet ne sériiljon. Mas szoval a (3.7) egyenlet jobb
oldalan az aram slriiségét olyan taggal kell kiegésziteni, amellyel egyiitt
divergenciamentes. Ezt el6allitani hasznaljuk fel a matematika Gauss-tételét. Ennek
segitségével (3.4)-et atalakitva kapjuk az alabbi egyenldséglancot:

DdA= | divDdV = | pdV, (3.9
oo fmar-
ahol a masodik egyenldségbdl a
divD=p (3.10)
parcidlis differencidlegyenlet kovetkezik. Jobbrol balra olvasva ez a toltésstirliség
definicioja, amely felhasznalhato az (1.12) folytonossagi egyenletben. Behelyettesitve
kapjuk:
. o .
divJ+—divD=0. (3.11)
ot
Felcserélve a masodik tagban a hely és id6 szerinti derivalast:
. . 0D . oD
divJ+ div—= div [J+—|=0. 3.12
ot [ ot ] ( )

Megkaptuk tehat az aramstrlségnek azt a kiterjesztését, amelyik mindig
divergenciamentes, ezért ez a tag szerepelhet a differencialis gerjesztési torvényben:

oD
rotH=J+—. 3.13
ot 3-13)
ob. A - , .
AE dramsfiriség mértékegyseégli mennyisé€g, elnevezése: eltoldasi aram-

suriiség. Az eltolasi aramstiriiséget 6nallo fizikai mennyiségként James Clark Max-
well skot fizikus vezette be az elektromagneses jelenségek leirdsaba. Jelentéségét az
alabbi két pontban foglaljuk 6ssze:

1. A vezetési €s az eltoldsi aram egyiitt divergenciamentes. Ezzel (3.13) megoldja a
(3.7) egyenlet ellentmondésat. Ugyanakkor a toltés folytonossagi egyenlete (3.13)
kovetkezménye lesz. Igy tehat beépiil az elektrodinamika egyenleteibe, és nem
kell kiilon alaptorvényként kezelniink.

2. A gerjesztési torvény altalanos forméjaban nemcsak vezetési aram gerjeszt
magneses teret, hanem eltolasi aram is. S6t, az eltolasi aram, tehat a villamos tér
id6beli valtozasa 6nmagéban is 1étrehoz magneses teret (3.1. abra).
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3.1. dbra

Az |. Maxwell-egyenlet
fizikai tartalma kilén-
b&z8 specidlis
esetekben

a) a vezetési dram
egyedil hozza létre a
mdgneses térerSsséget;
b) a vezetési és eltoldsi
dramerGsség egyutt
hozzdk létre a mégne-
ses térerGsséget;

c) a vékuumban a
villamos térerésség
véltozdsa mdégneses
teret hoz létre

3.2. dbra

A ll. Maxwell-egyenlet
fizikai tartalma.

A mdgneses indukcié
vagy a mdagneses tér-
erésség vdltozdsa
villamos teret hoz létre

3.3. dbra

A két Maxwell-egyenlet
vakuumban; a villamos
térer8sség vdaltozdsa
mdgneses teret,

a mdgneses térerésség
véltozdsa pedig
villamos teret hoz létre

rotH=eoa(,Tl;:;

roth,uoaa—I;I

A MAXWELL-EGYENLETEK

a) b) ¢)

Az utobbi felismerés jelentdsége abban all, hogy az elektromagneses tér a forrasatol
elszakadva, dnfenntartd modon is 1étezhet. Ez a fizikai vilagképet atformalo felismerés
Maxwell érdeme. Jelent6ségét nehéz lenne tulbecsiilni.

Az elektrodinamika differencidlis formaban felirt alapegyenleteit megalkotojuk
utan Maxwell-egyenleteknek nevezziik. (3.10) és (3.13) ebbe a csaladba tartoznak.
A tovabbiak is az alapegyenletek integralis alakjabol szarmaztathatok.

Alkalmazzuk (3.2) bal oldalara a Stokes-tételt:

j;E dl:frotE dA:—QfB dA .
L A al‘A

A jobb oldalon felcserélve a derivalas €s integralas sorrendjét és a két integral
tetszés szerinti tartomanyon azonos értékébdl az integrandusok azonossagara
kovetkeztetve a kovetkezd egyenletet kapjuk:

rotE:—a—B

ot

Ez az indukciotorvény differencialis alakja. Fizikai tartalma: az idében valtozo

magneses tér elektromos teret hoz 1étre (3.2. dbra). Ez a felismerés a (3.13) egyenlet

kovetkezményeivel egyiitt vezet az dnfenntartd elektromagneses tér 1étezésének
magyarazatahoz (3.3. abra).

(3.14)

(3.15)

A B AoH A %E AH

Az integralis egyenletek koziil egyediil az (3.3) egyenletnek nincs még diffe-
rencidlegyenlet alakja. Alkalmazva az egyenletre a matematikai Gauss-tételt, majd
a szokasos gondolatmenetet, az alabbi Osszefiiggéshez jutunk:

div B=0. (3.16)

Ezzel rendelkezésiinkre all a Maxwell-egyenletek teljes rendszere vakuumban.
A teljesség kedvéért az alabbiakban felirjuk az egyenleteket abban a sorrendben,
ahogyan altalaban szokésos:

oD
tH=J+— I
1o o ¢y)
0B
tE=—— 1I
ro 5 (1D
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10 A valdsagban ez az Uit még
bonyolultabb volt, mint az alta-
lunk vazolt egyszer(sitett Gitvo-
nal. Maxwell brilidans matema-
tikai felkésziiltségével és elmé-
leti intucids készségével Fara-
day ervonalain alapul6 elkép-
zeléséhez mechanikai modellt
alkotott, ahol mechanikai meny-
nyiségek feleltek meg az elek-
tromagneses tér mennyiségei-
nek. A modell finomitasaval
lassan a leir6 egyenletek és ko-
vetkezményeik valtak fontossa,
a modell pedig fokozatosan el-
tlint. Sajat tapasztalatait is Osz-
szegzi amikor igy ir Ampere
eredményeirdl:

Azt kell gondolnunk, amit tu-
lajdonképpen 6 maga is bevall,
hogy a torvényt valamilyen el-
jarassal — amelyet nem mutat
meg nekiink — felfedezte, majd
utélag konstrualta hozza a to-
kéletes bizonyitast, eltiintetve
az allvanyozas minden nyo-
mat, amelynek segitségével
felépitette.”

Maxwell kozleményeiben vé-
gig érezhetd az ,,allvanyozas”,
de nagy 6sszefoglalé miivében
mar csak az egyenletek szere-
pelnek a hozzajuk vezetd ut
nelkil.

A mechanikai kép két okbol is
magyarazhatd6 Maxwell kora-
ban:

1. A korabeli ,,természetfilo-
z6fia” kifejtett, tokéletes disz-
ciplinaja a newtoni mechanika
volt. Minden fizikai jelenséget
ennek mintdjara igyekeztek
magyarazni.

2. Maxwell élete végéig hitte,
hogy az elektromagneses teret
jol definialhato mechanikai tu-
lajdonsagokkal bir6 kozeg hor-
dozza. Ez a kozeg egyebek ko-
z6tt polarizalhatd. Az eltolasi
vektor vakuumban Maxwell
szamara polarizaciosiriséget
is jelentett. Ezért az eltolasi
aramot a dipolusok toltésének
mozgasaval lehetett magya-
razni. Ezt az ,,éter” elképzelést
csak Einstein relativitaselmé-
lete dontdtte meg — nem cse-
kély ellenkezéssel szemben.

A MAXWELL-EGYENLETEK

divB =0, (I10)

divD=p. (Iv)
A tovabbiakban a térintenzitasokat €s a gerjesztett vektorokat 0sszekoto kiegészitd
egyenleteket szokas a Maxwell-egyenletekhez sorolni:

D=c¢E; B=uH, J=0(E+E,). V)

Az (I)-(IV) egyenletek valtozatlanok, nem fiiggenek a kiegészitd egyenletek
alakjatol.

Kozeg jelenlétében a kiegészitd egyenletek eltérd alakuak lehetnek. Az elektro-
magneses térrel kdlcsonhatasba kertild kozegek tulajdonsagai ezeken az egyenleteken
keresztiil keriilnek be a teljes egyenletrendszerbe.

A tovabbiakban az (I)-(IV) egyenleteket kiindulasi axidémaknak tekintjiik,
Helfelejtjiik” azt az utat, amelynek soran megformulazodtak!®.

MIT IS MONDANAK A MAXWELL-EGYENLETEK?

1. Az egyenletek differencialegyenletek. Mar a folytonossagi egyenletnél
megallapitottuk, hogy a differencidlegyenletek egy pont kicsiny kornyezetének
viszonyait irjak le. Pontosabban: egy kicsiny kornyezetben megadjék a vizsgalt
fizikai mennyiségek valtozasanak kapcsolatat. Ezért ezek az egyenletek feltételezik,
hogy a hatasok a kozvetlen szomszédsagban miikodnek, azaz kozelhatasi torvények.
Ez a szemlélet a fizikai tér (mez0) 1étére fekteti a hangsulyt. Ez ellentétes a
tavolhatasi torvényekkel, mint amilyen a Coulomb-térvény vagy az dramok
egymasra hatdsanak torvénye. A kozelhatési torvények szerint a hatast tavolba a
mezd kozvetiti, igy ennek ugyanolyan fizikai tulajdonsagokat kell tulajdonitanunk,
mint a toltésnek, vagy aramnak. A kozelhatasi szemléletet esetiinkben az eltolasi
aram bevezetése, és ennek kovetkeztében a gerjesztéseket elhagyo, azoktol
fliggetleniil terjedd elektromagneses hullam tamasztja ala.

2. Az egyenletek evoliicios egyenletek. Ez azt jelenti, hogy a tér pillanatnyi (és esetleg
multbeli) értékeinek ismeretében leirjak a tér alakulasat, valtozasat a jovGben. Es
valoban: a térjellemzdk pillanatnyi értékei meghatarozzak azok idébeli derivaltjait
a vizsgalt térrész minden pontjaban. Igy a térjellemz8k idSbeli valtozasa minden
pontban nyomon kdvethetd.

3. Az egyenletek megoldasat rendszerint adott id6pillanattdl kezdve keressiik.
A jelenség el6életét” az Gn. kezdeti feltételek segitségével adjuk meg.

Az (1) egyenlethez D kezdeti értékeit kell ismerniink a vizsgalt térrészben. Ezekre
vonatkozé feltételeket a (IV) egyenlet szab meg: csak olyan kezdeti D vektort
valaszthatunk, amelynek divergencidja megegyezik a kezdeti toltéseloszlassal.
A tovabbiakban az (I) egyenlet mindkét oldaldnak divergenciajat véve:

divrot H=0= divJ + diva—D: diVJ—{-%diVD: diVJ—}—@.

ot ot

Lathatjuk: D gy valtozik, hogy a folytonossagi egyenlet minden iddpillanatban
automatikusan teljestil.
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Hasonldan a B vektor kezdeti értéke eleget kell, hogy tegyen a (II) egyenletnek.
Az el6z6hoz hasonld gondolatmenettel:

gdivB:o = divB= f(r), (3.17)

azaz a magneses indukcid divergencidja id6tdl fiiggetlen, csak a helytdl fligg. Miutan
ez a mennyiség kezdetben zérus, a tovabbiakban mindvégig zérus marad.

4. Az egyenletek megoldasat kereshetjiik zart térrészben, vagy nyitott (végtelen)
térben. Az elsd esetben a zart térrészen kiviil a , kiilvilagban” szerepld gerjesztések
hatasat ugy vessziik figyelembe, hogy a térrésziinket hatarold zart feliileten
peremfeltételeket irunk el6. Ezek altalaban a teret jellemzd vektorok, vagy azok
egyes komponensei. Mas a helyzet a nyitott tér esetén. Ekkor a mezd egyes
vektorainak, ill. komponenseinek a végtelenben megfeleld hatarértékhez kell
tartaniuk.

Végezetiil: elemezve az (I)—(V) egyenleteket, felismerhetjiik, hogy csak elektromos
¢s magneses mennyiségeket tartalmaznak. Egyiitt tehat zart rendszert képeznek, amely
alkalmas az elektromagneses jelenségek leirasara, de nem kapcsolja 6ssze azokat a
fizika mas agaival. Ahhoz, hogy az elektrodinamikat elhelyezziik a fizika nagy
amely a fizika lehetéleg minél szélesebb teriiletein szintén értelmezett. Ilyen
mennyiség lehet az er§. Es valoban, taldlunk olyan leirast, amelyik a Maxwell-
egyenletek rendszerét az (1.1) Lorentz-erével egésziti ki. Mi itt a masik altalanos
mennyiséget fogjuk definidlni: az energiat.

ENERGIASURUSEG ES ENERGIAARAMLAS

A Maxwell-egyenletek altal leirt kozelhatas jellegébdl kovetkezik, hogy az
elektromagneses mezd energidja a konfigurdcids geometriai térben elosztva
helyezkedik el. Egy pont kornyezetében az energia megvaltozasa és az itt ,,eltling”
energia megjelenése egy masik pont kdrnyezetében csak az energia dramldsa Gtjan
képzelhetd el. A w energiasiirliség és az S energiadram vektor kozott tehat a toltés és
aram folytonossagi egyenletéhez hasonlo 6sszefiiggésnek kell fennallnia:

8—W+ divS=0. (3.18)

ot

Konnyen belathaté azonban, hogy ez a torvény nem igaz. A toltéssel ellentétben,
amely nem keletkezik és nem tlinik el, az elektroméagneses energia keletkezik és
eltlinik. Az energiamegmaradas torvénye ugyanis valamennyi energiafajtara egyiitt
érvényes, kiilon az elektromagneses energidra nem. Az elektromagneses energia
példaul csokken, amikor a kozeget melegiti.

A kozeggel kolcsonhatast a Lorentz-torvény (1.1) irja le. Munkat csak az
elektromos térerd végez, a magneses er6hatas ugyanis mindig merdleges a részecske
sebességére. Belathato, hogy egységnyi térfogatu, elektromosan toltott anyagon a
teljesitmény EJ. A (mechanikai) teljesitmény ugyanis er6 x sebesség forméaban
szamithato. Esetiinkben egy toltésre F = QE, térfogategységre F =pE. A tel-
jesitménystrliség tehat p = Fv = pEv=Epv = EJ [lasd (1.13)]. Pozitiv p esetén a tér
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végez munkat a kdzegen, tehat a tér energiasiirlisége csokken. Ezt is figyelembe
véve az alabbi alaku egyenletet keressiik:

—%—V:: divS+EJ. (3.19)

Azt felesleges hangsulyozni, hogy az egyenletnek a Maxwell-egyenletekkel teljes
Osszhangban kell allnia. Ez biztosan fennall, ha a (3.19) egyenletet azokbdl
szarmaztatjuk.

Ezt Poynting 1884-ben végezte el.

EJ-re sziikséglink van, ezért (I)-et megszorozzuk E-vel. Mar csak a szimmetria
miatt is szorozzuk meg (II)-t H-val. A jobb oldalon azonos eldjeleket kapunk, ha
ezek utan a masodik egyenletbdl kivonjuk az elsét:

HrotE—E rotHz—Ha—B—Ea—D—EJ. (3.20)

ot ot
Hasznaljuk fel a div (E xH) = H rot E — E rot H azonossagot. Némi rendezés utan
kapjuk:

oD OB
E—+H—|= div(ExH)+EJ. 3.21
o + 8t] iv(ExH)+ (3.21)

Ezt az 6sszefliggést nevezziik Poynting-tételnek.
(3.21) akkor felel meg egyértelmiien (3.19)-nek, ha
dw=EdD + HdB (3.22)

teljes differencial. Linedris 0sszefliggéseket feltételezve ekkor a w energiastirliség
alakja:

w:lED+lHB:15E2+l;LH2, (3.23)
2 2 2 2

Ezt az energiastriiséget tekintjiik a VI. egyenletnek a Maxwell-egyenletek teljes
rendszerében. Ezzel azt erdsitjiik meg, hogy linearis kozegek esetén az energiastiriiség
kifejezése 1dofiiggd esetben is megegyezik az id6tdl fliiggetlen esetével.

Akiilonboz6 kortilmények kozott az esetek egy részében dw nem teljes differencial.
Ilyenkor w nem adhat6 meg zart alakban a teret jellemz6 mennyiségek fliggvényeként.
Ez a helyzet példaul hiszterézises karakterisztikak vagy erdsen veszteséges kozegek
esetén.

Vizsgéljuk meg (3.21) jobb oldalan 4ll6 tagokat. Hasznaljuk fel az aram (V)
kifejezéset: J = o(E + E,), ahonnan:
J2
JE=—-E,J. (3.24)
o

Az els6 tagot nem nehéz azonositani: ez az egységnyi térfogatban az aram altal
keltett Joule-h6. Mivel ez mindig pozitiv, az eldjeleket figyelembe véve mindig
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csokkenti az elektroméagneses energiat. A masodik tag eléjele az dram ¢és a beiktatott
tér vektora kozotti szogtdl fligg. A skalaris szorzat pozitiv, ha az dram a tér iranyaban
folyik. Ekkor az elektromagneses energia novekszik, ellenkez6 esetben csokken.

Végezetiil foglalkozzunk az energiadramlast leird S vektorral, amit Poynting-
vektornak neveziink. Definial6 egyenlete:
VA VA W

S=ExH ——="_—="
m m m m

(3.25)

Amint mértékegysége is jelzi, a vektor az iranyara merdleges feliiletegységen
id6egység alatt athaladd energia. A Poynting-tételben azonban a divergencidja
szerepel. Azért a tételt nem sérti, ha S-et kiegészitjiikk egy divergenciamentes
vektorral. (Zarojelben: barmely vektortér rotdcojat képezve divergenciamentes
vektorteret kapunk.) A ma altalanos felfogas szerint (ezt tdmasztjak ala relativisztikus
meg-gondolasok is) az S vektor egyértelmi, a (3.25) alaknak van valddi fizikai
tartalma.

A (3.21) differencialis 6sszefliggés. A gyakorlatban természetesen véges térfogatra
integralis mérlegegyenletet lehet kisérletileg igazolni. Az integralis mérlegegyenlet:

0 1 1
—— —ED+—HB|dV =@ (ExH )dA EJ dV, 3.26
8t![2 +2 ] Jlesajans [erav (3.26)

A

amelyik kiemeli, hogy a térfogatban az energia megvaltozasa részben a térfogatban
lejatszodo folyamatok kovetkezménye, masrészt a térfogatot koriilvevd zart feliileten
ataramlo energia fliggvénye.

Az elektromagneses térben energia aramlik, és erre az energidra megmaradasi
torvény érvényes. Az elektromagneses tér impulzussal is rendelkezik és az impulzusra
is érvényes megmaradasi tétel. Itt csak annyit rogzitlink, hogy az impulzus stirlisége
(ami értelemszertien vektormennyiség):

1

1
g=—ExH=pc ExH=-S. (3.27)
C C

A MAXWELL-EGYENLETEK EGYERTELMU
MEGOLDHATOSAGA

Az (I)—(V) axiomatikus egyenletrendszerrel kapcsolatban felmertil: 1étezik-e meg-
oldas, ¢és ha igen, milyen feltételek mellett egyértelm{i. Az els6 kérdésre a valasz al-
talaban igen nehéz, és jelentds matematikai apparatus igénybe vételét igényli. A ma-
sodik kérdésre a valaszadas gyakran sokkal egyszeriibb. A tovabbiakban be-
bizonyitjuk, hogy egyenleteink egyértelmii megoldasdhoz egyrészt ismerniink kell
a vizsgalt tér minden pontjaban a térerdsségek értékét a ¢ = 7 kezdeti id6pontban,
masrészt a hatarolo feliilet minden pontjaban vagy E, vagy H tangencialis
komponensének ertéket a 7 kezdeti idSponttol a vizsgalt # id6pontig. Ez megfelel a
,,Mit is mondanak ....? szakaszban a kezdeti és peremfeltételekr6l mondottaknak.

Feltételezziik, hogy az & u, o anyagallandok az 1d6tdl és a térerdsségektdl
fliggetlenek. A beiktatott térerésségek hely- és idofiiggése adott.
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Bizonyitasunk alapétlete a matematikabodl jol ismert: A bizonyitandé allitas
ellenkez6jérdl bizonyitjuk be, hogy ellentmondéashoz vezet. Esetiinkben tételezziik
fel, hogy az egyenleteknek két eltérd megoldasa I1étezik: E" ¢s E”, H™ és H”, amelyek
kiilon-kiilon eleget tesznek a kezdeti és peremfeltételeknek. Miutan mindkét vektorpar
a Maxwell-egyenletek megoldasa, nyilvanvaléan az E = E'~E”, H, = H' -~ H”
kiilonbségiik is az, hiszen az egyenletek linearisak. Ezért a kiilonbségi térre is érvényes
a Poynting-tétel:

9
6t

A ]Obb oldalon 4116 masodik és harmadik 1ntegra1 eltunlk. A masodik integralban
szerepld beiktatott kiilonbségi tér ugyanis mindig zérus: E = E/— E, "= 0. A harmadik
integralban szerepld kiilonbségi térvektorok koziil legalabb az egyiknek csak normalis
komponense van a feliileten, mert a megoldasvektorok tangencialis komponense a
feliileten azonos, a kiilonbségi vektoré tehat zérus. Ennek kdvetkeztében a kiilonbségi
Poynting-vektornak nincsen normalis komponense a feliileten, az integral zérus.

1(5E2+ H) dV = f o gy fEObJ dV+9§(E xH,)dA. (3.28)

Végezetiil tehat (3.28) az alabbi egyenletre redukalodik:
o 1/ ., ) J;

—— | =(eE;+pH;) dV = | L dV. 3.29
o f S (E5 + ) f . (3.29)

A jobb oldalon 4ll¢6 integral nem lehet negativ. Ez nemcsak matematikai alakjabol,
de fizikai tartalmabdl (Joule-hd) is kdvetkezik. Ekkor a bal oldalon 4ll6 integral (a
negativ eldjelet figyelembe véve) id6ben nem novekedhet. A ¢ = £ kezdeti pillanatban
felvett értéke zérus (miért?), és miutan nem vehet fel negativ értéket, zérus marad.
Ez az integral alakjabol kovetkez6en csak akkor lehetséges, ha

E =0, H =0, azaz E'=E", H =H" (3.30)

0

A két kiilonbozdének feltételezett megoldas tehat azonos, a megoldas egyértelmii.

Megjegyzések:

1. A megoldas egyértelmiiségét belattuk, de — ahogy erre mar utaltunk — nem tudjuk, hogy
egyaltalan l1étezik-e megoldasa. Erre a kérdésre csak joval nagyobb matematikai eszkoztarral
felvértezve lehet valaszt adni.

2. A gondolatmenet nem alkalmazhat6 idében nem valtozo (sztatikus, staciondrius) terek esetén.
Ekkor ugyanis (1.29) bal oldaldn az id6 szerinti derivalt eltlinik, fliggetlenill a tér viselke-
désétbl. Az ilyen feladatokban a ,kezdeti érték” nem értelmezhet, ezek ,,peremérték’-
feladatok. Megoldasuk egyértelmiiségére késébb visszatériink.

3. Amennyiben a megoldast az egész térben keressiik, a hatarfeliilet helyett a végtelenben kell
feltételt kitlizniink. Ezt ,,sugérzési feltételek” megadasaval teljesithetjiik. Ezek két egyenérték
alakja:

EH\/%(]‘OXH) HH\/%(rOXE), (3.31)

ahol a — a végtelenben vett hatarértéket jelenti, r®a kifelé mutatd egységvektor.
A fenti 6sszefiiggések biztositjak, hogy az elektromagneses tér kifelé haladohullamként visel-
kedjen, amely véges energiat szallit.

4. Az egyértelmli megoldas bizonyitasaban alapvetd szerepet jatszott, hogy az energia a tér-
mennyiségek négyzetes kifejezése. Ez a gyakori eset (pl. a mozgasi energia Y2mv?) maskor
is felhasznalhatova teszi a gondolatmenetet.
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AZ ELEKTRODINAMIKA FELOSZTASA
A MAXWELL-EGYENLETEK ALAPJAN

Az elektrodinamika valamennyi jelenségét a Maxwell-egyenletek irjak le. Ezek
altalanos tér- és id6fiiggo egyenletek. A jelenségek alapvetden a valtozoktol fiiggéen
oszthatok fel.

A térbeli valtozast elhanyagolva, elejtjiik az er6tér (mezd) vizsgalatot, amelynek
specifikuma a térbeli kiterjedés és valtozas. Ha a térbeli valtozastol eltekintiink,
csak iddbeli valtozasokat vehetiink figyelembe. Vannak csak 1d6td] fiiggd elektro-
magneses jelenségek? Igen. Ezek a koncentralt paraméterti haldzatok jelenségei.
A halézategyenletek ¢s a Maxwell-egyenletek kapcsolatara még visszatériink.

Ezt el6re bocsatva az egyenletek két nagy jelenségkort tartalmaznak: (1.) idotol
fiiggetlen és (2.) idofiiggo jelenségeket.

1. Id6tol fiiggetlen jelenségek

frjuk fel a Maxwell-egyenleteket idéfiiggetlen % =0 esetre.

rot E=0 (3.32a), rot H=J (3.33a),
divD=p (3.32b), divB=0 (3.33b),
D=¢gE+P (3.320), B=yH+M (3.330).

Az els6 felismerés, hogy id6tdl fliggetlen esetben az elektromos jelenségkort leiro
egyenletek (3.32) teljesen fiiggetlenek a méagneses egyenletektdl. A (3.32)
egyenletcsoport altal leirt jelenségkor az elektrosztatika.

A (3.33) egyenletek csak akkor fiiggetlenek az elektromos tértdl, ha J = 0. Ebben
a specialis esetben a magnetosztatika jelenségkorérdl beszeliink.

Ha J # 0, de az 4ram és a tobbi mennyiség id6ben nem valtozik, a staciondrius
aramlas jelenségkorérdl beszéliink. Az (1.12) folytonossagi egyenlet értelmében
ekkor div J = 0 és az aramra vonatkoz¢é alapegyenletek:

rot E =0, divJ =0, J=0(E +E,). (3.34)

Megjegyzés: az egyenletek teljes analdgiaban vannak a p = 0 tértdltés nélkiili elektrosztatika
egyenleteivel. Kérdés, hol lehetnek a tér forrasai? Valasz: az elektrodakon elhelyezkedd feliileti
toltések létrehozhatjak a teret.

A stacionarius magneses tér egyenletei ezek utan a (3.33) egyenletek, ahol J-t
adottnak tekintjik, ill. (3.34)-bdl hatarozzuk meg.

A késébbiekben latni fogjuk, hogy az id6t6l fiiggetlen jelenségek magukban rejtik azt a felté-
telezést, hogy a fénysebesség végtelen nagy. Ilyen értelemben nyilvan csak kozelité megoldast
jelentenek.

2. Idéfiiggo jelenségek

Ez a Maxwell-egyenletek teljes rendszerét jelenti. A jelenségkort 0sszefoglaloan
elektromagneses hullamoknak nevezziik. Van azonban egy olyan — lazan definialt —
alesetiink, amikor az eltolasi &ramtol eltekintiink. Mas szdéval a hulldmtan jelenségei
kozott eltekintiink az elektromos tér valtozéasa altal keltett magneses tértdl.
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Alar
hez jutunk. Ez a kozelités igen jol miikodik a villamos gépek teriiletén, ahol nagyok
a vezetési aramok €s nagy a magneses tér intenzitdsa, de kicsi a frekvencia, és ezért
lassu a terek valtozasi sebessége.

A kvazistacionarius jelenségek mindségileg eltérnek a hullamjelenségektol.

<<|J| feltétel figyelembevételével a kvdzistaciondrius jelenségek egyenletei-

A MAXWELL-EGYENLETEK TISZTA SZINUSZOS
IDOBELI VALTOZAS ESETEN

A gyakorlatban a szinuszos idébeli valtozas kitiintetett szerepet jatszik. Ennek oka
egyrészt a tiszta szinuszos gerjesztés gyakori eléforduldsa. A forgogépek és a
rezonatoros oszcillatorok (rezg6kor, liregrezonator) szinuszos fesziiltséget, ill. aramot
allitanak el6. Masrészt a Fourier-transzformaci6 igen altaldnos fiiggvények esetén
lehetdvé teszi az id6ben valtozo jelenségek vizsgalatanak visszavezetését szinuszos
gerjesztésre. Nem mellékes, hogy a szinuszos gerjesztés teszi lehetéveé az impedancia-
koncepcid altalanos hasznalatat térben lejatszodo jelenségek esetén is.

Tiszta szinuszos id6beli valtozas esetén komplex szamitasi technikaval dolgozunk.
A halézatelméletbdl ismert modon a szinuszos jeleket komplex amplitidéja
exponencialis fiiggvények valds részeként értelmezziik:

E(r,) = RE(r)e™, (3.35)

H(r,) = RH(r)e™, (3.36)
ahol a ~ (tilde) a komplex amplitidot jelenti, 3 a valos (redlis) rész jele.

Figyelem! Az elektromagneses jelenségek targyalasa soran mindig a mennyiségek
komplex amplitidojaval dolgozunk. Ezért ezt altalaban nem jeloljiik kiilon.

A idébeli derivalt a komplex amplitudokra felirt egyenletben a /0t —jw szorzo-
operatorba megy at, igy az elsé két Maxwell-egyenlet alakja:

rot H=J + jweE = (0 + jwe)E, (3.37)
rot E = —jwuH. (3.38)
A (3.37) egyenletet az

é(w)zs—ja/wzsl (w)—je" (w) (3.39)

komplex permittivitds bevezetésével még egyszeriibb alakba irhatjuk. Itt €” lathatéan
a veszteségeket irja le. Ez a veszteség nemcsak a véges vezetOképességbdl, hanem
egyeéb mikrofizikai hatasokbol is szarmazhat. A veszteségek jellemzésére szolgal a
0 veszteségi sz0g. A veszteség szogre:

"
€

tg == (3.40)
g

Hasonlo6an értelmezhet6 a komplex permeabilitas:
fi(w)=p' (w)—ju" (w), (3.41)

ahol a képzetes rész a permittivitashoz hasonldan a veszteségeket reprezentalja.
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Az egyenletekben a komplex amplitidokhoz hasonldan a komplex anyagéllandokat
sem jeloljik kiilon. Igy az elsé két Maxwell-egyenlet alakja homogén kdzegben:

rot H(r;w) = jwe(w)E(r;w)  rot E(r;w)=—jwp(w)H(rw). (3.42)

Monokromatikusak az egyetlen frekvencian lejatszodo tiszta szinuszos folyamatok.
(A kifejezést az optikabol kolcsondzték, gorogil ,egyszinii”, ,egyetlen szint
tartalmazd” jelentés(i.) Monokromatikus esetben az w paraméterként jelenik meg az
egyenletben. Tobbfrekvencias esetben azonban a térjellemz6 vektorok és az
anyagjellemz6 mennyiségek is a frekvencia fliggvényei.

A POYNTING-VEKTOR SZINUSZOS
IDOFUGGES ESETEN

A Maxwell-egyenletek komplex alajabol (3.21)-hez hasonléan energia mérleg-
egyenlet vezethetd le. Ennek kovetkezményeit azonban egy aspektusa kivételével
nem hasznaljuk a tovabbiakban. Ezért a levezetést és az energiaegyenletet nem
részletezziik.

Szolunk azonban a Poynting-vektor komplex alakjarol, a komplex Poynting-
vektorrol.

Definicidszertien:
1

S=—(ExH" 3.43
2( ), (3.43)

ahol a * a komplex konjugaltat jeloli.

Az > szorz6t az indokolja, hogy amplitudokkal (cstucsértékkel) szamolunk.
A komplex Poynting-vektornak altalaban van valds és képzetes része is. Ennek meg-
felelden a feliileti integralja a zart feliileten atdramlo hatdsos és meddd teljesitményt
adja:

P+j0=§S da. (3.44)

A hatasos teljesitmény a veszteségeken atalakulo elektromagneses energia mel-
lett az elektroméagneses sugarzassal eltdvozo energiat is tartalmazza. A meddd tel-
jesitmény a negyedperidodusonként oda-vissza aramlé elektromagneses energiat
szallitja, amely a térben tarol.
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11 Laplace az egyenletet az
ires” térben kialakuld gravi-
tacios potencialra irta fel 1799-
ben. Ezt altalanositotta Poisson
az elektrosztatikus jelenségek-
re 1811-ben megjelent cikké-
ben.

ELEKTROSZTATIKA ES STACIONARIUS
ARAMLASI TER

ADOTT TOLTESELRENDEZES TERE

Az elektrosztatika alapegyenletei vakuumban:

rot E=0, divD=o, D=¢E. 4.1)

A 1. fejezetben lattuk, hogy a (4.1a) egyenlet kovetkeztében az elektromos
térerdsségek a skalarpotencidl gradiensével fejezhetjiik ki, azaz

E = —gradoy, (4.2)

€s (4.1b)-b6l

divE=" (4.3)
€
felhasznalasaval adodik:
. _ P
divgrad p = ——. 4.4)
€

A div grad kettés derivalt olyan gyakran fordul el§ a vektoranalizisben, hogy
kiilon szimbolumot €s elnevezést kapott. A

divgrad=A 4.5)

a Laplace-operator. Descartes-koordindtdkban:

o L &
A= + + .
ox’> oy’ 0z’
(4.4)—(4.6) felhasznalasaval az ismert toltéselrendezés potencialjanak egyenlete a
Poisson-egyenlet:

(4.6)

Ap=-L (4.7)
o

A tér azon helyén, ahol nincs toltés, az egyenlet atmegy a homogén Laplace-
egyenletbe!:
Ap=0. (4.8)
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A (4.7) megoldasat az egész térre kiterjesztve a kovetkezd alakban irhatjuk:

_ L et
g0_47%:0[ |r—r’|' (4.9)

Ez nem mas mint a Coulomb-potencidl kiterjesztése folytonos toltéseloszlasra.

Egy dV térfogatban elhelyezkedd toltést ponttoltésnek tekinthetiink, igy hozzéjarulasa
a potencidlhoz ¢ (0o)= 0 vélasztassal:

37

/ /
dp—— o) (4.10)
4re, |r—r’|

Ezen potenciadlok szuperpozicioja eredményezi a (4.9) kifejezést.

A fenti megoldas nem matematikai, hanem fizikai alapon sziiletett. A szigori matematikai
levezetés bebizonyitja, hogy a Poisson-egyenlet megoldasa cleget tesz a

1 ﬂdVJrL laﬁdA 1 ildA

47 r 47rAr8n 7EA('08nr

(4.11)

egyenletnek, ahol  a dV térfogatelem tavolsaga a vizsgalt ponttol. A fenti kifejezés a zart 4
feliilettel hatarolt V' térfogatban érvényes. A jobb oldal elsé tagja a (4.7) egyenletre tekintettel
a térfogatban elhelyezkedd t6ltés hatasat irja le. A szigorii matematikai levezetés ennek a tagnak
a megjelenésével a Maxwell-egyenletekbdl szarmaztatva eljut a Coulomb-potencialig. gy a
Coulomb-térvény a Maxwell-egyenletek kovetkezményeként adodik.

A jobb oldal masodik és harmadik tagja a vizsgalt térfogaton kiviil elhelyezkedd toltések
hatasat jeleniti meg a vizsgalt térfogatban. Latjuk: ehhez meg kell adni (és elegendd is megadni)
a hatarolo feliileten a potencial és normalis iranyu gradiense értékét. A két kifejezés azonban
nem fliggetlen, ezért egymastol fiiggetleniil nem adhaté meg. A késébbiekben bebizonyitjuk,
hogy a hatarolofeliileten elegendd vagy a potencial, vagy a derivaltja normalis komponense
megadasa a feladat egyértelml megadasahoz.

Ezért a fenti kifejezés inkabb azonossag, mintsem szamitasi utasitas. Fizikai tartalma azonban
rendkiviil érdekes.

A jobb oldal masodik tagja feliileti toltésréteg potencialja, mig a harmadik tag kett&sréteg.
fgy a fizikai tartalom nyilvanvalé: a vizsgalat térfogaton kiviil elhelyezkedd toltések hatésa
ugy is figyelembe vehetd, mintha a feliileten feliileti toltés és kettds réteg helyezkedne el.
Ezeken a feliileteken a térer8sség, illetve a potencial ugrik. Ez az ugras éppen akkora, mint az
eldirt hatarfeltétel, tehat ha toltés és kettdsréteg fizikailag jelen volna a feliileten, ez azt jelentené,
hogy a feliileten kiviil a potencial és a térer6sség is zérus.

A zart feliileten beliil elhelyezkedd toltés is helyettesithetd a feliiletre helyezett toltéssel és
kettdsréteggel, mikozben beliil zérus teret és potencialt feltételeziink. Specialis esetben, ha a
feliilet ekvipotencialis, elegendd a feliileti toltésréteg helyettesitd toltésként. Ezt a tényt kés6bb,
az integralegyenleteket alkalmazé megoldasi modszernél felhasznaljuk.

Az egész térben torténd potencialeloszlas meghatarozasa esetén (4.11) jobb oldalanak masodik
¢és harmadik tagja eltlinik. Ennek feltétele, hogy toltés csak a véges térrészben legyen. Ekkor a

1 1
potencial i potencial derivaltja ra aranyban tlinik el a végtelenben. Mindkét integrandusz

1
tehat g nagysagrendl, mikozben az integralasi feliilet R>-tel aranyos. R — oo esetén tehat

1
azFR2 ~R rendben tlnik el az integral. Ezért az egész térben a megoldas (4.9) alakjaban

irhato le.
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Megjegyzések:

1. A potencial (4.9) alaku kifejezésébe természetesen a feliileti, vonalszerti és ponttoltések is
beleértenddk. Ezek kozil a feliileti toltésnek kitiintetett szerepe van (fémelektrodak feliiletén
és — késobb — kiilonbozd kozegek hatarfeliiletén), ezért a potencialok kifejezésben gyakran
kiilon is szerepeltetjiik:

_ 1 p(r’) / 1 a(r') /
<p(r)_4mof R dV+47r50f x (4.12)
ahol R:|r—r’|.

A kifejezésben csak ovatossaggal lehet kezelni a vonalszerti és a pontszer( toltés potencialjat,
mivel szingularis tulajdonsaguak, a végtelenhez tartanak, ha megkozelitjiik a toltést, azaz
R—0.

2. Kétdimenzids feladathoz jutunk, ha az elrendezés az egyik koordinata mentén ,,végtelen”.
Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy az elrendezés hossza — valtozatlan keresztmetszettel —
olyan nagy, hogy a végek hatasatol a vizsgalt térkdzben eltekinthetiink. Ekkor (4.12)-ben a
végtelen hosszu vonaltdltés terének ismeretében. Az 1/R helyébe In(1/R)-t irhatunk:

1

4me,

o(r)= fp(r’)-ln%dA'—I— ! fa(r’)ln%dl’. (4.13)

27,

3. A fenti megfontolasokat szabad térben kialakulé mezdre tettilk. Amennyiben a toltések
polarizalhato szigetel6k kornyezetében helyezkednek el, a tér szamitasi mddszerei kiilon-
bozhetnek attol fiiggden, hogy a dielektrikum homogén (az egész tér azonos kdzeggel van
kitoltve), vagy inhomogén, térrészenként valtozd permittivitassal.

A)Homogén dielektrikum esetén valaszthatunk: vagy a valodi és polarizacios toltés
Osszegeként kiadodo szabad toltéssel szamolunk:

pszabad = p - le P, (4 14)

amivel

Ap=—Luet, (4.15)
0

vagy a valodi toltésekre irjuk fel a Poisson-egyenletet:
Ap=-L. (4.16)
B) Térrészenként valtozo permittivitas esetén a valddi toltéssel célszerl szamolni. A dielektri-

kumok hatarfeliiletén a térvektorok folytonossagi feltételei érvényesek. A Poisson-egyenlet
megoldasakor az FE tangencialis komponensének folytonossaga

P = P (4 17)
az eltolodasi vektor normalis komponensének folytonossaga pedig
a9 (4.18)
on On
0
alakba irhatd, ahol a I jelolés a gradiens feliiletre meréleges komponensét jeldli:
Oy
¥ — orad -
= grad pn (4.19)

4. Az elektrosztatika alapegyenlete helyfliggdé permittivitas esetén is felirhat6. A folytonosan
valtoz6 fiiggvénnyel leirhatd permittivitds azonban fizikailag nem realis. A térrészenként
alland6 permittivitast az el6zéekben vizsgaltuk.
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12 A tételt Green angol mate-
matikus és fizikus 1824-ben
fogalmazta meg.

ELEKTROSZTATIKA ES STACIONARIUS ARAMLASI TER

A GYAKORLATI ELEKTROSZTATIKA KERDESEI

Az eddigiekben elére megadott térbeli (feliileti stb.) toltéseloszlas terét kerestiik.
Ennek a feladatnak kicsi a gyakorlati jelentdsége. A gyakorlatban ugyanis a legritkdbb
esetben ismerjiik a toltések eloszlasat.

Melyek tehat a gyakorlati elektrosztatika alapfeladatai?

1. Ismerjiik az elektrédok geometriajat. Mindegyik elektroda potenciélja adott (és
természetesen allando). Keressiik a tér minden egyes pontjaban a potencialt (és
térerdsséget), mikdzben mindeniitt érvényes a Ap =0 egyenlet, azaz az
elektrodok kozotti térben nincsen toltés!

2. Ismerjiik az elektrodok geometridjat, valamint minden egyes elektroda 6ssztoltését.
Keresendd a tér minden pontjaban a potencial (és térerdsség), mikdzben ismét a
Ap =0 egyenlet mindentiitt érvényes, az elektrodokon kiviili térben nincs toltés.

AZ ELEKTROSZTATIKA EGYENLETEINEK
EGYERTELMU MEGOLDASA

A 3. fejezetben igazoltuk, hogy a Maxwell-egyenletek megoldéasa igen altalanos
feltételek mellett egyértelm{i. Mar ott megjegyeztiik azonban, hogy az idében nem
valtozo terek esetén a levezetés nem alkalmazhato.

A tovabbiakban bemutatjuk, hogy zart térfogatban a megoldas egyértelm, ha a
térfogat hatarolofeliiletén a potencial vagy a térerésség normalis komponense (ez a
feltileti toltésstirliségnek felel meg) adott. A bizonyitas homogén kozeget feltételez.

A bizonyitas elvégzéséhez sziikségiink van az un. Green-tételre.? Ez a tétel a
matematika Gauss-tételének kozvetlen folyomanya.

Alkalmazzuk a Gauss-tételt az
u =1 grad ¢ (4.20)

vektorfiiggvényre, ahol ¢ és ¢ folytonosan differencialhato skalarfliggvények. Az
u-t a Gauss-tételbe helyettesitve kapjuk, hogy

fdiv(w grad p)dV = f}g@[; grad ¢ dA. (4.21)
A Vvektoranalizisbc'il ismer‘: hogy

div(ov)=¢ div v+ vgrad ¢, (4.22)
azaz

div(@b grad 90) =) div grad ¢+ grad ¢ grad ¢ — Ap+ grad ¢ grad ¢, (4.23)
amit (4.21)-be helyettesitve kapjuk, hogy

f ($Ap+ grad o grad ¢)dV = 9§ W grad pdA. (4.24)

Vv
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1 -t és -t cseréljiik fel (4.24)-ben.

f (AY)+(grad ¢ grad p)dV = 9§ ¢ grad YdA. (4.25)
Vv A
A (4.25)-bdl (4.24)-et kivonva kapjuk a Green-tételt:
o 8@] . (4.26)
Ap—pAQ)dV = Plo——p 22| dA
l(ww vAp) f[s@an v

Abban a specidlis esetben, ha ¢ =1 , a tétel alakja (4.24)-bdl:

f [@Ago + (gradgp)z}dV = fﬁ gog—fdA (4.27)

Vv

Tételezziik fel, hogy a vizsgalt térrész peremen:
—vagy ¢ adott (Dirichlet-peremfeltétel),

0
—vagy a—f adott (Neumann-peremfeltétel).
Mindkét feltételrendszer fizikailag kézenfekvd.

A bizonyitas soréan feltételezziik, hogy a feltételeknek eleget tevd két kiillonbozd
megoldédsa 1étezik az azonos toltéssiiriséghez tartoz6 Ay =—p/cPoisson-
egyenletnek. (Ugye ismerds megfontolas?) A két megoldas kiilonbsége

P=p ¢, (4.28)

a peremfeltételek nullak, és mivel a két megoldasra vonatkozo Poisson-egyenletben
a toltéseloszlas azonos, a kiilonbségi megoldasra AP =0 . A (4.27)-be & -t helyet-
tesitve:

o
DPAD do)VdV =¢o— 429
[ +(grad @) f o (4.29)

ahonnan az el6z6kben elmondottak alapjan

[ (grad @) d¥ =0 (4.30)

#
ami csak grad @ =0 esetén teljesiil, tehat a vizsgalt térfogatban @ allando. (Ismét a
négyzetes kifejezés integralja a bizonyitas kulcsa!)

Dirichlet-peremfeltétel esetén @ a peremen zérus, tehat zérus kell, hogy legyen a
térfogatban is. Igy ¢, = ¢,, a kiilonbozSknek feltételezett megoldasok azonosak.

Neumann-peremfeltétel esetén a megoldasok egy additiv allando erejéig azonosak.
A potencialok additiv 4lland6ja ugyanarra az elektromos téreloszlasra vezet.

A (4.29) egyenlet jobb oldalat tekintve nyilvanvald, hogy az egyértelmiiség vegyes

0

peremfeltétel esetén is fennall. Megadhatjuk tehat ¢-t a perem egy részén és _90_,[ a

On

perem masik részén.
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Ugyanakkor nyilvanvalo, hogy a Poisson- ¢s igy a Laplace-egyenlet megoldasaban

0
is a hatarolofeliileten nem adhatjuk meg egyszerre ¢ és —Spértékét. Az egyenlet

on

megoldasa ugyanis barmelyik peremfeltétel megadasa esetén egyértelmi. A két
megoldas azonban altaldban nem feleltethetd meg egymasnak.

Megjegyzések:

1. Az el6z6 meggondolasok az un. belsé peremérték-feladattal foglalkoztunk. Itt a hatarolo-

feliileten véges térfogatot fognak koriil. Mas szoéval a vizsgalt térfogat koordinatai nem
tartanak végtelenhez.
Mas a helyzet a végtelent is tartalmazo térben szamitott potencial, az Un. kiilsé peremérték-
feladat esetén. Ekkor a keresett fiiggvény viselkedésére a ,,végtelenben” kiilon-feltételeket
kell eléirnunk. A gyakorlatban mindig véges toltésmennyiséget tételeziink fel az elektrodokon.
Ugyanakkor a végtelenben a potencial legalabb 1/ modon kell, hogy a nulldhoz tartson.

2. A homogén térnél altalanosabb az az itt nem vizsgalt elrendezés, amikor a kdzeg térrészenként
homogén, azaz a permittivitas térrészenként alland6. Ebben az esetben is bizonyithato, hogy
a megoldas Dirichlet- vagy Neumann-peremfeltételek esetében egyértelmii. A bizonyitas
azonban olyan matematikai apparatust ¢s meggondolasokat igényel, amelyek messze
talmutatnak jelenlegi célkitlizéseinken.

Tekintslink egy magaban all6 elektrodat! Ha az elektrodat fesziiltség ala helyezziik,
a felszinén toltés jelenik meg. (A folyamatot ugy kell elképzelniink, hogy
fesziiltségforrast kapcsolunk az elektrod és a 0 potencialu pont kozé. Utobbi a teljes
térben elvben a végtelen, a gyakorlatban egy tavoli — és lehet6leg nagy kiterjedésti —
elektrod.) A Maxwell-egyenletek linedrisak, ha a kozeg is linearis, azaz a permittivitasa
nem fligg a térerésségtdl. (A helytdl fiigghet, a kzeg nem kell, hogy homogén legyen.)
A linearités kovetkeztében az elektrodan megjelend toltés és az elektrod potencialja
aranyosak egymassal, kétszer akkora toltés kétszer akkora potencialt hoz létre.
A t6ltés és az elektrédapotencial hanyadosat kapacitasnak nevezziik:

_Q
C=3 (4.31)

ahol U az elektréd végtelenhez viszonyitott potencialja.

A kapacitas csak a geometria €s a kozegjellemzdk fliggvénye, és mint ilyen, az
. . . 1C
elrendezés sajatos jellemzdje. Egysége a farad (F), 1 F= IRV
Példaként tekinthetiink egy homogén kdzegben magaban all6 7, sugara gébmbot.
Keressiink olyan helyettesitd toltéselrendezést, amelynek a terében a gdmb ekvi-
potencialis feliilet. Ez a toltéselrendezés a ponttdltés. A ponttoltés potencialja a Cou-
lomb-potencial:

0 1

- 5
e, v

amelynek zérus értéke a végtelenben van.

Ha az r, sugart gdbmb U potencialon van, akkor

0 1

4me, 1,

U =

2
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ahonnan
0
C= U= dme

az r, sugar, magaban all6 gomb kapacitésa. )

Amint latjuk a gdmb kapacitasa aranyos a sugaraval. (Erdekességként megjegyezziik,
hogy az 1900-as évek elsd felében a kereskedelmi forgalomban 1év6 kondenzatorok
kapacitasanak értékét sokszor a veliik egyenl6 kapacitasu gomb sugaraval adtak meg,

azaz a kapacitasok értékét cm-ben mérték; 1 cm 1,1 pF-nek felelt meg.)

(4.32)

A meggondolasbdl nyilvanvalo, hogy homogén e permittivitasu kozegben ¢,
helyébe ¢ -tkell helyettesiteni. Ez azt jelenti, hogy a kapacitas ¢, -szeresére nd. (Miért?)
Egyszerii példan mutassuk be, hogy a kapacitas inhomogén dielektrikum esetén

is csak az elrendezés fiiggvénye.

Fedje az r,, sugarti gdbmbot egyenletes vastagsagu (= ¢,) dielektrikum.

4.1. dbra
Rétegezett dielektrikum

A Gauss-tétel értelmében mindentitt

0

Amr?”
ebbdl kovetkezik, hogy
0 1

=, rn<r<r;
4re v’ 0="="1

D=

=2 1

- 2
dre, >

r>n.

A potencial egyszerli szamitassal:

> —

Are\r 1| 4me, 1
01
_47r50r’ rzn,
ahonnan
nr
C=4n|e—"—+¢pn
h—nh ’

_2[1_1]+ o1

(4.33)

ami nyilvanvaldan csak az elrendezés (geometria + kozegjellemzdk) fliggvénye.
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Az elemi halozatelméletbdl ismert, hogy a toltdtt kondenzatorban tarolt energia:

1
W =2cu’ (4.34)

Vajon mi a kapcsolat az elektromagneses térben tarolt energia és a fenti
energiakifejezés kozott?
Az elektrosztatikai tér energiastiriisége:

1
W, = EEEz, (4.35)

igy az egész térben tarolt energia:
1 ) 1
W.=— | cEdV=— [ EDdV. 436
=3 2 (4.36)
Helyettesitsiik E helyébe —grad ¢-t:
1 1 1 1
W.=—[EDdV =—— rad p)DdV =— | pdivDdV —— | div(eD)dV (4.37
e 2[ 2J(g °) 2[90 2[ (PD)Y.(437)
ahol felhasznaltuk a
div(¢D) = ¢ div D+ D grad ¢ (4.38)
azonossagot, és a Gauss-tétel felhasznalasaval:
1 1
W =— divDdV —— @ ¢DdA 4.39
=3/ 2 (4.39)
A feliileti integral a végtelenben eltlinik, hiszen ¢ a végtelenben 1/r-rel, D pedig

: . .11
1/r*-tel aranyos. Igy az integral hatarértéke hm——247rr2 =0.
r—0o0 ]/' }/'

A feliileti integralt a véges tavolsagban azokra a feliiletekre is ki kell terjeszteniink,
amelyek ¢ vagy D szakadasait kortilfogjak €s igy kizarjak a vizsgalt térfogatbol.

Esetiinkben D-nek az elektroda feliiletén 1évo toltésen van szakadasa. A zart
elektroda feliiletén D, = o, és igy (4.39) az alabbi alakba irhato:

1 1
W =— dV +— o d4,
e T 5 [ ¥p ) ff%p
ahol a masodik integral a feliileti normalis valasztasa miatt valt eldjelet.

A (4.30) kifejezés a térben elosztott energia helyett az energiat a lokalizalt toltések
potencialis energidjaként fejezi ki. Ez tipikusan a tavolhatasi szemléletmdd. Ha
altalanosan az energiat a (geometriai) térben elosztva képzeljiik el. Mindentiitt tarol
energiat, ahol térerésség van, nemcsak ott, ahol toltések vannak. Abban a specialis
esetben, amikor a toltés nyitott feliileten helyezkedik el, az eltoldsi vektor normalis
komponensének ugrasa a folytonossagi feltételek kovetkeztében éppen o.
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Ekkor
1 1 1
_EfﬁngdA_EL[go(Dln—DZH)M_E[¢0dA, (4.41)
mert a feliiletet koriilvevo zart feliiletet razsugoritjuk a nyitott feliiletre (4.2. abra).
A
DZ
4.2. dbra
A (4.41) egyenlet D,

szdmitasdhoz

A magaban all6 elektrodat koriilvevd térben nincsen valddi toltés. Az energia
szamitasanal tehat (4.40) masodik integraljat kell kiértékelni:

1 1 1
W.==¢pUodd==-UPo d4=-U0Q, 4.42
: 2f : f SU0 (4.42)
mert az elektroda ekvipotencialis. O az 6sszekottetés felhasznalva a kapacitas (4.31)
definicigjat:
2
wo—Lloy =12 (4.43)
2 2C

azaz az ismert eredményre jutottunk.
Ismét hangstlyozzuk, hogy bar (4.36) és (4.43) azonos eredményre vezet, a
mogottiik allo szemlélet gyokeresen kiilonbozd.

KONDENZATOR

Az el6z6 pontban megismerkedtiink a kapacitas fogalmaval. A kapacitast egyetlen
elektrédahoz rendeltiik. Az elektrodan véges toltés helyezkedett el, ezt a toltést az
eredetileg mezd nélkiili elrendezésbdl egy fesziiltségforras szallitotta a 0 potenciala
helyrél. Mivel eredetileg nem alakult ki mezd, nem lehettek toltések jelen, az
elrendezés elektromosan semleges volt. Ezért az elektroédan megjelend Q toltésta 0
potenciali helyen —Q t6ltésnek kell kompenzalnia. Miutan a 0 potencialt helyet a
végtelenben valasztottuk, ennek a kompenzalé toltésnek a végtelenben kell
megjelennie egy ,,virtualis elektrodan”.

A gyakorlatban rendkiviil sokszor ez a masodik elektroda a véges térrészben,
méghozz4 a masik elektroddhoz kozel helyezkedik el. A kételektrodas elrendezést
(ilyenkor az elektrédakat gyakran mondjuk fegyverzetnek) kondenzatornak nevezik.
A kondenzatorban ugy hozunk létre fesziiltséget az elektrodak kozott, hogy az
eredetileg semleges elrendezésben az egyik lemezr6l a masikra visziink at toltést,
igy a fegyverzeteken valoban +Q és —Q t6ltés jelenik meg. A kondenzator kapacitasa
a lemezek potencialkiilonbségével, azaz a lemezek kozotti U = ¢, — ¢, fesziiltséggel
kifejezve, ahol ¢, és ¢, a két elektroda potencidlja formailag egybeesik a (4.31)
kifejezéssel: C = Q/U. A kondenzatorban tarolt energia kiszamitasdhoz most a (4.41)
formulat kell hasznalni, ha az elektr6dak nyitott feliiletek.
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Az integralast mindkét elektrodan el kell végezniink. Miutan az elektrodak most

is ekvipotencialisak, az integralokbol a potencialt kiemelve az f o d4 tagok
A
maradnak, melyek +Q és —Q értéket adnak. Ezzel

W, =00+, (-0) = (6 —9:)0 = U0 (4.44)
2 2 2 2
Az energia kifejezése formailag teljesen megegyezik (4.42)-vel. Ne feledjiik
azonban: Q most az egyik fegyverzeten levd toltés abszolut értéke, U pedig a
fegyverzetek kozotti fesziiltség. Utdbbinak szintén az abszolut értékét kell venniink,
hiszen az energia nem negativ mennyiség.

RESZKAPACITASOK

Az elektrosztatika alapfeladatainak felsorolasanal emlitettiik azt a feladatot, amikor
tobb elektrodabol allo rendszerben az elektrodak toltését ismerjiik. Ekkor a tér
meghatarozasa visszavezethet6 az els6 alapfeladatra, ha a toltések ismeretében meg
tudjuk hatarozni az egyes vezetdk potencidljat, majd a potencialok ismeretében
megoldjuk a peremértékfeladatot.

A linearitas kovetkeztében nyilvanvalo, hogy az elektrédok potencialja és a toltések
kozotti 0sszefliggés linearis. Ezért n elektrodokbol allo rendszer elektrodapoten-
cidljaira a kovetkez0 linearis egyenletrendszer irhat6 fel:

o =9+ pn0, +...+p,0,,
0, = pyO + pp0, +...+ p,,0,, (4.45)

Son :plel +pn2Q2 +"'+pann .

Az itt szerepld p, egyiitthatok csak a geometriatol €s a (linearis) kozegek
permittivitasatol fiiggenek. Fizikai jelentésiiket konnyen meg tudjuk adni.

Legyen
O =0,hal=k,és Q=1 hal=k

Ezt (4.45)-be helyettesitve ¢, = p,. Mas széval p, az i-edik elektroda potencialja,
ha a k-adik elektrdda toltése egységnyi, mig a tobbi¢ nulla.

A (4.45) egyenletrendszert a toltésekre megoldva:

O = +epp, +o 0,90,
O, =ty +o 00, (4.46)

Qn = Cnlgol + Cn2902 ++ cnn(pn °
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4.3. dbra

A részkapacitdsok
helyettesit kapcsoldsa
harom vezeték esetén

4.4. dbra

Harom kilénbsz6 feszilt-
ségen levs, a fald kéze-
lében elhelyezett vezets
ekvipotencidlis felulet- és
er8vonalrendszere.

A 4.2. 4brdn ezen elren-
dezés helyettesité kap-
csolésat rajzoltuk meg

ELEKTROSZTATIKA ES STACIONARIUS ARAMLASI TER

Itt az ¢ -ket kapacitdsegyiitthatonak nevezziik. ¢, az i-edik vezetd sajdt kapacitdsa,
¢, (i=k) pedig az i-edik és k-adik vezetd kdlcsonds kapacitasa. A kapacitas-
egylitthatok jelentése konnyen magyarazhato: ¢, az i-edik elektrod toltése, ha a
k-adik elektrod potencialja egységnyi és a tobbi elektrod potencidlja zérus.

Az egyiitthatokra reciprocitasi tétel érvényes. Bizonyithato ugyanis, hogy p, = p,.
€s c,=c,,azaz a (4.45) és (4.46) egyenletek matrixa szimmetrikus.

Az energia (4.42) kifejezését hasznalva tobb elektroéda esetén a rendszer
elektrosztatikus energiaja:

1 n 1 n n
W= EZ:;QI'% - EZZCU%SDJ'

i=1 =l

(4.47)

Az energiakifejezés a potencidlok szorzatat tartalmazo an. kvadratikus kifejezés.

Szokasos a (4.46) egyenlet helyett olyan 0sszefiiggést hasznalni, amely a
potencialok helyett az elektrodok potencialkiilonbségét tekinti ismeretlennek. Ezzel
Iényegében az elektrodaparok kozotti kapacitasokat definialjuk.

Alakitsuk 4t (4.46) minden egyenletét a kovetkez6képpen

0= Zcikgok = Zcik (90k —p; T+ 901') = Z_cik (901' —gpk)—|— Zcikgpi. (4.48)
i=1 i=1 i=1 i=1
Bevezetvea C,,=c, +c,+..+c,, (4.49-1)
Cp =—¢; (i=k) (4.49-2)
egylitthatokat, (4.48) a kovetkezd alakba irhato:
o, :Zciosoi +Cy (90,‘ _Sok)a, (4.50)
k=1
vagy o, =U,,, ¢, —¢, =U, jeloléssel:
o=CcU,+CU,+.+CU,+..+CU, (i=1,2,...n). (4.51)

Ez az egyenletrendszer is szimmetrikus, azaz C, = C,..

Az egyenlet ugy értelmezhetd, hogy az elektrodok kozott C, részkapacitasu
kondenzator helyezkedik el, mig az elektroda €s 0 potencialu fold kozott C,
foldkapacitasu kondenzator. Harom elektrddara és a foldre az elrendezés, és kon-
denzatorbol allo helyettesitd képe a 4.3. és 4.4. abran lathato.

12 2
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A részkapacitasok fegyverzetein fellépd toltések 6sszege megegyezik az elektroda
toltéseivel. A részkapacitasok tehat a tobbelektrodas elrendezés szemléletes aramkori
modelljét adjak meg.

STACIONARIUS ARAMLASI TER

A 3. fejezetben felirtuk az elektrosztatikus tér és a stacionarius dramlasi tér egyenletét:

Elektrosztatika Staciondrius aramlasi tér

rot E=0 (4.52) |[rotE=0 (4.55)
divD=p (4.53) |divJ=0 (4.56)
D=cE (4.54) |J=~(E+E,) (4.57)

Itt a v a vezetOképességet jeloli.

Az E, = 0 feltétel mellett az aramlasi tér egyenletei teljes analogiaban vannak a
toltésmentes térrészben kialakulo elektrosztatikus tér egyenleteivel. Az analog meny-

nyiségek:
Elektrosztatika Stacionarius aramlasi tér
E E
D J
€ Y

Az elektromos tér (4.55) értelmében rendelkezik skalarpotenciallal:

E =—grad ¢, (4.58)
¢s a skalarpotencialra a

Ap=0. (4.59)

Laplace-egyenlet érvényes.

Miutan a vizsgalt térben az aramnak (4.56) értelmében nincsen forrdsa, az aram
forrasai a fémelektrodok lehetnek. Ez az elektrosztatika feliileti toltésével analog.
Az aram feliileti forrasstirlisége v . E_teljes analdgiaban az ¢E = v ..
elektrosztatikai azonossaggal. Egy elektroda 6sszarama:

I:f}ngA:EﬁnydA, (4.60)
A A

ahol a zart feliiletet az elektrodara kell zsugoritanunk. Osszevetve (4.60)-at (3.4)-
gyel kapjuk, hogy az aram és az elektrosztatika t6ltés analog mennyiségek. Az
elektroda vezetése:

1

G==—
= (4.61)
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ELEKTROSZTATIKA ES STACIONARIUS ARAMLASI TER

Ismét teljes az analdgia a kapacitassal. Miutan a (4.59) Laplace-egyenlet megoldasa

crer

homogén térrészben azonos elektrodakonfiguraciora.
c_¢
G - (4.62)

A kondenzator kapacitdsdhoz hasonléan definidlhaté a vezetés két fémelektroda
kozott, ha a két elektroda arama +/ és —/. Ertelemszeritien tobb elektroda esetén a
részkapacitasokkal analog részvezetéseket definialhatunk.

frjuk fel az analég mennyiségek teljes listajat:

Elektrosztatika Staciondrius aram
E E
D D
€ 2
0 1
C G

Egy megjegyzés még idekivankozik. Aramlasi térben — az elektrosztatikaval
ellentétben — rendkiviil gyakori a 0y /dn = 0 peremfeltétel (homogén Neumann-
peremfeltétel). Ennek oka, hogy vezetd kozegbdl az dram szigetelGbe atlépni nem
tud, ezért a vezetd-szigeteld perem feliiletén az aramnak nincs normalis kom-
ponense.
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13 Az elektrosztatikus tér sza-
mitasanal talalkoztunk a kér-
déssel.

STACIONARIUS ARAM
MAGNESES TERE

A Maxwell-egyenleteken alapul6 felosztas soran stacionarius [— = 0] aram esetén
a kovetkezd egyenletek irjak le a jelenségeket ot

rot H=1J, (5.1)

div B =0, (5.2)

B=uH (5.3)
ahol p=pu 1, pt, =4w-10"" Vs .

A-m

Homogén kdzegben a harom egyenlet kett6re redukalhato:

rot B = uJ, (5.4)

div B=0. (5.2)

Ismét™ a klasszikus feladathoz jutottunk: meg kell hatarozni egy vektorteret a
egyszerl azokban a térrészekben, ahol az aramstrtiség nulla, mert itt rot B = 0
¢és az indukciovektor eldallithatd egy (magneses) skalarpotencial gradienseként:
B =—grad ¢_. Ekkor elvben az elektrosztatika szamitasi modszerei alkalmazhatok.
A peremfeltételek azonban eltérnek, tovabba a kozegek magneses tulajdonsagai is
mas jellegliek, mint a dielektrumok elektromos tulajdonsagai. Ezért — és mivel d&ram
jelenlétében nem a skalarpotencial a megoldas segédmennyisége — az altalanos
egyenletrendszer megoldésat keresstik.

Mivel B (5.2) értelmében mindig divergenciamentes, kell Iéteznie olyan A vektor-
térnek, amelynek B éppen a rotacidja:

B(r) = rot A(r). (5.5)

Ezt a A vektorteret vektorpotencialnak nevezzik.

Egyértelmii-e a vektorpotencial? A gyanu azért ébredhet, mert az egyszer(ibb
skalarpotencial nem egyértelmt, csak egy additiv alland6 erejéig meghatarozott.
A helyzet itt még bonyolultabb. B értéke ugyanis nem valtozik, ha A-hoz olyan
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vektorfliggvényt adunk, amelynek rotacioja 0. Ilyen vektorfiiggvényt kdnnyen tudunk
eléallitani: barmely kell6képpen derivalhato skalarfiiggvény gradiense rotaciomentes.
Ha tehat A megfelel6 vektorpotencial, akkor

A’= A —grad v (5.6)

is az. Az ilyen tipust transzformacidt mértéktranszformdacionak nevezziik.

Miért éppen mértéktranszformacido? Nos azért, mert az atalakitdsra az ad
lehetdséget, hogy (5.5) csupan A rotéaciojat irja eld. div A megvalasztasaban nagy
szabadsagunk van. A vektorpotencial divergenciajanak megvalasztasat nevezik a
fizikaban mértékvalasztasnak. Innen a transzformacio neve is. A mértékvalasztas,
ill. a mértéktranszformacio lehetdvé teszik, hogy a szamitasokat A legkényelmesebb
alakjaval végezziik el. Nézziik, milyen ,,mérték’ tlinik kényelmesnek (optimalisnak)
esetlinkben?

Helyettesitsiik (5.5)-6t az (5.4) egyenletbe:

rot rot A = ud, (5.7)
és felhasznalva a rot rot A = grad div A — AA azonossagot, az egyenlet alakja:

grad div A — AA = pud. (5.8)

Most éljiink a mértékvalasztas lehetGségével és legyen div A = 0 (Ezt a valasztast
Coulomb-mértéknek nevezziik.)

Ezzel az alabbi egyenlet:

AA=—pd (5.9)

vektoralis Poisson-egyenlet. Az egyenlet derékszdgli (Descartes-) koordinatdkban
mindharom komponensre vonatkoz6 skalar egyenletet jelent, azaz

AAX - _:u“]xﬁ
AA, =—pd, (5.10)
A4 =—pJ .

A megoldast a skalaris egyenletre elektrosztatikabol ismerjiik (4.11). Ezt az (5.10)
komponens-egyenletekre alkalmazva és egyetlen vektorba 6sszefogva (5.9) meg-
oldasa az egész térben:

word
A=—|—dV. 5.11
47‘("[ r ( )
Az igy meghatarozott vektorpotencialva, a div J = 0 kdvetkeztében:

div A =0. (5.12)
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5.1. dbra
Linedris vezetd
térfogateleme

STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

Felmertl a kérdés, hogy az (5.6) mértéktranszformacidnak milyen feltételeknek kell eleget
tennie, hogy A’= A legyen, azaz a transzformdaci6 ne valtoztassa meg a vektorpotencialt. Ezt a
helyzetet mértékinvariancianak nevezziik. (5.6)-bdl A’-t (5.12)-be helyettesitve:

div A’=0=div A —div grad ) = —A¢) (5.13)
azaz a mérték invarians, ha
AY=0 (5.14)

a 1 skalar kielégiti a Laplace-egyenletet. (Felhasznaltuk, hogy A 6nmagaban divergenciamentes.)
Ha a végtelenben nincs forrés, (5.14) megoldasa csupan a v konstans fiiggvény: 1 = konstans.

VONALSZERU VEZETEKBEN FOLYO ARAM TERE

A mérndki gyakorlatban az esetek dontd tobbségében a magneses teret keltd dram
vékony vezetékben folyik. (A térben eloszld aramok altal keltett tereknek leg-
gyakrabban az asztro- és geofizikdban van szerepiik.) Ezért indokolt a vékony
vezetékekben foly6 és ezért igen jol lokalizalhaté aramok altal keltett magneses tér
szamitasanak vizsgalata.

%\

dV=Adl

>

A vezet§ dl hosszusagu szakaszanak a térfogata adl formaba irhat6, ahol a a
keresztmetszet (5.1. dbra). Az aramsiirliség iranya a vezeték tengelye iranyaba mutat,
ezért dl-t vektorként kezeljiik. (5.11)-be helyettesitve:

word uworJA 1 dl
A="—|—dV=—-p—dl=—]10]—, 5.15
47‘("[7" 4 r 47 ffr ( )

ahol felhasznaltuk, hogy a divergenciamentes aram a vezeték mentén allando, tovabba
divergenciamentesség felételezi, hogy a vezeték zart.

A magneses tér ezek utan a vektorpotencial rotaciojabol szamithato:

dl dl

H:—B:lrot A =rot 1 1 —Q:—I rot, —Z.

P P P (5.16)
[T 4 Tog 4T Tro

A rotacioképzés annak a pontnak a koordinatai szerint torténik, ahol a teret keresstik,
az integralas pedig az ivelem koordinatai szerint.

Felhasznalva a

rot(uv):graduxv—l—u rot v (5.17)

azonossagot,

51



5. FEJEZET

14 Biot ¢s Savart 1820-ban ki-
sérleti Uiton allapitottak meg az
egyenes vezetékben folyo aram
altal a tér egy pontjaban létre-
hozott magneses teret. Ez az év
az aram ¢és magneses tér kap-
csolataval kapcsolatos ,,csillag-
id8” volt. Az 4ram és mégneses
kolesonhatasat Qrsted dan fizi-
kus ebben ez évben publikalta.
Ugyanebben az évben végezte
Ampére az aramok kolcson-
hatasat megallapité korszakal-
koto kisérleteit.

5.2 ébra
A Biot-Savart-térvény
értelmezéséhez

5.3. dbra

STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

dl, 1 1
rot, — = grad, — xdl , +—rot,dl, (5.18)
Top Tpo Tog
ahol a masodik tag zérus, mert dl nem fiigg P koordinataitol. Ezért:
I dl I 1 I pdlxr,
H=—¢rot,—2=—¢grad, —xdl, =— 2
47r-f r Tpp 47ng r Yoo ° ax f r (5.19)

ahol r a Q pontbol a P pontba mutat6 egységvektor, (5.19) a Biot-Savart-térvény*
(5.2. abra).

A torvény levezetésébdl két figyelmeztetést kapunk:

1. A torvény csak homogén kdzegben adja meg helyesen a magneses térerésséget,
jollehet 1 az (5.19) kifejezésben nem szerepel.

2. A torvény csak zart &ramkor egészének a hatdsat irja le. Ennek ellenére csabitod
ugy értelmezni, hogy a vezeték dl hossziusagu darabkajan foly6 aram:

I dlxr,

dH = pr— (5.20)

magneses teret hoz létre és a teljes tér ezen hozzajarulasok 6sszege. [Raadasul (5.20)
1/r* tavolsagfiiggést tartalmaz a Coulomb-térvényhez hasonloan!]

Ennek fizikai tarthatatlansagat egyebek kozott az is mutatja, hogy az Idl aram nem
tesz eleget a stacionarius folytonossagi egyenletnek, hiszen kezdete és vége van.

A Biot—Savart-torvényt felhasznalva hatarozzuk meg egy végtelen hosszu egyenes
vezet6ben folyd aram altal keltett magneses teret. (Zart ez a vezetd?)

dH

Az 5.3. dbran lathato, hogy dlxr, az altaluk kifeszitett sikra mindig merdleges, a
magneses erévonalak tehat koncentrikus korok, amelyek kozéppontja a vezetéken
van.

(5.19)-be be kell helyettesiteniink 7 =+/R> +1*, valamint a

|dl X r0| =dlsiny =d/ R kifejezéseket. Ezzel

R +71*
I ¢ dl I
H:—R fry
] 4m f(R2+12) 27R (:21)

—00
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Ez volt a Biot és Savart 4ltal kisérletileg igazolt dsszefliggés: az egyenes vezetd
magneses terének eréssége forditva ardnyos a vezetéktdl mért tavolsaggal (és persze
a linearitas miatt egyenesen aranyos az arammal!)

A vektorpotencidl ismeretében kdnnyen hatarozhaté meg barmely zart gorbe altal
feszitett feliilet fluxusa. A fluxus (1.34) definicidja alapjan:

@zfﬁd;l:frot Ada (5.22)

a

A Stokes-tétel értelmében:

frot Ada= 9§A dl, (5.23)
L

és ezt (5.22)-be helyettesitve kapjuk, hogy
L

A vektorpotencial ismeretében a fluxus a feliileti integral helyett az egyszerilibb
vonalintegrallal szamithato.

Figyelem! Meg kell jegyezniink, hogy a vektorpotencial kiszamitasa alig jelent kevesebb munkat,
mint a tér kozvetlen szamitasa (ha ez lehetséges). Ugyanakkor a vektorpotencial ismeretében a
tér meghatarozasahoz még egy rotaciod kiszamitasa tartozik minden egyes pontban.

MAGNESES SKALARPOTENCIAL

Mar a bevezetOben emlitettiik, ahol &ram nem folyik, tehat a stacionarius térerdsség
rotdcidmentes, a téreréssé¢g megadhatd egy (magneses) skalarpotencial gradienseként:

H = —gradyp, . (5.25)

Ennek a skalarpotencidlnak vékony vezetékben folyd aram esetén kiilonleges
tulajdonsaga van (5.4. abra).

5.4. dbra

Egy dramkér mégneses
terének levezetése egy
skaldrpotencialbél

Feszitsiink ki egy feliiletet, amelynek a pereme a vékony vezetd. A gerjesztési
torvény értelmében az abran lathatd uton integralva a feliilet két oldalan fekvd pontok
kozott (zart uton) integralva véges értéket kapunk:

4
| Hdl= [Jdl =1 (5.26)

A feliileten athaladva a potencial ugrik, mikdzben a térerdsség folytonos.

Ha a vezeték kivételével tekintjiik az egész teret, ez a tartomany kétszeresen Osszefliggd. A két-
szeresen Osszefiliggd tartomanyban a gy(irit koriildleld zart gorbe semmilyen folytonos deformacioval
nem vihetd at egy a gytr(it koriil nem 6lel6 zart gorbébe. Kétszeresen 6sszefiiggd tartomanynal, és
hasonloan tobbszordsen 0sszefliggd tartomanynal a potencial értéke tobbértékd, ciklikus potencial.
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5.5. dbra

STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

Ha a vezetéket tobbszor koriiljarjuk, minden egyen koriiljarasnal jra 7 jarulékot
kapunk az (5.26) értelmében, az integralas utjatol fiiggetleniil az (5.25) kifejezésben
szerepld potencialfliiggvény tehat / tobbszorosével kiegészitheto:

P (1) =P () +n1l. (5.27)

Az ilyen potencidlt ciklikus potencidlnak nevezziik.

Tegylik a tartomanyunkat egyszeresen Osszefiiggévé oly mddon, hogy az 5.5.
abran bemutatott feliiletet (és a vezetékhurkot) kizarjuk a térbdl. Ekkor a keretre
feszitett feliilet barmely pontjaban a feliilet két oldalan a potencial kiillonb6z6, mas
szoval a potencial ugrik a feliileten athaladva. Az ugras értéke minden pontban
ugyanaz:

o) - =1 (5.28)

A ¢ potencialbol tehat két dolgot allithatunk: mindeniitt kielégiti a Laplace-
egyenletet a keretre illesztett feliilet kivételével, ott viszont minden pontban azonos
értéki ugrasa van. Ilyen tulajdonsaggal a kettésréteg rendelkezik.

crer

1 2 m
o)) — ol ==, (5.29)
o
ahol m = |m| a magneses nyomaték feliileti stirliségének abszolut értéke.
Kovetkeztetésként levonhatd, hogy a koraram helyettesithetd egy magneses
kettésréteggel, amelynek pereme az dramvezetd és egyenletes nyomatéksiiriisége:

m| =l 5 (5.30)
m

A kettSsréteg potencialja

= [——da 531
Som 47T,U/0 ) IU/O 8n 7’ ( )
alakba irhato, ahonnan a magneses tér (5.25) alapjan:
1 01
H=—-grad— | ——da. 5.32
8 4 Onr (5-32)

Eredménylink érdekes kdvetkezménye, hogy nagy tdvolsagbodl egy sikban fekvd
kicsiny koraram, amely a feliiletet 6lel koriil, egyenértékii egy

m = y,/a (5.33)
nyomatékl magneses dipolussal.
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Amikor a méagneses tér hatasat a kicsiny kdraramra gyakorolt forgatonyomatékkal
jellemeztiik, tulajdonképpen egy magneses dipolusra hato forgatonyomatékrol is
beszélhettlink volna.

A kis koraram és a magneses dipolus azonos viselkedése adta Ampere szamara az Otletet a
magneses anyagokban fellépd tér magyarazatara. Ampere elképzelése szerint az ilyen
anyagokban elemi kicsiny koraramok léteznek. Az anyag magnesezettségi allapota ezen elemi
koraram rendezettségétol fiigg.

A kép rendkivill szemléletes, jol magyarazza a magneses felépiilé anyag, ill. a létrejové tér
természetét. Ma mar azonban tudjuk, hogy ez a magyarazat nem igaz. A korszerli magyarazat
azonban nincsen messze téle. A mai fizika a magneses tér forrasanak a kompenzalatlan spinii
elektronok egyiittesét tekinti. A spin szemléletesen az elektronok korforgasaval magyarazhato.
(Lathatjuk, mennyire mechanikai jellegli magyarazatokat keres az ember az elektromagneses
alapjelenségekre.) A nagy sebességgel forgo toltott részecske koraramot produkalna. Sajnos ez
a szemléletes kép sem felel meg a valdsagnak, a mikrofizika jelenségei egyszerii képekkel
ritkan magyarazhatok.

Meég egy megjegyzést. Igazolhato, hogy tetszés szerinti stacionarius arameloszlas magneses
terének elsé kozelitése egy magneses dipolus. Mas szoéval kell6en nagy tavolsagbol minden
arameloszlas tere dipolus terével helyettesithetd. Ez az allitas analog az elektrosztatikus terekre
tett allitassal, egy kiilonbséggel. Mivel valodi elektromos toltés létezik, a toltéseloszlas elsé
kozelitése egy ponttoltés, csak tovabbi kozelitésnél jelenik meg egy dipolus is.

A MAGNESES TER ENERGIAJA; ,
AZ ON- ES KOLCSONOS INDUKTIVITAS
Az elektromos tér energidjanak kifejezését két alakban kaptuk meg: a térmennyi-

ségekkel kifejezve, ill. a toltés és a potencial segitségével. A magneses térben analdg
kifejezéseket kaphatunk. Induljunk ki a

1 1
Wm:EfHBdeaerotAdV (5.34)
vV Vv
Osszefliggésbol.
15 Ugyanazt hasznaltuk a Hasznaljuk fel a vektoranalizis alabbi azonossagat'®:
Poynting-tétel bevezetésénél. .
div(H x A)=A rot H—H rot A, (5.34)

¢s innen behelyettesitve (5.34)-be kapjuk, hogy
1 1
W =— | ArotHdL—— | div(H x A)dV. 5.35
=3 5 J (< AR (5.35)

A jobb oldal masodik tagja az egész térben integralva eltlinik. Alkalmazzuk-e
célbol a Gauss-tételt:

[div(H x A)dV = $(H x A)da (5.36)
4 a
A feliileti integralt a végtelenbe kiterjesztve a H dipdlus térerdssége, ami a

1
végtelenben 1/r°-nel tlinik el. Ezért a vektorpotencial tehat o) -nel tlinik el, mig a

integralasi feliilet csak >-szerésre novekszik. Igy a végtelenben a feliileti integral
eltlinik, tehat a div(H x A) integralja az egész térre zérus.
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A megmaradt kifejezést némileg atalakitva:

:—fArotHdV——fAJdV (5.37)

A klfejezes teljesen analog a W, = — f pU dV kifejezéssel, csak kevésbé szem-

I¢letes. Tartalma is hasonld: az egész terben integralando térmennyiségek helyett az
integralast csak azokra a térfogatokra kell kiterjeszteni, ahol aram folyik. Ez azonban
csak matematikai mutatvany és nem érinti azt a tényt, hogy a mai felfogés szerint
energia az egész térben elosztott, ahol magneses mezd 1étezik.

KOLCSONOS INDUKCIO; ONINDUKCIO

A kapacitas-egyiitthatok (és a részkapacitasok) felhasznaldsahoz hasonldé médon a
magneses tér energidja is kifejezhetd on- és kolcsonos indukcidegyiitthatok segit-
ségével.

Tételezziik fel, hogy n db 6nallé korvezeténk van, amelyben aramok folynak.
A vezet6k nem feltétlentil vékony vezetékek. Kezdetben tételezziik fel, hogy az
elrendezés vakuumban helyezkedik el.

Allitjuk, hogy a (5.37) képlettel adott energia kifejezhets
1 n
==Y LI, (5.38)
25

alakban, ahol I, az i-edik vezetd arama €s L, (i = k) akolcsonos indukcio-egyiitthato.
L. az Gn. 6nindukcios egytitthato.

Felhasznalva az energia (5.37) kifejezést €s a vektorpotencial (5.11) alakjat:
JJ,
W, ff - d Vv, dv, (5.39)

ahol 7, = |ri —rk| a két aktualis térfogatelem tavolsaga. Figyeljik meg a kifejezés
szimmetridjat: invarians i €s k cseréjére!

Miutan az aramok kiilonallo zart vezet6kben folynak, az (5.39) integral az egyes
vezetd hurkok térfogatara vett integralok dsszegére esik szét:

W, ZZII Weay, ar, (5.40)

Tt k=t o T

Az i-edik vezeteékben folyo aramot /-vel jeldlve az (5.40) és az (5.38) Ossze-
hasonlitasabol kapjuk, hogy:

JJ,
L= 47rII ff dV dve, (541

kVV tk

ahol az integralast az i-edik és k-adik vezetd térfogatara (6nindukcids egytitthatok
esetén ugyanarra a térfogatra) kell integralni.
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Vonalszer( vezetdk esetén
J.dV, =J.Andl = I dl. (5.42)

atalakitassal a kolcsonds indukcios egyiitthato

dl,d1, .
L, = Z—;ggf =L, (i=k) (5.43)
L L k

V.

alakba irhatd. Ez a kdlcsonds indukcios egylitthatok kiszamitdsara hasznalhato
Neumann-képlet. (Onindukcids egyiitthatéra az integral szingularissa valik. Ennek
okat a kovetkez6kben megmagyarazzuk.)

Vonalszer(i vezetékre a Neumann-képlet mas modon is interpretalhato. Tekintsiik
az n vonalszerli vezet6hurokbdl 4ll6 elrendezést. Hatarozzuk meg a k-adik hurok
fluxusat (5.24) alapjan:

o = [Ad, (5.44)
LK

A értéke (5.15) alapjan a kdvetkezd alakba irhato:

_ Nt g dl
A_;‘hlff . (5.45)

i

¢s ezt (5.44)-be helyettesitve ¢s az (5.43) formulat felhasznalva kapjuk, hogy

b = ZLkiIi' (5.46)
i1

A kolcsonds indukceids egylitthatd tehat azt mutatja meg, mekkora fluxust hoz
létre az i-edik vezetd arama a k-adik hurokban. Ez a definicid azonban vonalszer(i
vezet6hurok onindukcidjara nem értelmezhetd, mivel a térerdsség a vezeténél
végtelenhez tart (amint ez példaul a Biot—Savart-torvénybdl kovetkezik), €s igy a
fluxus is szingularis. Ezt igazolja a vektorpotencial fenti (5.45) kifejezése is. Ezért
az Onindukcids egyiitthatd szamitasara mindig az energiakifejezésen alapuld
meggondoldsokat, példaul az (5.41) képletet kell hasznalnunk.

Kérdés: miért indukcios egyiitthato az elnevezés?

A valasz: az indukcios egyiitthatd megmutatja, hogy az aram valtozéasa az egyik
vezetOben mekkora fesziiltséget indukdl a masikban Faraday indukciotorvénye
alapjan.

Az eddigiekben végig vakuumot tételeztiink fel a térben. Az eredmények para-
¢s dimagneses kozegek jelenléte esetén is extrém jo kozelitések. Ha azonban a vezetdk
kozelében ferromagneses kozegek vannak, vagy maguk a vezetdk ferromagnesesek,
az (5.31) kifejezés igaz marad, de az (5.30) nem. Ekkor vissza kell térniink az energia
altalanos kifejezésére. Meg kell hatarozni a teret, majd az energiat és utana (5.38)
alapjan az indukcios egylitthatokat. Természetesen ez az eljaras is csak linearis
kozegek esetén alkalmazhato.
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16 Ez a hatés lehet példaul az a
kémiai folyamat, amely szét-
valasztja a toltéseket a fegyver-
zetekre. Ennek a nem elektro-
mos hatasnak az elektromos ki-
fejezése van belestiritve E,-be.

STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

MAXWELL-EGYENLETEK - KIRCHHOFF-EGYENLETEK

A Maxwell-egyenletek altalaban a térben elosztott mezd viselkedését irjak le.
A geometriai tér barmely pontjaban 1étezik (elvben) az elektromagneses tér. Egyes
térjellemzdk valtozasa barmely pontban meghatdrozza mas térjellemzok tulajdon-
sagait — és viszont. Az energia az egész térben elosztott, és elvben a veszteségek is.

Azonban az eddigi feladatok sordn is taldlkoztunk olyan elrendezésekkel,
amelyekben a jelenségeket jol lehetett lokalizalni. Tobbszor fordult eld a ,,vékony
vezeték”, ahol az dram vezetése kis 4tmérdjii, hengeres vezetékben (drotban) tortént.
A vezetképesség a vezetéken kiviil zérus értékii. Igy a véges vezetSképességbol
szarmazo Joule-veszteség kis térrészre koncentralodik.

Hasonl6an olyan kondenzator esetén, ahol a nagy kiterjedésii fegyverzetek kozel
vannak egymashoz, mi tobb, nagy permittivitasi dielektrikum van kozottiik, az
elektromos tér gyakorlatilag teljes egészében a fegyverzetek kozotti térrészben
koncentralodik. A szort tér erGssége és igy a benne tarolt energia az 9sszes tarolt
energiahoz viszonyitva elenyészd.

A legrosszabb a helyzet ebbdl a szempontbol a magneses térrel. Ferromagneses
anyagok jelenléte nélkiil az aram altal gerjesztett tér viszonylag nagy térrészben van
jelen. A magneses teret mesterségesen koncentralo elrendezések (sokmenetes, hosszi
toroidtekercsekkel (ezek szort tere elenyészd) és ferromagneses magokra tekercselt
tekercsekkel (kiilondsen, ha zartak) lehet elérni.

Pé¢ldainkat végiggondolva latjuk, hogy egyes elrendezések esetén a mezd kis
térrészekben koncentralodik. Ilyen esetekben a jelenségek vizsgalatara a Maxwell-
egyenletek hasznélata tipikus ,,agyaval verébre” akcio. Ennek elkeriilésére nézziik
meg, hogy a térben koncentralt energia és veszteségek esetén hogyan lehet
egyszerlsiteni az egyenleteket. Az ilyen elrendezéseket koncentralt paraméterii
halozatoknak nevezziik.

EGYENARAMU HALOZATOK

Az alapegyenletek:
rot E=0, (5.47)
divJ =0, (5.48)
J=0(E+E,)=0cE+J,. (549 a, b)

Foglalkozzunk az 5.6. dbran lathato egyszer(i aramkorrel: telep (akkumulator vagy
galvanelem) és polusaira kapcsolat ellenallés.

Az elrendezeésben E | fizikai tartalma nyilvanvalo. A telep elektrodai kozott
nyugalmi helyzetben E elektromos térerdsség 1ép fel, amit a fegyverzeteken
felhalmozoddott toltések hoznak 1étre. Ennek ellenére a véges o vezetSképességl
elektrolitban nem folyik a&ram. Ez csak ugy lehetséges, hogy az elrendezésben fellép
egy olyan hatas, amely (5.49a) értelmében kioltja a térerésség hatasat'®. Az abran
lathato szaggatott vonal mentén (az dramutatd jarasanak megfeleld iranyban)
integralva az aramot:
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U

—_—

N

—Eo
5.6. dbra -
Az Ohm-térvény
levezetéséhez
J
9€‘Ed1+9§Eb dl:j;—dl, (5.50)
L L L a
ahol az elsé integral az (5.47) miatt zérus. A masodik integral csak a telep belsejében
vett uton értelmezett, és az un. iiresjarasi fesziiltséget definialja.

A jobb oldali integral két szakaszon torténd integralasra bonthatd: integralas a
telep belsejében, ill. azon kiviil, a kapcsok kozé helyezett ellenallason. Miutan az
aram a valtozo keresztmetszet ellenére az egész korben azonos (5.48) értelmében, a
fenti egyenlet végiil:

U=IR+IR, (5.51)
alakba irhat6, ahol R, a telep belsd ellenallasat, R, pedig a kapcsok koz€ helyezett
kiilsg ellenallas.

Véges hosszuisagu 4 keresztmetszetli vezeték esetén az

J d/
U=|—-dl=1|—=IR 5.52
L[ o -[ Ao ( )
Osszefiiggéshez jutunk, amelyet Ohm torvényének neveziink. Egyuttal az ellenallas
definiciojat is megkapjuk.
5.7. dbra

A huroktdrvény
szemléltetése

A belsd ellenallasokat az aramkor részeként kezelve bonyolultabb aramkorok
tetszés szerinti zart korére hasonloan felirhato (5.7. abra), hogy:

YU, => LR, (5.53)
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5.8. dbra
A csomobponti térvény
levezetéséhez

17 Az ellenallas-halozatokra
Ohm térvényének altalanosita-
saként a torvényeket Kirchhoff
1845-ben fogalmazta meg, te-
hat a levezetés még a Maxwellt
megel6z6 elektrodinamikai tu-
dason alapult.

5.9. dbra
Fesziltséggenerdtor.
Jellemz&je az U =U_=U,
forrasfesziltségés az R,
(soros) bels8 ellendllés

~5.10. dbra
Aramgenerdétor.
Jellemz&je az |,= 1
forraséram és az R,
pdrhuzamos bels8

ellendallas

C)lUb JT@ D R,

STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

Ez az osszefiiggés Kirchhoff 1. torvénye, vagy a huroktorvény egyenaramu,
koncentralt paraméter(i haldzatra. A torvény allitasa: barmely zart hurok kortiljarasa
esetén a fesziiltségek 6sszege, tehat a koriilhalado toltésen végzett 9sszes munka zérus.

Kirchhoff I. torvényét vagy a csomoponti térvenyt az eddig fel nem hasznalt (5.48)
alaptorvénybdol szarmaztatjuk (5.8. abra). A csomodpontban t6ltés nem halmozodhat
fel, tehat a zart feliileten atfolyd dram zérus. Miutdn az dramok most csak a
vezetékekben folynak, az egyenlet egyszertien

I 4+1,—1,=0,

vagy altalanossagban
Ek:] =0 (5.54)

alakba irhato, ahol az 6sszegzést a csomdpontba ki- és befolyd valamennyi aramra
fel kell irni. Zart felilleteken a kifelé mutato irdnyt tekintjiik pozitivnak. A fenti
egyenletbe a kifolyd aramokat pozitiv, a befolyd aramokat negativ elgjellel kell
behelyettesiteniink.

Az egyenlet fizikai tartalma nyilvanvalo'.

Az ellenallason kiviil definidltunk egy uj halézati elemet, a fesziiltségforrast.
A fesziiltségforras polusai kozott a fesziiltség a rajta atfolyd aramtol fiiggetleniil
allando, ez a forrasfesziiltseg. A fesziiltséggenerdator a teljesitményt ad6 berendezés
bels6 veszteségeit is figyelembe veszi. Linearis modellje sorba kapcsolt fesziiltség-
forras és belsd ellenallas (5.9. abra).

A o

Az aramsiriiség (5.49b) alakjanak segitségével egy masik idealis forras, illetve
generator definialhato.

Az aramforras olyan modell, amelynek agan meghatarozott aram, a forrasaram
folyik a kapcsain 1év6 fesziiltségtdl fiiggetleniil. Amennyiben a belsd veszteségeket
figyelembe vessziik, a forrassal parhuzamosan kapcsoljuk a belsé ellenallast. Ennek
az elrendezésnek a neve: dramgenerdtor (5.10. abra).
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STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

TETSZOLEGES IDOFUGGESU HALOZATOK

Az egyendramu, koncentralt paraméter(i hal6zatokra vonatkozé egyenletek alta-
lanositasa idében valtozé esetre nem magatol értet6dd. Az ok: idébeli valtozas esetén
a halozat kiterjedtsége olyan nagy lehet, hogy az elektromagneses hatas terjedési ideje
a halozat egy részén Gsszemérhetd a lejatszodo folyamatok jellemz6 idejével. Mas
szoval a késleltetés a halozat egyes elemein fellépd aramok ¢€s fesziiltségek kozott
nem elhanyagolhatd, a kolcsonhatasok nem tekinthetdk egyidejlinek. (Késdbb latni
fogjuk, hogy a fesziiltség és az d&ram sem definialhato sztatikus, stacionarius modon.)
Ezt elére bocsatva egyenleteink:

rotE:—a—B, (5.55)
ot
divJ+@zo, (5.56)
ot
J=0(E+E,). (5.57)

Az (I.) Maxwell-egyenlet helyett a bel6le szarmaztathat6 folytonossagi egyenletet
vessziik figyelembe.
Az (5.55) mindkét oldalat integraljuk az &ramkor altal kifeszitett feliiletre, ekkor:

frotEdA:—fa—BdA:—QdeA:—a—@. (5.58)
) ) ot ot ) ot
A Stokes-tétel szerint ez
do
9§Ed1:__ (5.59)
dt

alakba irhat6 fel, ahol L az aramk&r mentén vett integralasi tt. A fluxus teljes derivaltja
az indukcid valtozasabol adodik, nem kell a tovabbiakban parcidlis derivalttal
szamolni.

A korben szerepld koncentralt elemek: fesziiltségforras, ellenallas [ezek (5.57)-
bdl a mar latott médon szdrmaztathatok], kondenzéator. Mindezen elemek fesziiltsége
megjelenik a (5.59) egyenlet bal oldalan szerepld integralban. Végiil tehat az egyenlet

do

Uy +Up+Uc =~ (5.60)

alakba irhato. Tobb halozati elem esetén az egyenlet altalanossagban:

do,
d_tj—i_ZUjk —0, (5.61)

k

ahol j a hurok sorszama, k pedig a hurkon elhelyezkedd dgak sorszama.

A csomoponti egyenlet alakja megegyezik az (5.54) egyenaramu alakkal, ha a
csomoponthoz nem csatlakozik kondenzétor, mivel ilyenkor a csomdpontot tar-
talmazo térfogatban az 6sszt6ltés mindig zérus. A zart feliilettel koriilvett térfogatban
toltés helyezkedik el koncentralt paraméteri hal6zatokban abban az esetben, ha a
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5.11. édbra

Zart felulet felvétele
kondenzétort tartalmazd
dg esetén

18 Bar ezeket az egyenleteket
is Kirchhoff nevével jeloljiik,
felirasuk nem hozza fizédik.
Ilyen tipust aramkori egyenle-
teket el6szor William Thomson
(akit inkabb Lord Kelvin néven
ismeriink) irt fel 1853-ban Ley-
deni palack tipusu kondenzator
kistitésének vizsgalatara. A ki-
stitéaramkor ellenallasan kiviil
figyelembe vette az induktivi-
tasat is. Kimutatta, hogy ha az
ellenallas bizonyos kiiszobér-
téknél kisebb, a kisiités oszcil-
1al6 arammal megy végbe.
Ugyanebben az évben fedezte
fel a magneses energia

1
E, :ELIQ kifejezését. Az elek-

1
tromos energia £, =5QU kife-
jezését Hermann von Helm-
holtz talalta meg 1847-ben.

STACIONARIUS ARAM MAGNESES TERE

csomoponthoz kondenzator csatlakozik, és a kondenzator egyik fegyverzete a térfogat
belsejében van. (A masik fegyverzet értelemszertien kiviilesik a csomopontot,
elagazast is tartalmazo térfogaton.)

Az 5.11. 4bran lathato térfogatra irva fel a folytonossagi egyenletet az alabbi
alakot kapjuk:

dQ. ,
—<+>»i =0,
dt ; ik

ahol 7 a csomopont sorszama, k pedig a csomopontra illeszkedd 4g sorszama. Itt Q.
a csomopontra illeszkedd valamennyi kondenzator csomépont felé es6 fegyverzetén
elhelyezkedo toltések 0sszege.

Ez az egyenlet id6ben valtozo esetben Kirchhoff 1. vagy csomoponti torvénye.

Mint lathato, a koncentralt paraméteri haldozatok Kirchhoff-egyenletei a
hurokfluxus €s a csomoéponthoz illeszkedd toltés mérlegegyenletei. Az egyenletekben
a fluxus az 6n- és kdlcsonds induktivitasok, a toltés pedig a sajat és részkapacitdsokon
keresztiil kapcsolodik az dgakban folyd aramhoz, illetve a kapacitasokban fellépd
fesziiltségekhez!®.

(5.62)
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6.1. abra

Ponttéltés tikrozése

6.2. dbra

Végtelen sfikkal szemben
elhelyezett pontszer(
t6ltés eréterének meg-
hatdrozdsa tikrézéssel

SZTATIKUS, STACIONARIUS
FELADATOK MEGOLDASI MODSZEREI

AZ ELEKTROSZTATIKA MEGOLDASI MODSZEREI

Analitikus megolddsi modszerek

A helyettesité téltések médszere

A helyettesitd toltések modszere abbol a ténybdl indul ki, hogy az elektrosztatikai
feladatok megoldéasa adott gerjesztd toltéselrendezés és peremfeltételek esetén
egyertelmii. Ha tehat talalunk olyan helyettesitd toltéselrendezést, amelyik
ugyanazokat a peremfeltételeket biztositja, mint az eredeti elrendezés peremfeltételei,
akkor a kialakulo tér is ugyanaz lesz, mint az eredeti esetben.

A legegyszeriibb példa a toltés tiikrozése sikon (6.1. dbra).

A bal oldalon lathat6 az eredeti elrendezés: ponttoltés 0 potenciald, végtelen sik
feltilet kozelében. Fizikailag ez fémsikot jelent. Az abra jobb oldalan a helyettesitd
toltéselrendezés lathatd, amely eleget tesz a kdvetkezd feltételeknek:

— a vizsgalt térrészben a toltéselrendezés megfelel az eredeti elrendezésnek,

— a tiikortoltés a nem vizsgalt térrészben helyezkedik el,

— a toltés és tiikortoltés egyiitt eldallitjak a kivant peremfeltételeket (esetiinkben a
sik 0 potencialjat).

Ekkor biztosak lehetlink benne, hogy a vizsgalt térrészben a toltések a valodi teret
allitjak eld. A nem vizsgalt térrészben a kialakulo ,.térnek” nincs fizikai jelentése.

A sikon val6 tiikkrozés modszere sikproblémakra (kétdimenzios feladatokra) is
kiterjeszthetd, ha a gerjeszt6toltések végtelen hosszu vonaltoltések.

A feladat konnyen altalanosithatd. Néhany elrendezés a 6.2. és 6.3. dbrakon lathato.
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SZTATIKUS, STACIONARIUS FELADATOK MEGOLDASI MODSZEREI

+q -q -q 7 +q
% 0 -0 -0 +0
/ / / / / - o—
V77777 ﬁJ
C
b
a)*q +q )+q —q c)z =0
6.3. dbra Néhany elemi uton szamithat6 tér ekvipotencialis feliileteit mutatja a 6.1. tdblazat.

a) végtelen sikkal parhu-
zamos sikban egymdssal
is parhuzamosan haladé
vezetékek er8terének meg-
hatdrozdsa tikrézéssel
b) két egymdsra mers-
leges végtelen sik dltal
alkotott sarokban elhe-
lyezett vezetd eréterének
kiszémitdsa tikrézéssel
c) két parhuzamos sik
kozé elhelyezett t6ltés
er8terének kiszdmitésa
sorozatos tikrozéssel

Ha az elektrodaink megfelelnek az ekvipotencialis feliileteknek, a tér az egyszer(i
helyettesitd toltések tereként szamithato. Példaul kis legdmbdlyitett cstics altal
létrehozott szikrakor terét két félvégtelen vonaltdltés tereként szamithatjuk.

Kiilonos figyelmet érdemel a két utolsé sor. Az utolso elStti sor megmutatja:
végtelen hengeren a parhuzamos végtelen vonaltoltés tiikkrozhetd tigy, hogy a henger
ekvipotencialu legyen. S6t, két parhuzamos, eltérd potencialu henger tere is mindig
helyettesithetd két parhuzamos vonaltoltés terével.

Az utolso6 sorban azt latjuk, hogy két eltérd eldjelii és abszolut értékli ponttoltés
terében mindig létezik egy gomb alakt ekvipotencialu feliillet. Megforditva: vezetd
gomb kozelébe helyezett ponttoltés tere mindig leirhatéd az eredeti toltés €s a gdmb
belsejében alkalmasan elhelyezett tiikortoltés terével.

Az integralegyenletek modszere

A helyettesitd toltések modszerének altalanositasa az, amikor az elektrodafeliiletek
eldirt potencialjat biztosito feliileti toltéselosztast keressiik. Miutan ezek a toltések
valoban fellépd toltések, helyettesitd toltések helyett helyesebb mdsodlagos
toltéseknek nevezi dket.

A masodlagos toltés lehet a fémelektrodakon megjelend feliileti toltés, a
dielektrikum felszinén megjelend polarizacios toltés, és inhomogén dielektrikumban
a dielektrikum belsejében megjelend polarizacids toltés. Ezzel az integralegyenletek
a részben dielektrikumos kitoltési terek kezelését is lehetévé teszik.

Az elektrosztatika integralegyenletének megfogalmazasa végiil is azon alapul,
hogy az ismeret (elsédleges) toltések €s a keresett masodlagos toltések egyiitt olyan
teret hoznak 1étre, amelyik eleget tesz a peremfeltételeknek.

Az elektrosztatika alapfeladata: homogén, iires térben a fémelektrodak eldirt
potenciadlon vannak. Nézziink el8szor egy ¢, potencialu elektrodat. A feliileti toltés
ismeretében

o(P)=—— [ 22

4me, v, T

dd,, 6.1)

ahol az integralast az elektroda (nem feltétleniil zart) A feliiletére kell elvégezniink és
Top = |Tp — Tpl-

Legyen a P pont az elektroda feliiletén. Ekkor az

1 a(Q)dA _,
4re, ' o

s =% P, Q€A

6.2)
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6.1 tablazat

Egyszer( téltéselrendezések ekvipotencidlis feltletei

1373r34 9

Toltéselrendezés Potencial Ekvipotencialis feliiletek
Pontszer(i toltés Feliilet potencialja Geometridja Egyenletek
P(r) 01
U, = 01 U= dre 7 r=r,
" dme, v T T v (konc g6mbok)

O[As]

U—0,har— oo

Vonalszer(i t6ltés (véges hossz)

U= 4 In atl 2 2
). dre, a—1 J) Z_+r_2:1
s P(r2) U —0,haa— oo 5 b
P =d"-b%
2 2 r — 00 vagy
U, =4 ZHIENT D A konfokalis elipszoidok
P dme, l+\/r2—|—(z 1)? Z— 00 p
[ — 0 - -
o
H
gl =
m
.
Két végtelen, ellenkezd eljelti
vonalszerii toltés
A
K P(r2) | =4 lnl r=r
o+ U,=—2 = dme, 1 koaxalis hengerek
4me, 1 U=0, har=1

[As
+q| =
L m
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6.1 tablazat

EgyszerU toltéselrendezések ekvipotencidlis feliletei (folytatds)

1373r34 9

Toltéselrendezés

Potencial

Ekvipotencialis feliiletek

Félvégtelen vonalszerl toltés

al
A - Z:L(QZ,I,Z)
— 2a
U=—21ma ) )
4me, 3)/ konfokalis paraboloid
U,=— 9 In(z4++/r* +2°) U=0,haa=1 -
1
-
As | P(rz
q[_] (r2)
m
Két végtelen, ellenkezd eldjelil
vonalszerd toltés
ZZ }"2
=1
y a b
+q q I4+n (’=a"+b")
P(r, = In 2
+ + 0:2) U —_4 lnz+l+\/r2+(z+1)2 4me, I—n 23 ¢
p= .
47e .y 2 _)? U=0.haa=0 konfokalis
A S hiperboloidok
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6.1 tablazat
Egyszer( toltéselrendezések ekvipotencidlis feltletei (folytatds)
Toltéselrendezés Potencial Ekvipotencialis feliiletek
Péarhuzamos vonalszer( toltések d
XN="
e [x+ d ]2 +y=
2
q T = A k=
Up= i’ -1 r \ / dk
0 = —
> Uy=—2 1 L " \'// \Qﬂ x .
X 4re, \/ 2 U=0ha rr X H d excentrikus
" korhengerek
Kiilonb6z6 nagysagu pont toltések
U,=U0
X, -4
y . L S
P(rt,r) U= 9 In {QT—Q_J k>1
4me, r r U=0ha . 4
_ _ =
> el 2
Y 7'+ Q+
A tl ombfeliilet U =0
1O [AS] 0 (Az egyetlen gombfeliilet U = 0)
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egyenletet kapjuk, ahol az ismeretlen a o(Q) feliileti toltés. Ha ezt ismerjik, a
potencial barmely pontban (6.1)-bdl szamithatd. Ez a megoldas — ahogyan a 4.
fejezetben bizonyitottuk, egyértelmi.

Az ismeretlen fliggvény integralban szerepel, de ugyanebben az integralban
szerepel egy kétvaltozos fiiggvény is, amelynek mindkét véltozoja az integralas
tartomanyaba esik. Az ilyen egyenletek altalanos alakja:

[x(P.0)f (0)d4, = g(P). (63)

A

A (6.3) 0sszefliggést els6faju linedris integralegyenletnek nevezziik. f{Q) a keresett
fiiggvény, g(P) ismert Un. zavarofiiggvény, x(P,Q) az integralegyenlet magja. 4 a
P és Q kozos tartomanya, d4Q ennek differencialis eleme.

Bizonyithato, hogy (6.3)-nak a benne szerepld fiiggvényekre tett igen altalanos
feltételek mellett van megoldasa.

Nézziik a kovetkezd kifejezést:
+oo
[ (e de=F).

Ha elvben az egyenldségben F(w) ismert, f{(f) ismeretlen, akkor f{f) meghatarozasa (tulajdon-
képpen a Fourier-transzformazashoz tartozo idéfiiggvény keresése) a fenti o/« mégis
integralegyenlet megoldasat jelenti.

Ezt a megoldast zart alakban is el6 tudjuk allitani az inverz Fourier-transzformacio képletével:

1) =2 f F(w)edw.

757

Azonban tény, hogy integralegyenlet megoldasat zart alakban a legritkabb esetben tudjuk
megkapni. Kiilondsen all ez magasabb dimenzidj tartomanyuk esetén.

A (6.2) konnyen altalanosithato N elektroda esetére. Ekkor az egyes elektrodakat
i indexszel megkiilonboztetve az

N
3 L (2D gy —o pea i=12

Q 9 9y
i 4me, W TPo

N. (6.4)
integralegyenlet-rendszerhez jutunk.

Az adott toltéstl elektrodakat oly modon kezeljiik, hogy az elektroda potencialjat
(6.4)-ben ismeretlennek tekintjiik, az egyenletrendszert pedig kiegészitjiik a

[o(Py4, =0 (6.5)
Ai
egyenlettel. Természetesen a kiilonb6z6 feladatok megoldasa soran az egyenleteket
masképp 1s meg lehet fogalmazni, illetve tovabbi feltételek érvényesitése is sziikséges
lehet. Ezek targyaldsa azonban messze tulmutat jelen célkitlizéstinkon.
Kétdimenzios feladatok esetén (sikproblémak) a (6.2) egyenlet

k(P,0)= L magja helyett, ami a Coulomb-potencialbél szdrmazik, a
4re, "o

vonaltoltés potencidljabol szarmazé
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1 1
In— (6.6)
2me,  ryp

w(P.0)=

logaritmikus magfiiggvényt hasznaljuk. Ezzel pl. a (6.4) alakja:

1 & 1
gp(P)—goO = . iz;z{va(Q)lngde. (6.7)

Az integralast itt sikbeli gorbén, a végtelen, henger alakt elektrodak vezérgorbéjén
kell elvégezniink.

Megjegyzések:

1. Ha a vizsgalt elrendezés zdrt, egy kontlr valamennyi tobbit koriilveszi, ¢, értéke tetszleges
lehet, ez a zart kontar potencialja. E konturon kiviil a potencial értéke konstans .

2. Ha az elrendezés nyitott és a végtelenben korlatos potencialt koveteliink meg, az elrendezés
semleges kell, hogy legyen. Ezt a

ZN;fa(Q)dzgo

tovabbi feltétel biztositja, és ¢, értéke ismeretlen. Az egyenletrendszer megoldasa soran
kiadodo ¢, a potencial hatarértéke a végtelenben.

Lathato, hogy mig harom dimenzidban az integralegyenletek a nyitott feladatok
legkényelmesebb megoldasat kinaljak, mert automatikusan produkaljak a potencial
zérus hatarértékét a végtelenben, ez nem all a kétdimenzids feladatokra. Ennek
érdekes fizikai oka van. A végtelen hosszu egyenletes toltésstirtiséggel ellatott
hengerek 0ssztoltése végtelen, raadasul a ,,végtelen tavoli” pontba is elhelyeziink
vele toltést. Ez persze fizikai abszurdum és formalisan ezt oldja fel, ha az 6ssztoltés
z€rus. A zérus 0ssztoltés a zart elrendezés esetében automatikusan teljestil.

Figyeljik meg: harom- és kétdimenzids esetben egyarant az integralegyenlet
tartomanyanak dimenzidja eggyel alacsonyabb a vizsgalt tér dimenzidjanal. Ez
homogén dielektrikum esetén a tovabbi kiterjesztett egyenletek esetén is igy van.
Inhomogén dielektrikumban azonban az ismeretlen polarizacios toltések eloszlasa
azonos dimenzioju a térrel. Illyenkor az integralegyenletek nem jelentenek nyereséget.

Parcidlis differencialegyenletek

Az elektrosztatika alapegyenlete a Poisson-egyenlet, illetve toltésmentes térrészben
a Laplace-egyenlet. Zart térrészben a peremen a potencialt vagy normalis irdnya
derivaltjat (Dirichlet- és Neumann-peremfeltételek) kell megadnunk az egyértelmi
megoldhatosaghoz.

Megoldads a valtozék szétvalasztasaval

A Laplace-egyenlet megoldasanak legkényelmesebb modszere a valtozok szét-
valasztasanak modszere — amennyiben alkalmazhat6.?

A haromdimenzids Laplace-operatort tartalmazo egyenletek tizenegy koordinata-
rendszerben szeparalhatok. A kétdimenzidsok kozott a valaszték sokkal nagyobb.
Mi csak egyetlen koordinata-rendszerben mutatjuk be a mddszert: a derékszogl
(Descartes) rendszerben. Itt a Laplace-egyenlet alakja:

D O O 6.9

Agp o + 5 + o 0. (6.9)
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A modszer l1ényege, hogy feltételezi: a megoldéas harom fliggvény szorzata, amelyek
koziil barmelyik csak egy koordinatatol fiigg:

p(x.3.2) = XY (NZ(2). (6.10)
Ezt (6.9)-be helyettesitve és ¢ -vel végigosztva kapjuk:

1dx 14 147
Yoo Yz ©1D

ahol a parcialis derivaltokat kozonséges derivaltak helyettesitik, hiszen a fliggvények
egyvaltozosak. (6.11) csak ugy lehet érvényes a valtozok barmely értéke, ha a bal
oldalon 4ll6 harom kifejezés kiilon-kiilon allandd, és az allandok sszege zérus.

Legyen
1 d*°X
P =—a’, (6.12a)
1d%Y 5
Y =—0, (6.12b)
1dY
Y =0, (6.12¢)
és
& 3 = (6.12¢)

aés (0 megvalasztasa t6liink fligg. Rendszerint ugy valasztjuk meg dket, hogy a
peremfeltételek kielégitése minél konnyebb legyen.

Valasszuk példaul o és § értékét pozitiv valds szamnak. (Komplex mennyiségek
is lehetnek!) Ekkor a (6.10) potencial

¢(x,y,z)=(A4sinax+ Bcosax)(Csin 8x + Dcos 3x )( Esinyx + F cosyx) (6.13)

alaku szorzatokbol allithato eld.

Bemutatjuk egy kétdimenzids potenciadlprobléma megoldéasat a valtozok
szétvalasztasanak modszerével, Jackson gondolatmenetet kovetve.

Kétdimenzids problémat vizsgalunk. Ez a z iranytdl fliggetlen potencidlelosztast
tételez fel. (6.13) helyett kis valtoztatassal

p= (Asinozx—chosax)(Ce‘”‘ +Deﬂx> (6.14)

alakt potencialelosztassal szamolunk. Legyenek a peremfeltételek a 6.4. dbran
adottak, azaz

¢ =0,hax=0Vx=a €{y]0<y<oo} (6.15a)
¢ =V,hay=0 €{x[0<x<a} (6.15b)
@© —>0,hay > 00. (6.15¢)
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1oy

y=0,5a

y=0,la

6.4. dbra

(6.15a) nyilvan kielégithet6, ha B=0¢s a= K , (6.15c)-hez ezek utan sziikséges,
a
hogy C =0 legyen. A négy peremfeltétel koziil tehat harmat kielégit a

o (k
ply)=) e Sln[%] (6.16)
k=l

alakt megoldas, amely a (6.14)-ben szerepld fliggvények alkalmas linearis
kombinacioja. Ez a kifejezés minden y értékhez egy Fourier-sort rendel. y = 0 értéknél:

P(x,0) =V =>4, sin XY (6.17)
k=1 a
ahonnan a Fourier-egyiitthatok
2 .
Ak:—fgo(x,O)smkﬂdx (6.18)
a- a
alakjabol kapjuk, hogy
4 = 4—V, ha k pératlan
e =7k (6.19)
0, hak paros

A ¢(x, y) potencialkifejezés tehat:

gp(x,y):4—V§: (6.20)

™

A potencial értéke két y tdvolsagra a 6.5. dbran lathato.
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1,0
0,8
0,6
o y)
14
0,4
0,2
6.5. dbra
A potencidl értéke
y/a=0,1-re
és 0,5-re 0
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i v/a=0,1
B y/a=0,5
[ [ [ [ [ [ [ [ [
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Varidcios formalizmus

A variacios elvek szerepe a fizikai jelenségek leirasdban kiemelkedd jelentdség.
Segitségiikkel az egyenletek koordinata-fiiggetleniil és altalanossagban fogalmaz-
hatok meg.

Kiilonleges helyet foglalnak el a variacios elvek kozott az egyensulyi rendszerekre
vonatkozok. Az elektrodinamikaban ilyen rendszerek a sztatikus és staciondrius terek.

Egyensulyi rendszerekben altalanos elv az energiaminimum elérésére torekvés.
Mas szoval a rendszer akkor van egyensulyban, ha a lehetséges energiadllapotai
koziil a legkisebb energiaju allapotban van. (Analdgia: a tdmeg a parabola alaku
g0dor aljan van egyensulyban.)

A varidcios elvek altalanos megfogalmazasa a kovetkezd. Rendeljiink a rendszert
leird fiiggvényhez (ilyen példaul a potencidl) egy funkcionalt. A funkcional (a
Hfliggvény fliggvénye”) a leirdfiiggvényhez egy skalarértéket rendel.

A variécids elvek egy nagy csoportja—é€s igy az ezekben alapuld szamitasi eljarasok
is — energiatipusu funkcionalokat definial.

Nézziik példaul a

W[go]:%f(grad go)de—f,ogo dv (6.21)

Vv

funkcionalt. Ez nyilvan a ¢ skalarfiiggvényhez rendel egy szamértéket.

Megjegyzeés.

A fiiggvényeket jelold szimbolumok (p, p) valasztasa nem véletlen. A (6.21) funkcional az
elektrosztatika variacios elvének fészerepét jatszo funkcional. Ha megvizsgaljuk a strukturajat,
az elsd tag a ,,mozgasi energia” tipust energiakifejezés, mig a masodik tag a ,,potencialis
energia” tipusa kifejezés. Az ilyen kifejezést a mechanikaban Lagrange-fiiggvénynek hivjak,
¢és szintén variacios funkcionalként mikodik.
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A (r) fuggvénynek legalabb szakaszonként folytonosan derivalhatonak kell lennie
J belsejében és az A felilleten. Az ismert p-tol elvarjuk, hogy ne legyen szingularis a
J térfogatban.

A funkcional értéke megvaltozik, ha ¢ érték valtozik. Legyen a véltozas .
A funkcional értéke ekkor W [go + 690] . A funkcional varidcidjanak a

W =W|p+bp]—W|g] (6.22a)

kifejezést nevezziik.

......

.....

rendl tagokat elhanyagoljuk. (Az egész gondolatmenet Gigy néz ki, mint a
fiiggvényeknél az els6 derivalt képzése.) Szokas ezt tigy is megfogalmazni, hogy a

.....

.....

A derivalttal val6 rokonsag okédn ez azt jelenti, hogy a funkcionalnak a keresett
fliggvény ezen értékénél szélsoértéke van. Jol megvalasztott funkcional esetén
ilyenkor a keresett fliggvény adott fizikai feladatmegoldas, példaul az elektrosztatika
peremérték-feladatanak megfeleld potencialfiiggvény. Az elmondottak értelmében

.....

1 2 P 1 2 p
oW =—|grad(p+6p)| dV — | —(@+0p)dV ——= [ |grad p| dV + | —p dV
slerdte e av = [ L rae)av 3 [Taad ofav o [

(6.22b)
A kijelolt miveletek elvégzése utan:
6W:fgradg0 grad(&p)dV—fgégo dv, (6.23)
4 Vv EO

ahol az utolso tagot elhanyagoljuk, mert (6p)*-tel aranyos. Ez a tag egyébként
nemnegativ, ezért a funkciondl a minimumat veszi fel.

A Green-tétel felhasznalasaval kapjuk:

5W:f—
14

A<p+£
€o

8o dV + 9%@3—“” d4 (6.24)
) On

.....

Poisson-egyenletnek.
A feliileti integral két esetben tlinik el:
ugy kell megvalasztani, hogy az a peremen (vagy annak legalabb egy részén) ne
valtozzék. Més szoval a ¢ + §p és a ¢ fiiggvény peremfeltétele azonos.

b)Ha azonban az el6z6 feltétel nem teljesiil, a peremen ?)_SD =0, azaz a derivalt

n
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normalis komponense zérus. (Ez fizikailag a térer6ség normalis komponensének
eltlinését, tehat a feliileten csak a feliilettel parhuzamos komponens 1étezését
jelenti.) Ha tehat a fiiggvény varialasanal a perem egy részére nem irunk el6
Ez a variacios feladat Gn. természetes peremfeltétele. Az egész feliilleten nem

érvényesiilhet ez a feltétel (a perem egy részére eld kell irni a potencialt), mert ha

az egész peremen 9¢ =0 érvényes, ennek csak a ¢ = konst. potencialfiiggvény
n

tesz eleget.

A variacios elvek alkalmazésanal a megoldast probafiiggvénnyel kozelitjiik. Ennek
megkonstrualdsa onmagaban is nehéz feladat lehet. Kozelitd numerikus szamita-
sokban felhasznalasara még visszatériink.

NUMERIKUS MODSZEREK

Feynman, a Nobel-dijas elméleti fizikus irja mérndkhallgatoknak késziilt fizika-
tankonyvében a peremérték-feladatokrol: ,,A megoldas egyetlen dltalanos modszere
a numerikus modszer”. A vilag egyik legkivalobb analitikus elméjének fenntartas
nélkiil elhihetjiik, ha az analitikus eljarasokkal szemben a numerikus eljarasok
prioritasat hirdeti. Kiilonosen megerdsiti az allitast, ha tudjuk, hogy Feynmann ezt
az 1960-as évek elején tobb mint negyven éve mondotta volt, amikor a szamitas-
technika még messze nem érte el a fejlettség mai szintjét. Az akkori mainframe
szamitogépek teljesitménye (extra kivételektdl eltekintve) meg sem kozelitette a
mai személyi szamitogépekét, amelyekrdl egyébként akkor még senki sem almodott.

Ugyanakkor a numerikus médszereket mar a masodik vilaghaborutol kezdve
kiterjedten alkalmaztak. A szamitasi munkat kézikalkulatorokkal, a feladatot részekre
bontva, olykor tobb tucatnyi ember parhuzamos munkéjaval végezték. Ekkor a
helyzethez képest mar a 60-as évek elején is oridsi elrelépést jelentett az elektronikus
szamitogépek hasznalata, még ha a maig tartd fejlodés tavlatai belathatatlanok is
voltak.

A numerikus mddszerek két nagy csoportra oszthatok:
— az analitikus végeredmények numerikus meghatarozasa,
— numerikus kozelité modszerek alkalmazasa.

Az elsére a tovabbiakban térszamitasi példat nem adunk. Ilyen eredmény példaul
Fourier-sorfejtésben az egyiitthatok analitikus formaban megadott integraljanak
numerikus kiszdmitasa.

A tovabbiakban peremérték-feladatok megoldasara olyan példakat mutatunk, ahol
a leird egyenleteket ill. a peremfeltételeket eleve kozelitd modon irjuk le. Ez a
kozelités a kiillonbozé mdédon megadott operatorok diszkretizaldsa. A szamitogép

crer

nagy) véges szamu adattal, tehat diszkrét adatok sokasagaval kell reprezentalnunk.

Hérom ilyen modszerrel ismerkediink meg:
— a véges differencidk
— avéges elemek ¢és a
— momentumok modszerével.
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A véges differencidk médszere

A médszert kétdimenziés probléméara mutatjuk be. Altalanositdsa harom dimenziéra
rendkiviil egyszer(i. A feladat a

Ap=0, rev (6.26)

egyenlet megoldésa zart tartomanyban, amelynek peremére

e=1(r), re4 (6.27a)
AUA =4 (6.27b)

0

5'_:: =g(r), re 4,

a ¢ fiiggvény Dirichlet- vagy Neumann-peremfeltételének tesz eleget.

A vizsgalt tartomanyt (az esetiinkben siktartomany) fed;jiik le egy (a tovabbiakban
mindig egyenld tavolsagll) derékszogli racesal (négyzetracs). A kozelitd potencialt a
racspontokban hatarozzuk meg.

A racspontokat a 6.6. dbra alapjan kettds indexszel latjuk el, amelyik az x, ill. y
iranyu oszlop, ill. sor sorszama.

y ¢1¢1
C O O O O
N-1 Q Pij1
¥
(e, h
h1 Pi Pij Pis1)
] O O
h
=0 h
1 o Pij

. A A A A
j= 0 O O O O

i=0 1‘ i h

=0 <>

Az 4bran lathat6 6tpontos séma potencialjai a kovetkez6képpen fejezhetdk ki:

o i
Pij1 =P, gthr;gy(phz , (6.28)
i =P — gjh-l—;gy@hz
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Osszeadva a négy egyenletet, némi elrendezés utdn kapjuk, hogy:

AR S R N SO N P [0
(A(’O)i’j — 801 1,/ 90,/ 1 SO};J;»I SOJrl,j 90,1 + (629)

A Laplace-kifejezés diszkrét kozelitését kaptuk meg tehat. Igazolhatd, hogy az
elhagyott tagok />-tel aranyosak.

A térrész minden pontjara felirhatunk tehat egy linearis algebrai egyenletet, (6.29)
Osszefliggést zérussal téve egyenldve.

A Dirichlet-feltételnek ugy tessziink eleget, hogy a peremre esé racspont poten-
cialjat megfeleltetjiik a (6.28) egyenletben elGirtaknak. gy az ismeretlennek és az
egyenletek szdma eggyel csokken.

A Neumann-peremfeltételhez a peremen fekvé ¢, , ; potencidlokkal a kovetkezd
egyenletet irhatjuk fel:

A e 2%
[E]i,j —T-l-... (6.30)

¢s ezzel helyettesitjiik a perem pontjara vonatkozo (6.23) egyenletet, amelyben pl.
¢, ;; nincs is értelmezve. Sajnos (6.30) elhagyott tagja h-val aranyos, igy nagyobb
hibat tartalmaz, mint (6.29), ahol a hiba h*-tel aranyos. A hiba csokkenthetd, ha
nemcsak a peremmel szomszédos racspont, de egy tovabbi racspont potencialjat is
figyelembe vessziik. Ezek utan a Laplace-egyenlet megoldéasa igen egyszer(i, minden
racspontra a

Cig; TP TP T Pij — 490i,j =0 (6.31)

egyenletet kell felirni. A kialakul6 egyenletrendszer akkor nem homogén, ha vannak
perempontok, ahol Dirichlet-feltételt irtunk eld.

A Poisson-egyenlet esetén a jobb oldali ismert tag (x,, y,) koordinatédhoz tartozo
értékét kell behelyettesiteniink a racspontra felirt (6.29) egyenletbe.

Végeredményként az ismeretlen csomoponti potencidlokra (ezek szama tobb tizezer
is lehet) linearis algebrai egyenletrendszert kapunk. Ennek métrixa azonban (6.29)
alakjat figyelembe véve igen kevés elemet tartalmaz; azok négyzete is a féatloban
és a féatloval parhuzamosan a mellékatlokban helyezkedik el. Az ilyen ,,ritkas”
(sparse) matrixokkal rendelkezd egyenletrendszer megoldasara (tulajdonképpen a
matrix invertalasara) specialis eljarasokat dolgoztak ki.

Egy sz6 még a gorbe vonalu peremekrdl. Ezeket meg lehet kisérelni négyzetracs
vonalaival kozeliteni, vagy nem ekvidisztans racsponti elrendezéssel dolgozni.

A modszer altalanositasa nem ekvidisztans halora, tovabba harom dimenziora
kézenfekvd és alapvetden 1) meggondolasokat nem igényel.

A véges elemek modszere

Az el6z06 szakaszban megismert végesdifferencia-maodszer legnagyobb hatranya, hogy
gombvonalll peremek esetén az illeszkedés a peremekhez nehézkes. A pontossag
javitasa a racsvonalak — €s igy a racspontok — szamanak jelentds novekedésével jar.

A peremproblamak megoldasanak lehetséges modja, hogy a racspontokat kelld
stirliséggel a peremen vessziik fel. Ekkor azonban a pontokra illeszkedd racs
szabalytalan, semmi esetre sem derékszogli. A 6.7. abran a két dimenzidban
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6.7. dbra
A végeselemek felvétele

20 Ritka kivételként a szaba-
lyos haromszog és a szabalyos
hatszogracs esetén a feladat
megoldhato, de a gyakorlatban
nem hasznalatos.

SZTATIKUS, STACIONARIUS FELADATOK MEGOLDASI MODSZEREI

leggyakrabban alkalmazott hdromszogracsot mutatjuk be. A lefedés mas alakzatokkal
is torténhet, de a szomszédos alakzatok élei, ill. csucspontjai egybe kell, hogy essenek.
A megoldasfiiggvény kozelitését ezen lefedés csticspontjaiban meghatarozott értékek
meghatarozasaval keressiik. Ebben az értelemben a véges elemek modszerét a véges
differencidk modszere altalanositasanak tekinthetjiik.

p(s’<V)

e
on

p(s)=C

0
SE=c

De csak ebben az értelemben. A szabalytalan racs miatt a Laplace-operator
Taylor-sorral torténd kozelitése nem jarhato Gt*.

Mint emlitettiik, a véges elemek modszerénél is a racspontok potencidlértékével
kozelitjiik a keresett potencialfiiggvény-értékét. Feltételezziik, hogy a csomopontok
potencialértékei meghatarozzak a sokszogii alakzat felett a potencialeloszlast. Ebbol
a szempontbodl a legegyszeriibb a 6.8 abran lathatod, haromszog alakl tartomany:
a harom csticspont potencidlja a tartomanyban linedris potenciaelosztast hataroz meg.

A csomoépontok potencialjaira vonatkozo egyenlet felirasa tobbféle modszerrel
torténhet:

— momentummodszer,
— variacios modszer.

A momentummodszerrel a kdvetkezékben az integralegyenletek numerikus
megoldasainal foglalkozunk. (A végeselem-modszerben torténd felhasznalasarol igen
jo Osszefoglalast ad J. D. Jackson irodalomjegyzékben idézett munkajanak 2.12.
szakasza.)

Kétdimenzios esetre szoritkozva a variacios modszernél a (6.21) alapjan az alabbi
funkcionalt kell minimalizalnunk:

W:%Affﬁ(x,y)
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A funkcional széls6értékét veszi fel (és mint lattuk, ez minimum), ha az ismeretlen

fiiggvény helyébe a
0 0 0 0
I "’v(x,y)a@(xay) +@ Fﬂ(xay)gsp(xay) =f (%) (6.33)

altalanositott Poisson-egyenlet megoldasat helyettesitjiik. Ez az egyenlet érvényes
az elektromos tér valamennyi sztatikus és staciondrius feladata esetén. Az altalunk
vizsgalt esetekben x(x, y) atartomanyonként allando anyagjellemzd: ¢ permittivitas
vagy o vezetbképesség, f(x, y) a Poisson-egyenlet jobb oldala: toltésstrtiség, ill.
stacionarius aramstriségének komponense.

A

6.8. dbra
Végeselem koordinatdi
és potecidlia

y

X

Ezek utan a csucsponti potencialok altal kijeldlt linedris potencialfiiggvényekkel
kozelitjiik a potencialeloszlast oly mdédon, hogy a potencidlok alkalmas meg-
valasztasaval minimalizaljuk (6.32)-t. A potencialfiiggvény meghatarozasahoz
tekintsiik a 6.8. abra jeloléseit. Ezekkel a jelolésekkel a kijelolt végeselemhez tartozo
linearis potencialfiiggvény:

go(x,y): a,+bx+cy, (6.34)

ahol az a, b, c, egyiitthatok az

L x y||q ®;
Lxp oy | 10| =]%; (6.35)
1 x, v 14 Pr

egyenletrendszer megoldasabol adodnak.

A (6.32) funkcional extrém voltanak sziikséges feltétele:
ow

—=0. 6.36
9 (6.36)
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N véges elem esetén (6.32) kozelitése az egyes haromszogek felett értelmezett w,
integralok Osszege:

v S|4 ][22

Az (6.34) és (6.35) segitségével kiszamitott kozelitéfiiggvényeket behelyettesitve

dXdy ff [ pdxdy (6.37)

(6.37)-be és (6.36)-t felhasznalva valamennyi an parcialis derivalt kifejezhetd a
csomoponti potencialok fliggvényeként. @i

A racsponti potencidlokra felirt egyenlet ezek utan a

> M g (6.38)

leL 8901
egyenletek Osszessége, ahol L jelenti mindazon véges elemek sorszamat, amely
elemek az i-edik racspontot csticspontként tartalmazzak. (6.38)-at minden racspontra
felirva egy ritkds matrixu, linearis algebrai egyenletrendszert kapunk eredménytil.

A peremfeltételek koziil a Dirichlet-feltétel teljesiilését a peremen fekvo racspontok
potencialjainak rogzitésével biztosithatjuk. A varidcios elvek targyalasanal kapott
eredmény szerint a homogén Neumann-feltétel természetes hatarfeltétel. Ha tehat
perempontokra semmit sem irunk eld, a peremen a homogén Neumann-feltétel
automatikusan teljestil.

A véges elemek modszere harom dimenzidra hasonl6 elvek alapjan altalanosithato.
A kitoltés legegyszerlibb egymashoz illeszkedd tetraéderekkel torténhet, amelyek
csucspontjainak potencialjai meghatarozzak a tetraéder belsejében a potencialeloszlast
kozelitd fliggvényt.

Momentummédszer.
Integralegyenletek numerikus megoldasa

A momentummodszer altalanos kozelitémoddszer linearis operatorral rendelkezd
egyenletek megoldasara. A megoldast, mint latni fogjuk, fiiggvénysor alakjaban keresi
a modszer.

A modszer integral- és differencidloperatorok esetén egyforman alkalmazhato.
fgy a véges elemek modszere is felépithets a momentummodszerre timaszkodva.

Atovabbiakban a modszert olyan 4ltalanossaggal targyaljuk, hogy mindkét emlitett
esetben érvényes kijelentéseket tudjunk megfogalmazni.

Legyen adott az L linearis operator, amelyre

If=g (6.39)

ahol az ismeretlen f fliggvény €s az ismert g fliggvény meghatarozott (nem
szlikségképpen azonos) fliggvényosztalyba tartozik.
A (6.39) egyenlet megoldasan az L operator L' inverzének megkeresését értjiik:
f=Lg (6.40)

L' nem feltétlentil allithato el§ zart alakban, ill. véges algoritmus formajaban.
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Az elektrosztatika (6.2) integralegyenletének esetében pl. g az elektrodak ismert
potencialja a feliileten (a hely korlatos fliggvénye), fa feliileti toltésstiriség [szintén
a hely fiiggvénye, de ha az elektrodak feliilete nem kell6en sima (€lei, csucsai vannak),
nem feltétleniil korlatos].

A momentumok modszere a keresett f fliggvényt kozelitéleg egy linearisan
fliggetlen elemekbdl allo, véges szamu elemet tartalmazé fliggvényhalmaz {gon}
soraként allitja el6:

f= anson (6.41)

ahol f az f~t6l ¢s ¢ -t6l fliggd konstans. A ¢ fliggvényeket bazisfiiggvénynek
nevezzik.

A (6.41) sort (6.39)-be helyettesitve kapjuk:
N

Y fi(Le,)=2g. (6.42)
n=1

ahol felhasznaltuk, hogy az L operator linearis. Az operator kozelitd invertalasat az
/, egyiitthatok meghatarozasa jelent, hiszen ha az {f }halmaz ismert, (6.41) kozelitSleg
eléallitja a keresett f fiiggvényt. Az {f } sorozat meghatirozasdhoz a momentumok
modszere egy masik fliggvényhalmazt, a {w }sulyfliggvények halmazat definialja.
Megkoveteljiik, hogy a valasztott skalarszorzat definicioval valamennyi <w , f > €s
<w , g> skalarszorzat értelmezve legyen.

A skaldrszorzat valés elemek esetén olyan kéttényezds mivelet, amelynek eredménye valds
skalarmennyiség, és eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

<a, b> = <b, a> — kommutativitas,
<a, b + ¢> = <a, b> + <a, ¢> — disztributivitas.

<a, a> e >0 pozitiv szamu definit, mert az egyenldségjel csak a = 0 esetben allhat fenn.

A tulajdonsagok pontosan megegyeznek a vektorok skalarszozatdanak tulajdonsagaival. Az
analdgia alapjan az a elem abszolut értéke:

|a| =< a,a>.

Az elektrosztatika integralegyenleteinek esetében a skalarszorzat két fliggvény
szorzatanak az integraloperatoros tartomanyan vett integralja.

Minden egyes sulyfiiggvénnyel megszorozva (6.39) skalarszorzatat az alabbi
egyenletrendszerhez jutunk:

N
S o<w, Lo, >f,=<w,, g>m=1,2,. M (6.43)
n=I

M= N esetében az egyenletrendszer L =/, |=[<w,, Ly, >| matrixakvadratikus
¢s igy kozvetleniil invertalhato, és

]=10] '] (6.44)
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Az eljaras neve w = ¢ esetén, ha tehat a sulyfliggvenyek ¢€s a bazisfliggvények
azonosak, Galerkin-mddszer. Ha az L operator onadjungalt és a { ¢ }-t az operator
teljes sajatfiiggvényrendszerének csonkitasaval kapjuk, az eljarast Rayleigh—Ritz-
modszernek nevezziik.

A kozelités hibajat igy definialhatjuk:

N

n=LY fo,—g (6.45)
n=l1

A momentummaodszer ezt a hibat kicsivé teszi oly modon, hogy

<w n>=0,m=1,2,... M (6.46)

Ha M > N vélasztassal ¢liink, a megoldést akkor is a (6.45) hiba valamilyen m6don
torténd minimalizalasaval keressiik. Ilyen feladat linearis programozasi eljarasokkal
oldhaté meg.

A modszer alkalmazasanal a kérdés, hogyan valaszuk a bazis- és sulyfiiggvényeket, illetve
N és M értékét. Erre vonatkozdan a megkivant pontossag és a rendelkezésre allo eréforrasok:
térkapacitas, szamitasi sebesség stb. ismeretében a gyakorlat tud valaszt adni.

A bazisfiiggvények ¢és sulyfiiggvények két nagy csoportra oszthatok:

a)az egész tartomanyon értelmezett fliggvények (pl. Fourier-sorok, ortogonalis
polinomok);

b)résztartomanyokon értelmezett fliggvények. Ezek csak az egész tartomany egy
részén kiillonboznek zérustdl (pl. impulzustiiggvények).

Mindkét esetben a mddszer altal megkdvetelt integralokat altalaban numerikusan
szamitjuk ki. Ez a b) valasztas esetén altalaban sokkal konnyebb. Példaul rész-
tartomanyonként, polinom karakteri fliggvények esetén a véges elemek maod-
szerének egy megalapozasahoz jutunk.

A modszer egy gyakran hasznalt valtozata, ha sulyfiiggvényként a résztartoméanyon
értelmezett 6-fliggvényt hasznalunk. Ekkor:

w, =8(P,), (6.47)
¢s (6.43) alakja:
>oS(Le(R)=g(B)  m=12..M (6.48)

Az egyenletbdl latszik, hogy nem az egész tartomanyon, csupan M eldre kijelolt
pontjaban koveteljiilk meg az egyenlet teljesiilését. Ezért a mddszert gyakran
pontillesztésnek (kollokacid) nevezik.

El6nye, hogy a matrixelemek szamitasa egyszertibb, példaul csak egy integralast
kovetel az integralegyenletek esetén. Hatranya, hogy kell6 pontossagl szamitashoz
az altalanos modszernél joval nagyobb szamu bazisfiiggvény felvételét koveteli meg.
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Osszefoglalds

Harom numerikus mddszert mutattunk be a térszdmitas alapegyenleteinek meg-
oldasara. Ami szembet{inéen k6zds benniik:

— Valamennyi mddszer véges szamu reprezentacios skalarmennyiséggel kozeliti a

keresett fiiggvényt.
— A véges szamu ismeretlen meghatarozasara az eredeti operatort algebrai

egyenletrendszerre képezi le.

Az algebrai egyenletrendszerek megoldasara szdmos kész algoritmus (ill. program)
all rendelkezésre.
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BEVEZETO

A 5. fejezet végén bemutattuk a koncentralt paraméter(i halozatok leiro egyenleteinek,
a Kirchhoff-egyenleteknek a szarmaztatasat a Maxwell-egyenletekbdl. Megjegyeztiik,
hogy a koncentralt paraméter(i halozatok csak akkor tekintheték az elektromagneses
tér jo modelljének, ha geometriai méreteik kovetkeztében az elektromagneses hatas
terjedési ideje kicsi a hal6zatokon beliil a karakterisztikus id6hoz képest. Ellenkez6
esetben az elektromos potencidl (fesziiltség), ill. a divergenciamentes aram, ill. a
beldliik szamithato elektromos és magneses tér tobbé nem az elektromagneses
jelenségek korrekt leirasai.

Mint a legtobb esetben, a két szélsd leirds (koncentralt paraméter(i halozat €s
mez0) kozott 1étezik atmeneti zona, amely mar a véges terjedési sebességet figyelembe
veszi, de még megdrzi a fesziiltséggel és arammal torténd leiras egyszertiségét. Az
ezeknek a feltételeknek eleget tevd elrendezéseket elosztott paraméterii halozatoknak
nevezzik. Ezekben a hal6zatokban a leirds soran mar nemcsak az id6tdl fiiggenek a
leir6 mennyiségek, hanem (az esetek dontd tobbségében) egy térbeli koordinatatol
is. Tipikus elosztott paraméter halozat a tavvezeték.

A tavvezeték elvben homogén kit6ltési térben két parhuzamos alkotoju, tetszéleges
vezeérgorbéjli fémhenger. Az idedlis tavvezeték idealis fémhengerekbdl all, a valodi
vezetéknél engediink ebbdl a szigortisagbol.

A tavvezeték elvben végtelen hosszu. A gyakorlatban természetesen kezdete €s
vége is van, de valoban elég hossza ahhoz, hogy mar ne lehessen koncentralt
paraméterilinek tekinteni.

Az idedlis vezeték — ahogy ezt mondottuk — nem valtoztat irdnyt. A gyakorlatban ez
altalaban nem valosithatdo meg, de ennek rendszerint csekély hatasat nem vizsgaljuk.

Az elektromagneses hullamokat vizsgalva bebizonyithatd, hogy parhuzamos,
idedlis fém hengerek kdrnyezetében tobbi kozott olyan tér alakul ki, ahol a villamos
¢s magneses térerdsségnek is csak a hengerekre merdleges sikban van komponens.
Ezeket transzverzalis komponensnek nevezziik, ezért az ilyen struktiraju tér
elnevezése: transzverzalis elektromos magneses tér, roviditve: TEM. Véges vezeto-
képesség esetén a tér csak keveset torzul, a leiras még jol kozelit.

Inhomogén keresztmetszetli kit6ltés esetén nem alakul ki TEM-tér, egyik vagy
mindkét térerésségnek hosszanti (longitudinélis) komponense is van. Ilyen
tavvezetékeket a TEM-modusu tavvezetékhez hasonld moédon lehet leirni és targyalni.

A 7.1. abran néhany, a gyakorlatban hasznalt tavvezeték-keresztmetszet lathato.
A tovabbiakban a megfontolasainkat a vezetékparon mutatjuk be, de azok valamennyi
kétvezetékes tavvezetékre érvényesek.
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Homogén kitdltési Inhomogén kit6ltést
0 o B
Vezetékpar Laposvezeték
(Lecher-vezeték) (tv-kabel)
2z
Mikroszalagvonal
Koaxialis kabel (mikrosztrip)
— 7
Szalagvonal Koplanaris vezeték

Arnyékolt vezetékpar

7.1. dbra
Néhany gyakran hasznalt —
tavvezeték . .
keresztmetszete Szimmetrikus szalagvonal
Az eredmények konnyen altalanosithatok tobbvezetékes tavvezeték-rendszerek-
re is.
A 7.2. abran mutatjuk be a tavvezeték altalanos elrendezését. A tavvezeték egy
kicsiny dx hosszusagu szakasza minden irdnyban olyan kiterjedésii, hogy koncentralt
paraméter(i rendszernek tekinthetd. A keresztmetszetben kialakuld tér megfelel a
sztatikus, ill. stacionarius térnek, igy f Edl=u és § Hdl =i minden keresztmet-
szetben egyértelmiien definialhat6. Igy van 1étjogosultsaga a kapacitas, ill. induktivitas
bevezetésének. Ennek hosszegységre esé értékét C-vel és L-lel jelolve rovid
szakaszunk induktivitasa Ldx, kapacitasa.
Fogyaszto
7.2. dbra

Tavvezetékek dltaldnos

elrendezése Generator dx

Ezzel egy dx hossziisagt szakasz koncentralt elemi helyettesitd képe megalkothato
(7.3. 4bra).
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7.3 dbra

Tavvezeték dx
hosszUsdgl szakaszanak
helyettesité képe

7.4. &bra
Az indukciétérvény
felirasahoz

TAVVEZETEKEK

. i
i(x, 1) dex 5 i=(x,0+ adx
u(x,1) l p— l Cdx o
u=(x,t)+ ;dx
X

O O

Az els6 egyenlet az indukcidtorvénybdl kaphatd. A 7.4. abran lathatd hurokra
felirva a torvényt:

fEds:—ng‘BdA. (7.1)

T ——

0i
| = (x,t)+—d
i=(x )+ax X

u(x,t) A Y

u= (x,t)+g—udx
C D v

- -0

X dx x+dx

A fesziiltség az AB pontok kozott u(x,¢), de a dx szakaszon megvaltozik. A dx-szel

Ou
aranyos valtozast figyelembe véve a BC pontok kozott a fesziiltségé + o dx, A tér-
erdsség vonalintegralja:
Ou
§Eds:u(x,t)+—dx—u(x,t), (7.2)
4 Ox
mert az AB és CD szakaszokon idedlis vezetén a tangencidlis térerésség zérus.

(7.2)-t (7.1)-gyel Osszevetve:

ou oPp 0i
—dx—u=—"—=—-Ldx—+...,
u-+ Ee u y 8t+ (7.3)

ahol az elhagyott tagok legfeljebb dx’ nagysagrendiiek (hiszen az aram is valtozik a
dx szakaszon).

Rendezve kapjuk, hogy
_Ou_ 0
Ox ot
Az egyenlet allitasa: a vezeték mentén a fesziiltség valtozasat az oninduktivitason
fellépd induktiv fesziiltség okozza.

(7.4)
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Miért valtozik az aramerdsség a vezeték mentén? A két vezetd henger kozotti
kapacitason toltés halmozodik fel. Ez a t6ltés a dx szakasz Cdx kapacitasan:

g = Cdxu+.., (7.5)

ahol az elhagyott tagok ismét (dx)>-tel aranyosak Felirva a folytonossagi egyenletet
a dx hossztsagl szakaszra (7.3. abra):

. 0i ) 0q Ou
)+ —dx—i(x,t)=——=—-Cdx—+...,
l&)+& mx) ot &+
ahonnan a
0i Ou
_Z_c= 7.6
Ox ot (7.6)

egyenlethez jutunk. Az egyenlet fizikai tartalma nyilvanvalo.
(7.4) és (7.6) az idealis tavvezeték-egyenletek. Az egyenletek a 7.3. dbran lathato
halozatra felirhatd hurok- és csomdponti egyenletnek felelnek meg.

A (7.4) mindkét oldalat hely szerint derivalva:
0’u .00

ot orox
és ide 9% _értéket (7.4)-b6] behelyettesitve a:

0’u 0’u

—=LC— 7.7

ox’ or’ 7.7
egyenlethez jutunk. Hasonlé mdédon az dramra:

0% 0%

—=LC—, 7.8

8x2 8t2 ( )

vagyis ugyanazt az egyenletet kapjuk.

Ez az egyenlet az (egydimenzios) hullamegyenlet. Ez az egyenlet a fizika szamos
teriiletén megjelenik. Konnyt beldtni, hogy megoldasa tetszés szerinti fiiggvény
lehet, amelynek valtozdja ¢+ alaku. Nagyképtien: a fiiggvény argumentuma

1

a t és x fliggetlen valtozok linearis kombinacioja.

A bizonyitashoz csak a kozvetett derivalas szabalyat kell ismerni o =¢ :FE jeloléssel:
v

oo oe_of (1)

5
v

ox Oa dx Oa

o _9f 0o _Of
ot Oadt da
Ebbél

o __19

ox v ot’
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7.5. dbra

A dx hosszUsdgi
veszteséges vezetékelem
helyettesitd kapcsoldsa

TAVVEZETEKEK

7]
és ezt a A derivaltfiiggvényre alkalmazva:

Ox
Of 10
axt Vo

Ezt a (7.8)-cal 6sszevetve belattuk, hogy a hullam tetszSleges alaky, a pozitiv vagy negativ
tengely iranyaba v sebességgel halado alakzat. Esetiinkben:

V=——. 7.9
Jic 1 72
Bizonyithatd, hogy idedlis vezeték esetén LC =epu, azaz v=——. Ez a tavvezetéket kitoltd

N

kozegben haladé fény sebessége.

Az idealis tavvezetéken tehat hullamok terjednek. A (pozitiv vagy negativ iranyba)
halad6 hulldmok tetszés szerinti alaktiak lehetnek.

Figyelem! El kell oszlatnunk azt a tévhitet, hogy a hullam szinuszos alakzat
tovaterjedése. Ez onnan ered, hogy a gerjesztés gyakran szinuszos id6fiiggvény,
ekkor szinusz alakt haladohullam alakul ki. De ezzel ellentétben elektromos
hullamoknal is ismert, pl. az impulzushullam, 16késhullam stb.

Késébb latni fogjuk, hogy a pozitiv irdnyba halad6 dram- és fesziiltséghullam
aranyosak egymassal, és az aranyossagi tényezo:

L

Z, ok (7.10)

A negativ irdnyba halad6 hullamok hanyadosa —Z . A Z -t hullamellenallasnak
nevezziik, mert ellenallas dimenzidju.

Eddig idealis tavvezetékeket vizsgaltunk, nem vettiik figyelembe a veszteségeket.
A veszteségek egyrészt a vezet6k véges vezetoképességétdl szarmaznak. Ha az
ellenallas dx hosszon Rdx, a rajta atfolyo dram iRdx fesziiltségcsokkenést hoz 1étre.

A veszteség masik okozoja a vezetékek kozotti dielektrikum véges vezetd-
képessége (nem tokéletes szigeteld volta) lehet. dx hosszusadgon a két vezeték kozott
Gdx vezetést feltételezve a fesziiltség hatdsara uGdx dram folyik at a két vezeték
kozott (7.5. abra).

L R
5 & o5 &
o 000 o)
Gdx —— (Cdx
o 000 ] o
L R
o5 i

Az R soros fajlagos ellenéllas és G parhuzamos fajlagos vezetést a dx szakaszra
felirt Kirchhoft-egyenletekben figyelembe véve azok alakja:

ou 0i

——=Ri+L—;
. i+ Y (7.11)
0i ou

-——=Gu+C—.
» u 3 (7.12)
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21 A taviras fejlédésével alakult
ki az igény a tavvezetéken
kialakul6 hullamok terjedésé-
nek vizsgalatara, még mielStt az
elektromagneses hullamok
elmélete megsziiletett volna.
1851-ben fektették le az elsd
tenger alatti kabelt Dover ¢s
Calais kozott, de mar felmertilt
az igény atlanti kabel kiépi-
tésére is. Ilyen nagy tavolsag
esetén az eldzetes elméleti
megfontolasok mar sziiksége-
sek voltak és W. Thomson (Lord
Kelvin) kapott megbizast a vizs-
galatra. Az egyetlen szigetelt
érbél allo kabel ellenallasat
természetesen figyelembe vet-
te, de a nagy kapacitas miatt az
induktivitast elhanyagolta és a
parhuzamos vezetés is érdek-
telen volt. Mai terminologiaval
tehat RC-halozat egyenletét irta
fel 1854-ben. Az induktivitas
figyelembevétele Kirchhoff ne-
véhez flizédik (1857). Az
egyenleteket mai teljes forma-
jukban O. Heaviside 1876-ban
irta fel, gondolatmenete lénye-
gében megegyezik a miénkkel.
A tavirdegyenletek szigort
elektrodinamikai megalapoza-
sa Poincaré nevéhez fliz6dik
(1890).

22 Meg kell jegyezniink, hogy
a mérnoki specifikacid soha-
sem kovetelheti meg két meny-
nyiség pontos egyenlségét.
(7.15) tehat elvi jelent&ség.
A gyakorlat azonban igen ko-
zeli értékek esetén jo kozelités-
sel hasznalni tudja az eredmé-
nyeket.

TAVVEZETEKEK

Ezek a ,tavirdegyenletek "', Hasonléan az ideélis tavvezetékhez, felirhatjuk az egy-
egy mennyiség tér—id6 fliggésére érvényes veszteséges hullamegyenletet. Az u-ra
kapjuk, hogy:

0’u 0’u Ou

~  —ILC=—+(RC+LG)=—+RGu, 7.13

ox? ot’ ( ) ot 7.13)
¢s a teljesen hasonld egyenletet i-re:

0% 0% i

—=LC—+(RC+ LG)—+RGi. 7.14

ox’ or’ ( )8t (7.19

Az egyenletek veszteségmentes esetben (R = 0, G = 0) atmennek a (7.7) és (7.8)
egyenletekbe. Fenti teljes formajukban azonban az idedlis egyenletekhez hasonld
altalanos megoldast nem lehet megadni.

Egyetlen kitiintetett esetet ismeriink, amikor:
R_G 7.15

Az ilyen vezetéknek tobb kiilonboz6 elnevezése van: egyenletes veszteségli/
torzitasmentes/Thomson-kabel?.
Ezen vezeték pozitiv iranyba halado fesziiltséghullaménak alakja:

—ax x
ut (x,t)=Uge f[t—; , (7.16)
a negativ iranyba halad6é pedig:
u(x,t):UOe”"f[tJrf : (7.17)
v

ahol v=1/+/LC, a=+/RG.

Lathato, hogy az intenzitas (amplitidd) exponencialisan csokken a haladas
iranyaban, de a jel idébeli lefutdsa barmely pontban azonos fliggvény szerint torténik.
Igazolhat6 az is, hogy ilyen vezetéken is:

+ —
“ gz Y _ g

ot 0° 0°
l

ahol Z, a (7.10) altal definialt hullamellenallas.

A terjedési sebesség és a hullamimpedancia megegyezik az idedlis vezetékével.

A TAVIROEGYENLETEK MEGOLDASA
SZINUSZOS GERJESZTES ESETEN

Miutan a tavirdegyenletek idétartomanyban altalaban nem oldhatok meg, az altalanos

megoldas helyett a szinuszos gerjesztés esetén kialakuldé megoldast keressiik, éspedig

komplex szamitasi modszerrel. Ennek indoklasa a koncentralt paraméterti halozatok

vizsgalatabol ismert:

1. A szinuszos gerjesztés komplex szamitdsmodja az id6beli derivalas miiveletét
egyszer(i algebrai miiveletbe (szorzas) transzformalja. Igy koncentralt paraméter(
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esetben a megoldandé egyenletek a komplex amplitidéra vonatkozo algebrai
egyenletek lesznek.

Esetiinkben két fiiggetlen valtozos, parcidlis differencidlegyenletrdl van szo6. De
az 1d§ szerinti derivaltat itt is szorzas helyettesiti. A masik valtozo szerint derivalva
tehat kozonséges differencidlegyenleteket elégit ki a komplex amplitddo. A meg-
oldas ebben a kornyezetben elérhet6 kozelségbe keriil.

2. A gerjeszt6jeleknek (dramok, fesziiltségek) igen altalanos feltételek mellett 1étezik

Fourier-transzformaltja. Ennek altalanos feltétele a jel véges energiatartalma, annak
minden valodi jel eleget kell, hogy tegyen. A komplex szamitastechnikaval kapott
megoldas lehetdvé teszi a gerjesztésre adott valasz Fourier-transzformaltjanak
meghatarozasat, és — ha sziikséges — inverz Fourier-transzformacioval a valos
1d6fliggvények meghatarozasat. Ennek jelentésége a gyors Fourier-transzformacios
algoritmusok széles korii elterjedésével hatalmasra nott.
Kiilon kell emliteniink a periodikus gerjesztéseket. Ha ezeket Fourier-sorral irjuk
le, valamennyi harmonikus viselkedése a tavvezetékeken kiilon-kiilon vizsgalhato.
Miutén a harmonikusok frekvencidja adott, a vezeték barmely pontjan ugyanolyan
periddusideji harmonikus valasz alakul ki, és annak Fourier-sora a szinuszos
gerjesztésre adott valasz ismeretében szamithato.

3. A komplex szamitasmod lehetvé teszi a tavvezetéken kiviil mds, adott esetben
bonyolultabb struktiraji elosztott paraméteri haldzatok leirdsat és szamitasat.
Ezek a halozatok olykor Osszetett elektromagneses jelenségek egyszertisitett

modelljei.

A megoldasokat mindig

u(t,x)=U(x)e"; (7.18)
i(t,x)=1(x)e™ (7.19)

alakban keressiik. A valos tér—id6 fliggvények a komplex fliggvények valos részei.
Itt U(x) és I(x) a helytdl fiiggé komplex amplitadok. A4 kovetkezokben nem jeloljiik
kiilon a komplex mennyiségeket és ezt mar u(z,x), i(¢,x) esetében is igy tettiik.
Jegyezziik meg: hullamjelenségek komplex leirasanal mindig komplex amplita-
doval szamolunk (azaz nem a komplex effektiv értékkel)!
Az elmondottak alapjan a (7.11) és (7.12) egyenletekbdl a komplex amplitadokra
az alabbi egyenleteket kapjuk:

_%U =(R+jwL)l = Z,(jw)I;

— S = (G+JwC)U =Y, (ju)U, (7.21)

ahol Z (jw) és Y,(jw) a hosszegységre es6 soros impedanciat, illetve parhuzamos
admittanciat jelenti.
Egyszerii szamitas utan kapjuk (7.13) és (7.14) megfeleldit:

d’U

=Y (7.22)

d’1

w7t (7.23)
ahol 7' =ZY,. (7.24)
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Miutéan a két egyenlet formailag azonos, a tovabbiakban részletesen csak az U-ra
vonatkozo egyenlettel foglalkozunk, U(z)-t hatarozzuk meg. Ezutan mutatis mutan-
dis (a valtoztatandokat megvaltoztatva) irjuk fel az aramra vonatkozd megoldast.

(7.22) a legegyszerlibb mésodrendii linearis homogén differenciadlegyenlet.
Altalanos megoldasat az Gn. Euler-modszerrel, exponencialis probafiiggvénnyel
keresstik:

2

U(x)=e™

Behelyettesitve kideriil, hogy ez a fliggvény akkor megoldas, ha

A==, (7.25)
azaz két linearisan fiiggetlen megoldas 1étezik (ahogy ez masodrendli kdzonséges
egyenletnél illik). v elnevezése: terjedési egyiitthato. Segitségével felirva (7.22)
teljes megoldasa tehat:

U(x)=Uje ™ +U,e™. (7.26)

Az aramra hasonloan adodik:

I(x)=1I/e ™" +1e" (7.27)
Az amplitudok kapcsolatat (7.20) segitségével kapjuk:
1 dU(X) g + X i —atx
I(x)= _ZT:ZUO e’ —ZUOe -, (7.28)
ahonnan:
. U(;r —x U(; +yx
1(2)_70e ! _706 =, (7.29)
/Z o .
ahol Z, = ?S a hullamimpedancia. (7.30)
p

Ertelmezziik a megoldast. Ehhez definialjuk v valds, ill. képzetes részét:

y=a+js, (7.31)

Ezzel (7.26) els6 tagja tér—ido fiiggése

U+ — U(;l—ejw’*(aJrjﬂ)x — U(;i—e—axej(m*ﬂx) (732)
ill. bevezetve a

6 1

—=- 7.33

w v (7.33)
jelolést:

Wi t—E
wt=Ute™e | ] (7.34)
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7.6. dbra

A fesziltség vdltozdsa a
vezeték mentén két
egymashoz kézel esd
pontban

7.7. ébra

A fesziltség vdltozdsa a
vezeték két egymdshoz
kézel esd helyén

TAVVEZETEKEK

X
A legegyszertibb esetben tételezziik fel, hogy oo = 0. Ekkor megoldasunk a [1 - ;]

fiiggvénye, amirél mar belattuk, hogy a pozitiv x tengely irdnyaba v sebességgel
terjedd hullamot ir le. Esetiinkben 3 és igy v is a frekvencia fiiggvénye, de egy
adott frekvencian allando.

Kovetkeztetés: a szinuszos gerjesztés esetén minden w frekvenciaju szinuszos
gerjesztéshez egy allando sebességgel terjedd szinuszos hullam tartozik.

A v(w) mennyiség ezek utan azt mutatja meg, hogy a szinuszos hulldm barmely
tetszés szerinti fazisa (pl. nullatmenete vagy maximuma) milyen sebességgel terjed.

w

e v(w)
a fazistényezo.

Most mar « jelentése is értelmezhetd. A terjedés irdnyaban az amplitidé exponen-
cidlisan csillapodik. Ennek a mértékét adja meg az o csillapitasi tényezo. A fe-
szliltség ennek megfelelden a hely, ill. id6 fiiggvényében a 7.6. és 7.7. dbrdkon
lathatd. Ne felejtsiik: a valos idéfiiggvény a komplex fiiggvény valos része!

Ezértneve a fuzissebesség. Ha meg akarjuk kiilonbéztetni, jellése: v,. 8(w)=

u(t,x) u(t,x)

ly t,+de dx=vdt= %dr Xo

—ux x +dt
Ue 0

.‘]‘7

dr=

SISS
&

A_27r71/_27r
/ w 154 T =2r/w

Jegyezziik meg: az egy frekvenciaju (monokromatikus), tiszta szinuszos hullam terjedése
torzitasmentes, csupan az amplitiddja mas és mas a vezeték kiilonb6z6 helyein.

Most mar 7y masik eldjelének értelmezése sem okoz nehézséget. Az

_ — ax _Jjlwt+pBx — ax jWH_;
u =Uye e/ =y et e [ ] (7.35)

tér—1d¢6 fiiggvény negativ irdnyba halado €s a haladas iranydban csokkend ampli-
tudoju szinuszos hulldmot ir le. Ne tévesszen meg a pozitiv eldjel az exponencialis
fiiggvény kitevdjében!

Szinuszos hullamoknal fel lehet tenni a kérdést: mekkora utat tesz meg a hullam
barmelyik fazisa egy periddusidd alatt. Ezt a tavolsagot hullamhossznak nevezziik
és A, -vel jeloljik. (A g index a ,,guided wave”: vezetett hullam kifejezésére utal.)

Meghatarozasa az

X+,
jw
e’ v =e

42 (7.36)

egyenléségbdl azonnal adodik:

B 27va _ 2_7T

7.37
== (7.37)
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Megjegyzés: A\ (index nélkiil) a szabadtéri hullamhossz:
A=—, 7.38
7 (7.38)

ahol ¢ a szabadtéri fénysebesség. A szabadtéri hullamhossz a frekvenciaval azonos
értékd jellemzdje a jelenségnek.

A fesziiltség altalanos kifejezése:

u(x,t)=u" +u =USe™ "+ U (7.39)
(7.29) felhasznalasaval az dram:
Ut . Uu. .
i(x,l‘):i+ i =L M 20 el 7 40
Z, Z, (7.40)

Ismételjiik: a valds tér—id6 fiiggvényeket a fenti komplex fiiggvények valds
részeként értelmezziik.

Az eddigiekben részletezettek teljes altalanossagban érvényesek. Z (jw) és ¥, (jw)
elvben tetszés szerinti immittanciafiiggvények lehetnek. A gyakorlatban altalaban
koncentralt paramétert halozatok jellemzdi, igy jw raciondlis fliggvényei.

Ez a helyzet az altalunk vizsgalt R-L-G-C tavvezetékek esetén is. Foglalkozzunk
részletesebben ezeknek a vezetékeknek a tulajdonsagaival.

Esetiinkben

Z,(jw)=R+ jwL; Y (jw)=G+ juC, (7.41a, b)
és ezeért

v=a+jB=(R+ jwL)(G+ jwC). (7.42)

a és (8 meghatarozéasahoz el6szor emeljiik négyzetre mindkét oldalt. Kapjuk, hogy:

o =3 +2jB=(R+ jwL)(G+ jwC), (7.43)
ahonnan

o’ — 3 =RG—-W'LC; (7.44)

2a3=w(RC+LG). (7.45)

Ezutan hatdrozzuk meg (7.42) mindkét oldalanak abszolut értékét:
o+ = (R +0L)(G* +wC?). (7.46)

(7.46) és (7.44) kiilonbségébdl, majd 6sszegébdl:

1 2 2 272 2 2,2
Bziﬁ\/(w LC—RG)—F\/(R —HuL)(G +wC ); (7.47)
N \/(RG ~WLC)+ (R +wL)(G* +wC?) (7.48)
V2 ' :
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Az el6jelek parositdsaban a (7.45) egyenlet segit. Innen latszik, hogy « és (3
azonos elgjeliick (vagy a = 0), tehat a terjedés irdnyaban csokkend amplitadoja
hullamokat kapunk megoldasként.

Belathato, hogy w— oo esetén §— wNLC , mig o — 0. A csillapitasnak a
paraméterektdl fiiggden véges frekvenciaértéknél maximuma van.

A hulldmimpedancia:

R+ jwL
Z, */G+jwc (7.49)
ahonnan latszik, hogy a koncentralt paraméter(i impedanciakkal ellentétben Z
nemracionalis fliggvénye jw-nak. Ezt az is mutatja, hogy fazisa —mw/4 és +n/4
kozott valtozhat, ellentétben a racionalis fiiggvények —7/2 + +7/2 intervalluméval.

Z ¢és Y a tavvezet€k primer paraméterei, 7 ¢€s Z, szekunder paraméterek.
Megallapithato, hogy raciondlis primer paraméterek esetén sem kapunk racionalis
szekunder paramétereket.

SPECIALIS TAVVEZETEKEK

A) Idealis vezeték:
R =0, G =0 esetén a vezeték veszteségmentes. Tulajdonsagait altalanosan is
vizsgaltuk. Szinuszos gerjesztésnél:

a=0, (7.50)

y=jB=jwLC, (7.51)
ahonnan

Ve = ﬁ (7.52)

Valamennyi frekvencian azonos fazissebességet csak akkor kapunk, ha - aranyos
w-val. Ennek a terjedésnek az elnevezése: diszperziomentes. A diszperzio hullam-
terjedés esetén a frekvenciafiiggd fazissebességet jelenti. Ekkor a jel kiillonb6zd
frekvencidji komponensei kiillonboz0 fazissebességgel terjednek, ezért a jel a terjedés
soran torzul.

Az idedlis vezetéken szinuszos gerjesztés esetén is az ismert

Zy=\c (7.53)

eredményt kapjuk a hullamimpedancidra: ez frekvenciafiiggetlen és valos mennyiség.

B) Kis csillapitdasu vezeték:

Ha a vezeték veszteségei kicsik, az idealis vezeték zérusrendl kozelitése a ténylegesen
lejatszodo jelenségeknek. A most kovetkezd levezetés a kis veszteség esetén az
elsérendli kozelités.
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Legyen
wL >> R és wC >> G, azaz Osszefoglalva

w >>max [5 E]
L’C . (7.54)

Novekvé frekvenciaval a csillapitas egyre jobban elhanyagolhat6. Elegendéen
nagy frekvencidn valamennyi tavvezeték kis csillapitasu.

A terjedési egyiitthato:
v = ]w\/LC\/ ]—\/l ]— (7.55)

ahol a jobb oldal két utolso tényez6jét sorba fejtjiik a

Jl—a él—%a—%az (7.56)

binomalis sor harmadik tagjaig. Ezzel:

2
v jwvLC 1——[— i]—l— lz[ﬁ—g] . (7.57)
2L 2C) 8w \L C
Ebbdl a fazistényezo:
R GY
>~ WAL 1—|——[———] 7.58
f=w 17T (7.58)

o= \F G \f (7.59)

Ebbdl az latszik, hogy még elsérendii kozelitésben is a fazistényezd az idealis
tavvezeték fazistényezdjével kozelithetd, mig ugyanebben a kozelitésben a csillapitasi
tényezd frekvenciafiiggetlen.

A hulldmimpedancia:
L 1 (R G
Z, =, | =|l—j—|=——=]||
‘ c' ‘]2w[L c” (7.60)

C) Torzitasmentes vezeték:
Ezt a vezetéktipust az altaldnos idéfiliggés soran mar targyaltuk. Tulajdonsagai
szinuszos gerjesztés esetén is nyilvan azonosak az altalanos tulajdonsagokkal, azaz

8 =wJLC; (7.61)

RG; (7.62)

o=
L
Z, =\E. (7.63)
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7.8. Gbra

A fazis-

és csoportsebesség
magyarézatdhoz

TAVVEZETEKEK

FAZIS- ES CSOPORTSEBESSEG

Az eléz6ekben monokromatikus (egy frekvenciaval jellemezhetd) szinuszos ger-
jesztést vizsgaltunk. Mar a bevezetdben is jeleztiik azonban, hogy altalanos jelek
tobb frekvenciat tartalmaznak, ezért terjedési sebességeik diszperzid esetén nem
irhatok le egyetlen fazissebességgel.

Vizsgaljunk egy olyan esetet, amikor a gerjesztdjel két eltérd frekvenciat (w, és
w, ) tartalmaz. Ekkor a két fazistényezd 3, és [3,. A csillapitds hatdsat itt nem
vizsgaljuk.

A vezeték mentén mérhetd valds fesziiltség:
u(t,x)=U, [cos (w — Byx)+ cos (w,t — ﬁzx)] , (7.64)

ami ismert trigonometriai azonossagok felhasznalasaval

u(t,x)=2U, cos wl;wzt—@;ﬁz x]cos[wl+w2t—ﬁl+ﬂ2x (7.65)

w tw, s e g , W —W,
) frekvenciaji vivohullam, amelyet egy

frekvencidji burkolé modulal (7.8. abra).

alakba irhato. Ez a jel egy

4
ﬂl - ﬂz

A viv6hullam terjedési sebességét a

v:%+%
L B+B,

fazissebesség adja meg. A burkol6 haladasanak sebessége ettdl eltér:

(7.66a)

W, —w
v, =2 (7.66b)

ﬁl - ﬂz
A burkol6 v, haladasi sebességét csoportsebességnek nevezziik. Miutan az infor-
maciot a burkolo szallitja, az informacidatvitel sebessége nem a fazissebesség, hanem

a csoportsebesség.
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A csoportsebesség keskeny savszélességli modulécio (és elhanyagolhatd veszteség)
esetén értelmezhetd. Ekkor w, — w, hataresetben a fazissebesség:

v, = E’ (7.67)
€s a csoportsebesség:
-1
) :d_wz[%] _ (7.68)
£ dg (dw

Mindkét kifejezést a vivofrekvencian kell kiértékelni.

Diszperziv esetben v, = v; . A csoportsebességet gyakran a jelben terjedd energia
terjedési sebességével azonositjak. Ez veszteségmentes kozegekben igaz, ekkor értéke
nem mulhatja feliil a fénysebességet. A fazissebesség un. ,kinematikai” jellemz6,
erre nincs hasonldé megkdotésiink.

Belathatjuk, hogy a csoportsebesség a terjedés soran kevéssé torzulo jelalak esetén
ajel ,,sulypontjanak” (id6beli kozéppontjanak) terjedési sebessége. Definicidszertien:

+o0

f tif (¢)dt
==
ff(t)dt (7.69)
A Fourier-transzformacio szabalyai kozil ismert, hogy
+00
[ 7(e)de=F(0), (7.70)
+00 .
dF (jw
ftf(f)dfﬂ%h-oa (7.71)
ahol
dF(jw) d () dF(w) .dy ol
=—F(w)e™|=|——+4 j—LF el 7.72
dw dw[ (w)e dw TJ dw (w) © (7.72)

F(w) paros voltat felhasznalva dF(w)/ dw| o= 0 ¢és (7.49)-be helyettesitve

de

s _d_|W7O (7.73)
A pozitiv iranyba haladé hullam gerjesztése a tavvezeték bemenetén:

u”(¢,0)= 1 (1) (7.74)

¢és Fourier-transzformaltja

U' (w,0)=Ff (t)=F(jw). (7.75)
Ekkor a terjedd jel Fourier-traszformaltja:

U+ (w,x) = F(jw)e’”x = F(w)eﬂ”ej[w(w)fﬂxl. (7.76)
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Hanyagoljuk el a csillapitast (aw =~ 0). Ekkor a jel sulypontja a vezeték x koor-
dinataju pontjaban:

fsp(x)z—%[go(w)—ﬂx]:—g—iL_O+%|w_ox, (7.77)
ahonnan

t,, (x) =1, (0) + vixa (7.78)

e
.

o (2]

Ha f{f) szinuszos jel burkol6ja, akkor:

ut (1,0)= f(¢)e™",
ahonnan

U' (w,0)=F|j(w—w,)]. (7.79)

Ha a modulald f{7) jel eléggé keskeny, akkor spektruma széles és mindeniitt lassan
valtozik. Ekkor tovabbra is igen jo kozelitéssel a burkold sulypontjanak terjedési
sebessége (7.78) érvényes, de most:

v, = [%] (7.80)

W=w

Nem alkalmazhat6 a csoportsebesség ilyen értelmezése, ha a tavvezeték er6sen
veszteséges. Ekkor ugyanis kozelitleg sem igaz, hogy f{(7) alakja kevéssé valtozik,
¢s igy a megfontolasok érvényliket vesztik.

LEZART TAVVEZETEK

Az eddigiekben a képzeletben végtelen hosszl tavvezetéken terjedd hullamokat
vizsgaltuk. Megallapitottuk, hogy két, egymastol fliggetlen, egymassal szembe halado
csillapitott hullam alakulhat ki a vezetéken. Nem foglalkoztunk azonban a véges
hosszusagu tavvezetékkel, a tdvvezeték végének lezarasaval és az igy kialakulo
jelenségekkel.

A véges hosszusagu tavvezeték eleje az a lezaras, ahol a gerjesztéforras van, és a
vége passziv kétpolussal van lezarva. (Ha valaki mindkét végén gerjeszteni kivanja a
tavvezetéket, eredményeinket felhasznalva egyszerli szuperpozicioval vizsgalhatja azt.)

A vizsgalt tdvvezeték hosszat h-val jeloljiik, a tobbi jeldlés a 7.9. dbrarol olvas-
hato le.
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Ugl <> TU] l Ux) U, T z

X
7.9. &bra ' ' !
Lezdrt tdvvezeték | |

A vezeték mentén mérhetd fesziiltség és aram:

U(x)=U'e ™ +U e (7.81)
+ —

I(x)= U—le_”‘ — U—‘e“”‘. (7.82)
ZO ZO

A lezart vezeték barmely pontjaban egykapu (kétpdlus), amelynek aramat ¢€s
fesziiltségét a fenti Osszefiiggések adjak meg. Ezek a mennyiségek a vezetéken a
helytdl fliggd impedanciat is definidljak:

U(x)_ e +ue™

I(x) U e U oo (7.83)
ZO ZO

Z(x):

A vezeték végén mért értekek:

U,=U(h)=U'e"+U e =U+U,; (7.84)
I :](h):U_re*v’h_ﬂeﬂh:U_;_E- 7 85
’ ZO ZO ZO ZO ’ ( ’ )
(h)= Y.+ g (7.86)
uy-u, '

A tavvezetékeken a helyet szivesebben mérik visszafelé a lezarastol. Ennek az az
oka, hogy a tavvezetéken lejatszodo jelenségek alapvetden a lezaras jellegétdl
fliggenek. Az abran feltiintettiik a lezarastol mért z = 4 —x koordinatakat is. Ezzel
(7.84)—(7.86) jeloléseit hasznalva:

U(l)=U,e"" +U,e ™ (7.87)

I(l)= U—;ew —£e*”.

~ Z (7.88)

Figyeljiik meg: a helykoordinatak formalisan eldjelet valtanak a képletekben.

Miért? Ellenkezd irdnyban nem ugyanolyan a terjedés, a pozitiv irdny nem
megallapodas kérdése?
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A valasz: igen, a pozitiv koordinata irdnyat mi jeloljiik ki, és ezt ebben az esetben
az aram pozitiv iranyanak kijelolésével tettiik meg. A valasztott fesziiltség- és
aramiranyok mindeniitt a jobb oldali impedancidhoz tartoznak, ez kiilondsen jol
latszik a lezarason.

Az impedancia helyfiiggése ezek utan:

U + .tz —az

Z(z)z (z): Uie —l—U{e ,

I(z) U; e Uy (7.89)
ZO ZO

ami kis atalakitassal:

U-
14+ —2¢ %"
U+ 14+r(z
2 =8 =4 o (7.90)
1— Y2 o+ V(Z) :

2
ahol bevezettiik a z helyen fellépd r reflexios téenyezot:

— UZ_ —2yz _ U (Z)
r(z) U e U (=) (7.91)
Eznyilvanval6an a negativ és a pozitiv irdnyba haladé hullamfesziiltség komplex
amplitidojanak hanyadosa.
A reflexios tényezd szerepe a tdvvezetéken (sOt altalaban a hullamterjedésnél)
alapvet6en fontos, taldn az impedancidnal is fontosabb. Szerencsére az impedancia
¢s a reflexids tényezd kolcsondsen meghatarozzak egymast:

I+
Z=2Z ; 7.92
“1—r (7.92)
e Z—-Z,
Z+7, (7.93)
a vezeték barmely pontjan. A lezarason:
p o= Zz _ Zo
2 Z. 12, . (7.94)
Ezzel a vezetéken kialakulo fesziiltség és aram:
U(z)=U; (e“’z - rze’”); (7.95)
U+ zZ —vZ
I(z):—z(e” —re” ) (7.96)

A vezeték mentén kialakulo fesziiltség és aram masik kedvelt forméaja a hiperbolikus
fiiggvényekbdl allo leiras.

vz

Itt felhasznaljuk az € = ch vz +sh yz; e = ch vz —sh yz dsszefiiggéseket.

99



7.FEJEZET

TAVVEZETEKEK

Ezzel
L U(7)= U, |(1+r)chyz+(1—r)sh vz, (7.97)
- +

1(z) :Z—Z[(l—rz)ch vz +(1+1)shvz. (7.98)

Ha inkébb a lezaras teljes fesziiltségével akarjuk kifejezni az amplitudot, mintsem
a pozitiv irdnyba halad6 hullam amplituddjaval a lezarason, hasznaljuk a (7.95)-bdl
kovetkezd

U,=U; (14n) (7.99)

Osszefiiggést. Ezzel:

1—
U(z)=U,|chrz+ 2 shyz|, (7.100)
n
mig
U,[1-r
I(z)=—=2|—2ch~vyz+sh~z|. 7.101
E)=Z i e tsh (7.101)
Figyelembe véve, hogy (7.92) alapjan
l—r, Z,
Tz (7.102)

és a lezarason Z ,=U,/I,, kapjuk, hogy a vezeték mentén a fesziiltség és aram
értéke:

U(z)=U,chyz+Z,sh~z; (7.103)

— U,
I(Z)—Izch ’}/Z—l-Z—Sh vz. (7.104)

0

A h hosszisagu vezeték alkotta kétkapu lanckarakterisztikdja z = h, U(h) = U,
I(h) = I, helyettesitésekkel:
U)| |chyh  Zish~h||U, U,
=|(shyh =A

ch vh ’ (7.105)
Il ZO 12 12

Ebbdl a 4 hosszlsagu tavvezetékszakasz mint kétkapu valamennyi kétkapu-
paramétere eldallithato. A kétkapu

4, = A, (7.106)
alapjan szimmetrikus és

AA=A4,4,, — 4,4, =1 (7.107)
alapjan pedig reciprok.

100



7.FEJEZET TAVVEZETEKEK

(7.105) alapjan a bemeneti impedancia a tavvezetéken:
U, Uyxh~h + I, Zsh~h
be — 5
1 gzsh ~h+Ich vh (7.108)

0

ahonnan némi rendezéssel és Z, = U, /I, behelyettesitésével:

_ Z,ch vh+Zssh vh

Z, = .
b 7 Z.ch yh+ Z,sh yh (7.109)
A tavvezetékszakasz tehat impedanciatranszformaciot végez.
A bemeneti generétor a Z,_ = Z, impedanciat ,latja” (7.9. abra). Ezért
U, VA
=—0 U =—1_U,. _
1 Z+7, 1 7 +7, 0 (7.110)—(7.111)

KULONLEGES LEZARASOK

Erdemes megvizsgalnunk néhany specialis lezarast.

a) Hullamimpedancia:
Z,=Z7,. Ezt koncentralt parametert lezaroimpedanciaval nyilvan csak egy frekvencian
tudjuk megvaldsitani. Ilyen esetben:

Z. =2, (7.112)

Bdvebben: a hullamimpedanciaval lezart tdvvezeték bemeneti impedancidja is a
hullamimpedancia. Ilyenkor a vezetéken nincs reflexid, csak pozitiv iranyba halado
hulldmunk van. Ezt a jelenséget Uigy nevezziik: a lezaras illesztett (a vezetékhez).
Néha hullamillesztésr6l vagy reflexiomentes illesztésrdl beszéliink, megkiilon-
boztetésiil az Gn. teljesitményillesztéstol.

Megjegyzések:

1. Ajelenség fizikai magyarazata nyilvanvalo. A vezeték szamara a hullimimpedanciaval torténd
lezaras €s egy végtelen hosszu azonos vezetékkel torténd lezaras kdzott nincsen kiilonbség.
A terjed6 hullam szamara a feltételek mindkét esetben azonosak. Ezért nem 1ép fel reflexi6.

crer

impedanciat, ha a bemeneti impedancia megegyezik a lezaréimpedanciaval, ez a hullam-

impedancia.
b) Rovidzar:
Z,=0, Z, =Z,th~vh. (7.113)
¢) Szakadds:
Z,— oo, Z,,=Zcthyh (7.114)
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A két specialis lezaras lehetdséget ad a vezeték szekunder paramétereinek meg-
hatdrozasara:

Z,=+Z,.Z

ber“~besz 5
Z
~h = arth /ZL (7.116)
besz

IDEALIS VEZETEKSZAKASZ

Idedlis vezetéken a jelenségek sokkal attekinthet6bbek. Miutan o =0,

(7.115)

. 2T
y=JB= J)\— , @ haladohullamok csillapitdsmentesek.
g

A legfontosabb, mindségileg 0j jelenség, hogy a reflexios tényezd amplitiddja a
vezeték mentén allando [1. (7.91)]:

r(z)=re/*" (7.117)

Ez a vektor az 6ramutat6 jarasanak megfeleld iranyba forog (valtozatlan abszolut
értékkel), ha a vezetéken a lezaras iranyabol a gerjesztés iranyaba haladunk. A forgo

A
vektor z:?g tavolsag megtételekor, azaz félhulldam hossznyi tdvolsagonkeént

ugyanazt az értéket veszi fel. Ennek kovetkeztében a vezetéken kialakuld aram, ill.
fesziiltség:

Uz)=U, (7" +rne’™); (7.118)
U; +j0Bz —jBz

1(z):z—(e +re ") (7.119)
0

is fél hullimhossznyi periodicitassal rendelkezik a vezeték mentén. Ezt jol illusztralja
a normalizalt fesziiltség komplex vektora:

Ulz)

— —Jj26z _
W—l—f—rze / —1+V(Z), (7120)

U=
illetve az &ram normalizalt alakja:
- 1
=—
Uje”z,

A normalizalt értékeket a 7.10. dbra mutatja, ahol a vezetéken félhullam hosszusaga
tavolsagot megtéve a reflexio komplex vektora egy teljes fordulatot tesz meg.

=1—re " =1-r(z). (7.121)
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u
1 +I'
-I
7.10. dbra i
Normdl fesziltség
és dram

Az impedancia a vezeték mentén (7.109)-nek megfeleléen

Z,cos Bz + jZ,sin 3z Z,+ jZtgBz
Z(z)=2, 7 2=
Z,cos Bz + jZ,sin 3z Z,+ jZ,tgBz

(7.122-123)

nyilvanvaléan szintén A, /2 szerint periodikus. A normalizalt impedancia z=27 /Z,és
a reflexids tényezo kapcsolata végig a vezeték mentén (7.120) és (7.121)-bdl:

p=r U1l _1+r (7.124)
i 1 Z, 1-r
ahonnan
z—1

Ezek az 0sszefiiggések a z és r komplex szamsikokat kdlcsonosen leképezik egymasra. Mindkeét
leképezés kortartd: kort (beleértve az egyenest is mint végtelen sugaru kort) kdrbe képez le a
masik sikra. Ennek megfelel6en a z sik konstans valds és képzetes egyeneseinek korok felelnek
meg az r sikon (7.11. abra). Ezt a kdrdiagramot Smith-diagramok nevezik. (7.117) értelmében
az r sikon egy tavvezeték fél hullamhossznyi szakaszon minden impedancidja egy konstens
r sugart koron fekszik. Ez az igy kapott diagramon egyszerl grafikus miveletetekkel lehet6vé
teszi az impedanciatranszformaciok nyomon kovetését.

Jjx

7.11. dbra
Bemend8impedancia
meghatérozdsa Smith-
diagram segitségével
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A (7.102) egy érdekes kdvetkezménye a negyedhulldm hosszsagi vezetékszakasz

A s
lezarasanak és bemeneti impedanciajanak kapcsolata [/ = Tg ,azaz Ol = 3 esetén:

ZZ
Z, :Z—O;szlzz =7, (7.125)

2
azaz a lezard- és a bemeneti impedancia mértani kdzepe a hullamellenallas. Valos
lezaras esetén valos impedanciat kapunk negyed hulldmhossz tavolsagra. Ezt az
impedanciatranszformaciot a késébbiekben felhasznaljuk.

OSSZETETT VEZETEKHALOZATOK

Tavvezetékekbdl mint kétkapukbodl dsszetett haldzatok épithetdk fel.

Amennyiben a halézatban nincsenek tavvezetékekbdl kialakitott hurkok (7.12.
¢s paralel kapcsolds sorozatai jutunk el a bemenetig, a generator kapujaig. Tobb
generator esetén az eljaras egy-egy generatort a haldzatba helyezve szuperpozicids
eljarassal végezheto el.

e
A
2

7.12. abra <>

Tavvezetékhdlézat {X} 'e) C

Ha a halozat tavvezetékekbdl, (adott esetben akar egy tavvezetékbdl is (7.13.
abra) allo hurkot tartalmaz, a kapukon a csomdponti egyenleteket és a hurok-
egyenleteket fel kell irni, és ezekhez hozza kell venni a tavvezeték halozati para-
métereit, pl. a lancmatrixot. Az igy kapott egyenletrendszerrdl bebizonyithato, hogy
konzisztens, mindig van megoldasa.
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IDEALIS VEZETEK SPECIALIS LEZARASSAL

a) Hullamimpedancia:

Z,=72,, n=0, Z =2, (7.126)
b) Rovidzar:

Z,=0, n=-1, Z =2, = jZzgBh (7.127a)
c) Szakadas:

Z,—oo, r,—+1, Z =2, =—jZ,ctglh. (7.127b)

A (7.126) és (7.127) ismét lehetdvé teszi a szekunder paraméterek meghatarozasat:

f Z
ZO = Zbchbcsz H tgﬁh = _Zi' (7 128)7 (7 129)
besz

A b) és ¢) esetben kiilon is érdemes foglalkozni a vezetéken kialakul6 hullammal.

Rovidzarral torténd lezaras esetén r, = —1; (7.118) és (7.119)-bdl:

U(z)=U, (" —e /") =2jU,sinfz; (7.130)
_ U2+ +jBz —jBz\ __ ZU;

I(z)—7(e +e )= —-cosz. (7.131)
0 0

A fenti kifejezések abszolut értékei az amplitido eloszlasat mutatjak. Visszatérve
a valos id6éfliggvényre, a kovetkezdket latjuk:

u(z,t)=R2,U, sinfze’™ = 2U2+sinﬁzcos[wt + g] (7.132a)
U, : Uy

i(z,t)= 3%272c0sﬁze’°” = ZZ—zcosﬁzcos(wt). (7.132b)
0 0

Az els6 szembetling jelenség: nincs tobbé haladohulldm. Az idében szinuszosan
valtozo fesziiltségek és aramok amplitidoja a helytdl fligg, éspedig szinuszfiiggvény
szerint. Mindkét amplitidonak nullahelyei vannak egymastol félhullamnyi tavol-
sagban. Ezeket csomopontoknak nevezziik.

A masodik észrevétel: az aram- és fesziiltségamplitudok helyfiiggvénye negyed-
hullam hosszuséaggal el van tolva egymashoz képest, tehat ahol az egyiknek csomo-
pontja van, a masiknak maximalis kitérése. Ugyanekkor a fesziiltség és d&ram idében
is el vannak tolva negyed periddussal: amikor az egyik mennyiség mindeniitt eléri a
maximumot, a masik mindentitt éppen zérus és forditva.

s
Negyedperiodus [5] faziskéséssel az impedancia éppen tiszta reaktancia lesz.

Ezt mar korabban is lattuk a (7.127a) kifejezésben.
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7.14. dbra

Az illesztett fogyasztéval
lezart tavvezeték dram-
és fesziltségviszonyai

7.15. dbra

A végén nyitott idedlis
vezeték elektromos

viszonyai

TAVVEZETEKEK

A viszonyokat a 7.14. dbra szemlélteti.
Szakadassal lezart vezetéken r, = 1, igy most:

u(z)=2U, cosf3z;

+

i(z) = 2jlé—zsinﬂz,

0

(7.133a)

(7.133b)

¢s lathatd, hogy az el6zd esethez hasonloan itt is allohullamok alakulnak ki.

A viszonyokat most a 7.15. dbra szemlélteti.

- - - - - —-—
o.».o x  [* x
H o 1 o x X
LN X ] X X
® ¢ o s
e —— ——| —— - -

AJ4

AJ4

WM — N

S
1|2
=
z
U
<
5
=]
S
X X &
E
d) Tiszta reaktans lezaras:
— JX _Zo —

Z,=jX, r,

~

Z,— jX

Nyilvanvaldan |r2| =1, tehat

— ol
r,=e”,

s igy

2
u(z)=U; (e”ﬂz +e”e_’ﬂz) = 2U2+e]2cos[6z—%],
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tehat ebben az esetben is allohullamot kapunk a vezetéken, csupan a lezaras helyén

most sem csomopont, sem maximalis kitérés nem alakul ki, de ez > -val el van

tolva a szakadassal elzart esethez képest. A bemeneti impedancia most is tiszta
képzetes.

e) Altalanos lezdras:
Vizsgaljuk meg a vezetéken lejatszodo jelenséget tetszés szerinti impedancidval
torténd lezaras esetén. Ekkor

_ R+ jX—2, _ (R_Zo)+jX _
R+jX+Z, (R+Z,)+jX

e, (7.137)

n

ahol most lathatéan |r| <1, ha R > 0, azaz minden passziv lezaras esetén. Az is
beldthaté (7.137) elemzésével, hogy |¢] < %

A fesziiltség eloszlasa a vezeték mentén:

U(z)=U, [e“ﬂz +|r ej'“”e*jﬁz].

Némi szamolassal:

U(t)=v; {(1|r|>eﬂ”+|r|e"5

A, ef(w;]u _

=(1-|r)Use" " + 2|r|ej§U2+cos[ﬁl — %],

(7.138)

ami a vezetéken kialakulod hullamot egy pozitiv irdnyba halado és egy allohullam
Osszegeként irja fel. Az allohullam kovetkeztében az amplitid6 a vezeték mentén
valtozik, maximuma az allohullam legnagyobb kitérésénél, minimuma az allohullam
csomopontjanal lesz:

] = 1+

;U

o = (1=)s ] (7.139)

mi

Az allohullam-intenzitds mértékét a tdpvonal mentén mérhetd maximalis €s
minimalis fesziiltség hanyadosaként definialjuk, és dllohullamaranynak nevezziik.
Jele az angol ,,voltage standing wave ratio” kezd@bet(iibSl VSWR:

max

1%
VSWR = —max.
1%

14
P (7.140)

min

Egy pillanatra visszatérve a (7.120) és (7.121) 0sszefiiggésre, ill. a 7.10. abrara,
lathatjuk, hogy a fesziiltség abszolut értéke maximumanal az &ram abszolut értéke
minimalis (és forditva), és ezeken a helyeken az aram és a fesziiltség fazisban
vannak. Ezért kimondhatjuk, hogy idedlis vezetéken a maximalis és minimalis
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abszolut értékli impedancia egyuttal tiszta valos, és az allohulldmarannyal a
kovetkezéképpen fejezhetd ki:

Z,o =7, VSWR; (7.141)
Z

zZ =20

i = S (7.142)

¢s a két impedancia helyének tavolsaga éppen negyedhulldm hosszusagu.

Az alléhullamarany ndvekedése csokkenti a vezetéken atvihetd teljesitményt. Ha
a tavvezetéken megengedett maximalis fesziiltséget adott (ezt rendszerint a dielektri-
kum atiitési szilardsadga szabja meg), akkor a kovetkezéképpen gondolkodhatunk.
A Z, lezarbellenallason fellépd hatasos teljesitmeny:
1 T wy) . 1o )
B =2 %0, (L) = SRU, (1+r)——(1-r)= 57(1—|V| )

0 0

‘2

ahol figyelembe vettiik, hogy Z, valos. A (7.119) elsd egyenldséget felhasznalva:

2 2

_1|Umax 1—|7"|2 :|Umax 1_|V|

2 7, (1) 22 1+

A végsb eredményiink tehat:
. 7.143
> 27, VSWR’ (7.143)

azaz rogzitett maximalis megengedett fesziiltség esetén az atvihetd hatasos
teljesitmény az alléhulldmarannyal forditva aranyos.

A novekvd allohullamarany nem csak az atvihetd teljesitményt korlatozza, a
reflektalt hullam a tavvezetéken torténd informacidatvitelt is zavarja.

Célkitlizés tehat, hogy a tavvezetéken a reflexiot megsziintessiik tetszéleges passziv
(R, = 0) lezaras esetén.

TAVVEZETEK ILLESZTESE

Az el6zdekben ravilagitottunk, hogy a tavvezeték hasznalata sordn a reflexiod a
tavvezeték mentén hatranyos. Ezért alapvetd feladat a reflexid megsziintetése.
Koréabban lattuk, hogy ha a lezar6impedancia a hullamellenallas, Z, = Z , akkor a
tavvezeték illesztett mddon van lezarva és nem Iép fel reflektalt hullam. Az esetek
jelentds részében azonban a felhasznalds soran nem biztosithato ilyen lezéras.

A tovabbiakban tehat nem az egész tavvezetéken, de annak a nagy részén koveteljiik
meg a reflexiomentes terjedést, a lezaras kis kornyezetében elfogadjuk a reflexiot.

Megjegyezziik, hogy itt — mint az eddigiekben is — csupan egyetlen frekvencidn
vald vizsgélatra szoritkozunk. Az illesztés véges frekvenciaintervallumban nem
biztosithatd. A gyakorlatban ezért véges intervallumban a specifik4cio nem a tokéletes
illesztést szokta elérni, hanem azt, hogy az alléhullamarany legfeljebb mekkora értéket
vehet fel. A tartomanyban torténd illesztésre a példak kozott taldlunk néhany
illusztrativ feladatot.

108



7.FEJEZET

7.17. dbra
Tavvezeték illesztése

7.17. abra

Soros illesztés

TAVVEZETEKEK

Az illesztést mindig a vezeték egy lezarashoz kozeli pontja és a tdvvezeték tobbi,
millesztett” része kozé helyezett kétkapuval végezziik. A kétkaput ugy kell
kialakitanunk, hogy a tavvezetek illesztett része fel€ Z terhel6impedanciat mutasson.

A 7.16. dbra feltételezi, hogy az illesztetlen tdvvezetékszakasz hulldmimpedanciaja
megegyezik az illesztett tavvezetékével. Ez nem feltétlen kovetelmény.

— 0O— \
Illesztd

Z =7
kétkapu

Az illesztésnél az illeszté kétkaput és az / tdvolsagot kell meghataroznunk oly
modon, hogy a kétkapu bemenetén az impedancia Z = Z legyen. Mas szoval a
reflexios tényezd r = 0, ill. VSWR = 1.

A vezeték hosszu szakasza illesztett. Ezért kompromisszumként elviseljiik, hogy
az illesztetlen szakaszon, amelyet minél rovidebbnek igyeksziink tartani, van reflektalt
hullam.

ILLESZTO KETKAPUK

1. Soros reaktancia

Az otlet: keressiik meg a vezetéken azt a helyet, ahol az impedancia valds része
éppen Z, a hullamimpedancia. Az itt fellépd reaktanciat egy ellenkezd el8jeli, sorosan
kapcsolt reaktanciaval kompenzaljuk.

Van-e ilyen hely a tadvvezetéken?

Igen. A (7.141) és (7.142) tanulsaga szerint egymastdl negyed hullamhossz
tavolsagra tiszta valos impedancia alakul ki, éspedig Z  >Z ,mig Z  <Z . Akoztik
1év6 negyed hulldmhossznyi szakaszon az impedancia valos része folytonosan
valtozik. A folytonos fiiggvények kozépértéktétele kovetkeztében van olyan pont
ebben az intervallumban, ahol RZ,, = Z, Félhullim hosszusagu szakaszon tehat
két ilyen hely van. Belathato, hogy az impedancia képzetes része e két pontban
ellenkezd eldjelli, de azonos abszolut értékli. Ezen helyek egyikén végezziik az
illesztést.

Az illesztOreaktanciat a tavvezetéken legkdnnyebben rovidzarral vagy szakadassal
lezart tavvezetékkel tudjuk megvalositani (7.127). Rovidre zart csonkkal valo
illesztést mutat a 7.17. abra.

!
e
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A hanyadoshoz / €s [ ért€két valtoztatni kell. Utobbinal ez altalaban nem okoz
gondot, / valtoztatdsa azonban nehéz. Maga az elrendezés pl. koaxidlis kabelben

eleve nehezen valdsithaté meg.

Az illesztés szamitasa viszonylag egyszerli. Az illesztés feltétele:

Z=7Z +7Z, (7.144)
ahol

Z = jZytgPl, = jX., (7.145)
ésa

Z,=RZ,,, (7.147)

X, +X.=0 (7.148)

egyenletekbdl a keresett / €s [ meghatarozhato.

2. Parhuzamos reaktancia
A soros illesztés kivitelezésének technikai nehézségei miatt a parhuzamos illesztés
sokkal elterjedtebb (7.18. abra).

1
Z, :[> :[> Zye Y,=Y+iB
7.18. dbra €
iB
Parhuzamos illesztés elve O

A reaktanciat most is vezetékcsonkkal, éspedig rovidre zart vezetékcsonkkal
célszerli megvalositani (7.19. ébra).

/

7.19. dbra

Parhuzamos illesztés
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7.20. dbra

CsUsztathaté
vezetékcsonk mint illeszté
elem

7.21. édbra
Két helyhez kotstt
vezetékcsonk mint
illeszt8elem

7.22. édbra

Illesztés transzformatorral

TAVVEZETEKEK

Az illesztés feltétele [ €s [ olyan megvalositasa, hogy teljesiiljon az

1 1 1

7 =7 T (7.149)

0 cs be

feltétel. Ez ismét két skalaregyenletet jelent, amelybdl a keresett hosszak meghata-
rozhatdak. Most is belathato, hogy a tavvezetéken félhullam hosszasagon beliil két
illesztési hely taldlhato.

A hangolas most is a csonk €s a rovidzar mozgatasaval torténik. Ez kettds vezetéken
igen egyszerien kivitelezhetd, de a koaxialis kabel esetén is megoldhat6 (7.20. abra).

3. llleszteés két csonkkal

Ha el akarjuk keriilni az illeszt6csonk mozgatasat a vezeték mentén, rogzitett
csonkokat kell hasznalnunk. Az illesztés feltételét legalabb két ilyen csonkkal lehet
megvalositani (7.21. abra).

Meg kell jegyezni, hogy mig egy mozgathaté csonkkal elvben tetszés szerinti
allohullamarany esetén elvégezhetd az illesztés, ez két rogzitett csonk esetén nem
lehetséges.

4. Illesztés transzformatorral

A vezetéken — mint ezt mar emlitettiik — (7.141) és (7.142) tanulsaga szerint félhulldm
hosszisagon beliil két olyan hely talalhatd, ahol a vezeték impedanciaja tiszta valos:
Z,* VSWR és Z /VSWR. Ezen a helyen idedlis transzformatorral a bemeneti
impedancia a vezeték hullamimpedanciajara transzformalhat6 (7.22. abra).

O Q [

5

O Q O
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7.23. dbra
Illesztés N/ 4-es
transzformétorral

TAVVEZETEKEK

Tavvezetéken ,,idealis” transzformatort legkonnyebben \,/4 hosszasagh vezeték-
szakasszal tudunk megvalositani (7.23. abra). Ilyen vezetékszakaszon (7.125)
értelmében a transzformator hullamimpedancidja a lezaro- és a bemeneti impedancia
mértani kdzepe:

Z VA4

Otr = 1tr=2tr *

(7.150)

e
q

Az illesztéshez meghatarozzuk azt az [ tavolsagot a lezarastol, ahol az impedancia
tiszta valos (7.141) és (7.142) értelmében itt az impedancia:

Z,-VSWR

20 T

7.151
. (7.151)

VSWR

¢s igy a transzformator hullamimpedancidja:

Z,NVSWR

or —

5 (7.152)

0

(VVSWR

Figyelem! Valamennyi illesztés egy frekvencian érvényes. A frekvencia valtoza-
saval az illesztett szakaszon is eltér az alléhulldamarany egytdél. Az illesztés
savszélességet ugy definidljuk, hogy a savon beliil az allohulldmardnynak megadott
értéknél kisebbnek kell lennie. A savszélesség novelése tobb vezetékcsonkkal torténd
illesztéssel, illetve tobb nem sziikségszerlien A/4 -es transzformator lancba
kapcsolasaval érhetd el.

TAVVEZETEK-REZGOKOR

Rovidzarral lezart tdvvezetéken allohullamok alakulnak ki. A fesziiltségnek a
rovidzaron csomopontja van. Ha a vezetéken a kdvetkezd fesziiltségecsomopontba
szintén rovidzarat tesziink, az igy kialakult zart és véges hossziisagu vezetékszakaszon
a fesziiltség (és aram) eloszlasa nem valtozik. A révidzérat tdvolabbi csomdpontba
clhelyezve ugyanezt allithatjuk. A csomopontok kozotti tavolsag A\/2. Az [ hosszu-
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7.24. dbra

A két végén lezart vezeték
kilonbozé rezgési
4llapotai

7.25. dbra
Negyedhulldm-,
félhullam- és harom-
negyedhullém hosszy-
sagl rezg8rendszer

TAVVEZETEKEK

sagu, mindkét végén rovidzarral lezart tavvezetékszakaszon a félhullam hosszlisag
egész szamu tobbszorose helyezkedhet el. A hullamhossz tehat (7.24. ébra):

2
A, ==1, n=12,. (7.153)
n
| l |
I I
| |
A=21 1A
2
A=1 1:25
2
Alle 1:3A
3 2

(I
(

A tdvvezetékszakasz frekvenciameghatdrozo aramkorként (rezgdékorként)
viselkedik, ahol a frekvencia:

f= c L—n 2c l
e, A, e | (7.154)

—

A szakaddassal lezart vezeték végén az &ramnak van csomopontja, a fesziiltség-
hullam amplitidoja maximalis. Ezért mindkét végén szakadassal lezart vezetéken
a hullamhossz megegyezik (7.153)-mal. Egyik végén rovidre zart, masik végén
nyitott tavvezetéken (7.25. dbra) a hulldmhossz negyede adddik hozza a félhullam
hosszhoz:

A
[=nt4’%, (7.155)
2 4
ahonnan
A= 4 [, n=0,1,2 7156
g 2n+1 2 b b b AR ( . )
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7.26. dbra

Mindkét végén megadott
impedanciaval lezért
vezeték mint rezgé
rendszer

TAVVEZETEKEK

Altalanos lezarasok esetén a rendszer sajat rezgésének frekvenciajat a kovetkezd-
képpen szamitjuk (7.26. abra).

a) b)

A Z impedanciaval sorba kotiink egy fesziiltségforrast. A bemeneten foly6 aramot
I -gyel jelolve:

L(Z,+Z,,)=U,, (7.157)

ahol Z, , a tavvezeték bemeneti impedancidja (b aramkor). A generatorfesziiltséget
0-ra csokkentve (és igy visszatérve az eredeti @ aramkorhoz) véges aramot csak
akkor kaphatunk, ha

Z+Z,;=0, (7.158)
azaz részletesen:

Z,+ jZ,tg 1
c

Z,+7, = 0.

7.159
Z,+ jZtg 2l (7.159)
C

Ebben az 6sszefiiggésben egyetlen szabad paraméter van: w . A komplex egyenlet
megoldasa nem feltétlentil valos. A komplex w értékek csillapodd rezgéseket
jelentenek:

w=uw+ ju" (7.160)
esetén
e/ =e e, (7.161)

TAVVEZETEKEK IDOTARTOMANYBELI VIZSGALATA

Egyszerli eszkozokkel csak idedlis (torzitdsmentes) tavvezetéken terjedd hullamokat
tudunk kezelni. A konnyebb attekinthetdség kedvéert itt csak az idedlis vezetéken
lejatszodo jelenségekre vonatkozo alapfeladatokat ismertetjiik. Az eredmények
kiterjesztése torzitdsmentes vezetékekre nem okoz nehézséget.

A tavvezetéken lejatszodo jelenség tér-id6 dinamikdja altalaban megkdveteli
kezdeti és peremértékek egyiittes kitlizését. Specialis esetekben azonban ezek koziil
elegendd az egyiket kitliznilink. A tovabbiakban valamennyi alapesetet végigvizs-
galjuk.
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A vezetéken halad6 hullamokat (7.16) és (7.17)-nek megfeleléen az alabbi alakban

keressiik:
u(z, t)= fi(z—vt)+ f,(z +vt); (7.162)
, 1
iz, 1) =—|fi(z=vt) = fo(z+w1)] (7.163)

0

A képletekben f, és f, tetszbleges alaku fliggvények lehetnek. Altalaban
megkoveteljiik, hogy ezen fiiggvények véges energiat hordozzanak, azaz abszolut

értekiik négyzete mindkét valtozojuk szerint integralhato legyen.

1. Kezdetierték-feladat

Végtelen hosszl tavvezetéken a peremértékeket nem tudjuk megadni. Az egyértelmi
megoldashoz a vezeték mentén meg kell adnunk a fesziiltség €s az aram eloszlasat a
t = 0 pillanatban. Ez a kezdeti érték.

Legyen
u(z, 0)=U(z); (7.164)
i(z, 0)=1(z); (7.165)

ahonnan némi szamolassal:

()= 3U(E)+ 2 () (7166)

i(z)= %[U(z) —Z,I(2)]; (7.167)

ahonnan a megoldas (7.142) és (7.143) felhasznalasaval konnyen eléallithato:
1
u(z, t)= E[U(z—vt)—|—Zol(z—vt)—|—U(z—i—vt)—ZO(z—i—vt)] (7.168)
Hasonldan az dramra:

1

i(z, I)ZE U(z—vt)

+I(z—vt)—M

0 0

+1(z+wt)|. (7.169)

Nézziink egy egyszerl példat! Tételezziik fel, hogy a vezeték mentén egy
fesziiltséglokés alakul ki, de a kezdeti pillanatban &ram még nem folyik (7.27. bra).

U (2,0)

UO%

i (z,0)

7.27. ébra
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7.28. abra

TAVVEZETEKEK

A kialakul6 fesziiltség-, illetve dramhulldm:

u(z, t):%[U(z—vt)—i—U(z—i—vt)]; (7.170)

i(z, t)zzL%[u(z_w)_u(zw)]. 7.170)

Ebben az egyszeri esetben tehat a fesziiltség és az aram eloszlasa a vezeték mentén
t = 0 pillanatban a 7.28. abran lathato.

Ul(z,t)

[\S)

vt vt

Az aram el6jele jelzi, hogy az aram pozitiv vagy negativ iranyban folyik-e a
referencia-vezetéken.

Az abran feltiintettiik az un. karakterisztikakat. Ezek azt mutatjak, hogy a vezetéken
a hullam egy karakterisztikus pontja (esetiinkben a maximuma) hogyan halad a
vezeték mentén ¢ fliggvényében. Egyenletes haladas (dllando sebesség) esetén a
karakterisztikak v meredekségli egyenesek.

A karakterisztikak nem allando sebességii terjedés esetén is a hullamjelenségek vizsgalatanak
fontos segédeszkozei. Ilyenkor természetesen nem egyenes a karakterisztika.
A karakterisztikak akkor hasznalhatok, ha a hullam alakja a terjedés soran csak lassan valtozik.

2. Peremeérték-feladat

Ebben az esetben a vezetéken a kezdeti érték zérus, a vezeték egy pontjan azonban
eldirjuk a fesziiltség és/vagy aram id6beli valtozasat. Mindkét mennyiség eldirasakor
kell6 6vatossaggal kell eljarni, tekintve, hogy a terjed6 hullam adrama ¢és fesziiltsége
meghatarozzak egymast.
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A peremérték tehat:
u(0, t)=U,(1); (7.172)
i(0, £)=1,(1). (7.173)

Mindkét iranyban terjed6 hullam esetén (7.162) és (7.163)-bol:
1

Ale) =S |U (1) + 20, (1)) (7.174)
fz(t):%[Uo(t)_Zolo(t)]; (7.175)
ahonnan
1
u(z, t):E[UO[t—%]—i—ZOIO[l‘—%]-i-Uo[f‘i‘%]—Zolo[H’%] ; (7.176)
e sl
L Al o R e 5 | (.17

A karakterisztikak az el6z8 esethez viszonyitva valtozatlanok.
Egy példat mutatunk az egyik irdnyban torténd terjedésre: egy bekapcsolasi
tranziens (7.29. abra).

Ol

7.29. dbra O

u(0, 1)=U"e () (7.178)
U(+)

i(0, t)=——=¢(2). (7.179)

0

Miutan csak pozitiv iranyba haladé hullam van, u(0, 7) egyértelmiien meghatarozza
i(0, 7)-t. Barmely iddpillanatban (7.162) és (7.163) alapjan:

z
u(z, t):UH)s[t—;] (7.180)
és
)
i(z, 1)= 5[1—5] (7.181)
Z, v '
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azaz
U haz<vt
“= (7.182)
0, haz> vt
Ezt a fliggvényt dbrazoljuk a 7.30. abran.
Uz)
u()
.
7.30. dbra
vt z

A karakterisztika megegyezik a 7.28. abra pozitiv féltengelyhez tartozo karakte-

risztikdjaval. Az u(0, ¢) és i(0, ¢) ismeretében a 7.29. dbra alapjan:
(+)
Ut = U, _ MR =U, _U_R;
ZO
ahonnan
Z
vt =20y, (7.183)
R+7Z,

azaz a vezeték bemenetének fesziiltsége egyszeri fesziiltségosztassal szamithato az
R és Z ellenallas kozott.
3. Kezdetiérték- és peremérték-feladat
Az éltalanos esetre mutatunk egy példat, amely a vezetéken kialakul6 zarlat hatasat
modellezi. Legyen a tavvezetéken a 0 pillanatban staciondrius U fesziiltség az &ram
a vezeték mentén zérus. A ¢ = 0 pillanatban a z = 0 helyen véges R ellenallast
kapcsolunk a vezetékre (7.31. abra):

u(z, 0)=U (7.184)

i(z, 0)=0. (7.185)

P i
i |
u u
UR
u
Ri,z
7.31. dbra 10
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Az R ellenallas bekapcsolasakor mindkét iranyba azonos értéki fesziiltséghullam

indul el. Az R ellenallason fellépd U, fesziiltseg:
Ug=Ri,=U+u =U+u"

ahol v~ =u". De

- +
= it ==
ZO ZO

ahonnan az ellenallason foly6 dram:
. = ot _ .
i, =1 —i =2i.

Ebbdl (7.186)-ot felhasznalva kapjuk:

R
U+u =iR=2i R= —2Z—u7,

0

azaz
- Z, .
2R+Z,
. U
2R+2Z,
A zarlati fesziiltség, ill. aram értéke:
2R
U, = ;
2R+ Z,
2U
i, = :
2R+ Z,
Alegérdekesebb eredmény, hogy a zarlati aram R =
abra):
U
u=y-
UR
0 z

7.32. dbra
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0 esetén is véges marad (7.32.
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7.33. dbra
Elrendezés
és karekterisztikdi

TAVVEZETEKEK

A karakterisztikdk megegyeznek a 7.29. dbra karakterisztikdival. Az &ramhulldm
avezeték végét T=L/viddvel a zarlat bekdvetkezte utan éri el, és legnagyobb értéke
u/Z, lehet.

A MENETDIAGRAMOK MODSZERE

A karakterisztikak segitségével frekvenciafliggetlen lezarasnal a tranziens nyomon
kovethetd, a tavvezeték egyes pontjaiban az aram ¢és fesziiltség értéke meg-
szerkeszthetS. A tovabbiakban a részletes ,,elmélet” helyett egy példan mutatjuk be
a modszer hasznalatat. Tlikrozik a 7.33. 4bran bemutatott elrendezést. Kapcsoljuk
az U, fesziiltség-generatort a ¢ = 0 pillanatban a vezetekre.

_( Y [
D} v. 2 A
_( s 1§

r1:—1 r2:—0,6
Z U,
o
4
“00
U+r U
}}S(/o 0 270
"U U0+ r2U0+7'17'2 UO
2
t t

Az abran T = — a futési 1d6 a vezeték mentén.
v

Z, 7
_ %0 _
1*1:0 ZO:—I; = 4 = O’75:—0,6.
0+2, §+ZO 1,25
4

A karakterisztikdkbol all6 menetdiagram segitségével a vezeték két végén
visszaver6ddé hulldmok nyomon kovethetdk, és a vezeték barmely pontjaban
Osszegezhetdk.

Latszik, hogy frekvenciafiiggd reflexi6 és bonyolultabb gerjesztés esetén ez a
félgrafikus modszer nem hasznalhato.

120



7.FEJEZET TAVVEZETEKEK

A menetdiagram-modszer befejezéseként hatarozzuk meg az allandodsult

fesziiltséget és aramot a lezarason:

U, :(1—}—r2)U0 -, (1+rz)U0—}—r22(1+r2)U0 +.+=

1+r,

:(1+r2)(1—r2+r22—r23:|:...:|:)U0:H_rzUo:UOQ

U, U, 1-nU, U
L=(1-nr)2—r(-p)=L+ +t=—220_20
= 72)20 d r2)zo 1+r, Z, R,

(7.193)

(7.194)

A fenti formuldk megfelelnek a fizikailag indokolt varakozasnak. Az el6z6
megfontolas az egyenadramu fogyaszton felépiil6 dram és fesziiltség bekapcsolasakor

fellépd tranzienseit illusztralja.

ALTALANOS TRANZIENSEK

Tetszés szerinti vezeték €s lezaras esetén az eddigi modszerek nem hasznalhatok.
A numerikus megoldésain kiviil lehetséges a transzformacids modszerek hasznélata
is. Az alabbiakban a Fourier-transzformacio alkalmazéasat mutatjuk be. Laplace-

transzformécioval hasonlo eredményekre jutunk.

A transzformacio az idtartomanyt a jw frekvenciatartomanyba képezi le, mikozben

a térbeli valtoz6 paraméterként szerepel:

+00

Fu(x, t): fu(x, t)e_j“'dt:U(x, jw);
+7<>o

Fi(x, )= [[i(x, t)e de =1 (x, jw)

A vezetéken pozitiv iranyban haladé hullam:

400
u’ (x, l‘) = 2L f (]1 (jw)e*“ﬂejwtdw
T —00

it (x t) = LT Y (jw) e e/dw;
’ 21 v Z, (jw) ’

ahol

U (jw) a bemeneti U, (7) = U (0, 7) fesziiltség transzformaltja,

Z, pedig a hullamimpedancia.

A vezeték végén mérhetd reflexios tényezd a lezarason:

Z(j0)-Zw),
)= )T )

¢s a bemeneten:

Z, (jw)—ZO (ju))

Z, (jw)—i—Zo(jw)'

n(jw)=
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Az elsé reflektalt hullam / hosszasagh vezetéken:

=l z1),

u (x, jw)=nU, (jw)e Me";
¢s végll a sokszoros oda-vissza ver6dés utan:

7"/(41 7x)

U )= U, (e 4 2 e 0 e |

=U, (jw)[e_”x (1 +rne M +rinle M + ) +re (1 +rre " + )]

Innen a mértani sort 6sszegezve:

. e e
Uz, jw)=U, (]w)—l — rrze_w
172

U1 (JCU) e rzev<x721)
—2~1

I(z, jw)=

Z, (jw) 1—-rre
A sorOsszegezésnek az a feltétele, hogy az

—21

‘rlrze ‘<1

egyenl6tlenség fennalljon.

A (7.201) és (7.202) kifejezésekben jol elkiiloniil a pozitiv és negativ iranyba
halad6 hullam. Allandosult allapotban csak a lezaras hatdrozza meg a reflexiot: r, a

reflexios tényezd.

A visszatranszformaldsnal kitiintetett szerepet kapnak a nevezd poélusai, azok a

(komplex) frekvenciak, amelyeken:
rre " =1,

Ezek a frekvenciak a rendszer sajatrezgéseinek frekvenciai.
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ELEKTROMAGNESES

HULLAMOK KELTESE

Amint a 3. fejezetben az elektrodinamika felosztasanal lattuk, az elektromagneses
tér legaltalanosabb egyenletei:

oD

tH=J+—;

1o y ¢y)
0B

tE=—"2; 1
10 5 (II)
div B=0; (11T)
divD=p; (IV)
D=¢cE, B=_uH. V)

Homogén kozeget tételeziink fel, tehat ¢ és p allando.

A teret gerjeszté mennyiségek az daram €s a toltés. A tovabbiakban azt vizsgaljuk,
milyen modon lehet meghatarozni a gerjesztdmennyiségek ismeretében magat a
létrehozott teret.

Az Osszefliiggéseket nem a térjellemzd mennyiségekre irjuk fel, hanem a
potencialokra. Az a tény, hogy a B vektor divergenciamentes, lehetévé teszi, hogy
egy alkalmasan valasztott A vektorpotencial rotacidjaként fejezziik ki:

B=rot A. (8.1)

Ezt az Osszefliggést (II)-be helyettesitve €és felcserélve a hely és id6 szerinti
derivalast (ez nyugvo rendszerben mindig megteheto):

rot E = —Qrot A= —rota—A
ot ot

a kovetkezd Osszefiiggésre jutunk:

O0A
t|E+—|=0.
ro [ + 8t] (8.2)
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23 Torténelmi érdekesség, hogy
Maxwell munkaiban az alap-
egyenletek az (I), (IV), (8.1) és
(8.3) voltak. Ennek oka az a bo-
nyolult hidrodinamikai modell
volt, amellyel Maxwell az elek-
tromagneses teret modellezte,
és amelyben az A vektorpoten-
cial kitiintetett szerepet jatszott.
Az egyenletek mai alakjat
O. Heaviside formulazta meg
1884-ben, mar Maxwell hala-
la utan. Lényegében azonos
egyenletekre jutott H. Hertz, aki
kisérleti uton eldszor keltett
radiohullamokat. Erdekesség,
hogy az (I)-(II) egyenleteket
Einstein mindig mint Maxwell—
Hertz-egyenleteket idézte.

TAVVEELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Mivel a zarojelben all6 vektor rotaciomentes, eldallithatd egy skalarpotencial
gradienseként:

O0A
E +— = —grady,
ot srady
ahonnan

0A

E grad ¢ o (8.3)

A sztatikus (5’/ ot = O) esettel ellentétben az elektromos tér nem allithat6 eld csak
skalarpotenciallal, hanem a magneses teret meghatarozé vektorpotencial is megjelenik
az értékében.”

Az eddigiek értelmében, ha adva van A és ¢, a vektor- és skaldrpotencial mint a
hely és 1d6 fiiggvénye, akkor E és B a (8.3) és (8.1) egyenletekbdl meghatarozhato.

Magukat a potencialokat az eddig fel nem hasznalt (I) és (IV) egyenletek
segitségével tudjuk meghatarozni. Vegyiik észre: csak ezek az egyenletek tartalmazzak
a gerjeszté-mennyiségeket, a masik két egyenlet homogén!

Miutéan az A vektorpotencialnak csak a rotacidja kotott, a divergenciajat szabadon
valaszthatjuk. Ez az in. mértékvalasztas. A divergenciat célszerlien ugy valasztjuk,
hogy az egyenletek a lehetd legkényelmesebb alaktiak legyenek:

H = (1/p)rot A -t (I)-be helyettesitve a

2
. A
rotrot A=graddivA—AA=puJ —ep gradaﬁ—eua >
ot ot
Osszefliggéshez jutunk, amelybdl rendezés utan kapjuk:
2
AA —ep 861? :—uJ—i—grad[divA—l-su%—f =0. (8.4)

A (IV) egyenletbe (8.3) € -szorosat helyettesitve D helyére azt nyerjiik, hogy
div D = —¢ div grad p— €gdiVA =p,
t
ahonnan rendez¢s utan a

Ap=—L_9giv A

8.5
e Ot (8:3)
Osszefiiggéshez jutunk.
A mértéket a (8.4) egyenletet egyszeriisitve megvalaszthatjuk ugy, hogy
va+fu%§:0 (8.6)

legyen. Ez az 0sszefliggés a Lorentz-feltétel, és az igy valasztott mértéket Lorentz-
mértéknek nevezziik. (8.6) alkalmazasaval (8.4) az alabbi egyenletre egyszertisodik:

O’A
or’

AA —ep —ud, (8.7)
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mig (8.5)
o p
Ap—epy——=-=L 3.8
7 M(?tz € (8.8)
alaku lesz.

Az A vektorpotencidlra és a ¢ skalarpotencidlra azonos alaku egyenletet kapunk
a Lorentz-feltétel alkalmazasaval.

Az egyenletek térbeli hullamegyenletek. Diszkussziojukra még visszatériink. Mar
most megjegyezzik azonban, hogy nem fliggetlenek, hanem a jobb oldalon all6
mennyiségek kozott a folytonossagi egyenlet erds kotést jelent. Belathato, hogy a
(8.6) Lorentz-feltétel a (8.7) és (8.8) egyenletekben a folytonossagi egyenlet
teljesiilését biztositja.

Tetszés szerinti 1) fliggvény segitségével olyan potencidlok allithatok eld, amelyen
azonos térmennyiségekre vezetnek. Ezek a potencialok:

A* = A+ grady; (8.9)
O

¥ p_ 1

e, (8.10)

A 9 elnevezése: mértékfiiggvény. Ha ugy valasztjuk, hogy A* és ¢ * is eleget
tegyen a Lorentz-mértéknek, mértékinvarianciarol beszélink. Konnyen belathato,
hogy a mértékvariancia esetén a v eleget tesz a homogén hullamegyenletnek:

82
Ap—ep a:D =0.

A masik gyakran valasztott mérték a staciondrius esetbdl jol ismert Coulomb-
meérték:

div A =0. (8.12)

(8.11)

Ezzel a (8.5) a Poisson-egyenletre egyszerlisodik (de a benne szereplé mennyiségek
az idében valtoznak):

Ap=—=. (8.13)

A vektrorpotencialra vonatkozo6 (8.4) egyenlet azonban bonyolultabb lesz.

2

0°A Oy
AA — = —uJ + d—=—. 8.14
e pd +ep grad = (8.14)

(8.13)-bol ¢ meghatarozésa a sztatikabol ismert modon torténhet. Az igy kapott
potencialt (8.14)-be helyettesitve kell megoldanunk a hulldmegyenletet.

A folytonossagi egyenlet most is teljesiil. (8.14) mindkét oldalanak divergencia-
jat véve a bal oldalon (8.12) kdvetkeztében zérust kapunk, még a jobb oldalt kisza-
mitva a

dp

. ) dy . 0 .
—divJ+ed d—=—divl+e—Ap=—divl——=0
v J + ¢ div gra Y wd+e Y ® v o (8.15)

folytonossagi egyenletre jutunk.
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A mértékinvariancia feltétele most (8.9) felhasznalasaval
div A*=div A + Ay =0 alapjan:

Arp =0, (8.16)

azaz a mértékfiiggvény a Laplace-egyenletnek kell, hogy eleget tegyen. A feltétel

Térjiink vissza a Lorentz-feltételnek eleget tevé hullamegyenletekre! A hullam
terjedési sebességére (ahogyan ezt a 7. fejezetben mar lattuk) a kdzegben mérhetd
fénysebesség adodik:

1 c c
N @17

A két egyenletbdl jol 1atszik, hogy a sztatikus-stacionarius alapegyenleteket akkor
kapjuk vissza, ha

ep— 0, azaz v — oo (8.18)

a terjedési sebessége végtelen. A sztatikus-stacionarius leiras a valddi folyamatoknak
mindig csak a kozelitése. Ez a kozelités a fénysebesség igen nagy értéke miatt véges,
de viszonylag nagy kiterjedési térrészben igen jo lehet. Ez a tény teszi lehetévé
példaul a koncentralt paraméterti hal6zatokkal torténd, azonnali kdlcsonhatast
feltételezd leirast.

Hatarozzuk meg a (8.7) és (8.8) egyenletek megoldasat. Kezdjiik a legegyszertibbel,
egy id6ben valtozd pontszeri toltés potencialjanak a meghatarozasaval.

A megoldas nyilvan gémbszimmetrikus lesz. Ezért a (8.8) egyenletet gombi
koordinatakban kell felirni. A Laplace-operator az r, 9, ¢ gombi koordinatakkal
felirva:

2
L)L 000, 0%

r=or{ Or) r°sing 0V oY) rsin“ 9 0¢

A gémbszimmetrikus megoldas csak r-tdl fligg, igy az egyenlet alakja az origd
kivételével (ahol pontszert toltés helyezkedik el):

2
lg[rza—go]—s 0 z=0.

Ap

r>or\ or “? B

Tételezziik fel, hogy a megoldas alakja — ismerve a sztatikus hatarértéket:
fr,t

go(r, t) :—(r )

Ezt a hullamegyenletbe helyettesitve:
dp 10f [

b
or ror r

2 2
or\ or) or o’ or or?
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Az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve:
19° 0’
——{ —ep —{ =0.
r or ot
Az orig6tdl eltekintve az egyenlet tehat

1[82f_ 5’2f]:0

— €
r| or? a or*

alakba irhato, azaz a zarojeles kifejezés minden r-re zérus. Ennek az egyenletnek a
megoldasat a tavvezetékek elméletébdl ismerjiik:

f(r t)zﬁ[t—%]ﬂ@[mt%].

Foglalkozzunk a fizikailag jol értelmezhet6 megoldassal: a pozitiv  irdnyban
terjed6 hullammal, tehat legyen:

f(r, t)=f[r—§].

r — 0 esetén a sztatikus hatarértéket kell kapnunk. Az ennek megfelel6 megoldas:

-3
olr, t):L v) (8.19)

d7e 7

Megjegyzés: a kifejezés eleget tesz azon feltételiinknek is, hogy v — oo esetén is a sztatikus
hatarértékbe megy at.

Elosztott toltés esetén:

do = p[f,n,c,t —%]df dn d¢, (8.20)
és ezzel .
1 P(fﬂ?»@f—*)
elny.zt)=7—] Y dg dn d. (8.21)
TwE v r
Hasonldé modon: -
J[f,n,c,r—]
A(x, y, 2, 1) = ﬂf—vdg dn de. (8.22)

4r r
Az eddigi konvencionknak megfelel6en x, ), z azon P pont koordinatai, ahol a
potencialt keressiik: &, n, , azon Q pont koordinatai, ahol a toltés/aram van. r a P és
Q pont kozotti tavolsag, ami mind a hat koordinata fliggvénye.
(8.21) és (8.22) a retardalt (kesleltetett) potencidlok. Abban kiilonboznek a
sztatikus-stacionarius potencialoktol, hogy a potencialértéket nem a vizsgalt 1d6-
pillanatban fennall6 gerjesztés hatarozza meg, hanem az az érték, amelyet a gerjesztés

r . 144 4 r . ”r . /4 rr . .
t —— id6pontban, tehat — idével a vizsgalat el6tt vett fel. Ez azt jelenti, hogy a
v %

véges terjedési sebesség miatt a gerjesztés a hatasat késleltetve fejti ki.
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8.1. dbra
Dipélus a koordindta-
rendszer origdjaban

TAVVEELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Meg kell emliteniink, hogy a kifejezések a t+7 valtozoval is az inhomogén
v

hullamegyenlet megoldésat adjak. Ezek az avanzsalt (sietd) potencialok. Ezeknél az
ok-okozati viszony idérendje felcserélddik. Létezésiik mégsem vezet ellentmondasra.
(Ennek magyaréazata pl. a Simonyi—Zombory tankonyv 4.5. szakaszdban talalhato.
Ezen magyarazat szerint is a retardalt potencidlok elégségesek a tér keltésének
vizsgélatara.)

A DIPOLUSANTENNA SUGARZASA.
HERTZ-DIPOLUS

A Hertz-dip6lus rovid, / hosszusagl vezetékdarab, amelyen tiszta szinuszos id6fliggé-
st aram folyik, amelynek értéke a vezeték hossza mentén allando. Ez akkor lehetséges,
ha vezeték hossza sokkal kisebb az adott frekvencidhoz tartoz6 hulldmhossznal.

A vezeték végén az daramnak divergencidja van. Ezért fel kell tételezniink, hogy a
vezeték végén negativ és pozitiv toltés halmozddik fel, azonos abszolut értékkel. Az
elrendezés elektromos szempontbol tehat egy dipdlus, amelynek momentuma szi-
nuszosan valtozik (8.1. abra.)

P(9,¢)

A Hertz-dip6lus jelentésége abban all, hogy vékony vezetékbdl kialakitott (vonal-
szerli = linedris) antenna kis szakasza helyettesithet6 vele. Az egész antenna elektro-
magneses tere a dipdlusok terének szuperpozicidja.

A dipolus nyomatéka:
p=R{p,c"} =lg=1R{0e"}, (8.23)
ahonnan a nyomaték idébeli valtozasa:
dp o dg .. ;
— =Ripjwe™ t =1—==l=R{U " }. 8.24
ar {poJ ar { 0 } ( )
(8.23) és (8.24) Osszevetésébol:
I
p, =1-". (8.25)
Jw
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A vektorpotencial (8.22) felhasznalasaval szabad térben (v=c = 1/ VEolto)

s

14
At U e _plmle 7L

4 r 4 7 (8.26)

A tovabbiakban csak a (helyfiiggd) komplex amplitidokkal szdmolunk, az i«
alak 1d6fiiggd tényezot elhagyjuk.

A (8.1) alapjan:

H= irot A. (8.27)
Ko .

Felhasznaljuk a vektoranalizis alabbi azonossagat:

rot[ £ (r)a|= f (r)rot a+ grad f (r)xa. (8.28)
Ezzel a magneses térerdsség:
iy
H=togrd® s, (8.29)
41 r

mivel rot 1 = 0. Bevezetve az r, = r/r egységvektort:

Iy (jw | 1] it
H:ﬁ[;—i_r_z]e [1xr,]. (8.30)

Az Ixr,vektorszorzat merdleges a dip6lus és a vizsgalt pont felé mutatd vektor
altal kifeszitett sikra. Ebbdl kovetkezik, hogy a magneses tér er6vonalai kor alakuak,
kozéppontjuk a didda tengelyén van.

A magneses térerdsség két részbdl all. Az elsd tag a tavolsag elsé hatvanyaval
forditott aranyban csokken, mig a masodik tag a tavolsag négyzetével forditott
aranyban. A masodik tagot kozeli térnek nevezziik, az elsé tagot pedig tavoli vagy
sugarzasi térnek, mert a masodik tag csak kis tdvolsdgokban érezteti hatasat, még az
elsé tag nagy tavolsagokban is. Az 1/r* tavolsagfiiggés a Biot—Savart-torvénynek
felel meg.

A szamitést egyszeriibb koordinatak szerint végezni. A magneses térerésség (8.30)
kifejezése |l X r0| =1 sin ¥ helyettesitéssel gombi koordinata-rendszerben az alabbi
komponensekhez vezet:

H =0
H,=0; (8.31)
H, _ ﬁ—i—% sin e 7

A7l r r

ahol 3= % = W€y -
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24 Miért nem a (8.3) Osszeflig-
gést hasznaljuk? Azért, mert a
kiszamitasa joval hosszadalma-
sabb és bizonyithatdan (8.32)-
re vezet. Vigyazat! Ez nem alta-
lanos, mas esetekben mas meg-
fontolasok lehetnek érvénye-
sek.

8.2. dbra
A villamos er8vonalak a
dipélus merididnsikjgban

TAVVEELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Az elektromos tér szamitasara az (I) Maxwell-egyenletet hasznaljuk fel. A tiszta
szinuszos gerjesztés kovetkeztében a komplex amplitudokra felirt egyenletekben

% — jw helyettesitéssel éliink. Az origdn kiviil nem folyik aram, tehat J = 0.4

E:LrotH:

rot rot A.
Jwe, Jweot (8.32)
(8.31) rotaciojat gombi koordinatakban kiszamitva:
E, _ 4 &%— 2) ~|cos e I7;
A\ g, ¥ weyr
Il jwu ] e 11 . i

E, =0 |20 T 70 lsin e,

Y S weyr’ \ g, 1 (833)
E_=0.

@

Az elektromos térerésség kifejezésében is taldlunk 1/7-rel aranyos tavoli teret.
A kozeli tér 1/r2-beli ardnyos komponensei a sztatikus dipolus retardalt terébdl
adodnak, mig az 1/r2-tel aranyos tagok a magneses tér hasonl6 tagjainak valtozasa
altal indukalt elektromos teret irjak le.

Az elektromos térnek csak a dipolus tengelyére fektetett sikban (merididnsik)
vannak komponensei, ¢ iranyl komponense nincsen (8.2. abra). Ezzel szemben a
magneses térnek csak ¢ irdnyl komponense van, amint az elézéekben belattuk.

-—
—
N>
o—oO
—>

| >

Erévonalai korok, amelyek kézéppontja a dipolus tengelyén van. Az elektromos €s
magneses térerésség azonos intenzitast helyei egybeesnek.

A jelenség elsé részletes elméleti vizsgalatat Heinrich Hertz német fizikus 1888-
ban publikalta, miutan kisérleti titon el6szor allitott eld egyenes vezetéken folyo
nagyfrekvencias &rammal (antenndval) elektromagneses hulldmot.

A képeken jol lathato, hogy a tavoli térben az elektromos térerdsségnek
gyakorlatilag csak 9 komponense van. Ezek a komponensek az antenna tengelyére
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merdleges iranyban a legintenzivebbek. A sin 1} fliggés miatt az antenna tengelyének
iranyéaban nincs 1) irdnyt komponens, igy tavoli tér sem. Az erévonalak zarddasat a
kozeli tér r iranyt komponensei teszik lehetéveé.

Miért varjuk el az er6vonalaktol, hogy zartak legyenek? Azért, mert a térben (az
antennan kiviil) sehol sincsen toltés, a tér divergenciamentes.

A HERTZ-DIPOLUS TAVOLI TERE

A tévoli tér komponensei:

B =Dl et g VO (8.34)
LRV

H :]—Olﬁsin ge 1 (8.35)
T 4mor

A tavoli tér komponensei egymasra merdleges vektorok (8.3. dbra). Miutan az
elektromos és magneses tér kozott nincsen faziskiilonbség, a tavoli térben a
térerésségek maximumai helyben is egybeesnek (8.4. dbra). Az el6z6 4llitas azt is
jelenti, hogy E és H amplitaddjanak hanyadosa mindeniitt allandé mennyiség.

Az

8.3 abra

A villamos és mdagneses
térer8sség irdnya a téavoli
zéndban

8.4 dbra

A villamos és mdgneses
térer6sség maximdlis
intenzitdsy helyei

a térben egybeesnek
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Val6ban:
L T T
|H|_ /6 _Cuo_m_ 60- (836)

Az abszolut érték ebben a kifejezésben ugy értetendé mint a térbeli vektorok
komplex amplitiddja. A fenti kifejezés tehat eltérd fazisu terek esetén komplex
mennyiségre is vezethet. Konkrét esetiinkben ez a hanyados valos.

A hanyadost hullamimpedancianak, valos esetben hullamellendllasnak nevezziik:

Z, = /? ~377 2 (21207 £2), (8.37)
0

a szabad tér hullamellenallasa.

Osszefoglalva: a tavoli tér harom legfontosabb tulajdonsiga:
1. Az elektromos és magneses térerésségvektorok merdlegesek egymasra és a haladas
iranyara. Valoban

Hlixr,, (8.38)
¢s a komponensegyenletekbdl levezethetden:
E=Z,[Hxr,). (8.39)

2. A térerésségvektorok amplitadoi kozott valos hanyados a hullamellenallas:
[E| _
|~ Zy. (8.40)

3. A térerOsségvektorok 1/r-rel aranyosak. A frekvencia helyett szabadtéri hullam-
hosszat (A =2m/f ) hasznalva a kovetkezd, gyakran alkalmazott 6sszefliggéseket

kapjuk:
E, = 'lZ liI sinde " = '60%111 sine 7", 841
! J2 “ra? ! A ’ (8.41)
111 ;
H, =j—=—1I,sinde .
o= 2 o (8.42)
Az antenna amplitido-iranykarakterisztikdja a tavoli térerésségre az alabbi médon
definialt:
E(r, I, go)”
gy 0L
( 90) HE(V, 9. 90) _ (8.43)

Az Gsszefliggésben || || a vektor komplex amplitidojanak valds abszolut értékét
jelzi. (8.43)-ban az iranykarakterisztika nyilvanvaldan nem fiigg a tadvolsagtol, hiszen
a szamlalo és a nevezd tavolsagfiiggése egyarant 1/r.
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8.5. dbra
A dipélus sugdrzési
irGnykarakterisztikdja

TAVVEELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Esetlinkben a rovid dipolus iranykarakterisztikdja,
F(0, ¢)=sind (8.44)

hengerszimmetrikus, csak a {9 fliggvénye (8.5. abra).

A KISUGARZOTT TELJESITMENY

A kisugarzott teljesitményt a tavoli tér széllitja el az antenna kornyezetébdl. Ha
ugyanis a S = E x H Poynting-vektort szamitjuk, csak az 1/r-rel aranyos komponensek
adnak 1/r2-tel aranyos Poynting-vektort. Miutan a feliilet, amelyen a teljesitmény
ataramlik, a tavolsag novekedésekor r*-tel aranyosan novekszik, csak a tavoli tér
komponensei altal szallitott teljesitmény nem csokken a tavolsag novekedésekor.
Ebben 4ll a tavoli tér igazi jelentésége. Minden mas elektromagneses tér az antenna
altal kisugarzott tavoli térnél gyorsabban csokken a tdvolsdg novekedésekor, ezért
nem alkalmas a teljesitmény nagy tavolsagra szallitasara.

Ezt el6re bocsatva szamitsuk ki a tavoli térkomponensek altal 1étrehozott
teljesitményaram stiriségét — a Poynting-vektort, majd integraljuk azt az antennat
kortilvevo zart feliiletre. Az el6bb elmondottak értelmében valamennyi zart feliiletre
azonos eredményt kell kapnunk. Ezért egyszeriiség kedvéért egy gombfeliiletre
integralunk. A tavoli tér Poynting-vektora ugyanis mindeniitt merdleges erre a
feliiletre.

A szinuszos id6fliggés kovetkeztében komplex Poynting-vektorral kell szamol-
nunk. Mivel a tavoli tér komponensei merdlegesek egymadsra és fazisban vannak, a
komplex Poynting-vektor tiszta valos lesz €s abszolut értéke:

1 1 L1(1Y ., .,

S|==EH =—-60m=—|—| 1,’sin’ ¥; (8.45)
2 2 277 (A

P= 45 S dA = lsowi[llz I 2f ]sinz 9 sinvd ¥d (8.46)
A 2 (A 0<p:019:0 , .

ahol 7*sind 9dy a gémbfeliilet elemi darabja. A kifejezésben szerepld integralok
értéke:

27 T ks
4
dp=2m; [sin*? sing d = | (1—cos’¥)sin¥ dvy =—.
j(; .{ [( ) 3 (8.47)
A hatasos teljesitmény tehat:
1 IV .4 1, 2[1]2
P=-30rm|—| [, 2n—=—=1,"-80m" |—| .
2 [)\] T3 27 A (8.48)
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Az R ellenallason atfoly6 /, amplitadoja dram hatasos teljesitménye:

1
P= 51021{, (8.49)
ahonnan a rovid antenna sugdrzasi ellenallasat kapjuk:
(1)
R; =807 nE (8.50)

A teljesitményt szolgaltatd generator szdmara az antenna a sugarzasi ellenallassal
megegyezl ellenallasnak latszik. A generator nem ,,észleli”, hogy a teljesitmény
nem disszipalodik, hanem a szabad térbe tavozik.

Az antenna sugarzasi ellenallasa tehat az antenna hossza és a hullamhossz
hanyadosa négyzetével aranyos. Egy dipollal annél hatasosabban tudunk sugarozni,
minél hosszabb az antenna és minél kisebb a hullamhossz. A (8.50) 6sszefiiggés
azonban csak az 1 << \ feltétel fennéllasa esetén érvényes.

Altalanosan igaz azonban, hogy nagyobb frekvenciakon, tehat révidebb hullam-
hosszban ugyanakkora dramerdséggel nagyobb teljesitményt tudunk elsugarozni.

A hullamellenallas egyébként sok vonatkozéasban valddi ellenallasként viselkedik,
példaul a tavvezetéken fellépd reflexio szempontjabol. Produkélja az un. ellenéllas-
zajt is.

Az antenna impedancidja tiszta valos? Nincs reaktanciaja? A vélasz: az impe-
dancianak van képzetes része is. A kozeli tér komponensei eltérd fazistiak. A beldliik
szamitott komplex Poyting-vektor képzetes része jelzi, hogy a kozeli térben van
ide-oda aramlo teljesitménylengés. Ennek hatasara az antenna reaktanciajaban a
sugarzasi ellenallason kiviil reaktans komponens is megjelenik.

Hogyan jellemezziik az antenna iranyitottsagat, azaz azt a tulajdonsagot, hogy
egyes iranyokban nagyobb, mas irdnyokban kisebb vagy éppen semmilyen telje-
sitményt nem sugaroz? Az antenna irdnyitottsagat a D irdnyhatés jellemzi, ami a
legnagyobb teljesitménysiirliség és kisugarozott atlagos teljesitmény hanyadosa:

Sy _ S (7)

D: max —

S‘AE Psug/4ﬂ_r2 ’ (851)

ahol a tavoli térkomponensekkel szdmolunk. Hertz-dipolusra (8.45) alapjan:

1(1),,
S ZISWF—Z[X] 1.7, (8.52)
mig a kisugarzott teljesitmény (8.48)-bol:

P = 407 [§]2 1% (8.53)

Mindezt (8.51)-be helyettesitve:

D=15. (8.54)

Ez a Hertz-dipolus irdnyhatdsa. Ezt a mennyiséget rendszerint logaritmikus
egységben, decibelben fejezik ki:

D® =10 1gD=101g1,5=1,76 dB.
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8.6a dbra
Figg8leges dipdlus
tokorképében az dram
azonos fézisban folyik

8.6b dabra

Vizszintes dipolus
tokdrképében az dram
ellenkez8 fazisban folyik

8.6¢c dbra

Ferde dipdlus tikorképé-
nek figg8leges kompo-
nensében az eredeti
dipdlus fuggsleges kom-
ponensével azonos fézi-
s0, vizszintes komponen-
sében pedig az eredeti
dipélus vizszintes kom-
ponensével ellenkezd
faziso &ram folyik

TAVVEELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Figyelem! Az antenndak iranyitottsaganak jellemzésére gyakran a G nyereséget
hasznaljak. Ez abban kiilonbozik az irdnyhatastol, hogy nem a kisugarzott, hanem
az antennaba betéaplalt teljesitmény szerepel a hanyadosban:

_ Sow(r)

P, akisugarzott teljesitményen kiviil az antenna veszteségeire forditott telje-

sitményt is tartalmazza. J6 vezet6képességl anyagbdl késziilt antennak esetén a
nyeres€g ¢s az iranyhatas gyakorlatilag megegyezik.

A FOLD BEFOLYASA A TER KIALAKULASARA

Az antennahoz kozel elhelyezkedd foldet végtelen jo vezetSképességlinek tekintjiik.
Ez a kozelités a frekvencia novekedésével egyre romlik, de kisebb frekvencidkon jo
kozelités.

A végtelen jo vezetképességli fold felszinén az elektromos térerésségnek merd-
legesnek kell lennie a feliiletre. Sik feliilet esetén ilyen teret az antenna alkalmas
tikkrozésével tudunk eldallitani. Végeredményben a vezetd feliileten folyd aramok
hatasat alkalmasan valasztott helyettesitd toltéselrendezéssel irjuk le.

A vezetd sikra mer6legesen elhelyezkedd dipdlus toltését az ismert modon tiikrozve
a kialakul¢ tiikraram azonos iranyban folyik az eredeti dipdlus aramaval. A két
dipdlus terének szuperpozicidja mindeniitt merdleges a vezetd feliiletre (8.6a abra).
Az eredd térnek természetesen csak a hatarolo feliilettdl az eredeti dipolust tartalmazé
féltérben van fizikai jelentése.

A vezetd sikkal parhuzamos dipdlus tiikorképében az eredetivel ellentétes aram
folyik (8.6b abra). Tetszés szerinti pozicidban all6 antenna egy a feliiletre merdleges
¢s egy azzal parhuzamos komponensii aram segitségével modellezhetd (8.6¢ abra).
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8.7. dbra

A végtelen |6 vezets-
képességl stk befolydsa

a sugdrzé tér kialakitdsara

TAVVEELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Az eddigiek alapjan vizsgalhatjuk a foldre allitott rovid dip6l sugarzasi tulaj-
donségait (8.7. abra). Az [ hosszsagu dipolust tiikdrképével kiegészitve 2/ hossziisagu
antenna terével kell szamolnunk, amelynek azonban csak a fold sikja feletti tere
rendelkezik fizikai jelentéssel.

7

etk

(8.41) felhasznalasaval — és kivételesen effektiv értékekre felirva az dsszefiiggé-
seket:

ERY™ :12077%111&1Eff sin®, (8.56)
r

ahol a tavolsagok km-ben, a térerésséget mV/m-ben mérjiik. A kifejezésben figye-
lembe vettiik, hogy a tiikkorképpel egyiitt az antenna 2/ hosszisagu.

Az elsugarzott teljesitmény kiszamitasakor figyelembe kell venniink, hogy a
2/ ,,hossziisagh” antenna csak a felsd térrészbe sugaroz energiat, ez a teljes, szamitott
energianak csupan a fele:

1 21y’ 1Y
P= 5807# [T I, =1607" [X] 1. (8.57)

(8.56) és (8.57) 0sszevetésébdl némi szamolassal kapjuk, hogy:
mvim 300
EM™ = FW\/P“W. (8.58)

Ez a ,haromszazas” formula a radiotavkozlés korai szakaszanak altaldnosan
hasznalt képlete volt. A korabeli berendezések viszonylag nagy hullamhosszal
dolgoztak, az antenndk ezért ,,rovidek” voltak. Az dramerdsség persze csak kozelitSleg
volt allandonak tekinthetd, de a fenti dsszefiiggés igy is jo becslést adott a foldre
allitott fliggbleges antenna altal 1étrehozott térerdsségre.

Hogyan valtozik a foldre allitott rovid antenna tobbi jellemzdje?
A sugérzasi ellenallas (8.57)-bdl:
P 1Y
R = —= 1607° [X] (8.59)

eff?

kétszerese a magéban allé dipdlénak.
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Mivel a maximalis teljesitménystirtiség kétszeres antennahossznal négyszeresre nd,
a kisugarzott teljesitmény azonban csak kétszeresére, az irdnyhatas 4/2=2-szere-
sére nd, azaz

D=3,
illetve logaritmikus egységekben 10 1g2 = 3 dB-lel nd, tehat:

D® =476 dB.

KOZEPEN TAPLALT EGYENES
HUZALANTENNAK TERE

Az el6z6ekben megallapitottuk, hogy vonalszerl (linearis) antenndk tere mindig
eldallithato Hertz-dipolusok terének szuperpozicidjaként.

Példaként nézziik az egyenes szimmetrikus dipolust. Az egyenes antenna (8.8.
abra) kicsiny dz hosszisagu darabja altal keltett elektromos térerésség amplitiddja
(8.42) figyelembevételével:

dE, = j6:)—;\rl(z)dzew’z sin . (8.60)
- r / P
A > :

8.8. 4bra

Tetszés szerinti

dz T,
z
1
adrameloszldst egyenes

antenna sugdrzé terének V ‘
megéllapitdséhoz L g 0°

Feltételezziik, hogy a pont, ahol a tavoli teret keressiik, olyan messze van, hogy
az antenna kiilonb6z6 pontjaibol odahuzott egyenesek parhuzamosaknak tekinthetdk.
Az abréabdl leolvashato, hogy:

¥, =T, —z cost,

ahol r, az antenna kozepének tavolsaga a vizsgalt ponttol.

Az r egymast kovetd kozelitesei:
zérusrendii:
v

elsorendii:

r, & 1, —z cosv.
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A (8.59) nevezdjében a zérusrendii kozelités megengedhetd, de az exponencialis
fliggvény kitevdjében nem. Az amplitudo szamitadsanal a hiba zérusrend kozelitéssel
elenyész0, a fazis szamitasnal azonban nagyobb pontossaggal kell szamolunk, ezért
ott az elsérendii kifejezést hasznaljuk. Ezzel

607 —jB(ry—zcosd)

dE, = j—e¢e Jsin .
TN (8.61)
Az egyes Hertz-dipolusok terének ereddjét a fenti kifejezés integralasaval kapjuk:
~iBr +1/2
E,= 360—7T ©  sinv f I(z)e"* “dz. (8.62)

—1/2

A kifejezés a tavoli térben igen j6 eredményt ad, ha ismerjiik az antenna mentén
az drameloszlast.

Sajnos, ezt az eloszlast pontosan nem ismerjiik! Jo kozelitést kapunk, ha az antennat
szakadassal lezart kinyitott tipvonalnak tekintjiik, amelyen allohullamok alakulnak
ki, hiszen a vezetékvégeken az d&ram zérus. Feltételezziik, hogy ezek az allohulldmok
ugyanolyan szinuszos eloszlastiak, mint a tdvvezetéken (8.9. dbra). Ez a kozelités
igen jo példaul félhullam hosszisagu antenndk esetében (8.10. abra).

8.9. dbra.
J6 vezeté fsldre helyezett

antenna drameloszldsa — > —> —

1
8.10. dbra ~ / 12) Y YYYY=D
Kézépen téplalt \\
szimmetrikus antenna
4drameloszlésanak =
meghatdrozdsa a tév-
vezeték-analdgidval

> —— ——> >
~
N

Az arameloszlas ezzel a kozelitéssel:
Iosinﬁ(l—z), z>0
I(z)= :

(8.63)—(8.64)
IysinB(l+z), z<0

vagy egyetlen Osszefiiggésben:

I(z)=1,sin3(I—lz|), (8.65)

ahol az antenna hossza 2/. Ezzel a szimmetrikus gerjesztést biztositottuk.

(8.65)-0t behelyettesitve (8.62)-be, r helyére az altalanos -t irva, €s némi rendezés
utdn az alabbi Osszefiiggéshez jutunk:

—iBr l
1207/, ¢ sinﬁfsinﬁ(l—z)cos(ﬁz cost)) dz. (8.66)
0

Eﬁ:j

Az integralas — ritka eset — zart alakban elvégezheto:
e 1" cos (! cos?)— cos Bl
sin v '

E, = j60I, (8.67)
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8.11. dbra

A sugdrzasi ellendllés

TAVVEELEKTROMAGNESES HULLAMOK KELTESE

Ha [/ <0,25), az antenna r6videbb, mint f€l hullimhossz, az /, drammaximum
nincs az antennan. Ilyenkor a bemeneti /(0) arammal szimolhatunk, ahol

1(0)=1,sinfl. (8.68)

Ezzel

£, - i60 I(O) e 7 cos (Bl co'sq‘})—cosﬁl. (8.69)
singl r sin ¢}

(8.68), ill. (8.69) felhasznélasaval a szimmetrikusan taplalt egyenes antenndk (a
szaknyelv ezeket is dipdlusoknak nevezi) irdnykarakterisztikaja ill. sugarzasi
ellenallasa és iranyhatasa szamithato.

Az irdnykarakterisztika szdmitasdhoz kimutathatd, hogy a {6 sugarzési irany
1/X<0,625 esetén ¥ =90°, az antenndra merdleges. Eddig az antennahosszig
tehat

e i

|E

max|_

601, (1—cospl), (8.70)

és igy az amplitado iranykarakterisztikaja:
cos (Bl cos®d)
F(0)= . (8.71)
(1—cos Bl)sin v
A sugérzasi ellenéllés és az iranyhatas altalaban nem fejezhetd ki zart alakban, de

numerikus integraldssal meghatarozhatd. Az eredményeket diagramon abréazolva
(8.11. 4bra) lathato, hogy pl. 1/A=0,25 esetén R = 73,2 W, D = 1,64 (2,15 dB).

260
240

200 /
160 /
120 /

80

a

40

0
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

/

A
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25 Az izotrop tulajdonsag azt
jelenti, hogy a kozeg elektro-
magneses jellemz6i iranyflg-
getlenek.

ELEKTROMAGNESES HULLAMOK

TERJEDESE

SIKHULLAMOK

Keressiik a Maxwell-egyenletek legegyszeriibb megoldasat homogén, izotrop?
kozegben, toltések és aramok nélkiil.

A 3. fejezetben lattuk, hogy a Maxwell-egyenletek ilyenkor a kovetkezo 6sszefliggé-
sekhez vezetnek:

O*E

AE—¢ep e =0; (9.1)
O’H

AH —ep o0 =0. (9.2)

Ezek az egyenletek homogén hullamegyenletek. A legegyszerlibb megoldas
keresésénél tételezziik fel, hogy az x koordinata-tengely irdanyaban terjed a hullam.
Ekkor a fenti egyenletek az alabbi egyenletekbe mennek at:

OE, __ OE,.

o Mar
I=X) z (©.3)
O’H, . 0’H,

. ar

A (9.3)-ban szerepld egy térbeli dimenzids hullimegyenlet megoldasat egyebek
kozott a tavvezetékek elméletébdl jol ismerjiik. Minden megoldas

i

X X
. :ﬁ[t_;]+f2[t+;J (9.4)

1

111 e
Jeu e Jew, n

A megoldas csak az x koordinatatol, a terjedés irdnyatol fligg. Az arra merdleges
sikban tehat a térerdsség értéke azonos. Ezért a hullimegyenlet ezen megoldasat
sikhullamnak nevezzik.

alaku, ahol v=
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Az elektromos és magneses térre vonatkozo egyenletek megoldadsai nem fligget-
lenek egymastol. Hogy mely megoldasok tartoznak 0ssze, csak az eredeti Maxwell-
egyenletekbdl donthet6 el.

(Figyelem! Az egyenletek egyszertisitésekor konnyebben megoldhatd egyenleteket kaptunk,
de olyan informacid veszett el, amit csak az eredeti egyenletek felhasznalasaval tudunk meg-
szerezni!)

frjuk az I. Maxwell-egyenletet a kovetkezd alakba:

i j k
rot H=|— 9 9 :aa—E.
Ox 0Oy Oz ot (9.5)
H,_ H, H,
a0,
Esetiinkben dy oz . (9.6)
mig
o0__19 97
Ox vor ©.7)
Ezt (9.5)-be helyettesitve:
i j k o ik
rotH=|F—— 0 O|=F—-—|1 0 0].
v Ot v@tH Hou (9.8)
H, H, H. ¥y Tz

A kifejezés jobb oldalan all6 determinans az i egységvektor és a H vektorialis

szorzata:
10 OE
——|ixH|=¢e—.
* v Ot [l ] © ot ©.9)

A derivalt mennyiségek egy idében allandd konstanstol eltekintve azonosak.
Hullamjelenségnél az allando (statikus, stacionarius) térerésségeknek nincs szerepe,
tehat zérusnak tekinthetjiik Oket.

Felhasznalva a sebesség kifejezését:

. €

1><H::|:\/:E, (9.10)

14

illetve hasonlé modon a I1. Maxwell-egyenletbol

ixE=7F,/EH (9.11)
g
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9.1a dabra

A villamos és a
mdgneses térerésség
térbeli eloszldsa
sikhullémban, ha a

hullédm jobbra halad

9.1b dabra

A villamos és a
magneses térerGsség
térbeli eloszldsa
sikhullémban, ha a
hullém balra halad

ELEKTROMAGNESES HULLAMOK TERJEDESE

A felsé eldjel a pozitiv, az alsé eldjel a negativ iranyba terjedd hullam esetén
érvényes.

A (9.10) és (9.11) egyenletekbdl a homogén és izotrop (és tegylik hozza: veszte-
ségmentes) kozegben terjedd sikhullam kovetkezd tulajdonsagai olvashatok ki:

a) az elektromos és magneses térerdsség, valamint a terjedés iranyaba mutat6 vektor
kolcsondsen merdleges egymasra €s ebben a sorrendben (E, H, i) jobb sodrasu
rendszert alkotnak;

b) az elektromos és magneses térerésségvektor abszolut értékének hanyadosa az egy
iranyban terjed6 hullam barmely pontjaban azonos:

H| Ve

(9.12)
ami a kdzeg hullamimpedancidja.
Viéakuumban:
Z,= \E: 377 Q (=1207 Q). (9.13)

Visszatérve az a) tulajdonsagra, azt mondjuk, hogy a sikhullam transzverzalis
hullam, azaz a térerésség merdleges a terjedés iranyara. Miutan ez mindkét
térerdsségre igaz, az elektromagneses sikhulldmot transzverzalis elektromos-
magneses hulldmnak nevezziik. Rovid jelolése: TEM.

Tiszta szinuszos id6beli lefolyds esetén az x tengely mentén halado hullam
térerésségei az alabbi modon valtoznak:

g
tF=

E= Eoew[ . (9.14)

4
H=Hge ' ". (9.15)

Ezek a hullamok a 9.1a és 9.1b abran lathatok.
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26 A fénysebesség ma elfoga-
dott értéke vakuumban

¢ =299 792 458 m/s és termé-
szeti allando. Ezért a hossz €s
az 1d6 egysége koziil csak az
egyiket kell definialnunk, a
masik mar szarmaztatott meny-
nyiség. Ma mikrofizikai alapon
az1d6 egységét, a masodpercet
(s) definialjak, és a méter (m)
az a tavolsag, amelyet a fény
1/299 792 458 s alatt megtesz.

9.2a dbra
Elliptikusan poldrozoft
hullam

9.2b dbra

A cirkuldrisan poldrozott
hullamok kilénbsézé
tazisu, de azonos
amplitddéjo linedrisan
poldrozott hulldmokbél
tevédnek dssze. Ezek
ered8je ismét linedrisan
polérozott hullam

ELEKTROMAGNESES HULLAMOK TERJEDESE

A hulldmoknak ez az dbrdzolasa pontosan megegyezik Maxwell hatalmas, 1873-
ban megjelent miivének, ,, 4 Treatise on Electricity and Magnetism” (Ertekezés az
elektromossagrol és magnességrdl) egyik abrajaval. Maxwell mar az 1865-ben irt
tanulmanyaban kifejtette, hogy a fény elektroméagneses hullam, de a Treatise
megjelenése idejében ez az erds sejtés bizonyossagga valt.

Foglaljuk 6ssze, melyek azok a tulajdonsagok, amelyek ezt alatdmasztjak.
a) a terjedés sebessége szabad térben igen jol megegyezik a fénysebesség értékével?s;
b)a tény hullamjelenség, amit az interferencia és elhajlas bizonyit;
¢) a fény transzverzalis hulldm, amit a polarizdcio jelensége bizonyit.

A TEM-hullamok polarizaciojat az a sik jellemzi (polarizacio sikja), amelyet az E
vektor €s a terjedés irdnya kijeldlnek. Két, egymashoz képest fazisban eltolt, azaz
azonos iranyban halad6 szinuszos sikhullim ereddje azonban olyan hulldm, amelyben
E forog ¢s hossza is valtozik: végpontja egy elliptikus csavarvonalat ir le (9.2a
abra).

y
E*

o

g X

z

Ezt a hullamformat elliptikusan polarozott hulldimnak nevezziik. Figyeljik meg:
a TEM-tulajdonsag most sem valtozik.

Specialis esetben a forgd elektromos vektor a hosszat nem valtoztatja. Ekkor
végpontja a terjedés soran allandd sugart (cirkuldris) csavarvonalat ir le. Ez a
cirkularisan (korosen) polarozott hullam esete (9.2b abra bal oldala).

E,= Ee e

]Ee e/(,ut kr)
E- Ee, gerko)

E = jEe e
y y

Jobbra cirkularis

Osszefoglalva: sik-, elliptikus és cirkularis polarizaciot kiilonbdztetiink meg. A két
utobbi eldallithato sik polarizacioju hullamok szuperpozicidjaként. A sikban polarozott
fényhullam eldallitasa, ill. detektalasa jol ismert volt mar Maxwell el6tt is.
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Mi okozott mégis kételyt? Ez éppen az un. Maxwell-6sszefiigges. A (9.4) egyen-
letben szerepld torésmutatd, a gyakorlatban az amugy optikailag atlatszatlan
ferromagneses anyagok kivételével ;1. =1 helyettesitéssel:

n=\e, (9.16)

Maxwell idejében a kovetkezd adatokat ismerték, pl. vizre: n = 1,33, €, =80. Az
ellentmondas ok4t ma mar tudjuk: az e, sztatikus mérés eredményeként sziiletett,
ugyanakkor pedig frekvenciafiiggd. Ma a (9.16) Maxwell-Osszefiiggést a teljes
spektrumban méréssel igazolni tudjuk.

A teljes spektrum” felveti a Maxwell-egyenletek érvényességének hatarait. Eze-
ket a hatarokat a ndvekvo frekvenciaknal a kvantumos hatasok megjelenése okozza.
A kvantumjelenségeket a Maxwell-egyenletek mar nem irjak le helyesen.

A sikhullamban terjedd energia Poynting-vektor segitségével konnyen szamithato.
A kolcsonos merdlegességbdl kovetkezik, hogy a vektor abszolut értéke a tér-
erésségvektorok abszolut értékének szorzata, és iranya a terjedési irany. Ertéke:

\/EEZ Jr\/EH2
" €

A magyarazat egyszer(: a feliiletegységen id6egység alatt athaladé energia éppen
az egységnyi feliiletli, v hosszusagl hasabban talalhato energia.

Létezik sikhullam? A valaszt (9.17) adja meg: nem! A terjedés iranyara merdleges
végtelen kiterjedésii sikon ugyanis végtelen lenne az ataramlo teljesitmény, ami
fizikailag lehetetlen. Miért foglalkozunk hat a sikhulldmmal? Ennek legalabb két
oka van. A gyakorlati: kozelit6leg 1étezhet, véges kiterjedésben. Az antennak
targyalasanal lattuk, hogy a tavoli térkomponensek tulajdonsagai azonosak a
sikhulldm terének tulajdonsagaival. Ezért kiilondsen a f6 sugarzasi irdny kornye-
zetében, véges feliileten, elegendd tavolsagban a hullam kozelithetd sikhullammal.
Ezért példaul az adotol tavoli vételi tulajdonsagok szamitasanal a hullamokat (a
vev@antenna kdrnyezetében) sikhullamnak tekintjiik.

A pedagogiai ok pedig: a sikhullam a legegyszeriibb, a Maxwell-egyenleteknek
eleget tevd elektromagneses hullam. Ezért kiilondsen alkalmas az elektromagneses
hulldamok tulajdonsagainak bemutatasara. Egy tudomanytorténeti kérdés kivankozik
még ide. Ha Maxwell mar 1865-ben leirta az elektromagneses hullam tulajdonségait,
mi okozta azt a husz év késedelmet, amig 1886-ban Heinrich Hertz végiil is
mesterségesen eld tudta allitani azt —ahogyan ezt az el6z0 fejezetben lattuk. A vélasz:
Maxwell ¢és az elmélet hatterét képez6 megfontolasok nem adtak itmutatast a hulla-
mok keltésére. Hertz felkésziiltsége kellett az elmélet olyan mélységli megértéséhez,
amely az dramot és a toltést ugy rendelte felhasznalni, hogy a gerjesztésrdl , leszakado”
elektromagnes hullim megsziilessen.

Es a fény? A lathato fény frekvencigjan a hullamok keltése mar olyan mikrofizikai
folyamatok eredménye, amelyekre a fenomenologikus, a jelenségeket makroszkopikus
szinten leir6 Maxwell-elmélet nem adott kdzvetlen magyarazatot.

iuagEer“Hz)v (9.17)

1
=|E|H|=—
5| el = 1
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A SIKHULLAMOK TAVVEZETEKMODELLIJE

Ha a (9.1) és (9.2) egyenletek levezetésénél az eltolasi aram mellett a oE vezetési
aramot is figyelembe vessziik, az egyenletek alakja kismértékben modosul. Példaul
az elektromos térerdsségre és csak x iranyu terjedésre:

VE_ 08 0E_

R T

Hasonlitsuk ezt 6ssze a veszteséges tavvezeték fesziiltségére felirt (7.13) egyen-
lettel:

0’u Ou 0’u

— —(CR+GL)——-LC—=0. 9.19

8x2 ( ) 8t 8t2 ( )

Hasonlo egyenleteknek tesz eleget H és i. Az egyenletekbdl a kovetkezd analdgia
olvashato ki:

(9.18)

E—u, w— L, e—-C, o0c—G, R—0¢é H—I (9.20)

Ez az analdgia az alapegyenletekre is igaz x irdnyu terjedés esetén E-nek csak y
iranyu, H-nak csak z irdnyt komponense van. Az 1. és II. Maxwell-egyenlet és az
analog tavirdegyenletek a kovetkezok:

O0H OE 0i ou
———*=0E +e——; ——=Gu+C—; 9.21
ox T 0 Tax T ©.21)
OE 1
OE,_ o _ou_joi

Ox ot Ox ot

A szinuszos valtakozast hullamokra felirt egyenletek anal6giajabol kovetkezik,
hogy példaul a terjedési egylitthatd €s a hullimimpedancia a sikhulldmokra is
definialhato:

v = jwp(o+ jwe); (9.22)

Ey jwp
—=z,= | (9.23)

o+ jwe’
illetve veszteségmentes esetben:

v = jwfpe; (9.24)

z, = |E. (9.25)

Az analogia akkor is alkalmazhatd, ha a kdzeg inhomogén, de inhomogenitasa
csak x-t6] fiigg. A kiilonboz6 tulajdonsagu térrészeket elvalaszto feliiletek ilyenkor
merdlegesek a terjedés iranydra. Kovetkezésképpen E és H parhuzamosak az
elvalasztosikkal. Ezért a tangencialis komponensek folytonossaga és a tavvezeték-
modell folytonossagi feltételei megfeleltethetok egymasnak (9.3. abra).

145



9. FEJEZET ELEKTROMAGNESES HULLAMOK TERJEDESE

A bees6 hullam reflexidja az analég modell alapjan kénnyen szdmithato (9.3.
abra):

%
( .
C, L, L~
C C, L
U, U,
( Z(JZ
ZOl
9.3. dbra C
Etl = Et2 U =U,,
H,=H, I, =1, (9.26)

A reflexits tényezo:

_52202_201' 997
Ei ZO] + ZOl ( ‘ )
A transzmisszios tényezo:
E 27
f=—Lt—=—_""0
Ei ZOZ +Z()1 (928)
A két mennyiség lathatéan nem fiiggetlen:
t=1+r (9.29)
A kifejezés fizikai tartalma éppen a tangencialis komponensek folytonossagat feje-
zi ki:
E-E+FE (9.30)

Merdleges beesés esetén a sikhullam visszaverddése és behatoldsa a tdvvezeték-
modell és az impedancia alkalmazasaval targyalhato.
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9.4. dbra
Sikhulldmok
téréstérvényének
levezetéséhez

9.5. dbra

A villamos térer8sség
meréleges a beesési
stkra

9.6. dbra
A villamos térer8sség
a beesési sikban fekszik

ELEKTROMAGNESES HULLAMOK TERJEDESE

Ferde beesés esetén a hullam felbonthat6 egy a hatarfeliiletre merélegesen halado
¢s egy azzal parhuzamosan haladé hullamra. A folytonossagi feltételek teljesitését is
figyelembe véve a kovetkezd Osszefliggésekre jutunk. A 9.4. dbran tiintetjiik fel a
beesd, visszaverddott és a kozegbe behatold hullamok terjedési irdnyat, és a beesési
merdlegessel (n vektor) bezart szogét.

Ilh n llV
\\ r‘\
-~
@
0
Q)
2 N
\-.a/z‘/

A folytonossagi feltételek kielégitése megkoveteli, hogy a feliilettel pArhuzamosan
halad6é komponens fazissebessége azonos legyen a két kozegben. Ennek kozvetlen
kovetkezménye a Descartes—Snell Ttorési torvény:

sinay  n,
m = "_1’ (9.31)

ahol n, és n, a kozegek torésmutatoja.

A folytonossagi feltételek érvényesitésénél figyelembe kell venniink a hulldm
polarizacigjat. A polarizaciot itt a bels6 hullam terjedési iranya (n,) €s a beesési
merdleges (n) altal meghatarozott sikhoz viszonyitjuk. Ebben az értelemben
beszéliink ,,merdleges” (9.5. dbra) és ,,parhuzamos” (9.6. abra) polarizaciorol.

Hb Hv
7 ~H H.
1N\ /*h ‘@\
a, Eb a, Ev\
) (1)
\\ \\
@ e o, N A
& \_
Em\\\\\ E = ///‘fz{; Hm
\ m N\

Merdleges polarizacional az elektromos térre vonatkozé peremfeltétel:
E +E =E,. (9.32)
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Nem tul bonyolult szamitassal:

2
cosa, — | 2P | ] sin?q
E, _ Sl
E, 2 ' (9.33)
cosay, +, |2 | BL| sin’q,
Sfy (K

Parhuzamos polarizacional a folytonossagi feltétel a tangencialis komponensre:

(E, +E,)cosa, = E_ cosa,. (9.34)
Ebbdl
2
cosay — %—[Sl] sin® o
E, Sl &
E ' (9.35)
" cosa, + |t —[é:‘]sin2 Q,
Efy (&

(9.33)(9.35) a Fresnel-képletek, a visszaverddott hullam térerésségét megadd
Osszefiiggések.

Erdekes specialis eset, ha a Fresnel-képletben a szamlalo eltinik. Ilyenkor a
visszavert hullam amplitadoja zérus, nincs visszaverddés.

Fizikailaga p, = p, = p, esetben ez csak parhuzamos polarizacioji beesés esetén

kovetkezhet be.
Ekkor
€ n
tga, = 8—? = n—j (9.36)

Az igy definialt szoget Brewster-szognek nevezziik.
Kiilonleges eset allhat €16, ha n, <n , azaz €, < g, €s a beesesi sz0g nagyobb,
mint az aldbbi egyenlet altal definialt hatarszog:

. . . 62 . n,
sinq, >smo, =  [—=—. (9.37)
& n

A (9.31) egyenletbdl kovetkezik, hogy:
) . n o n,n
sina, =sinaq, — > ——

=1.
P (9.38)

Ez az 6sszefiiggés valds a, szoggel nem elégithetd ki. Mi torténik ilyen esetben?
A (9.38)-bol:

cosa, =4/l—sin’a, = / —sin’ al —1 —J\/_Jelsm o, — (9.39)
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9.7. dbra

Teljes visszaver8dés
a) Az E_; amplitddéd
a 2. kézegben expo-
nencidlisan eltGnik,
z irénybannincs
hullémteriedés

b) A sugarak Gtjanak
sematikus dbrdzoldsa

ELEKTROMAGNESES HULLAMOK TERJEDESE
A megtort hulldmot

E_=E_/“ /) (9.40)

m mo0

alakban keressiik, ahol n_ a megtort hullam terjedési iranyaba mutat egységvektor,
r pedig a helyvektor a beesési sikban.

RN

DD D= S
/ x X
o
a1>Ozh 2
k, "2
E e —=gsin" o, —¢,z
V&
z z
a) b)

Figyelembe véve, hogy a 9.7. dbra koordinata-rendszerében
B, (n,r)= 3, (x sina, + z cosay, ), (9.41)

az elektromos térerésség az alabbi alakba irhato:

) jﬂz[xsinazf%\ & sin? oy 7522] . By 7%\ gsin’cy —e,2
€ t—p
E, =E_c"e : —E, o e V5 : (9.42)

A ,,megtort” hullam azonos fazist és azonos amplitiddja sikjai nem esnek egybe.
Utobbiak parhuzamosak a hataroldsikkal. A hatarolosikra merdleges iranyban
azonban nincs terjedés a kozegben, az amplitud6 exponencidlisan eltlinik. Az ilyen
tipusu hullamot inhomogén sikhullamnak nevezziik.

A jelenséget teljes visszaverédésnek (totalreflexio) nevezziik. Erdekes eredmé-
nylink, hogy — hullam teljes visszaver6désénél is behatol a ritkabb kdzegbe, csak a
feltilettdl tavolabb gyakorlatilag megsziinik.

SIKHULLAM VEZET® KOZEGBEN

A véges vezetSképességli kozegben a hullamegyenlet tartalmazni fogja a veszteséget
reprezentald, o vezetOképességgel felirt tagot. A tdvvezetékmodell alapjan a terjedési
egylitthato ¢s a kozeg hullamimpedancidja

v=jwp(o+jwe) = a+jp; (9.43)

P

. (9.44)

A hulldm amplitiddja a terjedés iranydban exponencialisan csillapodik. Pozitiv
iranyban terjedd hullamra:
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E(x,1)=E,e e, (9.45)
ahol (9.43) alapjan:

2
JLE JLE / o
a=w |[— ;3=w [—|4/1+ +1
\/2 g \/2 w’e’

Hogy a kézeg mennyire tekinthet vezetének, a o/we viszonytol fiigg. Ez gyakor-
latilag a vezetési aramsirliség €s az eltolasi aramstriiség hanyadosa. A frekvencia
novekedésével a kozegek viselkedése egyre inkabb szigeteld jelleget mutat. Igen
nagy frekvencian a hullamparaméterek a kis veszteségi tavvezeték tulajdonsagaval

0_2
1+ —— 1

- (9.46)

2

we

rendelkeznek:
o |p (o)
oa=—,—, =w |ep|l+=—] |,
e P " 8[%] (9.47)
1 .0
Z,=,|=|1+]j—1|
0 \/;[ szg] (9.48)
A fazissebesség,
) _E_Ll_l[i]z
T3 l_s,u 3| e (9.49)

mindig kisebb a veszteségmentes kozegben mértnél.
Fémek esetében o >> we . Ekkor jo kozelitéssel:

g |pow 1
a=p3= =5 (9.50)

itt § a behatoldsi mélység. A térerésségek amplitidoja exponencialisan csokken, és
§ tavolsagban a feliileten mért e-ad része.

_x jw[tfi]
E=Ege ‘¢ ' ™. (9.51)
A fazissebesség, v, = dw altalaban joval kisebb a fénysebességnél.
A hullamhossz:

A= 276. (9.52)

Ami azt jelenti, hogy egy hullamhossznyi tavolsagban a feliilett6l a hullam
amplitiddja e > = 0,002 -ed részére csokken, gyakorlatilag eltiinik.

A hulldmimpedancia:
Jop 1+ Jwp  1+]
Z frnd _— Y — =
‘ o N2 N O ob (©.53)
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9.8. dbra

ELEKTROMAGNESES HULLAMOK TERJEDESE

A jol vezetd anyagok, fémek azon tulajdonsagat, hogy benniik az elektromagneses
hulldm intenzitasa ilyen gyorsan csokken, felhasznaljuk arnyékoldsra. Az arnyékolas
egy térrész elszigetelése az elektromagneses hatasoktol. Ennek lehetséges megoldasa
az arny¢kolando térfogat koriilvétele jol vezetd fémlemezzel. Az arnyékolas hatas-
fokat sikhullam csillapitasaval modellezziik (9.8. abra).

€15y €p ly O €55 Hy
Z Z, 23
Y
rzl rr}
Zl Z3
Z,

A réteg a sokszoros reflexio hatdsara a bemeneten
tlZEbe

(1 — Iy e

[szes

(9.54)

—2’yd>

terer8sség alakul ki. Ez azt jelenti, hogy £, =FE'[ . . ahogyanezta (7.181)
osszefliggesnél is lattuk. A képletben £, a bal oldali féltérbdl érkezd hullam ampli-

tudoja a hatarfeliilet bal oldalan, mig

_ 2z .
= Z.+7, ’ (9.55)
— Zl _Zz .
= 747, > (9.56)
Zs _Zz
Ty = 757, (9.57)
(9.53) akkor érvényes, ha ‘rzlrne*z”d‘ <1.

A kimend tér er@ssége a réteg csillapitasatol és a kimeneti transzmisszios tényez6tol
figg:

Eki: t23EésszeseYd’ (9 5 8)
ahol
2Z
b= (9.59)
Z,+7,
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Az eredd transzmisszids tényezd tehat:

7o Bu WLN. (9.60)
Ey. (1_7”217’2367 k )

Az arnyékolas hatasossagat T abszolut reciprokanak logaritmikus egységben
kifejezett értéke adja:
1

7]

n=20lg— dB. (9.61)
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10.1. ébra

CSOTAPVONALAK,
UREGREZONATOROK

Akar rovid tavolsagra is, a nagyfrekvencias energia atvitele szabadon terjedd
elektromégneses hullammal nagy teljesitmények esetén rossz hatasfoku. A terjedd
energiat szivesen ,,bezarnank.”

Erre szolgal a csétapvonal. A csétapvonal igen jo (elvben végtelen nagy)
vezetOképességli anyagbol késziilt zart, egyenes henger. A koriilfogott térrészben a
csd keresztmetszete alakjatol és méretétdl fiiggden nagyfrekvencias elektromagneses
hullamok terjedhetnek a tengely irdnyaban.

Vélasszuk a henger tengelyével parhuzamosan a z koordinatat (10.1. abra), ezt
nevezziik longitudinalis irdnynak. Az erre merdleges x-y sikot pedig transzverzalis
siknak.

A cs0 belsejében az elektromagneses tér forrasmentes. Ezért a vektorpotencilra

vonatkoz6 tér vakuumban:
O’A
AA —e,p,——=0. 10.1
oty BYE (10.1)

Homogén kitoltés esetén e,u, -t €4 -vel helyettesithetjiik.

p = 0kovetkeztében a =0 valasztds megengedett, a skalarpotencial eltlinik.
Ez (8.13) lehetséges megoldasa. Ezzel a (8.6) Lorentz-feltételbdl kdvetkezik, hogy

divA=0. (10.2)

Ezzel a fliggetlen vektorkomponensek szama kettére csokkent, a harmadik egy
konstans erejéig (10.2)-bdl kifejezhetd. Altalanos felismerésre jutottunk: forrasmentes
elektromagneses tér két alkalmasan valasztott skalarfiiggvény segitségével elo-
allithato.
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A térerdsségek (8.3) felhasznalasaval:

0A
10.3
o (10.3)
1
H=—rotA (10.4)
Ho
alakban szamithatok. o .
Tiszta szinuszos 1défliggeés [5 - JW] esetén (10.3) és (10.4) alakja a komplex
amplitidokra:
E=—jwA; (10.5)
H:LrotA; (10.6)
o
¢s a vektorpotencial komplex amplitidoja a
AA+kIA=0 (10.7)

vektoralis Helmholtz-egyenletnek tesz eleget, ahol
ky = w\[egpt, = —. (10.8)
c
k, a szabadtéri hullamszam. (Ezt a mennyiséget jeloltik eddig (3 -val.)

A cs6tapvonalban a longitudindlis, z iranyban halad6, hullam alakt megoldasokat
keressiik. Ezek alakja:

A=A(x,y)e" 7, (10.9)
ahol
y=a+iB (10.10)

Atovabbiakban A mindig a transzverzalis koordinataktol fliggé amplitadot jeldli.
A vektorpotencial (és igy a térkomponensek) z szerinti derivaltjara:
0 o’ 2
— =y, —— =A% 10.11a, b
0z K 0z’ v ( 2 b)

Bontsuk fel a Laplace-operatort transzverzalis €s longitudinalis koordinataktol
fliggd operatorra (10.11) figyelembevételével:

A:At+§—;=4+72. (10.12)

A (10.7) egyenlet ezzel a jeloléssel:

AA+(k+77)A=0 (10.13)
alakba irhat6, azaz

AA+KA=0 (10.14)

alaku transzverzalis, sikbeli Helmholtz-egyenletre jutottunk, ahol:

k> =kl ++°. (10.15)
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A vektorpotencialt két részre bontjuk oly mddon, hogy A transzverzalis kompo-
nense az x—y sikban rotdciomentes, ill. divergenciamentes legyen. Ebbdl a két
vektorbol a transzverzalis komponens mindig eldallithato. A transzverzalis kompo-
nens ismeretében a longitudinalis komponens (10.2) értelmében egy allando erejéig
eléallithato.

1. A transzverzalis komponense rotdciomentes. Ebben az esetben

04
y—%:o. (10.16)
Ox Oy
(10.16) egyenértéki allitas a rotacio longitudinalis komponensének eltlinésével:
(rot A) =0, (10.17)

azaz (10.6) alapjan H = 0, a magneses tér longitudinalis komponense z¢rus. Mas
szoval a magneses térnek csak transzverzalis komponense van, ezért transzverzalis
magneses (TM) tipusu térnek nevezzik.

(10.16) alapjan 1étezik olyan, a transzverzalis sikban értelmezett skalarfiiggvény,
amellyel

4 =20 4 _ 00

= ; = ) 10.18 a,b
T jw Ox Y jw Oy ( )
azaz
_
A, =—grad,p, (10.19)
jw
alaku a vektorpotencial transzverzialis komponense.
A (10.2) feltételbdl:
04, 04, 04
24—z, 10.20
Ox Oy Oz ( )
ahonnan div,grad, = 4, és 8_22 = —74, felhasznalasaval:
1
4 =—Ap,. (10.21)

jw
A o, fiiggvény (10.14) alapjan eleget tesz a sikbeli Helmholtz-egyenletnek:
A, +klp, =0, (10.22)

ahol az e indexet a TM-hullamok megkiilonboztetésére hasznaljuk.

A differencialegyenlet megoldasahoz ismerniink kell a peremfeltételeket. Mivel
(10.5) értelmében E €s A aranyosak, (10.21) €s (10.22) alapjan pedig £_aranyos ¢, -
vel, a transzverzalis keresztmetszet kontlrjan (a csé falan) a

0, =0 (10.23)

feltételnek kell teljesiilnie. Ekkor a kontur ,.ekvipotencialis”, tehat (10.19) értelmében
A ¢ésigy E is merdleges a konturra, azaz a ¢s6 falara. Az elektromos térre vonatkozo
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peremfeltételek tehat (10.23) fennalldsa esetén teljesiilnek. A magneses térnek csak
transzverzalis komponense van, amelyet a (10.6)-bol, (10.21) ¢s (10.22) felhaszna-
lasaval a

H, = irot(AzeZ) _ Lot [—_ijgoe]ez
Ho Ho Jw

Osszefliggésbol kapunk a rot (uv) =u rot v+ grad u X v azonossag felhasznalasaval:

(10.24)

2
H, =e, x _ke grad,p,. (10.25)
JWty

Az el6z8ekben belattuk, hogy grad,p, merdleges a konturra, H, tehat parhuzamos
a konturral. Valamennyi peremfeltétel tehat teljesiil.

Nagyon fontos részhez érkeztiink. A (10.22) egyenlet a (10.23) peremfeltétellel
csak k> meghatarozott értékei mellett oldhaté meg. Ezek az értékek a sajarérickek.
Az egyenlet un. sajatérték-feladathoz vezet. A sajatértékhez tartozé megoldas-
fliggvények a sajatfiiggvények. Az adott feladatnak megszamlalhatéan végtelen sok,
monoton sorba rendezhetd pozitiv diszkrét sajatértéke van.

A sajatértékhez tartozé sajatfiiggvényekbdl szarmaztatott terek a modusok.
Esetlikben TM modusoknal beszélhetiink. (Miutén az elektromos tér longitudinalis
komponense aranyos ¢, -vel, amelybdl az egész tér szarmaztathato, régebben ezeket
a modusokat E tipusu moédusoknak is nevezték.)

2. A transzverzalis komponens divergenciamentes, mas szoval:

04, 0A,
£ =0. 10.26
Ox 0Oy ( )
Ekkor (10.2) és (10.11a) értelmében:
0A, = 74 =0, (10.27)
0z

azaz A ¢és igy (10.5) alapjan £ longitudindlis komponense is zérus:

E=E=0. (10.28)
¢, . 9,
A =p, oy A, =—p, E (10.29a, b)
azaz
A (x,y)=—pe. xgradgp,, (10.30)

¢s ezzel a valasztassal (10.28) automatikusan teljestil.

A keresett skalarfiiggvény most is eleget tesz a

Ap, +kip, =0. (10.31)
egyenletnek.
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Mivel (10.28)-nak megfelelden csak a tangencialis elektromos tér 1étezik, az pedig
A -vel aranyos, a peremen a tér tangencialis komponense akkor tiinik el, ha ott

(10.30) alapjan (itt nem részletezett szamitassal) belathato, hogy:
H, =—v gradp,, (10.33)

azaz (10.32) teljesitése esetén a peremen H-nak csak tangencialis komponense lehet,
beleértve a longitudinalis komponenst is.

A longitudinalis komponens a div H = 0 feltételbdl szamithat6 a (10.33) és (10.31)
egyenletek felhasznalasaval:

H=H_=ky,. (10.34)

Mivel ez a longitudinalis komponens ¢, -mel aranyos, ezt a teret H térnek is
nevezik.

Erdekes elfajuld eset, ha a sajatérték zérus. A Green-tétel értelmében:

oy
d 2
[@Atgm—(gra p) dd= 95 @—8’1

ami zérus sajatérték esetén Ap =0 helyettesitéssel

di, (10.35)

f(gradtw)szzfsoa—gpdl (10.36)
A C 8’1
alakra egyszerisodik.

Konnyen belathato, hogy egyszeresen 0sszefiiggd tartomanyban a (10.23) vagy a
(10.32) homogén peremfeltételek esetén csak

(gradtc,o)2 =0 (10.37)

lehet az egész tartomanyban. Ez TM hullamnal ¢ = 0 megoldasra, TE tartomanyban
¢ = konstans megoldasra vezet. Terjed6 hulldm egyik esetben sem Iétezik.

Mas a helyzet tobbszorosen dsszefiiggd tartomanyban TE modusok esetén. Ekkor
@ érteke a kiilonb6zo kontarokon eltérd lehet. Ilyenkor 1étezhet megoldas. (10.34)
értelmében azonban a magneses térnek sem lesz longitudinalis komponense. Ezért
ezt a teret transzverzalis elektromos magneses (TEM) nevezziik. Ilyen tér alakulhat
ki példaul koaxialis kabelben vagy mikroszalagvonalon.

A fenti gondolatmenetek szemléletesen elektrosztatikai analdgiaval is magyardz-
hatok. A Ap =0 egyenlet ugyanis elektrosztatikai potencidlra érvényes. A pe-
remfeltételek ilyenkor azt jelentik, hogy egy zart, egyszeresen Osszefiiggd térrész
belsejében az elektrosztatikus térre vonatkoz6 peremfeltétel, elsé esetben 0 ekvi-
potencialis, masodik esetben pedig 0 normalis iranya térkomponens. Az elektro-
sztatikus tér els6 esetben csak zérus potencidlu lehet, a masodik esetben pedig az
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egész térrészben konstans a potencial. Kétszeresen vagy tobbszordsen 0sszefiiggd
térrész esetében az elektrodak potencialja eltérd lehet, ilyenkor 1étezik 0-t61 kiilonb6z6
megoldas.

FAZISSEBESSEG, DISZPERZIO, HATARFREKVENCIA

Valamennyi modus terjedési egyiitthatdjat a (10.15) dsszefiiggésbdl hatarozhatjuk
meg:

vV =k, —k, (10.38)

ahonnan

2
w
y= /kf,m—c—z- (10.39)

Az e,m indexek jelzik, hogy mindkét modusfajtara érvényes a fenti 6sszefiiggés.
A fenti kifejezésben szembeo6tld, hogy csak meghatarozott frekvencianal nagyobb
frekvencian létezik terjedd hullam. Ez a frekvencia a hatdrfrekvencia:

w,=ck,,; fi=—". (10.40)
’ 27
A hatarfrekvencia tehat a sajatérték fiiggvénye. Ezen frekvencia felett a terjedési
egyiitthato tiszta képzetes:
2

. W
Y=iB=]j c_z_k”i’”’ (10.41)

ahonnan a fazistényezd:

2 2
B=YE "8 s, =k, c (10.42)

c

Egyszeresen Osszefliggd keresztmetszetli cs6tapvonalban a legkisebb hatar-
frekvencia ¢s a kdvetkezd hatarfrekvencia kozotti frekvenciasavban csak egyetlen
modus terjed, ez az adott keresztmetszetli csétapvonal alapmodusa. Bizonyithato,
hogy a legkisebb sajatértek igy a legkisebb hatarfrekvencia is TE moédushoz tartozik,
ezért az alapmodus mindig TE médus. Tobbszordsen dsszefliggd, csétapvonalban
terjed0 TEM modus hatarfrekvenciaja zérus. Ilyen csétdpvonalon tetszéleges
frekvencidji hulldm terjedhet. (Ez nem mond ellent az el6z¢ allitasnak, hiszen a
TEM modus elfajuldo TE moédus.)

A fazistényezd frekvenciafiiggése hatdrozza meg a kiilonboz6 frekvencidju
hullamok terjedési sebességét, a fazissebességet:

C

w___ ¢
b 1_[%]2 (10.43)

A féazissebesség fligg a frekvenciatol. Ez a jelenség a diszperzio: a kiillonb6z6
frekvencidju hullamok ,,elszaladnak” egymastol, a sokfrekvenciaju jel terjedés kozben
eltorzul.
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tes terjedésre igaz, és altalaban
teljesiil kis veszteség terjedés
esetén is.
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A fazistényez0 frekvenciafiiggését leiro (10.41) egyenlet, illetve altalanosabban a
terjedési egyiitthatd frekvenciafiiggését leird (10.39) egyenlet a diszperzios egyenlet.

(10.43)-bol lathato, hogy a fazissebesség minden nem elfajulé (TEM) moddusra
nagyobb, mint a fénysebesség. Mint korabban targyaltuk, ez nem ellentétes a specialis
relativitaselmélettel. A fizikai tartalmat leiré csoportsebességnek azonban nem szabad
feliillmulnia a fénysebességet?”. A csoportsebességre csétapvonalak esetén a

vgz[a—ﬁ] =c 1—[ﬂ] (10.44)
w

Osszefiiggést kapjuk. Ez megfelel a fenti feltételnek. Csétapvonalmodusokra:
Vv =c’. (10.45)

Ez az 6sszefliggés nem altalanos. Mas diszperziv hullamokra a csoport- €s
fazissebesség szorzata eltérd lehet.

A fazissebesség ismeretében kifejezhetjiik a csében mérheté hullamhosszat is.
Ezt A, -vel jeloljiik, a g index a ,,guided” (vezetett) hullaimformara utal:

A
)\g =T
R (10.46)
)\h
ahol )\ a szabadtéri hullamhossz:
2m
M= (10.47)

e,m

a hatarhullamhossz, a hatarfrekvenciahoz tartozo szabadtéri hullamhossz. Hatar-
hulldmhossznal nagyobb szabadtéri hullamhossz esetén nincsen terjedés. Komoly-
talanul: a hullam nem fér be a csébe!

Mi torténik hatarfrekvencianal kisebb frekvencian, illetve hatarhulldamhossznal
nagyobb hullamhosszon? Ilyenkor a terjedési egyiitthato tiszta valos:

2
w
y=a=k,, 1—[— =k, 1—[—]. (10.48)

Wy,

—az _ jwt
eJ

Valamennyi térkomponens komplex amplitudoja e alakban valtozik. Nincsen
tehat terjedés, hanem stacionarius allapotban a csétapvonal mentén exponencialisan
csokkend amplitadoja szinuszos rezgés alakul ki.

A MODUSFUGGVENYEK

Legyen ©,,0,,5,..,:-.. lletve ¢ ., ,,..0,.... a (10.22) egyenlet (10.23) perem-
feltételt kielégitd, ill. a (10.31) egyenlet (10.32) peremfeltételt kielégitd megoldasa.
Definialjuk az

e, =gradp,, (10.49)
h, =kxe,, (10.50)
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e, = —kxgrady, =—kxh,, (10.51)
h  =gradp =kxe, (10.52)
moédusfiiggvényeket. Itt k a z iranyu egységvektor.

Ekkor a TM moédusok térkomponenseinek komplex amplittidoi az el6zbek alapja.

E =-—Cee ™ (10.53)
B, =Chup.e” (10.54)
H, , =-C,jweh, e (10.55)
H,=0 (10.56)

alakba irhatok. Mig ugyanezek TE modusokra

E . =—jonC,e,e ", (10.57)
£ =0, (10.58)
H, =-—C,e,e ", (10.59)
H,,.=Chpp,e . (10.60)

A modusfiiggvényekrdl bizonyithatd, hogy ortogonalisak. Példaul:

feun, =0, hai=j; [eh, =0, hai=; (10.61)
A A
¢s hasonl6 Osszefiiggés igaz barmely modusfiiggvényparra. Belathaté az is, hogy
teljes rendszert alkotnak a transzverzalis sikban. Mas szoval tetszés szerinti tér,
amelynek a transzverzalis sikon athalado teljesitménye véges, sorbafejthetd a
moédusfiiggvények szerint.

A modusfiiggvények az alabbi médon norméalhatok:

[lef da= [le,['da= [|n,[ da= [|n,[da=1 (10.62)
A A A A

Az igy normalt fliggvényekkel eléallithatjuk a transzverzalis teret:

Et = ZUeieei +ZUmiemi’ (10633)
Ht = Zleihei + Zlmihmi’ (1063b)

az U, U  modusfesziltségek és [, I modusiaramok segitsegevel. A fenti

egyenleteket dsszevetve a (10.53) — (10.60) komponensegyenletekkel, az alabbi
Osszefiiggésekre jutunk:
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_ -z
Uei - —’}/Cel-e H

Yz

I, =—jwe,C,e ",

el

Yz

Umi = _jwlu’OCmie_’ H

Imi = _fyCmiei’yz *

A fenti 6sszefliggések eleget tesznek az alabbi egyenleteknek:

_aUei . 72
0z jwe, ¢
- o - ijOUei’
z
—— = jwu,d, .,
6Z .] lu“O mi
_almz — 72
oz juwp, ™

(10.64)

(10.65)

(10.66)

(10.67)

(10.68)

(10.69)

(10.70)

(10.71)

Ezek az egyenletek tavirdegyenletek, amelyekben a soros impedancidk ill.

parhuzamos admittancidk a kovetkezok:

2
Zei = -76i >
Jwe,
Y, = jwe,.
Zm[ - jw/J’O’
2
Ymi — .fymi .
JWt

(10.38)-bol tudjuk, hogy:
fyrzn,n = knz1,n - w2€0u0'
Ezt a fenti egyenletekbe helyettesitve:

. 1
Z,; = Jwit, t—0
jw—5

k2
Yei = jw€0,
Zmi = j(.U,U/O,
Y:ni = 'we +
Jwe, Jw&
k2.

mi
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Az Osszefliggések homogén dielektrikumban g, — i, €, — ¢ helyettesitéssel
minden tovabbi nélkiil érvényesek.

Ezzel az analdgidval minden mddus tavvezetékkel helyettesithetd, amelyek
struktraja a 10.2. abran lathato.

K 5 1% k.’
BV o _Wﬁ@jj_—’ — v
R
10.2. ébra M
Az egyes médusok c £ == ?j k,’ c
helyettesitd tdvvezetékei /
 TEM TE o ™

A helyettesit6 kép a kovetkez6t mutatja: valamennyi médus egymastol fiiggetlen,
csatolatlan tdvvezetéken torténd terjedéssel irhato le. A hatarfrekvencia a helyettesitd
képekben 1év6 rezgdkordk rezonancidjaval magyarazhato. A transzverzalis térben
tarolt energiat az ¢, p reaktanciak reprezentaljak, a longitudinalis térben tarolt energiat
pediga k sajatértékeket tartalmazo reaktanciak.

A tavvezeték analogia a dielektrikum és a fal veszteségének leirdsara ellenallasokkal
kiegészithetd. Ekkor azonban a médusok mar nem csatolatlanok. Hasonldan csatolast
okoz a csétapvonal keresztmetszetének méretvaltozasa, az Un. diszkontinuitasok.
Ezeket azonban mar nem targyaljuk.

A CSOTAPVONALBAN HALADO TELJESITMENY

A cs6tapvonalak csatolatlansaga (azaz a modusfiiggvények ortogonalitasa) rendkiviil
egyszerlivé teszi a cs6tapvonalon halado hatasos teljesitmény szamitasat. Mivel a
Poynting-vektor hosszirdnyu (longitudinalis) komponensét a transzverzalis térkom-
ponensek hatidrozzadk meg, egyediil ezeket kell figyelembe venni a teljesitmény

28 A tér longitudindlis kompo-  Szamitasanal?®. A modusfiiggvények ortonormaltsagat figyelembe véve a hatasos

nensei a Poynting-vektor transz- telj esitmény
verzalis, a cs6tapvonal tenge-

lyére merdleges komponensét

hatarozzak meg. Ez a kompo- 1 N 1 N 1 N 1 *

nens a falak kozott ide-oda ref- P:_Re(Et XHt) :_ZRe<Uei]ei)+_ZR6(Umi‘[mi) :_ZReUili . (1081)
lektalodo, a teljesitmény szallita- 2 2 i 2 i 2 i

sa szempontjabol meddd ener-

gidt reprezentl. A jobb oldali utolso kifejezésben mar nem kiilonboztetjik meg a kiilonb6z4 tipusa
modusok modusfesziiltségét és -aramat. Ez az eredmény teljesen megegyezik a
halozatelméletbdl jol ismerettel. Egyebek kozott ez indokolja a (10.64)—(10.67)
definiciok célszerliségét.

CSOHULLAMOK TEGLALAP KERESZTMETSZETU
CSOVEKBEN

Téglalap keresztmetszetll cs6 esetén a ¢ = ¢, ,, fiiggvényre vonatkozé (10.22) és
(10.31) egyenlet koros alakja:

o 0
Ox~ Oy

+k'=0. (10.82)
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Ezt az egyenletet a valtozok szétvalasztasaval oldjuk meg. Tételezziik fel, hogy a
megoldas kereshetd

go(x,y):X(x)Y(y) (10.83)
alakban. Ezt (10.82)-be helyettesitve és rendezve:

1 d°x 1d4d%Y
+-2 koo, 10.84
X d’ Yd ( )

A bal oldal els6 tagja csak x-t6l fiigg, a masodik tagja csak y-tol és &* konstans. Ez
csak gy lehetséges, ha az els6 két tag kiilon-kiilon allando:

1 d°X 1d%Y

Y ae = ke Yo =—k’, (10.85a, b)
ahol
Z,. = JWi, (10.86)

TM modusra a ¢, =0 peremfeltételeknél eleget tevé megoldas:

p,=Csink xsink,y. (10.87)
. Dy .
TE moédusra a a—’” =0 peremfeltételt a
n
¢, = Ccosk xcosk,y (10.88)

megoldassal tudjuk kielégiteni.

|

10.3. &bra

Négyszég keresztmetszet(
hulldmvezets terének
lefrédsdhoz hasznalt
koordindta-rendszer

y=25>
Y

A 10.3. abra koordinata-rendszerében a TM modusok komponensei:

— Ok ; —
E. =Ck sink xsink,y, H_ =0
E =—Crcoskxsink,y, H, =Cjwek, sinkxcosk,y, (10.89)

E =—Cvk, sink xcosk,y, H,6 =—Cjwek coskxsink,y.
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A TE hullamok komponensei:
E,=0, H_ =Ck’coskxcosk,y,

E = Cjwpk, cosk xsink,y, H_ =Cyk sinkxcosk,y, (10.90)
E =-Cjousinkxcosk,y, H, =Cyk, cosk xsink,y.

Hatarfeltételek:

E =0, E,=0, hax=0, x=a, (10.91)

E =0, E. =0, hay=0, y=>b.

Ez a komponensekben

sink.a=0; sinkb=0 (10.92a, b)
teljesiilését kivanja, aminek feltétele, hogy
legyen:
mm nm
k =—; k, =—. 10.93a, b
= k= ( )
A (10.86) alapjan:
m n
kzzﬂ_z[?_{_? , (10.94)
ahonnan
T |m’ n
w, =——1—5 73 (10.95)
Jep Va b
NI
h — T
moon (10.96)
a b

A modusok két egész szammal jellemezhetdk, TM ¢és TE = ketmeretl sokasagot
alkotnak. TM hulldmoknal egyik modusindex sem lehet zérus, mig TE-nél az egyik
igen. Ezért az alapmodus a TE,; médus (10.4. abra), amelynek hatarfrekvencigja:

T 1
“n = P 10.97)
Jep a ‘
N, =2a,Je 1, . (10.98)
| oot Sl
X X L] [ ]
e I 4
o ol : RIS °llllle
10.4. dbra oo ] e
A Ieggyolf’robb,on 1 TE )
haszndlt cs8hullam 10
erévonalképe. A perspek- 3
tivikus &bran lathaté —
nyilak azt az irdnyt 4 —

ielolik, amerre az egyes
erévonalképek
rajzoldsandl néztink.
A folytonos vonalak

a villamos, a szaggatott
vonalak a mdgneses
térerésséget jelentik

X | X
X X XX X | X
X A XX XA X

x LX) x
ol X X

»‘i‘<
\ =
f
| |
|

164



10. FEJEZET

10.5. dbra

A cs8 faldban folys
dramok a leggyakrabban
hasznalt hulldamformanal.
A szaggatott vonalak

a falon vagott réseket
ielzik. Ha a rés parhuza-
mos az dramsUriség
vektoréval, a rés befolydsa
elhanyagolhaté

10.6. ébra
Médusok keresztmetszeti
erévonal képei

10.7. ébra

Feltleti hullémvezetd

CSOTAPVONALAK,UREGREZONATOROK

A fallal parhuzamos magneses térerdsség komponens hatdsara a falban dram folyik.

Ennek dramvonalait TE ; modusnal a 10.5. dbra mutatja.

Néhany egyéb modus keresztmetszeti er6vonalképét mutatja a 10.6. abra.

=

-

==

L

™ ™

11 21

NYITOTT HULLAMVEZETOK

Kiemelkedo jelentésége van a szigetel6henger mentén terjedd hullamnak. Ilyen
struktarak az optikai szalak.

A targyalast egyszeriisitendé a hullamterjedést dielektromos réteg mentén
vizsgéljuk. Ebben az esetben is azt varjuk a hullamvezet6tdl, hogy longitudinalis
iranyban csillapitatlan hullam terjedjen, mikdzben a transzverzalis sikon athalado
teljesitmény véges legyen.

Helyezkedjen el a dielektromos bevonat idealis végtelen sik feliileten (10.7. abra).

t ErEO
z
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A magéban all6 réteg ennek az elrendezésnek a tiikkrozésével targyalhato. TM

. 0
hullamformat keresiink. (Kimutathato, hogy TE és TM hulldmok csak ™ =0 esetén
v
léteznek.) Ekkor H_= 0. A cs6tapvonalhoz hasonléan az E longitudindlis £
komponensét hatarozzuk meg eldszor. (Emlékezziink vissza ¢, ~ E_ ). Ekkor:

Y
Et = _Fgrathz (1099)
Jwe
H, = e. xE,. (10.100)

A szamitas annyiban tér el a homogén kitdltésii csétapvonalatol, hogy a két,
kiilonb6z6 permittivitasa térrészben a tér mas-mas Helmholtz-egyenletet elégit ki
(és természetesen a perem-, illetve folytonossagi feltételeket).

AE +KE =0, (10.101)
ahol
kl_z :wzglu-}fyz :grik§+f)/2_ (10102)

A keresett térnek nincs y iranyt komponense. Ekkor:

O’E
=4k E, =0, 0<x<t, (10.103a)
X
O’E.
0 —WE =0, t<x, (10.103b)

mivel az x — oo esetén eltlind megoldast kerestink:
E =0, x=0 esetén.

A peremfeltételeket kielégité megoldasok:

p Asink,x, 0<x<t,
z Be,hx, {<x (10104)
x = t-n¢l £, és H, tangencialis komponensek folytonosak, tehat
a) 7 azonos a két térrészben:
v =k;—eky =—h'—k; =(a+]B)’, (10.105)
ahonnan
k;+h*=(s, —1)k;. (10.106)
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b) E folytonossagatol:
Asink,t = Be™". (10.107)

¢) H, folytonossagabol:

—ht

e.A 1
COskgt == Be (10.108)

d
A két el6z6 egyenletbdl:
eht=kittgk,t. (10.109)
(10.106) és (10.109) szimultan megoldasa valos 4-val a kivant feltételeknek megfeleld

teret biztosit.
Az egyenletrendszer megoldasat grafikusan az dbra szemlélteti (10.8. abra).

ht w,>w
™

Jar—l%t ™

™.

kit

<=— Nincs fizikai értelme

10.8. éabra

Ezek a hullamok az un. lassu hullamok, mivel a fazissebesség a fénysebességnél
kisebb:

w ke  k

v, =—=—"=——r»=— c<g, (10.110)
BB K +K ’
ahol felhasznaltuk a (10.105) 6sszefiiggést.

Fizikailag az allitas nyilvanval6: a fazissebesség a szabad térben és a dielektri-
kumban kialakul6 c/ e, fénysebesség kozott kell, hogy legyen. Ez teljesiil, hiszen:

ky < B=1+e,kd — k2 < \[e.k, (10.111)

A grafikus megoldés azzal a meglepetéssel szolgal, hogy barmely véges frekvencian
csak véges szaml modus létezik. Ezek nem alkothatnak teljes fiiggvényrendszert,
tehat tetsz€s szerinti gerjesztés tere nem irhat6 le csak modusfiiggvényekkel. A tovabbi
hullamformakat beesé €s visszaverddd sikhulldmok alakjaban kereshetjiik. Ezek
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hulldmok tehat nem TE és TM tipust mdédusokat alkotnak. A sikhulliamokbdl mas
hullamformék is eléallithatok. Ezekhez a hulldmokhoz folytonos spektrum
rendelhetd.

UREGREZONATOROK

Ha a cs6tapvonalat transzverzalis sikjaban idealis vezetd fallal elzarjuk, azon
teljestilnie kell a peremfeltételeknek, példaul az elektromos térerésségnek nem lehet
tangencialis komponense.

A csétapvonalmodusok tavvezetékmodelljébdl azonnal kovetkezik, hogy az analog
tavvezetékeket rovidre zarjuk.

Mindkét képbdl az latszik, hogy a cs6tapvonalon haladohullam reflektalodik, a
vezeték mentén allohullam alakul ki, amelyben a transzverzalis elektromos térerésség
zérus a lezarason. Ez egyenértékii azzal az 4llitassal, hogy a modusfesziiltségnek a
lezarason csomopontja van.

Meg kell jegyezniink, hogy haladohulldmban a transzverzélis elektromos és
magneses térerésség-maximumok a csétapvonal azonos helyen vannak. A fenti idealis
lezaras esetén a peremfeltételeket csak tigy tudjuk kielégiteni, ha a magneses tér
periodusnyi lesz az eltolas.

Ha az 4ll6hullam barmely tovabbi csomédpontjahoz ismét egy idealisan vezetd
fémlemezt helyeziink, azon a peremfeltételek teljesiilnek és a térelrendezés és rezgési
frekvencidja valtozatlan marad. Zart lireg belsejében meghatarozott frekvencian rezgd
elektromagneses teret nyertiink. Ezt az elrendezést nevezziik hengeres tiregrezo-
natornak.

Az tiregrezonator rezgési frekvencidjat a kiindulasi modus ismeretében tudjuk
meghatarozni. Allohullamok esetén a csé L hosszéara egész szamu fél hullamhossznak
kell esnie:

A
sz;g, (10.112)
A
A, = —
—| A (10.113)
)\h
ahol
27
)\hza, (10.114)
ahonnan az liregben mért hulldmhossz:
B 2 B 2
2 2 k YV 2
2 ML L2 (10.115)
A, L s L

Innen a rezgés frekvencidja:

k.Y p
c e,m
w=2m=mc [ . ] %. (10.116)
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Négyszogletes keresztmetszet(i tiregben TE ¢s TM modusra egyarant
2 2
B2, = S+ 10.117
e [ PO ( )

két moédusindexszel leirhatd sokasag. Ezt (10.115) és (10.116)-ba helyettesitve:

A= 2 ,
mnp 2 2 2
\/m+n+p (10.118)
a b I
2 2 2
_ np
Wy =T\ =+ 5+ (10.119)

harommeéretli sokasagot kapunk.

Mindharom moédusindexet nem valaszthatjuk zérusnak. TE modusoknal m vagy n
zérusnak valaszthato. A 10.9. dbra a TE | liregmddus er6vonalképét mutatja. Mas
iranybol szemlélve ez a TM | modusnak felelne meg, ahol az eredeti terjedési irany
az x tengely. A p = 0 index ebben az esetben azt jelenti, hogy a z irdnyban nincsen
valtozas a térkomponensekben. Ez az iiregmddus biztositja a legnagyobb frekvenciat
adott méretli liregben: ez az alaprezgés. Téglatest alakt liregekben a TE és TM

csOtapvonalmoddusok megkiilonboztetése dnkényes.

‘ X °
X . °
X
X < .. o. X
X . °
a X ol e
ARy I°
° o ©®
X X ° °
X °
X X °
X < o.
' X °
b
] P—

X X X
X X X
XX
X X ‘ X X X X ! L
W XX
X X X
X X X
10.9. dbra
A villamos vagy ; )
mdagneses alaprezgés N ) '
hasdb alakd Gregben
™
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Természetesen tetszés szerinti alaku zart tireg belsejében kialakulhat rezgd
elektromagneses tér. Ennek szamitasaval azonban nem foglalkozunk.
A rezonatorok josagi tényezdjét a falveszteségek hatarozzak meg:

a rezg6korben tarolt energia rezonancifrekvencian

O=27

a periodusidé alatt disszipalt energia

Ennek jo becslése:

térfogat

Q fal feliilete

112

2
o
ahol § a behatolasi mélység.

DIELEKTROMOS REZONATOROK

Felismertiik, hogy cs6tapvonalak lezarasaval iiregrezonatort alakitunk ki, amely
meghatarozott frekvencidkon rezonans rendszerként viselkedik. Hulldamokat azonban
nemcsak zart csétapvonalakkal, hanem dielektromos hullamvezetdkkel is tudunk
iranyitani. Onkénteleniil is felvetSdik a kérdés: lehet-e dielektromos hullimvezet&bdl
rezonans elrendezést kialakitani? Altalanossagban: alkalmasan kialakitott és
megfeleld anyagjellemzdkkel rendelkezé dielektromos test tud-e rezonatorként
viselkedni?

A kérdést kiillonosen aktudlissa teszi az a tény, hogy nagy permittivitasu, kis
veszteségl dielektrikumok allnak rendelkezésiinkre. A miniatiirizalas tovabbi igényt
jelent kisméret(i, konnyti, stabil, nagy josagi tényezdjli rezgérendszerek irant.

A dielektromos rezonator akkor felel meg e kovetelménynek, ha permittivitasa (a
rezonanciafrekvencian is) nagy (e, >30). Ilyen permittivasnal a dielektrikumot és
a szabad teret elvalaszto feliilet kozel idedlis nyitott aramkort jelent.

Kelléen nagy permittivitas esetén ugyanis még merdleges beesésnél is kozel teljes
reflexio kovetkezik be. Az

Po _ [Fo
:ZO—ZW €o € :\/§—1| _q
242, [, o Ve (10.122)
& 5

reflexios tényezd nagy e, esetén megkozeliti az egységet. Ezért az elsérend(i kozelités
soran a dielektrikum-levegd hatarfeliiletet idedlis magneses falnak tekintjik. Az
idealis magneses fal az idedlis vezetdfeliilet dualja: az elektromos térnek csak
parhuzamos komponense létezik a feliileten a magneses térnek csak merdleges
komponense. Energia a falon nem tud ataramlani, mert a Poynting-vektornak ilyen
feltételek mellett nincsen a falra merdleges komponense.
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Azidedlis magneses fal feltétel hasonld az idealis fémfal feltételezéséhez. A valodi
fémfalak veszteségesek, ezért a cs6tapvonal feliiletén van csekély energiadtaramlés.
Nagy permittivitds esetén az energiakiaramlas a dielektomos rezonatorb6l nem
lényegesen nagyobb aranyu, a dielektromos rezonator josagi tényezdje nem sokkal
rosszabb, mint zart iiregeké.

A dielektromos rezonatorok egyik nyilvanvalé elénye azonnal latszik: azonos
rezonans frekvencidhoz kisebb méreteket lehet alkalmazni. A lineédris méretek nem

ferromagneses kozeg esetén /e, -szer kisebbek.
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FUGGELEK

VEKTOROK DERIVALTJAL.
TOBBSZOROS DERIVALTAK

A derivaltak kifejezhet6k a szimbolikus ¥/ (nabla) vektorral, ami val6jaban operator:
0 0 0

v=il il ikl
o VT e (F.1)

Ezzel az operatorral a vektorderivaltak:

grad o =V, (F.2)
divv=Vy, (F.3)
rotv=Vxv. (F.4)

A nabla kétszeri egymas utani alkalmazasa 6vatossagot igényel, de megkonnyiti a
szorzatok derivaltjanak, illetve a kétszeres derivaltaknak a szamitésat.

A szorzatok derivaltjai

div o v=¢p divv+v grad o, (F.5)
rot ¢ v=p rotv+grad pxv, (F.6)
div(uxv)=v rotu—u rotyv. (F.7)

A grad(uv) és a rot(u x v) derivaltak kifejtése nem végezhet6 el csak az (F.2)—
(F.4) operatorokkal, bonyolultabb kifejezésre vezet.

A kétszeres derivaltak:
div grad ¢ = Agp. (F.8)

A=V’ aLaplace-operator. Descartes-koordinatakban:
o Do 0
ox~ 0y° 0z

rot grad ¢ =0, (F.10)

(F.9)
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divrotv=0 (F.11)
rot rot v = grad divv — Av (F.12)

ahol a vektorra alkalmazott Laplace-operator maga is vektort eredményez. Descartes-
rendszerben:

0%, 0% 0%,
AV = i i _|_ i
( )1 8 x2 a y2 aZZ

=Av; i=x,z (F.13)

crer

INTEGRALTETELEK

Gauss-tétel

fdiv vdy = 56v dA. (F.14)
4 A
A tétel a térfogati integralt a térfogatot hatarold zart feliiletre vett integralra
redukalja. A feliilet kifelé mutaté normalisat tekintjiik pozitivnak.

Stokes-tétel:

rotvdA= @ vdl (F.15)
J i

A L
A tétel a feliileti integralt a feliiletet hatarol6 zart gérbére vett integralra redukalja.
A feliilet normalisa és a koriiljaras iranya jobbcsavarszabaly szerint vannak

Osszerendelve.

A Gausss-tétel kovetkezménye a Green-tételcsoport:

0 d
f(goAlp—wAgo)dV:gg[QO—w— —Sp]dA, (F.16)
# U On on
ahol o 2 gradiensvektor feliileti normalisra vett vetiilete.
© =1 esetben a kovetkezd tétel érvényes
f [¢A<p+(gradgp)2}dvz Sﬁ 292 44 (F.17)
? ) On
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