A

LINEARIS ALGEBRA

Mit neveziink masodrendii determindnsnak?
Misodrendii determinansnak nevezziik négy elem, két sorba €s két oszlopba rendezett tablazatat,
melyhez az aldbbi madon rendeliink értéket:

a b
=ad-bc
d

Cc

Mit neveziink egy determinins, egy adott eleméhez tartozé eldjeles aldetermindnsnak?

Azt a determinanst, melyet ugy kapunk, hogy elhagyjuk az elem sorat és oszlopat, s figyelembe
vessziik a sakktabla szabalyt, azaz megszorozzuk (—1)"-vel, ahol i a sor- és j az oszlopindex. P1.
harmadrendii determinansnal:

Hogvan értelmezziik az n-ed rendii determininst?

Kivalasztjuk valamely sorat (oszlopat), s ennek minden elemét megszorozzuk a megfeleld eldjeles
aldeterminanssal, majd a kapott értékeket Gsszeadjuk. Ezt az eljarast addig folytatjuk. amig
masodrendii determinansokat nem kapunk, és a masodrendii determinans értéke:

a b
c d

‘zad—bc

Melyik sora vagy oszlopa szerint lehet Kifejteni egy determin:inst?
A determinans barmely sora vagy oszlopa szerint kifejtve ugyanazt az értéket kapjuk.

Mik a determindnsok legfontosabb tulajdonsdgai?

Nem valtozik a determindns értéke, ha valamely soranak(oszlopanak) minden elemét egy szammal
megszorozzuk ¢s ezeket egy masik sor(oszlop) megfeleld elemeihez hozzaadjuk.

Ha egy determinans valamely sordnak(oszlopanak) minden elemét egy ¢ szimmal megszorozzuk,
akkor a determindns értéke a c- szeresére valtozik.,

Ha egy determinans foatloja alatt vagy folott minden elem 0, akkor a determindns értéke a foatloban
levo értekek szorzata.

Mit neveziink linedris egvenletrendszernek?
Az alabbi egyenletrendszert, ahol aj és b; adott értékek és x;-k ismeretlenek:

AyX;+apX, +..+a,x, =b,

a,X, +a,X, +..+a,x, =b,

Mit neveziink homogén lineiris egvletrendszernek?
Az alabbi egyenletrendszert, ahol aj-k adott értékek és x;-k ismeretlenek:

agX;tapXx,+..+a;,x,=0

A X;ta X+ +ax, =0
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Mit neveziink inhomogén linedris egyletrendszernek?
Az alabbi egyenletrendszert, ahol aj ¢és b; adott értékek és x;-k ismeretlenek, ugy, hogy a b; -k kozott
van 0-t6] kiilonbozd:

a X, +a,X,+..+a, X, =b

By Pl F R, =l

Hénv megoldasa lehet egy linedris egvenletrendszernek?
Egy, egy sem, végtelen sok.

Mire alkalmaztuk a Cramer szabalyt?
Linedris egyenletrendszerek megoldasara, ha ugyanannyi egyenlet van, ahdny ismeretlen, és a
fodeterminans nem 0.

Mit mond ki a Cramer szabaly?

Ha ugyanannyi egyenlet van egy linedris egyenletrendszerben, ahany ismeretlen, €s a fodetermindns
nem 0, akkor egy ismeretlen értékét megkapjuk Ggy, hogy a hozza tartozo determinanst elosztjuk a
fodeterminassal(a rendszer determinansaval).

A fédeterminans az egyenlet bal oldalan levd egyiitthatokbol allo determinans. Ebb0l egy
ismeretlenhez tartozé determinanst gy kapunk meg, hogy az ismeretlennck megfelelS oszlopot az
egyenletrendszer jobb oldaldn 4ll6 oszloppal helyettesitjiik.

Mit neveziink matrixnak?
Elemek n sorba és m oszlopba torténd tablazatos elhelyezését.

Mi a matrix tipusa?
(n x m)-es a matrix, ha n sora és m oszlopa van.

Mikor mondjuk. hogyv két méitrix egvenlo?
Ha azonos tipustiak és a megfelel6 helyeken allo elemeik megegyeznek.

Mit neveziink nullmitrixnak(zérusmatrixnak)?
Olyan métrixot, amelynek minden eleme 0.

Mit neveziink négvzetes matrixnak?
Olyan matrixot, amelynek ugyanannyi sora és oszlopa van.

Mit neveziink sormétrixnak?
Az egy sorbol allo matrixot sormatrixnak vagy sorvektornak nevezziik.

Mit neveziink oszlopmétrixnak?
Az egy oszlopbol all6 matrixot oszlopmatrixnak vagy oszlopvektornak nevezziik.

Mit neveziink egvségmatrixnak?
Olyan négyzetes matrixot, amelynek f0atl6jaban minden elem 1-es, és a tobbi eleme 0.
(Olyan diagondlis matrixot, amelynek a foatléjdban minden elem 1-es.)

Mit neveziink diagondlis métrixnak?
Olyan négyzetes matrixot, amelynek a foatlojan kivili clemei nullak.

Hogvan értelmezziik egy métrix transzponaltjat?
A matrix megfeleld sorainak és oszlopainak feleserélésével keletkezett matrixot nevezziik egy matrix
transzponaltjanak.
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Hogvan értelmezziik egy matrix szamszorosat (skalar szoros:it)?
A matrix minden elemét megszorozzuk a szammal(skalarral).

Hogvan értelmezziik két matrix dsszegét(kiilonbségét)?
Csak azonos tipusi matrixok osszegét(kiilonbségét) értelmezziik tgy, hogy a megfeleld elemeket
osszeadjuk(kivonjuk egymasbdl).

Hogvan értelmezziik két matrix szorzatat?

Csak akkor értelmezziik, ha az elso tényezonek annyi oszlopa van ahdny sora a masodiknak. Ekkor a
szorzat matrix i-edik sordnak j-edik elemét Gigy kapjuk meg, hogy az elsd tényez6 i-edik soranak és a
masodik tényez0 j-edik oszlopanak megfeleld elemeit 8sszeszorozzuk, és ezeket dsszeadjuk.

Igaz -e, hogy a matrix szorzas kommutativ?
Nem.

Mit tud—a matrix szorzds asszociativitasirol?
Ha a BC matrixok szerzata s az A és a BC matrixok szorzata is értelmezve van, akkor
A(BC) = (AB)C.

Mit tud a mtrix s disztributivitasirel?
Ha B és C azonos tipusu matrixok €5 az A(B+C) szorzat értelmezve van, akkor A(B+C) =AB+AC.

Milven A és B maitrixok esetén igaz, hogv AB és BA is értelmezve van?
Amikor az elsOnek annyi oszlopa van, mint ahany sora a masodiknak és masodiknak annyi eszlopa
van, mint ahdny sora az elsonek.

Mikor nevezziik az A és B matrixokat feleserélhetének?
Ha AB = BA.

KOMPLEX SZAMOK

N

Mit neveziink a komplex szam algebrai alakjfnak?
z=a+bj &, he R é j=-1

Mit neveziink egy komplex szdm valés és képzetes részének?
A z=a+bj alakban az ,.a” a valos rész és ,.b” a képzetes rész.

I e

Mit neveziink egy komplex szdm konjugaltjanak?
A z=a+Dbj komplex szdm konjugaltja Z=a - bj.

Mit neveziink egv komplex szim abszolit értékének?
A z=a+Dbj komplex szam abszolut értéke |z| =+a’+b’.

Milven értékei lehetnek a | nem negativ egész kitevés hatvinvainak?
I: 35 =L =

Mit neveziink egy komplex szim trigonometrikus alakjinak?
z = r(cos@ + jsing), ahol r a komplex szam abszolit értéke és @ az argumentuma .




\Mlt neveziink egy komplex szdm exponenciilis alakjinak?
2= re®®, ahol r a komplex szam abszolit értéke és @ az argumentuma.
(Ezen alakban a matematikdban a @ csak ivmértékben adhat6 meg!)

Hogvan kell két algebrai alaka komplex szdmot dsszeadni?

A valos részeket €s a képzetes részeket is 6sszeadjuk. (z, +z, =(a, +b,j)+(a, +b,j)=(a, +a,)+(b, +b,)j.)

Hogvan kell két algebrai alakii komplex szaimot kivonni egymaisbé6l?
A valos részeket és a képzetes részeket is kivonjuk egymasbol.

(z, -z, =(31 +h|j}"(az +b:j)=(a| —a:)+(b| "‘b:)j-)

Hogvan kell két algebrai alaki komplex szimot dsszeszorozni?
Zy 1By =(al +b1j)(a! +b1j)={ala.‘ _blb:)+(a1b: +b|a1)j'

Hogvan kell két algebrai alaki komplex szamot elosztani egym:issal?
A szamlalot és nevezOt is megszorozzuk a nevezd konjugaltjaval.
z, _a,+b,j _a,+bjla,-b,j aa,+bb, ba,-ab, ]

= - ) v £ = - +
z, a,+b,j a,+b,j a,-b,j a;+b} a;+b;]

Hogvan kell két trigonometrikus alakii Komplex szimot sszeszorozni?

Az abszolut értékeket 6sszeszorozzuk, és/az argumentumokat dsszeadjuk,
(lez = (rl{cos @, + jsin @, ))(rz (cos@, Hjsin @, )) =Nl (COS((Pl +¢,)+ jsin(@, + ¢, ))) .

Hogvan kell két trigonometrikus alakii komplex szimot elosztani egymaissal?
Az osztando abszolt érickét elosztjuk az oszto abszolut értékével és az osztandd argumentumabal

kivonjuk az oszto argumemumét.
z, _ r(cos@, +jsin@,)
z, r,(cos@,+jsin@,) T,

(COS({.PI - @,)+ jsin(@, — ¢,) )]

Hogvan kell egv trigonometrikus alakia komplex szimot pozitiv egész kitevés hatvanvra emelni?
Az abszolut értéket hatvanyozzuk, és az argumentumot szorozzuk a hatvanykitevovel.

(z =r(cos@+ jsing), z" . (cos(ng) +jsin(n(p))).

Hogvan kell egv trigon'omctrikus alaki komplex szambél (pozitiv egész Kitevds) gvikit vonnni?

Ha ?—T(LO‘\(P‘FJSIUIPL \/_”\/;[c :.(P-H( 350 J“in(p+k'360 ) k=01,..,n-1
n n

Hogvan kell két ¢xponenciilis alaki komplex szimot dsszeszorozni?
Az abszolut értékeket 6sszeszorozzuk, €s az argumentumokat dsszeadjuk.
(2122 ™ {r1em )_('i'zew: )= rlrze]mw=;‘)'

Hogvan keu:két exponencislis alaki komplex szimot elosztani egvmdassal?
Az osztand0 abszolut értékét elosztjuk az oszto abszolut értékével, és az osztando argumentumabol
kivonjuk az oszt6 argumentumat.

e‘“ Eo
[_tzﬁ =0 qite-e)
[_7

fr, e 18, rz

Hog&’an kell egv exponencialis alaki komplex szimot pozitiv egész kitevés hatvanyra emelni?
Azjabszolat értéket hatvanyozzuk, és az argumentumot szorozzuk a hatvianykitevovel.

(=rej", Z"=r"ej""’).
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VEKTORGEOMETRIA

Mit neveziink vektornak?
Olyan mennyiséget, amelynek irdnya €s nagysaga van.

Mit neveziink egvségvektornak?
Olyan vektort, amelynek a nagysaga 1.

Mit neveziink null vektornak?
Olyan vektort, amelynek a nagysaga 0 €s az irdnya tetszoleges.

Mit neveziink egv vektor ellentettjének?
Olyan vektort, amelynek nagysaga ugyanaz, mint a vektor nagysaga és az iranya vele ellentétes.

Milven tulajdonsigokkal rendelkeznek az i. j. k bézisvektorok?
Paronként egymasra merdleges, az adott sorrendben jobbsodrasu rendszert alkoté egységvektorok.

Hogvan értelmezziik egv vektor szimszoros:it (skalirszorosit)?
Ha A >0, akkor |Aa |=A|a|és Aa egyiranya a-val.

0a=0

Ha A <0, akkor Aa = (-A) (-a), ahol -a az a ellentettje.

Hogvan értelmezziik két vektor dsszegét?

Hogvan értelmezziik két vektor kiilinbségét?
a—b=a+(-h).

Hogvan értelmezziik két vektor skaldris szorzatat?
ab =|al| b|cose, ahol @ az a és b vektor hajlasszogét jeloli.

Milven kapcsolat van két vektor hajldsszige és skaldris szorzatuk eléjele kizott?

Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor pozitiv, ha a két vektor hegyesszoget zar be
egymassal.

Keét vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor derékszdget zar be egymassal.
Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor negativ, ha a két vektor tompaszoget zar be
egymassal.

Hogvan értelmezziik két vektor vektoridlis szorzatat?

Olyan vektor, amelynek

a) Nagysaga:|ax b |=|al | b|sing, ahol @ a két vektor hajlasszoge.

b) Iranya: az a-ra €s b-re is meroleges

c) Az a, b és a x b vektorok (ebben a sorrendben) jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Mi egy geometriai jelentése | a x b | -nek (ahol | a xb | az a és a b vektorok vektorislis

szorzatinak abszolitértéke)?

Megadja az a és a b vektorok dltal kifeszitett paralelogramma teriiltét.

Igaz-e. hogv a skalaris szorzds kommutativ 2
lgaz.
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Igaz-e. hogv a skaldris szorzds asszociativ ?
Nem.

I:az—eE hoa’ﬂ!arls:_s.z.u;r;é_s. disztributiv ?
lgaz:

Igaz-e, hogy a vektoridlis szorzis kemmutativ ?
Nem.

is-sz0r7Zas asszociativ ?

lgaz—e. hogy a vektoridlis szorzas disztributiv ?

Milven kapcsolat van axb és b x a kiozott?
Ellentetteik egymasnak!

Ioaz-e. hogv a vekto

3

Irja fel egv vektor bazisvektoros alakjat!

a=aitajtrak.

Mit neveziink egy vektor koordinatdinak?
Az a=a)i+ a,j+ azk felbontasban az a, , a, , a3, szamokat.

Hogvan kapjuk meg egy vektor koordinatiibdl egy skaldrszorosinak koordinatiit?
Mindegyik koordinatat megszorozzuk a skalarral.

Hogvan kapjuk meg két vektor dsszegének(kiilonbségének) koordinatiit a két vektor
koordinataibol?
A megfeleld koordinatakat dsszeadjuk(kivonjuk).

Hogvan kapjuk meg két vektor skalaris szorzatat a két vektor koordinataibol?
A megfeleld koordinatikat dsszeszorozzuk, és ezeket dsszeadjuk.

Hogvan kapjuk meg két vektor vektoridris szorzatit a két vektor koordinataibol?

i i k
axb=]a, a, -
b, b, b,

Mit neveziink egv egvenes egy irdnvvektoranak?
Olyan 0 vektortol kiilonbdz0 vektort, ami parhuzamos az egyenessel.

Mit neveziink a sik egy norméilvektorinak?
Olyan 0 vektort6l kiilonb6z6 vektor, amely merdleges a sikra.

Hogvan kapjuk meg egy vektor abszolit értékét a vektor koordindtdibol?
A koordinatak négyzetdsszegeébodl négyzetgytkot vonunk.

Il

Irja fel a sik egvenletét?
Alx=xo)+Bly -y, )+Clz~2,)=0
ahol n(A; B; C) a sik egy normalvektora és Py(X,: ¥o; 7, ) a sik egy pontja.




Iria fel az egvenes egvenletét(paraméteres eovenletrendszerét)?

X=X, +vt
Y=Y tv,t
z =2z, +v;t

ahol v (a; b; ¢) az egyenes egy irdnyvektora és Py(x,: Yoi Zo ) AZ egyenes egy pontja.

SZAMSOROZATOK

\
\

}\-'Iit\gl_‘tﬁnk szamsorozat alatt?

Minden pozitiv egész szamhoz hozzarendeliink egy —egy valds szamot..

Mikor mondjuk, hogy egv szémsorozat feliilrél korlitos?

Ha van olyan valos szam, amelynél a szamsorozat minden tagja kisebb,

Mikor mondjuk, hogv egy szdmsorozat alulrél korlitos?

Ha van olyan valds szam, amelynél a szamsorozat minden tagja nagyobb.

Mikor mondjuk, hagy egv szdmsorozat korlitos?

Ha feliilrdl és alulrol is korlatos.

Mikor mondjuk, ho v szamsorozat nivekvd?
Az (a,) szamsorozat ndvekvo, ha barmely n > 1 esetén a, <a,,.

Mikor mondjuk, hogy egv szimsorozat esokkends?
Az (a,) szamsorozat csokkend, ha barmely n > esetén a, > a,,

Mikor mondjuk, hogy egv szimsorozat sZigoriian nivekvé?
Az (a,) szamsorozat ndvekvo, ha barmely n > 1 esetén iy Bl .

FW
Mikor mondjuk, hogy egv szimsorozat szigoriian csékkend?
Az (a,) szamsorozat csokkend, ha Barmely n >lescténa, >a_,,.

Mikor mondjuk. hogy egv szimsorozat hatirértéke az a szam?
Egy szamsorozat hatarértéke a/ha a barmely komyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja van.

y
Mikor mondjuk, hogy egv/szimsorozat hatirértéke +oo?

Egy szamsorozat hatdrértéke +eo, ha a +eo barmely kémyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok
tagja van. i

r".’;
',r'

Mikor mondjuk. hogy egy szimsorozat hatarértéke —oo?
Egy szamsorozat hafarértéke oo, ha a -eo barmely kdryezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja
van.

Mikor mondjdk. hogy egv szamsorozat konvergens?
Ha van véges hatarértéke.
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Emke. hogy eov korlitos szimsorozat konvergens?
Nem.

Adjon meg olvan korlitos szimsorozatot, amelv nem konvergens!
o ey h
Pl.a, =(-1)

Lehet-¢ egvnél tobb hatarértéke egv szamsorozatnak?
Nem. p

A g milyen értékeire konvergens a (q°) szaimsorozat, és ekkor mennvi a hatdrértéke?

Ha ~1<q<1.Ekkor:limq® =0, ha ~l<q<1, és lim 1" =1.

FUGGVENYEK

Mit értiink fiiggvény alatt?
Legyen A és B két nem tires halmaz, ekkor az A-n értelmezett és B -beli értékeket felvevd fliggvény

az A halmaz egyértelmii leképzése a B halmazba. (Az A halmazt a fiiggvény értelmezési
tartomanyanak, a B halmazt a fliggvény képhalmazanak nevezziik.)

Mit neveziink egy fiigevény értékkészletének?
Az f: A—B fliggvény értékkészlete az f(x) xe A értékek halmaza.

Mit neveziink egy fiiggvény inverzének?
Az f: A—B fiiggvénynek csak akkor van inverze, ha f kélesondsen egyértelmil leképezés az £
értelmezési tartomanya ¢s értckkészlete koz6tt. Ekkor a fiiggvény inverze az a fiiggvény, amelynek

értelmezési tartomanya az f értékkészlete, értékkészlete az f értelmezési tartoménya és az ' -gyel
jelolt hozzarendelési szabalyara az f értelmezési tartomanyanak barmely x, eleme esetén teljesiil, hogy
RGO =R

Mit értiink két fiiggvénvybol dsszetett fiiggvény alatt?

Az fog Osszetett fliggvényen azt a fliggvényt értjiik, amelynek értelmezési tartomanya g értelmezési
tartomanyanak azon része, ahol a g olyan értékeket vesz fel, amelyeken az f fliggvény értelmezve van
és hozzarendelési szabdlya a kovetkez0;

xg helyen az 8sszetett figgvény értéke az f figgvénynek a g(xg) helyen felvett értéke. (Az f fliggvényt
kiilso, a g fliggvényt belso fiiggvénynek nevezziik.)

Mit értiink egvvaltozos valés fiiggvény alatt?
Ha a valos szamok egy részhalmazdnak minden eleméhez hozzarendeliink egy-egy valds szamot.

Mi a kapesolat az egyvaltozos valds fiiggvény és inverzének grafikonja kozott?
A fiiggvény inverz fliggvényének grafikonja az eredeti fliggvény grafikonjanak az y = x egyenesre
vonatkozo tiikorképe.

Definidlja és dbrizolja a shx filsgvénvt!
(szinusz hiperbolikusz x)
of — ¥ |
shx=—. ' /
2 |




>\

(Ertelmezési tartomanya és értékkészlete is a valos szamok halmaza. Paratlan, szigortan novekedd,
folytonos fliggvény).

Definidlja és abrazolja a chx fiiggvényt!

(koszinusz hiperbolikusz x)

x -X
et +e
chx=——+—.

(Ertelmezési tartoméanya a valés szamok halmaza, értékkészlete az [1;00 [ intervallum. Péros és
folytonos).

Definialja és abrazolja a thx fiigegvénvt!
(tangens hiperbolikusz x)
e = S

" chx’

(Ertelmezési tartoménya a valés szamok halmaza, értékkészlete a |- 1;1[ intervallum. Paratlan,

szigoriian névekedo és folytonos).

.
Az xrsinx xE[—%;—Ej fiiggvény inverze. A

i
‘ 4 2z > /
(arkusz szinusz x)

-1 1

ke

2

(Ertelmezési tartoménya: a [-1, 1] intervallum. A tiggvény értékkészlete a [-w/2:7/2] intervallum.
Mivel az x - sinx fliggvény a [-/2:702] intervallumon paratlan, folytonos ¢s szigorian néveked®,
ezért az X > arcsinx fliggvény a [-1, 1] intervallumon szintén folytonos és szigoriian nivekedd.
Hozzarendelési tdrvény: arcsinxg azt a -w/2 és /2 kozotti szoget jelenti (ivmértékben), amelyre
sin(arc sin Xp) = Xg ).

Definidlja és Abridzolja az arccosx fiiggvénvt!

Az x> cosx xe€ |0; ] figgvény inverze.

(darkusz koszinusz x)

| A

-1 ! 1

(Ertelmezési tartomanya: a [-1, 1] intervallum. A fliggvény értékkészlete a [0; ] intervallum. Mivel az

x > cosx fliggvény a [0: 7] intervallumon folytonos és szigortian csokkend, ezért az x—arccosx
figgvény [-1, 1] intervallumon szintén folytonos €és szigoruan csékkend.

Hozzirendel€si torvény: arccosxg azt a 0 és m kozotti szdget jelenti (ivimériékben). amelyre
cos(arccos Xp) = Xg ).
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Definidlja és 4brdzolja az arctex fiigavényt!
1 T .
Azx > tgx  xe } - -g; 5[ fuggvény inverze.

(arkusz tangens x) o e

(Ertelmezési tartomanya a valés szamok halmaza. A fliggvény értckkészlete a J-w/2:m/2[ intervallum.
Mivel az x - tgx fliggvény a ]-w/2;0/2[ intervallumon pératlan, folytonos €s szigorian monoton
novekedd, ezért az x > arctgx fiiggvény a ]— ©0; 00 [ intervallumon szintén paratlan, folytonos és
szigorian monoton névekedo fiiggvény.

Hozzarendelési torvénye: arctgxg azt -n/2 és w2 kozotti szoget jelenti (ivmértékben), amelyre
tg(arctgxg) = Xg ).

Mikor mondjuk. hogv egv egvviltozés valés fiiggvény korlitos egy intervallumon?

Ha megadhatck olyan k és K valds szamok, hogy az intervallumban 1év6 barmely x-re: k < f(x) <K .

Mikor mondjuk. hogy egy egvviltozds valés fiiggvénv alulrél korldtos egy intervallumon?
Ha megadhato olyan k valés szdm, hogy az intervallumban 1év6 barmely x-re: k < f(x).

Mikor mondjuk, hogv egv egvvaltozis valés fiiggvény feliilrdl korlitos egy intervallumon?
Ha megadhat6 olyan K szam valos szam, hogy az intervallumban lév6 barmely x-re: f(x) <K .

Mikor mondjuk, hogv egy egvvaltozis valés fiiggvény paros?
Ha értelmezési tartomdnya szimmetrikus a 0-ra és xe D¢ esetén f(—x) = f(x) .

Mikor mondjuk. ho viltozés valés fiigevény paratlan?
Ha értelmezési tartomanya szimmetrikus a 0-ra és xe D¢ esetén f (—x) = —f (x).

Mikor mondjuk, hogv egv egvviltozés valés fiiggvény periodikus?
Ha taldlhaté olyan p > 0 valés szam, hogy ha xe Dy, akkor xtpe D¢ és f(x) = F (x+p).

Mit neveziink egy egyviltozds periodikus valgs fiiggvénv periédusinak?
Ha van a periodicitas definicidjdban szerepld p > 0 valos szamok kozott legkisebb, akkor ez a
periodus.

Mikor mondjuk. hogy egv egvviltozds valés fiiggvény egy intervallumon konvex?
Ha az intervallumban a grafikonjdnak barmely két pontjat dsszekotd hir alatt vagy magan a hiron
vannak a grafikon megfelel6 pontjai.

Mikor mondjuk, hogv egv egvvaltozés valés fiiggvény egv intervallumon konkdv?
Ha az intervallumban a grafikonjdnak barmely két pontjat 6sszekt6 har felett vagy magan a hiron
vannak a grafikon megfeleld pontjai.

Mikor mondjuk. hogy egv egyviltozoés valds fiiggvénvnek az x,-ban inflexiés pontja van ?
Ha van az x-nak olyan kérnyezete, amelyben f értelmezve van és ebben a kornyezetben az x, el6tt
konvex és x, utan konkav vagy az x, elétt konkav és x, utan konvex.
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Mikor mondjuk. hogv egy egvviltozés valés filggvény monoton csikken egy intervallumon?
Ha az intervallum barmely két olyan pontjara, amelyre x, < x,, azf(x,) = f(x,) relacio teljesiil.
Mikor mondjuk. hogv egv egvvaltozés valés fiiggvény monoton né egy intervallumon?

Ha az intervallum barmely két olyan pontjara, amelyre x; < x,, azf(x,) < f(x,) relacio teljesiil.

Mikor mondjuk, hogy egv egvviltozoés valés fiiggvény szigoriian monoton csikken egy
intervallumon?
Ha az intervallum barmely két olyan pontjara, amelyre x, < x,, azf(x,) > f(x,) relacio teljesil.

Mikor mondjuk, ho ; egyvaltozos valoés fii

intervallumon?
Ha az intervallum barmely két olyan pontjara, amelyre x < x,, azf(x,) < f(x,) relacio teljesiil.

Mikor mondjuk, hogy egv egvviltozés valés fiiggvénynek az xy-ban helvi(lokilis) minimuma
van?

Ha van az xp-nak olyan kérnyezete, amelyben f értelmezve van és ebben a kdrnyezetben az f(xy) a
legkisebb fiiggvényériék.

Mikor mondjuk, hogy esy egvvaltozoés valés fiigevény -ban helvi(lokalis) maximuma
van?
Ha van az xg-nak olyan kérnyezete, amelyben f értelmezve van és ebben a kérnyezetben az f(x,) a

legnagyobb fiiggvényértek.

nek az x;

Jellemezze az_f(x) = a* (ac R, a>0. a#1) fiiggvénvt monotonitas szempontjabol!

Ha a > 1, szigoruan monoton ndvekvd a fiiggvény.
Ha 0 <a < 1, szigorian csokkend a fliggvény.

Jellemezze az f(x) = log.x (ag R, a > 0, azl) fiiggvényt monotonitis szempontjabol!

A fliggvény a > | esetében szigorian névekedd, mig 0 < a < | esetén szigorian monoton csdkkeno.

Mikor mondjuk. hogy egy egvviltozds valés fiiggvény hatirértéke az x =2 helyen A?
Ha f értelmezve van az x = a pont valamely kérnyezetében esetleg az a-t kivéve és barmely x,—a
sorozatra a megfeleld fiiggvényértékek {f(x,)} sorozata A-hoz konvergal.

Mikor mondjuk. hogy egy egvviltozés valés fiiggvény hatarértéke x=a helven +oo?
Ha f értelmezve van az x = a pont valamely kérnyezetében esetleg az a-t kivéve és minden olyan {x,}
sorozatra, amely az a-hoz tart, az f{(x,) fiiggvényértékek sorozata +eo-hez tart.

Mikor mondjuk, hogy egy egyvaltozés valés fiiggvény hatirértéke x =a helven -oo?
Ha f értelmezve van az x = a pont valamely kornyezetében esctleg az a-t kivéve és minden olyan {x,)
sorozatra, amely az a-hoz tart, az f(x,) fliggvényértékek sorozata -co-hez tart.

Mikor mondjuk. hogy egv egvvaltozés valés fiiggvény hatirértéke a_(+eo)-ben A?
Ha f értelmezve van a +eo valamely kérnyezetében ¢és minden olyan {x,} sorozatra, amely a (+o0)-hez
tart, az f(x,) fiiggvényértékek sorozata A-hoz tart.

Mikor mondjuk. hogv egv egvviltozés valés fiiggvény hatirértéke (+eo)-ben +oo ?
Ha f értelmezve van a +oo valamely kérnyezetében és minden olyan {x,} sorozatra, amely a (+es)-hez
tart, az f(x,) fiiggvényértékek sorozata (+eoo)-hez tart.

Mikor mondjuk, hogy egy egyvaltozés valés fiiggvény hatirértéke (+oo)-ben -eo ?
Hat értelmezve van a +eo valamely kérnyezetében és minden olyan {X,} sorozatra, amely a (+oo)-hez
tart, az f(x,) fliggvénycrickek sorozata (-eo)-hez tart.
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Mikor mondjuk, hogv eoy egvvaltozés valés fiigevény hatdrértéke a (-eo)-ben A?

Ha f értelmezve van a -eo valamely kdrnyezetében és minden olyan {x,} sorozatra, amely a (-eo)-hez
tart, az f(x,) figgvényértékek sorozata A-hoz tart.

Mikor mondjuk, hogy egy egvviltozds valés filggvény hatirértéke a (-eo)-ben +oo?

Ha f értelmezve van a -eo valamely kérnyezetében és minden olyan {x,} sorozatra, amely a (-ee)-hez
tart, az f(x,) fiiggvényériékek sorozata (+o0)-hez tart.

Mikor mondjuk, hogy egv egvvaltozés valés filggvénv hatarértéke a (-eo)-ben -eo?
Ha f értelmezve van a -oo valamely kornyezetében és minden olyan {x,} sorozatra, amely a (-e0)-hez
tart, az f(x,) fliggvényértékek sorozata (-e<)-hez tart.

Mikor mondjuk, hogy egv egvviltozés valés fiiggvény jobboldali hatirértéke az x =a helven A?
Ha f értelmezve van az x = a valamely jobb félkdrnyezetében és barmely x, — a és x,> a sorozatra az
{f(x,)} figgvényértékek sorozata A-hoz konvergal.

Mikor mondjuk, hogv egv egvviltozés valés fiigovény jobboldali hatarértéke az x = a helven
+oo ?

Ha f értelmezve van az x = a valamely jobb félkérnyezetében és barmely x,— a és x,> a sorozatra az
{f(x,)} fiiggvényértékek sorozata (+eo)-hez tart.

Mikor mondjuk, hogv egy egvviltozaos valés fiiggvény jobboldali hatirértéke az x = a helven
-o0 ?

Ha f értelmezve van az x = a valamely jobb félkornyezetében és barmely x, — a és x,> a sorozatra az
{f(xn)} fiiggvényértekek sorozata (-o0)-hez tart.

Mikor mondjuk, hogy egv egvviltozos valés fiiggvény baloldali hatarértéke az x = a helven A?
Ha f értelmezve van az x = a valamely bal félkornyezetében és barmely x,— a és x,<a sorozatra az
{f(xn)} fiiggvényértékek sorozata A-hoz konvergal.

Mikor mondjuk. hogy egv egvviltozos valos fiiggvénvy baloldali hatirértéke az x = a helven
+o0 ?

Ha f értelmezve van az x = a valamely bal félkérnyezetében és barmely x,—> a és x,< a sorozatra az
{fixn)} fiiggvényértékek sorozata (+ee)-hez tart.

Mikor mondjuk. hogy egv egvvaltozés valés fiiggvény baloldali hatarértéke az x = a helven

-c0 ?

Ha f értelmezve van az x = a valamely bal félkdrnyezetében és barmely x,— a és x,< a sorozatra az
{f(x,)} fliggvényértékek sorozata (-eo)-hez tart.

Mikor mondjuk, hogy egv egvviltozés valés fiiggvény folvtonos az x =a helyen?
Ha f értelmezve van a-ban és |im f(x)="f(a)-

Mikor mondjuk, hogy egy egvvaltozoés valés fiiggvény balrél folytonos az x=a helven?
Ha f értelmezve van a-ban és lim f(x) = f(a)-

Ha f értelmezve van a-ban és lim f(x)=f(a)-

Mikor mondjuk, hogv egy egvviltozds valds filggvény folvtonos az Ja:b| intervallumban?
Ha az Ja:b[ minden pontjaban folytonos.

Mikor mondjuk, hogy egy egvvaltozds valds fiigevény folvtonos az [a:b] intervallumban?
Ha az Ja;b[ minden pontjaban folytonos €s a-ban jobbroél, b-ben balrol folytonos.




neveziink kétvaltozos valos fii

Olyanfliggvényt, amelynek az értelmezési tar‘lomanya asik pont_;amak egy részhalmaza és
képhalma a valos szamok halmaza.

Mikor mendluk ~hogv egv kétviltozés valés fiiggy él;ll az ertelmezes: tartomanvinak egv A
részhalmazin ftlulr?)l\korlatos"
Ha van olyan K valos szan; hogy az A halmaz mmﬂen pontjdban a fiiggvény értéke K-nal kisebb.

Mikor mondjuk, hogy egy kétvéitqzés valbs fﬁggvénv az értelmezési tartomanvanak egy A
részhalmazan alulrélrél korlatos? .
Ha van olyan k valés szam, hogy az A"halimaz minden pontjéban a fiiggvény értéke k-nal nagyobb.

Mikor mondjuk, hogv egy kéf;/é]tozés valés fiigeyény az értelmezési tartomanvanak esy A
részhalmazan korlitos?
Ha az A halmazon feliilr0l és alulrol is korlatos.

Mikor mondjuk; hogy egv kétviltozés valés fiiggvény az értelmezési tartomanyinak egv (Xpivo)

pontjdban folvtonos?

Ha barmély €>0 esetén megadhaté olyand >0, hogy
: ‘f(x;y)—f(xo;yuﬂ(s‘ ha 0<(x——x°)2+(y—yu)z<5

DIFFERENCIALSZAMITAS

Definialja a differencia- és differencidlhdnyados fogalmat!
Legyen az f figgvény az x, pont valamely kérnyezetében értelmezve, és legyen x olyan eleme ennek

a kérnyezetnek, amelyre x # x, .
f(x)-f(x,)

X=X,

Ekkoraz x fliggvényt az x, ponthoz tartozo differenciahanyados-fliggvényének

nevezziik.
A differencialhanyados a differenciahanyados-fliggvény hatarértéke az x, helyen.

Mikor differencidlhaté egy egvvaltozos valos fiiggvény az x, helven?
Ha a fiiggvény x, pontbeli differenciahanyados-fliggvényének hatarértéke az x, helyen véges.

irja le az egyviltozés valés fiiggvény derivaltfiiggvénvének definiciojat!

Azt a fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya azon x pontok halmaza, ahol f differencialhatd, és
amelynek értéke egy ilyen x pontban f’(x), az f fliggvény differencialhanyados-fiiggvényének vagy
derivalt-fiiggvényének (réviden derivaltjanak) nevezziik.

Milyen kapcsolat van egy fiiggvény adott helven valé folvtonossiga és differencidlhatésdga
kozott?
Az x, helyen folytonos fiiggvény nem feltétleniil differencialhaté a szoban forgo helyen.

Az x, helyen differencialhato fiiggvény az adott helyen folytonos.

Irja le a szorzat fii Ny ivalasi Ivat!

(f-g)=fg+f-g

Irja le a hianvadosfiiggvény derivalasi szabalvat!
r

[f] #I"-g*f-g'
— | B—
[ o
&, =

(-



fria le az dsszetett-fiiggvény derivilasi szabalyat!
[Feean] =) g'x)

Ertelmezze egy egyviltozés valés fiiggvény mésodik differencislhinvadosat!

Haaz f és az f* fiiggvények differencialhatoak az x pontban, akkor az f* x helyen vett
differencidlhanyadosat az f fliggvénynek az x helyen vett masodik differencialhanyadosdnak
(derivaltjanak) nevezziik.

Ertelmezze egy egyviltozés valés fiiggvény n-ik_(neN) deriviltfiiggvényét!
fFO—f fFO ¢ £O@ =(f’}’ I =(f(n-l} )"

Mit neveziink egv egvviltozoés valés fiiggvény egv stacionirius pontjanak?
Az f stacionarius pontja x, , ha f differencidlhat6 az x, valamely kornyezetében ésf'(x,)=0.

helvi(lokalis) szélséértékének létezésére!

Legyen az f fiiggvény differencialhat6 az x, valamely kérnyezetében és £'(x,)=0.

helvi(lokalis) minimumaéanak létezésére!

Ha az f fiiggvény differencialhaté az x, valamely kdrnyezetében és f'(x,) = 0, akkor ahhoz, hogy a

fliggvénynek az x, helyen lokalis minimuma legyen elegendd, hogy az f” fliggvény az x, helyen
(=)-bdl (+)-ba eldjelet valtson.

(Ha az x, helyen n-szer differencialhat¢ f fiiggvény derivaltjaira igaz az, hogy:

(%) =F"(x,) =F7(x,) =...=F" " (x,)=0, és £™(x,)>0 és n>1 paros szam, akkor az f
fliggvénynek az x, helyen helyi minimuma van.)

Differencidlhdnvadosok segitségével adjon egy elégséges feltételt egyv egvvaltozds valds fiiggvény

helvi(lokilis) maximumainak létezésére!

Ha az f fiiggvény differencidlhat6 az x, valamely kérnyezetében ésf'(x,) =0, akkor ahhoz, hogy a
fiiggvénynek az x; helyen lokdlis maximuma legyen clegendd, hogy az f” fliggvény az x, helyen
(+)-bol (—)-ba elbjelet viltson.

(Ha az x, helyen n-szer differencialhato f fliggvény derivaltjaira igaz az, hogy:

(%) = (%) =f7(x)) =...= " (x,)=0, ¢ f™(x,)<0 és n>1 paros szam, akkor az f
fiiggvénynek az x, helyen helyi maximuma van.)

Differencidlhinvadosok segitségével adjon egv sziikséges feltételt egv egyvaltozés valés fiiggvény

inflexiés pontjdnak létezésére!
Legyen faz x hely valamely kdrnyezetében kétszer differencialhaté, és f*(x,)=0.

Differencidlhdnvadosok segitségével adjon egv elégséges feltételt egv egvviltozds valés fiiggvény
inflexios pontjinak létezésére!
Ha faz x, hely valamely kéryezetében kétszer differencidlhato, és f(x,)=0, valamint az "

figgvény az x, helyen elGjelet valt, akkor f-nek az x helyen inflexids pontja van.

(Ha az x, helyen n-szer differencialhato f fiiggvény deriviltjaira igaz az, hogy:

£(x,) =F"(%,) =F7(x,) =..= "V (x,)=0, és £ (x,)#0 é n>1 pératlan szdm, akkor az f
fuggveénynek az x, helyen inflexids pontja van.)
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Ismertesse az L."'Hospital szabalyt!

Legyen a_véges érték vagy a +eo és -eo szimbolumok valamelyike. Tegyiik fel, hogy az fésa g
fiiggvények az a hely valamely kdrnyezetében (esetleg csak féloldaliban) derivalhatéak, amelyekre
f(a) = g(a) = 0 vagy a lim,,, f (x) és a lim,,, g(x) hatarértékek mindegyike a +e< és a -oo valamelyike.
Tegyiik fel tovabba, hogy a lim,,,(f'(x) / g'(x)) hatarérték létezik és g'(x) 2 0 az x = aegy
kornyezetében (esetleg csak féloldaliban).

Ekkor a lim,,,(f (x)/g(x)) is 1étezik és limy,, (f (x)/g(x)) = lim,, (f'(x) / g(x)).

Ismertesse a teljes fiiggvénvvizsgalat legfontosabb lépéseit!
1. Ertelmezési tartomany.

(Képlettel megadott fliggvények esetén a képlet értelmezési tartomanyanak meghatarozasa.)
2. Hatérértékek.
(Ha az értelmezési tartomdny véges sok diszjunkt intervallum egyesitése, akkor ezek végpontjaiban
kell hatarértékeket szamolni.)
. Tengelymetszetek.
. Paritas.
. Periodicitas.
. Folytonossag.
. Monotonitas, helyi szélséértékek.
(A fiiggvény elsd derivaltjanak felirdsa, ebbdl a staciondrius pontok meghatarozasa, majd a
derivalt eldjelének vizsgdlata.)
8. Konvexitas, konkdvitas, inflexios pontok.
(A fiiggvény masodik derivaltjanak felirasa, ebbél az inflexios pontok meghatarozasa, majd a
masodik derivalt eljelének vizsgalata.)
9. A fliggvény grafjanak vazlatos abrazoldsa.
10. Ertékkészlet.

~1 o h o

Mi az_x = a helven differencidlhat6 egvviltozés valés fiiggvény differencidlja?
df| _ =fa)x-a).

Tegyiik fel, hogy az f(x:v) kétvaltozés fiiggvény értelmezve van az (x,:vy) egv kirnvzetében.
Mikox mondjuk, hogy az f(x;v) x-szerinti parcidlisan differencidlhaté az (x,;v
Haa g(§\)<f(x; y,) egyvaltozos fliggvény differencialhato az xo-ban.

.

A h(y)=1f(x4:y) egyv aﬂrqzos f‘ug,fbvx.ny dlffercncmlhato az yp-ban.

EHC;_
S

leﬂ uk fel hog\ az f(x.\] l\uv‘ﬂtwéc fljgf_r\,ém erte]mene van az (xy:vy) egv kirnyzetében.

Hog\ n lrhaté fel egy f(x; v) kétviltozés fiiggvény o szigil irdnymenti deriviltja

coso+ Bsinot, ahol A=§

ox

¥
X=X, dy|y=Y,

értelmezziik egv f(x: v) kétvaltozos fiiggvény teljes differencialjat?
df = idx +§dy
ox dy
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Mit mond ki egv f(x: v) kétviltozos fiiggvénvrol a véges nivekménvek tétele?
of of .
Af = —dx+=—d i ik
Ax ay y - {fotn

érintosikjanak az egvenlete?

Ax=X,)+B(y—y,) = (z-24)=0, aholA:%. '

X=X _ay Y=Y

Mit neveziink az f(x:v) kétvaltozés fiiggény tiszta misodrendii parciilis deriviltjainak?
Az f (x;y) x-szerinti és az f;(x;y_)"y-szcrinti parcialis derivaltjat, azaz az f7 (x;y) és f;y(x;y)

masodrendi parcialis derivaltakat.”

Mit neveziink az f(x:v) kétviltozoés fiiggény vegves masodrendii parciglis derivaltjainak?
Az f](x;y) y-szerinti és’ az f;(x;y) x-szerinti parcialis derivaltjat, azaz az f:;{x;y) és f;;(x;y)

masodrendii parcialis derivaltakat.

Mit mondhatdnk egy kétvaltozés valés fiiggvény vegyes masodrendii parcidlis derivaltjairél?
Altalaban ¢gyenldk.

(I;:?fﬁésodrendﬁ parcialis derivaltak folytonosak, akkor a vegyes masodrendil parcialis derivaltak
nloek.)

N,

INTEGRALSZAMITAS

(hatarozatlan integralok)

Mit neveziink egy intervallumon értelmezett f (x) fiiggvénv egy primitiv fiiggvénvének?

Ha létezik olyan F fiiggvény, amely az [ intervallumon differencialhaté és minden xe I-re

F'(x) =f(x), akkor az F fiiggvényt az f fiiggvény | intervallumhoz tartoz6 primitiv fiiggvényének
nevezzik.

Milven kapcsolat van egy intervallumon értelmezett f (x) fiiggvény primitiv fiiggvénvei kozott?
Egy intervallumon értelmezett fliggvény primitiv fliggvényei csak egy additiv konstansban
kiilonboznek. (Barmely kettd kiilonbsége allando.)

Er

Azf tug,gv:,ny primitiv tuggvenycmek halmazat az f fiiggvény hatarozatlan integraljanak nevezziik,
( If(x )dx = F(x)+C, ahol F'(x)=f(x)és C konstans).

Mivel egvenlé:
* a kérdes felkaver betii a valasz az egyenldség utin normdl betivel!

[e-f(x) dx =c[f(x)ax ahol cllando

j(f ))dx = j dx+[g

Mivel egvenlé [f(ax+b) dx, ahol a # 02

If(ax +b)dx o Hlaxt b
a

+C, ahol F(x)=1(x).



'§

Mivel egvenld f{f{x}“ F(x)dx (ax#-1)?

3 _[F[x}}u+1
_[[f(x)}’-f(x)dx e

Mivel egvenld [ f'x)/(x) dx?

jf’“‘; dx = In| £(x)|+C .

f(x

Mivel egvenld [ f(g(x))g'(x) dx?
If (g(x)).2'(%) dx = F(g(x))+C, ahol F'(x)=f(x).

iria fel a parcidlis integralds képletét hatdrozatlan integralra!
[( x).g(x) dx = f(x)-g(x) - If( x).g (x) dx

INTEGRALSZAMITAS

(hatarozott integralok)

Mit neveziink az [a:b] intervallum egy adott felosztasdhoz tartozé integral kizelitd fsszegének?
Ha a=x,<x,<..<x,,<X,=b é x,, <c,<x; i=12,.,n, akkor az integralkozelitd dsszeg:

2r(ci)'(xi _x:‘-n)

Mikor mondjuk, hogy egy intervallum egv F, felosztissorozata minden hatiron til finomodé6?
Ha n—eo esetén az F, barmely részintervallumanak hossza 0-hoz tart.

Mikor mondjuk, hogy [a:b] intervallumon Korlditos f(x) fiiggvény, az [a:b]-ban (Riemann)
integrialhat6?

Ha integral kozelit6 dsszegeinek barmely minden hataron til finomodo felosztas sorozat esetén
ugyanaz a véges hatarértéke van.

Mit neveziink egy fiiggvény hatdrozott integraljdnak?
Az integral kozelitd osszegeinek k6z06s hatarértékét.

Mondjon elégséges feltételt arra, hogy egv az [a:b]-ben korlitos fiiggvény itt integrilhaté
legven?

= Legyen itt folytonos, vagy

= Legyen itt véges sok ponttol eltekintve folytonos, vagy

® [ egyen itt monoton tiiggvény.

Mivel egvenlé:

* a kéfrdés felkover beti a vilasz pedig mellette normal benivel!
b b

[c-f(x)dx = C.[ f(x)dx ahol ¢ dllandé

a

B C— T

(£x)+ glx))cx = [ £(xax + | g

Ff(x)dx+_Tf(x)dX=]if(x)dx ahol a<c<b

a a
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Mondjon egv geometriai jelentését az [a:b]-ben integrilhat6 és itt nem negativ { fiiggvény
hatdrozott integraljanak!

Megadja az intervallumban a fliggvény grafikonja és az x tengely kozti teriiletet.

Mit mond ki a Newton-Leibniz tétel?

Ha fintegralhato [a;b]-ben, s itt van primitiv fliggvénye, ami F, akkor:

[o(x)ax = F(b)~Fla)
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