Binér (kételemi) reldcié
A szorzathalmaz fogalménak felhasznaldsdval megadhatjuk a reldcié matematikai fogalmat. A reldc
két vagy t6bb halmaz Descartes-féle szorzatdnak valamilyen részhalmazat jelenti.
Binérnek (kételemiinek) nevezziik azt a relaciét, amelyet két halmaz Descartes-féle szorzaténak rész
halmazéval adhatunk meg. A tovébbiakban ilyen reldciokkal foglalkozunk. Legyen példaul

Rc AxB R={(x,y]xeAAyEB/\x+y<7}vagyr6videany.A=[0, 2,5} ésB=(1,3,6,
8} halmaz, ésx+y<7 (x € A&y € B).
El6szor képezziik A xB-t, aztn jel6ljiik meg annak R részhalmazat,

R={0.1),(0.3),(0,5} (2.1).(2.3). (5.1)
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A relécibbeli rendezett parok els6 Osszetevfinck halmazat (az x
elemek halmazat) a reldcio értelmezési tartomanydnak, a masodik
helyen lev6 dsszetevbinek halmazit (az y elemek halmazat) pedig a
reldcié képtartomadnyanak nevezziik. Ha az értelmezési tartomanyt és
a képtartomanyt felcseréljiik, a relacid inverzét kapjuk.
= Példaul a 3 osztdja 51-nek relaci6 inverze 51 tbbszordse 3-nak.
o Egy binér relaci6 elemeinek elsé 6sszetevijébol (x) altalaban
Y meghatarozhat6 a masodik (y) Osszetevd. Ezért a relacié
Bt . > elemeinek els6(x) Osszetevdjét a relacié fiiggetlen valtozdjanak,
o TEEE - mésodik (y) sszetevbiét fiiggd valtozénak is nevezziik.
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Vannak tdbbvéltozos reldcidk is. Legyen példdul rendre A, a postai irdnyitészdmok, 4, a
helységnevek, illetve A, a kdrzetszdmok halmaza.

A =(8127,5241,7678,3261), A, = {Aba, Abddszaidk, Abaliget, Abasér), A, = {22,59.72,37)
AxAxA = {(8127, Aba,22), (8127, Abddszaisk, 22).(8127, Abaliget 22),(8127, Abasar 22),(8127, Aba59),.}

Az R relacié akkor adott, ha barmely parr6] meg lehet allapitani, hogy rendelkezik-e a
kérdéses tulajdonséggal, vagy sem.Altaliban egy reliciét meghatdrozhatunk:
az alaphalmaz és valamely tulajdonsidg megadésaval,
a relaciéhoz tartozo6 rendezett parok felsorolasaval,
graffal,
tablazattal.
Az a relécioban van b-vel jeldlése: aRb, vagy (a, b) € R. Két relaci6 akkor inverze egymasnak, ha
alaphalmazuk ugyanazokat az elempérokat tartalmazza, de a parok sorrendje forditott.
A relécidkat tulajdonsagaik alapjan osztilyozhatjuk. A kiilonb6z6 tulajdonsagok egyidejii megléte
vagy hidnya alapjan beszélhetiink a relacidk tipusairdl.
Binér relaciok tulajdonségai
Binér relaciok reflexivitasa

Egy binér relaci6t akkor mondunk reflexivnek, ha valamennyi (x, y) rendezett parnak megvan az R
tulajdonsdga. Pl: a=b = b=a vagyis az egyenldségi relici6 reflexiv. Ellenben a>b -bél nem
kovetkezik, hogy b>a, vagyis a ,,nagyobb vagy egyenl6”relacié irreflexiv.

Binér reldcio szimmetridja

Egy halmazon értelmezett R relaci6t akkor mondunk szimmetrikusnak, ha barmely x, y € H-ra, az
(x, y) & az (y, x) rendezett pdr is kielégiti a relaci6t. xRy = yRx. A szimmetria tehét tulajdonképpen
a relacié megfordithatdsagat jelenti.

Binér reldciok tranzitivitdsa

Egy halmazon értelmezett R binér relaci6t tranzitivnak neveziink, ha az alaphalmaz barmely x, y, z
elemeire fennall, hogy ha abbdl, hogy az (x, y) és az (y, z) parok kiclégitik a relaci6t, mindig
kovetkezik, hogy az (x, z) par is kielégiti. (xRy és yRz) = xRz.



Ekvivalencia-relacio
A H halmaz elemei kozott értelmezett R relaciét ekvivalenciarelaciénak nevezziik akkor, ha
egyidejiileg
reflexiv
szimmetrikus és
tranzitiv. Jelolése: x~y.

Ekvivalenciaosztalyok

Legyen R a H halmazban értelmezett ekvivalenciarelici6 és a a H halmaz egy eleme. Az a
ekvivalencia-osztalyanak nevezziik H a-val ekvivalens elemeinek halmazat, azaz az a-val relaciéban
levd elemek halmazat. Jelolése: Cl(a). Az a ekvivalenciaosztély, tehat részhalmazaH-nak. Tételezziik
fel, hogy 1étezik az Cl(a) és Cl(b) ekvivalenciaosztilyoknak egy kdzds x eleme. Mivel x € Cl(a) és
x € CI(b), ezért x~a és x~b egyidejiileg fennallnak. A tranzitivitds miatt a~b. Ez azt jelenti, hogy

a € Cl(b), tehat Cl(e) — Cl(b). Ugyanigy megmutathat6, hogy Cl(b) < Cl(a).

Ami azt jelenti, hogy Cl(a) = Cl(b)

Ebbél kovetkezik, hogy , ha két ekvivalenciaosztalynak van nem iires metszete, akkor

azonosak. Két ekvivalenciaosztily metszete az iires halmaz. Barmely osztalyt barmely eleme
meghatdrozza. Az ekvivalenciaosztilyok egy reléciéra vonatkoztatva felosztjak a halmazt.

Rendezési reldcié
A H halmazban értelmezett R binér relaciét akkor mondjuk rendezési relaciénak, ha reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv.
A matematikai irodalom haszndlja a teljes rendezés, illetdleg szigora értelemben vett rendezés
és a nem teljes rendezés, illetSleg a tag értelemben vett rendezés (részbeni rendezés)
fogalmét. Ha az antiszimmetriat tdgabb értelemben vessziik, eljutunk a nem teljes rendezés és ha
szigort értelemben vessziik, a teljes rendezés fogalmahoz. A rendezési relacio jelolésére az
antiszimmetria jellegeszerint a<(nem teljes rendezés) illetve a<(teljes rendezés) jeleket hasznaljuk.
Teljes rendezésnél az alaphalmaz elemeinek sorrendje egyértelmiien meghatarozott.

A matematika ismeri az irreflexiv rendezés fogalmat is. Ez a relacié antiszimmetrikus,

tranzitiv és nem reflexiv. A H halmazt részben rendezett halmaznak mondjuk akkor, ha a F/-ban
értelmezett az egyenlség relaci6jatdl kiilonb6z6 olyan nem teljes rendezési relaci6, amely reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv.

Halmazok rendezetiséve

Egy halmaz rendezett, ha értelmeziink benne egy rendezési relacidt. Ha erre a reldciéra a halmaznak
van Gsszehasonlithatatlan elemparja, a halmaz részben(parcidlisan) rendezett.
Ha minden elempér Gsszehasonlithat6, azaz minden a, b € H esetén vagy a< b, vagy a = b, vagy a> b
teljesiil (trichotomia), akkor a halmaz teljesen rendezett. Ha a, b a H halmaz két
tetsz8leges eleme, az x € H elemet a és b felsd korlatjinak nevezziik a < reldciora, ha az a< x
és b< x teljesiil. Ha pedig x< a és x< b 4ll fenn, akkor x alsé korlat.
A ¢ € Helem az a és b elemek legkisebb felsé korlatja, ha
il a< c és b< ¢, tehit c felso korlat,
2. acsxébcx=c<x
A legnagyobb alsé korldt definiciéjaban a < jelek helyett > jeleket kell irni.

Egy H halmaz részhalmazainak halmazéan két részhalmaz legkisebb felsd korlatja a két halmaz unidja,
legnagyobb alsé korlatja a két halmaz metszete, ezért jelolésiikre az unié és a metszet jeldlése

has7nalatne



Nevezetes elemek részben rendezett halmazokban

Nullelem

Egy H részben rendezett halmaz olyan 0 elemét, amelyre 0 < x, minden x € H-ra, legkisebb elemnek
vagy nullelemnek nevezziik. A rendezési reléci6 antiszimmetrikus voltdbél kdvetkezik, hogy a
nullelem, ha 1étezik, egyetlen, ugyanis 0 < 0'és 0'<0 = 0=0"

Egységelem

Egy H részben rendezett halmaz olyan e elemét, amelyre x< e, minden x € H-ra, legnagyobb elemnel
vagy egységelemnek (univerzilis elemnek) nevezziik. Az elébbi médon belathatd, hogy univerzalis
elem is csak egy 1étezik.

Egyes nevezetes elemek egy A halmaz A részhalmazéra vonatkoznak, de 4 esetleg nem tartalmazza
8ket. Egy 4 részhalmaz majordnsa a H alaphalmaz olyan s eleme, amelyre fenn4ll, hogy x< s, minde
x € A-ra. Ha s majordnsa 4-nak, H-nak minden olyan s’ eleme, amelyre s< s', szintén majoransa A-
nak.

Egy A részhalmaz minoransa a H alaphalmaz olyan m eleme, amelyre fennéll, hogy m< x, minden

ye A -ta Ha m'< m akkor m' ic minordnes A-nak



HALMAZELMELETI FELADATOK(b vdltozat)
1.) Adja meg az alabbi halmazok Gsszes részhalmazat!

a.)A=|a;b;c|b.)B=|0]|c.)C=dd.)D=|1,2;3,;4]

2.) Az M={1;2;3;4;5,6;7;8} halmaz részhalmazair6l tudjuk,hogy:

AUB=(1;2;3;4;5;;6,7)4UC=(1,;2;5,;6,7](4uC)-C=[1 | 4-B=[1,7]
AanC=u]

Hatarozza meg az M halmaz A,B és C részhalmazait!

3.) Adottak az M={a;b;c;} és az N={e;f;g;h} halmazok. Hany részhalmazuk van

az
MXN ;az NXM ;illetveaz NXN

halmazoknak?

4.) Adja meg, elemeik felsorolasaval, a kovetkez6 halmazokat:

a.) A=[x|x€N és x=%;neN

b.) B=[x|x=%;xEN;n€N

c.) C=|(x,;y)|x€4; yeB| A=(2;3;5;].és..B=[4,;5:7]

5.) Egy osztaly 21 tanul6ja koziil tizenhatan vettek részt az els6, nyolcan a masodik
kirdndulason. Hanyan kirdndultak mindkét alkalommal?

6.) Egy intézmény 100 alkalmazottja koziil 28 beszél angolul, 30 németiil 42
olaszul.

Angolul és németiil is beszélnek nyolcan, angolul és olaszul tizen, németiil és
olaszul 6ten. Hirman mindhérom nyelvet beszélik.

a.)Hanyan vannak azok, akik egyik nyelvet sem beszélik az emlitett harom koziil?
b.)Hanyan vannak, akik csak olaszul beszélnek?

c.)Hanyan vannak, akik olaszul és németiil beszélnek, de angolul nem?

7.) Valaki azt allitotta, hogy egy 100 f6b6l all6 évfolyam fele lany, a kollégistak
szama 30, a rendszeresen sportoloké 23. A sportolo lanyok szdma 20, a sportold
kollégistaké 10, a kollégista lanyoké 8, a sportolo kollégista lanyoké 5. Mutassa
meg, hogy az eldbbi adatok kozott ellentmondas van (legalabb az egyik adat hamis).

8.) Bizonyitsa be, hogy barmely félkor keriiletén ugyanannyi pont van, mint az
atmérdjén!



9.) Hatirozza meg az A\B és a B\A halmazokat, tudva azt, hogy:
A={a;b;c;d}, A U'B={a;b;c;d;e}, ANB={a;c}.

10.) Hatérozza meg az (AXA)N(BXB) halmaz elemeit, ha A={1;2}, B={1;2;3;4
Hany elembél 41l a B halmaz hatvanyhalmaza (B részhal-
mazainak halmaza)?

11.) Hatérozza meg az A és B halmazokat, ha tudja, hogy ANB={3;5}
A UB={1;2;3;4;5}, A\B={1}, B\A={2;4}

12.) Hany k6zos elemiik van az M=A XB és az N=BXA halmazoknak,
ha A={0;1;2;3} és B={0;1;2;4}?

RELACIOK

1) A={1;2;3}, B={2;4;6;8},0={(a,b)c AXB |b=2 o2 }
Adja meg a rel4ci6 elemeit! Abrézolja a rel4ci6t Venn-diagrammal!

2.) Adott a kovetkez6 relacié: p=|(a;b)€RXR|b=0a?| Abrizolja
koordinatarendszerben!

3.) Legyen Z az egész szamok halmaza. A Z halmaz g és b elemei akkor
vannak az apb reldcioban, ha 8-cal osztva, maradékuk 3, vagyis

p=|la;b)la,beZAa=8n+3;b=8k+3;n,kcZ]
EGYVALTOZOS, VALOS FUGGVENYEK
1.) Az aldbbiakban megadott fliggvények koziil melyek nem azonosak és miért?

a.) flx)J=x*+2x-3 f:R-R
glx)=(x—1)(x+3) g:R-R
h(x)=x*+2x-3 h:R-R'
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b) flx=EEE fiR—(0]-R
g(x]=x2+5x g:R-R
h(x)J=x+5  h:R—[0]-R

g flx)=lx+4]-1 f:R-[—1;00]
g{x]=\ix2+8x+}6—1 g:R-[—1;)
h(x)=Vx>+8x+16—1 h:R*>R*

2.) Dontse el, hogy az alabbi fliggvények koziil melyek invertilhatoak, és
amelyik invertalhat6, annak irja fel az inverz fliggvényét!




