KOMBINATORIKAI ALAPFOGALMAK

A kombinatorika altalaban a véges halmazokra vonatkozo rendezési és leszamlaldsi
feladatokkal foglalkozik.

Az elemi kombinatorika legtobb esetben a kovetkezo két kérdés egyikére keresi a valaszt:
1.)n elem hany kiilonboz6 modon rendezhetd sorba

2.)n elembol hanyféleképpen lehet k darabot kivalasztani?

1.) Permutdciok: n szamu, egymastol megkiilonboztethetd elem egy meghatarozott sor-
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Megegyezés szerint 0!=1

Ha az n elem kozott egymassal megegyezoek is talalhatok, akkor az ezek felcserélésével
kapott permutaciok nem kiilonboztethetéek meg egymastdl. Az ilyen esetben szamitott
permutaciot ismétléses permutacionak nevezziik. Ha az ismétlddo elemek szdma:

ki, ky, ... k és termeszetesen k+ky+ky+...+k;<n gkior az n elem Gsszes ismétléses

Ky, k, n!
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permutacidinak szama: I, kIl k]

2.) Variaciok: n szam1, egymastol kiilonb6zd elembdl tetszolegesen kivalasztott k szamu
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yh= n! =nln—11n=2)...[n—k+1|= it
! (l’l - k) ! Pn—k
PIl: 15 parlamenti képviselobol hanyféle modon lehet 6 tagu bizottsagot osszedllitani, ha a
bizottsagon beliil szamit a sorrend ( mert a tagok nem egyenranguak: van elnok, titkar,...)?
¢ 15/
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Ha az n szamu elem koziil a k& elembdl allé csoportot ugy valaszthatjuk ki, hogy ugyanaz az
elem t6bbszor is szerepelhet, és az elemek sorrendjét is figyelembe vessziik, akkor az n elem

rrrrrr

V’;’ ik
Pl: Az 1, 3, 5, 6 szamjegyekbdl, ha barmelyikiiket tobbszor is felhasznalhatjuk, hany
haromjegyii szamot készithetiink?

Vi,i: 43
3.) Kombindciok: Ha n szamu, egymastol kiillonb6z6 elembdl tigy képeziink k tagh
csoportokat, hogy a kivalasztott k elem sorrendjére nem vagyunk tekintettel, akkor az n elem
k-ad osztalyu kombindcioit kapjuk.
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PI: ha az elobbi 15 képviselobol olyan 6 tagu bizottsagokat hozunk létre, amelyeken beliil
mindenki egyenrangu ( nem szamit a sorrend), akkor a létrehozhato bizottsagok szama
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Ha ugyanaz az elem tobbszor is szerepelhet, akkor az n elem k-ad osztalyu ismétléses
kombindcidjat kapjuk.
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PI: 8-féle fagylaltbol hanyféleképpen lehet 5 gombocos adagot kivalasztani, ha egyforma
gombocokat is kérhetiink és nem szamit a gombocok sorrendje?
8+5—1|_(12 12!/
" 5 (5 51(12=5)!

A Newton-féle binomiadlis keplet:
la+b/'=Ca"b’+Cla" b +C2a" P +...CEa" b+, 4+ Cla" D"
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Ha n darab kiilonbozo elem lehetséges sorbarendezéseinek szamat szeretnénk meghatarozni,
akkor — kombinatorikai széhasznalattal €lve — n elem ismétlés nélkiili permutacidinak szamat
keressiik. (Példaul: hanyféleképpen lehet sorbaallitani egy 30 f6s osztalyt?)

A megoldéashoz probaljuk meg sorbaallitani az elemeket: A sorban elsé helyre n-féleképpen
valaszthatunk elemet (a példaban 30 ember koziil). A sorban mésodik helyre mar csak n-1
féleképpen valaszthatunk elemet, hiszen az els6é helyen all6 elemet mar nem hasznélhatjuk fel
(a példaban 29 ember koziil valaszthatunk). Eddig tehat mar n+(n-1) féle valasztési
lehetdségiink volt, hiszen az n féle elsé elem mindegyike mellé n-1 féleképpen vélaszthattunk
masodik elemet! A sorban harmadik helyre méar csak n-2 féleképp valaszthatunk elemet, stb.
A sorban utolso el6tti helyre mar csak 2 vélasztasi lehetdséglink maradt, az utolso helyre
pedig mar csak 1 maradék elem koziil ,,valaszthatunk™. Az 0sszes lehetséges sorrendek szama
tehat:

n+(n-1):(n-2)--2-1 (A példaban 30-29-28++:21)

Tehat n elem ismétlés nélkiili permutacidinak szamat Gigy szamithatjuk ki, hogy
Osszeszorozzuk a természetes szamokat 1-t6l n —ig. Erre a szorzatra egy specialis jelolést is
bevezettek a matematikdban: 1-2-3--n=n! ( n faktoridlis) Megallapodas szerint 0! =1
PI1: Hanyféle szamot allithatunk 6ssze az 1, 2, 3,4 szamjegyek felhasznalasaval, ha
mindegyik szamjegyet fel kell hasznalni?

Megoldas: A 4 szamjegy kiilonb6z6 sorrendben felirva mas — mas négyjegyti szamot
hataroz meg. Tehat az a kérdés, hogy hanyféleképpen tudjuk sorbarendezni a négy kiilonbozo
szamjegyet, azaz négy elem ismétlés nélkiili permutacidinak szamat keressiik. Ezeknek szama
pedig: P,=12-3-4=41=24 (A jobb szamoldgépek tudnak faktorialist szdmolni!)

PI2: Hany 3 —mal kezd6d6 hatjegyii szamot lehet felirni az 1, 3, 4, 6, 7, 9 szamjegyekkel, ha
minden szamjegyet pontosan egyszer hasznalhatunk?

Megoldas: Ez a feladat is ismétlés nélkiili permutaciokhoz vezet, de most a sorban elsé
elem kotott: a szamnak mindenképpen 3 —mal kell kezdddnie. Ilyenkor az els6 elem
lényegében nem vesz részt a rendezgetésben — csak a tobbi elem sorrendje kérdéses. Tehat 6t



darab elem lehetséges sorrendjeinek szamat kell kiszdmolnunk (az 1, 4, 6, 7, 9 szamjegyek)
ezeknek szama pedig: Ps=5!=120.

PI3: Hany ottel oszthatd 6tjegyli szam készitheté a 0, 1, 2, 3, 4 szamjegyek
felhasznaldsaval, ha minden szdmjegyet pontosan egyszer hasznalhatunk?

Megoldas: A feladat hasonl6 az el6z6ho6z, hiszen az 6ttel vald oszthatésag szabalya szerint
a szamnak 0 —ra kell végzddnie. Tehat az els6 négy szamjegyet ,,permutalhatjuk”. A
lehetséges sorrendek szama: P, =4!=24.

Pl4: Hany 6tjegyti paratlan szam képezhet6 a 0, 1, 2, 3,4 szamjegyekbdl, ha minden
szamjegyet pontosan egyszer hasznalhatunk?

Megoldas: Ez a feladat mar tal bonyolult ahhoz, hogy csak ugy ,,rahtizzuk” a
permutaciészamito képletet — kénytelenek vagyunk gondolkozni: Paratlan szamot akarunk
eléallitani, ezért az utolso6 helyre az 1, vagy a 3 keriilhet. (ez két lehetdség) Az elsd
helyiértéken nem lehet O (mert akkor nem lenne 6tjegy() tehat az els6 helyre 3 koziil
valaszthatunk (nem lehet 0 és nem lehet az, amelyiket mar beraktuk az utolsé helyre). Ez
eddig Osszesen 2-3=6 lehetdség. A tobbi helyre (2. 3. 4. helyiérték) a maradék harom szam
koziil valaszthatunk tetszdleges sorrendben (3 elem ismétlés nélkiili permutacioja) 3! =6
féleképpen. Tehat az 6sszes lehetdségek szama: 2:3:6 = 36.

PI5: Nyolc ember — jeldljiik 6ket rendre A-, B-, C-, D-, E-, F-, G-, H- val — leiil egy padra.
Hanyféleképpen helyezkedhetnek el tigy, hogy A és B egymas mellett {iljon?

Megoldas: Vizsgaljuk meg eldszor A és B helyzetét! A par helyzete a padon 7 féle lehet:
vagy az els6 helyen ,,kezddédnek”, vagy a masodikon, ...vagy a hetediken. (A nyolcadik
helyen nem ,,kezdédhetnek”!)A paron beliil A és B helyzete kétféle lehet: jobbrdl A balrol B,
vagy forditva. Ez eddig 7-2 = 14 lehet6ség. Ha mar a par leiilt a padra, akkor a tobbiek a
fennmarado 6 hely kozott ,,permutalodhatnak" tetszéleges sorrendben; ezt Ps = 6! = 720
féleképp tehetik. Az 6sszes lehetdségek szama tehat: 14 720 = 10080.

P16: Hanyféleképpen iilhet le Artar kiraly nyolc lovagja a Kerekasztal koré, ha két
elhelyezkedést akkor tekintiink kiilonbézének, ha van legalabb egy olyan lovag, akinek
legalabb az egyik szomszédja a két elhelyezkedésben kiilonb6z6?

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a feladat nem azonos az egyenes pad esetével! (Hiszen ha
mindenki felall és egy hellyel ,,arrébb csusszan” attdél még a szomszédsagi viszonyok nem
valtoznak!)

Oldjuk meg az tiltetési problémat a kvetkezoképpen: valasszuk ki az egyik lovagot (P1
Lancelot) és iiltesstik le az egyik (tetszOleges) helyre. Lancelot lesz a viszonyitasi pont. A
tobbi lovagot iiltessiik le Lancelot jobb oldalara az Osszes lehetséges sorrendben. A hét lovag
P;=7!1=5040 féleképpen tud leiilni Lancelot jobbjan. Lancelot kezdeti {ildhelyvalasztasa
nem befolyasolja a szomszédsagi viszonyokat, tovabba az sem, hogy Lancelot jobbjara vagy
baljara kezdtiik leiiltetni a tobbi lovagot (hiszen ugyis korbeérnek). Tehat az dsszes lehetdség:
5040.

Ismétléses permutaciorol akkor beszéliink, ha a sorbarendezendd elemek kozott azonosnak
tekinthetdk is vannak. (Példaul: hanyféleképpen lehet sorbarakni 3 piros 2 fehér és 4 zold
goly6t?) Ilyenkor nyilvan nem tekintjiik kiilonbdz6 sorbarendezésnek (permutacionak)
azokat, amelyeket azonosnak tekinthetd elemek felcserélésével kapunk (PI ha felcseréliink 2
z61d golyo6t). Ezek az azonos elemtipuson beliili rendezgetések csokkentik a lehetséges
permutédciok szamat ,mégpedig annyiadara, ahanyféleképpen rendezgethetiink az azonos
elemtipusokon beliil. A szines golyok példajaban tehat az osszes (ismétlés nélkiili)
permutéciok szamat (9 golyonal 9!) osztanunk kell az egyes golyotipusokon beliili
permutaciok szamaval (3! — al, 2! —al, 4! —al). A végeredmény tehat:
9/ 362880
3/-271-4] 288 1260




Altalédnos esetben n darab elem ismétléses permutacidinak szama:
P(nl,nz,n3,...nk) n!

" =

n/!n,!-ny!l...n.!

Ahol ny, ny, n3, ...nx az egyes elemtipusok darabszamait jelentik. (Tehat ni+ n+ ns+...nc = n)

PI1: Hany darab hatjegyii szamot készithetlink a kdvetkez6 szamkartyak felhasznalasaval:

4,4,4,6,06,8.

Megoldas: Hat elem ismétléses permutacioinak szamat kell meghataroznunk, ahol 3 féle

elemtipus van (3 darab, 2 darab, 1darab). A megoldés, azaz a lehetséges sorrendek szdma:
321)_ 6!/ 720 _

Ps 372010 621

Pl12: Az 1,1,1,2,2,3,3 szamjegyekbdl hany darab 13 —mal kezd6d6 hétjegyli szamot

lehet Gsszeallitani?

Megoldas: Az els6 két helyen mindenképpen 13 all. (Tehat az els6 két helyen nincs

permutacios lehetdség.) Maradt tehat 6t darab szamjegyiink: 1, 1, 2, 2, 3. Ezeket

tetszOlegesen permutalhatjuk.

/
A lehetéségek szama: p(52’2=1 57 120
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PI3: Egy dobozban a MATEMATIKA sz6 betiii talalhatok. Egyenként kihuzzuk a dobozbol
a betliket ¢és a kihuzas sorrendjében egymas mellé tessziik dket (balrdl jobbra haladva). Hany
esetben johet ki a MATEMATIKA sz6?
Megoldas: A kérdéses esetek mindegyikében a MATEMATIKA szot latjuk az asztalon,
csak az azonos betlik cserélddhetnek (permutdlodhatnak) egymads kozott. Az A betl 3
példanyban szerepel, permutéaciodinak szama: 3!, az M és T betiik 2-2 példanyban szerepelnek
(2!, 2! permutacio), a tobbi betli egyszer szerepel, igy azoknak fix helye van a széban. Az
Osszes lehetoségek szama tehat: 3!-21-2! =24,
Pl4: Hanyféleképpen olvashato6 ki az alabbi tablazatbol az ISKOLA sz6, ha a tablazat bal
felso betlijébdl indulunk ki, és az egyes 1épéseket csak jobbra vagy lefelé tehetjiik?
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Megoldas: Vegyiik észre, hogy a sz6 kiolvasasa soran mindig a jobb also sarokba kell
érkezniink. Ebbdl kovetkezéleg mindegyik kiolvasasnal sszesen 6tszor kell 1épniink:
haromszor jobbra és kétszer lefelé.
Tehat a JOBBRA, JOBBRA, JOBBRA, LEFELE, LEFELE elemek (ismétléses) permutacidit
keressiik.

. . p2)_ 5! 120 _
A lehetdségek szama: P =327 6.2 ‘2—10

Variacio

A variacioval kapcsolatos feladatok a kovetkezo kérdést teszik fel: ,,Hanyféleképpen lehet
kivalasztani adott szam dolog koziil néhanyat, ha a kivalasztasi sorrend is szamit?”
Matematikai szakkifejezéssel ezt igy mondjuk, hogy n darab elem k —ad osztalyu

elemet tobbszor is felhasznalhatunk —e , foglalkozunk ismétléses és ismétlés nélkiili
variaciokkal.

Ismetles nélkuli variacio

Ha n darab kiilonb6z6 elem koziil k darabot szeretnénk ugy kivalasztani, hogy egy — egy
elemet csak egyszer hasznalhatunk fel és a kivalasztasi sorrend is szamit, akkor n elem k- ad

.....

kovetkezOképp hatarozhatjuk meg:



Az els6 elem kivalasztasakor még barmelyik elemet vélaszthatjuk, azaz n lehetdségiink van.
A masodik elem kivalasztasakor mar nem valaszthatjuk azt az elemet, amelyiket els6ként
valasztottunk, azaz n-1 valasztasi lehetdségilink maradt. A harmadik elem kivalasztdsakor mar
nem valaszthatjuk az eldzéleg kivalasztott két elemet, azaz n-3 elem koziil valaszthatunk. Az
utols6 (k —adik) valasztdsnal — mivel nem valaszthatjuk az el6zdleg kivélasztott elemeket — n-
k+1 valasztasi lehetéségiink van. Mivel az els6 helyen kivalasztott n féle elem mindegyikéhez
n-1 féleképpen valaszthatunk masodik elemet ezért az elsd két elemet nl(n-1) féleképpen
valaszthatom ki. Az els6 harom elemet nl(h-1)[(h-2) féleképpen, az elsd k darab elemet nl(n-

1)[(n-2)[{h-k+1) féleképpen valaszthatom.

/
A variaciok szima tehat: ¥ = nlin-1){n-2) [n-k+1) = #
Pl1: Egy futéverseny 36 résztvevdje kozott hanyféleképpen oszthato ki az arany, eziist, ill.
bronzérem?
Megoldas: A feladat matematikai megfogalmazasa: hanyféleképpen valaszthatunk ki 36
elem koziil harmat, ha a sorrend is szdmit? Ez a feladat 36 elem 3 —ad osztalyti ismétlés

.....

lehetséges befutasi sorrendek szama tehat: ng) =36035034 = 42840.

/
Masféleképpen szamitva: V§6=§§—'/=42840 .

Pl2: Hanyféle otjegyii szamot képezhetiink az 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 szamjegyek
felhasznalasaval, ha mindegyik szamjegyet csak egyszer hasznalhatjuk fel?

.....

elem koziil kell valasztani az 6tjegyli szam elsd helyiértékére, méasodik helyiértékére stb... A
lehetéségek szama tehat: V' = 9BIB3 = 15120.

PI3: Hany ottel oszthatd négyjegyli szamot lehet késziteni az 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9
szamjegyek felhaszndlasaval, ha mindegyik szdmjegyet csak egyszer hasznalhatjuk fel?
Megoldas: Ahhoz, hogy a szam 6ttel oszthato legyen 0 —ra vagy 5 —re kell végzddnie.
Mivel a feladatban nem szerepel a 0 szamjegy, ezért az utols6 szamjegy csak az 5 lehet. Az
els6 harom szamjegyet szabadon valaszthatjuk (a maradékbol ismétlédés nélkiil) tehat a

lehetdségek szdma: Vg = 816 = 336.

Ismétléses variacio

Ha n darab kiilonb6z6 elem koziil k darabot szeretnénk ugy kivalasztani, hogy egy — egy
elemet tObbszor hasznalhatunk fel és a kivalasztasi sorrend is szamit, akkor n elem k- ad

.....

vagy Vﬁ(i) ) a kovetkezoképp hatarozhatjuk meg:

Az els6 helyre az n elem barmelyikét tehetjiik, azaz n lehetdségiink van. A masodik helyre is
n elem koziil valaszthatunk, hiszen az elsd helyre keriilt elemet jbdl felhasznalhatjuk! Az
Osszes lehet6ségek szama tehat:

Vfl(ism)zn-n-n...nznk

kdarab

PI1: Hany darab Gtjegytli szam képezhetd az 1, 3, 5 szamjegyekbol?

Megoldas: A feladat csak ugy oldhaté meg, ha a szamjegyeket tobbszor is felhasznalhatjuk.

V3 (ism)=3°=243

PI12: Hany TOTOszelvényt kell kitolteniink ahhoz, hogy biztosan telitalalatunk legyen?
(Tegyiik fel, hogy minden mérkdzést lejatszanak, azaz 14 mérkdzés eredményére kell jol
tippelniink.)



Megoldas: 14 mérk6zés eredményét kell eltalalnunk az 1, 2, X jelek beirasaval, azaz 3 jel
koziil kell 14 —et kivalasztanunk a megfeleld sorrendben gy, hogy a jeleket tobbszor is
felhasznailhatjuk Matematikai szohasznalattal:

.....

variaciok szama tehat:
V;4(ism )=3 1=4782969 . (Ha ezt a szamot beszorozzuk a TOTOszelvények araval
kideriil, hogy nem éri meg.)
P13: Hanyféleképpen olvashaté ki az alabbi tablazatbol a TANULO sz, ha a tablazat bal
felso betlijébdl indulunk ki, és az egyes 1épéseket csak jobbra vagy lefelé tehetjiik?
TANULO
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Megoldas: A szo kiolvasasa soran 6tszor kell 1épniink (mert hatbetiis a sz6) és csak jobbra
vagy lefelé 1éphetiink. Tehat két dolog koziil (jobbra — lefelé) kell valasztanunk 6t
alkalommal. A lehetéségek szama tehat:
V3 (ism)=2 =32
Pl4: Az 1,2,3,4,5 szamjegyek felhasznalasaval hany olyan haromjegyli szam készitheto,
amelyben az 5 —0s el6fordul?
Megoldas: A megoldas soran a kovetkez6 triikkot lehet alkalmazni:
Megfeleld lehetdségek szama = Osszes lehetdségek sziama — Nem
megfeleld lehetdségek szama
Ebben a feladatban ez a kovetkezot jelenti:
Az 5 —bs szdmjegyet tartalmazé szamok szama = Osszes haromjegy(i szim — Az 5 —9st nem
tartalmazo szdmok szama
Az dsszes haromjegyil szam (a fenti szamjegyekbdl): Vg (ism)=5°=125
Az 5 —5st nem tartalmazo haromjegyii szamok szama: V', (ism)=4>=64
Tehat a végeredmény: 125 — 64 =61.

Kombinacié

A kombindcioval kapcsolatos feladatok a kdvetkezd kérdést teszik fel: ,,Hanyféleképpen lehet
kivalasztani adott szamu dolog koziil néhanyat, ha a kivalasztasi sorrend NEM szamit?”
Matematikai szakkifejezéssel ezt igy mondjuk, hogy n darab elem k —ad osztalyu
kombindcidinak szamat szeretnénk meghatarozni. Attol fiiggden, hogy a kivalasztas soran egy
elemet tobbszor is felhasznalhatunk —e , foglalkozunk ismétléses és ismétlés nélkiili
kombinaciokkal.

Ismétlés nelkili kombinacio

Ha n darab kiilonb6z6 elem koziil k darabot szeretnénk ugy kivalasztani, hogy egy — egy
elemet csak egyszer hasznalhatunk fel és a kivalasztasi sorrend nem szamit, akkor n elem k-
ad osztalya ismétlés nélkiili kombindcioit keressiik. A kivalasztasi lehetdségek szamat (jele:

;

Ha a kivalasztott targyak sorrendje is szamitana, akkor n elem k —ad osztalyi ismétlés nélkiili

/
variacioit keresnénk, amelyeknek szama: V = nl(h-1)[(h-2)[{n-k+1) = ﬁ Ezekben a

kivalasztasokban azonban kombinacids szempontbol azonosak is vannak — azok, amelyekben
ugyanazokat az elemeket valasztottuk ki csak mas sorrendben. Minden egyes kombinacid

) a kdvetkezOképp hatarozhatjuk meg:




annyiszorosan szerepel a variaciok kozott ahdnyféleképpen sorba lehet rendezni k darab
kiilonb6z6 elemet. k darab kiilonb6z6 elemet pedig k! féleképpen lehet sorba rendezni
(ismétlés nélkiili permutacio) tehat a fenti varidciok kozott mindegyik kombinacié k!
-szorosan szerepel. A kombinaciok szama tehat:

n\_n(n—1)(n=2)...(n—k+1)_ n!

k k! k!-(n—k)!

PI1: Hany négyelemi részhalmaza van egy hételemii halmaznak?

Megoldas: Hét kiilonb6z6 elem koziil (halmazelemek kozott nem lehetnek azonosak) kell
kivalasztanunk négyet. A kivalasztasi sorrend nem szamit, hiszen a részhalmaz ,,csak egy
rakés” sorrendiség nélkiil, tehat 7 elem 4 —ed osztaly ismétlés nélkiili kombinacidit keressiik.

7! 5040
47331 246

Pl2: Hany szelvényt kell kitolteniink az 6t0s lotton, ha biztos telitalalatot szeretnénk elérni?
Megoldas: Ha biztos telitalalatot szeretnénk, akkor az Gsszes sorsolasi lehetséget le kell
fedniink. Az 6t6s lotton 90 szam koziil sorsolnak ki 6tot, visszatevés nélkiil, azaz egy szam
csak egyszer szerepelhet. Tehat 90 szam 6tddosztalyu ismétlés nélkiili kombindcidinak
90)|_90/

5] 5!85!

A kombinaciok, azaz a részhalmazok szama:

szamat kell meghataroznunk. A lehetdségek szama:

PI3: Hany részhalmaza van egy hatelem( halmaznak?
Megoldas: Az 6sszes részhalmazok szama = nullaelemii részhalmazok szama + 1 elemi
részhalmazok szdma + ...

6 6 6 6
0 1 2 6
Pl4: Hany olyan hétjegyli szam van, amelynek szamjegyei novekvo sorrendben kovetkeznek
egymas utan, egyenld szamjegyeket nem engedve meg?

Megoldas: Kilenc féle szamjegy all rendelkezésiinkre, hiszen a nulla nem szerepelhet a
szamban (a novekvd sorrend miatt csak az elején szerepelhetne, de akkor nem kapnank
hétjegyli szamot). Tehat kilenc szamjegy koziil kell kivalasztanunk hetet ugy, hogy novekvo

Azaz: + + +...

o4

sorrendben legyenek. Kilenc szdmjegy koziil hetet (9 féleképpen lehet kivalasztani, ha a

7

sorrend nem szamit (ilyenkor a kivalasztott elemeket halmazként tekinthetjiik). Minden egyes
ilyen szdmhalmaz pontosan egyféleképpen rendezhetd gy, hogy elemei névekvd sorrendben
legyenek, tehat pontosan annyi novekvd szamjegysorrendii szamunk lehet ahdnyféleképpen 7
elemi részhalmaz képezhetd a 9 elemii halmazbol.

9 9/ 362880
A At: = = =136
A feladat megoldasa tehat 7 ) 7127 50402
i B , - . _| n
PI5: Igaz — a kovetkez6 Gsszefliggés: 1l P

Megoldas: Az 6sszefiiggés bal oldala azt a szamot jelenti, ahanyféleképpen n elem koziil
kivalaszthatunk k darabot. A jobb oldalon az a szam all, ahanyféleképpen kivalaszthatunk n
elem koziil n-k darabot. A két szdm egyenld, hiszen ha kivalasztunk k darabot, akkor ezzel a
maradék n-k darabot nem valasztottuk ki.

nl | n n+1
k| \k+1] |k+1
Megoldas: Az dsszefiiggést ismét kombinatorikai gondolatmenettel bizonyitjuk (masképp
is lehet): Az 0sszefliggés jobb oldala azt a szdmot jelenti, ahdnyféleképpen n+1 elem koziil
kivalaszthatunk k+1 darabot. Az elemek koziil jeldljiikk meg az egyiket — legyen ez a
kitiintetett elem. A lehetséges kivalasztasokat valogassuk két csoportba aszerint, hogy

P16: Igazoljuk a kovetkez6 Osszefliggést:



tartalmazzak —e a kitiintetett elemet. Olyan kivalasztas, amely tartalmazza a kitiintetett elemet
(Z) darab van, hiszen a kitiintetett elem mellé még k darab elemet kell valasztanunk a
maradék n darab elem koziil. Olyan kivalasztds, amely nem tartalmazza a kitiintetett elemet

darab van, hiszen a maradék n darab elem koziil kell kivalasztanunk a k+1 darab

n

k+1
elemet. A két csoport elemszdmanak 6sszege megadja az 0sszes kivalasztasok szamat.
Ezen a tételen alapul az tigynevezett Pascal — haromszdg. A Pascal - haromszog felirasi
szabalya a kovetkezd: frjunk fel természetes szamokat alapjan 4llé egyenlészari haromszog
alakban ugy, hogy a szdrakon mindig az 1 szam &lljon és egy, a haromszdg belsejében 1évo
szam mindig az 4tldsan felette 1évO két szadm Osszege legyen.
A haromszdg tehat (kiilonb6z6 méretekben):

1 1 1 1
11 I 1 1 1 1 1
1 2 1 1 2 1 1 2 1
13 3 1 1 3 3 1
1 4 6 4
1

n

i szamok allnak, éspedig ugy,

A tétel alapjan éllithatjuk, hogy a Pascal —haromszogben az (

hogy a haromszdg n —edik sordnak k —adik eleme éppen

Z) (a legfels6 sor a 0. sor; a
legbaloldalibb elem a 0. elem.) ( (’(1) ) =1 hiszen n elem koziil nullat csak egyféleképpen

n|_
g

valaszthatok ki. Hasonloképpen

Ismétléses kombinaciod

Ha n darab kiilonb6z6 elem koziil k darabot szeretnénk ugy kivalasztani, hogy egy — egy
elemet tObbszor is felhasznalhatunk és a kivalasztasi sorrend nem szamit, akkor n elem k- ad
osztalyl ismétléses kombindcioit keressiik. A kivéalasztasi lehetdségek szamat a
kovetkezOképpen hatarozhatjuk meg:
k(e N n+k—1\|_(ntk—1)!
€, lism) k K l-(n—1)1
PI1: Hanyféle szamkombinacio johetne ki az 6tds lotton, ha visszatevéses modszerrel
sorsolndk a szdmokat (azaz minden egyes hlizas utan visszatennék a kihtizott szamot)?
Megoldas: A visszatevés miatt egy szamot tobbszor is kihtizhatnak, ezért 90 elem
otodosztalyu ismétléses kombinacidinak szamat kell kiszdmolnunk. A megoldas:
CS (ism)= 94|_94-93-92-91-90 _ 6586922160
% 5 5! 120

n

ism

=54891018




