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Bevezeto

A feladatok és témakorok kivalasztasanak elsddleges célja a gyakoroltatas. A munkafiizet kiegé-
szitése egy olyan tankonyvnek, amely a 2. oldalon emlitett kerettantervek egyikének megfelel. igy
nem hasznalhat6 onalldan, csak tankonyvvel egyiitt.

A feladatsorok segitenek a kozépszintl érettségire valo felkésziilésben, a kozépiskolai matematika
tananyag gyakorlasaban. A feladatlapok felhasznalhatok a tanorédkon, szakkorokon vagy korrepe-
talasi alkalmakkor. Tamogatjak a differencialt oktatast is.

Egy feladatlapon beliil a feladatok fokozatos felépitésiick. Egy-egy témaban tobb hasonlo jellegii
feladat segiti ellendrizni a tanulo jartassagat az adott teriileten, vagy sziikség esetén a gyakorlast is
biztositja. Az 6nallé munka megkonnyitésére a feladatgytijtemény két fontos egységet tartalmaz.
Az els6 egységcsoport minden nagyobb téma el6tt megtalalhato, a téma anyagahoz kapcsolddo el-
méleti 6sszefoglald. Az elméleti 6sszefoglalok a definicidkat, tételeket, illetve a fontosabb eljara-
sokat, modszereket tartalmazzak. A masik alapvetd egység pedig a konyv végén 1évé megoldasok
¢s a megoldasokhoz vezetd fontosabb 1épések kifejtése.

A feladatgylijtemény nem tartalmazza az emlitett Kerettantervek minden témakorét, ezért ezeket itt
felsoroljuk:

3.2.04; 6.2.03; 4.2.04, 5.2.04 Kerettantervek esetén:

— Fiiggvények alkalmazasa (Valos folyamatok fiiggvénymodelljének megalkotasa)

— Kor és részei, kor és egyenes. Iv, hur, korcikk, korszelet. Szeld, érinté.

— A korcikk teriilete. Egyenes aranyossag a kozépponti szog és a hozzatartozé korcikk teriilete
kozott.

— Egybevagosag, szimmetria.

— Szimmetrikus négyszogek. Négyszogek csoportositasa szimmetria szerint. Szabéalyos sok-
szogek.

— Tavolsag, szdg, teriilet a tervrajzon, térképen.

4.2.04; 5.2.04 Kerettantervek esetén:
— Egyszerli trigonometrikus egyenletek.
— Egyszerli halozat szemléltetése.







NEGYZETGYOK ES n-EDIK GYOK

1. feladatlap

Négyzetgyokre vonatkozé azonossagok

EMLEKEZTETO

racionalis szam: Olyan valos szam, amely felirhato két egész szam hanyadosaként. (A nevezében nem allhat 0.) Tizedestortalakja:

véges vagy végtelen szakaszos tizedestort. Pl. i ; —2; 0= 9; 2= g; -3= _—3; 0,5= i ; —2,135= ﬁ ; 0,4.1 = i .
5 7 1 1 1 10 1000 9

irracionalis szam: Nem racionalis valos szam.

négyzetgyok a: Egy nemnegativ a szam négyzetgyoke az a nemnegativ szam, amelynek négyzete az a szam. Jelolés: Ja . PL4a=2
mert 22 =4, vagy Jo=o.

négyzetgyok azonossagai: 1. \/LT2 = |a|, ahol ae R. 2. Na-b=+a-\b , ahol a, b nemnegativ valos szam.

k
3. \/% = %, ahol a nemnegativ, b pedig pozitiv valos szam. 4. \/a—k = (x/a_) ,ahol a>0 ¢és ke Z.

négyzetgyokjel alol kivitel: A négyzetgydk alatti kifejezést olyan szorzatként irjuk fel, amelynek egyik tényezdje teljes négyzet.
ANa-b=a-b (a2 0; b=0)azonossag alkalmazasa utan a teljes négyzetbdl gyokot vonunk, és ennek az eredményét szoroz-

zuk a masik tényezé négyzetgyokével. Pl V12 =+22-3 =243, Ja® =a*-a = |a|x/; )

négyzetgyokjel ala bevitel: A négyzetgyokds kifejezés szorzojat négyzetre emeljiik €s megszorozzuk vele a négyzetgyok alatt allo

kifejezést. a-\/E= /a22=\/ﬁ. (a>0; b>0)PL 24/5 =425 =420.
a a

FELADATOK
1.1. Szamitsd ki a kovetkez6 négyzetgyokok értékét!
@) NAD- 16 =

D) AJ25-81-0,40 = o
€) V144-400-900 = ..o\t

o

D (V2) =

J) (\/5)4 ..................................................................

1. feladatlap




k) (\/ﬁ): .................................................................
D BN NNB =

1.2. A kovetkez6 gyokkifejezéseket alakitsd olyan szorzatta, amelynek egyik tényezdje racionalis
szam vagy kifejezés! (PL. /50 = 5v/2, vagy 3b% = [b|/3.)

9 3x2
9 |- = W=
5 8

1.3. Ird kozos gyokjel ala és hozd egyszeriibb alakra a kovetkez6 gyokkifejezéseket a valtozok leg-
bovebb értelmezési tartomanya mellett!

) a-= @) ety [T =

X X+Y
e) x 1 P (d-a) 2

X l—a ...

Négyzetgyok és n-edik gyok



2. feladatlap

A négyzetgyokos kifejezés

EMLEKEZTETO

nevezo gyoktelenitése: A tortkifejezés nevezdjébol a gyokds kifejezés bovitéssel torténd eltavolitasa.

FELADATOK

2.1. ird egyszeriibb alakban!

@) ANS—2d5= . B) 82 =
o) N2+\B32-NT2= &) (3+35)5=

o (3W2-+5)2¥5= ... P (V54+2)-(¥5-2) -

Ny T
o
S SN T
O Ny
O T
S
g %)C' %=

h) 2,5y /%=

2. feladatlap




2.3. Gyoktelenitsd a nevezot a kovetkezd tortekben!

) -
N N N

2.4. Melyik szam nagyobb: a J7+43 vagy a J8++22

2.6. a) Igaz-e, hogy ha a és b pozitiv valos szamok és a* =b°, akkor a=5h? ................

b) Modositsd a feltételeket ugy, hogy az a* = b* egyenldségbol ne kovetkezzen az a = b egyenld-
ség!

Szamolas négyzetgyokos kifejezésekkel

FELADATOK

3.1. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!

Négyzetgyok és n-edik gyok




O N X =
) 2Nx SN

€) N2x +332x + V128X =1 o

\/;+2_
P &—1__4 ...............................................................

@) 10 = 1o/

3.2. a) Mekkora az 5 cm oldalu négyzet atloja?

b) Mekkora az a oldalti négyzet atldja? . ... ... .. ..

¢) Mekkora a négyzet oldalanak pontos hossza, ha atloja8 ecm? ........ ... .. ... .. .....

3.3. @) Mekkora a szabalyos, 6 cm oldalhosszsaga haromszog magassaga? .. ...............

3.4. a) A 6 cm oldalt négyzet oldalfelezdjét (F) és a szomszédos oldal har-
madoldpontjat (H) az abran lathaté modon 0sszekdtjiik. Mekkora az FH sza-

Kasz hoSSza? . ... .o 5a

Az n-edik gyok

n. gyok fogalma paros kitevo esetén: Egy nemnegativ a szam n. gyoke (n€ N*, paros) olyan nemnegativ szdm, amelynek . hat-

vanya az a szam. Jelolés: Ya. PL 16 = 2, mert 2* =16. {S/a_6 = |a|, #~1 nem értelmezhetd.

4. feladatlap




n. gyok fogalma paratlan Kkitevé esetén: Egy valos a szam n. gyoke (n€ N, pératlan) olyan valos szam, amelynek n. hatvanya az
a szam. Jelolés: &a. PL A8=2, mert 2° =8. Va’ =a. Y=27 =-3, mert (=3)* =-27.

n. gyokvonas azonossagai: A valtozok megfeleld értelmezési tartomanya mellett.
1. %fab=%a-4b,a=0,b>0; 2. d%:%, a=0,b>0; 3. </a_k=(d£)k a>0,keZ; 4 Y4a="la; 5. a* =la"
a>0; meZ', ke Z.

FELADATOK

4.1. Szamitsd ki a kdvetkez6 n. gyokok értékét!

@) T = b) =

O RI= @) Y625=
8 16

3__= llllllllllllllllllllllll 4_: ttttttttttttttttttttttttttttt
/{125 D s
1 1

N I
¢ {3 ) {123

a) Na* = . b){/?z .............................

o) §(=a) = ... d) Y(=a)Y = ...
e) Y(x=1Y = ... N oYx+2) =
g X = ha®=
D)A=x = J) =Xt =
4.3. Dontsd el, hogy mely egyenléségek igazak minden valos x értéknél!

a) N=X ==X b)Y =x
) AX=x d) U=xC=—x .. ...
e) J(=x) = |x| ...................... N §(=x)° = |x| ........................

g JA=xP=x-1 ................... h) §/(1-x)° =|1—x| ....................

4.4. Az n-edik gyok azonossagai alapjan hozd egyszerlibb alakra az alabbi kifejezéseket!

a)i/z-%/—= .................................................................
D) A3 2T =
c)ﬂ-%'%= .........................................................
d) B6 - 58 -8 2a =

e {‘/Zazbc . {‘/4azb3 SR 2 =
2
) 96a°h’ - ﬂb— =
7
a* \/ b’
300,2— - 310,04 — =
g \/ b’ 7/

Négyzetgyok és n-edik gyok



-
B 0,09 - §/0,027é : §/0,315 -
b a 2

4.5. Az n. gyok azonossagai alapjan hozd egyszeriibb alakra az alabbi kifejezéseket!

@) 2T 64= B) 416-625= ...

243 343

Szamolas az n-edik gyokkel

EMLEKEZTETO

n. gyokjel alol kivitel: A négyzetgydk alatti kifejezést olyan szorzatként irjuk fel, amelynek egyik tényezdje n. hatvany. Az

Yab =4a- b azonossag alkalmazasa utan az n. hatvanybol n. gyokoét vonunk, €s ennek az eredményét szorozzuk a masik tényezo

n. gydkével. PL. 324 =3/2° .3 = 23/3. Jai =a*-a =|a|\/;.

n. gyokjel ala bevitel: Az n. gyokos kifejezés szorzdjat n. hatvanyra emeljiik és megszorozzuk vele az n. gyok alatt all6 kifejezést.

PL 2-35=%/2° -5 = J40. a-;/%=3a3~%=%.
a a

FELADATOK

5.1. Az n. gyokjel alol kivitellel alakitsd at az alabbi kifejezéseket!

@) 6= B) 40,000 01= .......oovve .

729
a’b’ 3 473
&) (T = Al Bx= .

5
g 20 h) ,4/0,0081"—6 e
X b

5.2. Az n. gyokjel ala bevitellel alakitsd at az alabbi kifejezéseket! A valtozok megengedett értel-
mezési tartomanya mellett.

3 / b
] B b) 3a-3—= ...
9 \/; ) 3a 9a°
3x X 25
—2-‘3/——= ...................... d ——-,3’—— S
c) 4 /) 5 2

5. feladatlap




5.3. ird fel egyetlen gyokjel segitségével!

W) T =
D) BB =
o s =
D Nada =

54.Az ¥/a7 ="a™ azonossag alkalmazisaval hozd egyszeriibb alakra a kdvetkezd kifejezéseket!

a) N R

& Ty a’ T
Jab* a’h
h) =

5.5. Az Q/a_k ="la™ azonossag alkalmazasaval csokkentsd a gyokkitevot!
a) =
D) 25 =

) B2 A3 =

16
d 8 —— =
) 02 e e

e) N4 X7 =

Négyzetgyok és n-edik gyok




Masodfoku egyenletek

6. feladatlap

Masodfoku egyenletek megoldasa

EMLEKEZTETO

masodfoki egyenlet: Az ax’ + bx +c =0 alakii egyenletet, ahol x az ismeretlen, a, b, ¢ tetszleges valos szamok és a # 0, egyis-
meretlenes masodfoku egyenletnek nevezziik.

FELADATOK

6.1. Oldd meg grafikusan az egész, majd a valos
szamok halmazan a kdvetkez6 egyenleteket!
a) X’ +x-2=0;
1
Of 1
1 2 2
b) Ex +x-1,5=0; c) x*—=x+2=0.
1 1
| "*,,]
6.2. Oldd meg grafikusan az egész szamok, majd Y
a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenlete-
ket!
a) x> +6x+8=0;
1
0 1 X

6. feladatlap




b) 2x* —4x+7=x"+2x+2. Y

6.3. Az a’ —b*> =(a—b)(a+b) azonossag alkalmazasaval oldd meg a kovetkezd hianyos masod-
foku egyenleteket!

) X =10 =0;

C) B X =0,
A) TX =07

6.5. Szorzatta alakitassal oldd meg a kovetkez6 masodfoku egyenleteket!

a) X2 =5x+6=0; ........... ... ... b) X’ =x=6=0; .......... ..
) X +x—=12=0; ... . d) X =5x—=6=0; ... . ... ...
e) X +8x+16=0; .......... ... ...... X +2x=3=0. ...

Masodfoku egyenletek



7. feladatlap

Masodfoku egyenletek megoldasa megoldoképlettel

EMLEKEZTETO

megoldéképlet: Az ax’ + bx+c=0 alaka masodfoku egyenlet megoldoképlete: x, , =

bt P —dac

2a

FELADATOK

7.1. Oldd meg a racionalis szamok, majd a valos szamok halmazan megoldoképlettel a kdvetkezo
masodfokl egyenleteket!

@) 22X +5,6x—1,2=0; ..

7.2. Oldd meg a racionalis szamok, majd a valos szamok halmazan megoldoképlettel a kdvetkezo
masodfoku egyenleteket!

@) 5X° = TX=0=0;

7. feladatlap




d) Cx+3)(x=A) +9=(x+ 1) o

7.3. Oldd meg a racionalis szamok, majd a valdos szamok halmazan megoldoképlettel a kdvetkezd
masodfoku, és masodfokura visszavezethetd egyenleteket!

A masodfoku egyenlet diszkriminansa

EMLEKEZTETO

masodfokii egyenlet diszkriminansa: Az ax’ + bx + ¢ = 0 alakt méasodfoku egyenlet diszkriminansa a b* —4ac kifejezés. Jele: D.

A gyokijel alatti kifejezés eldjele meghatarozza a masodfoku egyenlet megoldasainak szamat. Ha b* —4ac > 0, akkor két kiilénboz6
valés gyok van, ha b* —4ac =0, akkor az egyenlet két valos gydke egyenld (azt is mondhatjuk, hogy egy valés gyoke van), ha

b* —4ac <0, akkor az egyenletnek nincs valds gydke.

FELADATOK

8.1. Az egyenletek megoldasa nélkiil, a diszkriminans segitségével allapitsd meg, hogy az alabbi
egyenletek koziil melyik egyenletnek van két kiillonbozd valds gyoke, melyiknek van egy (két
egyenld) valos gyoke, és melyik egyenletnek nincs megoldéasa a valés szamhalmazon!

a) x> =3x+4=0, e
b) x> —8x+16=0, S
c) x*+8x-16=0, e

Masodfoku egyenletek



€) 3x = 2x——=0, D=
Két kiilonbozd gydke vanaz . ......... . .. egyenletnek.
Egy valos (két egyenld) gyOkevanaz . ......... ... ... ... ... . egyenletnek.
Az R halmazon megoldhatatlanaz ............ .. ... .. .. .. ... .. .. . .. . .. .. .. egyenlet.

8.2. Hatarozd meg a p paraméter értékét Gigy, hogy a p’x* —2x+1=0 egyenletnek két egyenld
valos gyoke legyen!

8.3. Bizonyitsd be, hogy az x + 4 24 egyenletnek az a paraméter barmilyen 0-t6l kiilonb6zo
X

valods értéke mellett egy (két egyenld) valos gyoke van!

8.4. Mely valos x-ekre értelmezhetdk a kovetkezo kifejezések?

a) NAxT—8x+4; ... b) NX*=6x+9; ..

) NXT=6x+10; ... d) N=xX>+2x=8.

9. feladatlap

Gyoktényezds alak. Gyokok és egyutthatok kozotti 0sszefliggés
(Viete-formulak)

EMLEKEZTETO

masodfoki egyenlet gyoktényezés alakja: Az ax” + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet gydktényezés alakja az a(x—x,)(x—x,)=0

alakl egyenlet, ahol x, és x, az egyenlet gyokei.

9. feladatlap




masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatéi kozotti osszefiiggések: Ha az ax’ + bx + ¢ = 0 masodfokua egyenlet diszkriminansa
nem negativ, akkor az egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozott a kdvetkezd dsszefliggések érvényesek: x, +x, =——, x,-x, =—.

a a
Ha a=+x-c, akkor x, +x, =—b, x,-x, =c.

(Victe-féle formulak.)

FELADATOK

9.1. {rj fel olyan masodfoku egyenletet, amelynek a gydkei:

@) 2883 b) —1€s2,5; ..o
c) -2 és —%; ....................... d) 1++/2 ¢és 1—\/5; ....................
e) 4ésd. ...

9.2. Hatirozd meg a ¢ értékét ugy, hogy az x> + 4x+c =0 egyenlet egyik gyoke 3 legyen!

9.3. Hatirozd meg a b értékét tigy, hogy az x* + bx +12 =0 egyenlet egyik gyoke —3 legyen!

9.4. Hatarozd meg a c értékét ugy, hogy az x* —5x+ ¢ =0 egyenlet egyik gyoke a masiknal 3-mal
nagyobb legyen!
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9.5. Bontsd fel a valos szdmhalmazon értelmezett a) 2x> —5x+2, b) 3x*+ x—2 polinomot el-
sofoku polinomok szorzatara!

X +x-6 |

9.6. Egyszertisitsd a kovetkezd tortkifejezést: ————!
x -9x+14

(xe R\{2;7})

10. feladatlap

Szoveges feladatok

FELADATOK

10.1. Melyik az a harom egymas utan kovetkez6 egész szam, amelyek koziil a kozépso szam négy-
zete 1-gyel nagyobb, mint az els6 és a harmadik szam szorzata?

10.2. Létezik-e 6t egymas utan kovetkez6 egész szam gy, hogy az elsé harom szam négyzetének
Osszege egyenld az utolso két szam négyzetének 0sszegével?
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10.3. Harom szam aranya 1:2:4. A szamok négyzeteinek dsszege 189. Melyek ezek a szamok?

10.4. Egy kétjegyli szam szamjegyeinek Osszege 12. A szamjegyeket felcserélve és az igy kapott
szamot az eredetivel szorozva 4032-t kapunk. Melyik ez a szdm?

10.5. Mekkorak a derékszogii haromszog oldalai, ha az atfogd az egyik befogonal 3 cm-rel, a masik
befogonal 6 cm-rel hosszabb?

10.6. Egy kockabodl — az abran lathatd modon — négyzetes hasab alaku
csatornat vagtunk ki. A maradék test térfogata 5120 cm’ . Mekkora az D S
eredeti kocka éle? 4 cm).
4 cm 4 o
sem| T
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11. feladatlap

Masodfoku fuggvények
EMLEKEZTETO

masodfoku fiiggvény: A masodfoku fiiggvény x > ax’ + bx + ¢ alaki, ahol a, b, ce R, a#0 és xe R. Képe: parabola.

FELADATOK

11.1.Az x— x°, xe R fliggvény gorbéjének segitségével a mellékelt koordinata-rendszerben ab-
razold a kovetkez6 fliggvények gorbéjét;

1 1

a) xl—>%x2; b) xl—)—(x—3)2; c) xl—)—z(x+4)2; d) xl—)z(x—1)2+5.

y y

1 1

0] 1 X 0] 1 X
Toltsd ki a tablazatot!

1 1
X —x xl—)—(x—3)2 xl—)—Z(x+4)2 xl—)Z(x—1)2+5

Ertelmezési tartomény:
Ertékkészlet:
Z¢érushely:
Tengelypont:
Minimumbhely:
Minimumeérték:
Maximumbhely:
Maximumeérték:
Monoton nd:
Monoton csokken:
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11.2. Alakitsd at a valos szamhalmazon értelmezett alabbi fiiggvényeket x > a(x—u )2 +v alakra,
azutdn abrazold a fliggvénygorbéket a normal parabola megfeleld transzformaldsa tjan!

a) x> x> —3x+2,25. b) x> x> +6x+9.
x*—3x+2,25= X +6x+9=
y Y/
1 1
0} 1 X 01 X
c) x> x> +6x+13. d) x> —x>+6x-13.
x> +6x+13= —x’+6x-13=
y y
1 1
0]-1 X 041 X
e xl—)%x2—2x+5. f x> 2x"—6x+1.
%x2_2x+5: —2x* —6x+1=
y y
1
0]-1 X 041 X
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11.3. Irj fel két olyan masodfoku fiiggvényt x — ax’ + bx + ¢ alakban, amelynek az x = 3 helyen

minimuma van, és a minimum ¢értéke —2 !

12. feladatlap

Masodfoku egyenlétlenségek

EMLEKEZTETO

masodfoku egyenlétlenség grafikus megoldasa: Az egyenlbtlenséget eloszor az

ax’ +bx+c</</>/20 alakok egyikére hozzuk. Ezutdn az ax’ + bx+c =0 egyen-

letet megoldjuk. Feltételezve, hogy az egyenletnek x, és x, két kiilonbozo valos gyoke,

vagy két egyenld x, = x, gydke van, az x > ax’ + bx + ¢ masodfoku fiiggvény grafi-
konja ,,a” értékétdl (elojelétdl) figgden az abran lathatd modon helyezkedik el.

Ha nincs valés megoldas, akkor az x > ax” + bx + ¢ fiiggvény grafikonjanak nincs

kozds pontja az x tengellyel. a > 0 esetben az x tengely felett és a < 0 esetben az x ten-

gely alatt van.

|
[BE1
_2\\ ol1 [7
\

—
| —

/
/
/

/

\ /

\/

x2—4x-21<0

Példaul oldjuk meg az (x— 3)2 <—2x+30 egyenlStlensé-
get. Az  egyenl6tlenséget nullara  redukaljuk:
x'—4x-21<0. Az x*-4x-21=0 egyenlet gydkei:
x, ==3, x, =7. Mivel az x’ egyiitthatoja (1) pozitiv, azért
az x> x’—4x-21 fiiggvény grafikonja, az

y=x"—4x-21 egyenletii parabola ,felfel¢” nyilik. A

grafikonrol  leolvashato, ha —3<x<7, akkor
x?—4x-21<0 és x’—4x—21=0, ha x,=-3, vagy

x, =7. Az egyenlétlenség megoldasa: xe[-3;7].

masodfokiu egyenl6tlenség megoldasa tényezékre bontassal: Az egyenl6tlenséget nullara redu-
kaljuk. A nem nulla kifejezést szorzattd bontjuk. A szamegyenesen bejeldljiik, hogy az egyes ténye-
z6k mely tartomanyban pozitivak és mely tartomanyban negativak. Azokon a tartomanyokon, ahol
paratlan szamu negativ tényezd szerepel, ott negativ a kifejezés, ahol paros szamu a negativ ténye-

20k szédma, ott pozitiv a kifejezés. Pl. 2(x—3)(x+1) <0. A tényezék negativ (szaggatott) és pozitiv

(folyamatos) tartomanyainak jeldlése utan a paratlan szamu negativ tényezovel rendelkezd tarto-
many leolvashat6. Mivel a nullaval vald egyenldség nincs megengedve, igy a hatarolok nem tartoz-

nak a tartomanyhoz. A megoldas: xe |-1;3/.

12. feladatlap
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FELADATOK

12.1. Oldd meg grafikusan a kovetkez6 egyenldtlenségeket!

a) X' =5x+6<0;

A masodfoku kifejezés zérushelyei (x,, x,): .................

Megoldas: . ...

h) X +x-620;

A masodfoku kifejezés zérushelyei (x,, x,): .................

c) x> +2x-3>0.

A masodfoku kifejezés zérushelyei (x,, x,): .................

Megoldas: ... ..o

d) X 4+2x+8<2x* —x-2;

Nulldra redukalas: . . ... oo

A masodfoku kifejezés zérushelyei (x,, x,): .................

Az x* egyiitthatojanak eldjele:

Megoldas: .. ...

Masodfoku egyenletek




e) —(x—l)2 <x;

Nullara redukalas: . .. ...

A masodfoku kifejezés zérushelyei (x,, x,): .................

Az x* egyiitthatojanak eldjele:

Megoldas: ... ..o

f) (2x+1) 2 -x.

Nullara redukalas: . ...,

A masodfoku kifejezés zérushelyei (x,, x,): .................

Az x* egyiitthatojanak eldjele:

Megoldas: . ...

12.2. Szorzatta alakitassal oldd meg a kovetkez6 egyenlétlensége-
ket!

a) X 4+2x+3>0;
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c) —x*+6x-9>0;
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12.3. Szorzatta alakitassal oldjuk meg a kdvetkez6 egyenlétlenségeket!
a) (x=2)(x*+2x-3)>0;

Megoldas:. .......... ... i 0 1 x
2
x =1
c >0;
/ x’ -4
A szamlaloban 1évé méasodfokd polinom zérushelyei (x,, x,): ............ ... ... ...,
A nevezdben 1év6 masodfoku polinom zérushelyei (x,, x,): ... oL,

A bal oldali kifejezés szorzatalakja:

X' =2x-3
Rl P
X" +5x+6
A szamlaloban 1évé méasodfokd polinom zérushelyei (X, x,): ...,
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13. feladatlap

Szamtani és mértani kozép

EMLEKEZTETO

. . A . atb
szamtani kozép: Az a és b nemnegativ szamok szamtani kdzepén (atlagan) az

szamot értjiik.
mértani kozép: Az a és b nemnegativ szamok mértani kdzepén a va- b szamot értjik.

azonos egyenldtlenség: Olyan egyenldtlenség, amely a benne szerepld véltozok minden megengedett értékére fennall.

szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség: Az a és b nemnegativ szamok kozott fennall a va- b < ath egyenlétlenség.
Az egyenl6ség pontosan akkor allhat fenn, ha a = b.
FELADATOK
13.1. Szamold ki a kovetkezd a, b szamok szamtani és mértani kdzepét!
a 1 2 3 4 5 6 7 8
b 4 8 12 5 45 6 14 0,18
Szamtani
kozép
Meértani
kozép

13.2. Bizonyitsd be, hogy az alabbi kifejezésekre is igaz a szamtani €s mértani kozép kozotti egyen-

16tlenség! Az a minden esetben pozitiv (a > 0).

A kifejezések: a) aés 100—a (0<a<100); b) aés 100 (a>0);
a

Az egyenlOtlenség: L
Arendezes IEPESCL: L

Amegoldas: e

A kifejezések: ¢) aés 100+a (a>0); d) 4és a’ (a>0).
Az egyenlOtlenség: L

Arendezes I8PESCL: L e

Amegoldas:
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13.3. Bontsuk az 50-et két részre ugy, hogy a részek szorzata a lehetd legnagyobb legyen!

13.4. A 100 cm kertiletii téglalapok koziil mekkora a legnagyobb teriiletiinek az oldala és a teriilete?

13.5. Két pozitiv szam szorzata 6,25. Mekkora a két szam, ha az 6sszegiik minimalis?

13.6. A 36 cm? teriiletii téglalapok koziil melyik kertilete a legkisebb?

14. feladatlap

Négyzetgyokos egyenletek

FELADATOK

14.1. Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) Nx+5=2; b) Vx—4=1

c) V2x-1=x; d) 2N1-x=x.
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14.2. Oldd meg a kovetkez0 egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) Nx—l=x-3; b) Vx+4=x+2.

14.3. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) Jx=3; b Jx-2=4;

o) X’ =x; d) Nx*=2x+1=1-x;

e)\/;

—X.

14.4. Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) V¥ 4+2=x-1; b) V3x+1+11=3x;

c) Nx+4=2x+7.
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15. feladatlap

Masodfoku egyenletre visszavezetheto
magasabb foku egyenletek

EMLEKEZTETO

uj valtozo bevezetésének modszere: Vannak olyan egyenlettipusok, amelyeket a masodfoku egyenletre vonatkozo ismereteink se-
gitségével meg tudunk oldani. Példaul tekintsiink olyan negyedfokt egyenletet, amelyben az ismeretlen csak negyed- és masodfo-

kon fordul el6: x* —5x +6 = 0. Vezessiik be 1j ismeretlennek az y = x*-et. Ekkor y* -5y +6=0. Ennek a gydkei y, =3, y, =2.
Ebbdl x, = \/5, X, = —\/5, X, = V2 ¢ x, =—+2 négy valos gyok adodik. Vagy példaul az x— 23Jx+132=0 egyenlet az
y= Jx helyettesitéssel y* —23y +132 = 0 mésodfoku egyenletté alakul.

FELADATOK

15.1. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket!

a) x*-5x"+4=0; b) x*-8x*-9=0;

c) x*-4,25x*+1=0; d) x*+29x*+100=0.

15.2. Oldd meg a valds szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!

a) x°=26x-27=0; b) x°+126x° +125=0;

c) x*-1=0; d) x*-17x*+16=0.
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15.3. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket!

a) x-3Jx-4=0; h) x—-23/x+132=0;
o I =Yx-30=0; d) Jx+24x+4=0.

15.4. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezo egyenleteket!

@) (x+1)' =13(x+1)"+36=0; b) (x—%) +(x—%) =0.

15.5. Szorzatta alakitas segitségével oldd meg a kovetkez6 egyenleteket!

a) x’—9x=0; b) x’—5x=0;

¢) X +5x7+4x=0; d) (x+1) =0,8(x+1)"+0,24(x+1)=0.
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16. feladatlap

Masodfoku egyenletre vezetd egyenletrendszerek

FELADATOK
16.1. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszereket!
x+y=4 +y=5
W e n T
x(y+3)=12 x-y=4
+y=-3 x+y=-1
o 7T d e
x-y=-10 (x+2)(3-y)=48
16.2. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszereket!
—y=10 24yt =
2 xX=y ; b) [x +y 250;
x-y=24 x—y=4
2 2 2 2 _
o (X +y =229, g [+ 41
x+y=13 x-y=20
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Hasonlésag és alkalmazasai

17. feladatlap

Parhuzamos szel6k tétele, szogfelez6tétel

EMLEKEZTETO

parhuzamos szel6k tétele: Ha egy sz0g szarait parhuzamosokkal metssziik, akkor az egyik
szaron nyert metszetek aranya megegyezik a masik szaron nyert megfelelé metszetek ara-

AB _ A'B" AB AB CD _ CD CE _ CE

nyaval. PL. — ——=
CD CD’° A0 A0’ DE DE’ 4B AB’

parhuzamos szel6k tételének megforditasa: Ha két egyenes egy szog szaraibol olyan
szakaszokat szel le, amelyek aranya mind a két szaron megegyezik, akkor a két egyenes par-
huzamos. (A szarakbol lemetszett szakaszokat minden esetben a szdg cstucspontjatol mér-
jik.)

o4_od
" OB OB’

Oaf—fA/ /B/

parhuzamos szel6szakaszok tétele: Ha egy sz0g szarait parhuzamosokkal metssziik, akkor
a parhuzamosak metszeteinek aranya megegyezik a parhuzamosak altal az egyes szogsza-
rakbol kimetszett szeletek aranyaval.

Ad_od_ox
" BBF OB OB’

szogfelezdtétel: Egy haromszog belso szogfelezdje a szemkdzti oldalt a szomszédos olda- A
lak aranyaban osztja két részre.
c2

C1

FELADATOK

17.1. Szamitsd ki a tablazat hianyz6 adatait! e|| f|| g.
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17.2. Szamitsd ki a tablazat hidnyz6 adatait! e|| f|| g.

u v X v
u
2 3 Y
y
e
17.3. Szerkeszd meg azt a pontot, amely az adott szakaszt B
a) 2:5 aranyban; b) 3:7 aranyban osztja!
a) b)

17.4. Adott harom szakasz: a, b, c¢. Szerkeszd meg azt a d szakaszt, amelyre a: b=c : d!
a b c
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17.5. Adott egy haromszog keriiletének hossza. Szerkeszd meg a haromszdget, ha az oldalainak
aranya 2 : 4: 5!

Keriilet

17.6. Egy trapéz kiegészitd haromszdgének harom oldala 4 cm,
5 cm, 6 cm. A trapéz két alapja 5 cm és 8 cm. Mekkora a trapéz
két szara?

17.7. Egy trapéz és a kiegészitd haromszogének adatai az ab-
rardl leolvashatok. Mekkorak a hianyzé adatok?

17.8. Egy haromszog oldalai: 7 cm, 8 cm, 9 cm. Mekkora ré- A
szekre osztja fel a C csticshoz tartozo szogfelezd a 9 cm-es ol-
dalt?
c=9cm
8 cm
C 7 cm B

Hasonlosag és alkalmazasai



17.9. Egy haromszog ismert oldalai: 5 cm és 7 cm. A 7 cm-es
oldalbdl a szemkozti sz0g szogfelezdje 3 cm-es szakaszt vag le. e
Mekkora a haromszég harmadik oldala?

5 cm c=7cm

Cl

18. feladatlap

Kozéppontos hasonlésag és tulajdonsagai

EMLEKEZTETO

kozéppontos hasonlésag: Adott egy O pont (a hasonlésag kdzéppontja) és egy A nem-
nulla valés szam (a hasonldsag aranya). A tér P pontjahoz hozzéarendeljikk a P’ pontot

a kovetkezOképpen: P’ az OP egyenes azon pontja amelyre OP=|A|OP, és pozitiv aré-
nyossagi tényezo6 esetén, az OP félegyenes pontja lesz, negativ aranyossagi tényezd ese-
tén pedig az O szétvalasztja a két pontot.

A=-2 P

FELADATOK

18.1. Szerkeszd meg a kovetkezd szakaszok kdzéppontos hasonlosaggal eldallitott képeit!

2
a) r=2; b)A:—g.
0><

OX
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18.2. Szerkeszd meg az alabbi haromszogek kdzéppontos hasonlosaggal eldallitott képeit!
1

3
A= b) A=——.
a) ’E ) 2

18.3. Szerkeszd meg az egyenesek O kozépponti A = % aranyu kicsinyitett képét!
a) e b)

18.4. Szerkeszd meg a téglalap O,, O,, O, kozéppontu masfélszeres nagyitasu képeit!

D % C
04
O
A B>
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18.5. Szerkeszd meg a kér O,, O,, O, kozéppontl félszeres kicsinyitésii képeit!

03x

18.6. Szerkeszd meg a kozéppontos hasonlosagok kdzéppontjait!

a) b)

18.7. Dontsd el, hogy melyik allitas igaz és melyik hamis!

a) A A =0,32 aranyu kozéppontos hasonlosadg az O pontot tartalmazo sik minden pontjat egy
masik, targyponttol kiillonb6z6 pontjaba viszi at.

b) A kozéppontos hasonlosdgnal az egyenes képe soha nem lehet 6nmaga.

¢) Van olyan kozéppontos hasonlosag, amely a derékszdget megfelezi.

d) A kozéppontos hasonldsag nem valtoztatja a meg a sokszogek koriiljarasi irdnyat.

e) Ha a kozéppontos hasonldsag aranya —1, akkor kozéppontos tiikrozésrol beszélhetiink.

/) Ha a kdzéppontos hasonldsag aranya 1, akkor a tér minden pontja helyben marad.
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19. feladatlap

A haromszog hasonldésaganak alapesetei

EMLEKEZTETO 4

hasonlésagi transzformacio: Kozéppontos hasonlosagi transzformacio és egybeva-
g06sagi transzformaciok egymas utan alkalmazéasaval kapott transzformécio. Pl. ABCA

hasonlé A'B'C’A-héz, mert egy O, kdzépponta kdzépponti hasonlosaggal egy ¢ ten-
gelyli tengelyes tiikrozéssel és egy O, kdzépponta forgatassal egymasba vihetdk.

haromszog hasonlosaganak alapesetei: Két haromszog hasonld, ha
1. harom-harom oldalparjuk aranya egyenld; !
2. két-két oldalparjuk aranya megegyezik, és az oldalak altal bezart szog egyenld;
3. megegyeznek két-két szoglikben;

4. megegyeznek két-két oldalparjuk aranyaban és a nagyobbik oldallal szemkdzti

szdgiikben. B/v O, =A
C/
FELADATOK

19.1. Mutasd meg, hogy a haromszdgek hasonlok, majd jelold be a szogek, illetve oldalak vesszo-
vel jelolt megfeleld parjat! Add meg a hasonlosag aranyat, ha lehet!

a) E 6 cm G b)
C
4,2 cm 7cm E
B 2.4
F 9 cm em 7,2 cm
3 cm F
A 5,6 cm
A 10 cm B G
c) 5,6 cm
C
4,4 cm
a 72°
b 63°
B
c
A
e) f) 4,8 cm
7,8 cm
3 cm
3 cm o
5 cm 124° C 5 cm ¢
14 o Y 36°
13 cm 8 cm

Hasonlésag és alkalmazasai



19.2. Egy haromszog oldalai 7 cm, 8 cm, 9 cm hossztak. A hozza hasonl6é haromszogben a 7 cm-es
oldalnak megfeleld oldal 5 cm. Mekkorak a masik két oldalnak megfeleld oldalak?

19.3. Egy hegyesszogii haromszog egyik oldala 15 ¢cm, az ol-
dalhoz tartoz6 magassag 12 cm. Mekkora a haromszogbe raj-
zolhato négyzet oldala?

12 cm

15 cm

19.4. Egy fa magassagat ugy mértiik le, hogy napsiitéses id6-
ben lemértiik a fa és a mellé allitott 1,5 m magas rad arnyéka-
nak hosszat. A fa arnyéka 8,45 m, a rad arnyéka 0,64 m volt.
Milyen magas volt a fa?

19.5. @) Egy haromszog két oldalanak felez6pontjat ossze- A

kotjiik az oldallal szemkdzti csticesal (sulyvonal). Hatarozzuk

meg, hogy az igy kapott vonalak milyen ardnyban metszik egy-

mast! F F,

b) Egy haromszog két oldalanak dbran lathatd harmadolopont- A
jat 0sszekotjiik az oldallal szemkozti csticesal. Hatarozzuk meg,
hogy az igy kapott vonalak, milyen aranyban metszik egymast! H,

19. feladatlap




20. feladatlap

Korok, sokszogek hasonlésaga

EMLEKEZTETO

alakzatok hasonlésaga: Két alakzat hasonlo, ha 1étezik olyan hasonldsagi transzformacio, amelyik az egyik alakzatot a masik alak-
zatba viszi at.

sokszogek hasonlosaga: Két sokszog hasonlo, ha

1. megfelel6 oldalaik és atloik aranya egyenld;

2. megfelel6 oldalaik aranya egyenld, és megfelel$ szogeik paronként egyenldk.

FELADATOK

20.1. Igaz-e, hogy két kor hasonlo? Ha igaz, miért?

20.2. Szerkessza D'C’ szakasz f61¢ az ABCD négyszoghoz hasonlo négyszoget!
B

20.3. Mekkora legyen az x, hogy a besotétitett téglalap az eredeti téglalaphoz hasonlé legyen?

3 cm

Hasonlosag és alkalmazasai



20.4. Szabalyos hatszog atloinak harmadolopontjait dsszekotjik tgy,
hogy szintén konvex hatszdget kapunk. Bizonyitsd be, hogy az igy ka-
pott hatszog hasonlo6 az eredeti hatszoghoz!

20.5. Az alabbi kijelentések koziil melyik igaz és melyik hamis?

a) Minden szabalyos haromszdg hasonl6é egymdashoz.

b) Két rombusz hasonl6 egymashoz, mert megfeleld oldalaik ardnya megegyezik.
c) Két téglalap hasonl6 egymashoz, mert megfeleld szogeik egyenlok.

d) Van két négyzet, amely nem hasonl6 egymashoz.

e) Ha két paralelogramma szdgei egyenldk, akkor hasonlok is.

f) Csak két szimmetrikus trapéz lehet hasonld, két altalanos trapéz nem.

20.6. Az alabbi kijelentések koziil melyik igaz és melyik hamis?

a) Két négyzet hasonld, ha az atloik aranya egyenld.

b) Két négyszdg hasonld, ha a szogeik derékszogiiek.

¢) Két rombusz hasonlo, ha a szogeik egyenlok.

d) Két paralelogramma hasonlo, ha a két szomszédos oldaluk ardnya egyenld.

e) Két szimmetrikus trapéz hasonld, ha a szogeik paronként egyenlok.

21. feladatlap
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Aranyossagi tételek a derékszogli haromszogben

EMLEKEZTETO

magassagtétel: A derékszogili haromszog atfogdhoz tartozé magassaga mértani kdzepe a talp-

pontja altal felosztott atfogd két részének. Pl. m = /x- y. a

befogététel: Derékszogl haromszog befogdja mértani kdzepe az atfogo és a befogo atfogora

es6 mer6leges vetliletének. a =+/x-c. ~ -

Ja hosszusagu szakasz szerkesztése: Felmérjiik az a hosszusagu szakaszt, melynek az 4 M
jelii végét meghosszabbitjuk pontosan 1 egységnyi hosszal. Az igy kapott uj szakasz, mint
atmérd folé szerkesztiink egy Thalész-kort. Allitsunk az 4 pontban az a szakaszra merdle-

gest. A merbleges a Thalész-kort az M pontban metszi. Az AM szakasz lesz a Ja hosszi-
sagl szakasz.

21. feladatlap




FELADATOK

21.1. Egy derékszogli haromszog atfogohoz tartozd magassaganak
talppontjabol merdlegeseket bocsatunk a befogodira. Bizonyitsd be,
hogy az igy kapott haromszogek hasonlok az eredeti haromszoghdz!

21.2. a) Az abran lathato derékszogii haromszog két befogdjanak g
hossza: a =4 cm, b=3 cm. Mekkora a haromszog atfogoja, a ma- 4 em 3 em
gassaga, és mekkora az atfogd azon két része, amelyre a magassag e
talppontja osztja? 3

B X T Y A

c
b) Az 4bran lathat6 derékszogli haromszog atfogojanak és az a oldal <
, L P 144
atfogojara esd vetiiletének a hossza: ¢=13 cm, x= 5TY cm. Mek- a me|
kora a masik befogonak az atfogdra eso vetiilete, mekkora a harom- 3
szdg atfogdjahoz tartozd magassaga és két befogoja? B Mem T YV A
13 cm
¢) Az éabran lathato derékszogii haromszog befogdinak az atfogdra esoé ¢
merdleges vetiiletei x =7,2 cmés y =12,8 cm hossztak. Mekkora a )
a me

haromszog atfogdhoz tartozd magassaga, két befogoja és az atfogodja?

c

d) Az abran lathato derékszogl haromszog atfogoja ¢ = 15 cm, az at- o
fogohoz tartoz6 magassaga pedig m, =7,2 cm. Szdmitsd ki a harom- 4 b
szOg ke‘E befogdjanak ¢s a befogdk atfogdra esé merdleges vetiileteinek 7.2 em
a hosszat! )

B X T Y A

21.3. Szerkessz a) NE) cm; b) J5 cmés c) J6 em hosszlisagu szakaszt!

Hasonlésag és alkalmazasai



21.4. Szerkeszd meg az adott két szakasz négyzetgyokének a hosszat!

a) b)

21.5. Bizonyitsd be, hogy egy derékszogli haromszogben az atfogdhoz tartozé magassag egyenld
két befog6 szorzatanak és az atfogonak a hanyadosaval!

21.6. Bizonyitsd be, hogy az abran lathato két sziirke terii-

let egyenld!
C
a ml \o
N Y
B X T A

22. feladatlap

Hasonlé sikidomok teriilete, hasonlé testek térfogata

EMLEKEZTETO

hasonlé sikidomok teriiletének aranya: A hasonlé sikidomok teriiletének aranya a hasonlosag aranyanak négyzetével egyenld. Pl.
ha egy négyzet oldala egy masik négyzet oldalanak kétszerese, akkor a teriilete négyszerese az eredeti négyzet teriiletének.
hasonlé testek térfogatanak aranya: A hasonl6 testek térfogatanak aranya a hasonldsag aranyanak kobével egyenld. Pl., ha egy
kocka éle egy masik kocka élének kétszerese, akkor a térfogata nyolcszorosa az eredeti kocka térfogatanak.

22. feladatlap




FELADATOK

22.1. Egy 300 cm? teriiletli haromszoget A = 2; 10; 1 ; 1,5; 0,2 aranyban kozéppontosan nagyitunk,
illetve kicsinyitiink. Toltsd ki az alabbi tablazatot!
A 2 10 1 1,5 0.2
2
A tertilet

% ; 1,5; 0,2 aranyban kozéppontosan nagyitunk, il-

letve kicsinyitiink. Toltsd ki az alabbi tablazatot!

22.2. Egy 300 cm® térfogati gombot A = 2; 10;

A 2 10 1,5 0,2

N | —

A térfogat

22.3. ABCA~ ABCA. Az ABCA teriilete 4 dm? az 4,B,C/A teriilete 8 dm?. Szamitsd ki a ha-
sonlosag aranyat!

22.4. Szerkeszd meg az adott négyzetnél kétszer nagyobb teriileti négyzetet!

22.5. 4, és B, oldalfelez6 pontok. Mekkora a sziirke haromszogek te- c
riletének aranya?

Hasonlosag és alkalmazasai




22.6. A haromszog oldalait harmadoltuk. Szamitsd ki, hogy a sziirke

C
hatszog teriilete az ABC haromszog teriiletének hany szazaléka! b\
B

22.7.Az ABCA AB oldalahoz tartoz6 magassagot az AB oldallal par- A
huzamos szakaszok négy egyenld részre osztjak. Szamitsd ki, hogy a felsé haromszog, illetve a tra-

pézok teriilete az ABCA teriiletének hany szézaléka!

C
Latpenek. ..o szazaléka. ‘h
LatgeNek ..o szazaléka.
Latgenek ... szazaléka. ‘n
tbatgenek ..o o szazaléka. y

B

22.8. Hany szazalékkal kell novelni az egyenld oldalu haromszog oldalat, hogy az 0j egyenld ol-
dalu haromszog teriilete az eredeti teriiletének 150%-a legyen?

23. feladatlap

Keruleti és kozépponti szogek

EMLEKEZTETO

kozépponti szog: A kdzépponti szog csucsa a kor kdzéppontjaval esik egybe. A szogtar-
tomanyba esé korivet a kézépponti szoghdz tartozo korivnek nevezziik.

keriileti szog: Az AB ivhez tartozo keriileti szog cstcsa a kor azon ivére esik, amely nem
tartozik az AB ivhez. Ha a keriileti sz0g csuicspontja éppen az AB iv egyik végpontja, akkor
a kertileti sz0g egyik szara a végpontba huzott érintd (érintdszdri keriileti sz0g).

keriileti szogek tétele: A kor adott ivéhez tartozo keriileti szogek egyenlok.

kozépponti és Keriileti szogek tétele: A kozépponti szog kétszerese az ugyanahhoz
az ivhez tartozo kertileti szognek.

By
\%/
&

23. feladatlap
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FELADATOK

23.1. Rajzolj a korbe egy nem érintszara keriileti szoget és egy érintd-
szaru kertileti szoget!

Vastagitsd meg azokat az iveket, amelyeken a keriileti szogek nyugsza-
nak!

Rajzod meg az ezeken az iveken nyugvoé kozépponti szogeket is!

23.2. Milyen nagysagu lehet egy « kertileti sz6g?

23.3. Hany fokos kozépponti, illetve keriileti sz0g tartozik a kornek az alabbi tablazatban megje-
161t részéhez? Fejezd ki a szoget ivmértékben is!

Az iv hossza a kertilet A kozépponti sz0g A kertileti szog

része

6
0.4 része

— része
7

23.4. Egy kozépponti szognek és a kdzépponti szoghdz tartozo iven nyugvo kertileti szognek a kii-
lonbsége 42° 23'. Mekkora a kozépponti szog, ¢s mekkora a kertileti szog?

23.5. Egy korszeletet hatarolo iv a kor kdzéppontjabol 70°-os szogben latszik. Mekkora szogben
latszik az iv pontjabol a korszeletet hatarold har?

Hasonlosag és alkalmazasai



24. feladatlap

Kerileti szoggel kapcsolatos szerkesztések, hurnégyszog

EMLEKEZTETO

latokoriv: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyekbdl egy

adott szakasz adott 0° <o < 180° szOgben latszik. A latokoriv az adott
g

szakasz egyenesére tiikkrosen elhelyezkedd két nyilt koriv. Ha a =90°,
akkor a ponthalmaz kor, amelynek atmérdje az adott szakasz, kivéve a
szakasz végpontjait.

latokoriv szerkesztése: Mérjiik fel az AB szakasz 4 végpontjara az o o
szoget, majd szerkessziink az 4 pontbol indulva merdlegest a sz6g masik

szarara. Messiik el ezt a merdlegest a szakasz oldalfelez6 merdlegesé- A
vel. Ez a pont lesz a latoszdgkoriv (C) kdzéppontja, a CA szakasz hossza

pedig a sugara.

B
hurnégyszog: Olyan négyszog, amely koré irhato kor.
hurnégyszogek tétele: Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor szemkozti szogeinek dsz- c
szege 180°.
hurnégyszog tételének megforditasa: Ha egy négyszog szemkozti szogeinek 0sszege
180°, akkor az hiirnégyszdg. o

FELADATOK

24 1. Szerkeszd meg azoknak a pontoknak a halmazat a sikon, amelyekbdl a megadott szakasz
a megadott szogben latszik!

a) a=30% b) o =45°:

c) a =60 d) a=120°.

24. feladatlap




24.2. Egy katonai jar6r az orszaguton a megjeldlt iranyban halad.
Mielott elérte volna a hidat, megfigyelte, hogy a T, és T, tereptar-
gyakat 0sszekotd szakaszt 60°-os szogben latja. Szerkeszd meg
a mellékelt térképvazlaton a jardr tartdozkodasi helyét!

24.3. Egy hurnégyszog két szomszédos szoge 75° és 132°. Mek- 6
kora a masik két szoge?

24.4. Egy C csucspontu szog belsd P pontjabol a szog szaraira merdlegeseket bocsatunk. A met-
széspontok jeldlése T, €s T,. Bizonyitsd be, hogy a PT,CT, négyszdg hirnégyszog!

24.5. Az ABC haromszog két belsé szoge o =70° és  =50°.
A haromszog koré irhaté kort az oldalfelezd merdlegesek
az abran lathaté modon E, F' és G pontokban metszik. Mekko-
rak az AGBECF hatszog bels6 szogei?

Hasonlésag és alkalmazasai



24.6. Az abran lathato négyszog szogfelezdi négyszoget ha-
taroznak meg. Bizonyitsd be, hogy az igy keletkezett négy-
sz0g hurnégyszog!

24.7. Dontsd el a kovetkez6 allitasokrol, hogy melyik igaz és melyik hamis!
a) A téglalap hurnégyszog.

b) Egy hurnégyszognek lehet harom hegyesszoge.

¢) Nincs olyan paralelogramma, amely hurnégyszog.

d) Egy hurnégyszog barmelyik szogének kiilsé szog nagysaga egyenld a szoggel szemkozti szog
nagysagaval.

e) Ha egy trapéz hurnégyszog, akkor tengelyesen szimmetrikus.

Szogfuggvények

25. feladatlap

Hegyesszogek szogfliggvényei

EMLEKEZTETO

hegyesszog szinusza: Egy derékszogli haromszogben a hegyesszoggel () A

szemkozti befogo és az atfogd hanyadosa a hegyesszog szinusza. Jelolése: s76g
sina.. Az bra jeldléseivel: sino, = 4 melletti
¢ befogd
hegyesszog koszinusza: Egy derékszogii haromszogben a hegyesszog () mel-
letti befogd és az atfogd hanyadosa a hegyesszog koszinusza. Jeldlése: cosa. b
Az abra jeloléseivel: cosa = é A a
¢ C  szoggel szemkozti befogé B
hegyesszog tangense: Egy derékszogi haromszogben a hegyesszoggel (o) szemkozti befogo és a szog melletti be- ] a
sinot = —
c
fogd hanyadosa a hegyesszog tangense. Jelolése: tga. Az abra jeldléseivel: tga = %. cosa = b
hegyesszog kotangense: Egy derékszogli haromszogben a hegyesszog melletti és a szemkozti befogd hanyadosa a ¢
tga = %
hegyesszog kotangense. Jelolése: ctga. Az abra jeloléseivel: ctgo = 2
a ctga = —
a

25. feladatlap




FELADATOK

25.1. Adott a derékszogii haromszog két oldala. Hatarozd meg a harmadik oldalt és az o sz6g meg-

felel6 szogfiiggvényeit!
a c sino cosa tga ctga
a) 6 8
b) 5 13
c) 7 25
25.2. Fliggvénytablazat vagy szamologép segitségével hatarozd mega 4
kovetkezo hegyesszogek szogfiiggvényértékeit!
b c
C a
a sina cosa tga ctga
28°
79°
37,67°
5,14°
68° 11’
13° 45

25.3. Egy derékszogl haromszogben adott az atfogod és az egyik hegyesszog. Szamitsd ki a szog-

gel szemkozti befogot!
atfogo hegyesszog szoggel szemkozti befogo
14 cm 76°
67 m 7,5°

25.4. Egy derékszogli haromszogben adott az atfogd és az egyik hegyesszog. Szamitsd ki a szog

melletti befogot!
atfogo hegyesszog szog melletti befogé
45,6 cm 11°
6,25 m 81,5°

25.5. Egy derékszogii haromszogben adott valamelyik befogo és az egyik hegyesszog. Szamitsd ki

az atfogot!
szoggel szemkozti befogo szog melletti befogé hegyesszog atfogé
19 cm — 56,7°
— 6,66 m 13,7°

Szogfiiggvények




25.6. Egy der¢kszogli haromszogben adott az egyik hegyesszog és a szog melletti befogd. Sza-
mitsd ki a szoggel szemkozti befogot!

hegyesszog szog melletti befogo szoggel szemkozti befogo
40° 9 cm
10,5° 23 m

25.7. Egy derékszogli haromszogben adott az egyik hegyesszog és a szoggel szemkozti befogo.

Szamitsd ki a szog melletti befogot!

hegyesszog szoggel szemkozti befogo szog melletti befogo
88,9° 10 cm
2,6° [,4m

26. feladatlap
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Osszefiiggések a hegyesszogek szoégfiiggvényei kozott

EMLEKEZTETO

a hegyesszog potszogére vonatkozo osszefiiggések: 1. A hegyesszdg potszogének szinusza megegye-
zik a hegyesszog koszinuszaval. 2. A hegyesszog potszogének koszinusza megegyezik a hegyesszog szi-
nuszaval. 3. A hegyesszdg potszogének tangense megegyezik a hegyesszog kotangensével. 4. A

hegyesszog potszogének kotangense megegyezik a hegyesszog tangensével. Pl. sin25° = cos 65°.
tg25° =ctg 65°.

pitagoraszi azonossag: A hegyesszog szinuszanak ¢s koszinuszanak négyzetdsszege 1-gyel egyenld. Pl.
sin®15°+cos* 15°=1.

a hegyesszog tangensére vonatkozo osszefiiggések: 1. A hegyesszdg tangense egyenld a hegyesszog szi-
nuszanak és koszinuszanak a hanyadoséaval. 2. A hegyesszdg tangense egyenlé kotangensének recipro-
sin34° o 1

kaval. Pl. tg34°= , tg43°= .
cos34° ctg43°

a hegyesszog kotangensére vonatkozo osszefiiggések: 1. A hegyesszog kotangense egyenld a hegyes-
szog koszinuszanak €s szinuszanak a hanyadosaval. 2. A hegyesszog kotangense egyenld tangensének
cos52° o

. s Ctg - .
sin52° tg5°

FELADATOK

reciprokaval. Pl. ctg52° =

sin (90° —a) =cosa;

c0s(90°—a ) =sina;

tg (90°—a) =ctga;

ctg (90°—a) = tgar.

| sin’a +cos’a = 1.

sina
tga = s
cosa
1
tga =
ctgo
cosa
Ctga = . 9
sino
1
ctgo = ——
tga

26.1. Szamitsd ki az a hegyesszog tobbi szogfliggvényét a szog értékének kiszamitasa nélkiil!

sin cosa tga ctgo
3
a) 5
5
b) a
c) 0,2
d) 0,4

26. feladatlap




26.2. Bizonyitsd be a kovetkez6 azonossagokat!

a) sina =*y1-cos’a;

b) coso = ++/1-sin’ o

(A negativ megoldasokat még egyelére nem értelmezziik. Vagyis a tovabbiakban hasznalhatjuk
a sino =+ 1—-cos’a ésa cosa =+/1—sin*a azonossagokat!)

sino

c) tga = —F—m—
V1-sin’a

_Wl-cos’a
—’

d) tga =
cosa
1-cos’a
— 1 2
1) ctea =\/1 sin a.

sina

Szogfiiggvények




26.3. Hatarozd meg a hegyesszog nagysagat!
a) sin 69° = cos (a0 — 26°);

b) cos 81° =sin (a — 30°);

c) tg(a—16°)=ctg46°;

d) ctg (o —8°)=tg53°.

27. feladatlap

Nevezetes szogek szogfiiggvényértékei

EMLEKEZTETO

nevezetes szogek szogfiiggvényértékei:

a 30° 45° 60°
sin o 1 ﬁ ﬁ
2 2 2
cos a ﬁ Q 1
2 2 2
tga g 1 NG}
ctga B 1 ?

FELADATOK

27.1. Szamitsd ki a kdvetkezd kifejezések pontos értékét! (Szamolas kdzben hasznald a fenti tab-
lazatot!)

a) sin60°-cos45°—cos30°-sin45°+tg45° =

b) sin30°-sin45°-sin 60° —cos30°-cos45°-cos60° =

c) tg30°-ctg60°—ctg45°+cos30°-tg30° =

d) ctg60°-ctg30°+sin45°—cos45° =
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sin45° cos45°
ﬂ o - o =
tg30 tg 60

27.2. Hatarozd meg a kovetkez6 hegyesszogek értékét!

3 : 3
cosq =—; b) sina =—;
Y 2 4 2
c) tga =?; d) ctga =1,
1 : 2
cosa =—; sinag =—;
e) 5 Y 5
g tga=x/§; h) 2-sina =1.
27.3. Szamitsd ki a haromszog y oldalat! <D
10
) ¥
27.4. Szamitsd ki a haromszog x oldalat!
45°
30°
10
‘ 4
X
27.5. Szamitsd ki a téglalap oldala és atloja altal bezart szogét!
10
o
5V3

Szogfiiggvények




27.6. Szamitsd ki az egyenld szara haromszog szar-

szOgét! 20 20

204/3

28. feladatlap

Hegyesszogek és tavolsagok kiszamolasa

FELADATOK

28.1. Szamitsd ki a hegyesszogek értékeit szamitogép vagy fliggvénytablazat segitségével!

a) sina =0,456; b) sina =0,0006;
c¢) cosa =0,891; d) cosa =0,991;
e) tga =2,56; f) tga=0,77,
g) ctga =0,893; h) ctga =8.

28.2. Szamitsd ki az abran lat-
hatdo adatok segitségével az
x-et!

20° 40/

sin60° —sin30°
c0s60° —cos30°
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28.4. Szamitsd ki a trapéz c és d oldalat! (Segit a segédvonallal lemetszett haromszog!)

28.5. Egy 30 méter magas toronybol egy folyo egyik partja 40°, a A
masik partja 35° depresszioszog alatt 1atszik. Milyen széles a foly6? 40%/ 350
(Az A, B, C pontok fliggdleges ¢és a folyo irdnyara merdleges sikot
hataroznak meg. Keress valtoszogeket!) 30
D BxC

Vektorok
29. feladatlap

Vektor, vektorok dsszege, kililonbsége, szamszorosa

EMLEKEZTETO

vektor: Iranyitott szakasz, vagyis olyan szakasz, amelynek ismert a kezddpontja és a végpontja a

(nyil). Jelolése: Lehet kisbetii alahtuzva (a); kisbeti felette jobbra mutato nyillal (5 ), illetve nyom- _é

tatasban félkovér kisbettivel (a). Ha ismert a két végpont, akkor a jelolés: két pont betijjele felet- /73
tiik egy nyillal (E ) (Az elkovetkez6 fejezetekben a kézirasos jelolést alkalmazzuk.)

vektor allasa: A vektor allasa megmutatja, hogy melyik egyenessel parhuzamos. Két vektor egy-
dlldasu, ha ugyanazzal az egyenessel parhuzamos, vagyis parhuzamosok egymassal.

IS

vektor iranya: Az egyallasu vektorok kozott megkiilonboztethetiink egyirdnyit

¢s ellentétes iranyn vektorokat. Pl. b egyallasu vektor @ -val, ¢ ellentétes allast e

IS
1o

a-val.

vektor abszolttértéke: A vektor abszolutértéke a vektor hossza. Jele: |c_1| =a. a

nullvektor: A nullvektor hossza 0, allasa pedig tetszoleges lehet. Jele: 0.

vektorok egyenlosége: Két vektor egyenld, ha egyenld az abszolutértékiik és egyira-
nyuak.

vektor ellentettje: A vektorral azonos abszolutértéki, de ellentétes iranya vektor.

Vektorok



két vektor osszege: Az Osszegvektort megkapjuk, ha az egyik 6sszeadand6 vektor végpontja-
bol indul a masik vektor, és az dsszegiik az egyik vektor kezdopontjabdl a masok vektor vég-
pontjaba mutat! (Ldncszabdly.) Nem parhuzamos vektorok esetén jol hasznalhat6 a vektorok
Osszeadasara a paralelogrammaszabadly is, mely alkalmazasakor az 9sszetevd vektorok egy
pontbdl indulnak és egy paralelogrammat feszitenek ki. A kdzds pontbol indulo atlo lesz az
eredd vektor.

A két vektort, amelyet 6sszeadunk, dsszetevd vektornak, az eredményt pedig eredonek nevez-

két vektor kiilonbsége: Az azonos kezddpontu vektorok kiilonbsége a végpontokat dsszekotd és
abba a végpontba mutaté vektor, amelybél kivonunk.

vektor szorzasa szammal: A vektor pozitiv szammal val6 szorzésakor a vektor a
abszolutértéke szamszorosra valtozik, az eredményvektor allasa és iranya nem
véltozik. A vektor negativ szammal valé szorzasakor a vektor hossza a szam ab- —a
szolutértékszeresére valtozik, az allasa nem, de az iranya ellentétesre valtozik. —= 5
0-val val6 szorzaskor nullvektort kapunk. 2a

1

—54
2
-

FELADATOK

29.1. Rajzolj az a vektorral egyenld, az a vektorral nem egyenld, végiil az a vektorral ellentett
vektort!

29.2. Az abran négy vektort adtunk meg. Szerkeszd meg a ko-
vetkezd Osszegeket!

IS
\i
o

a) a+b; b) a+(-a); c) a+c;

d) b+(-a); e) c+(-a); f) a+b+c.
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29.3. Szerkeszd meg a kiilonbségvektorokat!

1]

a) a-b; b) b-a; c)

—<

29.4. Szerkeszd meg a vektorokat! \
a) 2a; b) 1,5a; ¢) =0,7a.

29.5. Szerkeszd meg az ered6 vektorokat!

a) 2a-b; b) 2b-3a; ¢) —0,5a+2c. \
b

29.6. Szerkeszd meg az ered6 vektorokat! a
b
a) a+2b; b) ¢+1,5b; ¢) 2b-a; —_—
c
d) ¢—b; e) atc+b; f) cta-b

Vektorok



29.7. ird fel egyszeriibb alakban a kovetkez6 vektorokat!

a) 2a—-(a-b)= b) 2(a—-2b)-3(3a-b)=
o §<c_z+3l_7)—%(3c_z—4iz)= d) %(2g+é)—§(g—2lz)=
30. feladatlap

Vektorok felbontasa osszetevokre

EMLEKEZTETO

vektorok felbontasa:

a) Ha a||b, és nem nullvektorok, akkor a b el6éllithaté a szamszorosaként: b=2Aa, ahol b
re R\{0}. pb
b) Ha a és b nem parhuzamos vektorok és ¢ egy veliik egysikt vektor, akkor a ¢ vektor el6-
allithato
oa
a

() c=aa+pb,(a, BeR)

alakban. Az eléallitott (felbontast) az abran lathatjuk. Az (1) alatti kifejezést az a és b vekto-
rok linedris kombindcidjanak mondjuk.

FELADATOK

30.1. Méréssel allapitsd meg, hogy az adott vektorok hanyszorosai az a vektornak!

b=.... a; a
C=........ a; b
¢ a .
[

d=..... a;

d

_—

€=...... a, e

f
f= a - = 5
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30.2. Bontsd az egyeneseknek megfeleld allasu dsszetevokre a megadott vektorokat!

a) b)

12
Nl

30.3. Szerkeszd meg azt a vektort, amelyhez a vékony vektort adva a vastag vonallal jelolt vektort
kapjuk eredményiil!

a) b)
[\ M

30.4. Bontsd fel a vastag vonallal jelolt vektorokat vékony vonallal jel6lt vektorokkal egyallasu
Osszetevokre!

a) b)
[ : a &

Vektorok



31. feladatlap

Vektorok alkalmazasa

EMLEKEZTETO

helyvektor: Ha rogzitiink egy O pontot, akkor a sik vagy a tér barmelyik P pontjahoz pontosan egy olyan vektor tartozik, amelynek
a kezddépontja az O pont és a végpontja a P pont. Az OP vektorta P pont helyvektoranak nevezziik. Az O pont helyvektora a 0 vek-
tor. Az O pontot origénak nevezziik. Megforditva, ha megadunk egy p vektort, akkor pontosan egy olyan P pont 1étezik, amelynek
adott O orig6 esetén a helyvektora p .

vonatkoztatasi pont: A sik vagy tér azon pontja, amelyhez képest a sik vagy tér tobbi pontjanak A
helyzetét megadjuk. Jele: O.

szakasz felirasa helyvektorok segitségével: Az AB vektor felirhato a végpontjaikba mutatod

a és b helyvektorok segitségével: AB = b-a.

FELADATOK

31.1. Az abran lathato szabalyos 6tszog oldalai és a koré irhato B
korének sugarai segitségével minél tobbféleképpen ird fel az
AD vektort! (Pl. AF + FE + ED.)
A C
E D
31.2. ird fel az abran lathat6 szabalyos hatszogben az a és b B ¢
vektorok segitségével a kovetkezo vektorokat!
. — a
a) AG= b) GC=
¢) CF= d) AD= A - D
— S b
g) CB= h) AC = -
i) BD-= j) DF= F E

31.3. Az O pontbdl az ABCD paralelogramma csucsaihoz ve-

D C
zetd vektorok: a, b, c, d. Fejezd ki a kovetkezd vektorokat az
a, b, ¢, d vektorok segitségével! c
d c
A B
4 b
(0]

a) AB= b) BC

¢) DC= d) AC
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31.4. Fejezd ki az ABC haromszog AB  oldalvektorat
ad= AI—B{ vektor segitségével! 4 B, a haromszog kdzépvonala.
By

[IS%

Ay

A

31.5. Fejezd ki az AB szakasz F felezOpontjaba mutato OF

vektort a szakaszok végpontjaba mutaté a, b helyvektorok se-
gitségével!

31.6. Egy kocka 4 cstcsabol kiindulo élvektorok a, b, c. Fe-

jezd ki az a, b, c¢ vektorok segitségével az A-bol a lapkdzép-
pontokba vezetd vektorokat!

ia}

A

18]

31.7. Fejezd ki az AB szakasz H, és H, harmadolopontjaiba mutaté OH,, OH, vektorokat a sza-

kaszok végpontjaba mutatd a, b helyvektorok segitségével!

31.8. Az 4B szakaszt négy egyenld részre osztottuk. Fejezd ki az OX,, OX,, OX, vektorokat az

a ¢sab vektorok segitségével! A

X

a) OX, = X,

IS]

b) OX2 = X3

IS
o]

c) OX;= 0

Vektorok




32. feladatlap

Vektor koordinata-rendszerben

EMLEKEZTETO

vektorok koordinatai: Az (j; j) egységvektorokkal mint bazisvektorokkal megadott derék-
szdgii koordinata-rendszerben barmely v vektor el8éllithato v=v,-i+v,- j alakban. v, és
v, a v vektor koordinatai. (v, az elsd, v, a masodik koordinata.) v(vi; v2)

|~

A

helyvektor koordinataja: Derékszogii koordinata-rendszerben a helyvektor koordinatai meg-

vi-i

egyeznek annak a pontnak a koordinataival, amelybe mutat. Pl. a P (-2;3) pont helyvekto-
ranak koordinatai p(-2;3).

o Iy

I~
—Y
=

vektor abszolutértéke: A vektor abszolttértcke a v =/v; +v;. y

PL v(2;-3); [y =27 +(-3)" =13. P(x: y)

egységvektor: Az egységvektor abszolutértéke 1. p(p1: p2)

Minden v nem nullvektorhoz eléallithato egy vele azonos iranyt egységvektor a ﬁ modon.
14

PL. v(2;-3) vektor esetén a v iranyaba mutato egységvektor X (|\_}| =J13 ).

NES

osszegvektor koordinataja: Az a(a;;a,) és a b(b;b,) vektorok dsszegének koordinatai:
(a+b)(a, +b;a,+b,).

o \\.»TA

|~
Y
=

PL. a(2;-3) és b(1;4) vektorok esetén (a+b)(2+1;-3+4)=(a+b)(3;1).

kiilonbségvektor koordinataja: Az a(a;a,) ésa b(b;b,) vektorok kiilonbségének koordinatai: (a —b) (a, —b;;a, — b,).
PL a(2;-3) és b(1;4) vektorok esetén (a —b)(2-1;-3-4)=(a—-b)(1;-7).

szammal szorzott vektor koordinatija: Az g (a,;a,) vektor A-szoros vektoranak koordinatai: A-a (A-a;A-a,). Pl. a(2;-3) vek-
tor 3-szorosanak koordinatéi: 3a(3-2;3-(-3)) =3a (6;-9).

FELADATOK A

32.1. Abrézold az u (2;-3), v(=1;5) és w(0;3)

vektorokat a megadott kezd6pontokbodl indulva!

B
1 C
A
0| 1 X
D
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32.2. Olvasd le az abran 1évd vektorok koordi- Y
natait!
e

a) a ( ....... serennas ) \\ b

\\
b) b(....... e )
€) (o) a s

K X
d) d(..... e ) A L
€) ey ) c
d

1) 1 (oreee e )

32.3. Adott az a(2;-3), b(0;3) és c¢(—1;1). Hatarozd meg a kovetkezd eredé vektorok koordi-
natait!

%) a+b= b) c-b=
¢) Sa= d) 3a+2b=
e) 4a—3c= f) %Q+§Q=
g a-b+2c= h) —3a+4b—c=

32.4. A vektorok koordinataibol allapitsd meg a vektorok linearis kombinacidjaban a bazisvekto-
rok egyiitthatoit és viszont! (Ugyelj a miiveleti jelekre is!)

vektor linearis kombinacio vektor linearis kombinacio
a) a(3;6) a=illo g D] Bl b=1,241-25]
N N 111>
1 c(0;-6 — ; : d d(.... e d=——1i
) ¢ (0;-6) c=illg D] dC ) d=-—

32.5. Szamold ki a kovetkez6 vektorok abszolutértékét, valamint a vektorokhoz tartoz6 egység-
vektorokat!

vektor vektor abszolutértéke egységvektor
a) a(3;4)
b)) (-1
¢) c(05)
d| d(-12-5)
e e(=30)
nl -9

Vektorok




32.6. Adott az A(-2;7), B(-2;4) és C(2;4) pont. Hatarozd meg a kovetkezo vektorok koordi-
natait!

¢) BC(........ s ).

32.7. Adott az 4(-1;6), B(0;-6) és C(5;—1) pont. Hatarozd meg a kdvetkezd szakaszok fele-
zOpontjanak a koordinatait!

a) Fyp (........ D );

b) Fpc(........ D e );

c) FAC( ........ S e )

33. feladatlap

Parhuzamos eltolas

EMLEKEZTETO

parhuzamos eltolas: Adott egy v vektor. A tér P pontjahoz hozzarendeljiik a P pontot ugy, hogy PP =v \_//y
. A v vektor az eltolas vektora. Amikor a v nullvektor (v = 0), akkor a tér minden pontja helyben marad.

parhuzamos eltolas tulajdonsagai: Tavolsagtarto, illeszkedéstarto, szogtartd, parhuzamossagtartd. A >/< P’

sokszog megtartja a targysokszog koriiljarasi irdnyat. p

FELADATOK

33.1. Szerkeszd meg a kovetkez6 szakaszok parhuzamos eltolassal eléallitott képeit!
a) b) B

/ ’\IA

B

I <

A

33.2. Told el az AB szakaszt Gigy, hogy A végpontjai egy-egy szogszarra keriiljenek!

A
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33.3. Amegadott v vektorral parhuzamosan told el a koordinatarendszerben 1év6 alakzatokat! Pon-
tok esetében add meg a képpontok koordinatait is!

a) b)
Y4 NS —2) VA |
P(-5; 6) S ~N
x )
B@; 5) A
AL 3) / AN
| B
1 [
1 M | 1 M
_— C
— /)
//
= \_

P(....;....)

c) Az a) és b) feladat elvégzése utan allapitsd meg, hogy mi a kapcsolat a képpont helyvektoranak
koordinatai, a targypont helyvektoranak koordinatai és az eltolas vektoranak koordinatai kozott.
A felismert dsszefiiggés segitségével allapitsd meg, hogy a P(2; 5) pont v =(-11;13) vektorral el-
tolt képpontjanak (P )mik lesznek a koordinatai?

33.4. Végezd el az alakzatok eltolasat tigy, hogy az 4 pontnak az A" pont legyen a képe, a B pont-
nak a B’ és a C pontnak pedig a C'! Hatarozd meg az egyes eltolasvektorok koordinatait is!

a) b)
YA \_/( : ) ya v ;
A _— A
A ~
B 1 & 1
1 x W ; - X
w( ;
B c=C
D \
!(‘ )
33.5. Adottak a trapéz oldalainak hossza. A két alap az a és c, a két a
szar pedig a b és d oldal. Szerkeszd meg a trapézt a fiizetedben! b
c
d
Vektorok



33.6. Két, egymassal parhuzamos tengelyekre torténd, t, t,
tiikrozés helyettesithetd egyetlen eltolassal. Tiikrozd az
AB szakaszt el6bb a ¢,, majd az igy kapott 4' B’ szakaszt
a t, tengelyre (4" B"). Az abra alapjan figyeld meg,
hogy mi allapithaté meg az eltolds vektorarol?

34. feladatlap

Egybevagésag
EMLEKEZTETO

geometriai transzformacio: Olyan fiiggvény, amely ponthoz pontot rendel, vagyis az értelmezési tartomanya és az értékkészlete
egyarant ponthalmaz.

egybevagosagi transzformaciok: Azok a geometriai transzformaciok, amelyeknél barmely szakasz képének hossza egyenl6 az ere-
deti szakasz hosszaval. Egybevagosagi transzformacio példaul a tengelyes tiikrozés, a kdzéppontos tiikrozés, az elforgatas és az el-
tolas. Egybevagosagi transzformaciok egymas utani alkalmazasaval egybevagosagi transzformaciot kapunk.

egybevagosagi transzformacio tulajdonsagai: Tavolsagtarto, illeszkedéstarto, szogtartd, parhuzamossagtarto.

alakzatok egybevagosaga: Két alakzatot egybevagonak tekintiink, ha 1étezik olyan egybevagodsagi transzformacio, amellyel az
egyik alakzat a masikba vihet6.

sokszogek egybevagosaga: Két sokszog akkor és csak akkor egybevagod, ha a megteleld oldalaik hossza és megfeleld szogeik nagy-
saga paronként egyenlo.

haromszogek egybevasésaganak feltételei: Két haromszog egybevago, ha

1. megfeleld oldalaik hossza paronként egyenldk;

2. két-két oldaluk hossza és az oldalak altal kozrezart szogek nagysaga paronként egyenldk;

3. két-két oldalhosszuk és a hosszabb oldallal szemkozti sz6giik nagysaga paronként egyenld;

4. egy-egy oldaluk hossza és az oldalon fekvé mindkét sz6g nagysaga paronként egyenld.

FELADATOK

34.1. Keress két olyan egybevagosagi transzformaciot, amelyek egymas utani alkalmazasaval az
ABC héromszog az A'B'C' haromszogbe vihetd. (Egy-egy feladat megoldasahoz tobb megoldas is
ki6tolhetd.

a) B Y4 b) A YA

BH
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34.2. Az adott pontokkal végezziik el a megadott Y4
transzformaciot, és allapitsuk meg az altalanos
ponttal P(x; y)

A2;5) |B(=3;4)| P(x;y)

x tengelyre valo 1
tiikrozés

y tengelyre vald
tikrozés

Origora valo
tilkrozés

K(2; 3) pontra
valo tiikrozés

34.3. Bizonyitsd be, hogy az egyenlészara haromszog alaphoz tartoz6 sulyvonala a haromszoget
két egybevagd haromszogre bontja fel!

34.4. Parositsd az egybevagd haromszogeket! Az abrak tajékoztato jellegiiek.

100°

30°

34.5. Bizonyits be, hogy két szabalyos 6tszog egybevago, ha oldalaik egyenlé hosszusaguak!

Vektorok



Szogfuggvények és alkalmazasai

35. feladatlap

A szog ivmértéke, tetszéleges szo0g szinusza, koszinusza

EMLEKEZTETO

szog ivmértéke: Az ivmértékben megadott szog megmutatja, hogy a szoghéz mint kdzépponti sz6ghdz tar-

tozo korivben hanyszor van meg a kor sugara. Az abra jeldléseivel: o = —.
" A

o

-&, ahol a° a fok-

i avs O . 180
a szog fokmértéke és ivmértéke kozotti atvaltas: a = 1;7?-0& illetve o° =

mértékben megadott, valamint a az ivmértékben megadott szog. Pl 1) a°=135° esetén

id -135°=%n ~2.36.2) & = 2,34 estén q© = 0

-2,34=134,08°.

forgasszog: A forgasszoget megkapjuk, ha nullszogbdl indulva az egyik szogszar

nyugalomban marad, a masikat meg pozitiv eléjel esetén az ora jarasaval ellen- 300 @
kezd, negativ eldjel esetén pedig megegyezo iranyban a sz0g nagysagaval el- .
forgatjuk. P1. 1. a®°=750° 2. a°=-570°.

az o szO0g szinusza: A koordinatasikon az i egységvektor a forgasszog elforgatasaval kapott egység- ?
vektor masodik koordinataja. Jelolése: sinc . r
az o szog koszinusza: A koordinatasikon az i egységvektor a forgasszog elforgatasaval kapott egy- sin e |
o |
ségvektor elsd koordinataja. Jelolése: cosa. |
az o szog tangense: Az a forgasszOg tangense a szog szinuszanak és koszinuszanak hanyadosa, 0 acosa S
ino

. . r r S
amennyiben a koszinuszérték nem nulla. tgoo = ——, ha cosa # 0.
cosa

az o szog kotangense: Az a forgasszog kotangense a szog koszinuszanak és szinuszanak hanyadosa, amennyiben a szinuszérték

osa

c .
nem nulla. ctgae = ——, ha sina #0.

sima

FELADATOK

35.1. Valtsd at a szog ivmértékét fokmértékbe és viszont! Toltsd ki a tablazat hianyzo részeit!

o a a® o
a) 60° b) T
4
5
) —r d) -30°
6
e) 135° £ 10

35.2. Szamold ki a kovetkezo forgasszogek szogfliggvényértékeit!

o sino cosa tga ctgo
120°
—540°
675°

15

—TT

4
-2
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35.3. Forgasd el a forgasszognek megfelel6en az egységvektort, és jelold be a koordinatatengelye-
ken az igy kapott egységvektor els6 koordinatajat pirossal, a masodikat pedig kékkel!

a) o =135° b) o =-150% ¢) o =225°% d) a =480°.
14 1A N 14
\
X X RES x
—1 0 i [ 0 i [ 0 i [ 0 s
\ / \ / \ /
N, / N\, / N, / N\, /
N N N N
—1 —1 —1 —1

35.4. Forgasd el a forgasszognek megfelelden az egységvektort, és jelold be a koordinatatenge-
lyeken az igy kapott egységvektor elsd koordinatajat pirossal, a masodikat pedig kékkel!

11 9 5
a) a=-—r,; b) a==mr; ¢ o=--m; d) o =-6r.
) 0 ) 1 ) 5 /)
14 14y 14 14
/ N / N 4 N / N
\
- X o X . X - X
-1 0 T -1 0 1 -1 0 i [ 0 L
\ / \ / \ /
N, / N\, / N, / N\, /
N N N N
By iy By iy

36. feladatlap

A szinusz- és koszinuszfuggvény egyszeri tulajdonsagai

EMLEKEZTETO

a szinusz- és a koszinuszfiiggvény periédusos: Egy adott forgasszoghdz a tel-  |gin (¢ + k-360°) = sina
jes szog egész szamu tobbszordsét hozzaadva vagy kivonva a sz0g szinusza vagy 5 ,ahol |ke Z.
. - cos(a +k-360°) =cosa
koszinusza nem valtozik meg. g
Ivmértékben pedig
sin(o +k-2m) =sino
,ahol |ke Z.
cos(a+k-2m)=cosa
a koordinatasik koordinatanegyedekre valé felosztasa: A koordinatasikot a Y
két tengely négy negyedre osztja fel. Az 1. koordinatanegyedben 1év6 pontok
mindkét koordinataja pozitiv. A 2. koordinatanegyedben 1év6 pontok elsé koor- 2. koordindtanegyed 1. koordindtanegyed
dinataja negativ, masodik koordinataja pozitiv. A 3. koordinatanegyedben 1év6 x<0;y>0 x>0;y>0
pontok mindkét koordinataja negativ. A 4. koordinatanegyedben az els6 koordi- .
nata pozitiv, a masodik negativ. .
ol | X
3. koordindtanegyed 4. koordindtanegyed
x<0;y<0 x>0,y<0

Szogfiiggvények és alkalmazasai



A 2. koordinatanegyedbe es6 egységvektor koordinatai: y
] ™~
sina =sin (180°-a) ) sina =sin (7 —a) /N e
, illetve . » °
cosa =—cos (180°—a) cosa =—cos(m —at) 180«
—1 0 1+
~. ]
- T
A 3. koordinatanegyedbe esé egységvektor koordinatai: y
] ™~
sina =—sin (a —180°) sina = —sin (a —7) / S
, illetve . a .
cosa =—cos (o —180°) cosa =—cos(a —7) o180
—1 0 1X
\o” /
~ ]
- T
A 4. koordinatanegyedbe esé egységvektor koordinatai: Y
] ™~
sina = —sin (360° o) et sinot =—sin(27 —a) / e
cosa = cos (360°—a) ’ Hietve cosa =cos (2 —a) a [ A360°— o
—1 0 1
\ ~/
~ T ]
T

FELADATOK

36.1. A kovetkezd szogfiiggvényeket vezesd vissza nullszog €s teljesszog kozotti szogfiiggvény-
értékére! (sin 1000° = sin 280°.)

a) sin2000° =sin (......... ); b) cos1200° =cos(......... ); ¢) sin (—600°) =sin (......... );
d) cos(=900°) =cos(......... ); e) sin5000° =sin (......... ); f) cos(=12000°) =cos(......... ).

36.2. Add meg a nevezetes szogek szogfiiggvényeinek ismeretében a kovetkezd szogfliggvények
pontos értékét!

a) sin120°= b) cos135°=
¢) sin210° = d) cos240° =
e) sin315°= f) cos300° =
g) sin480° = h) c0s390° =

36.3. Add meg a nevezetes szogek szogfiiggvényeinek ismeretében a kdvetkezd szogfliggvények
pontos értékét!

a) sin%r = b) cosz—ﬂ =
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c) sin%r = d) coss—ﬂ =
e sin7—ﬂ= f) coss?ﬂ=
. I 1z
sin— = h) cos— =
8 2 ) g

36.4. Az adott szogfiiggvényt mint koordinatat abrazold a megfelelé koordinatatengelyen, és szer-
keszd meg a hozza tartoz6 egységvektort!

a) sin45°= b) cosl35°= ¢) sin240°= d) co0s330°=
1Ay 1AY 14y 1AY
4 N / N 4 N / N
\
X X X X
-1 0 /17 —1 0 - -1 0 - -1 0 1
N / N\ /! N /! N\ /
I~~~
iy | iy | -1 —1

36.5. Olvasd le az egységvektorokhoz tartozo forgasszogeket!

a) o= b) a= c) a= d a=
y y y y
)
/ N / AN N / .
AT\ !
-~ \x X : X X
-1 0 AL —1 0 1 -1\ »0 | D) 1
\ &) \ / Y3 \ /
N, Z N, / N, 2 / N\ /
N~
—1I —1I —1I —1

Forgasszdog meghatarozasa a szogfuggvényérték ismeretébol

EMLEKEZTETO

Az egyenletek megoldasat radianban adjuk meg. Fontos: ha egy trigonometrikus egyenletnek van megoldasa, akkor végtelen sok meg-
oldasa van.

FELADATOK

37.1. Oldd meg az alabbi egyenleteket!

. 1 Y b 1 y
a) sinx =—; sinx =-——;
) 2 / 2

—1 —1
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c) cosx=—:;

37.2. Oldd meg az alabbi egyenleteket!

a) sinx =—1;

¢) cosx=-1;

X
-1 0 1
N
—1I
1Ay
X
-1 0 1
N
—1I
1AY
X
-1 0 1
N
—1

d) cosx =——
b) sinx =0;
d) cosx=0.

37.3. Oldd meg a valoés szamhalmazon a kdvetkez6 egyenleteket!

a) sinx =0,25;

¢) cosx =-0,5;

37. feladatlap

1AY
X
-1 0 1
N
—1I
1AY
X
-1 0 1
N
—1

b) sinx =-0,8;

d) cosx =0,65.

x
-1 1-
N
x
-1 1-
N
X
—1 1-
N
X
—1 1-
N
X
—1 1-
.

1/




38. feladatlap

Szinusz és koszinusz szogfuggvény abrazolasa

FELADATOK

38.1. Abrazold és jellemezd az R - R, x > sinx fiiggvényt!

Ertelmezési tartomany:
Ertékkészlet:
1 Zérushely:

y

Tengelypont:
Novekedés:
Csokkenés:
Szélsoértékek:
Paros:

SN

Péaratlan:
Periddus:

38.2. Abrazold és jellemezd az R — R, x > cosx fiiggvényt!

Ertelmezési tartomény:
Y Ertékkészlet:

Zérushely:
1

x  Tengelypont:

0 Novekedés:
Csokkenés:
Szélséértékek:
Péros:
Pératlan:
Periodus:

SN

38.3. Abrazold és jellemezd az R —» R, x > 2-sinx fliggvényt!
Ertelmezési tartomany:
Ertékkészlet:

1 Zérushely:

£ Tengelypont:
Novekedés:
Csokkenés:
Szélsoértékek:
Péros:
Pératlan:
Periodus:

y

0

SN
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38.4. Abrazold és jellemezd az fliggvényt!

Ertelmezési tartomény:

Y Ertékkészlet:
Zérushely:

x  Tengelypont:
Novekedés:
Csokkenés:
Szélsoértékek:
Péros:
Pératlan:
Periodus:

1
0

SN

38.5. Abrazold és jellemezd az R — R, x > sinx +1 fiiggvényt!
Ertelmezési tartomény:
Y Ertékkészlet:
Zérushely:
1
x  Tengelypont:
0 Novekedés:
Csokkenés:
Szélsdeértekek:
Péros:
Pératlan:
Periodus:

SEL

38.6. Abrazold és jellemezd az R - R, x - cos(x + EJ fliggvényt!

2 Ertelmezési tartomény:
y Ertékkészlet:
Zérushely:
Tengelypont:
Novekedés:
Csokkenés:
Szélsoértékek:
Péros:
Pératlan:
Periodus:

1
0

SEL

39. feladatlap
Tangens- és kotangens-fuggvény

FELADATOK

39.1. Add meg a nevezetes szogek szogfiiggvényeinek ismeretében a kovetkezd szogfliggvények
pontos értékét!

a) tg120° = b) ctgl35°=
c) tg210°= d) ctg240° =
e) tg(-45°) = f) ctg(-45°) =
g) tg480°= h) ctg390° =
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39.2. Add meg a nevezetes szogek szogfiiggvényeinek ismeretében a kovetkez6 szogfliggvények
pontos értékét!

Sr 27
tg— = b) ctgl —— |=
@ g~ ) g( 3)
4r St
tg—= d) ctg— =
c) tg 3 ) ctg 4
39.3. Oldd meg az alabbi egyenleteket!
a) tgx=1; b) ctgx=\/§;
c) tgx=—£; d) ctgx=0.

3

39.4. Abrazold és jellemezd az R — R, x > tgx fiiggvényt!

y Ertelmezési tartomany:
Ertékkészlet:
Zgérushely:

Tengelypont:
Novekedés:
Csokkenés:

Szélsoértékek:

1 Paros:

Péaratlan:

SHREE

Periddus:

39.5. Abrazold és jellemezd az R — R, x > ctgx fiiggvényt!

y Ertelmezési tartomany:
Ertékkészlet:
Zgérushely:

Tengelypont:
Novekedés:
Csokkenés:

Szélsoértékek:

1 Paros:

Péaratlan:

SEREE

Periddus:

Szogfiiggvények és alkalmazasai




Kombinatorika és valészinliség-szamitas

40. feladatlap

Kombinatorika

EMLEKEZTETO

n faktorialis: Az els6 n pozitiv egész szam szorzatat a kovetkezdképpen jeloljiik: 1-2- 3-...- n = n!, és n faktorialisnak nevezziik. Pél-
daul 5!=5-4-3-2.1=120. Megallapodunk abban, hogy 1!=1 és 0!=1 legyen.

srer

permutacidinak szama n!. Ha n kozott k darab egyenld (k < n), akkor ismétléses permutaciorol beszéliink. Ezek szama: T Ha

k,, k,, ..., k, egyenlé elem van, akkor a permuticiok szama , ahol k, +k, +...+k, <n.Példaul a GROF betiiibsl

n!
4 ke Vky k!
41=4.3.2-1=24, a BABA betiiib6l ﬁ =6 permutacio képezhetd.

FELADATOK

40.1.A [2],[3],[4],[6],[ 8] szamkartydk mindegyikének felhasznalasaval
a) hany 6tjegyli szam rakhato ki?

b) hany paratlan szam rakhato ki?
¢) hany 85 000-nél nagyobb szamot kaphatunk?

d) mennyi a legnagyobb és a legkisebb szam kiilonbsége?

40.2. Hat jobarat: Andi, Anti, Bea, Béla, Csilla és Csaba moziba mennek. Egymas mellé sz016 je-
gyeket vettek.

a) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el?

b) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a harom fia az 1. 2. 3. széken, a lanyok a 4. 5. 6. széken
iilnek?

¢) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha Andi Csaba mellett {il?

d) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a harom lany egymas mellett iil?
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40.3. Hany lehetséges sorrendje van a ,,PARALELOGRAMMA” sz6 betliinek?

40.4. Egy 20 f6s osztaly kirandulni megy. Szallasként egy 6 agyas, két 5 agyas és egy 4 agyas szo-
bat kapnak. Hanyféleképpen foglalhatjak el a szobakat?

40.5. Tekintsiik a paratlan szamjegyeket!

a) Hany 6tjegyli szam képezhetd, ha megengedjiik a szdmjegyek ismétlését?
b) Hany kiilonb6zd szamjegyekbdl allo 6tjegyli szamot kapunk?
¢) Hany kiilonb6z6 szamjegyekbdl allo kétjegyli szam lehetséges?

d) Hany 5-tel oszthatd négyjegyii szam képezhetd?

41. feladatlap

Logikai szita, skatulyaelv

EMLEKEZTETO

logikai szita: Logikai szita alkalmazasaval azokat a feladatokat oldjuk meg, amelyekben bizonyos tulajdonsagokkal nem rendelkez6
elemek szamat keressiik.

skatulyaelv: A skatulyaelv szerint: ha van n darab dobozunk (skatulyank) és n + 1 darab targyunk (elemiink), és ezeket a dobozba
akarjuk elhelyezni, akkor biztosan lesz olyan skatulya, amelyikbe legalabb két targy kertil.

FELADATOK

41.1. Legalabb hany fos osztaly kell ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik négy olyan gyerek, aki
ugyanabban a honapban sziiletett?

41.2. Hany négyzetszam kell ahhoz, hogy biztosan legyen koztiik kett6, melynek kiilonbsége oszt-
hat6 3-mal?

41.3. Egy 24 6s kiildottségben 15-en beszélnek angolul, 12-en németiil. 7-en mindkét nyelven tud-
nak. Hanyan nem beszélnek se németiil, se angolul? (Szdmoldsodat Venn-diagramon is ellendriz-
heted.)

Kombinatorika és valoszinliség-szamitas



41.4. Hany olyan 1000-nél nem nagyobb pozitiv egész szam van, amely
a) 2-vel és 5-tel nem oszthatd?

b) 3-mal és 7-tel nem oszthat6?

¢) 2-vel és 3-mal és 5-tel nem oszthat6?

d) 3-mal és 7-tel és 11-gyel nem oszthat6?

41.5. Egy 750 f6s iskolaban legalabb hany olyan didk van, aki
a) az év ugyanazon napjan sziiletett?
b) ugyanabban a hoénapban sziiletet?

¢) a hét ugyanazon napjan sziiletett?

41.6. Egy zenei taborban 140 diak nyaralt. Legtobben zongoran, gitaron vagy hegediin jatszottak.
46-an zongoraztak, 64-en gitaroztak, 13-an mindkét hangszeren tigyesek voltak. 37 diak hegediilt,
koziiliik 9-en gitaroztak is, 5-en zongoraztak is. 3 olyan gyerek volt, aki mindharom hangszeren tu-
dott jatszani. Hany olyan taborlako volt, aki a harom hangszer egyikén sem jatszott?

42. feladatlap
Valészinliség-szamitas

EMLEKEZTETO

elemi esemény: egy kisérlet lehetséges kimenetele. Az elemi események valosziniisége megegyezik.
eseménytér: az elemi események Osszessége.
klasszikus valosziniiség elemei:

A: az A eseményt jeloli;

P(A4): az A esemény bekovetkezésének valdsziniisége;

P(4) = kedvez6 esetek szama‘

0sszes eset

Pl. Egy zsakba 3 piros és 5 fehér golyot tesziink. Egy golyot kihtizunk.
Eseménytér: 1 piros, 1 fehér.

A: pirosat hizunk.

Kedvezd esetek szama: 3.

Osszes eset szdma: 8.

Hm:%

FELADATOK

42.1. Egy érmét kétszer egymas utan feldobunk. ird fel az eseményteret!

42.2. Egy szabalyos érmét haromszor feldobunk, és felirjuk a dobasok eredményét.

a) Hany elem eseményébdl all az eseménytér?

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy mindig fejet dobunk?
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¢) Mennyi a valdszinlisége, hogy mindig egyformat dobunk?

d) Mennyi a valoszinlisége, hogy nem harom egyformat dobunk?

42.3. Egy szabalyos dobokockaval dobva mennyi az dsszes eset szama

a) egy dobas esetén?

b) két dobas esetén?

¢) héarom dobas esetén?

42.4. Egy szabalyos dobokockaval egyet dobunk. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy

a) primszamot dobunk?

b) legalabb 3-ast dobunk?

¢) 6-nal nagyobbat dobunk?

42.5. Egy 32 lapos magyar kartyabol kihtizunk egy lapot. Mennyi annak a valdszintisége, hogy

a) pirosat hizunk?

b) aszt huzunk?

¢) figurat (also, felso, kirdly, a4sz) htizunk?

d) nem zoldet hizunk?
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42.6. Egy dobokockat kétszer feldobunk, és a dobott eredményeket dsszeadjuk. Melyiknek na-
gyobb a valosziniisége, és mennyivel?

a) 5-nél kevesebb a dobott 6sszeg, vagy 10-nél tobb?

b) Az 6sszeg prim vagy paros?

42.7. Egy urnaba 3 fehér, 4 piros, 5 kék golyot tesziink. Egy golydt kihtizva mennyi annak a valo-
szinlisége, hogy

a) kéket huzunk?

b) nem pirosat huizunk?

¢) fehéret vagy pirosat huzunk?

Grafelmélet

43. feladatlap

Grafelmélet

EMLEKEZTETO

graf: Grafnak nevezziik a csiicsoknak és éleknek a halmazat, ahol az élek pontokat kdtnek
Ossze, illetve az élek végére csucsok illeszkednek ugy, hogy minden élre legalabb egy, de
legfeljebb két cstcs illeszkedik.

A B

C D
fokszam: Az egy csticsbol induld élek szama. Példaul a B csucs fokszama 3, a C cstcs fok- .F
szama 1. .. e g
tobbszoros él
izolalt pont: Olyan pont, amelybdl nem indul ki él. Példaul az F' pont. A
tobbszoros él: Tobbszords €lrdl beszéliink, ha két pontot tobb €l is 6sszekdt.

hurokél: Olyan ¢l, amelynek minkét vége ugyanarra a pontra illeszkedik.

egyszerti graf: Olyan graf, amely nem tartalmaz t6bbszoros €1t és hurokélt. [ Y 2

osszefiiggo graf: Olyan graf, amelyben élek mentén valamilyen tton el lehet jutni barmely
pontjabol barmely pontjaba. kor

kor: Az élek olyan sorozata egy grafban, melyek visszavezetnek a kiindulasi ponthoz.

teljes graf: Olyan egyszer(i graf, melyben barmely két pontot él kot dssze.

komplementer graf: Olyan graf, mely az eredeti graf ¢leivel egyiitt teljes grafot alkot. C D
teljes graf

—

.
graf komplementer graf teljes graf
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fagraf: Olyan Osszefliggd graf, melyben nincs kor.

grafra vonatkozo osszefiiggések: 1. Egy graf 6sszfokszama (a csucsok fokszamai-
nak 0sszege) mindig paros szam, az élek szamanak kétszerese.

2. Egy n pontt teljes graf éleinek szama: @

) fagraf
3. Egy n pontu fagraf ¢éleinek szama: n—1.

FELADATOK

43.1. Rajzolj egy 5 pontu, 10 élii grafot, amely tartalmaz t5bbszords élt! Ird a pontok f61é a meg-
feleld fokszamot!

43.2. Egy hattagu tarsasagban mindenkinek 3 ismerése van. Rajzold meg az ,,ismer6sok”™ egy le-
hetséges grafjat! Rajzold meg a ,,nem ismerdsok”™ komplementer grafjat is!

43.3. Tekintsiik egy kocka csticsait grafpontoknak, éleit pedig a graf éleinek.
a) Mennyi az egyes csucsok fokszdma?

b) Mennyi a graf 6sszfokszdma?

¢) Hany ¢l hianyzik a teljes grathoz?

43.4. Egy urnaban 1 piros, 2 fehér és 3 zold goly6 van. Abrazold graf segitségével a kihuzasi sor-

rend lehetdségeit, ha elsore piros golyot huzunk!

43.5. Lehetséges-e olyan 15 fés csoport, melyben mindenkinek pontosan 5 baratja van?

Grafelmélet



43.6. Az alabbi grafok koziil melyek rajzolhatok meg a ceruzank felemelése nélkiil ugy, hogy min-
den ¢lt és minden pontot csak egyszer érintiink?

a) b) ) d)

43.7. Egy sziiletésnapi 0sszejovetelre érkezok kézfogassal tidvozlik egymast. Hanyan vettek részt
a partin, ha 120 kézfogas tortént?

43.8. A kovetkezo allitasokrol dontsd el, hogy igazak (I) vagy hamisak (H)!
a) Van olyan graf, melynek 0sszfokszédma 0.

b) Egy 5 pontl grafnak maximum 10 ¢€le lehet.

¢) Van 10 ¢€li és 10 pontu fagraf.

d) Nincs olyan 7 pontu graf, melyben minden cstcs fokszdma 3.

e) Van olyan graf, melynek tobb pontja van, mint ¢le.

f) Ha egy graf 0sszefiiggd, akkor van benne kor.
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Megoldasok

1. feladatlap

11.a) V49 16 =7-4=28;  b) \[25-4/81-4/0,49 =5-9.0,7 =31,5;
¢) 144 -400 - /900 =12-20-30 = 7200; d) —@?%; e) J2-8 =416 = 4;

) =232 ==J64=-8; g) \2-4,5=4/9 =3 h)\/2;7=\/§=3; 02 ) ((ﬁ)2)2=22=4;
k) ((\/ﬁ)z) =(V2) =2 1 36-V2- VB =\36-V16 =36-4=6-2=12.
1.2.a) J9-2=3v2; b) J16-2=4v2; ¢) J100-10 = 104/10; d)@=£; e) |a|N2;
»abNa: @ = M\E D [1+xN35 ) [xNa® + 2%

Jx 2\2
k)1/x2(a2+x2)=|x|\/a2+x2; I)ny3 1+xy3 =|y|1/ 1+xy3.
13.49) =/10; b) 4-§= J3; c)\/73 d) +y =X’ =%

e) [x*-— \/_ /) ‘/ 1 a
1.4. 24° —x/_a=0; a(2a—\/5)=0; a, =0, a2=g.
2
1.5.\/5|a|=—\/5a; la|=-a; a<0. 1.6.|a—|=a; ac R\ {0}
a

1.7. Nem feltétleniil, mert példaul +/2 -+/2 =2.

2. feladatlap

21.a) 245; b)) 2N2-2=12; o) 2+42-62==2; d) 3-5+5 e 6410-10;
(V) ~(V2) =5-2=3 o (26+V3)(246-V3)=4-6-3=21;

h)2-22+1=3-22; 0= +2\F-\/§+i 3404 f i ﬁ 5 f

oo v B Bl 2 Bf o5
(B8 S DR

1 3 6 V3 23 a Ja_ -

23’ff A il T (f d})TT‘JE
1 2+1 J—+1 ' 2 5+3 2(VS+V3) _
O Bt T D E T s TP

Megoldasok




S+f5 6(2V2+45
9 (8—5 Lz(zﬁ*ﬁ);

" V32 .2\/3—3\/5_(\/5—\/5)'(2\/5—3\/5)__12—5\/3
2W3+3V2 23-32 12-18 - 6
24. (\/7+\/§)2 =10+2+/21, illetve (\/§+\/5)2 =10+2/16. A 7 +4/3 a nagyobb.

2.5. \/(5\5—7)-(5\E+7) ~J50-49 =1.

2.6. a) Két kiilonb6z6 szamnak (a és —a) lehet ugyanaz a négyzete (a?). Ha a pozitiv megkotéssel
kizarjuk a negativ lehetdséget, akkor valdban igaz az allitas. ) Ha az a, b szamok koziil valame-
lyik negativ is lehet, akkor mar nem feltétleniil igaz az egyenldség, mert akkor a pozitiv szam nem
lehet egyenld a negativval.

2.7./8+2J7 —\8=247 =7+ 2T +1-47- 2T +1=NT +1[-NT7 =1 =T +1-+T +1=2.

3. feladatlap

31.a) x,=4,x,=-4; b) x=9; c¢) Nincs megoldas. d) \/; =0; x=0;

¢) V2x +42x +82x =1 13J2x =1: x=——.

338
£ Kikétes: x# 1. Vx+2=—4(JVx-1); Vx+2=-4x +4; 5Jx =2 x=%.

g) Kikotés. x >10. A levezetés soran kapott x = % bar eleget tesz a kikotésnek, de visszahelyet-

tesitéskor ellentmondasra vezet. Nincs megoldas.
3.2. a) Pitagorasz-tétel segitségével: e=~/5>+5% =+/50 =542 cm. e

b)e=\/a2+a2=\/2a2:a\/5. ¢) 8=an2; a—j— j_ ?—4\/7 (cm).

3.3. a) Pitagorasz-tétel segitségével: m =6 —3> =27 =34/3 (cm).

b)m—‘/a - a 3a” =73a c)m—ia 4\/\/_— 4\/_ a a

3.4. Pltagorasz tetel segltsegevel

9T 3. b (g)l(zf NEN

3 6 r

3.5. a) Az atl6 az atmérd: 2- =10 cm. V2a =10, a = 52. @

b) x/za=2r, a=r2.

4. feladatlap

41.a)3; b)2; ¢)3; d)5; e %; = g

4. feladatlap — megoldas




% h) a*; i) Nincs értelmezve; Jj) —x2.

al; b) y; c) |al; d)

4.3. a) Igaz; b) Hamis; ¢)lgaz; d) Hamis; e) Hamis, mertx=1esetén —1#1; f) Igaz;
g) Hamis; h) Igaz.

4.4.0)J2-4=2; b) Y3-27=3 ¢ 10-40-250 =3/100 000 = 10;
6
96“ b 2 =2ab

416a4b4 4 —

d) 436-54-24 = /46 656 = 6;

475 6
g ,3/0,008‘1:2 = 30,2’ =0,2ab; ) 60,3"";—6 =0,3.|%
a

a
45.0)3:4=12; b)2:5=10, c)g; d)—g; o5 H¥a; 9T w2

5. feladatlap

b
51.a) 232; b) 40,000 01=0,14/0,1; ¢ %E d) 3x3x; e)@;‘/a%; £) 3ab3ax;

g 0,1%; n0,3L
X

52a)323 12; b)481a =4/9ab; c)ss%"ﬂ/s_x; d)3—— \f

125
5.3.a)M=1232; b)JW=JW=Jﬁ=W;
o e wix =R =N = =7
& Wa-aa =\{ada —\a-a -
54.0) 2 2=47, b F G B=F =35 =35 o >-L

b2

\/WE/F x/FJ—
610 \/ﬁ \/_24/_18123 3
o o /

Wé{)/? 60545 6\0/_1 1021\/_1\/_1\/_\/_
P Y e W

60) 20b40 60, 45b15

h) a *Nda — 60[a53b43.

127.12
60a b

55.0)32; b5 o N2 =6 4 i/?-?:@; e) 2 x* = 2¢x* = 2x;

v (b
HAYOL - =J01x; g ‘{/:2=\/H; h) 2\/2
a a a
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6. feladatlap

6.1. A transzformacios alakra hozas utan, a parabolak ab- \ \ 1/
/4 r 4 _ \ I

razolhatok: ’A megoldasokat a grafikonok x tengelymet \ o/

szetei alapjan olvassuk le. ) /

a) a(x)=(x+0,5)"-2,25 x,=-2, x,=1;

—
~
~
-

N~

b) b(x)=0,5(x* +2x)-1,5= =0,5[ (x+ 1’ =1]-1,5= \ 1\ 1

=0,5(x+1°’-2; x,=-3,x,=1;

¢) ¢(x)=(x—0,5)*+1,75, nincs megoldas.
Az egész szam valos szam is, igy az 0sszes megoldas,
megoldas mind a két szamhalmazon. A

6.2. A transzformacids alakra hozas utan, a parabolak ab- —2.25

razolhatok. A megoldasokat a grafikonok x tengelymet- 4y
szetei alapjan olvassuk le. a) a(x)=(x+3)*-1; Y

——

x,=—4,x,=-2; D) 2xT —4x+7=x*4+2x+2; x*'—6x+5=0;

—
|+
—
—

b(x)=(x-3"-4, x=1x,=5. B
Az egész szam valds szam is, igy az 0sszes megoldas, megoldas \ -3 /1 \
mind a két szdmhalmazon. 0l 1

6.3.a) (x—4)(x+4)=0; X, =4, x, =—4;
b) (x—=2,5)(x+2,5)=0; x, =2,5, x, =-2,5; —4

c) (x—%)(x+%]=0; X, =§, X, =—%; d) x*+9=0, nincs megoldas; e) x> =0; x=0;

f)(Zx—%)(Zx+%)=0; n=L,ox=-li g (x=v2)(x++2)=0; x=+2,x,=—2;

16 16

W (x=243)(x+243)=0; x =243, x,=-243.

6.4.0) x(x-5)=0; x,=0,x,=5; b) x(x+6)=0; x, =0, x,=-6;

c¢) x(3x+5)=0; x1=0,x2=—§; d x(9x-7)=0; x,=0, x2=g.
6.5.a) (x-2)(x-3)=0; x,=2,x,=3; b) (x=3)(x+2)=0; x,=3, x,=-2;
c) (x+4)(x-3)=0; x,=-4,x,=3; d (x=6)(x+1)=0; x,=6,x,=-1;
e) (x+4)Y =0, x=-4 f) (x-D(x+3)=0; x, =1, x,=-3.

7. feladatlap

71.a) x,=02,x,=-3; b) x,=-2,x,=0,5 ¢ x,=7,x,=06; d) x=-03, x,=-14;
e) x=03; f)x=-22,x,=34 g x=-3Lx,=-2; h)x=-2,x,=1
7.2.a) x,=-0,6, x, =2; b) Nincs megoldas; c¢) x,=-1- \/3, x,=—1+ \/5;

7. feladatlap — megoldas




7-J65 N 7+65

d) Atalakitas utan: x* —=7x-4=0; x, =

5 .
7.3.a) Kikotés: x#-1. Kozds nevezéi hozas utéfl: x+l-x=x"4+x; xX*+x-1=0;
X, = -1 _2\/3 , X, = -1 ;\/g b) Kikotés: x #—1, 1. K6zds nevezdre hozas utan:
Gx-D(x-1)=(x+5)(x+1); x*-3x-1=0; x, = 3_5/3, X, = 3+;/E.

c) Kikotés: x = —1, 1. Kdzds nevezdre hozas utdn: x+2—(2x+1)(x+1)=x>—1; 3x* +2x—2=0;
X, = _1;\/7 , Xy = _1-;\/7. d) Kikotés: x#—-1, 1. Az x*—1=0 egyenlet megoldasai nem
megoldasok a kikotés miatt. A ﬁ - ﬁ —1=0 megoldasa. Koz6s nevezdére hozas utan:

x+l-(x=1)—(x=D(x+1)=0; x*=3=0; x,=-3, x,=3.

8. feladatlap

81.a) D=(-3"-4-1-4=-7; b) D=(-8)°-4-1-16=0; ¢) D=8—4-1-(-16)=128;

d) Atalakitas utan: x> —8x+16=0. D=8 -4-1-16=0;

e) D=(-2)"-4-3 (—%) =10. Két kiilonb6z6 gyoke van: ¢, e. Egy valés gyoke van: b, d. Nincs

megoldasa: a.

8.2. frjuk fel a diszkriminanst: D =(-2)*-4-p*-1=0; p’=1; p,=-1,p,=1.

8.3. A kikotés: x #0. Atalakitds utan: x> —2ax+a’=0; (x—a)’=0; x=a.

8.4. Megvizsgaljuk a gyokjel alatti masodfoku kifejezés diszkriminansat, €s azt, hogy a fliggvény-
nek minimuma vagy maximuma van-e, vagyis az x’-es tag egyiitthatoja pozitiv vagy negativ-e.
a) A diszkriminans: D = (-8)* —4-4-4=0. A gyokjel alatti kifejezés teljes négyzetté alakithat, és
4 a kérdéses egyiitthatd, igy biztosan nemnegativ. A megoldas: xe R. b) Az a) feladat megoldasa-
hoz hasonléan D =0, az egyiitthatd 1. A megoldéas: xe€ R. ¢) A diszkriminans: D =36—-40=—4,
negativ, az egylitthat6 1, ekkor a gyokjel alatti kifejezés minden értéke pozitiv. A megoldas: xe R.

d) A gydkjel alatti kifejezés diszkriminansa D =4 —32 =-28, de az x’-es tag egyiitthatdja nega-
tiv, ezért x minden értékére negativ, Nincs megoldas.

9. feladatlap
9.1.a) (x—2)(x-3)=0, x*-5x+6=0; b) (x+1)(x—-2,5)=0, x*-1,5x—2,5=0;
1 7 2
c) (x+2)(x+§)=0, x2+§x+§=0; d) (x—(1+\/5))(x—(1—\/5))=0, x*=2x-1=0;

e) (x—4)(x-4)=0, x*-8x+16=0.

9.2. AD =16 — 4c > 0 feltételbdl 4 > c. A feladatban megfogalmazott feltételbdl x, = 3. A Victe-
féle formuldk alapjan: 3+ x,=-4 és 3-x, =c. x,=-7, ¢=3-(-7)=-21. (Az eredményhez el-
juthatunk x =3 behelyettesitéssel is.)

Megoldasok



9.3.AD=b?— 48 > 0 feltételbdl b<—4/3 vagy 43 <b. A feladatban megfogalmazott feltétel-
bdl x, =-3. A Viete-féle formuldk alapjan: -3+ x, =-b és (-3)-x,=12. x,=-4, b=7. (Az
eredményhez eljuthatunk x = -3 behelyettesitéssel is.)

25
9.4. AD =25 - 4c > 0 feltételbol Y 2 c. A feladatban megfogalmazott feltételbol x, = x, +3.
A Viete-féle formulak alapjan: x, +3+x,=5¢és (x, +3)-x,=c. x, =1, c=4.

9.5.a) Az 2x* —5x+2 = 0 egyenlet megolddsa a utdn a gydkok: x, =2, x, = % A polinomszorzat:

2(x— 2)(x - %j =(x-2)2x-1). b) A 3x*+x—2=0 egyenlet megoldasa utan a gyokok:

x,=-1,x,= % A polinomszorzat: 3(x + 1)(x - %) =(x+DBx-2).

(x+3)(x-2) _ x+3

9.6. A szamlal6 és a nevezdben 1év6 kifejezés szorzatta alakitasa utan: .
(x=2)(x-=7) x-17

10. feladatlap

10.1. Legyen n—-1, n, n+1 a harom egymast kovetd szam. Felirva a feltételt:

n’* —1=(n-1)(n+1). Ez egy azonossag, igy tetszéleges harom egymast kovetd egész szamra tel-
jesiil a feltétel.

10.2. Legyen n-2, n-1, n, n+l, n+2 az Ot egymast kovetd szam.
(n=2+(n-1"+n"=(n+1)" +(n+2)>. Négyzetre emelés, 5sszevonasok és atrendezések utan:

n® —12n =0. Az egyenletnek két megoldasa van: n, =0, n, =12. Az 6t szam tehat: -2, -1, 0, 1, 2
vagy 10, 11, 12, 13, 14.

10.3. A harom szam: 1-x, 2-x, 4-x. Felirva a feltételeket: (1-x)*+(2-x)” +(4-x)* =189,
21x* =189, x*=9. x, =-3, x, =3. Akeresett harom szdm -3, —6, —12 vagy 3, 6, 12.

10.4. Amennyiben az egyesek helyén allo szamjegy x, ugy a tizesek helyen all6 12 — x. A szam
tehat 10(12 — x) + x alakban irhatd, a szdmjegyek felcserélésével pedig 10x + (12— x) szamot ka-
punk. [10(12-x)+x]-[10x+(12—x)]=4032. Atalakitasok utan: x*>—12x+32=0, x, =4,
x, =8. Akeresett kétjegyli szam: 84, illetve 48.

10.5. Legyen az atfogod x, ekkor a két befogd x—3, x—6. Alkalmazzuk a Pitagorasz tételét:

(x—6)" +(x—3)* =x’. Az italakitasok utan: x* —18x+45=0, x, =3, x, =15. A 3 nem megol-
das, mivel haromszog oldala 0 vagy negativ szdm nem lehet. A harom oldal 15, 12, 9.

10.6. Legyen a nagy kocka éle x, ekkor a négyzetes oszlop alapéle x —8. A kocka térfogata: x°,
anégyzetes oszlop térfogata: x(x—8)’. Az x’ —x(x—8)°=5120, x*+4x-320=0. x, =20,

x, =—16. A negativ eredmény nem lehet kocka éle. A kocka éle 20 cm.

10. feladatlap — megoldas




11. feladatlap

\ A1 > /
141 1 \ T D75/
7% | -3 gl )| G s \ /
, > N /]
Ertelmezési
tartomany R R R R
Ertékkészlet: | [0;4+00[ | J-0;0] ;0] [5;+00[ ) \ N / /
Zgrushely: 0 3 —4 Nincs ! x2\ } /
Tengelypont: 0 -9 -4 5,25 4
Minimumbhely: 0 Nincs Nincs 1
Minimumérték:| 0 Nincs Nincs 5 1
Maximumbhely: | Nincs 3 -4 Nincs _4 0l 1/3 X
Maximumérték: | Nincs 0 0 Nincs /7 \—-( x — 3)?
Monoton né:  |[0;+oc[ | Jo0;3] ]—oo;—4] [1;+00[
1
g’slgﬁl‘(’:r’ln Jooi0] | [Bitod | [~ditod] Jon:1] Vamria) /X \\
1.2.0) (x—1,5% b) (x+3)} \o 1] / \? /
b)\ [ a)| a
o) (x+3)" +4;d) —(x-3) —4; \\\ A \ [
/
L, v .. \ / /
e) E(x 2) +3; \ / // \\
1) =2(x+1,5) +5,5. NN/ l !
0] 1 X 0] X
| lﬂt
/ \
[ \
Al \
/ \
d)
I I \

1.3.Az a (x — 3)2 —2 transzformacids alaku egyenletbe helyettesitsiink be kiilonbdz6 a-szamokat
¢és bontsuk fel a zargjelet!

Pl a=1 esetén 1-(x—3)" —2=x>—6x+7. a =2 esetén 2-(x~3)" =2 =2x>~12x+16.

12. feladatlap

12.1. a) A masodfoka egyenlet megoldasai: x, =2, x, =3, pozitiv az x> egyiitthatoja, |2;3 a meg-
oldashalmaz.

b) A masodfokli egyenlet megoldasai: x, =-3,x,=2, pozitiv az x° egyiitthatdja,

|03 =3] [ 2;90] a megoldashalmaz.

Megoldasok



¢) Amésodfoki egyenlet megoldasai: x, = -3, x, =1, pozitiv az x> egyiitthatdja, J—o0;—3[ U |1;00]
a megoldashalmaz.

a) y b) \ y | c) \\ y II
\ | \ |
\\ ] \\ / \ |

\ / \ /
Vol \ /
\ \ /
L X
\ \ 0““/ !
—3 0} /1 X

1 \
OA%]L%{? X

d) Atrendezés utan 0< x” —3x—10 lesz az egyenlStlenség. A masodfoku egyenlet megoldasai:
X, =—2, x,=5, pozitivaz x’ egyiitthatdja, |-o0;—2]U[5;00[ a megoldashalmaz.

e) Atrendezés utan 0 < x> — x +1 lesz az egyenlétlenség. Minden x megoldas, pozitiv az x* egyiitt-
hatdja. xe R a megoldashalmaz.

) Atrendezés utan 0<4x* +5x+1 lesz az egyenldtlenség. A masodfokti egyenlet megoldasai:

x, =-1, x, =-0,25, pozitiv az x* egyiitthatdja, ]—oo;—l] u[—0,25;c>o[ a megoldashalmaz.

N | ¢ y N iy
\ / \ |
9 0l 1 5 [ X \ I \ [
\ / |
\\ ll \ | \ /
\ | \ / \ 1 / 0
\ / —1 X
\ /
\ /
0] 1 X

12.2. a) A x* +2x+3=0 masodfoki egyenletnek nincs megoldasa. Nincs szorzatalak. xe R
az egyenl6tlenség megoldasa. (A transzformacios alak: (x+ 1)2 +2)

b) A x* +4x+4=0 masodfoka egyenlet megoldasa x = 2. (x + 2)2 <0 aszorzatalak. Az egyen-
16tlenség megoldéasa: x =-2.

¢) A 0=x’—6x+9 masodfoki egyenlet megoldasa x =3. —(x— 3)2 >0 aszorzatalak. Az egyen-
16tlenségnek nincs megoldasa.

d) A 2x*-4x-10,5=0 masodfokua egyenlet megoldasa x, =-15, x,=3,5.
2-(x+1,5)(x—3,5) <0 aszorzatalak. Az egyenl6tlenség megoldashalmaza: [—1,5;3,5].

e) A—-1,5x"+3,75x+9=0 masodfoku egyenlet megoldasa x,=-15x,=4.
-L5-(x+1,5)(x—4) >0 a szorzatalak. Az egyenldtlenség megoldashalmaza: ]—1,5; 4[ .

f) A0=x>-2,7x+0,5 masodfoku egyenlet megoldasa x, = 0,2, x, =2,5. (x—0,2)(x—2,5)>0

a szorzatalak. Az egyenl6tlenség megoldashalmaza: |-00;0,2[ U ]2,5;00] .

12. feladatlap — megoldas




12.3.4) A bal oldali kifejezés szorzatalakja: _ __ — |+ - +
(x=2)(x+3)(x—1)=0. A megoldashalmaz a szdme- - -—-—--——-— ¢ —
________I____ ? 1
gyenesrdl leolvashato: [—3;1] L[ 2540 . =) bt >
b) A bal oldali  kifejezés szorzatalakja: - .+ . — +
(x+3)(x—2)(x—5)>0. A megolddshalmaz a szdme- ———————— e - :
________ _? 1 1
61 leolvashato: |-3;2[ U |5; ) i —— :
gyenesrdl leolvashatd: |-3;2 U |5;+oq — i ¢ -
¢) A bal oldali kifejezés  szorzatalakja: et +
(x=Dx+1D) , , i —r—.
———— >0. Amegoldashalmaz a szamegyenes- —————————— ——
(x=2)(x+2) e
1ol leolvashato: |-oo;—2[ U[-1;1]U]2;+o] . 21012 x
d) A bal oldali kifejezés  szorzatalakja: - -f- o=t — .+
(x=3)(x+1) , ) R TR
—————< 0. Amegoldashalmaz a szamegyenes- i A
(x+2)(x+3) I G
rél leolvashato: |-3;-2[ U ]-1;3]. 32101 3 X

13. feladatlap

13.1. A szamtani k6zép kiszamolasi modja ath

Jab.

, valamint a mértani k6zép kiszamolasi modja

Szémtani kézép | 2,5 5 7,5 4,5 25 6 10,5 4,09
Mértani kozép 2 4 6 2.5 15 6 72 1,2
a+(100—-a)

13.2. a) Az egyenlétlenség. /a(100—a) <

sabb lépései: Ja(100—a) <50, a(100—a)< 2500, 0< a®> —100a + 2500, 0< (a —50)*. Az utolsd
egyenldtlenség minden valos a esetén igaz.
100

a+
b) Az egyenlbtlenség: ‘/a@ < 5 4 _ Az egyenlétlenség atalakitdsanak fontosabb 1épései:
100 ¢
a+—

V100 < 5 4 20<a+ @, 0<a®-20a+100, 0< (a—10)>. Az utolsé egyenldtlenség minden
a

. Az egyenl6tlenség atalakitasanak fonto-

valos a esetén teljesiil.
B , a+(100+a) ,, . e
¢) Az egyenlbtlenség. /a(100+a) < E— Az egyenldtlenség atalakitdsanak fontosabb

1épései: a(100+a) < (a+50)’, a* +100a < a” +100a + 2500, 0< 2500. Az utolsé egyenldtlenség
minden valos a esetén igaz.
2

d) Az egyenldtlenség: 4a® < @’ +4

. Az egyenl6tlenség atalakitasanak fontosabb 1épései:

Megoldasok



a’+4

2a< ,4a<a’+4,0<a’-4a+4, 0<(a—2)>. Az utolsé egyenldtlenség minden valds a

esetén teljestl.

13.3. Az 50 két része x és 50 — x. frjuk fel a két részre a szamtani és mértani kozépre vonatkozo

egyenlétlenséget: /x(50—x) < %O—x) . Rendezés utan. /x(50—x) <25. A keresett szorzat

a gyokjel alatt lathato, amely akkor maximalis, ha a tényezdok egyenldk: x = 50— x, innen x =25.
A két szam 25 és 25.

13.4. A téglalap keriilete k = 2(a+b), 100=2(a +b), innen b= 50— a. Irjuk fel a téglalap olda-

. . . , C e, , . . a+(50—-a
laira a szamtani és mértani kozépre vonatkozd egyenl6tlenséget: (/a(50—a) S(#).

A gyokjel alatt lathatd a téglalap teriilete, amely akkor a legnagyobb, ha a két tényezd egyenlo:
a=50—a.Atéglalap oldalai: a =b =25 cm, a teriilete t=a-b=2500 cm?.

a0, L, 6,25 .. v , .
13.5. Ha az egyik szam x, akkor a masik szam ——— . Irjuk fel a két szamra a szamtani és mértani
X

L 625
6,25 .

X 2

IN

kozépre vonatkozo egyenlétlenséget: | [x . Az 0sszeg akkor minimalis, ha a két tag

egyenld: x = @ .Innen x=2,5. A két szam 2,5 és 2,5.
X
13.6. A téglalapok keriilete akkor a legkisebb, ha az oldalak Gsszege a legkisebb. Az egyik oldal a,

a masok oldal —. Irjuk fel a két oldalra a szdmtani és mértani kozépre vonatkozé egyenlétlensé-
a

36 _ 9T, 36
get: ,Ja— < 5 4 Az dsszeg akkor minimalis, ha a két oldal egyenld: a =—, innen a=6.
a a

Az oldalak 6 cm-esek, a keriilet pedig 24 cm.

14. feladatlap

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

14.1. Minden esetben hatarozzuk meg az egyenldségek értelmezési tartomanyat (tegyiink kiko-
tést)!

a) Kikotés: x > —5. Négyzetre emelés utdn x+5=4. x =—1. Amegoldas —1. b) Kikotés: x > 4.
Négyzetre emelés utan x—4=1. x=5. A megoldas 5. ¢) Kikotés: x>0,5 és x > 0. Négyzetre
emelés utan 2x—1=x°, x*~2x+1=0. x=1. A megoldas 1. d) 2+1—x = x. Kikotés: x<1 és

x>0. A négyzetre emelés utan 4—4x=x", x’+4x—4=0. Az egyenlet két gyoke:

X =-2- 242, X, =-2+ 22 A kikétéssel dsszevetve, csak a —2+2+/2 a megoldas.

14.2. a) Kikotés: x>1 és x >3. Négyzetre emelés utan x—1=x"-6x+9, x*~7x+10=0.
A masodfoku egyenlet gyokei: x, =2, x, =5. A kikotés feltételei csak az 5-re teljesiilnek, a meg-

oldas: 5. b) Kikotés: x >—4 és x >-2. Négyzetre emelés utdn x+4=x"+4x+4, x> +3x=0.

14. feladatlap — megoldas
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A masodfoku egyenlet gyokei: x, = -3, x, = 0. A kikotés feltételei csak az 0-re teljesiilnek, a meg-
oldas: 0.

14.3. a) Kikotés: x > 0. Négyzetre emelés utan x = 9. A megoldas 9. b) Kikotés: x > 2. Négyzetre

emelés utan x—2=16. x =18. Amegoldas 18. ¢) Kikétés: x > 0. Négyzetre emelés utan x” = x°.

A megoldashalmaz x > 0. d) A gyokjel alatti kifejezés (x—1)> alakra hozhaté. Kikotés: xe R és

1>x. \(1-x)=1-x,

x=0.

1—x|:l—x.Amegoldés 1> x.e) Akikotés: x>0 és x < 0. A megoldas

14.4. a) Kikotés: x > 1. Négyzetre emelés utan kapott —0,5, nem megoldas. Nincs megoldas. b) Ki-
kotés: x> —% €s x> % A négyzetre emelés utan kapott 5 és g gyokok koziil csak az x =5
a megoldas.

I . 7 . S A R .
¢) Kikotés: x >—4 és x > ——. A négyzetre emelés utan kapott —3 és s gyokok mindegyike

megoldas. A megoldasok: =3 és —%5.

15. feladatlap

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

15.1. @) Az u= x" 1] véltozo6 bevezetésével kapott masodfoku egyenlet megoldasai u, = 1, u, = 4.
A megoldasok: x,=—1, x,=1, x,=-2, x, =2. b) Az u= x" ij véltoz6 bevezetésével kapott ma-
sodfoku egyenlet megoldéasai u, = -1, u, = 9. A megoldasok: x, =-3, x, =3.¢) Az u= x> 4j vél-
toz6 bevezetésével kapott masodfokt egyenlet megoldasai u, =0,25, u, =4. A megoldasok:

x,=-0,5,x,=0,5x=-2,x,=2. d Az u=x" 1j valtozd bevezetésével kapott masodfokl

egyenlet megoldasai u, =25, u, = —4 . Nincs megoldas.

15.2.0) Az u=x’ 1j valtozd bevezetésével kapott masodfoku egyenlet megoldasai
u, =27, u, =-1. A megoldds: x,=3, x,=—1.b) Az u=x’ {jj véaltoz6 bevezetésével kapott ma-
sodfoku egyenlet megoldésai u, =—125, u, =—1. A megoldas: x,=-5, x, =—1.¢) Az u=x" 0
valtozo bevezetésével kapott masodfokt egyenlet megoldasai u, = —1, u, =1. Amegoldas: x, =—1,
x, =1. d) Az u= x* 4j valtoz6 bevezetésével kapott masodfoku egyenlet megoldasai u, = 1, u, = 16.
Az Gj egyenletek y = x" 0j valtozéval: y’ =—1, y2 =1, y; =—4, y; =4. A megoldasok: x, =1,
=1, x;=-2, x,=2.

15.3.0) Az u= Jx uj valtoz6é bevezetésével kapott masodfoku egyenlet megoldasai u, =—1,
u,=4. Amegoldas: x=16.b) Az u= Jx uj valtozo6 bevezetésével kapott masodfoku egyenlet
megoldasai u, =11, u, =12. A megoldas: x, =121, x, =144. ¢) Az u= Ix uj valtozo6 bevezeté-

sével kapott masodfokl egyenlet megoldasai u, =—5, u, = 6. A megoldas: x, =-125, x, =216.
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d) Az u= Yx 11j valtozé bevezetésével kapott masodfoku egyenlet u” + 2u + 4 = 0. Nincs megol-
das.
15.4.a) Az u=(x+1)> 0j valtozd bevezetésével kapott masodfokli egyenlet megoldasai

u, =4, u, =9. Amegoldasok: x, =—4, x, =2, x;,=-3, x,=1.b) Azu= (x—%j Uj valtozo beve-
zetésével kapott masodfoku egyenlet megoldésai u, =0, u, =—1. A megoldas: x = >

15.5. a) Az x kiemelése utdn x(x*—9)=0, x(x—3)(x+3)=0. A megoldasok: x, =0, x,=-3,
x,=3. b) Az x kiemelése utan x(x>—5)=0, x(x— \/§)<x+ J§) =0. A megoldasok: x, =0,
x, ==5, x,=+/5. ¢) Azx kiemelése utdn x(x* + 5x+4) =0, x(x+ )(x +4) = 0. A megoldésok:

%, =0, x, =1, x;=—4. d) A kiemelés utan (x+1)(x*+1,2x+0,44)= 0. A megoldas x=—1. A
masodik tényezé nem lehet 0.

16. feladatlap

16.1. Az egyik ismeretlen kifejezése €s behelyettesitése utan, a megoldasparok: a) x, =4, y, =0,
x,=3, y,=1.b)x=Ly=4x=4y,=1.¢)x=2,y=-5x,=-5y,=2.d x=-10,
»=9, x,=4, y,=-5.

16.2. Az egyik ismeretlen kifejezése és behelyettesitése utan, a megoldasparok:
a) x,=12, y,=2,x,=-2,y,=-12. b)x,=-9, y,=-13, x, =13, y, =9..

c) x, =15y =-2,x,=-2, y,=15.

d x,=4,y,=5x,=-4,y,=-5x,=5y,=4, x,=-5, y, =4

17. feladatlap

A parhuzamos szeldk tétele és a parhuzamos szel6szakaszok tétele hasznalataval.

5 20 u_ 3 21 y 10 40 v 10

17.1.£=—,x= L —==,u=—. = , . —=—,v=16
4 3 3 7 5 5 4 7 7 56 7
5
17.2.£=§,x=2. £=%,u=§. Z=g,y=§. 3+v=§,v=2.
9 3 4 3 4 2 5 4 2 4 4
4

17.3. A parhuzamos szel6k tételének alkalmazasaval. A szakasz egyik végpontjahoz vegyiink fel egy
hegyesszog masik szarat, amelyre a csticstdl indulva felmériink annyi egyenld beosztast, amennyi
a szakasz felosztasadhoz sziikséges. Az 0szt6 parhuzamosok allasat az utolsé osztopont és a szakasz
masik végpontjat 6sszekotd egyenes hatarozza meg. A szakasz keresett osztopontja P.

a) b) g O
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17.4. A c szakasz egyik vég-

pontjatol induld hegyesszo- b
get bezard félegyenesre
mérjiik fel az a és a b sza-
kaszt! A szakaszok végpont-
jat Osszekotd egyenes adja ¥ C f 7 '
meg a P osztopontot kimet-

sz6 parhuzamos allasat.

17.5. A keriiletet ado sza-
kasz kivant aranyu feloszta-
sahoz, huzzunk a szakasz
egyik végpontjdhoz egy he-
gyesszO0g masik szarat. A
sz0g csucsatol kezdve mér- ¢ Koriilet B
jink fel 11 darab egyenld

szakaszt! A 2. és a 6. kis szakaszvégpontbol kell a szakaszok végpontjat 0sszekotd egyenessel par-
huzamos egyeneseket felmérni. A keriileten keletkezd Py €s Py osztopont metszi ki az oldalakat.
A haromszog oldalai: APy, PPy, PyB.

17.6. A parhuzamos szeldszakaszok tételének alkalmazasaval.
x+4 8 12 y+6 8 18

2 . b

4 s s 6 5750
17.7. A parhuzamos szel6k tételének és a parhuzamos szelészakaszok tételének alkalmazasaval.
X 15 y 9 27
3 4 3 77T
17.8. Alkalmazzuk a szogfelezotételt! A BC oldalhoz kozelebbi szakasz legyen az x, a masik 9 — x.

o z x=4,2 cm. A két szakasz hossza 4,2 ¢s 4, 8 cm.

5
=—, X =
4

9-x 8
17.9. Alkalmazzuk a szogfelezotételt! A feladatnak két megoldasa lehetséges, attol fliggden, hogy
melyik szakasz 4 cm. Ha ¢, =4 cm, %=% BC=2—3O cm. Ha ¢, =4, %=% BC=$ cm.

18. feladatlap

18.1. A szakaszok végpontjaira alkalmazzuk a kdzéppontos hasonlosagot! A megfeleld aranyu ta-
volsagok meghatarozasahoz hasznaljuk a parhuzamos szel6k tételét.

a) ;-2 b) ;- 2

0]
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18.2. A negyedel6pontokat és felezGpontokat szakaszfelezopontok szerkesztésével kaphatjuk meg.

a) B AZ%
4

18.3. Az egyenesek egy tetszbleges pontjara alkalmazzuk a k6zéppontos hasonlosagot, majd a pon-
ton keresztiil hizzunk parhuzamost az eredeti egyenessel!

b)

18.4. A téglalap cstcspontjaira alkalmazzuk a

kozéppontos hasonlosagot! 18.5. A korok kozéppontjait az 5 aranyu

Ds 5 Cs c kozéppontos hasonldsaggal hatarozhatjuk meg.
! ! A képkor sugara az eredetinek felel lesz.
D 02 C
Dy Cy
0,
O3
A3 4, A B; B,
A By

18.6. Mivel az oldalak parhuzamosak, a megfelelé csucsokat 6sszekotd egyenesek metszéspontja
a hasonlésag kozéppontja.

a) b)

0

18.7. a) Hamis. b) Hamis. c¢) Hamis. d)Igaz. e¢)lgaz. f) Igaz.
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19. feladatlap

19.1.
a) A megfeleld oldalak arany ) A megfeleld oldalak aranya c¢) A haromszogek két szogiik-

megegyezik, 0,6. megegyezik, 1,25. ben megegyeznek.

E
F
G

d) A megfeleld oldalak aranya e) A megfeleld oldalak ardnya f) A két haromszdg nem ha-

0,4. 0,6. sonlo.

5,6 cm 7,8 cm
Q
4,4 cm
3 cm

19.2. A 8 cm-nek megfelel6 oldal ? cm hosszu. A 9 cm-nek megfeleld oldal g cm hosszu.

19.3. ABCA ~ A' B'CA mivel a négyzet szemkozti oldalai parhuza- c=cC
mosak, igy a két haromszog szogei paronként megegyeznek. Az ala- Dx

12—x_1 b A’ B’
2 15 -"

pokra és a magassagokra felirva a hasonl6sagi aranyokat

180
Innen x=— cm
27

19.4. A napsugarakat parhuzamosnak feltételezve a fa (x) és arnyéka
valamint a bot és arnyéka hasonld haromszogeket feszitenek ki. Fel-

irva megfeleld oldalak kozotti aranyokat, x _ 1>
. \ 8,45 0,64
saga x =19,8 méter. A

. A fa magas-

19.5. @) A BAC«x szogszaraira alkalmazva a parhuzamos szeldk té-
telének megforditasat, az F.F, | BC. BCSA ~ F F,SA. A hasonlosag Fe Fp

aranya % . % aranyban osztjak egymast F,S:SB=1:2. S

b) Az eloz6 feladathoz hasonldéan belathaté, hogy a
BCDA ~ H_H, DA. A hasonlosag aranya % % aranyban osztjak
egymést. (H,D: DB =1:3).

20. feladatlap

20.1. Két alakzat hasonld, ha olyan hasonlésagi transzformacié rendelheté hozzajuk, amellyel egy-
masba vihetdk. A két kor kozéppontja egybevagosagi transzformacidval egymasba vihetdk. A kozos
kozéppontt kozéppontos hasonlosag ardnya a két sugar hanyadosa. A valasz tehat igen.
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20.2. Példaul egy kozéppontos hasonlosag és egy tiikrozés A

egymas utani alkalmazasa. " B
, " A/
20.3. @) Irjuk fel az aranyokat a megfeleld oldalakra: g = % DX c ﬁ
D// C// C/ D/
Innen x = % cm. \

20.4. Az atlok metszéspontja legyen O. A két alakzat hasonlo, mivel O kézéppontu, 1 aranyu ko-
zéppontos hasonlosaggal egymasba vihetd. 3

20.5. g) Igaz; b) Hamis; c¢) Hamis; d) Hamis; e) Hamis; f) Hamis.
20.6. @) Igaz; b) Hamis; c¢)Igaz; d) Hamis; e) Hamis.

21. feladatlap

21.1. Mindegyiknek van derékszoge. EBT/ = CBAZ = ETCZ;
TAFZ = BACZ = CTFZ, mivel kozos vagy potszogek. Mivel

két-két szogiik egyenld, igy hasonloak. b b=3cm
21.2. g) Pitagorasz tétele alapjan ¢ =+a> +b> =5 cm.
B. X Y A
T2 it m =% 1204 em.
2 2 c 5

A befogotételbdl kovetkezik, hogy a =+/x-¢c, 4=~/5-x, x=3,2cm. y=c—x=18 cm.

2
b) a*=xc,a=12cm. b=+c*—a’ =5 cm. y=b—=§=1,92 cm. mcz\/5=4,62 cm.

c

¢) m=\xy=9,6 cm. ¢=20 cm. a=+/xc =12 ecm. b=[yc =16 cm.
d) x(15-x)=51,84; x> -15x+51,84=0. x=9,6 cm. y=5,4 cm. a=~x"+m’ =12 cm.

b=4yy"+m’ =9 cm.

21.3. a) A 3 cm hosszu szakasz meghosszabbitasara, a P ponttdl mér- 0
jink fel 1 cm-t. Az igy kapott 4 cm-es szakaszra szerkessziink Thélész-

kort. A P pontba allitsunk merdlegest, mely a kort a O pontban metszi. V3 em

A PQ szakasz a keresett V3 cm-es szakasz. b) és c¢) feladatnal hasonlo

az eljaras csak a kezdeti szakasz hossza 5 cm, illetve 6 cm. 1 cm P 3cm

21.4. o), b) Az el6z6 feladathoz hasonld a megoldas, csak az 1 cm-t a
szakaszokhoz kell mérni. C

21.5. A derékszogli haromszog teriilete kétféleképpen szamolhato ki:
a me b

7= iletve =M @b _cm. . _ab

2 2 2 2 c

21.6. A befogotétel alapjan: b* = yc. N .

22. feladatlap

22.1. A megadott teriiletet a hasonlosag aranyanak négyzetével kell megszorozni.
A teriilet 1200 cm? 30 000 cm? 75 cm? 675 cm? 12 cm?

22. feladatlap — megoldas
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22.2. A megadott térfogatot a hasonlosag aranyanak harmadik hatvanyaval kell megszorozni.
A térfogat 2400 cm? 300 000 cm? 37,5 cm? 1012,5 cm? 2,4 cm?

22.3. A hasonldsag aranya A = \/% =\2.

22.4. Az egyik lehetséges eljaras az abran lathato.

22.5. Mivel A B, kozépvonal igy 4B fele: AB

11

= 2. A haromszogek hasonlok igy
teriletiik ardnya: — = 4.
22.6. A fehér haromszogek az eredeti haromszoghoz hasonlok és a hasonlosag aranya 1 . A fehér

haromszog ¢és az eredeti haromszog teriiletének aranya — . A bevonalkazott alakzat és az eredeti

haromszog teriiletének aranya 1—3- % =1- % = % . (Kb. 67%-a.)

22.7. t, a t,.-nek 6,25 szazaléka. t, a t,,.-nek 18,75. szazaléka. ¢, a t,,.-nek 31,25 szazaléka.
t, at,p.-nek 43,75 szazaléka.

22.8. A teriiletaranybol a hasonlésag aranya kiszamolhato: A° =1,5, A =1,2247. A haromszog ol-
dalat tehat 22,47%-kal kell ndvelni.

23. feladatlap

23.1. Egy lehetséges megoldas lathatd az abran.
23.2. A sz6g nagysaga 0° és 180° kozé esik.

23.3.

Az iv hossza a keriilet| A kozépponti szog A kertileti szog
1 sz 180° n 90° T
2 2
L resae e | 2T 60° ud
3 3 3
3 része 270° 3 1359 3n
4 2 4
L résme 60° T 300 T
6 3 6
0,4 része 144° 2n 720 T

5 5
4 része 205,71° 8 102,86 4
7 7 7

23.4. A Kkozépponti szog legyen «, a keriileti szog pedig p.
a—-B=2B-B =B =42°23". Akeriileti sz6g 42° 23, a kozépponti szog pedig 0

84° 46’
PON

=145°. —~—

23.5. A keresett szog 180° —

Megoldasok



24. feladatlap

24 1. A latokoriveket kell megszerkeszteni!

a) b) c) d)

A 120°-o0s szdg ki-
egészitd szogével
(60°) szerkesztjiik
a latokort. A 60°-os
latokoriv kiegészitd
ive a nagyobb.

24.2. A 60°-os latokoriv hid el6tti pontja. 24.3. o =180°—132° = 48°.

B =180°—75°=105°.

24.4. A négyszog két derékszoge egymassal
szemben van, igy a négyszog szemkozti szogei-
nek Osszege 180°, vagyis hurnégyszog.

245, A< =25°470°+30° =125
B« =30°+50°+35°=115° = C<«=25°+60°+35°=120°;
E<«=110°;, F«x=130° G<«=120°.

24.6. Tudjuk, hogy az o + 8 +y +6 =180°. A kis négyszog
egyives szoge =180°— (B +7y)

A kétives szog =180°—(a+06). A két szdg Osszege
360°—(a + B +y +06) =180°. A szemkozti szogeinek dsszege
180°, igy hurnégyszog.

24.7. a) Igaz. b) Hamis. c¢) Hamis. d)Igaz. e)Igaz.
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25. feladatlap

25.1.
a b c sina cosa tga ctga
a) 10 0,6 0,8 0,75 %
) 2 5 12 H 12
13 13 12 5
o | 24 Eaad X e 7
25 25 7 24
25.2.
o sina cosa tga ctgo
28° 0,4695 0,8829 0,5317 1,8807
79° 0,9816 0,1908 5,1446 0,1944
37,67° 0,6111 0,7915 0,7721 1,2952
5,14° 0,0896 0,9960 0,0899 11,1171
68°11" 0,9284 0,3716 0,4976 0,4003
13°45 0,2377 0,9713 0,2447 4,0866
25.3. 254, 25.5.
szoggel szemkozti befogd szO0g melletti befogo atfogd
13,58 cm 4476 cm 22,73 cm
8,75 m 0,92 m 6,85 m
25.6. 25.7.
szoggel szemkozti befogd szog melletti befogd
7,55 cm 0,192 cm
4,26 m 30,83 m
26. feladatlap
26.1.
sina cosa tga ctga
a) 4 3 4
5 4 3
) B 12 H
13 5 12
c) 0,98 0,204 4.9
d) 0,917 2,29 0,436
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0ssze-

26.2. a) és b) A sin® x + cos® x = 1 osszefiiggés alapjan. ¢) és d) Hasznaljuk a tga = S0%
cosa

fliggést! e) és f) Hasznaljuk a ctga = cosa

sino
26.3. Hasznaljuk a potszogekre vonatkozo dsszefiiggéseket! Pl.: sin o = cos (90° — ) stb.

a) a=47°.
b) a=39°.
¢) a=60°.
d) a=45°.

Osszefiiggést!

27. feladatlap

2743 N2 B2 p L2 3 32
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

g BB BB B g2
3 3 2 3 3 2 6 3 2 2
N V2 2

0 2 2. p o222
[ NCRERCRE
2 2 3

27.2. a) a =30°; b) a=060°; c) a=30°

e) a=60°; f) a=45°; g) o =60

27.3. Egy lehetséges megoldas az abra jelolései mellett.

a=—10 155 po— 9 g3
cos30° cos 60°

27.4. Egy lehetséges megoldas az abra jel6lései mellett.

m=10-cos30° =53 y=10-sin30° =5, z=m=53,

x=y+z=5+5V3=5(1+3)=1366.

27.5. Felirva a megfeleld szogfliggvényt: cosa = V3 = ﬁ ; o =30°. A masik oldallal bezart
szoge 60°. 10 2
<>
27.6. sing=M=£; % —60°; o =120°. - -
2 20 2 2

27. feladatlap — megoldas




28. feladatlap

281.a) a =27,13°; b) a=0,344°; c) a=27°; d o=7,69°;
e) o =68,66°; f) a=37,6° g2) a =48,24°; h) o =17,125°.

28.2. a) A 45°-0s szOgbdl kovetkezik, hogy a fenti haromszog egyenld szaru. x =2-50=100 cm.

B a=—5 8807 %= tg42°, x=a.1g42°=7,95 cm.
cos25° a
a) b)
28.3. AC=150-cos6° 20"=149,09 m. D
x=150-sin6° 20"=16,55 m. .
x+h=AC-tg27°=75,96 m. 20040/ 2
h=7596-16,55=59,41 m. X
A Lo
28.4. Hazzuk be az abran lathato moédon a magassagot! ¢
. ° m d /!
m=12:5in50°=9,19. d = " - =10,61. a=7=53. i/ | era e |m\2
b=12-c0s50°=7,71. a+b=13. c=25-13=12. o / 0
a 25 b
— 30 — 30 —-—
28.5. DB=——-=3575m. DC=——-=42,84 m. x=DC-DB="7,09 m.
tg40° tg35°

29. feladatlap

Megoldasok




d)

29.3.
a) a b) a c) a
c

b a—b & b—a 4-c
29.4.
a) b) c)

1,5a
29.5
a) 2a
—0,5a
b 2a — b

—0,5a + 2¢

29.6. a) b) c+1,5b=0 c)
a 2b S < 2b 2 —a
a+2b 1,5b a
d) e /J a+c—b=0
c b a b a
c—b at+b+c ¢ —b c
29.7.a) 2a—(a-b)=a+b; b) 2(a—2b)-3(3a—-b)=-Ta-b;
2 1 5 1 1 2 7
Z(a+3b)——Ba—-4b)=—=a+4b; d) —Qa+b)—=(a—2b)==a+—b.
¢ 3(2 b) 2(2 b) P ) 2(2 b) 3(2 b) 39762
30. feladatlap
30.1 b=—lg; c=2a; d=%g, §=—§g; f=lg.
3 3 )

30. feladatlap — megoldas 109




30.2.

IS

30.3.
a) b)
b
a
304.q) b)

1

31. feladatlap

311. AE+ ED; AF + FD; AB+ BF + FD; stb.
31.2.0) AG=a+b;b) GC=a: c¢) CF=-2a:;d) AD=2a+2b; e) AE =a+2b; f) EB=-2b;
g) CB=-a~-b;h) AC=2a+b;i) BD=a+2b;j) DF =-2a-b.

31.3.0) AB=b—a;b) BC=c—b;c) DC=c—d;d) AC=c—a.
31.4. AB=-2d. 31.5. OF = q+ 2= _4%0
2 2
316 AM=2TC. an-4tb. gp_2atbrc.
2 2 2
ﬂ3=2+212+g, @zlzw; Ap_atb+2c
2 2 2

Megoldasok




31.7. OH =a+2-% = . OH,=q+22-2a_at2b
3 3 3 3
31.8. OX, =q+ 2223440 oy 4+ Gy _a+3b
4 4 2 4
32. feladatlap
3241, b 32.2.0) a(30); b) b(3—4); o c(0;5);
v
\\w\\ d) d(-4;4); e e(44); ) f(=3-3).
(%
2\\ Bi\ A 32.3.a) a+b=(2; 0);b) c—b=(-1 -2);
w u
! ¢) Sa=(10;-15);d) 3a+2b=(6;-3);
u—Op1-| : Lo
\ ’Q\w e) 4a—3c=(11;-15); /) Ec_l+§lz=(1;—0,5);
N g a=b+2c=(0:-4).
N —3a+4b—c=(-5;20)
h)
32.4.
linearis linearis
vektor kombincié vektor kombinicié
a) a(3;6) a=3+l6j |b)|  b(1,24-2,5 b=1,24i-2,5]
111
0 ¢(0;-6) c=oflej | 4(——;0) d=-11;
z 15 15
32.5.
vektor vektor abszolutértéke egységvektor
3 4
34 =5 —=
a) a(%4) ||g el 5 5)
b | b= |[p=v2 e L;—Lj
- - V27 2
) c(0;5) =35 e(0;1)
12 5
d d(-12;-5 dl=13 -
)| d12-5) ||d] e\ =357 3)
e e(=3;0) e=3 e(=1,0)
8 9
8,9 =145 e| ===
Z G “\ 145 145)

32.6. a) AB(0;-3); b) CA(—4:3); ¢) BC(4;0).

32. feladatlap — megoldas




1 5.7 5
32.7.4) FAB(_E; O); b) FBC(E?‘E); ¢ FAC(z;Ej-

33. feladatlap

<

B!

A A’

33.2. A két szogszarat eltoljuk a szakasz két megfeleld végpontjaba. A két képegyenes metszés-
pontja (M) lesz a szog csucsanak képe. Az M-bol a szog csticsdba mutatd vektor lesz az az eltolas-
vektor, amellyel a szakaszt kell eltolni.

33.3. @) P(-5;6) > P'(-2;4), A(-1;3) > A'(2; 1), B(3; 5) = B'(6; 3). Az egyenes két tetszble-
ges pontjat toljuk el, pl. £(0; —4) > E'(3; —6) és F(—3;-5) — F'(0; —7). A két eltolt pontra fektetett
egyenes lesz a képegyenes. b) A(—2; 4) —> A'(-5;5), B(3; 2) > B'(0; 3), C(-3; -2) > C'(-6; -1).
A kornél csak a kdzéppontot toljuk el: K(4; —5) — K'(1; —4). A két kor sugara megegyezik.

33.4.

a) y4 v(7; -3) b) y4 M(6;0
A~ -

B’ T~

33.5. A két alap kiilonbségével képzett szakasszal és a két szarral c
megszerkesztett haromszog megadja a trapéz b szarat és az a alapjat.
A trapéz c alapjat és d szarat parhuzamos eltolassal kaphatjuk meg.

33.6. Az eltolas vektora merdleges a megadott tengelyekre, és két-
szer olyan hossza, mint a két tengely tavolsaga. ¢ a-c¢
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34. feladatlap

34.1. o) Példaul eldszor y tengelyre tiikkrozés, majd v(0; 10) vektorral torténd eltolas. b) Példaul a

K(1; 0) pontra torténd kozéppontos tiikrozes.

342 A(2:5) B(-3:4) P(x:y)
x tengelyre valo tiikkrozés (2;-5) (-3;-4) (x;—y)
y tengelyre vald tliikrozés (-2;5) (3;4) (=x;y)
Origoéra valo tiikkrozés (-2;-5) (3;-4) (=x; —y)
K(2; 3) pontra valo tiikkrozés (2; 1) (7; 2) 4-x;6-y)

34.3. A megfelel6 holdalak egyenlésége alapjan lathato be az egybevagosag. Mivel a sulyvonal
kozos oldal, a sulyvonal felezi az alapot és a két szar egyenld.

34.4. Az a) és a b) haromszog egybevagd, mert két-két megfeleld oldaluk és a nagyobb oldallal
szemkozti szog egyenld. Az f) és g) haromszog egybevagosaga egy-egy oldal és a rajtuk fekvo két
sz0g egyenldségebol lathato be.

34.5. A szabalyos 6tszog minden oldala és szoge egyenld, igy a két szabalyos 6tszog szdgei is
egyenlok. Mivel a feltétel miatt az oldalaik hossza egyenldé hosszisagu, az 6tszogek egybevagok.

35. feladatlap
35.1.
a’ a a® a
(o) E — © _Z
a) 60 3 b) 315 471'
hY/4 T
150° o —2(0° _nr
c) 50 . d) 30 .
) 3r o
e 135 e f) 572,96 10
35.2.
o sina cosa tga ctga
120° ﬁ —l _\/§ _ﬁ
2 3
—540° 0 -1 0 -
675° _ﬁ Q -1 -1
2 2
15
5, 2 V2 O 4
4 2 2
-2 —0,9092 —-0,4163 2,184 0,458

35. feladatlap — megoldas




35.3.

a) o=135° b) o =-150° c) o =225° d) o =480°
14y 14y 14y 14y
K \\\ / N /,/ \\\ / '\‘l_ N
AVA / \ MRN
X X X \ X
-1 0 S - I 0] |/ -
L /1 1 < L 1 1 N L 1 1 /L 1
N, / N, \ / / / N, /
—1 —1 —1 —1
35.4.
11
a) a=€7r b) a=-r ¢) a=——rx d) a=-6r
y y Y Y
/,/ \\\ / / N / s g N
/ AV ™ RN
LN EY %A ¥ \ ¥ ([ VIRES
\ .
~I\ A0 , - o it - /e - \t\ﬁf i
N, \ / / N, / N, / N, ] /
iy | iy | iy | iy |
36. feladatlap
36.1.a) 200°; b) 120°; ¢) 120°; d) 180°; e) 320°; f) 240°.
J3 V2 1 1 V21 B 3
36.2.a) —; b)) —; ¢)——;d) ——;¢) — f) =; @ —; h) —.
a) 5 ) 5 ¢) > Y3 e) 5 Wy 5 g 5 ) 5
1 1 V3 V2 11 V203
363.0) —; b)) ——;¢0) ——; d)——s¢e) ——; f) =, @ — h) —.
a) ) ) ) ¢) ) /) ) e) ) vy ) g ) ) 5
36.4.
a) sin45°=£; b) c0s135°:—£; ) sin240°=——3; d) cos330°=£.
2 2 2 2
14y 14y 14y 14y
TN C T C T
N\ \ \
X X X X
_ 0 R 0 - - = 0 -
1 /1 1 1 1 \\ 1 1 \ ; 1
N, / / N, y / N, \ / /
—1 —1 —1 —1

36.5. @) a =30°% b) a =90° c¢) o =135°% d) a =180°.

114 Megoldasok




37. feladatlap

¢) x=m+k2r,

ke Z.
37.3.
a)
x, =0,253+k2n,
x,=2,88+12m,
k,le Z.
)
X = x +k2rm,
3
4

X, = ?+ 2r,

k,le Z.

N
N A
X
—1 0 1
/
—1I
N
A
X
_ 0 _
1 S 1
/
—1I
1
el
N
X
—1 0 1
/
N
—1
]
el
N
X
-1 0 1-
/
N~
—1
\
~L_ "\ x
—1 0 1
/
—1I
@A\
X
-1 1
\
&
—1I

37. feladatlap — megoldas

1
b) sinx=——.
/ 2

X, = ?+k27r,

117

4

N,

X2:?+127T,

k,le Z.

d) cosx=——2.
2

X, =—+Kk2nm,

Y4

X, = T+127t,

k,le Z.

b) x=krm,

ke Z.

d) x=Z+k
) x 5 T

ke Z.

b)

1/

X, =4,07+k2r,

x,=535+12r,

k,le Z. -1

d)

x, = 0,86 + k27,

x,=542+12m,

k,le 7.

1/




116

38. feladatlap

38.1. Ertelmezési tartomany: R. l l Y
4
Ertékkészlet: ye [-1; 1]. >
rtékkészlet: ye [-1; 1] N N2 INEE NG
Zérushely: x=kn . ke Z. N N LA
Tengelypont: y=0. 2

Novekvés: |:—%+2kﬂ'; %+2kﬂ':|; ke 7.

Fogyas: [%+2k7r; 37”+2k7r}; ke Z . Szélséértékek:

Max. hely: %+ 2kr ; ke 7 . Max. érték: 1. Min. hely: —%+ 2kr ; ke Z . Min. érték: —1.

Péaros: Nem. Paratlan: Igen. Periodus: p=2rx.

38.2. Ertelmezési tartomany: R. y

Ertékkészlet: ye [-1; 1]. 1

()
w3y

A\

/

AN

Zgérushely: x=%+kﬂ. ke Z.

Tengelypont: y=1.

Novekedés: [ +2kr; 2n +2kr]; ke 7.
Csokkenés: [2km; m+2kn]; ke 7.
Szélsoértékek:

Max. hely: 2kn ; ke Z. Max. érték: 1.

Min. hely: 7 + 2kn; ke Z. Min. érték: —1.
Péros: Igen. Paratlan: Nem. Periddus: p =2x.

38.3. Ertelmezési tartomany: R . Y
Ertékkészlet: ye[-2;2]. /7N 7 |/"\ )
2

Zérushely: x=kr. ke Z. N : 7 —_

o
e
AN

Tengelypont: y=0. f \u/

Novekedés: |:—%+2k71’; %+2k71’:|; ke Z.

Csokkenés: [% +2kn; 37” +2kn } ke Z.
Szélsoértékek:
Max. hely: %+ 2kr; ke Z.Max. érték: 2. Min. hely: — % +2kr ; ke Z. Min. érték: —2.

Péros: Nem. Paratlan: Igen. Periddus: p =2x.

Megoldasok



38.4. Ertelmezési tartomany: R. e

Ertékkészlet: ye [-1; 1]. —

(e]
Vi
N

Zérushely: x=%+kﬂ. ke Z.

Tengelypont: y=-1.
Novekedés: [2kn; n+2kr]; ke Z.

Csokkenés: [ + 2kr; 2n +2kn]; ke Z.
Szélsoértekek:
Max. hely: m +2kn ; ke Z . Max. érték: 1. Min. hely: 2kr ; ke Z . Min. érték: —1.

Péros: Igen. Paratlan: Nem. Periddus: p =2r.
38.5. Ertelmezési tartomany: R. y

Ertékkészlet: ye [0;2]. Ny \\ h\\ / N

T 0
2

Zérushely: x=—%+2kﬂ. ke Z. ™
2

Tengelypont: y=1. | ‘

Novekedés: [—%+2kﬂ; %+2/m} ke 7. Csokkenés: [%+2kﬂ; %’Hzm} ke Z.
Szélsoértékek:
Max. hely: %+2k7r; ke 7Z . Max. érték: 2. Min. hely: —%+2k7r ; ke Z. Min. érték:0.

Péaros: Nem. Paratlan: Nem. Periodus: p =2r.

38.6. Ertelmezési tartoméany: R. Y
Ertékkészlet: ye[-1;1]. ]

. . AL N . / . . N . P
Zérushely: x=krn. ke Z. TN moNGL T N U
Tengelypont: y=0. i 2 2

Novekedés: [% +2km; 37ﬂ+ 2k77,'i|; ke Z. Csokkenés: [—%+ 2k %+2k77.’i|; ke 7.
Szélsoértékek:
Max. hely: —%+ 2kr; ke Z. Max. érték: 1. Min. hely: %+ 2kr; ke 7. Min. érték: —1.

Péros: Nem. Paratlan: Igen. Periédus: p =27 .

39. feladatlap

391.0) —\/5; b) -1, 0)73; d)g; e)-1; f)-1; g —\/5; h)\/g.

39.2.q) —?; b)?; o3 dl.

39.3. ) x=%+kﬂ, ke Z: b) x=%+kﬂ, keZ:c) x=5?ﬂ+kﬂ, ke Z;d) x=%+kﬂ:, ke Z.

39. feladatlap — megoldas




39.4. -
Ertelmezési tartomany: R\ {5 + kn} , ke 7.

Ertékkészlet: R.
Zérushely: x=kn, ke Z.
Tengelypont: y=0. / / /

S
L
S
\ T
N

Novekedés: }—g + kn;g + kn[, ke 7. ,/ : / :
Csokkenés: —. / /
Szélséértékek: — / / [

Péros: —. Pératlan: Igen.

Periodus: p=m.
39.5. y
Ertelmezési tartomany: R\ {knt}, ke Z .
Ertékkészlet: R .

Zérushely: x=g+kn, ke Z.

Tengelypont: —.
Novekedés: — \\ \ 1 \\
— 1 \L . \2

Csokkenés: kmm +kn[, ke 7. N\
Szélséértékek: —. \ \ \

Péros: —. Pératlan: Igen.

o
Nlél//
L
/]
i
z

Periodus: p=m.

40. feladatlap

40.1. o) 5'=120; b) Mivel az utolso szamjegy 3, igy 4!=24.

c) Az els6 két szamjegy rogzitett 86, ekkor 3!=6.d) 86 432 —-23 468 =062 964.
40.2. a) 6!=720. b) Aleiilési minta: FFFLLL. 3!-31=36. ¢) 5!-21=240. d) 4!-3!=144.

| |
40.3. — M _ 454 053 600, 40.4. — 2% _ 9777 287 520.
41.21.21.21 6!1-51-51.41

40.5. A paratlan szamjegyek: 1,3,5,7,9.a) 5 =3125.5) 5!1=120.¢) 5-4=20.d) 5 =125.

41. feladatlap

411. 3-12+1=37.
41.2. Mivel egy négyzetszam vagy oszthatd 3-mal, vagy 3-mal osztva 1-et ad maradékul, elég 3 db.

41.3. 24-15-12+7 =4. 4-en nem beszélnek sem angolul, sem németiil.
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41.4. Hasznaljuk az egészrész [x] jelolést!

a) 1000 - 10007 _| 1000 + 1000 =1000-500-200+100=400;
2 ] LS ] L25]

b) 1000 - 100071 _| 1000 + 1000 =1000-333-142+47 =572,
-3 1 L7 ] L35

¢) 1000— 1000 | | 1000 | | 1000 N 1000 N 1000 N 1000 | | 1000 — 1000 — 500 — 333 —
2] 3 ] 5 6 10 15 30

—200+ 166 + 100 + 66 — 33 = 266;

4 1000 | 10007_[1000]_[10007 10007 10007 10007 10007\ 00 333 4
3 7 11 21 33 77 ] [ 231

-90+47+30+ 12 -4=520.

41.5. a) 2-366 =732 diak esetén még 2-en, de 750 esetén biztosan van 3. b) 62-12 =744, tehat
63 diak. ¢) 107-7=749, tehat 108 didk.

41.6. 140-46-64-37+13+9+5-3=17.

42. feladatlap

42 1. ff, fi, if; ii. 42.2.q) 2°=8;b) l; c) g:l; d) l—lzé.

8 8 4 4 4
42.3.a)6;b) 6-6=36;c) 6°=216.
42.4. g) Kedvezd esetek: 2, 3, 5. Kedvezd esetek szama: 3. Osszes eset: 6. P(prim)=%= %
b) Kedvezé esetek: 3, 4, 5, 6. Kedvezd esetek szdma: 4. Osszes eset: 6. P(legalabb 3) = % = %

¢) Lehetetlen esemény. P(6-nal nagyobb)=0.

42.5. g) Kedvezd esetek szama: 8. Osszes eset: 32. P(piros) = % = 1 . b) Kedvezd esetek szama: 4.

4
Osszes eset: 32. P(asz)= % = % . c)Kedvezd esetek szama: 16. Osszes eset: 32.
P(figura) = ;—g = % . d) Kedvezé esetek szama: 24. Osszes eset: 32. P(nem z6ld) = ;—; = % .

, P(10-nél tobb az 0sszeg) = 3 = L . Az Gsszeg

42.6. a) P(5-nél kevesebb az 6sszeg) = 6_1
36 6 36 12

6
5-nél kevesebb a valdsziniibb. A kiilonbség % .

b) P(az Osszeg prim) = 5 , P(az Osszeg paros) = % . A paros 0sszegli dobdsa a valosziniibb.
A kiilonbség: i
12

42.7. Mindharom feladatban az 6sszes eset 12. a) % ;b) 8 = 2 ;¢) 7

12 3 12

1. feladatlap — megoldas 119




43. feladatlap

43.1. A feladatnak t6bb megoldasa is lehetséges. Példaul az egyik: 3) 4
43.2. Egy lehetséges megoldas:
AU (2)¢ )
AN \ N
ARN
N &
\ NN \\
\ NIEY »
\ Ny -
\
[ 4 o
graf komplementer graf

43.3. A cslicsok fokszama 3. Osszfokszdamot megkapjuk, ha a csticsok szamat (8) megszorozzuk a

87
csucsok fokszamaval: 8 - 3 = 24. Teljes graf esetén BN =28 ¢l lenne, 12 éle van a kockanak, tehat
28 — 12 = 16 ¢l hianyzik.
43.4. A kihtzasi lehetéségek
grafja. (p: piros; z: zold; f fehér.)
Az abrardl kideriil, hogy 10 kiha-
z4si sorrend lehetséges.

43.5. Nem, mert 15 - 5 = 75,
vagyis paratlan lenne az 9sszfok-
szam.

43.6. A feladatot csak azokon a grafokon lehet végrehajtani, amelyek Osszes csticspontja paros fok-
szamu, vagy pontosan két paratlan fokszdmu csucsa van. Megrajzolhat6 grafok: b, c, d, e, f.

a) b) ) ¢) d)
(4) (4) ) )
3) 3) 4) @ @) )
4) (4)
3) 3) Q) 3) 3) 3) 3)
e) ), (1) 2 @ 3
(4) ) ) ©)) )
3) 3)
) 2) 3) 3)
) ) 3) 2 Q)

43.7. Mivel mindenki kezet fog mindenkivel, a kézfogasok grafja teljes graf. A teljes graf éleinek
n(n—1)

széma =120. Az n* — n — 240 = 0 masodfoku egyenlet megoldasai n; = 16 és n, =—15. Ne-

gativ nem lehet a megoldas, tehat a tarsasag 16 tagl volt.

43.8. a) igaz; b) hamis; ¢) hamis; d) igaz; e) igaz; f) hamis.
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