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Bevezeto

A feladatlap-gytijtemény els6sorban a kdzépiskolai matematika tananyag gyakorldsdnak céljabol
késziilt. A tematikus sorrendben felépiil6 feladatlapok segitik az 6rai munkat, a szakkori, illetve
korrepetéld foglalkozast, az 6ndllé gyakorldst vagy a kozépszintii matematikai érettségire vald
felkésziilést.

A feladatlap-gytjtemény alapvetéen a kozépiskolai 3 6rds matematika kerettanterv kovetelmé-
nyéhez igazodik. (3 sz. melléklet: Kerettanterv a gimndziumok 9-12. évfolyama szdmadra: 3.2.04.;
6. sz. melléklet: Kerettanterv a szakkozépiskoldk 9-12. évfolyama szdmdra: 6.2.03.)

A feladatlap-gytjtemény jo kiegészitdje minden olyan tankonyvnek, amely a 3 6rds kerettanterv-
hez késziilt.

A feladatlapok feldolgozasat két fontos egység segiti. Az elsd egységcsoport a minden nagyobb
téma el6tt a témahoz kapcsolddd elméleti emlékeztetd. Ezek a részek az adott témdhoz tartozo
definicidkat, tételeket, illetve a fontosabb eljarasokat, médszereket tartalmazzak. A mésik alapve-
t6 egység pedig a feladatlap-gytijtemény végén taldlhaté megolddsok, amelyek az eredményeken
til az azokhoz vezetd fontosabb Iépéseket is magukban foglaljak.

A feladatlap-gy(ijtemény készitésekor els6dleges cél volt, hogy lehetSleg minden feladatot a fel-
adatlap oldalain oldjon meg a tanuld. (El6fordul, hogy a levezetés hosszisidga vagy az dbrak
bonyolultsdga a fiizet hasznélatat teszi sziikségessé.)




1. feladatlap

Halmaz és részhalmaz
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EMLEKEZTETO

halmaz: Egy Osszességet akkor tekintiink halmaznak, ha tetszéleges dologrol egyértelmiien eldonthetd, hogy a halmazhoz tarto-
zik-e, vagy sem. Minden elemet csak egyszer vesziink figyelembe, és nem szamit az elemek sorrendje. Pl. halmaz az {osztaly tanu-
161}, és nem halmaz a {szép autok} Osszessége.
halmaz megadaisa:

sz6veges forma: Kapcsos zardjelparban ({}) leirjuk a halmaz elemeire jellemz6 tulajdonsagot, illetve dsszefiiggést. Pl. {ha-
rommal oszthatd szamok}.

felsorolasforma: Kapcsos zardjelparban ({}) felsoroljuk a halmaz elemeit. P1. {a; b; c; d}. Végtelen sok elemii halmaz esetén
az els6 néhany elem megmutatja a képzési szabalyt, a tobbi elemre pedig harom pont (...) megadasaval hivatkozunk. P1. {3; 6; 9; ...}.
Ha a halmaz elemszama nagy, de véges, tigy a harom pont utan kiirjuk az utolso elemet. P1. {3;6;9; ...; 60}.

szdmhalmazforma: x képviseli a halmaz egy tetsz6leges elemét, melyre jellemz§ tulajdonsagokat a fiiggbleges valasztovonal
utan soroljuk fel. PL. {X| X egész és 5 <x <40}.
halmaz elnevezése: A halmazok jelolésére nagybetiiket (A, B, C stb.) hasznalunk, melyet a (:=) jellel rendeliink hozza. P1. A := {né-
metjuhasz-tulajdonosok}.
halmaz eleme: A halmaz elemének lenni kapcsolatot az € relacios jellel adjuk meg. Pl. ae C. Tagadas: b nem eleme D-nek, bg D.
halmaz elemszdma: A halmaz — elemeinek szamat tekintve — lehet véges, illetve végtelen halmaz. A halmaz elemszamat abszolut-

érték zarojelparral jeloljiik. P1. |{t6rzsszémok}| = végtelen; |{l; 3; 9}| =3.
iireshalmaz: Elem nélkiili halmaz. Jelolése: {} vagy &.

halmazok egyenlésége: Ha két halmaz elemei megegyeznek, akkor a két halmaz egyenl6. Pl. {a; b; c} = {b; c;a}; 4=B.
részhalmaz: Ha A halmaz minden eleme eleme egy masik B halmaznak, akkor A halmaz a B halmaz részhalmaza. P1. A = {hétfo,

kedd} és B = {a hét napjai}, akkor A részhalmaza B-nek. Jelolése: 4 < B. Tagadas: C nem részhalmaza D-nek: C & D.

valédi részhalmaz: Egy adott halmaz esetén egy részhalmaz valddi, ha a halmaznak van a részhalmazhoz nem tartozé eleme. Jelo-
lése: A C B. A={l, 2, 3} A

nem valddi részhalmazok: Minden halmaz részhalmaza (4 c A) sajat magénak, vala- B = {2, 3}

mint az iireshalmaz minden halmaznak részhalmaza ({} c 4). Adott halmaz esetén on- B
magat nem tekintjiik valodi részhalmaznak. )
Venn-diagram: A halmazok zart gérbékkel hatarolt siktartomanyokkal torténé szemlél- 1 3
tetése.

FELADATOK

1.1. Karikazd be az alabbi 0sszességek koziil a halmazok betiijelét, a nem halmazokét pedig huzd
at!

A = {sz¢ép hazak}; B := {23 tobbszorosei};

C := {az osztalyod tanuldi}; D, = {a 6 pozitiv o0sztoi};

D, = {nem til magas épiiletek}; E := {az év napos napjai};

F = {okos tanulok}; G := {az osztaly kit(ind tanul6i}.

1.2. A kovetkez6 halmazokat felsorolasformaval add meg!

A = {egyjegyll, pozitiv paros SZ&mok} = ... ... ... . ... ;
H = {hétkOznapok} = .. ... .. . ;
X:={ahdrom alapszin} = .. ... ... . . .. ;
Y := {100-nal kisebb pozitiv paros szamok} = ............ . ... ... ;

W = {primszamok} = .. ... . .

Halmazok



1.3. Akovetkez6 halmazokat szamhalmazformaval add meg!

A= {1505 15 2 354 5 =
H = {7-nél kisebb eg€sz szamok} = ... ... ... ...
X := {1-nél nem kisebb, 6-nal kisebb egészek} =
Y := {—1-nél nagyobb, 5-nél nem nagyobb egészek} = ............ ... .

1.4. Dontsd el, hogy a felsorolt elemek mely halmazoknak elemei és melyeknek nem! Hasznald az
eleme és a nem eleme jelolést!

A = {atizes szdmrendszer szdmjegyei}; B := {marcius napjai}; C = {a 60 pozitiv osztdi}.
a=2; b=9; c=30; d=100.

a b ¢ d clemek halmazok]
ae A A
B
C
{=2;0;2}

1.5. Add meg az alabbi halmazok elemeit és elemszamat!

A:=1{a10011 szamjegyei} = ..........ccooieiiii s A=
B = {pozitiv kétjegyli szamok} = ............................... s Bl=
C:={ahétnapjai}l = ... .. s Cl=
D := {negativ egész SZAmok} = ..................... s D=

1.6. Az alabbi halmazok koziil valaszd ki azokat, amelyek egyenlék egymassal!

A= {a; b; c}; B = {c;b; aj; C:={ad;cj;

D :={c;c;d;d; a; a}; E = {c;b; b;b;a}; F:={a;a;a;a;d;c}.

1.7. Az alabbi halmazok koziil valaszd ki azokat, amelyek koziil az egyik halmaz a masik halmaz
részhalmaza!

M; = {1;2;3;4;5}; M, = 1{0; 1;2;3;4;5;6;7; 8};

M3 := {az 50-nél kisebb primszamok halmaza}; M, = {};

Mj; = {a paros primszamok halmaza}; Mg = {a sokszogek halmaza};
M- = {a derékszogli haromszogek halmaza}; Mg = {a haromszogek halmaza}.

Abrazold Venn-diagrammal a halmazok kozotti osszefiiggéseket!

1. feladatlap




1.8. Az 4bran lathato kiils6 téglalap a trapézok halmazat 4b- ——] trapézok —
razolja. Mit irnal a bels6 téglalapokhoz?

1.9. Abréazold Venn-diagramon

a) a deltoidok és a rombu- b) az egész szamok ¢és a
szok halmazat! paros szamok halmazat!

1.10. Adott az U := {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} halmaz. Allapitsd meg, hogy az alabbi halmazok koziil
melyek valddi részhalmazai és melyek nem valodi részhalmazai U-nak!

A:={1;3;57}; B :={2;4;6; 8}; C:=1{1;2;3,4,5,6,7; 8};
D:={1}; E=1{2;3;4;5;6;7;8}; F=0.
Val6di részhalmaz: Nem valodi részhalmaz:

1.12. 1 (igaz) és H (hamis) jelekkel itélkezz a kovetkezo allitasok felett!
a) Az iires halmaznak legalabb két részhalmaza van.

b) Az egyelemii halmazoknak van valddi részhalmaza.

) A kételemii halmazoknak van négy részhalmaza.

d) A kételemii halmazoknak pontosan négy részhalmaza van.

e) A részhalmaz nem lehet egyenl6 az 6t tartalmazod halmazzal.

f) A valddi részhalmaz nem lehet egyenl6 az 6t tartalmazo halmazzal.
g) A részhalmaznak az 6t tartalmazo halmaznal tobb eleme lehetséges.

h) A valodi részhalmaz elemszama kevesebb, mint az 6t tartalmaz6 halmaz elemszama.

2. feladatlap

Szamhalmazok

EMLEKEZTETO

természetes szamok halmaza: N:={0; 1; 2; 3; ...}.

egész szamok halmaza: Z ={..; -3; —-2; —1; 0; 1; 2; 3; ...}; pozitiv egész szamok halmaza: Z* :={1; 2; 3; ...}; negativ egész sza-
mok halmaza: Z™ :={..; -3; -2; —1}.

racionalis szimok halmaza: Q := {két egész szam hanyadosaként felirhatd szamok} = {E‘ P, qEZL ésq# 0}; pozitiv racionalis
szamok halmaza: Q*; negativ racionalis szamok halmaza: Q™. 1

irracionalis szimok halmaza: Q" := {nem racionalis szdmok}.
valés szimok halmaza: R.

Halmazok



FELADATOK

2.1. Az alabbi szamokat ird azon szamhalmaz jele ala, amelyiknek eleme!

2; —1,3; 0; %; 0,2; 2; g; -0,918; —/9; .

2.2. Az alabbi szamhalmazokat add meg felsorolassal!

A= x| XxE N, X <O = ;
Bi={x|xe N, 6 < X} = ;
C={x|xe N, xS =4} = ;
Di={x|x€Z, [x|S3}= . ;
E={x|xeN, x|£4}= ......................................................................... ;
F o= x| x€ Z, =1 S xS A = ;
G:={x|xe(@,0<x<1ésx=%, ae Ny = .
2.3. A felsorolassal megadott szamhalmazokat ird fel a megszokott halmazmegadassal!

A= {354 5, 0, T = ;
B = {100; 101; 102; ...} = ;
C o= {0 =2 =3, =4 =5 = ;
D = {05 15 2 3, o =

2.4. a) irj le legalabb egy % és g koz¢é es6 racionalis szamot % alakban, ahol a és b egész szamok!

NV AlaSZ: .

b) irj le legalabb két % €s % kozé esd racionalis szamot % alakban, ahol a és b egész szamok!
VA Z: .

2.5. Melyik nagyobb a % vagy a % racionalis szamok koziil? Mennyivel?

VAlaSzZ: . .
2.6. M =:-1; l; 0; g; -8;12; Z; 2,5; 3; —1E .
2 3 3 4

a) Rendezd a halmaz elemeit névekvé sorrendbe!

2. feladatlap




b) Legyen xe M és xe N. ird le ezt a két feltételt kielégitd x szamok halmazat!

A= }.
c) Legyen xe M és xe Z. rd le ezt a két feltételt kielégité x szamok halmazat!
Bi={ . }.

d) Milyen relaci6 (kapcsolat) van az A és B halmaz k6zott? ........................................
e) Legyen xe M és xe Q. Ird le ezt a két feltételt kielégité szamok halmazat!

o= }.

f) ird le azoknak a szamoknak a halmazat, amelyek kielégitik a kovetkezd két feltételt: x>0
és xe M!

D = }-
) Ird le azoknak a szamoknak a halmazat, amelyek kielégitik az xe M ésa —1< x< 6 feltételt!

E = }.

h) frd le azoknak a szamoknak a halmazat, amelyek kielégitik az x >18 ésa xe M feltételt!
Fo= }

7 4
2.7. Igaz-e, hogy —+=, illetve =—=, illetve 33 illetve —: = racionalis szam?
VLA Z:
3. feladatlap

Miveletek halmazokkal

EMLEKEZTETO

két halmaz unioja (egyesitése): Az A és B halmaz egyesitése (4 U B) pontosan azokat az eleme-
ket tartalmazza, amelyek legalabb a két halmaz egyikéhez hozzatartoznak.

S

két halmaz metszete: Az A és B halmaz metszete (4N B) pontosan azokat az elemeket tartal-
mazza, amelyek mind a két halmazhoz hozzatartoznak.

S

diszjunkt halmazok: Két halmaz diszjunkt, ha kozos elem nélkiili, vagyis a metszetiik iires hal-
maz. (ANB=3.)

Q)

két halmaz kiilonbsége: Az A és B halmaz kiilonbsége (4\ B) pontosan azokat az elemeket tar-
talmazza, amelyek az A halmazhoz hozzatartoznak, de a B halmazhoz nem.

S

™

komplementer halmaz: Ha az A halmaz részhalmaza az U halmaznak, akkor az U halmaz A-hoz

nem tartozo6 elemei az A halmaz komplementer halmazat (4) alkotjak.

2|
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FELADATOK

31. U={1,2,3,4,5,6, 7, 8,9}, A4:={1;2;3;,4;5,6}, B:={4;5;6;7,8;9}. Készitsd el a hal-
mazokat abrazolé Venn-diagramot, majd hatarozd meg a kérdezett halmazok elemeit!

a) AUB= ... ... ;b)) ANB= . ;
C) A\B= ... ... ;0 d) B\A= ... ;
€) A= .. . s f) B=.

) B= ..o C b)) ANB= .

Q) A= .. ;0 b) B=. .

Q) A= ... S B) B .

3.5. Vonalkazd be a Venn-diagramokon a kovetkez6 halmazokat!
a) AUBUC; b) (AUC)\B; c) (A\C)u(4\B);

A A A

C U C U

d) (AUB)\C; e) (A4\C)NB; f) AnBNC.

A A

C U C U C U

3.6. Fejezd ki halmazmiiveletek segitségével az alabbi arnyékolt halmazokat!

3. feladatlap




3.7. Venn-diagram hasznalataval dontsd el, hogy melyek azonossagok!
b) AUBNC)=(AUuB)N(AUC);

a) An(BUC)=(ANnB)u(A4nNC);

A

B

A

A

B

A

¢ U ¢ U
c) AnB=AUB; d AuB=ANB.
A B A A B A B
U U U U
4. feladatlap
Intervallumok
EMLEKEZTETO
szamegyenes: Olyan egyenes, amelyen adott a pozitiv irany, és kijeldlt a nullahoz és az egyhez ) ) +
rendelt pont. A szamegyenest a valos szamok szemléltetésére hasznaljuk, mivel minden valds (') i x
szamhoz kdlcsondsen és egyértelmiien megadhato az egyenes egy pontja. o o
nyilt intervallum: Az {x|x valds és a < x < b} szamhalmaz, egyszerii irasmoddal: a < x <b. ; ;) X
Jelolése: la;b[.
balrél nyilt, jobbrél zart intervallum: Az {x | x valos és a < x < b} szamhalmaz, egyszerti iras- "l l=7 x
moéddal: a < x<b. Jelolése: Ja; b].
e——O
balrél zart, jobbrél nyilt intervallum: Az {x|x val0s és a < x < b} szamhalmaz, egyszert iras- ’ lla X
moddal: a < x<b. Jelolése: [a;b]. “
*—
zart intervallum: Az {x|x valds és a < x < b} szamhalmaz, egyszerii irasmoddal: a < x<b. f l=7 x
Jelolése: [a;b]. a °
végtelen hataru intervallum: Az {x|x valds és x < b} vagy {x|x valds és x < b} szamhalmaz f >
esetén a bal oldali hatarpont a minusz végtelen (—e<o). Ekkor az intervallum jel6lése: ]—oo;b] b
vagy |—oo;b]. ?
b X

FELADATOK

4.1. Add meg az alabbi intervallumok szamhalmazformajat, valamint abrazold szamegyenesen azo-
kat!

Intervallum Szamhalmazforma Szamegyenes

a) [-3; 4]

Halmazok




4.2. Add meg az alabbi szamhalmazok intervallumformajat, valamint abrazold szamegyenesen azokat!

Szamhalmazforma Intervallum Szamegyenes
a) -3<x<5.
b) —4<x.

4.3. Olvasd le a szamegyenesekrdl az intervallumokat, és add meg a szamhalmazformajukat is!

Szamegyenes Intervallum Szamhalmazforma
a) —
s 015 ¥
-3 3 e
b) ———©
0 1 X

4.4. Az intervallumok egyesitését abrazold szamegyenesen, és a halmazokat ird le intervallumje-
161éssel!

a) 4:=1-3; 2]u|0; 3[.

A=

b) B:=]-2; 2[ U[-2; +o9].

B :=

4.5. Az intervallumok koz0s részét abrazold szamegyenesen, €és a halmazokat ird le intervallumje-
161éssel!

a) 4=1-3; 2]n[0; 5[.

b) B:= ]—2; 1](\[—3; 4[.
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4.6. Az intervallumok kiilonbségeit abrazold szamegyenesen, ¢s a halmazokat ird le intervallumje-
161éssel!

a) 4:=1-3;2]\[0;5].

A=

b) B:=[0; 5[\]-3; 2].

B:=

4.7. Olvasd le a szamegyenesrol a
halmazokat, ¢s hatdrozd meg a mii-
veletek altal képzett intervallumokat! ¢

a) (BuC)nA=
b) (E\D)nC=
) (ANB)ND= —6,5
d) DNE=

S

N
Ny
J

-
>
)

| X
O

(]
+1-—+-t+---9

+---0
~

|
N
W
(e}
—_
[\

45 6,5

5. feladatlap

Ponthalmazok

EMLEKEZTETO

korvonal: A sik olyan pontjainak halmaza, amelyek a sik egy megadott pontjatél egy megadott ta-
volsagra vannak. Az adott pont a kor kézéppontja, az adott tdvolsag a kor sugara.

kor belsé pontja: A sik azon pontja, amely a kor kdzéppontjatol a sugarnal kisebb tavolsagra talal-
hato.

korlemez: A kor belsé pontjainak halmaza.

kor kiilsé pontja: A sik azon pontja, amely a kor kozéppontjatol a sugarnal nagyobb tavolsagra ta-
lalhato.

egyenest6l adott tavolsagra 1évé pontok halmaza: Az adott egyenessel parhuzamos és az egye-
nestdl az adott tavolsagra 1évo két egyenes pontjainak halmaza. ¢

FELADATOK

5.1. Jel6ld szinessel az alabbi ponthalmazokat! (A négyzethald 0,5 cm beosztas.)

a) {az e egyenestdl legfeljebb 2 cm-re 1évo b) {az e egyenestdl nagyobb mint 1,5 cm tavol-
pontok}. sagra 1évo pontok}.

kor kiilsé pontjai

kozéppontja
kor belsd pontjai

Halmazok




C) {az e egyenestdl legfeljebb 1,5 cm-re ésaz  d) {az e egyenestdl kisebb mint 1,5 cm tavol-
f egyenestdl legalabb 1 cm-re 1év6 pontok}. sagra és az f egyenestdl nagyobb mint 1 cm ta-
volsagra 1évd pontok}.

5.2. Hatarozd meg a kovetkez6 ponthalmazokat! (A négyzethal6 0,5 cm beosztasu.)
a) b) 7~

5.3. Jelold szinessel az alabbi ponthalmazokat! (A négyzethald 0,5 cm beosztasu.)

a) {az O ponttol legfeljebb 2,5 cm-re 1évé  b) {az O ponttdl kisebb mint 2,5 cm tavolsagra
pontok}. 1év6 pontok}.
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c) {az O ponttol legalabb 2 cm-re és legfel-  d) {az O ponttdl nagyobb mint 2 cm és kisebb
jebb 3 cm-re 1évo pontok}. mint 3 cm tévolsagra 1évd pontok}.

5.4. Hatarozd meg a kovetkez6 ponthalmazokat! (A négyzethal6 0,5 cm beosztasu.)

a) 7 b) , ) .
L /'/7/ /7/‘» /77147/’»
15 A 2505 em 2 /7 2
il A Z 2 g NSem X
( \ % ) 7| \
\ / 7 1 \ 1%
A A% 7 A em 7
> "7 74 KO 7
\"//../.Z / /» \,&/Z / /»
7
5.5. Szerkeszd meg a jelz6szamaikkal megadott ponthalmazokat!
a) {(xy)|[-2<x<3}. b) {(x;»)[x<-2vagy3<x}. ) {(x;2)][x<3}.
y y y
1 1 1
0] 1 X 0f-1 X 011 X

Halmazok




d) {(x;»)[x<3ésy<2}. e) {(;;))[x<3¢és [y[<2 ) {(y)|x=2vagyy=—1}.

Y y y
1 1 1
01 X 0l 1 X 0f1 X

5.6. Hatarozd meg a kovetkez6 ponthalmazokat!
a) / % b) y c) Y1

Fluggvények

6. feladatlap

Fuggvények, hozzarendelés

EMLEKEZTETO

hozzarendelési szabaly: Az a rendezési elv, amely segitségével az értelmezési tar-
tomany adott eleméhez meghatarozhatjuk az értékkészletbeli elemet. Egyértelmii

hozzarendelés esetén egy elemhez pontosan egy elemet rendeliink. Nem egyér- Alaphalmaz Képhalmaz
telmii hozzarendelésnél egy elemhez kettd vagy tobb elemet rendeliink, de ez nem Dy Ry
fliggvény. A kolcsonosen egyértelmii hozzarendelés olyan egyértelmii hozzaren- f

delés, amelynek megforditottja (inverze) is fliggvény.

fiiggvény: Olyan hozzarendelés, amely egy halmaz elemeihez egy masik halmaz
elemeit rendeli, és minden elemhez pontosan egy elem tartozik. Azt a halmazt,
amelynek elemeihez rendeliink, értelmezési tartomanynak (jele: D)), azt a hal-
mazt pedig, amelynek elemeit rendeljiik, képhalmaznak nevezziik.

értékkészlet (jele: R ): A képhalmaz azon részhalmaza, amelynek elemei szerepelnek a hozzarendelésben.
helyettesitési érték: Az értékkészlet azon eleme, amelyet a helyhez rendeliink.
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fiiggvény megadasa: A fliggvény meghatarozasanak tartalmaznia kell az értelmezési tartomanyt, a képhalmazt és a hozzarendelési
szabalyt. A fiiggvényt kisbetiivel jeloljik: £ :{értelmezési tartomany} — {képhalmaz}, x> f (x)

fiiggvény egyenldésége: Két fliggvény egyenld, ha azonos az értelmezési tartomanyuk, és ugyanazon helyen ugyanaz a fliggvényér-
tekiik. Tehat: f'=g, ha D, = D, és az értelmezési tartomany minden X pontjara f(x) = g(x) teljesiil.

zérushely: A valos fiiggvény értelmezési tartomanyanak azon eleme, amelynek helyettesi értéke 0. f(zérushely) = 0.

fiiggvény Abrazolasa: A valés f fiiggvény grafikonja az {(x; f(x))|x€ D,} ponthalmaz.

FELADATOK

6.1. Dontsd el, hogy melyik hozzarendelés fiiggvény! (Karikédzd be!)

a) {emberek} —aOMION _, f}ytyak); b) {tanulok} —wadonizony ¢ djakigazolvanyok};
C) {emberek} —aomIOny_y faydk Y d) {gyermekek}—okenkaesolt (s qesanydk};

e) {anyukak} —okonikapesot  (overmekek ) ; f) {tanulok} —wldomivony  ftankdnyvek) .

6.2. Dontsd el, hogy az alabbi hozzarendelések koziil melyik egyértelmii, melyik nem egyértelmii,
¢s melyik kolcsonosen egyértelmii!

A B A B
° ° ° °
° ° ° °
7
° ° ° °
° ° ° °
a) b) d)
Egyértelmi hozzarendelés: Nem egyértelmii hozzarendelés: Kolcsondsen egyértelmii hozzarendelés:

6.3. Adott két halmaz. My = {1; 2; 3; 4}, M, = {kék; fehér; fekete}. Rendeld hozza az M| halmaz
elemeihez az M, halmaz elemeit a) egyértelmiien; b) nem egyértelmiien; c) kélcsondsen egyértel-

mien! rd le az elemparokat! (Példaul: 1 kék; ... .)

6.4. Adj meg fiiggvényeket a kovetkezé halmazok segitségével!

a) Az értelmezési tartomany harom torténelmi ~ b) Az értelmezési tartomany harom ird, az ér-
esemény, az értékkészlet pedig a torténelmi  tékkészlet pedig az irok egy-egy miive.
események évszamai.

C) Az értelmezési tartomany elemei az 5; 6;  d) Az értelmezési tartomany elemei egy félkor
7; 8 szamok, az értékkészlet e szdmok 1-nél  pontjai, az értékkészlet elemei e félkor atméro-
nagyobb osztdja. (Ha tobb oszto is létezik,  jének pontjai. Készits abrat!

akkor valaszd ki az egyiket!)

Fuggvények



6.5. Az értelmezési tartomany elemei az 1; 2; 3 szamok, az értékkészlet ele- A B
mei az a, b betiik. Hanyféle modon rendelhetjiik az adott szamokhoz az adott X
betiiket?

6.6. Abrazold grafikonon a kovetkez$ hozzarendeléseket!
Melyik fliggvény és melyik nem az?

a) x|-s[=3]-1[o[1[3]5]6 b) x2[-1To 1 [=2]-1]1
yIs[1lol3]s[1]0]3 yIs[1lo]3]=5]-1]-3
y y
1 1

0f 1 X 0f 1 X

6.7. Olvasd le a grafikonrol a hozzarendelések értelmezési tartomanyat és értékkészletét! Melyik
fiiggvény és melyik nem az?

a) Y ET = b) Y ET =
@
@ ®
—@ @
1 1
L 4 L 4 L 4 4 *—>

01 Y EK = 0} 1 Y EK =
° ¢ o T -

6.8. A grafikon segitségével hatarozd meg az adott X értékekhez tartozo y értékeket!

a) Y b) Y
1 A
—o-o ° —e *—0— ——0—>
OA/ X oNT X
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6.9. Az y tengelyen adott pontokhoz keresd meg a hozzajuk tartozo grafikonpontokat, majd a ka-

pott grafikonpontokhoz tartozo x értékeket!

a) 73

b)

\ A
\ /
\ /
\ ]
NERDS %

6.10. A grafikonon adott pontokhoz keresd meg a hozzajuk tartozo X tengelyen és az y tengelyen

1év6 pontokat!

a) \ Y

\
N

N

Y

b)

=

—®

—
L

T

—
L —
L

6.11. A grafikon segitségével hatarozd meg az értelmezési tartomanyt €s az értékkészletet!

a) Y
1
1 X
&
c) Y
1/
1 X
{/

ET =

EK =

ET:

EK =

b)

y

6
X

d)

¥

ET :=

EK =

ET:

EK :=
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7. feladatlap

Linearis fuggvények

EMLEKEZTETO

linearis fiiggvény: Azokat a fiiggvényeket nevezziik lineéris fiigg- y / y
vénynek, amelyeknek a grafikonja egyenes.
elséfoku fiiggvény: Az x — mx+b (m #0) hozzarendeléssel definialt
fiiggvény linearis fiiggvény. m a fiiggvény meredeksége, b a konstans 1 1
tag.
egyenes aranyossag: Az x> mx (m#0) hozzarendeléssel definialt 1 2 -1 =
fliggvény, vagyis olyan elsdfoku fiiggvény, amelynek konstans tagja 0.
/
konstans fiiggvény: Az x — ¢ hozzarendeléssel definialt fiiggvény. Y
C
1
011 X
FELADATOK
7.1. Abrazold a kovetkez6 egyenes aranyossagokat
1
a) a(x):R—>R, x> 2x; e) e(x):R—->R, x|—>5x;
2
b) b(x): R—> R, x> 3x; f) f(x):R—)R,xl—)gx;
5
C) c(x):R—>R, x> —2x; 0) gx):R->R, x> Ex;
2
d) d(x):R—>R, x+— —3x; h) A(x): R >R, xl—)—gx.
y y
1 1
o 1 X of 1 X
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7.2. Olvasd le a valos szamokon értelmezett linearis fliggvények (egyenes aranyossagok) hozza-
rendelési szabalyat!

y E / B
Q
a(x) = =
/ /
ax)y [e(x)
b(x - i
///
1 100/~ 100 ~Fx
0f 1 X 1011 liter 1011 asodperc
ax) = c(X) = e(x) =
b(x) = d(x)= f(x) =
i y
7.3. Abrazold a kovetkez6 linearis fiiggvényeket!
a) aR—>R, x> x+3;
b) hbR—->R, x> —x+2;
C) cR->R, x— l)c—4.
2
1
0] 1 X

7.4. Olvasd le a kdvetkezd, valds szamokon értelmezett linearis fliggvények hozzarendelési szaba-
lyat!
Y AN Y Y /

()
/a(Xx) / €\X)
% c(x) > S/
. ~\ S N A/
'// \\\
] 1 L 1 / X
i 0] 1 X N[ 1 X /ol
/
b(x) AN
ax § /I/
\\ /
a(x) = c(x) = e(x) =
b(x) = d(x) = fx) =
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7.5. Abrazoldaz f:R—R, f(x)=-2x+1  7.6. Abrizold az f:R - R, f(x) = B
figgvényt, ¢s allapitsd meg, hogy az x = —2; 2

fliggvényt, és allapitsd meg, hogy az y =-5;
0; 1; 2 helyettesitési értékekhez mely y érté- seveny P § 108y 2z ¥

-3; 0; 1 fiiggvényértékekhez mely X értékek tar-

]
kek tartoznak! toznak!
y y
1 1
ol 1 X 0] 1 *

8. feladatlap

Abszolutérték-fuggvények

abszolutérték: Pozitiv szam abszolitértéke maga a szam, negativ szam abszolutértéke a szam ellentettje (egy pozitiv szam), és
a nulla abszolutértéke a nulla.

x, hax>0,

abszolitérték-fiiggvény: x - |x| = { hax <0
—x, hax<0.

FELADATOK

8.1. Szamold ki a kovetkez6 értékeket!
2 3 2 3

a) —|-——=+|=—=|=
3 4 3 4

c) 23—1—‘2—2‘ =
5 3

d) [(6,41-7,32)—|3,56—5,67[]-100 =

8. feladatlap




8.2. Melyik kifejezés nagyobb az alabbi kifejezésekben, haa=5, b=-4, c=0?

b

a) |a+2b| |a|+|2b

b) |a—2b| |a|—|2b

b

C) |a+b+c| |a|+|b|+|c|.

8.3. Abrazoldaz [:R >R, x> |x—1
ségével!

., &R R, x> |x|-1 fiiggvényt értéktablazat segit-

x |3 2101 |2]3]4 '
x—1]
[x-1
1
0] 1 X
8.4. Abrazold a kovetkez6 figgvényeket! 8.5. Abrazold a kovetkez6 fiiggvényeket!
f(x)=|x-4|; g(x)=|x-1; f(x)=|x|+4; g(x) = |x|+1,5;
h(x)=|x+2|; i(x)=|x+3]. h(x) =|x|-2,5; i(x) =|x|-3.
y y
1 1
0] 1 X 0] 1 X
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8.6. Abrazold a kovetkezé fiiggvényeket! 8.7. Abrazold a kévetkezd fiiggvényeket!

S =]x+2]-3; gx)=[x=3[+1; f()=~]xf; g(x)=—|x—2+3;
h(x)=|x+1]+4; i(x)=|x—4|-2. h(x)=—|x+3|+2; i(x) = —|x|-3.

Y y

1 1

0 1 X 0 | X

8.8. Olvasd le a kovetkez6, valos szamokon értelmezett abszolutérték-fiiggvények hozzarendelési
szabalyat!

YA y y Y h(x)
[AC'Y)
a(x) fx
c(x) d(x)
1 e(x) g(x)

0f 1 X | 01 X 0f 1 X
ax) = c(x) = e(x) = 9(x) =
b(x) = d(x) = f(x) = h(x) =

9. feladatlap

Masodfoku fliggvények
EMLEKEZTETO

masodfoku fiiggvény: Az /'R - R, x> ax’ +bx+c (a,b,c€ R,a #0) alakra hozhato fiiggvényt masodfoku fiiggvénynek ne-

vezziik. A fiiggvény transzformaldsanal hasznalt alakja f: R - R, x> a(x—u)’ +v (a,u,ve R,a #0).

masodfoku fiiggvény rendezett alakja: f:R >R, x> ax’ +bx+c (a#0).

masodfoku fiiggvény grafikonjanak neve: Parabola.
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FELADATOK

9.1. Abrazoldaz f:R - R, x> (x—1)°, gt R—> R, x> x’ -1 fiiggvényt értéktablazat segitsé-
gével!

’ x |3 2101234
(x—=1)°
x* -1
1
o | X
9.2. Abrazold a kovetkezé fliggvényeket! 9.3. Abréazold a kovetkez6 fliggvényeket!
S(xX)=(x+4)%; g(x)=(x+1)% S(0)=x"+2; g(x)=x"+0,5;
h(x)=(x=2)*; i(x)=(x=3)". h(x)=x>—2,5; i(x) = x> —6.
y y
1 1
0| 1 * 0f 1 *
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9.4. Abrazold a kovetkezé fiiggvényeket!

f(x)=(x-17*-2; g(x)=(x+2)*-3; h(x)=(x—4)* +4; i(x)=(x+1)* +1.

y y

1 1

0f 1 X 0] 1 X
9.5. Abrazold a kovetkez6 fliggvényeket! 9.6. Abrazold a kovetkez6 fliggvényeket!
f=—2 B0=-Fr2 f=2r e =35
h(x)=—(x=3)+4;  i(x)=—(x+5)"-1. h(x)=3x"-8; i(x) = %(x— 4)*.

y y

1 1

0] 1 X 0| 1 x
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9.7. Olvasd le a kdvetkezd, valos szamokon értelmezett fliggvények hozzarendelési szabalyat!

| oA | \ [ P | \e(x) y y [
e e\ / -\
\ \ ] | \ |/ \/ \ [ X\ /
\ N \ ’ \ / Vi) [ Ao
\ 1 A N L
[\ ol 1T/\ 1% 1\ 1 X 0/1 2
AN EYA \ /N .\
A 0 f \ A
s \ \ AR
1 \ \
I \ I
ax) = c(x) = e(x) = 9(x) =
b(x) = d(x) = f(x) = h(x) =

9.8. Olvasd le, hogy a kovetkezd, valos szamokon értelmezett fliggvények hol metszik az X tengelyt,
¢s dontsd el, hogy az értelmezési tartomany mely értékeinél nemnegativok a fiiggvények!

\LL Y | y \ YA IA
/1\
\ / \ / r \
\ / JAmEA\ \ / !
\ / T /ol \ %
0l 1 x / \
[ \ ol 1. / \
\ |/ / \ \ / \
[ \
1 x [ \
/ \
X tengely metszete: X tengely metszete: X tengely metszete: X tengely metszete:

nemnegativ tartomany: nemnegativ tartomany: nemnegativ tartomany: nemnegativ tartomany:
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Fuggvényvizsgalat

EMLEKEZTETO

fiiggvényvizsgalat: Egyszeriibb fiiggvények grafikonjan jol szemléltethetjiik a fliggvény jellemzd adatait, tulajdonséagait.
értelmezési tartomany: Az értelmezési tartomanyt az X y y
tengelyen olvassuk le. (Szemléletesen az értelmezései tar-
tomany az X tengely azon pontjai, amelyekhez tartozik gra-
fikonpont.)

értékkészlet: Az értékkészlet elemei azok az y tengely
pontok, amelyekhez grafikonpont tartozik.
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zérushely: Zérushelyek az értelmezési tartomany azon ele- \ y / y
mei, amelyeknél a fliggvény helyettesitési értéke zérus. /'/
x)=0.
(f(x)=0) \ A\ ) ongely
1 10 i
0 X S}metszete e
tengelypont: Az X=0 helyen vett helyettesitési érték. \VARViAYY 0l 1 X
Az Y tengely azon pontja, ahol elmetszi a grafikon. |/
\

novekedés: A novekedés vizsgalatakor az értelmezési tar-
tomany azon részhalmazat adjuk meg, amelynek novek-
v6 elemeihez tartozd fliggvényértékek novekednek.

(f(a)< f(b), haa<b.) Amennyiben a nagyobb helyhez
hatarozottan nagyobb  helyettesitési  érték  tartozik

»—u\\_,%
/
/

(a) f(b)}

01| 011 L'»x

(f(a)< f(b), haa<b), akkor szigoridan monoton nive- ‘ ‘
kedésrél beszélﬁnlf. .  Novekedés |
fogyas: A fogyas vizsgalatakor az értelmezési tartomany azon — T
részhalmazat adjuk meg, amelynek novekvo elemeihez tar-

toz6 fiiggvényértékek csokkenek. (f(a)> f(b), haa<b.)
Amennyiben a nagyobb helyhez hatarozottan nagyobb he-

lyettesitési érték tartozik (f(a)> f(b), haa<b), J
akkor szigorian monoton fogyasrél beszéliink. J@) /

maximumérték: Az értékkészlet legnagyobb elemét Maximum- // \\
maximumértéknek nevezziik, és azt a helyet (x), ahol érték / \
a legnagyobb értéket felveszi, maximumhelynek ne-
vezziik. A maximumértéket az y tengelyen olvashat-
juk le.

minimumérték: Az értékkészlet legkisebb elemét mi- - H \
nimumértéknek nevezziik, és azt a helyet (X), ahol a Maximum- | f(
legkisebb értéket felveszi, minimumhelynek nevez- ey hely |
ziik. A minimumértéket az y tengelyen olvashatjuk le. e \

/
/
Minimum- |
hely
\ P

B % | Minimum- |} VRE
érték \

s

N—

h\o»—n
P!

széls6érték: A maximum- és minimumértékeket egyiittesen szélsdértékeknek nevezziik.

FELADATOK

10.1. Abrazold az f: R —> R, x> 2x -2 fiigg-
vényt, és a grafikon alapjan ird le kiilonb6zd tu-
lajdonsagait!

Ertelmezési tartomany: .........................

Brtékkészlet: ...

Zérushely: ................

Tengelypont: ...................................
NoOvekedes: ...
CsOKKenés: ...

"o

SzélsOértékek: ... . .
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10.2. Abrazold az f:]R—)R,xl—)—%x+4

fiiggvényt, és a grafikon alapjan ird le kiilonb6z6
tulajdonsagait!

Ertelmezési tartomany: .........................
Ertékkészlet: ..................................
Zérushely: ...
Tengelypont: ...................................
Novekedés: ...
Csokkenés: ....................

SzélsOértékek: ... . ..

10.3. Abrazold az f: R > R, x> x> —1 fiigg-
vényt, és a grafikon alapjan ird le kiilonb6z6 tu-
lajdonsagait!

Ertelmezési tartomany: ........................
Ertékkészlet: ...
Zérushely: .......... ... ...
Tengelypont: ......... ... ...
Novekedeés: ...
Csokkenés: .................oo

Széls6értékek: ... .

10.4. Abrazoldaz f:R > R, x— —(x—2)’ +4
fiiggvényt, és a grafikon alapjan ird le kiilonb6z6
tulajdonsagait!

Ertelmezési tartomany: ........................
Ertékkészlet: ..................................
Zérushely: ...
Tengelypont: ...................................
Novekedés: ...
Csokkenés: ....................

SzélsOértékek: ... ...

Fuggvények



10.5. Abrazold az f:R—>R, x> |x+1|—3
fiiggvényt, és a grafikon alapjan ird le kiilonb6z6

tulajdonsagait!

Ertelmezési tartomany: ........................
Ertékkészlet: ...
Zérushely: .......... ... ...
Tengelypont: .................
Novekedes: ...
Csokkenés: ...................

Szélséértekek: ...

10.6. Abrazold az f:R—> R, x> —|x+3[+4

fliggvényt, és a grafikon alapjan ird le kiilonb6zd
tulajdonsagait!

Ertelmezési tartoméany: ........................
Ertékkészlet: ...
Zérushely: .......... ... ...
Tengelypont: .................
Novekedés: ...
Csokkenés: ...................

Szélséértekek: ...

10.7. Abrazold az f:R—R, x> -2 fiigg-
vényt, és a grafikon alapjan ird le kiilonb6z6 tu-
lajdonsagait!

Ertelmezési tartomany: ........................
Ertékkészlet: ...
Zérushely: .......... ... ...
Tengelypont: ...
Novekedes: ...
Csokkenés: ...................

Szélséértekek: ...

10. feladatlap




11. feladatlap

A négyzetgyokfiiggvény és a harmadikhatvany-fuggvény
v

négyzetgyok (jele: \/;): Legyen az a nemnegativ valds szam (a€ R és a > 0)! Ekkor a

\
2
Ja-n azta nemnegativ valos szamot értjiik, amelynek négyzete a: (\/E ) =a. Ja-t az \\
a szam négyzetgyokének nevezziik. \

—
T

négyzetgyokfiiggvény: Az f:R\R —R, f(x)= Jx fiiggvényt négyzetgyokfiigg-
vénynek nevezziik. \ / ]
a négyzetgyokfiiggvény grafikonja: A négyzetgyokfiiggvény grafikonja és a masodfoki 1 T
figgvény grafikonjanak jobb aga egymasnak a tiikkorképei az y = X egyenesre vonatko-
zban, igy a négyzetgyokfiiggvény grafikonja tulajdonképpen egy fektetett fél parabola. {1 X

FELADATOK

11.1. Allitsd névekvé sorrendbe a kdvetkezd szamokat!

V25; =45 V=15 Vo —\/%; Vi 0,013 V25 V=100; 420,

11.2. Az értéktablazat segitségével abrazoldaz R > R, x> Jx fliggvényt, és a grafikon alap-
jéan ird le kiilonboz6 tulajdonsagait!

Ertelmezési tartoméany: ........................
Ertékkészlet: ...
Jx Zérushely: ....... ... ...
y Tengelypont: .............................. ...

X -1 0 1 2 3

Csokkenés: ...

Minimumhely: ...

Maximumérték: ...

Fuggvények




11.3. Abrazold a kovetkezd fiiggvényeket! 11.4. Abrazold a kovetkezd fiiggvényeket!

J()=x=2; g(x)=—/x+6; f(0)=23x+1; g(x)=%\/m+3;

h(x) =x -5, i(x) =—Jx+3+3. h(x)=-3x.
Y y
1 1
0] 1 * 0| 1 X

11.5. Az értéktablazat segitségével abrazold az f: R - R, x = x° fiiggvényt, és a grafikon alap-
jén ird le kiilonb6z0 tulajdonsagait!

X -2 -1 0 1 2

Ertelmezési tartomany: ........................

. Brtékkészlet: ... ... ...
X

CsOkkenés: ... ..
Minimumbhely: ...

Minimumeérték: ... ..

Maximumhely: ............................

Maximumeérték: ...
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11.6. Abrazold a kovetkezé fiiggvényeket! y

f(x)=(x+4)"

g(x)=x’—4;

h(x) ==(x=5)";

i(x)=—(x+2)’ +5.

11.7. Dontsd el, hogy a kovetkez6 allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!

a)Az f(x)=+/x+1 figgvény értelmezési tartomanya részhalmaza a nemnegativ valos szamoknak.

b) Az f(x)=+/x—1 fuiggvény értelmezési tartomanya részhalmaza a nemnegativ valos szamoknak.

C)Az f(x)= 2x fliggvény grafikonja fél parabola.

d) Az f(x)=x’ fiiggvény grafikonja parabola.

12. feladatlap
A linearis tortfiiggvények

EMLEKEZTETO

linearis tortfiiggvény: Az f: R\{0} > R, x> 1 alaku fiiggvényt a linearis tortfliggvény alapfiiggvényének nevezziik.
X

forditott aranyossag: Ha két valtozo mennyiség Osszetartozo értékeinek a szorzata (0-tol kiilonbdzo) allandd, akkor azt mondjuk,
hogy a két mennyiség forditottan aranyos.

Fuggvények




FELADATOK

12.1. Dontsd el a kovetkezé mennyiségekrdl, hogy forditott aranyban allnak-e egymassal!
a) Egy medencét tobb csappal is feltdlthetiink. A csapok szama ¢és a felt6ltési id6 kozotti kapesola-
tot a tablazat tartalmazza.

Csapok szédma:

Feltoltés ideje (perc):

136,8

68,4

45,6

34,2

26,8

b) Palackozott tidit6italt tobbtagu tarsasagnak

ontiink ki 0igy, hogy mindenkinek ugyanannyi jusson.

Kitoltott mennyiség (d1/£6):

3,32

2,49

1,992

1,66

1,245

4

5

6

8

A tarsasag létszama: 3

12.2. Az értéktablazat segitségével abrazold az R > R, x H fiiggvényt, és a grafikon alap-
jan ird le kiilonboz6 tulajdonsagait!

LR
413 |2 4 3] 2

==

Ertelmezési tartoméany: ........................

Ertékkészlet:

Zérushely: .......... ... ...

Tengelypont: ...................................

Novekedés: ... ...

Csokkenés:

SzélsOértékek: ... . . .
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12.3. Abrazold a kovetkezé fiiggvényt! 12.4. Abrazold a kovetkezé fiiggvényt!

1 1
. xX)=—-o.
x=2 &(x) x+1

f(x)=

12.5. A transzformacios szabalyok segitségével 12.6. A transzformacios szabalyok segitségével

abrazold a kovetkezd fliggvényt! abrazold a kovetkezd fliggvényt!
1 4
S(x)=——+1. g(x)=——-1.
x x+1
1 1
011 X 011 x

Fuggvények



Szamelmélet

13. feladatlap

Oszthat6ésag
EMLEKEZTETO

0szt6: Jeloljon a egy pozitiv és b egy nem negativ egész szamot. Az a szdm a b szam osztdja, ha van olyan C pozitiv egész szam,

amellyel megszorozva a-t, a b szamot kapjuk. b = c-a. Jelolése: a|b. (Olvasd: a osztdja b-nek.) Ha az a szam nem osztéja b szam-
nak, akkor annak jelolése: a 4 b. Pl. a 6|42 (6 osztdja 42-nek), mert 1étezik a 7 pozitiv egész szam, amellyel 6-ot megszorozva 42-t
kapunk. Az 5 + 42 (5 nem osztoja 42-nek), mert nem 1étezik olyan pozitiv egész szam, amellyel megszorozva 5-6t, 42-t kapunk.

oszthatosagi szabalyok: Néhany esetben konnytii eldonteni, hogy egy pozitiv egész szam mely szamokkal oszthato. Ezeket az ese-
teket az oszthatosagi szabalyok irjak le:

1. Egy szam oszthat6 2-vel, ha az utolsd szamjegye oszthatd 2-vel. Pl. 430 oszthatd 2-vel, mert a 0 oszthato 2-vel.

2. Egy szam oszthat6 4-gyel, ha az utolso két szamjegyébdl képzett szam oszthatd 4-gyel. Pl. 3456 oszthato 4-gyel, mert 56 oszt-
hato 4-gyel.

3. Egy szam oszthato6 8-cal, ha az utolsé harom szamjegyébol képzett szam oszthatd 8-cal. P1. 3696 oszthatd 8-cal, mert 696 oszt-
hato 8-cal.

4. Egy szam oszthatd 5-tel, ha az utols6 szamjegye oszthatd 5-tel. P1. 435 oszthatd 5-tel, mert az 5 (mint utols6 szamjegy) oszt-
hato 5-tel. (Egy szam oszthato 5-tel, ha 0-ra vagy 5-re végzodik.)

5. Egy szam oszthat6 25-tel, ha az utols6 két szamjegyébdl képzett szam oszthatd 25-tel. P1. 475 oszthato 25-tel, mert a 75 oszt-
hat6 25-tel.

6. Egy szam oszthato 125-tel, ha az utols6 harom szamjegyébdl képzett szam oszthato 125-tel. Pl. 4375 oszthatd 125-tel, mert a
375 oszthato 125-tel.

7. Egy szam oszthaté 3-mal, ha szamjegyeinek Osszege oszthaté 3-mal. Pl. 246 oszthatd 3-mal, mert 2 + 4 + 6 = 12 oszthatd
3-mal.

8. Egy szam oszthat6 9-cel, ha szamjegyeinek dsszege oszthatod 9-cel. Pl. 585 oszthato 9-cel, mert 5 + 8 + 5 = 18 oszthato 9-cel.

FELADATOK

13.1. Dontsd el, hogy a felsorolt elemek mely szamoknak oszt6i! Hasznald az 0szt6ja és a nem 0sz-
toja jelolést!

a=6; b=15; c=21; d =420;
e=78; f=2835; g = 660.
0SZto
a b ¢ d osztando
ale e
atf f
g
6300
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13.2. Dontsd el az alabbi szamokrol, hogy melyik halmazba tartoznak! A halmazok viszonyarol

készits Venn-diagramot! o
Nemnegativ egészek

4344; 486; 48; 23 - N
8; 0; 76; 1110.

A = {2-vel oszthatd szamok} =

B := {4-gyel oszthat6 szamok} =

C := {8-cal oszthat6 szamok} = _ J

13.3. Dontsd el az alabbi szamokrdl, hogy melyik halmazba tartoznak! A halmazok viszonyarél

készits Venn-diagramot! Nemnegativ egészek
625; 5; 0; 270; ( )
9850; 75; 121.

A = {5-tel oszthatd szdmok} =

B := {25-tel oszthatd szamok} =

C := {125-tel oszthatd szdmok} = _ -

13.4. Dontsd el az alabbi szamokrol, hogy melyik halmazba tartoznak! A halmazok viszonyarol

készits Venn-diagramot! S
Nemnegativ egészek

4344, 486; 48; : \
23; 0; 1110.
A= {3-mal oszthat6 szdmok}=
B := {9-cel oszthat6 szamok} =
\_ J

13.5. i1j X, y és z helyére szamjegyeket gy, hogy

23x450 oszthat6 legyen 3-mal; 44325y oszthato legyen 4-gyel; 53028z oszthat6 legyen 6-tal!

X y z

13.6. Melyik az a primszam, amelyikhez 9-et adva primszamot kapunk? Lehet-e tobb is? (Szamolj
a fiizetedben!)

Szamelmélet



13.7. Dontsd el, hogy a kovetkez6 allitasok koziil melyik igaz (karikazd be), melyik hamis!

a) A 0-nak az Gsszes pozitiv egész szam osztoja.

b) Ha a 2 nem osztdja egy pozitiv egész szamnak, akkor annak dupldja sem oszthato 2-vel.

C) Ha egy szam oszthat6 3-mal, akkor annak tizszerese is oszthatd harommal.

d) Ha egy szam oszthat6 3-mal, akkor 30-cal is oszthato.

e) Ha egy 5-tel oszthatd szamhoz 5-tel nem oszthatd szamot adunk, akkor 5-tel oszthat6 szamot kapunk.
f) Két 7-tel oszthato szam Gsszege oszthato 7-tel, de a kiilonbség nem mindig oszthato 7-tel.

14. feladatlap

Primszamok, osszetett szamok

EMLEKEZTETO

primszamok: Azokat az 1-nél nagyobb egész szamokat, amelyeknek pontosan két pozitiv osztojuk van, primszamoknak nevezziik.
A primszamnak 2 osztdja van: 1 és onmaga. Végtelen sok primszam létezik.

osszetett szam: Azokat az 1-nél nagyobb egész szamokat, amelyeknek legalabb harom osztdja van, dsszetett szamoknak nevezziik.

szamelmélet alaptétele: Minden dsszetett szam felbonthatd primtényezdk szorzatara, és a felbontas sorrendtdl eltekintve egyér-
telmdi.

primtényezés alak: Egy pozitiv egész szam primtényezds alakja olyan szorzat, amelynek minden tényezdje primszam, és azonos

tényez6k esetén alkalmazzuk a hatvany alaku irasmédot. P1.: 120 =2%-3.5,

FELADATOK

14.1. rd fel a szamok primtényez6s alakjat és dontsd el, hogy melyek egyenlék!

) a=2-3-5-3-2-3= ; b) b=(-D>-2%11-2°11= ;
) c=(=2)-(-3-6= pod)d=r-4.9 0= ;
€) e=30-18= . ; ) f=C2 D)= ;
g) g=36= ; h) h=540=

c) 1260 = ; d) 4875=

14.3. Dontsd el, hogy a kovetkez6 allitasok koziil melyik igaz (karikazd be), melyik hamis!
a) Két primszam dsszege nem lehet primszam.

b) Két egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzata oszthatd 2-vel.

c) Harom egymast kovetd pozitiv egész szam szorzata oszthato 6-tal.

d) Harom egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzata biztosan nem oszthato 12-vel.

e) Létezik két egymast kdvetd paros szam, melyek szorzata oszthato 32-vel.

f) 27-nek 3 osztdja van.
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15. feladatlap

A legnagyobb ko6zos oszt6 és a legkisebb kozos tobbszoros

EMLEKEZTETO

kozos oszto: Két vagy tobb pozitiv egész szam kozos osztdja az a szam, amely az adott szamok mindegyikének osztdja.
legnagyobb kozos oszto: Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztdjan a kozos osztok koziil a legnagyobbat értjiik.
Jelolése: (a; b) vagy (a; b; ...; Q).

Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kdzos osztdjat a szamok torzstényezos felbontasabdl a kovetkezéképpen hatarozzuk
meg: valamennyi kdzds torzstényezot az eldfordulo legkisebb kitevovel vessziik, és ezeket a hatvanyokat dsszeszorozzuk.

PL (2°-3°-5;2-3*-11)=2-3°.

relativ primek: Ha két pozitiv egész szamnak egyetlen kdzds osztdja van, az 1, akkor a két szamot relativ primszdmnak mondjuk.
PL (15; 32)=1.

kozos tobbszoros: Két vagy tobb pozitiv egész szam kozos tobbszordse az a szam, amelynek az adott szamok o0sztoi.

legkisebb kozos tobbszoros: Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszordsén a kdzos tobbszordsei koziil a legki-
sebbet értjiik.

Jelolése: [a; b] vagy [a; b; ...; i].

Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszorosét a szamok torzstényezos felbontasabol a kovetkezOképpen hataroz-
zuk meg:
valamennyi el6forduld torzstényez6t az eléforduld legnagyobb kitevével vesszik, és ezeket a hatvanyokat dsszeszorozzuk.

P [23-32-5; 2-34~11]=23-3"-5-11.

FELADATOK

15.1. Készitsd el a szamok primtényezds alakjat, és hatarozd meg a legnagyobb kdzos 0sztot és a
legkisebb kozds tobbszorost!

Q) 1512= .. 1656 = ..o
(15125 1656) = ...\ U512 1656]= ..o .
D) 11025= ... ooooee e 17325 = oo
(1102517 325) = oo 0 1102517 3251= oo .

15.2. Egyszeriisitsd az alabbi torteket!
a) 00 _ ;
156
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15.3. Végezd el a kovetkez6 dsszevonasokat!

a) 2-24 - :
6 4 10
)31 4 .
4402 21 ’
27 5 2
c) — ——— =
S0 A2 AS
15.4. Kiemeléssel alakitsd szorzatta a kovetkez6 tobbtagu kifejezéseket (polinomokat)!
B) 2404 B6= ;
b) 540x—450= ;
c) 165x—231y+99 = ;

15.5. Melyik az a legkisebb szam, amely oszthatd 30-cal és 42-vel?

15.6. Dontsd el, hogy a kovetkez6 allitasok koziil melyik igaz (karikazd be), melyik hamis!
a) Két kiillonb6z6 primszam relativ primszam.

o

b) Ha egy tort szamlaldja és nevezdje relativ prim, akkor mar nem egyszeriisithetd tovabb.

C) Ha két szam legkisebb k6zos tobbszordse 23, akkor nem lehetnek relativ primek.

d) Ha két szam legnagyobb kdzos osztoja 27, akkor nem lehet a legkisebb kozds tobbszordsiik 27.
e) Ha két szam koz0s osztdja 6, de ez nem a legnagyobb kozos 0sztd, akkor egyik szam sem lehet 6.

16. feladatlap

Szamrendszerek

EMLEKEZTETO

szamok helyiértékes szamitasi rendszere: Minden szam felirhato tiz jellel, azaltal, hogy minden jelnek alakiértéket és helyiérté-
ket tulajdonitunk.

(PL. A|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| alakban megadott szammal nehéz szamolni. Ezért érdemes egy rovidebb megadasi modot
kitalalni, példaul tizes csoportokba rendezni a palcikakat:

ORI AT RO NI AR RO OO AT HRIRETIEIIIIE - i meehaco

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 agy, hogy ||l - © meg |||||
g Az elsé tizenegy palcikat at-

100 irva (®)) - ® meg ||||| alaka
lesz a szam.) A gyakorlati életben a 10-es szamrendszert hasznaljuk. Legelegansabb megadasi modja a szamnak, ha a szamjegyek
pozicidjanak helyiértéket tulajdonitunk. Vagyis jobbrol balra haladva az els6 szamjegy az egyesek szamat, a masodik szamjegy a
tizesek szamat, a harmadik pedig a szazasok szamat adja meg.
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szamrendszer alapja: Megmutatja, hogy az egész szamot hanyasaval csoportositjuk; szamrendszer jelolése: A szamrendszer alap-
Jjat a szam jobb als6 indexeként adjuk meg. A tizes szamrendszerben megadott szamoknal nem szokas a az alapot feltiintetni. P1. 234,
234,, 234,,=234.

atvaltas tizes szaimrendszerbe: A tizestdl eltérd szamrendszerbeli szamot ugy valthatjuk at, hogy a he-
lyiértéken 1évo szam alaki értékét megszorozzuk a helyiértéknek az alap megfeleld hatvanyaval, majd az
igy kapott szorzatokat dsszeadjuk. Pl. 4021, =4-5°+0-5*+2-5+1=511.
atvaltas tizes szamrendszerbdl: Egy tizes szamrendszerben adott szam tizestdl eltérd r alapu szamrend-

189 atirdsa 5 alapu
szamrendszerbe

szerbe val6 felirdsanak egyik modszere nagyon hasonlit a primtényezékre bontasra. Hizzunk egy fliggd- 189 4

leges vonalat, majd a bal oldalara irjuk le a szamot. Az adott szamot elosztjuk az 01j szamrendszer r 37 ) 1224
alapjaval. Azt, hogy hanyszor van meg a szamban az alap, a szam ala irjuk, a maradékot pedig a vonal jobb 5
oldalara a szdm mellé. A bal oldalon 1év6 szamot hasonlé modon ismét elosztjuk az alappal, és az eljarast 7 2

folytatjuk egészen addig, amig a bal oldalon nulla nem jelenik meg. Ekkor a szam 0j szamrendszerbeli 1 1

alakjat lentrdl felfelé olvashatjuk el. 0

FELADATOK

16.1. Kati nem tizes alapt szamrendszerbeli szamokat kezdett atvaltani tizes szamrendszerbeli
szamma. Hatarozd meg a szamok szamrendszerbeli alapjat! Szamold ki a tizes szamrendszerbeli ér-
tékiiket!

a) 2-57+3-5+1= ... s b) 24243441 =

C) 2-3+2:3+1= ... s d) 5847 843= .

16.2. Valtsd at tizes szamrendszerbe a kovetkez6 szamokat!

16.3. Alakitsd at a tizes alapu szamokat 5-0s alapu szamrendszerbe!

) [3] b [3) 9 [5]

73 342 2045

16.4. Szamitsd ki a 2 hatvanyait, és valtsd at tizes szamrendszerbe a kovetkezo kettes szamrend-
szerbeli szamokat!

28 27 26 23 24 23 22 21 1

a) 101,

b) 100, = ;

c) 111,

d) 110, =

Szamelmélet




16.5. Valtsd 4t tizes szamrendszerbe a kovetkezo kettes szamrendszerbeli szamokat!

) L0y = ;
) A0 0, = ;
c) 111001, = ;

16.6. Alakitsd at a tizes alapu szamokat 2-es alapt szamrendszerbe!

a) @ b) @ C) @

9 19 28

16.7. Alakitsd at a tizes alapt szamokat 2-es alapt szamrendszerbe!

) 3] D [1] 9 [3]

32 50 100

16.8. Dontsd el, hogy a kovetkez6 allitasok koziil melyik igaz (karikazd be), melyik hamis!
a) A 253 nem lehet 4-es szamrendszerbeli szam.

b) A 19 502 lehet 9-es szamrendszerben megadott szam.

C) A harmas szamrendszerben a szamok leirasahoz négy szamjegy sziikséges.
d) 101, #101,.
e) 11, =100,.

f) 101, £1010,.

16. feladatlap




Hatvanyozas

17. feladatlap

Egész kitevés hatvanyok

EMLEKEZTETO

pozitiv egész kitevojii hatvanyok: Barmely szam elsé hatvanya dnmaga. (a' =1, ahol a€ R.) Egynél nagyobb egész szam kitevdji
n db

szamot annyiszor szorozzuk meg 6nmagaval, amennyit a kitevé mutat. (a" =a-a-...-a, aholae R ésne Z" \ {1}.) Pl.: 2' =2;

- (-3 e (333
3 3 3 3 3

permanenciaelv: A hatvany fogalmat Ggy terjesztjiik ki az egész szamok korére, hogy a pozitiv egész szamokra érvényes azonos-
sagok tovabbra is érvényben maradjanak.
negativ egész Kitevéji hatvany: Barmely nullatol kiilonb6z6 szam negativ egész kitevdji hatvanyan, a szam reciprokanak ellen-

-3

tett kitevdjii hatvanyat értjiik. (a™" = Ln, aholae R\{0}, ne Z").Pl. 27 = %; (%J = 11 5.
a

nulla kitevéji hatvany: Barmely nullatol kiilonbozé szam nulla kitevéjii hatvanya 1. (a° =1, ahol ae R\ {0}.)

0 2Y 0
PL 3’ =1 3 =1; (-2)°=1.

hatvanyozas azonossagai: Az a = 0 csak a pozitiv egész kitev6jli hatvanyok esetén érvényes, és b # 0, amennyiben b a nevezében
talalhato.
m n

1. a"-a"=a"", 2. a":a"=a"" vagy masképpen

3. a"b' =(a-b) 4. a":b"=(a:b)" vagy masképpen a =[£)n;
5. (a'” )” =q"" =(a")m.

FELADATOK

17.1. Szamitsd ki a kovetkez6 szamokat!

a) 2-10° +12-107° +375-10" =

b) 4-27'+20-22+24.27 = :

c) 1,8-3'+1,8-37-54-37 =

17.2. Hozd egyszeriibb alakiira a kdvetkezo kifejezéseket!
a) 2°.37.5".27.3".57 = ;

-4 5 7 6 11 5 -9 -2 -12
b) a”-b’-¢c"-a”-b -c-a”-b-c "= ;

20 4 -6 -13 -4 3 10 -10
c)x .y.x -z X .y ZTeX -z =

Hatvanyozas



17.3. Hozd egyszeriibb alakura a kovetkezo kifejezéseket!

17.4. rd fel a kovetkez6 szamokat 2 hatvanyaként!

16°-82.20.473
a) 3 ) =
32° .64

1y 1 2
by | -] 16> —. = =
)(4) 8 128

17.5. Primtényezds felbontas segitségével hozd egyszeriibb alakra!

) 48°-50*-36" _ _
96%-60%-75° ’

72°.90°-328°
(70-63) 24

17.6. Toltsd ki a megfelel6 kitevoket!
Ll Ll Ll
a) 169=8D=G) =64D=(%j ; b) 278=3D=(é) =81D=(L)

17.7. Szamologép hasznalata nélkiil dontsd el, melyik nagyobb!

b)

a) 10 vagy 20°; b) 3" vagy 5".

18. feladatlap
Szamok normalalakja

EMLEKEZTETO

szamok normalalakja: A ¢-10" alaka szdmot a szdm normalalakjanak mondjuk, ha 1< |q| <10 és k egész szam.
mantissza: ( a normalalakl szdm mantisszaja.

FELADATOK

18.1. Fejezd ki normalalakban a kovetkez6é szamokat!

a) 6240000000=......................... ; b) =5430000= ............................. ;
C) 1000 = ... cd) 000123 = :
€) —0,000034= ... ... C ) 0,000= :
0) o=

8O

18. feladatlap




18.2. A normalalaka szamokat ird 4t a tizes szamrendszerbeli alakba!

) 2,47-10°= ... C D) 10 = :
C) =5,6-10% = . ... cd) 342107 = :
) 107 = i c ) —L66-107 =

18.3. Add meg a kovetkez6 szorzatok eredményét normalalakban!

a) 2,4-10°-3-107 = ... ;o b)(-2:107)-1,35.107= :

c) 2,4-10°-3,1-107-5-10* = .............. ;d) —10°+(=1,25-10%)(=5)-10* = ... .

18.4. Alakitsd normalalaktra a kovetkez6 szamokat!

a) 247-10° = ... ;b)) 0,0234-10° = ... ;

C) 54,7-10™ = ... cd) —0,13410" = .. .

18.5. Add meg a kdvetkezé hanyadosok eredményét normalalakban!

) 4,84-10° ) b) 4,84-10° _
4-10% ’ 4107 ’
) 7,26-107° _ ) 1,35-107 _
L2110 oo ’ 5.1072

18.6. Végezd el a miiveleteket, és add meg az eredményt normalalakban!

8-10-4,5-10° _
1,2:10°-10°

a)

Hatvanyozas




2,25-107-8,82-10"
2,1-10°-1,5-10°

18.7. Alakitsd 4t a kovetkezd szamokat gy, hogy mindegyikben a tizhatvany 10° legyen!

a) 2,33-10°= ... ;
b) 2,34-10°= ;
C) —2,35-10" = ;
0) —23,6=. 0 i .

18.8. A prefixumtablazat segitségével valtsd at méterbe és alakitsd at normalalakuva a kovetkezd

mennyiségeket!

a) 200 M= ... . ;
b) 45mm= ... .. ;
C) 260 PIM = ... ;
d) 76 GM= ... ;
€) 800 MM = ... ... ;
f) 5,63 Tm= ... . . . .

18. feladatlap

Elétag Tele Decimalis
(prefixum) SZ0rz0
tera- T 102
giga- G 10°
mega- M 10
kilo- k 10°
hekto- h 10!
deka- da 10%
deci- d 107!
centi- c 1072
milli- m 1073
mikro- n 10°¢
nano- n 107°
piko- p 10712
femto- f 10713
atto- a 10718




Polinomok, algebrai tortek

19. feladatlap

Polinomok

2 77

EMLEKEZTETO

algebrai kifejezés: Algebrai kifejezést kapunk, ha benne szamokkal és valtozokkal csak az dsszeadast, kivonast, szorzast, osztast,

+ f 1
hatvanyozast és gyokvonast véges szamban alkalmazzuk. PI.: ax z ;X =2xy+yh 37 —Ex.
ay—
egytagu algebrai kifejezés: Olyan algebrai kifejezés, amelyben a szamokra és betlikre csak a szorzast és a pozitiv kitev6ji hatva-
nyozast alkalmazzuk.

rendezett egytagi algebrai kifejezés: A rendezett egytagban balrdl jobbra haladva egy szam és kiilonbozé valtozok (betiik) vala-
milyen hatvényai szerepelnek. Pl. rendezett egytag: 2-x* - y; nem rendezett egytag: x*-2-y; x*-y-2.

egyiitthatd: A rendezett egytagban szerepld szamot az egytag egylitthatojanak nevezziik. P1. %xz egyiitthatoja %; x* egyiitthatéja
1;a —x egyiitthatéja —1.

egynemii egytagok: Két tagot egynemiinek mondunk, ha legfeljebb az egyiitthatokban kiilonboznek. Pl. az 1axz, ax® és —3ax’
kifejezések egynemiiek. 3

tobbtagu algebrai kifejezések: Az egytagt kifejezések Osszege vagy kiilonbsége. Pl. kéttagu kifejezés: 4a +2; haromtagu kifeje-
7és: Sxy+2ab—ax’.

egész kifejezés: Olyan egytagu kifejezés, amelynek nevezdjében nincs valtozo.

polinom: Rendezett tobbtagu egész kifejezés. Pl. 3xy + %ab2 +0,23.

egytagu kifejezés fokszama: A kifejezésben szerepld betiik fokszamanak 6sszegét a tag fokszamanak nevezziik. Pl. a —5ab’c’ egy-
tagu kifejezés fokszama 6 (az a kitevdje 1). A 123 egytagt kifejezés fokszama 0, mert nem tartalmaz betiiket.
polinom fokszdma: A polinomban szereplé egytagok fokszamai koziil a legnagyobbat a polinom fokszamanak tekintjiik.

Pl. —ax? + 5xy + 2ab+1 polinom harmadfoku, mert a tagjainak fokszama koziil a 3 a legnagyobb. (A tagok fokszdma sorrendben:
3,2,2,0)

FELADATOK

19.1. Rendezd a kovetkezd egytagokat!

19.2. Allapitsd meg a kdvetkezd polinomok tagjainak fokszamat, majd hatarozd meg a polinomok
fokszamat is!

a) p(x)=3x"y" —4x’y+5xp%; b) g(x)=-a’x>y* —3ax’ +5x°y’;
C) r(x)=3x"—4x’+5x+5; d) s(x)=-x"—4x>+5x-1.

19.3. Az alabbi két polinombdl ird a tablazatba a megfelel6 tagot!

p(x)=2"y+4x’y +xy+5 p(x)=x'—x +2x* +x

Konstans tag

Elséfoku tag
Masodfoku tag

Harmadfoku tag

Polinomok, algebrai tortek



19.4. A leiras alapjan azonositsd az alabbi kifejezésekben a meghatarozott kifejezéseket!
(34xy2 - a3bzc)(34xy2 - a3bzc) +5d (34xy2 - a3bzc) xyz—a’b’c

a) Mi az els6 tag masodik tényezdje elsé tagjanak masodik tényezdje?
b) Mi a masodik tag harmadik tényez6je masodik tagjanak masodik tényezoje?

C) Mi az elsé tag els6 tényezdje masodik tagjanak egyiitthatoja?

19.5. Az alabbi kifejezések koziil valogasd ki a polinomokat!

2 2
Xt 2% l; X 3ab; x*=2x+3; x+2; 5; 3 )
x 2 5 x=2 4

POlINOMOK: .o

19.6. Adottak az x*; —2x; a'b’; x* +2x; %y3—3y; a’tb+ab® +b*; X +xP+x+1; —§x3+x;

—4a’b + 5ab; % polinomok.

a) Melyek az egyvaltozos polinomok? ........ ... ... .. ;

b) Melyek a tobbvaltozos polinomok?............. .. ... . ;

) Melyek az X valtozora nézve els6foku polinomok?. ... ;

d) Melyek az x valtozora nézve masodfoku polinomok? ........................................ ;

e) Melyek az egytaglak? ....... ... .. ... ;

f) Add meg az egytagliak egyiitthatoit! ......................... . :
20. feladatlap

Polinomok szorzasa

EMLEKEZTETO

egytagok szorzata: Egytagok szorzata egytag. A szorzat egyiitthatdja a tényezok egylitthatojanak szorzata. Az egytagban szerepld
koz0s alapli hatvanyokat dsszeszorozzuk, a kiilonbozo alapt hatvanyok szorzatat csak jeldljiik. Pl. (2x2 ¥ ) -(3x3z) =6x"y’z.

tobbtag szorzasa tobbtaggal: Tobbtagot tobbtaggal ugy szorzunk, hogy az egyik tobbtag minden tagjat megszorozzuk a masik
tobbtag minden tagjaval, és a kapott szorzatokat dsszevonjuk.

20. feladatlap




FELADATOK

20.1. Bontsd fel a zarojeleket, és vond 0ssze az egynemii tagokat!
a) (23x7 —42x+31) —(—13x" = Sx+1)+(6x7 —x=25)= ...

20.2. Bontsd fel a zarojeleket, és vond 0ssze az egynemii tagokat!

a) x(x3—10x2+4x—1)—x2(4x2 —3x+2): .......................................................

Polinomok, algebrai tortek




20.3. Végezd el a kdvetkez6 szorzasokat, €s vond 0ssze az egynemii tagokat!
A) (X4 2)Bx—=4)+ (B ) (2= 2X) =

D) (2x = S)(=x +4) = (X 6) (B 2) = oo
C) —2(2x = 5)(2X +4) = 3(63+ 2)(5X +3) = oo
) =5(3x = 1)(=3x+2) = 4(x = DB =2) = .o
20.4. Végezd el a kdvetkez6 szorzasokat, és vond 0ssze az egynemil tagokat!

a) (Bx+2)(3x” +2x—4)+ (& = Tx=3)(-2x D=
b) (8x—2)(—2x" —6x+3)—(x" +2x+6)(2x+12)= ...
€) —2(5x*=2x=5)(7Tx=3)=3(Sx—2)(5x*=5x+3)= ...

Nevezetes szorzatok

EMLEKEZTETO

(a+b)(a—-b)=a*>—b": Két tag 5sszegének és ugyanazon két tag kiilonbségének a szorzata a két tag négyzetének a kiilonbségével
egyenld.

(a+b) =a’ +2ab+b’: Két tag bsszegének a négyzete: az elsd tag négyzetéhez hozzaadjuk az elsé és a masodik tag kétszeres szor-
zatat és a masodik tag négyzetét.

(a—b)* =a* —2ab+b*: Két tag kiilonbségének a négyzete: az elsd tag négyzetbdl levonjuk az elsd és a masodik tag kétszeres szor-
zatat és hozzaadjuk a masodik tag négyzetét.

Két tag dsszegének és kiilonbségének kobe: (a+b)’ =a’ +3a’b+3ab” +b’. (a—b)’ =a’ —3a’b+3ab> -b’.

FELADATOK

21.1. A megfeleld nevezetes szorzat alkalmazasaval alakitsd tobbtagu kifejezéssé a hatvanyokat!

21. feladatlap




21.4. A megfeleld nevezetes szorzat alkalmazasaval alakitsd tobbtagu kifejezéssé a hatvanyokat!

a) (x—D(x+D)= ... 50b) (u=2)u+2)= .. ;

c) B+y)B—y)= 0d) (urvY(u—v)= .

21.5. A megfelel6 nevezetes szorzat alkalmazasaval alakitsd tobbtagu kifejezéssé a hatvanyokat!

@) (x4 ¥) X = Y ) = ;
b) (%u+vj(%u—vj= .

3 3
C) (Ax+ 5y AX =5 = ;

d) (%u+3vj(%u—3v): .
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21.6. Hozd egyszeriibb alakra az alabbi kifejezéseket!
a) (a+b) —(a—b)*—4ab=

a) (x+1)7 = s b)) (Y=2)Y = ;
c) (x+y)Y = sod) B=y) = ;
e) (ab+5Y = ... ... D) (6=xy) =

21.8. Dontsd el, hogy a kovetkezo allitasok koziil melyik igaz (karikazd be), melyik hamis!

a) Az (a+b)* szorzat kéttagh kifejezéssé alakithat6 at.

b) Az (a—b)* szorzat haromtagi kifejezéssé alakithato at.

¢) Az (a—b)(a+b) kifejezés azonos az (a —b)* kifejezéssel.

d) Az (a—b)(a+b) szorzat kéttagt kifejezéssé alakithato at.

e) Az (a+b)* és (a—b)* kifejezések atalakitasa utan az a® és b’ tagok el6jele mindig pozitiv.

f) Az (a+b)* és (a—b)’ kifejezések atalakitisa utan a 2ab tagok eldjele mindig pozitiv.

22. feladatlap

Polinomok tényezékre bontasa

EMLEKEZTETO

@' +b' =(a+b)(a’—ab+b’). a’—b'=(a—b)(a’+ab+b’).
kéttagu polinom szorzatta alakitasa: Amennyiben szorzatta alakithato a kifejezés, ugy alapvetden két modszerrel érdemes pro-
balkozni: a kozos tényezok kiemelésével, és/vagy az a* —b* = (a — b)(a + b) azonossaggal.

haromtagn polinom szorzatta alakitasa: Altaliban kiemeléssel és/vagy az a® T 2ab+b* = (a Tb)* azonossag alkalmazisa a cél-
ravezeto.

négytagu polinom szorzatta alakitisa: A kiemelésen kiviil sok lehetéség adodik. Az egyik emlitésre mélto a csoportositva kieme-
Iés. Pl. ax+ay+bx+by=a(x+y)+b(x+y)=(a+b)(x+y).

22. feladatlap




FELADATOK

22 1. Kiemeléssel alakitsd szorzatta a kovetkez6 kéttagu polinomokat! (Vigyazz! Kiemeléskor a za-
rojelben pontosan ugyanannyi tagnak kell szerepelnie, mint az eredeti kifejezésben!)

@) 2xXPH6X= 5 b)) XYHSXTY= ;
c) By H+3xy = sod) 12y+24y = ;
) —X —2= ;0 f) x(2-a)-22-a)= ... ;
g) 3x(x+y)+4y(x+y)= ...

22.2. Csoportositva kiemeléssel alakitsd szorzatta a kdvetkez6 polinomokat!

@) 2a+ax+2b+bx= ;
b) ax=3a+bx—=3b=__ ;
C) SX =25+ ax —5a = .. ;
) X = 3= X 3 o ;
€) Ax+ 12— bx—3b = ;
) 5X = 10X Y — VX 2 = .

22.3.Az a’ —b* = (a+b)(a— b) azonossag alkalmazasaval alakitsd szorzatta a kovetkezd kéttagn
polinomokat!

a) X =y = s b)) at—l= ;

c) X —d= sod) 9—at= ;
4 1

e) A4x =y = ; —x'——y’= ;

) 4x -y D T T T

g) éx2—64: soh) 4atx =Byt =

Polinomok, algebrai tortek




22.4.Az a* —b* = (a + b)(a — b) azonossag alkalmazasaval alakitsd szorzatta a kovetkezd kéttagt
polinomokat!

a) (X4 2) = 0% = ;
D) Xt = (X =) = ;

C) (2x =) =0 = ;

A) (2 = 1) = (Xt 3) T = e .

22.5. Dontsd el, hogy a kovetkezo kifejezések koziil melyik alakithato szorzatta! Amennyiben le-
hetséges, végezd el a szorzattd alakitast!

22.6. Kiemelés és az a> — b*> = (a + b)(a — b) azonossag alkalmazasaval alakitsd szorzatta az aldbbi
kifejezéseket!

a) 2x7—18= . .. . sob) ax® =25a=........................ :
2
) Ba’+12a= ... ; d) —a2x2+x7= ;
4, 1 5 ;5
— X ——= ; ——x +20x=
S T DX v 0=

22.7.Az a* F2ab+b*> = (a T b)* azonossig alkalmazasaval alakitsd szorzatta a kovetkezd harom-
tagl polinomokat!

a) X A2x+1= s b)at—da+d= . ;

C) X H6X+9= sod) 16=8a+a’= ... ;

e) X +dxy+y = D) AP Ay Yyt = .

22.8. Kiemeléssel és az a® F2ab+b*> = (a £b)’ azonossig alkalmazisaval alakitsd szorzatta a ko-
vetkezO haromtagu polinomokat!

a) 2a° —12a+18= ... ; b) 3ba®—24ba+48b= .. ... .. ... .
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22.9.Az a’ b’ =(a ib)(a2 tab +b2) azonossagok alkalmazasaval alakitsd szorzatta a kovet-

kezd kifejezéseket!

) X =8 = s b)) X A2T = ;
c) 125—x = .. sod) 6A+XT=
23. feladatlap

Algebrai tortek

algebrai tort: Két polinom hanyadosat algebrai tortnek nevezziik, ha a tort nevezdje legalabb elséfoku polinom. Pl.
2 X1

x 1+x*

FELADATOK

23.1. Egyszertsitsd az alabbi algebrai torteket! (Ha sziikséges dolgozz a fiizetedben!)

3% +ab—x
3x ’

6a’b 66a’x’

Ay s b)) 5= ;
0a® e SAGDKS e
36a’b*x B . 2(a —2)2 _
6261b2x3 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ ’ a(a — 2)2 ..................................

23.2. Alakitsd szorzatta az algebrai tortek szamlaloit és nevezdit, majd egyszerisitsd a torteket!
(Ha sziikséges dolgozz a fiizetedben!)

2x+2y

; b = ;
3x+3y ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ bx—by .....................................
x*-25 ) 49-y°
X455 ’ 7—y .................................... ’

23.3. Alakitsd szorzatta az algebrai tortek szamlaloit és nevezoit, majd egyszerisitsd a torteket!
(Ha sziikséges dolgozz a flizetedben!)

X+ 2xy+ ) x> +6x+9
) 2 y 2 y = ’ b) 2 - s
X y ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, x _9 .................................
x'—4x+4 2x* +20x+50
) —5——= ; d) = .
X _4 .............................. 3x +15x ............................
23.4. Hozd kozos nevezore az alabbi algebrai torteket! (Ha sziikséges dolgozz a fiizetedben!)
1 1 2 3 1
a) —+—= ; b)) =———=S+—= ;
) A D e ) @ At e
g3 2 g2
x_z x+1 ............................. x+1 1_x ...............................
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23.5. Hozd egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket!
x-3  x’-9
D < T o e

5x* =20 4x+8

x2+4x+4'10x—20_ .......................................................................... )

23.6. Hozd egyszerlibb alakra a kovetkezo kifejezéseket!

3x-2 C3x+2

a :
) 0x2 12 44 Ox% 4

4x* +20x+25 2x+5
i L B ’

b)

Egyenletek, egyenlétlenségek

24. feladatlap

Egyenlet grafikus megoldasa

EMLEKEZTETO

egyenlet grafikus megoldasanak médszere: Az egyenlet mindkét oldalat a valtozo egy-egy fiiggvényeként fogjuk fel. A fiiggvé-
nyeket k6z6s koordinata-rendszerben abrazolva leolvassuk a grafikonok metszéspontjahoz tartozé valtozdértékeket.

FELADATOK

24 1. Grafikus Gton keresd meg a kovetkez6 egyenletek megoldashalmazat!

a) 2x-2=T-x; b) 2x—4=-3x+1],

—
p—
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y y
1 1
0| 1 X 0] 1 X

24.2. Grafikus uton keresd meg a kovetkez6 egyenletek megoldashalmazat!

a) (x+2)" =—x; b) (x-3)-1=3.
y y
1 1
o 1 x 0] 1 X

Egyenletek, egyenlétlenségek




24.3. Grafikus uton keresd meg a kovetkezo egyenletek megoldashalmazat!

a) |x|=3; b) —|x|=x+3;

y y

1 1

0] 1 X of 1 X
o) |x=2/+1=x+1 d) |x+2/+2=x+4.

y y

1 1

0 1 X o 1 X
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24.4. Grafikus uton keresd meg a kovetkezo egyenletek megoldashalmazat!

a) (x=2) =—(x-2)"+2; b) (x+3)*-1=(x+1)>-1

y y

1 1

0| 1 X 0] 1 X
c) —(x+1)°+4=(x-2)"-1; d) —(x+2)°+4=(x+1)>-1.

y y

1 1

0| 1 x 0 1 x
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25. feladatlap

Egyenlet megoldasa értelmezési tartomany
és értékkészlet vizsgalataval

EMLEKEZTETO

értelmezési tartomany vizsgalata: Az egyenlet algebrai megoldasa eldtt érdemes az egyenletben szerepld kifejezések értelmezési
tartomanyat megkeresni, mert az egyenlet csak akkor oldhaté meg, ha a kifejezések értelmezési tartomanyainak van kdzos része. Ha

nincs kozos rész, akkor az egyenlet biztosan nem oldhaté meg. Pl. a x—1—+/—x =0 egyenlet biztosan nem oldhaté meg, hiszen

\x—1 értelmezhetd, ha x > 1, és v/—x értelmezhetd, ha x < 0. A két feltétel egyszerre soha nem teljesiilhet.
értékkészlet vizsgalata: Az egyenletmegoldast sok esetben leegyszeriisiti, ha az egyenletben szerepld kifejezések értékkészletét el-

lendrizziik, hiszen az egyenlet csak akkor oldhaté meg, ha a kifejezések értékkészleteinek van kozos része. Pl. Jx=-2 egyenlet-
nek biztosan nincs megoldasa, mert a négyzetgyokfiiggvény csak nemnegativ értéket vehet fel, igy soha nem lehet —2.

FELADATOK

25.1. Az egyenletek értékkészletének vizsgalataval allapitsd meg, hogy melyik egyenlet oldhato
meg! Jelold M-mel a megoldhat6 és N-nel a nem megoldhaté feladatot! Amennyiben az egyenlet
megoldhato, keresd meg a megoldasokat is! (Ha szilikséges dolgozz a fiizetedben!)

a) Nx—=2=-2; b) Nx+2=0;

¢) Nx-2+4=0; d) Jx =-9;

e |x+3|=-1; 1) |x-1=0.

25.2. Az egyenletek értékkészletének vizsgalataval allapitsd meg, hogy melyik egyenlet oldhatod
meg! Jelold M-mel a megoldhat6 és N-nel a nem megoldhat6 feladatot! Amennyiben az egyenlet
megoldhato, keresd meg a megoldasokat is! (Ha szilikséges dolgozz a fiizetedben!)

a) Nx=2 ==Jx-3; b) Nx=2+Jx+3+/x=0;
c) \/x—2+|x—2|=0; d) |x—2|=—|x+2|.

25.3. Az értékkészlet vizsgalataval oldd meg a kovetkez6 egyenleteket! (Ha sziikséges dolgozz a
flizetedben!)

a) (x=2)"+(y+3)°=0; b) Jx+2+.3—y =0;
o) (x+1)>+(y—1)7+2>=0; d) Nx+2+BB3—y+Jz=0.

25.4. Allapitsd meg az egyenletek megoldhatosagat az értelmezési tartomany vizsgalataval! (Ha
szlikséges dolgozz a fiizetedben!)

a) Nx—2 =+/1-x; b) Nx—1-+-2-x=0;
¢) Nx—=2=~2-x; d) Nx—=5=+/x-5.

25. feladatlap




25.5. Allapitsd meg az egyenletek megoldhatosagat az értelmezési tartomany és értékkészlet egyiit-
tes vizsgalataval! (Ha sziikséges dolgozz a fiizetedben!)

a) Nx—2=2-x; b) Nx+2=-3-x.

26. feladatlap

Egyenlet megoldasa szorzatta alakitassal

EMLEKEZTETO

egyenlet megoldasa szorzatta alakitassal: Az eljaras 1ényege abban all, hogy az egyenlet egyik oldalan kizardlag a 0 szerepel.
Ekkor, ha sikeriil szorzatta alakitani az egyenlet masik oldalat, konnyebben megoldhat6 egyenleteket kaphatunk, mivel a tényez6k
0 voltat egyenként vizsgalhatjuk meg. Egy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0. Pl

az (x—2)(x—1)(x+2) =0 egyenlet megoldasai az (x—2) =0, az (x—1)=0 ¢és az (x+2) =0 egyenletek megoldasai. (A megol-

dasok: x, =2, x,=1, x;=-2.)

FELADATOK

26.1. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket a racionalis szamok halmazan!

a) 2x+4)(10-5y)=0; b) 2x+D)(8—y)z+4)=0;

0 (4—x>(3y+5>(%z—1)=o; 4 (%x—lj(%y—l)(%z—l)zo;
e) 2x(3y—6)(%z—2)=0; 1) 3x(2z-3) =0.

26.2. Oldd meg a kovetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) (x=2)(x+3)=0; b) (4—x)(-0,25+x)=0;

¢) (5x=2)(3x+3)(2x—6)=0; d) (0,4—x)(=0,125+x)(2x+1,26) = 0.

Egyenletek, egyenlétlenségek



26.3. Alakitsd szorzatta az egyenletek bal oldalat, és oldd meg az egyenleteket a valos szamok hal-
mazan!

a) x(x=1L5)+2(x-1,5)=0; b) x(x+4)—%(x+4)=0;
¢) §(2x+3)—3(2x+3)=0; d) x[x—%)—%(x—%)=0;
e 2x(%x—3)+10(%x—3)=0; f) x[%x+%)—9(%x+ijzo.

26.4. Csoportositva kiemelés modszerével alakitsd szorzatta az egyenletek bal oldalat, s oldd meg
az egyenleteket! (Az a és a b paraméterek.)

a) x> +2x+3x+6=0;
b) x*—5x+4x-20=0;

c) x*+4x+4x+16=0;

1

d) x2—3x+—x—§=0;
2 2

e) axta+x+1=0;

f) bx=5b+4x-20=0.

26.5. A nevezetes azonossagok hasznalataval vagy a kiemelés modszerével alakitsd szorzatta a za-
rojelben 1évo kifejezéseket, majd alakitsd szorzattd az egyenletek bal oldalat és keresd meg az igaz-
sdghalmazukat!

a) (¥ +4x+4)+(x* +2x)=0; b) 2-(x*=6x+9)—(x*-3x)=0;

¢) (¥ =10x+25)+(x* =5x)=0; d) (¥ +8x+16)+(3x+12)=0.

26. feladatlap




27. feladatlap

Egyenlet megoldasa rendezéssel 1.

EMLEKEZTETO

egyenlet algebrai megoldasa: Az algebrai megoldas a mérlegelven alapul, vagyis ha egy egyenlet mindkét oldaldhoz hozzaadjuk,
kivonjuk ugyanazt a szamot, valamint szorozzuk vagy osztjuk ugyanazzal a (nem 0) szammal, akkor az egyenlet igazsaghalmaza nem
valtozik.

FELADATOK

27.1. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket!
a) —2,56-4,7x-3,45+5,81x=2,45-3,1x—-2,46+2,21x;

b) 1,83+2,34x-4,27-4,34x=0,45-3,1x+2,11+2,1x.

27.2. Oldd meg a valos szamok halmazan a kdvetkez6 egyenleteket!
a) 2(3x—11)-3(4x+5)=—-2x+7)-2(x+12);

b) —(2x—11)-2(5-2x) =4(3x—1)-2(3x +1,5).

27.3. Oldd meg a valos szamok halmazan a kdvetkezd egyenleteket!

a) -2(3x+5-(x-4-3(-2x—4)))=6x+11;

b) 0,2(7-x-2(3-6x+5(10x+3)))=-21x+0,6.

27.4. Oldd meg a valos szamok halmazan a kdvetkezd egyenleteket!
a) (2x+5)3x—1)+(Bx—4)(2-3x)=-3x"+28x+17;

b) 2x+2)(3-x)—3(2x—3)(2x—1) = —14x> +13x - 23;
¢) —(2x=3)(5x—1)—2(3—2x)(4—6x) = —34x> + 68x — 28.

Egyenletek, egyenlétlenségek




27.5. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket!
a) (x+2)" +4x=(x+7)"-39;

b) (2x—2)* +3x=4(2-x)* -1

28. feladatlap

Egyenlet megoldasa rendezéssel 2.

EMLEKEZTETO

algebrai torteket tartalmazo egyenlet megoldasa: Algebrai tortet vagy torteket tartalmazo egyenletek egyik megoldasi lehet6sége
a kozos nevezore hozas. Ekkor a nevezok legkisebb kdzos tobbszordsét valasztjuk k6zos nevezének. Fontos ligyelni arra, hogy a ne-
vezdben 1évo kifejezés nem lehet 0.

kikotés: Ezeket a lehetOségeket a megoldas megkezdése el6tt érdemes megkeresni. Pl. az al ) = 3 3 egyenlet mindkét oldalat ha
x-3 x-
kikotés nélkiil megszoroznank (x —3)-mal, akkor x =3-at kapnank megoldasnak, de lathatjuk, hogy az egyenletnek a 3 nem lehet

megoldasa, mert a nevezdben 0 allna. A kikotéssel kizartuk volna a hamis gyok elfogadasanak lehetoségét.

FELADATOK

28.1. Oldd meg a valds szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!
X x Sx I1x 2x

A} b =2 o 0 ——-X =2
480 540 72 396 364 &19

28.2. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!
a) 3—x 5x+3 b) 2x—1_3=1—2x.
x— 10 T x-10’ 2x+3 2x+3

28.3. Oldd meg a valos szamok halmazan a kdvetkezd egyenleteket!
) 4 13 b 2 1 5
x(2x+3) x 2x+3° x x(x—-4) x-4

b

5 2 1
x x(2- 3x) 3x=2°
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28.4. Oldd meg a valos szamok halmazan a kdvetkezd egyenleteket!

a) x+2_21—x_3; b) 2x—5_|_x+1=

= 3.
x=2 x+3 x—=5 x-4

28.5. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket!
x+3 x-4 1 x—=1 x+3 4
- -——=0; b - -— =0.
x+2 x-2 x -4 x+5 x-5 x" =25

28.6. Oldd meg a valds szamok halmazan a kovetkez6 egyenleteket!

a)

2 — —
x+3x-2|-1+x+7_2=0; b) 2x 52+ _X 1'
(x=3) x=3 (x+2) x+2

29. feladatlap

Szoveges feladatok

FELADATOK

29.1. Zsdka és Bori 6sszesen 7000 Ft zsebpénzt kapnak. Zsoka zsebpénzének 20%-a 400 Ft-tal ke-

vesebb, mint Bori zsebpénzének % része. Melyik lany kap kevesebb pénzt, és mennyivel?

29.2. Andor és Botond testvérek. Eletkoruk dsszege most 24 év. Amikor ez az dsszeg megkétsze-
rezddik, a fiatalabb testvér épp 4 évvel lesz idésebb, mint a batyja most. Hany éves az iddsebb test-
vér most?

Egyenletek, egyenlétlenségek



29.3. Cili és Dorka egyiitt 100 kg. Ha Dorka tomegébdl 3 kg-ot elvennénk €és hozzaadnank Cili t6-
megéhez, épp egyenldek lennének. Hany kg most Cili?

29.4. Vince ¢és Zoli nyari munkat vallalt. Egy kuthoz kellett godrot asni. Vince egyediil 4 nap alatt,
Zoli 6 nap alatt asta ki. Mennyi id6 alatt végeznek a munkaval, ha egyiitt dolgoznak?

29.5. Floranak egy vastag konyvet kell elolvasnia. Tervei szerint 20 nap alatt tudja kiolvasni. Ha
naponta 10 oldallal tobbet olvasna a tervezetthez képest, 4 nappal eldbb végezne az olvasassal.
Hany oldalas a konyv?

30. feladatlap

Els6foku egyenlétienségek

EMLEKEZTETO

els6foki egyenldtlenség algebrai megoldasanak fontosabb szabalyai:
1. Ha az adott egyenlétlenség mindkét oldalahoz ugyanazt a valos szamot hozzaadjuk vagy kivonjuk, a relacié nem valtozik.

PLx+2<6 &5 x<4.
2. Ha az adott egyenldtlenség mindkét oldalat ugyanazzal a pozitiv valds szammal szorozzuk vagy osztjuk, a relacio nem valtozik.

PL 3x<6 & x<2.
3. Ha az adott egyenldtlenség mindkét oldalat ugyanazzal a negativ valos szammal szorozzuk vagy osztjuk, a relacio ellenkezoére

valtozik. Pl. 2x<6 & x>-3.
Ismeretlent tartalmazo kifejezéssel vizsgalat nélkiil nem szorozhatjuk vagy oszthatjuk az egyenlétlenség mindkét oldalat!

FELADATOK

30.1. Oldd meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket a valos szamok halmazan!

@) 2x+T<5. ;b)) 2x—=T<=5. ;

) 2x+T<S5 ;0 d) 2x+T<=5 .
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30.2. Abrazold szamegyenesen a megoldashalmazokat!

5 X
a) —>0; 1+
x-1 0
-2 .
h) —-<0; I O R R
x+1 0
3 x
C) > 0; 1+
—x—1 0
-4 .
d) <0. "
-x+1 0

30.3. Kosd 0ssze az egyenlétlenségeket a megoldasukat abrazold szamegyenessel!

—— o0
a) >0; 1. R
x-=2 -2 0 2
L ]
b) 3x+6<0; 2. >
2 0 2
O
10
c) <0; 3. ——
x+2 -2 0 2
—e
d) -4x+6>-2. 4. R
2 0 2

30.4. Add meg a kdvetkezo egyenlétlenségek megoldasait intervallumokkal!

x+2>0; b) 3x+9

x-5 xX—

a)

<0
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o S g 3100
3x+6 2x+6
30.5. Oldd meg grafikusan!
a) |x—3|—220; b) ¥ —4<0;
y y
1 1
0] 1 X 0] 1 X
o) —(x—=17+4>|x+2|-1; d) §+2S—|x—3|+5.
y y
1 1
0f 1 X 0] 1 X
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31. feladatlap

Kétismeretlenes linearis egyenletrendszerek

EMLEKEZTETO

elsé6foku kétismeretlenes egyenlet: Olyan egyenlet, amely pontosan két valtozo elséfoku kifejezését tartalmazza.
Altalanos alakja: ax+by =c, hol az x, y a két valtozo, a, b és ¢ pedig valds szamok. Pl. —2x + 3 y=0.

kétismeretlenes egyenlet megoldasa: Azon rendezett szamparok kiszamitasa, amelyeket behelyettesitve az egyenletbe, igaz kije-
lentést kapunk. (Az els6fokt kétismeretlenes egyenlet megoldasai derékszogii koordinata-rendszerben egyenest alkotnak.)
PL. 2x + y = 5 egyenlet megoldasai a (2; 1) (illetve x = 2 és y = 1), (0; 5) stb. Az egyenletnek végtelen sok megoldasa van, ezeket meg-
adhatjuk gy is, hogy xe R, y=5-2x.

kétismeretlenes linearis egyenletrendszer: Ugyanannak a két valtozonak legalabb két elsdfoktl egyenlete egyenletrendszert alkot.

ax+by=c

Az egyenletrendszer altalanos alakja: { , ahol az x, y a két valtozo, ay, by, ¢y, ap, by és ¢, pedig valos szamok.

a,x+by=c,
egyenletrendszer gyoke: Minden egyenletet kielégité szampar.

egyenletrendszer megoldasanak modszerei:

egyenld egyiitthatok modszere: Az elséfoku egyenletrendszer megoldasanak azon modszere, amelynél az egyik valtozé egyiittha-
toit egyenléve tessziik. Példaul az altalanos alakra hozott egyenletrendszer egyik valtozdjanak egyiitthatoit a legkisebb kozds tobb-
szorosiikre bovitjiik, oly médon, hogy az egyenletek mindkét oldalat a megfelelé szamokkal megszorozzuk. Majd az egyenleteket
kivonjuk egymasbol, és az igy kapott egyismeretlenes egyenletet megoldjuk. A megoldas egyik eredeti egyenletbe torténd vissza-

2x+3y=38
helyettesitésével megkapjuk a masik valtozo értékét. Pl. a { Y 1 egyenletrendszerbdl az y-t kiiszoboljiik ki. Egyiitthatoi-

=Sx+2y=-
4x+6y=16
i ey . Afelsé

nak legkisebb kozos tobbszordse [2; 3] = 6. Az elsé egyenletet 2-vel, a masodikat 3-mal kell beszorozni. Syt Gp=—3
ellye)% i egyenletbe

egyenletbdl kivonva az alsé egyenletet, 19x =19 egyismeretlenes egyenletet kapunk. A megoldas x = 1,

helyettesitve (2+3y =8) egyismeretlenes egyenlethez jutunk. Megoldasa y = 2. Igy az egyenletrendszer megoldasa x =1,y = 2.

behelyettesitd modszer: Az egyenletrendszer megoldasanak olyan modszere, ahol az egyik egyenletbdl kifejezziik az egyik valto-

2x+3y=8
z0t, és a tobbi egyenletben az igy kapott kifejezést a valtozo helyére helyettesitjiik. P1. { 5x+ 2y | esetén a fels6 egyenletbdl x-et
—Sx+2y=—

kifejezve x = -t kapunk, melyet a méasodik egyenletbe behelyettesitve —5

8 —23y 8 —23y + 2y =—1 elséfoku egyismeretlenes egyen-

lethez jutunk. Az egyenlet megoldasa y = 2, melyet az elsé egyenletbe helyettesitve megkapjuk az x = 1-et is. Az egyenletrendszer

megoldasa tehat: x =1, y = 2.

FELADATOK

31.1. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszereket az egyenld egyiitthatok modszerével!
(A fiizetedben dolgozz!)

2x+y=4

a) ; X= ... ; y=.....
3x—y=6
5x+3y=14

b) ey ; X= ... ; y=.....
2x-3y=7
5x+3y=14

c) S ; y=.....
x-1L5y=10,5
4x+7y=40

d) ; X= ... ; y=.....
2x—-y=3
5x+3y=14

e . X= ... ; y=.....
2x+3y=6
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31.2. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszereket a behelyettesité modszerrel!
(A flizetedben dolgozz!)

{2x—y=12
; X= ... ; V=
x+5y=8
2x+3y=4
b) {x Y ; X= ... ; y=.....
y=-x+6
2x+y=7
c ; X= ... ; y=.....
2x-5y=2
3x+4y=12
d) ; X= ... ; y=.....
Tx=5y=4
y=—lx+3
2
e 3 . xX= ... ; y= .
=—x+1
i

31.3. Oldd meg a racionalis szamok halmazan a kovetkezd egyenletrendszereket, és ellendrizd a
gyokoket! (A flizetedben dolgozz!)

{ x+2y=1

i X= ) y=.....
2(x+2y)-3(x+3y)=5
b) 2x+D)=3(y-D+14 )
4x—3(2x+y—1)=2(_x+y)+8’ """ > y=.....

31.4. Ha két szam (a és b) kozill az els6 kétszereséhez hozzaadjuk a masodik szam haromszorosat,
akkor 4-et kapunk. De ha az els6 szam 4-szereséhez adjuk hozza a masodik szam 8-szorosat, akkor
az 0sszeg 0. Melyik ez a két szam?

31.5. Egy tizes szamrendszerben felirt kétjegyli szamban felcseréltiik a szamjegyeket. Ekkor 9-cel
nagyobb szamot kaptunk. A két szdm Gsszege 55. Melyik ez a kétjegyti szdm?

MEGOLDAS

A tizesek helyiértéke Az egyesek helyiértéke
Az eredeti szam
A masodik szam
Az eredeti szam: ............ ... . . . Amasodik szam: ... .
Melyik nagyobb? ... . Mennyivel? ... .
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Geometria

32. feladatlap

Geometriai alapfogalmak 1.

EMLEKEZTETO

pont: Geometriai alapfogalom. Jele: nagybetd, pl. 4, B, C, ...

egyenes: Geometriai alapfogalom. Jele: kisbet, pl.: a, b, c, ...

sik: Geometriai alapfogalom. Abran félegyenesekkel, vagy sik alakzattal jelolik.

Jele: S, 81,8, ...

S

—/A&/f_

illeszkedés: Geometriai alapfogalom. Jel6lése: € (illeszkedik) vagy ¢ (nem il-
leszkedik). Pl. A€ f; Be f; f&S; f¢S; eeS; eeS; CeS, BeS.

S

@
/
BX

két pont tavolsaga: A két pontot 6sszekotd egyenes szakasz hosszisaga. A, B

Jele: pl. d(4, B).

pont és egyenes tavolsaga: A pontbol az egyenesre hiizott merdleges szakasz
hosszusaga. Jele: pl. d(C, e).

két metszo egyenes tavolsaga: Nulla.

két parhuzamos egyenes tavolsaga: A két egyenes egy-egy pontjat 6sszekoto, a két egyenesre

C
)/
f
merdleges szakasz hossza.
pont és sik tavolsaga: A pontbdl a sikra htizott meréleges szakasz hosszaval egyenld.
8

kozos ponttal rendelkezé egyenes és sik tavolsaga: Nulla.

sik és vele parhuzamos egyenes tavolsaga: Az egyenes tetsz6leges pontjabol a sikra bocsatott
mer6leges szakasz hosszaval egyenld.

FELADATOK

32.1. Az igaz allitasok betiijelét karikazd be, a hamis allitasét pedig huzd at!
a) Két metszd egyenesnek legalabb két kozos pontja van.

b) Két parhuzamos egyenesnek lehet k6z6s pontja.

¢) Két parhuzamos egyenes, ha nincs k6zos pontjuk, akkor kifeszit egy sikot.
d) Akitér6 egyenesek egy sikban vannak.

e) Ha két sik nem parhuzamos, akkor metszésvonaluk egy egyenes.

f) Egy sikot metszd egyenesnek tobb kozds pontja is lehet a sikkal.

32.2. Az igaz allitasok betiijelét karikazd be, a hamis allitasét pedig huzd at!
a) Az EF és az FG ¢élek egyenesei metszo egyenesek.

b) Az FG ¢és a BC ¢lek egyenesei parhuzamosak.
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¢) A HG és az EF élek egyenesei kitérok. H G

d) A HD él és az AF lapatld nem kitérd egyenesek.
e) Az EH és az AD élek egyenesei metszd egyenesek.

f) A DC egyenes parhuzamos dnmagaval és az EF egyenes- E

l F
sel. o S
g) Az EFGH sik és az ABCD sikok metsz6 sikok. P ¢
h) Az ABFE sik ¢s a DCGH sik nem parhuzamos egymassal. A B
i) Az FBCG sik és a DCGH sik metszésvonala az FG egye-
nes.

j) A CG egyenes parhuzamos az ADHE sikkal.
k) Az EH egyenes nem dofi az ABCD sikot.

32.3. Szerkesztéssel és méréssel allapitsd meg a kovetkezo tavolsagokat! (Az e és f egyenesek
parhuzamosak.)

a)dP,h)y= .. ........................ ;
b)d(Q, /)= ... ;
cdh, )= ... ;
d)dP, Q)= .. ... ;
X
eldle, /)= ... ... ) f o
32.4. Az abran lathato kocka éle 7 cm, a P pont a kocka EFGH feddlapjanak egyik pontja. Mek-
kora a P pontnak az ABCD laptol mért tavolsaga? H G
|
|
Valasz: ... oo . E : Py
(Szerkeszd meg az EBG haromszoget!) : F
|
|
DL____. o
Ve - C
A B
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32.5. Szerkesztéssel allapitsd meg, hogy a nagy fa (F)
milyen messze van az uttol és a folyotol!

x E (nagy fa)

foly6

(Ami a rajzon 1 mm, az a valésagban 1 m)

33. feladatlap

Geometriai alapfogalmak 2.

EMLEKEZTETO

potszogek: Osszegiik 90°.

kiegészité szogek: Osszegiik 180°.

mellékszogek: Egyik szaruk kozds, a masik szaruk egy egyenest alkot; 0sszegiik 180°.
csucsszogek: A két szog szarai paronként egymas meghosszabbitasai.

egyallasu szogek: Konvex szogek és szaraik paronként egyez6 iranytiak; nagysaguk egyenld.
valtoszogek: Konvex szdgek és szaraik paronként ellentétes iranyuak; nagysaguk egyenld.

merdleges szaru szogek: Szaraik paronként merdlegesek; ha mindkét szog hegyesszog vagy mindkét szog tompaszog, akkor egyen-
16k, ha az egyik szog hegyesszdg, a masik tompaszog, akkor kiegészitd szogek.

1. tétel: A haromszog belso szogeinek dsszege 180°. (o + +y =180°.)
2. tétel: A haromszog barmelyik kiils6 szoge a nem mellette 1€v6 két belsé szog dsszegével egyenld.

(r'=a+psa'=p+y; p'=a+y.)

FELADATOK

33.1. ird a megfeleld szogek ala a neviiket!

AP
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33.2. A meghatarozasok alapjan ird a szogparok abraja ala a megfeleld elnevezésiiket!

A

A) b) C)
/Y /Q - /
@+ =180° P a+ B =180° w=p

d) oo €) )

33.3. Az alabbi alakzatokon egyes szogeket megjeldltiink. Az ABCD négyszog téglalap és EF||AB.
Az e korérintd. A megjelolt szogek kozil:

potszogek: ... kiegészitd szogek: ............ ...
mellékszogek: ............................ csucsszogek: ...
egyallasu szogek: ........................ valtészogek: ...
merdleges szarll SZOZEK: ... ... . ..
(ird be a pontozott helyekre a megfelelé szogeket!)
16
4 e
D 3 c

ol & o

A B
33.4. Hatarozd meg a 6 és az ¢ szogek nagysagat! Az e egyenes parhuzamos az 4B szakasszal!
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33.5. Hatarozd meg a 0 és az € szogek nagysagat! Az e egyenes parhuzamos az AB szakasszal!

Mi a kapcsolat a y, a 6 és az ¢ szogek kozott?

33.6. Egy ABC haromszog egyik szoge 65°-0s. C
a) Mekkora az ehhez a sz0ghoz tartozo kiilsé szog?

AKUISO SZOZ: ...
b) Mekkora a haromszog masik két szogének osszege?

A masik két sz0g 0sszege: ...l

¢) Mekkora az w-val jeldlt szog?

45° 65°
A B

33.7. Az abran két olyan haromszdget latunk, amelyeknek egyik szoge 80°-o0s. Melyik harom-
szOgben nagyobb a masik két szog felezdje alkotta szog?

80° 80°

34. feladatlap

A haromszog nevezetes vonalai

EMLEKEZTETO

oldalfelez6 merdleges: Az oldal felezdpontjan atmend €s az oldalra merdleges egyenes.

haromszog koré irhaté kor: A kor kdzéppontja az oldalfelezé merdlegesek metszéspontja, a kor sugara a metszéspont €s a harom-
szog barmelyik csucsa kozotti tavolsag.

haromszog sulyvonala: A haromszog csucsat ¢és a csuccsal szemkozti oldal felezépontjat 6sszekotd egyenes.
haromszog kozépvonala: A haromszog két oldalfelez6 pontjat 6sszeko6td szakasz.
haromszog magassagvonala: A haromszog cstcsabol a csuccsal szemkozti oldalegyenesre bocsatott meréleges egyenes.

szogfelez6: A haromszog belsd szogét megfelezd egyenes.
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FELADATOK

34.1. Szerkeszd meg a haromszogek oldalfelezé merdlegeseit, ha AB =5 cm, a = 60°, f=45".
a)

b) Mit allithatunk az oldalfelezé merdlegesekrdl?

¢) Mérd meg, hogy milyen messze vannak a haromszog csucspontjai az oldalfelezé merdlegesek
metszéspontjatol (M)!

A TAVOISAgOK:
d) Szerkeszd meg a haromszog koré irhato kort!

34.2. g) Szerkeszd meg a haromszog sulyvona-  34.3. a) Szerkeszd meg a haromszog kozépvo-

lait! nalait!
b) Mit mondhatunk a sulyvonalakrél? b) Mit mondhatunk a kdzépvonalakrol?
A A
C C
B B

34.4. a) Szerkeszd meg a haromszogek magas-  b) Mit allapithatunk meg a magassagvona-
sagvonalait, ha AB=6 cm, a =45°, f=30". lakrol?

¢) A hdromszog belsd szoge az A csticsnal 55°-os, a B csticsnal 65°-0s. Mekkora szdget zarnak be
egymassal a haromszog magassagai? (A szamolast a fiizetben végezd el!)
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34.5. a) Szerkeszd meg a haromszog bels6 szogfelezodit, ha 4B =4 cm, BC 5 cm, f=60"!
b) Mit allithatunk a haromszog belsé szogfelezdirdl?
¢) Szerkeszd meg a beirhaté kor sugarat, és mérd le vonalzoval!

Asugarhossza: ................
d) Szerkeszd meg a beirhat6 kort!

35. feladatlap

A Thalész-tétel, érintonégyszogek

EMLEKEZTETO

Thalész tétele: Ha egy szakasz, mint atmérd olé kort rajzolunk, és két végpontjat 6sszekotjiik a kor barmelyik mas pontjaval, akkor
derékszogli haromszoget kapunk.

Thalész tételének megforditasa: Ha egy szakasz egy adott pontbol derékszdgben latszodik, akkor a pont rajta van a szakasz folé
mint atmérd f61¢é rajzolt koron. Vagy: Derékszogii haromszdg koré irt korének kozéppontja az atfogoé felezépontja.

érintésokszog: Az olyan sokszoget, amelynek oldalai egy kor érintdi, érintdsokszognek nevezzik.
érinténégyszogekre vonatkozo tétel: Az érintdnégyszog két-két szemkozti oldalanak 6sszege egyenld.

A tétel megforditasa: Ha egy konvex négyszog két-két szemkozti oldalanak dsszege egyenld, akkor ez a négyszog érintdnégyszog.

FELADATOK

35.1. Keresd meg az adott kor ismeretlen kézéppontjat, ha csak egy de-
rékszogl vonalzo all rendelkezésedre!

35.2. a) Az ABCD paralelogramma AB és BC oldalai mint atmérdk folé szerkesztett korok a B pon-
ton kiviil még egy M pontban is metszik egymast. Bizonyitsd be, hogy az A, M és a C pontok egy
egyenesre esnek!

b) Mekkora az AMB<?

35.3. Egy kor valamelyik hurjanak egyik végpontjahoz vezet6 sugar mint atméré f61é rajzolj kort!
Bizonyitsd be, hogy ez a félkor az adott hurt felezi! (Alkalmazd Thalész tételét!)
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35.4. a) Szerkeszd meg az ABC haromszog AC és BC oldalaihoz tartozé magassagokat az 4B oldal
folé rajzolt Thalész-féle kor segitségével!

C

A B A B
b) Huzd meg egy haromszdg két magassagat! Bizonyitsd be, hogy a e
magassagok talppontjai a harmadik oldal felezépontjatol egyenl6 ta-
volsagra vannak! (A bizonyitast ide ird le!)

Al

35.5. Egy érinténégyszog harom oldala 6, 7, 8 méter, a felirt sorrend-
ben. Mekkora a negyedik oldala?

VaAlasz: . .. .

35.6. Szerkessz érinténégyszoget, ha a négy- A

szOgbe irt kor sugara 4 cm, a négyszog két

szomszédos oldala 7 és 8 cm, és az altaluk be- 8 cm
zart sz0g 75°. Tekintsd a feladatot megoldott-

nak! (A szerkesztést a flizetedben végezd el!)

X~

36. feladatlap

Tengelyes tukrozés

EMLEKEZTETO

egyenesre vonatkozé tiikrozés: A ¢ egyenes minden pontjahoz rendeljiik 6nma-
git. A t egyenesre nem illeszkedd, tetsz6leges P ponthoz rendeljiik hozza a P’
pontot Gigy, hogy a PP’ szakaszt a t egyenes merdlegesen felezze. Ekkora a P
targypont képpontja a P’ pont, és megforditva, P'-t nevezve targypontjanak, a P’

pont képpontja P. Ezt a kdvetkezéképpen jeldlhetjiik: P — P’ és P'— P.

egyenesre vonatkozo tiikrozés tulajdonsagai: Az egyenesre vonatkoz6 tiikro-
z¢€s szogtarto, tavolsagtartd, parhuzamossagtarto. A ¢ tengely képe 6nmaga. Meg-
valtoztatja a sikidom koriiljarasi iranyat.

P/
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FELADATOK

36.1. Adott egy ¢ egyenes és egy P pont. Szerkeszd meg

P
X
a P pontnak a ¢ egyenesre vonatkozo tiikkorképét! /

36.2. Szerkeszd meg az AB szakasznak a fegye-  36.3. Szerkeszd meg azt a haromszoget, amely-
nesre vonatkozd tiikkorképét! nek egy adott ¢ egyenesre vonatkozo tiikkdrképe
az A'B'C’ haromszog!
B

Cl
t
A/
B/

36.4. A k és a k' korok egymas tiikorképei. Szer-  36.5. Az ABC és A'B'C' haromszogek egymas
keszd meg a tiikr6zés tengelyét! tiikorképei. Szerkeszd meg a tlikrozés tengelyét!

k ¢
B
k/
A
A/
Bl
C

36.6. Az o sz0g szarait az e egyenes az 4 ésa  36.7. Szerkeszd meg a k| kornek azt a pontjat,
B pontban gy metszi, hogy OA4 # OB. amely a k, kor valamelyik pontjanak a ¢ ten-
gelyre vonatkozo tiikorképe! Szerkeszd meg a
tiikrozéssel egymashoz rendelt pontpéarokat a ky
és a k, koron!

B

ko
o

o A\ k1
e

a) Tikrozd az AB egyenest a szogfelezore!

b) Az AB egyenesnek van-e olyan pontja,
amelynek a képe 6nmaga?

Valasz: .............. ...
Jelold meg a pontot!
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36.8. Szerkessz olyan egyenld oldalti haromszo-

get, amelynek a szimmetriatengelye a ¢ egyenes,

az egyik csucsa a ky koron, a masik csucsa a k,
koron van! Szerkeszthet6-e mindig a feltételt ki-
elégité haromszog?

37. feladatlap

Pontra vonatkozo tiikrozés

EMLEKEZTETO

pontra vonatkozé tiikrozés: Jeloljiink ki a sikon egy O pontot. Rendeljiink hozza a sik min-
den egyes pontjahoz egy-egy pontot a sikon a kdvetkezéképpen: a) Az O ponthoz rendeljiik

hozza énmagat: O — O. b) A sik O-16] kiilonbozd tetszleges A4 pontjahoz rendeljitk hozza az
A' pontot gy, hogy az 44" szakasznak az O pont felez8pontja legyen.

pontra vonatkozo tiikrozés tulajdonsagai: Szakasztarto, tavolsagtarto, parhuzamossagtarto és
szogtartd. A targysokszog és a képsokszog koriiljarasi iranya megegyezik.

FELADATOK
37.1. a) Szerkeszd meg azt a pontot, amelyre tiikrozve egy adott a egye-

A
\9\
A/
a
nest, az egy vele parhuzamos adott b egyenesbe megy at! /
b

b) Lehetséges-e az, hogy két metszd egyenes esetén az egyik egyenes
a masiknak egy megfelelé O pontra vonatkoz6 tiikorképe legyen?

Valasz: ... , MG o .

37.2. A mellékelt abra hianyos. Az abran egy ABCDE 6tszoget és az AB oldalanak valamilyen
pontra vonatkozo tiikorképét, az 4B, szakaszt lathatjuk; 4 — 4, B— B, tehat AB|| 4B, ¢és

D
C
E
A
A B

AB = A B,. Szerkeszd meg az 6tszog képét!
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37.3. a) Adott két egyenes és egy O pont. Szerkessz a két egyenesen olyan pontparokat, amelyek
az O pontra tiikrosek!

b) ¢) — 4

«0 el f
0 el f

f doe =dof

37.4. Adott egy szog, a szogtartomanyban két pont, O és P. Szer-
kessz olyan paralelogrammat, amelynek a kzéppontja az O pont,
két szemkozti csucsa az adott egyeneseken van, a masik két szem-
kozti csticsa koziil az egyik P pont!

37.5. Keress a nyomtatott nagybetiikkel irott abécében olyan be-
tiikket, amelyek kdzéppontosan szimmetrikusak!

Ilyen betlik: ... ... ... .
37.6. Tiikr6zd a kort egyik pontjara! A targykornek és a képkornek

hany k6zos pontja van?

Valasz: ... ..o .

b) Jelold az ABCD paralelogramma kozéppontjat O-val! Hany D

ko6zos pontja van az ABO és a CDO haromszdg koré irhatd korok-
nek?

C
37.7. Szerkessz paralelogrammat, ha adottakét  37.8. A paralelogramma két magassaga 60°-os
oldala: a=8 cm, b=6cm, és az egyik atld6  szoget zar be egymadssal, és a két magassag

6 cm! egyenld. Szerkessz a feltételnek megfeleld pa-
ralelogrammat!

f
0
A B
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38. feladatlap

Pitagorasz tételének alkalmazasa

EMLEKEZTETO

befogé: A derékszogii haromszdgben a derékszog szogszarat képezo oldal. Egy de- g
rékszogl haromszogben két befogd van.

atfogo: A derékszoggel szemkozti oldal.

Pitagorasz tétele: Derékszogii haromszogben az atfogd hosszanak négyzete egyenld c
a befogohosszak négyzetének Gsszegével.

Pitagorasz tételének megforditasa: Ha egy haromszog oldalai kozott fennall, hogy
két oldalanak négyzetdsszege egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a ha- )
romszog derékszogi. C b A

FELADATOK

38.1. Szamitsd ki az x szakasz hosszat a kozolt adatok alapjan!

> 7 38.2. Milyen hosszu az MN szakasz?

A M 12 cm'C B

d(A4, C)=d(A4, N)=d(B,N)=d(B, M). d(M,C)=12 cm.

Megoldas

38.3. Szamitsd ki az ABCD paralelogramma teriiletét az abran lathat6é adatokbol! Mekkora a pa-
ralelogramma masik atloja?

Megoldas
d(4,C)=

38. feladatlap




38.4. Egy haromszdg oldalai 13 cm; 20 cm és 21 cm.
Szamitsd ki a 21 cm-es oldalhoz tartoz6 magassagot!

21 cm

39. feladatlap

Pont koriili elforgatas

EMLEKEZTETO

pont Kkoriili elforgatas: Jeloljiink ki az iranyitott sikban egy O pontot, és adjunk meg egy a

(eldjeles) mértékkel rendelkezo, a 0° < |a | <360° feltételt kielégito forgasszoget. Rendeljiink
hozza a sik minden egyes pontjahoz a sikon egy-egy pontot a kovetkezdképpen:

a) Az O ponthoz rendeljiik hozza 6nmagat: O — O.

b) A sik O-t6l kiilonbdzd tetszdleges A pontjahoz rendeljiik hozza az A" pontot ugy, hogy 0
04 = 0A' legyen, és az OA félegyenest az O pont koriil o szdggel elforgatva az 04’ félegye-
nesre illeszkedjen.

A

pont koriili elforgatas tulajdonsagai: Tavolsagtarto, illeszkedéstartd, szogtartd, parhuzamossagtarto. A képsokszog megtartja a
targysokszog koriiljarasi iranyat.

FELADATOK

39.1. Adott a sikon egy O pont. Forgasd el az  39.2. Az a szdgtartomanyban kijeloltiink egy
O pont koriil a sikot 45°-kal, az 6ramutaté jara- P pontot. Forgasd el a szoget P pont koriil az
saval ellenkezd iranyban! Szerkeszd meg a  Oramutatd jardsaval megegyezd iranyban
P pont, az AB szakasz ¢és az e egyenes képét! 60°-kal!

Q

QAx

Az adott sz0g a. Mekkora a szog képe?
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39.3. Forgasd el az O pont koriil az e egyenest 39.4. Szerkeszd meg azt az O pontot, amely
ugy, hogy a képe az fegyenessel parhuzamos koril elforgatva a sikot, az e egyenes képe az

legyen! fegyenes lesz!
e
e
X
o
t
f

Héany megoldas van? Hény megoldas van?
VALASZ: ... Valasz:............... i

39.5. Jelolj ki egy e és egy azt metszd fegyenest! Jelolj ki az e egyenesen egy A4, az f egyenesen
egy B pontot! (Mindkét pont kiilonbdzzon a metszésponttol.) Szerkeszd meg azt az O pontot, amely
koril elforgatva a sikot, az e egyenes képe az f egyenes, az 4 pont képe a B pont lesz!

40. feladatlap

A statisztika alapjai 1.

EMLEKEZTETO

statisztikai sokasag: A megfigyelt elemek halmaza.

egyed: A megfigyelt sokasag eleme.

ismérv: A megfigyelt tulajdonsag.

adat: A statisztikai sokasag egyedeinek megfigyelt tulajdonsaga.
gyakorisag: A kérdéses adat eléfordulasanak szama.

relativ gyakorisag: A kérdéses adat gyakorisaga és az 0sszes adat hanyadosa.
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FELADATOK

40.1. Karcsi nyaron cukraszdaban dolgozott. Egyik nap felmérést készitett, hogy két ora alatt mi-
lyen izli fagylaltbol mennyit vesznek. Megfigyelését a kdvetkezd tablazatba gytijtotte.

Fagylalt Csokoladé Vanilia Eper Citrom Kaveé Banan
Vésarolt

gombocok 15 10 12 19 6 8
szama

a) Készits kordiagramot az adatokbol!

b) Mennyi a csokoladéfagylalt-fogyasztas relativ gyakori-
saga?

¢) A megvasarolt gombodcok hany szazaléka volt gytiimolcs-
fagylalt?

futball
25%

40.2. Az itt lathatd kordiagram egy 40 fOs osztaly kedvenc liszds
sportagait mutatja. 30%

a) Hany tanul6 kedvence a kosarlabda?

karate
10%

kosarlabda
b) Készits oszlopdiagramot! 35%

¢) Mennyi az Uszasért rajongok gyakorisdga, mennyi a relativ
gyakorisaguk?

Statisztika




40.3. Egy szupermarket parkolojaban 6sszeszamoltak a délutan 15.00 és 16.00 ora kozott ott par-
kold Zoo markaju autokat.

Tipus Hamster Mouse Parrot Horse Bustard
Gyakorisag 46 38 17 18 21
Relativ
gyakorisag

a) Toltsd ki a tablazat hianyz6 adatait!

b) Készits oszlopdiagramot!

40.4. A lenti oszlopdiagram egy osztaly torténelem témazard dolgozatainak eredményeit mutatja.

1 2 3 4 5

osztalyzat

f6 14

12
10

(= S A

a) Készits tablazatot!

b) Hany f6s az osztaly?

¢) A tanuldk hany szazaléka irt legalabb jo dolgozatot?

40. feladatlap




d) Mennyi a kdzepes osztalyzat relativ gyakorisaga?

e) Allithatjuk-e, hogy az a dolgozatok ,.jol sikeriiltek™?

41. feladatlap

A statisztika alapjai 2.

EMLEKEZTETO

moédusz: A statisztikai sokasagban leggyakrabban szerepl6 adat.

median: A statisztikai sokasag névekvo sorrendbe rendezett adatok medianja paratlan szamu adat esetén a k6zépso elem, paros adat-
szam esetén a két kozépso elem szamtani kdzepe.

terjedelem: A statisztikai sokasagban el6forduld legnagyobb és legkisebb adat kiilonbsége.

szamtani kozép: A statisztikai sokasagban szerepld adatok dsszegének és az adatok szadmanak hanyadosa. A szamtani kozepet at-

lagnak is szoktuk nevezni.
1z — _ X tx,+...+x
Jelolése: ¥. x="1—2" Tn,
n —\2 —\2 —\2
(x, =) +(x,—X) +...+(x,-X)

n

atlagos négyzetes eltérés: A kovetkezo 6sszefiiggéssel szamolhato ki:

- s , , . . (xl—)_c)2+(x2—9_c)2+...+(xn—J_C)Z
szoras: A szoras az atlagos négyzetes eltérés négyzetgyoke: .

FELADATOK

41.1. Egy 48 {0s turistabuszon az idegenvezet6 kivancsi volt, hanyan beszélnek valamilyen idegen
nyelven. Az utasok bevalldsa szerint mindenki maximum egy idegen nyelven beszélt. Angolul az

n

utasok fele, olaszul 8-an, németiil a tobbi utas % része. A tobbiek nem beszéltek semmilyen idegen
nyelven.

a) Készits tablazatot!

b) Mennyi a németiil besz¢10k relativ gyakorisaga?

¢) Az utasok hany szazaléka nem besz¢l idegen nyelvet?

Statisztika



41.2. Egy kozépiskola 9. osztalyaban felmérést végeztek, hogy kinek hany testvére van.

Testyerek 0 1 5 3 4 5
szama
Diakok 4 9 8 3 2 1

a) Mekkora az adatsokasag terjedelme?

b) Atlagosan hany testvére van egy didknak ebben az osztalyban?

¢) Mennyi a modusz?

41.3. Egy statisztikai felmérés kedvéért megkérdezték néhany jarokelotdl, hogy hanyas cipdt hord.
A kovetkez6 valaszokat kaptak: 41, 36, 38, 38, 43, 42, 37, 38, 36, 41, 39, 43, 43, 38.
a) Mekkora a sokasag terjedelme?

b) Mennyi a sz6rés?

¢) Szerepel-e a median az adatok kozott?

41.4. A kovetkezo6 tablazat egy évfolyam dolgozateredményeit mutatja.

Osztalyzat 5 4 3 2 1
A osztalybol 4 8 12 3 2
B osztalybol 5 10 7 6 0
C osztalybol 3 6 2 15 4

a) Készits oszlopdiagramot a teljes évfolyamra!

41. feladatlap




b) Mennyi az egyes osztalyok atlaga?

¢) Mekkora a B osztaly osztalyzatainak modusza?

d) Mekkora a teljes évfolyam medidnja?

e) Az évfolyam hany szdzaléka ért el kozepes eredményt?

41.5. Adj meg egy olyan hatelemii halmazt, amelynek
a) atlaga 3,2;

b) modusza 7;

¢) medianja 5;

d) szbrasa 0!

41.6. Adj meg egy olyan 6telemii halmazt, amelynek
a) atlaga 3,2;

b) médusza 7;

¢) medianja 2;

d) szbrasa 0!

Statisztika



Megoldasok

1. feladatlap

1.1. Halmazok: B, C, D,, G. Nem halmazok: A, D,, E, F.
1.2. A=1{2; 4; 6; 8}; H:= {hétfo; kedd; ...; péntek}; X := {piros; sarga; kék}; ¥ :={98; ...; 2};
W={2;3;5 7, 11; ...}.
13. A={xeZ|-1<x<5}; H={xeZ|x<T}; X ={xeZ|1£x<6}; Y:={xeZ|-1<x<5}.
1.4. aec A; be A; ce¢ A, de A, ac B, be B, ce B, dg B, acC; bg(C;, ce(C;, dgC;
ac{-2;0; 2}; b, c, dg {-2; 0; 2}.
1.5. |4 =|{0; 1}| = =[{10; ...; 99}|=90; |C| =|{hétfd; ...; vasarnap}| =
|D|=[{-1; -2; =3; ...}|=végtelen.
1.6. A=B=E; C=D=F.
1.7 M,cM, cM,; M,cM,cM;; M,cM,cM,CM,.
M, Mg M;
M, Mg Ms

1.8. A részhalmazsorozat két barmelyik eleme lehet a megoldas, ugyanilyen sorrendben.

{rombuszok}
{trapézok} o {paralelogrammak} D D {négyzetek}
{teglalapok}
1.9. 3) b) 1.10. Valddi részhalmaz: A; B; D;

E; F. Nem valodi: C

1.11.@; {1}; {2}; @
1.12.a) H; b) I; ¢) I; d) ; e) H;
f)I;09) H; h) L.

rombuszok

paros szamok

2. feladatlap

2.1. Az N halmaz alatt: 2; 0; 2 A 7 halmaz alatt: 2; 0; — X —J_ 9. A Q halmaz alatt: 2; —1,3; 0;
%; 0,2; g; —0,918; —\/§. Az R halmaz alatt: 2; —1,3; 0; %; 0,2; \/5; %; —0,918; —\/5; TT.
22. A={0;1,2;3,4,5,; B=1{6,7,809 ..}; C={}; D={3 -2, -1,0; 1, 2; 3};
E=1{0;1;2; 3 4); F={-10;1 23 4); G= {1-3 3,45, 6}

7777 7 7 7
23. A={x|xeN; 3<x<7}; B={x|xeN; 100<x}; C={x|xeZ; -5<x<-1};

D={x|xeN; 0<x}.

2. feladatlap — megoldas




7 14 8 16 14 15 16 .7 5 8
24,8 —=—, —=—. —<—<— vagyls —<=<—.
9 18 9 18 18 18 18 9 6 9
39 4 12 9 10 11 12 .3 2 11 4
by ==—, —=—. —<—<—<—, vagyls = <—<—<—.
5 15 5 15 15 15 15 15 5 3 15 5
9 9-199 1791 19 19-19 361 .9 19 N , 1430
S5 —= = = = , vagyis — >——. A kiilonbség: ——.
19 19-199 3781 199 19-199 3781 19 199 3781
2.6.a) -8; —13; -1; 0; l; E; Z; 2,5, 3;12. b) A:={0; 3; 12}; c) B:={-8; —1; 0; 3; 12};
4 2 3 3
d AcB.e) C=:-1; l; 0; g; -8; 12; Z; 2,5; 3; —1E , vagy C:=M.
2 3 3 4

2 7
; 0, =; —; 2,5;3¢; h) F={}.
37 3 } ) {

p7. 1,29 3. 5 1 74 28

25 1004 6 12753 1
hanyadosaként, tehat racionalisak.

= 29—0 Minden kifejezés felirhato két egész szam

3. feladatlap
3.1.a) AuB=U={l;2;3;,4;5; 6, 7, 8 9}, B]
by AnB={4; 5; 6}; c) A\B={1; 2; 3};d) B\A={7; 8; 9};
e) A={7; 8 9}. f) B={1; 2; 3. .
3.2.a) B={3; 4, 5,6, 7}; b) A\B={1; 2}. B]
U
33.8) A={a; b; c; d};b) B={c; d; e f; g}. 3.4.28) A={e; f}; b) B={c; d; ¢ f; g}.
| B] | B]
U U

Megoldasok



(AUB)\ C

3.6. Egy-egy lehetséges megoldas. a) ANBNC; b) (AuB)NC; ¢) (AnB)uC.

3.7. A kifejezések mindkét oldalanak Venn-diagramja megegyezik, a)
igy a kifejezések azonossagok.

b)
4. feladatlap
N O x 3 c : : ?x
4.1.a) -3<x<4, _:'), — 0 1 — 4 b) Z<x<3,5, 0 3 ) 3.5
5 . !
C) x<—, = >
2 0 1 25
(e, \ X (e, "
4.2.a) 1-3;5 ————————+—— ) |-4; +oo e
)] ] -3 01 2 5 )] [ —4 01 2
4.3. ) }—é; é{, —§<x<§; b) ]—oo; [, x<c.
33 3 3

4. feladatlap — megoldas




4.4.3) A:=]-3; 9, b) B:=[-2; +o,

o o 1
e — —O O o X
oO————— @ —
S S U S S S — -2 01 2 5
-3 01 2 5
4.5.a) 4:=[0; 2], b) B:=]-2: 1],
*—9 o0
®e— "0 [
o—0 oO——0 °
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ Ix , , \ \ \ \ \ \ \ X
-3 01 2 5 —-3-2 o1 2 4
4.6.a) A:=]-3; ([, b) B:=]2; 5[,
o—-0 oO—--0
@e———O o—F0
, , , , , , , , X \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ X
-3 01 2 5 -3 01 2 5

4.7.a) A;b) (E\D)NC=[-2,5;0[; c) AnB=[0; 4,5]; (A4nB)ND =]2; 4,5];
d) D=]-e; 2]; DNE =[-2,5; 2].

5. feladatlap

5.1.a) b)
e e
S
E‘ =)
5 L
C) d) 5.2. a) {az e egyenestdl kisebb
5 5 mint 1,5 cm-re 1évé pon-
= e i e tok};
E § b) {az e egyenest6l nagyobb
mint 1 cm-re 1év6 pontok}.
f f
5.3. a) b) C) L~ ~
PR =< d N
. & 7 1N
/ \ [ LS NN
li \
0 0 0>
<k < ~
\\gh \ \\C} / JQ\
N\ \ N \ L\ X/
. ’ N R,
So -7 \\ //
~ ~
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d) L~ SN 5.4. a) {az O ponttol legalabb 1,5 cm-re 1év6 pontok};
T \\ c) {az O ponttdl kevesebb mint 2 cm-re 1év6 pontok};

./' R \\ % d) {az O ponttdl kevesebb mint 2 cm-re és legalabb 1,5 cm-re 1évo

1 / \ \
05 pontok}.

| ~&m
(N N7
\\ h C’)v( /
Y SO N 7 \\1/
N \“ ,‘,
5.5.a) b) C)
y Y y
1 1 1
-2 01 B X -2 0} 1 R - o1 B X

d) e) f)
y y y
2 i 2
1 1 I
0} 1 3 X 0f 1 3 X 041 X

-2

5.6.2) {(x;»)[y21}; b) {(x;¥)|y<3és =3<y}; €) {(x;»)[x>-2¢ésy>-3}.

6. feladatlap

6.1. a) Nem fiiggvény, mivel egy embernek tobb kutyaja is lehet.
b) Fliggvény, mert egy didknak csak egy diakigazolvanya lehet.
c) Nem fiiggvény, mivel egy embernek tobb autdja is lehet.

d) Fiiggvény, mivel egy gyermeknek csak egy anyukaja lehet.

e) Nem fiiggvény, mivel egy anyukanak tobb gyermeke lehet.

f) Nem fliggvény, mivel egy tanulonak tobb tankonyve lehet.

6.2. a) Nem egyértelmii; b) Nem egyértelmii; ) Kolesondsen egyértelmii; d) Egyértelmii.

6.3. A feladatoknak sok megoldasa lehet. Egy-egy példa: a) 1 b) 1
x N> kek
2 2
kék \
¢) Nem lehet kdlcsonosen egyértelmii hozzarendelést meg- 37 3 fehér
adni, mert nincs elegendd elem a képhalmazban. 4 4

6. feladatlap — megoldas




6.4.c) Pl vagy 3 vagy 6, vagy 4 vagy 8. d) ¢

6.5. Nyolcféle hozzarendelés lehetséges. A O D
I>a I—a I>a I>a I—b I—b I—b I—b
2 a 2 a 2b 2 b 2a 2 a 2 b 2 b
3>a 35 3>a 35 3ba 35 30 3>a
6.6. a) Fliggvény; b) Nem fiiggvény:

y y

1 1

0]1 X 1 X

6.7’. Mind a két hozzarendelés fiiggvény. )

a) ET = {-6;-5;-4;-3;-2; —1; Q; 1;2;3;4}, EK. = {-4;-2;0; 2};

b) ET.= {-5;-4;-3,0; 3;4; 5}, EK. = {0; 2; 3; 4}.

6.8. @) (—6; —6), (=5; =3), (1; 0); (4; 5); b) (=6 6), (=3; 3), (=2; 3), (0; 0); (1; =3), (3; =3), (5; -5).
6.9. @) (-6; 6), (=3; 3), (0; 0); (3; =3); b) (=5; 5), (-4; 0), (=35 =3), (=2; -4), (- 1; =3); (0, 0); (1; 5).
6.10. a) (—4; 2), (-3; 1), (0; 0), (2; —4), (4; 0), (5, 5).

b) (—4; 5), (=3; 0), (=2; -2), (0; =2), (1; 0), (3; -6).

6.11.a) ET.=]-4; 4[, EX.=1-3; 3[; b) E.T. = [-5; 5[, EK. = {2};

¢) E.T.=[-2; 2], EK. = [-6; 6]; d) E.T. = [-6; 5], EX. = [0; 5].

7. feladatlap

7.1 y y 7.2
\ )Y/ sl a(x)=2x;
\ / a(x) yaTeS b(x)= )3500
) ﬁx\l [ ey () ==Fx (F/);
A <
l / e(x)=300x (f%),
100
AR A / fo==x (%):
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7.3. Yy 7.4. a(x)=%x+4; b(x)=-3;

-
=
—

c(x)=—x+1; d(x) =—%x—2;

e(x)=%x+2; f(x)=—%x+3.

—~
<
~

75 25 01 1> -1; 2 3. 76.6—>-5 21>-3; 4—>0; 61> 1.

Y y
f )
! 1
OA\ X 0l 1 X
()
\
8. feladatlap
8.1. a) ——i+ _L =-_ b) E_E _lzl;
12 12 2| 2
0 22 o222 o3 202 | 2] p2 2 26
5 3/ 5 3 75 | 3] 75 3157

d) [(=0,91)—|-2,11]]-100 = (-3,02)-100 = -302.
a|+[28| =|5|+|2(-4)| = 5+8 =13. Tehat |a +2b|<|a|+|2b|;

b

8.2.a) |a+2b|=|5+2(-4)|=|-3| =3,

b) |a—2b|=[5-2(-4)|=]5+8|=13,

=|5|-|2(-4)|=5-8=-3. Tehat |a—2b|>

o) l[a+b+c|=[5-4+0|=1, |a|+[p|+|c|=5+4+0=9. Tehat |a+b+c|<|a|+[b]+]|c|.

83. x [3[2[-1Jo[1[2]3]34 A
x=1 4 | 3 2] 1,0 1|2]3
x[-1) 2 10 |-1)0]1|2]3

8. feladatlap — megoldas




8.4. LAY
2N
LN
9]
!
i(x
et
8.5. |\ N ya 8.6. y
N ) / SN h(x)
G N yd Y N B
N 1 )4 )7
NVIEHEIN yd Y/ !
N | / §(x)
N1 1
P —2 4
X 0| | 7 * ah >
N\ |~ )
_\/ 2’5 Jf%x)
8.7. y 8.8. a(x)=|x—1[;
b(x) = |x+3 ;
4
3 c(x)=|x|—1;
hx) NEWL ) =—|x]+ 4
-3 l : s e(x)=|x+2|—3;
[
-3 flx)=—|x-2[+4;
fx
g(x)=—|x—3|+5;
i(x)
h(x) =|x+3|-2.

9. feladatlap

9.1 x |3l=21=1Tol11213]4] 92 |\ x\gx \/ Y lnx)ll
(x—=1)*| 16 4 1110 419 y / M Ji(x)
21830 103 815 LBVl |y

\ \ A [
Ny ll
-1\ \ )
=1 [ N 1\(\ //
\\\ //l/
¢ —4 0{ 123 X
[(x = 1)
\ /x \ %T
\ %/
| X
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9.3. W\ Y Il]] 9.4. W A
P\ GO \ mNay,
N\ /] 2(x) \ |
W] R NA N IR A
NN \ @
\ / i(x) \
LSV /] -2 /
N[ 177 X - PRRE
25 2
A\ / T
1(x)
1
9.5. y 9.6. I\ VAo
NN N
\ I/ ,
4 a(x) \ \ / . /
RN [/ ify
ANVARE Sy
-5 0 1 /| /
LAY X \lof 1] X
/ \ \ l (x
[\ \ \ Ve
/ \l/ [\ \= \ |
/ \ h(x)
i(x) / JALN
/ I feo\\8®) 1\ \ |/
/ N1 \ \ —8/

9.7. a(x)=(x+3)*; b(x)=(x-17 c(x)=x"-4; d(x)=-x"+6; e(x)=(x+2)"-3;
F()=—(x=3) +4; g(x)=—(x—=3) +2; h(x)=(x+2) —3.

9.8.a) x,=-1¢s x,=1. x<-1 vagy 1<x. b) x,=-2 és x,=2. -2<x<2.C) x,=—4 és
x,=0. x<—4 vagy 0<x.d) x, =-3 és x,=3. -3<x<3.

10. feladatlap

10.1. Ertelmezési tartomany: R. y
Ertékkészlet: R.
Zérushely: x =1.

Tengelypont: y =-2.

Novekedés: Szigortian monoton nd. !

Csokkenés: —. _g [ *
Minimumhely: —. Minimumérték: —.

Maximumbhely: —. Maximumérték: —.

10. feladatlap — megoldas




10.2. Ertelmezési tartomany: R.
Ertékkészlet: R.

8
Zérushely: x = 3
Tengelypont: y =4.
Novekedés: —.
Csokkenés: Szigortian monoton csokken.
Minimumhely: —. Minimumeérték: —.
Maximumbhely: —. Maximumérték: —.

10.3. Ertelmezési tartomény: R.

Ertékkészlet: [—1;+oo[.

Zérushely: x, =-1; x, =1.

Tengelypont: y =-1.

Novekedés: 0< x esetén szigoruan monoton ndvekszik.
Csokkenés: x <0 esetén szigoruan monoton csdkken.
Minimumbhely: x =0.

Minimumeérték: y =—1.

Maximumhely: —. Maximumérték: —.

10.4. Ertelmezési tartomany: R.

Ertékkészlet: ]—oo;4].

Zérushely: x, =0; x, =4.

Tengelypont: y =0.

Novekedés: x < 2 esetén szigortan monoton novekszik.
Fogyas: 2 < x esetén szigorian monoton csokken.
Minimumhely: —. Minimumérték: —.

Maximumbhely: x =2.

Maximumérték: y =4.

10.5. Ertelmezési tartomény: R.

Ertékkészlet: [-3;+oq[.

Zérushely: x, =—4; x, =2.

Tengelypont: y =-2.

Novekedés: —1< x esetén szigorGan monoton novekszik.
Fogyés: x < —1 esetén szigoran monoton csokken.

Minimumbhely: x =-1.
Minimumérték: y =-3.
Maximumbhely: —. Maximumérték: —.

y
4
8
0] 1) x
\
y
|
/
/
\ L/
l X
y
4
| \
o) 1.
|2 \ X
| \
| \
/ \
| \
y
1
0l 12 X

W
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10.6. Ertelmezési tartomany: R. y
Ertékkészlet: ]—oo;4].
Zérushely: x, =-7; x, =1. 4

Tengelypont: y =1.

Novekedés: x < -3 esetén szigorGan monoton novekszik.

Fogyés: —3 < x esetén szigorian monoton csokken.

Minimumhely: —. Minimumérték: —.

Maximumbhely: x =-3.

Maximumeérték: y =4.

10.7. Ertelmezési tartomany: R. Y
Ertékkészlet: {-2}.

Zérushely: —.

Tengelypont: y = -2.

Novekedés: A valos szamok halmazan monoton névekvd.
Fogyas: A valos szamok halmazan monoton csokkend.
Minimumbhely: R.

Minimumérték: y=-2.

Maximumbhely: R.
Maximumeérték: y=—2.

11. feladatlap

11.1. \/E=5; -4 =-2; \/—_ = Nem értelmezett; \/6=O; —\/%=—i' \/I=1; 0,01=0,1;

39
\/5; V=100 = Nem értelmezett; \/ﬁ A sorrend: —\/Z; —\/g; \/6; \0,01; \/I;
J2; V205 V25
11.2. Ertelmezési tartomany: R\R™.

Ertékkészlet: R\R™.
Zgérushely: x =0.

X -1 0 1 4 9

x| — | 0 1 2 3

Tengelypont: y =0.

Novekedés: 0< x esetén szigoruan monoton novekszik. 4

Csokkenés:—. L
Minimumbhely: x =0. Minimumérték: y =0. 1 =TT
Maximumhely: —. Maximumérték: —. 0] 1 X

11. feladatlap — megoldas 101




11.3. y 11.4. y N
fx
i
glx) T
3 fy 3
i) T sl 1
—3. 0] 1: B3 —4 0} 1 X
A || e
\/ \:\\
s N
h(x)
~
]:1.5. Ertelmezési tartomany: R. X ) _1 0 1 2
Ertékkészlet: R. B g 1 0 1 3
Zérushely: x =0.
Tengelypont: y =0. Y
Novekedés: Szigorian monoton novekszik. |
Csokkenés: —. /
Minimumhely: —. Minimumérték: —. |
Maximumbhely: —. Maximumérték: —. 1
11.6. \ y ]’ l
i(x) 5 \\ [
/
/ \ |
[\ \ |
\\ | / h(x) |
—4 ol 1 ll A
// \\ 11.7. a) Hamis, mert a fliggvény értelmezési tarto-
[ g(0) 4 | manya [—1; +oo[; b) Igaz, mert a fliggvény értelme-
I i \ z¢€si tartomanya [1; +oo[; ) Igaz. d) Hamis.
Jx) [T 1

12. feladatlap

12.1. a) Nem forditott aranyossag, mivel a mennyiségek Osszetartozo értékeinek szorzata nem al-

lando.

Csapok szama 1 2 3 4 5
Feltoltés ideje (perc) 136,8 68,4 45,6 342 26,8
Szorzat 136,8 136,8 136,8 136,8 134
b) Forditott aranyossag, mivel a mennyiségek dsszetartozo értékeinek szorzata allando.
Kitoltott mennyiség (d1/£6) 3,32 2,49 1,992 1,66 1,245
A tarsasag létszama 3 4 5 6 8
Szorzat 9,96 dl 9,96 dl 9,96 dl 9,96 dl 9,96 dl
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12.2.
X |0 1l 112 )3]4 Ll -1|-2(-3|-4
4 |3 12 41 3] 2
— | —-1413]21 Lyt —4|-3|-2|-1 SR
X 21314 21 3] 4
. Y
Ertelmezési tartomany: R\ {0}.
Ertékkészlet: R\{0}. %
Zérushely: —
y-tengely metszete: — 1
Novekedés: — T H"‘“‘“x‘
Csokkenés: Szigortian monoton csdkken, ha x <0
vagy 0<x.
SzélsBértékek: — ?
12.3. y % 12.4. ‘ VA
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13. feladatlap
13.1 0szto
a b ¢ d osztando
ale bte cte dte e
atf b|f clf dt+f f
alg blg ctg drg g
a|6300 b 16300 c]6300 d 16300 6300
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13.2. A:= {2-vel oszthatd szamok} = {0; 8; 48; 76; 486; Nemnegativ egészek
1110; 4344};

B := {4-gyel oszthat6 szamok} = {0; 8; 48; 76; 4344};
C = {8-cal oszthatd szamok} = {0; 8; 48; 4344}.

23

4-gyel oszthat6é 486

13.3. A:= {5-tel oszthat6 szdmok} = {0; 5; 75; 270; 625;
9850};

B :={25-tel oszthatd szdmok} = {0; 75; 625; 9850} ;
C = {125-tel oszthato szamok} = {0; 625}.

13.4. A:={3-mal oszthat6 szamok} = {0; 48; 486; 1110;
4344} ;

B = {9-cel oszthatd szamok} = {0; 486}.

13.5. a) Egy egész szam akkor oszthatdo harommal, ha a
szdmjegyeinek Osszege oszthaté harommal. A szamjegyek

Osszege 14+ x. x=1; 4; 7 szamjegyek esetén kapunk ha-
rommal oszthatd 0sszegeket. A megoldasok: 231 450; 234
450; 237 450. - J
b) 4-gyel akkor oszthato az egész szam, ha az utolsé két szamjegybdl képzett szam oszthatod 4-gyel.
52 és 56 a két lehetséges végzodés. A megoldasok: 443 252; 443 256.y =2; 6.

C) 6-tal akkor oszthatd az egész szam, ha 2-vel is és 3-mal is oszthatd, tehat az utolsé szamjegy
csak paros lehet. A paros szamjegyek koziil azonban az a j6, amelyikre a szamjegyek 0sszege 3-mal
oszthato. A megoldasok: 530 280; 530 286. z = 0; 6.

13.6. A 9-nél nem kisebb primszamok mind paratlanok, ezért csak paros primet adhatunk 9-hez.
Az egyetlen paros prim a 2. 9+ 2 =11, ami prim. Tehat 2 az egyetlen megoldas.

13.7. a) Igaz, mert barmelyik egész szam 0-val szorozva 0-t ad eredményril.

b) Hamis, mert éppen a duplazassal valt 2-vel oszthatova a szam. c) Igaz.

d) Hamis, mivel a 18 oszthaté 3-mal, de nem oszthaté 30-cal.

e) Hamis, mert 25-h6z 1-et adva 26-ot kapunk, vagyis 5-tel nem oszthat6 szamot.

f) Hamis, mert ugyanazzal a szammal oszthat6 két szam Gsszege és kiilonbsége is oszthatd ugyan-
azzal a szammal.

14. feladatlap

14.1. a) 2*-3°-5; b) 2°-11%; ¢) 27-3%; d) 2°.3% e) 27.3°.5; ) 2°.11%; @) 2°-3%; h) 2°-3°.5.
Azegyenlok: a=e=h; b=f; c=d.
14.2. a) 36 =2%-3%. Az osztok szama: (2+1)-(2+1)=9; b) 32=2°. Az osztok szdma: 5+1=6;
C) 1260 =2"-3%.5.7. Az osztok szama: (2+1)-(2+1)-(1+1)-(1+1)=36; d) 4875=3-5"-13.
Az osztok szama: (1+1)-(3+1)-(1+1) =16.
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14.3. a) Hamis, mert példaul 2 + 3 = 5; b) Igaz, mivel minden masodik szam paros, igy a két szam
kozott mindenképpen akad paros, vagyis a szorzatuk paros; ¢) Igaz, mivel a szamok kozott bizto-
san szerepel harommal oszthato, és paros is; d) Hamis, hiszen 2-3-4 = 24 oszthato 12-vel; e) Igaz,

példaul 16-18 = 288 oszthaté 32-vel; f) Hamis, hiszen 27 =3°, vagyis osztdinak szama 4.

15. feladatlap

15.1. a) A két szam primtényezds felbontasa: 1512=2°-3%.7, 1656 =2°-3%-23. A legnagyobb
kozos oszto: 2° -3% = 72. A legkisebb kozods tobbszords: 2°-3°-7-23 =34 776; b) A két szam prim-
tényez6s felbontasa: 11 025=3%-5*.7% 17 325=3%*.5>.7-11.
A legnagyobb kozds osztd: 3°-5% -7 =525. A legkisebb kozds tobbszoros: 3*-5°-7°-11=121 275.
15.2. A szamlalok €s nevezok primtényezokre bontasa utan, a kozos tényezokkel egyszeriisithe-
tiink.

60 235 5 by 1485 3.511_5, o 170 _ 23-5.13 2

156 2°-3-13 137 7 594 2.3°-11 27 7 4095 3°.5.7-13 7
15.3. A nevezdk legkisebb kdzos tobbszorose lesz a kozos nevezd.

5 5 2_5 5 2 50-75+24 1

6 4 5 23 225 2235 60’
3 1 4 3 1 4 63+77-176 36 3
b) o=ty =5 = :
44 12 21 2°-11 2°-3 3.7 27.3.7-11 924 77
0 27 5 2 27 5 2 486-375-40 71
50 12 45 2.5 2*:3 3.5 2°.3°.5% 900
15.4. Az egyiitthatdkat és a konstans tagot primtényezdkre bontjuk, majd a kdzos tényezoket kie-
meljik.
a) 24x+36=2°3x+2%-3* =2%-32x+3) =12(2x +3);
b) 540x-450=2%-3"-5x-2-3"-5% =2.3*.5(6x +5) =90(6x + 5);
C) 165x-231y+99=3-5-11x-3-7-11y+3*-11=3-11(5x =7y +3) =33(5x =7y +3);
d) —192x-216y—600=—2°-3x-2°-3’y—-2".3.5 =—2".3.(2'x+3’y+5°) =
=-24(8x+9y+25).
15.5. A két szam legkisebb kozos tobbszorose a megoldas: [30; 42] = 210.
15.6. a) Igaz; b) Igaz; ¢) Hamis, mert 23 és 1 legnagyobb koz6s osztdja 1; d) Hamis, mert, ha a két
szam 27, akkor a legkisebb k6zos tobbszorosiik is 27; €) Igaz, mert a legnagyobb kozos osztd a
koz0s osztok koziil a legnagyobb.

16. feladatlap

16.1. a) Otds szamrendszerbeli szam. Ertéke: 66,,; b) Négyes szdmrendszerbeli szam. Ertéke: 45,;

c) Harmas szamrendszerbeli szam. Ertéke: 25,,; d) Nyolcas szamrendszerbeli szam. Ertéke: 379,,.
16.2.2) 24, =2-5+4=14,,; b) 13, =1-4+3=7,,; C) 223, =2-5"+2-5+3=63,;
d) 1-4*+2-4+3=27,,
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16.3. a) [5] 243 b) [5] 2332 o [5] 3140

73 3 342 2 2045 0
14 4 68 3 409 4
2 2 13 3 81 1
0 2 2 16 1
0 3 3

0

16.4.[ o8 77 26 25 24 23 22 2! 1
256 | 128 | 64 | 32 16 8 4 2 1

a) 101, =1-4+0-2+1-1=5; b) 100, =1-44+0-2+0-1=4; c) 111, =1-4+1-2+1-1=7,
d) 110, =1-4+1-2+0-1=6.

16.5.a) 10111, =1-164+0-8+1-4+1-24+1=23,;;

b) 1001101, =1-64+0-32+0-16+1-8+1-4+0-2+1=77;

c) 111001, =1-32+1-16+1-840-4+0-2+1=57,,;

d) 11001100, =1-128+1-64+0-32+0-16+1-8+1-4+0-2+0-1=204,,,.

16.6. a) EI 1001,; b) EI 10011,; c) @ 11100,.

9 1 19 1 28 0
4 0 9 1 14 0
2 0 4 0 7 1
1 1 2 0 3 1
0 1 1 1 1
0 0
16.7. a) @ 100000,; b) @ 110010,; c) @ 1100100,.
32 0 50 0 100 0
16 0 25 1 50 0
8 0 12 0 25 1
4 0 6 0 12 0
2 0 3 1 6 0
1 1 1 1 3 1
0 0 1 1
0

16.8. a) Igaz, mivel az 5 nem tartozik a négyes szamrendszer szamjegyei {0; 1; 2; 3} koz¢,;
b) Hamis, mert a 9 nem lehet a kilences szamrendszer szamjegye;
¢) Hamis, mert csak harom {0; 1; 2} szamjegy sziikséges;

d) Igaz, mert 101, =9+1=10,,, valamint 101, =4+1=35,;;
e) Igaz, mert 11, =3+1=4,,, valamint 100, =4,,;
f) Hamis, mert 101, =9+1=10,,, valamint 1010, =8+2=10,,.
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17. feladatlap

i2+1—23+3l45=o,02+0,012+0,0375=0,0695;
10> 10° 10
b) 4.27'+20-27+24.27 = %+§+%=2+5+3=10;

17.1.a) 2-107+12:107° +375-107 =

1’8+1’28_¥=0,6+0’2—0,2=0,6.
3 3 3

17.2. a) 25 _37 .511 .2—3 .34 .5—4 — 25+(—3) .37+4 '511+(—4) — 22 .311 .57;

b) a_4-b5-07-a6-b11-cs-a_9-b_2-c_lz=a_7-b14-co=a_7-b14;

20 4 -6 -13 -4 3 10 -10 21 -3 -13
C) x" -y x" -z x ey Tizex iz =Xty ez

28 .3—5 .511
17-3- a) W

.5

c) 1,8-:3"+1,8-372-5,4.37 =

= 983 375-(-6) gl1=6 _ ol _3_55;

4 7-6 -3
a b7 -c e el 5 _
b) . 5=a4(7)_b6(2)_c35=a11_b—4_c8;
a’' -b”-c

-3 7
X -z _3(3) .~(=6) T4 _ 0 6 3_ 6 _3
C)W—x 4 Z =Xy -z =Yy -Z.

163'8—2_26.4—3_(24)3.(23)_2.26.(22)_3 912 96 6 56 A6
) = =3

LAa) = (2°)(2") 2k 2

2} =8;

5 5
b) 1 -162-é-i= iz .(24)2. 1_4.%=%.28.%.2—6=2—10.28.212.2—6=24=16.
4 8" 128 |2 (23) 202 2

17.5. Primtényez0s felbontas segitségével hozd egyszerlibb alakra!

4 4\ 2\t (~2 q2)?
48’50 36> (2 .3) .(2.5 ) .(2 3 ) IR AR LN APk S SN U 26
96> -60* - 75° _(25.3)2.<22.3.5)2.(3.52)3 S 20.32.04.32.52.3%.50 M3t T T

a)

725.90°.28° (23.32)5.(2.32.5)5.(22.7)6 | 29.310.29.310.55.012. 76

(70-63)"-24° (2.5.7.7.32)3.(23.3)8 2°.5%.70.30.0%.3¢

2°0.3%.57.7

12

17.6. a) A bal oldali hatvany:16° =(24)9 =2, A jobb oldali hatvanyok: 2*=(2)" =8".
-18 -36
po[ L] 2 =(2¢) =64 2% = LR
4 2) 7

-12 -
b) 27° =(3°) =3* 278=32“=[é) 270 =3 = (3') =81 278:324:(36)4=(7719j |

10

17.7. @) 10° vagy 20. (103)10 vagy (202) , vagyis 1000" vagy 400". A 10 a nagyobb.

b) 3" vagy 5". (33)5 vagy (52)5. 27° vagy 25°. A 3" anagyobb.
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18. feladatlap

18.1. a) 6,24-10°; b) —5,43-10°; c) 10°; d) 1,23-107; €) =3,4-10°; f) 107°; @) 1,25-107

18.2. a) 2470; b) 100 000; c) —56 000; d) 0,000 034 2; ) —0,001; f) —0,000 000 016 6.

18.3. A tényezdk felcserélhetdségének felhasznaldsdval a mantisszakat irjuk eldre, a tizhatvanyo-
kat pedig hatra. Végezziik el a mantisszakkal €s a tizhatvanyokkal a kijelolt miiveleteket!

a) 2,4-10°-3-107 =2,4-3-10°-107 = 7,2-10°;

b) (-2-107)-1,35-10° =-2-1,35-107* 107 =-2,7-107;

c) 2,4-10°-3,1-107-5-10* =2,4-3,1-5-10°-10>-10* =37,2-107 =3,72-10%;
d) —10°+(~1,25-10%)-(=5)-10* = —1-(~1,25)-(=5)-10’ - 10°-10* = —6,75-10".

18.4. a) 247-10° =2,47-10*-10° =2,47-10°; b) 0,0234-10° =2,34-107-10° =2,34-10";

C) 54,7-10% =5,47-10"-10* =5,47-107; d) —0,134-10" =-1,34-10""-10" =-1,34-10".
18.5. A mantisszéakat és a tizhatvanyokat kiilon osztjuk el egymassal.
4,84-10° 4,84'105 4,84:-10° 4,84 10°

a = —=1,21-10%; b =1,21-10%;
) 4.10° 4 10° ) 4.107* 4 10
-8 -8
0 7,26 102 =_7,26.102 _ 6.10";
1,21-10 1,21 10
-5 -5
d) _L35 12 =—1’35-10_2 =-0,27-10° =-2,7-10".
5-10 5 10
. _4. . 9 . _4. 9
18.6.2) > 1 ‘_‘6’5 1? 8 4’5.10_6 105 =30-10°=3-10;
1,2-10°-10 ,2-1 10°-10
. —3' . 14 . —3' 14
b) 2,25-107-8,82-10" _2,25-8,82 107 -10 6.3.10°,

2,1-10°-1,5-10° 2,1-1,5  10°-10°

18.7. a) 2,33-10° =233-10*;  b) 2,34-10° =0,0234-10"; ¢) —2,35-10"" =-0,0000235-10*;
d) —23,6 =-0,00236-10".

18.8.a) 200-10° =2-10*-10"=2-10" m. b) 45-10° =4,5-10'-10" =4,5-107 m.

€) 260-107*=2,6-10*-10"2 =2,6-10"" m. d) 76 Gm = 76-10° =7,6-10'-10° = 7,6- 10" m.

e) 800 Mm = 800-10° =8-10°-10° =8-10° m. f) 5,63 Tm = 5,63-10" m.

19. feladatlap

19.1. a) 10x°y; b) 7x*y’; c) 12a°b*; d) —40a°x*y’; €) =3b°x"y".

19.2. a) Az els6 tag hatodfoku, a masodik és a harmadik tag pedig harmadfoki. A polinom hatod-
foku; b) Az els6 és a masodik tag hatodfoku, a harmadik tag pedig kilencedfokd. A polinom kilen-
cedfokq; €) Az els6 tag harmadfoku, a masodik masodfoku, a harmadik tag elséfoku, az utolso tag

a konstanstag, nulladfoku. A polinom harmadfoku; d) s(x) =—x" —4x* + 5x—1. Az elsé tag heted-
foku, a masodik tag masodfoku, a harmadik tag els6fokt, az utolsé tag a nulladfoku (konstans) tag.
A polinom hetedfoku.
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19.3.

p(x):2x3y+4x2y+xy+5

p(x)=x*—x’+2x> +x

Konstans tag 5 0
Elséfoku tag — X
Misodfoku tag xy 2x?
Harmadfoku tag 4x’y -x’

19.4. ) Az elsé tag a (34xy” —a'b’c)(34xy” —a’b’c), a masodik tényez a (34xy” —a’b’c) ki-

fejezés. Az els tag a 34x)y” kifejezés, amelynek masodik tényezdje az X. b) b*; ) —1.

. , x_ 3a’hb 2 3Y
19.5. A polinomok: x~; —; ;o xT=2x+3;, 5, | = |.
2 5 4
19.6. Az % kifejezés nem polinom.
a) Az egyvaltozos polinomok: x*; —2x; x°+2x; % Y =3y X +xT+x+]; —§x3 +x;

b) A tbbvaltozos polinomok: a*b’; a’b+ab* +b*; —4a’b+5ab;
C) Az x valtozora nézve els6foka polinomok: —2x;

d) Az x valtozéra nézve masodfokti polinomok: x*; x* +2x;

e) Az egytaguak: x*; —2x; a'b’; f)Azegytaguak egyiitthatoi: 1; —2; 1.

20. feladatlap

20.1.a) 23x> —42x+31+13x" +5x—1+6x> —x—25=42x> -38x +5;

b) 6x° —8x+12—60x" —3x+21+5x" —15x+55=—-49x" —26x + 88;

C) —2xz+x+§—2x2 —lx+g=—4x2+%x+2;
3 3 3 6

d) lx2 —Ex—2+lx2—3x+9=gx2—2x+7.
6 2 2 3 2

20.2.a) x* —10x" +4x” —x—4x" +3x° —2x" =-3x* - 7x’ +2x° — x;
b) —4x* +6x° +6x” +4x—4x’ +3x* =3x’ = —4x" —x* +3x7 +6x” +4x;
) —3x* +3x’ —6x* —12x+16x° +6x° —4x”> =16x" —3x* +9x° —10x* —12x;
d) 30x* —50x" —50x” —Sx+5x* —20x> +10x° =35x" —70x° —40x” —5x.
20.3.2) 3x” —4x+6x—8+6—6x—2x+2x> =5x" —6x—2;
b) —2x* +8x+5x—20—6x> —4x—18x—12=—-8x> —9x—32;
c) —2(4x” +8x—10x—20)-3(30x" +18x+10x+6) =
=—8x* —16x+20x+40-90x* —54x —30x—18 = —98x* —80x + 22;
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d) —5(—9x" + 6x+3x—2) —4(3x” —2x —3x +2) =45x” —30x—15x +10 - 12x* +8x +12x —8 =
=33x —25x+2.

20.4.a) (9x" +6x” —12x+6x" +4x—8)+(-2x" = x* +14x" + Tx+6x+3) =

=0x +6x> —12x+6x" +4x—8-2x" —x* +14x* + Tx+6x+3=7x" + 25x* + 5x = 5;

b) (—16x" —48x +24x +4x” +12x—6) — (2x* +12x° +4x* +24x +12x +72) =

=—16x" —48x" +24x+4x" +12x —6-2x" —12x" —4x* —=24x —12x - 72 =-18x" — 60x” - 78 ;
¢) —2(5x* —2x-5)(7x=3)-3(5x—2)(5x’ —5x+3) =

= —2(35x —15x" = 14x° + 6x—35x +15) = 3(25x* = 25x” +15x = 10x° +10x—6) =

=—70x> +30x* +28x* —=12x+70x —=30—=75x> + 75x* = 45x +30x* = 30x + 18 =
=—145x> +163x* —17x—12.

21. feladatlap

21.1.a) x> +2x+1; b) u’ —4u+4; ¢) a’ +6a+9; d) 16-8y+y*; €) x* +2xy+y*;
f) u® —2uv+v2.

21.2. Q) 4x> +20x+25; b) 9u’ —36u +36; C) ga2+4a+9; d) %—8y+25y2.

21.3.a) 4x* +12xy+9y*; b) 9u’ —24uv +16v°; c) 4a’ +28aby +49b°y*;
16 5 25

d) —a’x* — =abxy + ==b*)’.

) 29 7 e

21.4.8) x*—1; b) u*—4; ¢) 9" d) u® -7
21.5.a) 4x° —y*; b) guz —v*; ) 16x° =25y%; d) %uz -9,

21.6.a) (a’ +2ab+b’)—(a* —2ab+b*) ~4ab=a’ +2ab+ b’ —a’ +2ab—b’ —4ab =0;.

b) (a’ +2ab+b*)+(a’ —2ab+b*)=2(a’ —b*) =@’ +2ab+ b’ +a* —2ab+b’ —2a’ +2b> = 4b’;
¢) (¢’ —4ab+4b*)—(a* —9b ) =a’ —4ab +4b> —a’ +9b" = —4ab+13b’;.

d) (4a’ +4ab+b*)-2(a’ +2ab+b’) = 4a” +4ab+b* —2a’ —4ab-2b" = 2a’ = b’.

21.7.a) (x+1) =x’ +3x> +3x+1; b) (y-2)’ =y’ 6> +12y-8;

C) (x+y) =x’+3x"y+3xp* +1°; d) B-y)’ =27-27y+9y* —y’;

e) (ab+5) =a’h’ +15a°b* +75ab+125; ) (6-xy)’ =216-108xy +18x>y* —x’y".
21.8. a) Hamis mert haromtagu kifejezéssé alakithato at. b) Igaz. ¢) Hamis. d) Igaz. ) Igaz.

f) Hamis, mert az (a — b)* esetén az eléjel negativ.
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22. feladatlap

22.1.a) 2x* +6x=2x(x+3); b) X’y +5x°y = x*p(x +5); ¢) 3x’y +3xy =3xp(x +1);
d) 12y +24y* =12y(1+2y); €) —x2—2=—(x2+2); f) x2-a)-2Q2-a)=Q2—-a)(x-2);
g) 3x(x+y)+4y(x+y)=(x+y)3x+4y).

22.2.a) 2a+ax+2b+bx=a2+x)+b(2+x) =2+ x)(a+b);

b) ax—3a+bx-3b=a(x-3)+b(x—-3)=(x-3)(a+b);

C) Sx—-25+ax—-5a=5x-5+a(x-5)=(x-55+a),

d) x> =3x—yx+3y=x(x—3)—p(x—3)=(x=3)(x - y);

e) 4x+12-bx—-3b=4(x+3)-b(x+3)=(x+3)(4-b);

f) 5x° —10x"y — yx +2y° =5x2(x—2y)—y(x—2y)=(x—2y)(5x2 —y).

223.8) X’ =y =(x—y)x+y); b) a’=1=(a=-1)(a+1); ¢) X’ —4=(x-2)(x+2);
d) 9-a’=(3-a)3+a); €) 4x’ -y’ =(2x-y)(2x+);

f g)c2—21—5y2 =(§x—%y)(%x+%yj; 4)] %)f —64=(%x—8)(éx+8);

h) 4a*x” —b°y* =(2a2x—b3y2)(2a2x+b3y2).

22.4.8) (x+2)° -9 =[(x+2)-3][(x +2) +3] = (x = )(x + 5);

b) x> —=(x=2)" =[x - (x=2)][x+(x=2)]=2(2x-2) =4(x - 1);

¢) (2x-37)* =937 = [(2x—3») = 3¥][(2x —3») + 3] = (2x— 67)2x = 4x(x ~ 3y);

d) 2x=1)*=(x+3)* =[x -1)=(x+3)][2x =D+ (x+3)]=(x-4)(3x +2).

22.5. @) x* +4 = nem alakithato szorzatta. b) x* —4 = (x —2)(x +2);

¢) x* =9 =(x=3)(x+3); d) 2x" +4=2(x"+2).

22.6.a) 2x2—18=2(x2 —9) =2(x=3)(x+3); b) ax’ —25a=a(x2 —25) =a(x—5)(x+5);
¢) —3a’ +12a=-3a (a2 —4) =-3a(a—-2)(a+2),

2
d) S R az—l =—x’ a—l a+l ;
4 4 2 2
e) ix2—L=l 4x2—l _! 2x—l 2x+l ;
3 12 3 4] 3 2 2
f) —ix3+20x=—5x Lxz—4 =—5x lx—2 lx+2 .
16 16 4 4

22.7.8) x*+2x+1=(x+1)*; b) a’—da+4=(a—-2)*; ¢) x’+6x+9=(x+3)*;
d) 16—8a+a’ =(4—a)’; ) 4x* +4xy +y* =(2x+ y)’; f) 4x° +2x° + * =(2x+y2)2.
22.8. ) 2a> ~12a +18=2(a* —6a+9) =2(a - 3)’;

b) 3ba’ —24ba +48b =3b(a* —8a +16) =3b(a —4)".
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22.9.8) X’ =8=(x-2)(x’ +2x+4); b) x’+27 = (x+3)(x’ - 3x+9);
€) 125-x° = (5-x)(25+5x+x7); d) 64+x" = (4+x)(16-4x+x*).

23. feladatlap
2 2.5 2 312 2 _ 2
23.1. a) 6a4b 2b b) 66a x3 _llax” | 36a ZZ )g _ 18a2; 2(a-2) _2
9a 54abx 9b 62ab’x”  3lx

=3a2’ ’
2x+2y _2(x+y) _2 ) W —ax _ aly-x) _ a,

3x+3y  3(x+y) 3 bx-by -b(y-x) b’

2 _ _ 1,2 _
N 25_(x=9@+S) _ o gy 2=y _T=»0+y) _
x+5 x+5 7T—y T—y

23.2. a)

x2+2xy+y2_ (x+y) _xty.

=yt (=)t y) x—y

C)x2—4x+4= (x=2)° =x—2.
x’ -4 (x-2)(x+2) x+2’

23.3. a)

x*+6x+9  (x+3) x+3.

b) =9  (x=3)(x+3) x-3’

237 +20x+50  2(x°+10x+25) 2(x+5)?  2(x+5)
3x* +15x 3x(x+5) 3x(x+5) 3x

23.4.a)l+l=i+i=a+2;b)%—%+l=%—3—f+a—z=ﬂ;
a 2 2a 2a 2a a a a a@ a a a
0 3.2 _ 3(x+1) 2(x-2) =3(x+1)—2(x—2)=3x+3—2x+4=
x=2 x+1 (x=2)(x+1) (x=2)(x+1) (x=2)(x+1) (x=2)(x+1)
_ x+7 ) 2 N 2 _ 2(1-x) N 2(x+1) =2(1—x)+2(x+1)=
(x=2)(x+1)’ x+1 1-x (x+D)(A-x) (x+D)(A-x) (x+1D(1-x)
_2-2x+2x+2 4
(x+D)(1-x) (x+D(1-x)
23.5. ) x-3 .x2—9_ x=3 -(x—3)(x+3)=1;

¥ —6x+9 x+3 _(x—3)2 x+3

5x’ =20  4x+8 _5(x2—4)'4(x+2) _S(x-2)(x+2) 4(x+2) _,
x> +4x+4 10x-20 (x+2)° 10(x—2) (x+2) 10(x-2)

3x-2 3x+2 3x-2 3x+2 3x-2 (Bx+2)(3x-2)
23.6.a) — = o = 5 =1;
Ox"—=12x+4 9x -4 (Bx-2)" (Bx+2)3x-2) (3x-2) 3x+2
b) 4x2+20x+25.2x+5_ (2x +5)° 2x+5 (2x+5) .2x—5_1

4x* =25 2x-5 (2x+5)-(2x=5) 2x-5 (2x+5)-(2x=5) 2x+5
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24. feladatlap

24.1. A grafikonok metszéspontja alapjan a megoldas:

a) x=3; b) x=1;
y y
v~
\ o5
/.
VA A
> \
S 1
0 x 0]\ X
-2
" —4 \ 4\\\
~ %
7 \ X
—
C) x=-3; d) x=2.
Y 1 y -
Y= "3 L )L
) 2 Y
NTA
T
L7
—
— 1
gl -3 0] 1 * —1¥£1-2 X
~
-5
N= ——2 —_—
24.2. A grafikonok metszéspontjai alapjan a megoldas:
a) x,=—4, x,=-1; b) x, =1, x,=5;
\ ] , [
\ / y=&=37 =1\ |
\ [y =(x+2) \\ //
4 y = .5 .
\ / 7
NN
—4 | —10]\ x Ui 3 X
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24.3.a) x, =3, x,=3; b) Nincs megoldas;

y y
y = Ixl j
Y =x#3
o3 3 3
1
-3 0 X X
y=—|x]
c) x=1; d) [=2:+ee[.
by y
yElx+2[+2
= |x + 2|+ 1
2A
0] 1 X —2_10[ 1 X
V=X +4
y=x+1
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24.4.a) x, =1, x,=3; b) x=-2;

v /
\ [
v =(x = 2)%\ /
\ ./ y,
1 \ I
o [/
01 [ 3\ 1% VA
y=(x+1)2—|1
/ \ \ \/ 1/
/ \
yE—(r - _)°+z/ \ RN SH e x
T
c) x,=0, x,=1; d) x, =3, x, =0.
Y y
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
3v=(x—2)2—1 .
/ y=(x+1)2*—1
o\ / I\
/ O%\ X — 3 l >
’ \ / \
_ 2 o
[ =i / el
INRBEEREE | \

25.1. a) A négyzetgyokos kifejezés barmely valos helyettesitési értékre nemnegativ értékii lesz, igy
nincs megoldas! b) A négyzetgyokfiiggvény 0-nal veszi fel a 0 értéket, tehat x +2 = 0. A megoldas:
x =-2. ¢) Egy nemnegativ (\/x - 2) €s egy pozitiv (4) kifejezés 0sszege nem lehet 0. Nincs meg-
oldas. d) A négyzetgyokos kifejezés nem lehet negativ. Nincs megoldas. €) Mivel az abszolutérté-
kes kifejezés nem vehet fel negativ értéket, nincs megoldas. f) Az abszolutértékes kifejezés 0-nal

vesz fel 0 értéket, igy az x —1=0 egyenlet megoldasa az egyetlen megoldas: x =1.

25.2. Két nemnegativ kifejezés osszege csak akkor lehet 0, ha mind a két kifejezés 0. a) Alakitsuk
at a kifejezést két nemnegativ kifejezés osszegére: Jx=2+/x=3. Azelsé kifejezés csak akkor 0,
ha x =2, a masodik pedig akkor, ha x = 3. Egyszerre a két kifejezés tehat nem lehet 0, nincs meg-
oldas. b) Nincs megoldas. ¢) x =2. d) Nincs megoldas.

25.3. Két nemnegativ kifejezés dsszege csak akkor lehet 0, ha mind a két kifejezés 0. a) x =2;
y=-3.b) x=-2; y=3.¢)x=-1;, y=1;, z=0.d) x=-2; y=3; z=0.

25.4. a) A bal oldali kifejezés értelmezési tartomanya: [2;+eo[, a jobb oldali kifejezés értelmezési
tartomanya |—oo; 1]. Mivel a két értelmezési tartoméany metszete iires, igy biztosan nincs megoldas.
b) A bal oldali kifejezés értelmezési tartomanya: [1;+ o[, a jobb oldali kifejezés értelmezési tarto-
manya ]—oo;—2]. Mivel a két értelmezési tartoméany metszete iires, igy biztosan nincs megoldas.

25. feladatlap — megoldas
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C) A bal oldali kifejezés értelmezési tartomanya: [2;+ o[, a jobb oldali kifejezés értelmezési tarto-
manya ]—oo; 2]. Akét halmaz kozos része a {2}. Behelyettesitve egyenléséget kapunk, igy x = 2.
d) A bal oldali és a jobb oldali kifejezés azonos, értelmezési tartomanyuk: [5;+oo[, igy a megoldas
X € [5;4 o9l

25.5. a) Bal oldali kifejezés értelmezési tartomanya: [2;+oo[. A nemnegativ értékkészlet miatt a
jobb oldali kifejezés is nemnegativ, X lehetséges értékei: |—oo; 2]. Az egyetlen kdzos elem, a 2, ki-
egyenliti az egyenletet. A megoldas: x =2. b) A bal oldali kifejezés értelmezési tartomanya:
[—2;+oo[. A jobb oldali kifejezés nemnegativ, ha x € |—eo;—3]. Nincs megoldas.

26. feladatlap

26.1. Egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. @) (2x+4) =0 vagy (10-5y)=0. x=-2
¢s yeR vagy y=2 és xeR.h) x=—%, és y,ze R, vagy y=8, és x,ze R, vagy z=-4 és
x,yeR. c) x=4 és y,ze R, vagy y:—g és x,z€R, vagy z=2 és x,yeR. d) x=3 és
y,ze R vagy yzg és x,ze R, vagy z=2 és x,yeR. e) x=0 és y,ze R, vagy y=2 ¢és
x,ze€R, vagy z=6 és x,yeR. f) x=0 ¢és y,ze R, vagy y=0 és x,ze R vagy zzg és
x,ye R.

26.2. Egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. a) (x—2)=0 vagy (x+3)=0. x, =2,

x,=-3.b) x, =4, x,=0,25. ¢) x, =%, x,=-1, x;=3.d) x, =0,4, x, =0,125, x, =-0,63.

26.3.a) (x-1,5)(x+2)=0. x,=15 x,=-2. b) (x+4) x—%j:O. x, =4, xzzg.

c) (2x+3)(§—3)=0. x =-15 x,=6. d) (x—%)(x—%)=0. x=1,5.

1 1 1 1
e) (Ex—3J(2x+10)=0. x, =6, x,=-5.f) (Ex+z)(x—9)=0. x1=—5, x,=09.
26.4.8) x(x+2)+3(x+2)=(x+2)(x+3)=0. x,=-3, x, =-2.
b) x(x=5)+4(x-5)=(x-5)(x+4)=0. x,=-4, x,=5.
C) x(x+4)+4(x+4)=(x+4)(x+4)=0. x=—4.

d) x(x—3)+%(x—3):(x—3)(x+%)=0. X, =—%, x, =3.

e) a(x+D)+(x+1)=(x+1)(a+1)=0. x=-1, ha a#-1, vagy x€ R, ha a =-1.

f) b(x—=5)+4(x-5)=(x-5)(b+4)=0. x=35, ha b+ -4, vagy xe R, ha b=—-4.
26.5. a) (x+2)+x(x+2)=(x+2)(x+2+x)=(x+2)2x+2)=2(x+2)(x+1)=0. x, =-2,
x,==1. b) 2:(x=3)—x(x-3)=(x-3)2-x—6-x)=(x-3)(x—6)=0. x, =3, x,=6.

c) (x=5 +x(x=5)=(x=5)(x-5+x)=(x-5)2x-5)=0. xlzg, x, =5.
d) (x+4) +3(x+4)=(x+4)(x+4+3)=(x+4)(x+7)=0. x,=-7, x, =—4.

>
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27. feladatlap

27.1. Az egyenletek mindkét oldalan 6sszevonjuk az egynemii kifejezéseket.
a) ,11x—-6,01=-0,89x—-0,01. x=3. b) -2x-2,44=—-x+2,56. x=-5.

27.2.a) 6x—-22-12x-15=-2x-7-2x-24 ph) 2x+11-10+4x=12x-4—-6x-3

—-6x—-37=-4x-31 1+2x=6x-7

27.3. a) A sokféle megoldas koziil az egyik, hogy az Gsszes zarojelet felbontjuk.
2{3x+5-[x—4-3(-2x—4)}=6x+11 ?) 1,4-0,2x~0,4[3- 6x+5(10x+3)] = ~21x+0,6
—6x—10+2[x—4-3(2x-4)|=6x+11 1,4-0,2x-1,2+2,4x-2(10x+3) =-21x+0,6

—6x-10+2x—8—6(-2x—4) =6x+11 ,4-0,2x—-1,2+2,4x—20x—6=-21x+0,6
—6x—10+2x—8+12x+24=6x+11 —17,8x-5,8=-21x+0,6
8x+6=6x+11 3,2x-5,8=0,6
2x=5 3,2x=6,4
5 x=2
xX=—
2

27.4.a) 6x" —2x+15x—5+6x—9x* —8+12x=-3x"+28x +17
3x*+31lx—13==-3x"+28x+17
31x—13=28x+17
3x =30
x=10
b) 2(3x—x” +6—2x) - 3(4x” - 2x— 6x +3) =—14x+13x - 23
6x—2x" +12—4x—-12x" +6x+18x -9 = —14x" +13x - 23
—14x* +26x+3=—14x*+13x-23
13x =26

x=-2
0) =(10x” —2x—15x+3)-2(12—18x —8x+12x") = =34x + 68x - 28

—10x*+2x+15x—-3—-24+36x+16x—24x> = —34x* + 68x— 28
—34x* +69x —27 = —34x* + 68x— 28

x=-1
275.a) (x+2)+4x=(x+7) -39 b) 4x” —8x+4+3x=4(4-4x+x)-1
X +4x+4+4x=x"+14x+49-39 45> —8x+4+3x=16-16x+4x> -1
8x+4=14x+10 —Sx+4=16—16x—1
—6x=6 1lx=11
x=-1 x=1
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28. feladatlap

28.1. Készitsiik el a szamok primtényezds felbontasat, és hatarozzuk meg a legkisebb kdzds tobb-
szOrost!

X X X S5x 11x 2x
D yas rrs t Oyyrrn? Y9755 7010
9x B 8x P 11x—5-2x=2 99x —8x _
2°.3.5 2°.3.5 23.3%.11 2%.3%.7.13
9x—8x _, x=2%3%.11=1584 91x=2°-3*-7-13
2°.3%.5 x=72

x=2°3%5=28640
28.2. Hozzuk k6z6s nevezore a torteket! Ne feledkezziink meg a kikotésrol!

a) x=10 b) x#-1,5
3—x+4(x—10):5x+3 2x—1_3(2x+3):1—2x
x—10 x-10 x—10 2x+3 2x+3 2x+3
3—x+4(x—10)=5x+3 2x—1-3(2x+3)=1-2x
3—x+4x-40=5x+3 2x—-1-6x-9=1-2x
3x-37=5x+3 —4x-10=1-2x
2x=-40 2x=-11
x=-20 x=-5,5
28.3.a) x#0ésx#-1,5 b) x#0ésx=4
4 2x+3  3x 2(x—4) 1 5x
x(2x+3) - x(2x+3) - x(2x+3) x(x—4) - x(x—4) - x(x—4)
4—-(2x+3)=3x 2(x—4)—1=5x
4-2x-3=3x 2x—8—-1=5x
Sx=1 3x=-9
1 x=-3
s
. 2 5(2-3x 2 X
€) x#0¢ésxz3 xi2—3x§_x(2—3x)=_—(2—3x)x
52-3x)-2=x
10-15x-2=x
8=16x
x=0,5

28.4.a) x#2 ésx#-3
(x+2)(x+3)-2(1-x)(x—2)  3(x+3)(x-2)
(x=2)(x+3) C (x+3)(x=2)
x4+ 3x+2x+6-2(x—2—-x"+2x) = 3(x" —2x+3x—6)

X 43X+ 2x+6-2x+4+2x" —4x=3x"-6x+9x—18
-x+10=3x-18
4x=128
x=7
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b) x#4ésx#5
2x=-5)(x—-4)+(x+1)(x-5) _ 3(x—4)(x-95)
(x=5)(x—-4) (x—=5)(x—4)
2x2—8x—5x+20+x2—5x+x—5=3(x2—5x—4x+20)

3x* —17x+15=3x" —15x—12x + 60
—17x+15=-27x+60
10x = 45
x=4,5

28.5. A kdzds nevezére hozas soran hasznaljuk az (a — b)(a + b) = a* —b* azonossagot!
a) x#2ésx#-2 b) x#5ésx#-5
(x—D(x-=5)—-(x+3)(x+5)-4

(x+3)(x=2)—(x=4)(x+2)-1_, 0
v _4 x*—25
(x+3)(x-2)—(x—4)(x+2)-1=0 (x—D(x-5)-(x+3)(x+5)-4=0
x2—2x+3x—6—(x2+2x—4x—8)—1:0 x2—5x—x+5—(x2+5x+3x+15)—4=0
¥ —2x+3x-6—x"—2x+4x+8-1=0 X' =5x—x+5-x"-5x-3x-15-4=0
3x+1=0 ~14x-14=0
1 ~14x=14
x=—§ x=-1
28.6.a) x #3 b) x=-2
X 43xtl (D=3 2x-3 2x=5  (x+2) _(x=D)(x+2)
(x—3) (x—3) (x—3) (x+2) (x+2)  (x+2)’
X3l (e D= -2x-3 2x=5+(x+2)" = (x—1)(x+2)
(x-3) 2Xx—S5+x"+4x+4=x"+2x-x-2
X+ 3x+1+(x+7)(x=3)-2(x-3)" =0 6x—1=x-2
X+ 3x+ 1427 = 3x+7x-21-2(x" —6x+9) =0 Sx=-1
X4 3x+1+x" = 3x+7x—21-2x" +12x—-18=0 x=—§
19x-38=0
19x =38
x=2

29. feladatlap

29.1. Ha Zsoka x forintot kapott, akkor Bori 7000 — X forintot. Zsdka zsebpénzének 20%-a
20-x

100
= %(7000 —x). A megoldas utan X = 4000 Ft, igy Zsoka 4000 Ft-ot, Bori pedig 3000 Ft-ot kapott.

=0,2x, Bori zsebpénzének % része: %(7000—x). Az Osszefiiggés: 0,2x+400 =

Tehat Bori kapott kevesebbet 1000 Ft-tal.
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29.2. Ha Andor most X éves, akkor Botond életkora 24 — x év. Az életkoruk 0sszege (24 év) 12 év
mulva kétszerez0dik meg, hiszen ekkor mindketten 12 évvel lesznek idosebbek. Az Gsszefiiggés:

(x+12) -4 =24 -x. x= 8. Andor tehat most 8 éves, Botond pedig 16 éves.

29.3. Ha Cili tomege X kilogramm, akkor Dorka 100 — x kilogramm tomegi.

Az Osszefliggés: (100—x)—3=x+3. x=47. Cili tomege tehat 47 kg.

29.4. Vince egynap alatt a godor %-ed részét asnd ki, Zoli pedig az l-od részét. X nap alatt a
g6dor %x + éx részét assak ki. Az egész godor kidsdsara vonatkozo Osszefliggés: %x + lx =1.
3x+2x=12. x=2,4 nap.

29.5. X jelentse azt az oldalmennyiséget, amelyet kezdetben olvasott volna egy nap alatt. igy a

konyv oldalainak szama: 20X. Az Osszefiiggés: (x+10)16 =20x. X =40. A kdnyv tehat 800 olda-
las.

30. feladatlap

30.1.a) x<-1; b) x>-1; ¢c) x>1; d) x<—6.

30.2. A tortkifejezés értéke a nevezo eldjelétol fiigg.

O—
a) A tortkifejezés értéke pozitiv,ha x —1>0. x>1; >
-2 01 2
(o,
b) A tortkifejezés értéke negativ, ha x+1>0. x >—1; >
-1 0 1 2
— o0
c) A tortkifejezés értéke pozitiv, ha —x—1>0. —1> x; — >
-1 0 1 2
0]
d) A tortkifejezés értéke negativ, ha —x+1>0. 1> x. — >
-1 0 1 2

30.3. A parositasok: a) 3; b) 4; c¢) 1; d) 2.

30.4. A tortkifejezés értéke akkor pozitiv, ha a szamlalo és nevezd vagy egyarant pozitiv, vagy
egyarant negativ. Ha a szdmlal6 és nevezo ellenkezd eldjelli, akkor a tortkifejezés értéke negativ.
A tortkifejezés értéke csak akkor lehet 0, ha a szamlalo 0. Egy lehetséges megoldasi modszer, ha a
szamegyenesen feltlintetjiik a szamlalo és nevezd pozitiv és negativ tartomanyat egyarant. Ekkor le-
olvashat6 a megoldés tartoménya. (A nevezdben 1évo kifejezés nem lehet 0.)

a) x<-2vagy 5<ux. b) 3<x<I.
el © e p—— o= e © o——
————————+—— —————————+—
2 01 57 -3 0 1 *
) —2,5<x<-2. d) X105 0 v <3 vagy2< .
2x +
:::::#'é ----- 0 |
r - ===== r-—-—=—=-==
— : % — ——
—25-2 0o 1 -3 01 2
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30.5.

a) A megoldashalmaz az X tengelyen 1évé és  b) A megoldashalmaz az X tengely alatti grafi-
az x tengely feletti grafikonpontokhoz tarto-  konpontokhoz tartozik. —2 < x < 2.
zik. x <1 vagy 5< x.

V) L |
\ /
_x2_ .
y=|x =3} = \ /y_ )
\ /
3 e —
0 X 3 0 X
1 \

C) A parabolanak azon pontjai a jok, amelyek  d) Azokhoz az abszolutérték-grafikonpontok-
az abszolutérték-grafikon felett vannak. hoz tartozd x-ek a jok, amelyek az egyenes fe-

“l<x<2. lett vannak, valamint az egyenldség miatt a
grafikonok metszéspontjahoz tartozod x-ek is.
0<x<4.

y Y/
y=Ilx+2|—-1 5
4
3
=24
WD 27
0 x 0 X
- \
/ \
/ \
¥=(x—1)2+4\ y=—|x =345
| \

31.1. a) Adjuk 6ssze az egyenlet mindkét oldalat: 5x =10. x =2, y =0; b) Adjuk 6ssze az egyen-

let mindkét oldalat: 7x =21. x=3, y= —%; c) Az els6 egyenlethez adjuk hozza a masodik egyen-

let kétszeresét: 7x=35. x=5, y= —%; d) Az els6 egyenlethez adjuk hozza a masodik egyenlet
. 61 34 . . i . 8
7-szeresét: 18x=61. x= s y= ?; e) Vonjuk ki egymasbol a két egyenletet: 3x =8. x = 3
_2
Y 9
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31.2. Barmelyik egyenletbdl kifejezhetjiik barmelyik ismeretlent. A megoldasban példaként csak

az egyik megoldasi lehet6ség szerepel. @) A masodik egyenletbdl: x =8 —5y. Behelyettesitve az

els6 egyenletbe: 2(8—-5y)—y=12. x= %, y= 14—1; b) A masodik egyenletbdl mar nem kell kife-

jezni y-t. Behelyettesitve az els6 egyenletbe: 2x +3(-x+6) =4. x =14, y =-8; ¢) Az els6 egyen-

letbdl: y =7 —2x. Behelyettesitve a méasodik egyenletbe: 2x —5(7-2x)=2. x = f—;, y= g

2_4y—5y=4.

2

12-4y

. Behelyettesitve a masodik egyenletbe: 7- !

d) Az els6 egyenletbdl: x =

2 . o
X = %, y= 1—3; e) Mind a két egyenletbdl az y kifejezett. Tegyiik egyenlové az egyenleteket!
—lx+3=§x+1. x=§, y:E.
2 4 5 5

31.3. a) Az els6 egyenletbdl fejezziik ki x-et! x =1-2y. Helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:
20-2y+2y)-3(1-2y+3y)=5. x=5, y=-2. b) Az els6 egyenlet atalakitva: 2x -3y =9.
A masodik egyenlet atalakitva: 4x —6x—3y+3 =-2x+2y +8. Amasodik egyenletbdl kiesik az X.

x=3,y=-1.
2a+3b=4
31.4. .a=8, b=-4.
4a+8b=0
31.5. A tizesek helyiértéke Az egyesek helyiértéke
Az eredeti szamban X y
A masodik szam y X

Az eredeti szam: 10x+ y. A masodik szam: 10y + x. Melyik nagyobb? A mésodik. Mennyivel?
9-cel.
{10x+y+9=10y+x

Lx=2,y=3.
10x+10y+x+y =55

32. feladatlap

32.1. a) Hamis, mert ha két kozos pontjuk lenne, akkor a két egyenes egybeesne, azonos lenne.
A metsz6 egyeneseknek csak egy kozos pontjuk lehet. b) Igaz. Ha két egyenes egybeesik, akkor par-
huzamosak és minden pontjuk kdzos pont. ) Igaz. d) Hamis. ) Igaz. f) Hamis. Ha mar az egyenes
két pontja kozos a sikkal, akkor az egyenes benne fekszik a sikban, tehat nem metsz6 egyenes.
32.2. a) Igaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) Hamis. e) Igaz. f) Igaz. g) Igaz. h) Hamis. i) Hamis. j) Igaz.
k) Hamis.

32.3. a) A P pontbdl bocsassunk merélegest a h egyenesre. A tavolsag a P pont és a metszéspont
kozotti szakasz hossza lesz. d(P, h) = 3,4 cm;

b) A Q pontbol bocsassunk merdlegest az f egyenesre! A tavolsag a Q pont és a metszéspont kdzotti
szakasz hossza lesz. d(Q, ) = 2,9 cm; ) A két egyenes metszi egymast, igy tavolsaguk d(h, )= 0;
d) A P és Q pontot 6sszekotd szakasz hossza d(P, Q) = 5,8 cm; €) A két egyenes parhuzamos. Az
egyik egyenes egy tetszéleges pontjabol a masik egyenesre merdlegest kell bocsatani, €s a pontot
¢s metszéspontot Osszekotd szakasz metszéspontja lesz a két egyenes tavolsaga. d(e, f)=3,8 cm.
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32.4. 7 cm, mert a kocka szemkozti lapjainak a tdvolsdga megegyezik az oldalélének a hosszaval.
Az EBG haromszog minden oldalanak hossza a kocka lapatlojanak hosszaval egyezik meg. Szer-
kesszlik meg egy 7 cm befogdju egyenld szart derékszogl haromszog atfogdjat, majd ezzel az ol-
dallal szerkessziink egy egyenld oldalu haromszoget!

32.5. Bocsassunk merdlegest az E pontbdl a folyo és az it egyenesére, majd mérjiik meg a pont és
a metszéspontok kozotti szakasz hosszat!

33. feladatlap

33.1. a) egyenesszog; b) derékszog; €) hegyesszog; d) tompaszog; €) homoraszog; f) teljesszog.
33.2. a) egyallast szogek; b) potszogek; c) valtoszogek; d) kiegészitd szogek, vagy mellékszogek;
e) kiegészitd szogek; f) csucsszogek.

33.3. Potszogek: (a,, o,); (7, a,). Kiegészitd szogek: (o, ), (a5, a,), (B, ). Mellékszogek:
(as, ay), (a;, a,). Csucsszogek: (o, or;). Egyallasu szogek: nincsenek. Valtoszogek: (a5, ay).
Merdleges szara szogek: (a, ).

33.4. 6 =32°, mert a-val valtdszog. € =63°, mert B-val valtoszog. A 8, a y €ésaz € egyenes-
szoget alkotnak, igy y =180°—32°—-63° =85°.

33.5. 6 =27° mert a-val egyallast szog. € =83°, mert [f-val valtdszog. A y, az € ésa o egye-
nesszoget alkotnak.

33.6. a) A kiils6 szog nagysaga 180° —65°=115°. b) A masik két szog dsszege: 180°—65° =115°.
C)A 65°0s ¢és 50°o0s szoggel meghatarozott haromszog harmadik belsé szoge:
180°—65°—-50°=65°. Ez a sz0g kiils6 szoge a 45°-0s és @ szdggel meghatarozott haromszog-
nek. Az @ = 65°—-45°=20°.

33.7. A két szog egyenld. A haromszog masik két belsér sz0gének Osszege: 180°—80°=100°. A
szogfelezOk ennek az Osszegnek az dsszetevoit felezik. Igy az egyives szoget tartalmazd harom-
szognek a masik két belsd szogének az 0sszege 50°. Az egyives szog 130°.

34. feladatlap

34.1. a) Az oldalakra mint szakaszokra kell a szakaszfelez6 merdlegeseket szerkeszteni. b) Az ol-
dalfelez6 mer6legesek egy pontban metszik egymast. €) A metszéspont és a csticsok tavolsaga mind
a harom esetben megegyezik. d) Metszéspont—kdzéppontl és metszéspont-csics tavolsagu sugaru
kort kell hizni.

34.2. a) Szerkessziik meg az oldalak oldalfelez6 pontjait. Sulyvonal a csucs €s a csuccsal szemkozti
oldal felez6pontjat 6sszekotd egyenes. b) A haromszog sulyvonalai egy pontban metszik egymast.

34.3. Szerkessziik meg a harom oldal oldalfelez6 pontjat. Az oldalfelezdé pontokat 6sszekdtd sza-
kasz a kdzépvonal. b) A kdzépvonal parhuzamos a harmadik oldallal, és hossza az oldal hosszanak
fele.

34.4. a) A haromszog magassagvonala a csticsbdl a szemkozti oldalra bocsatott meréleges egyenes.
b) A harom magassagvonal egy pontban metszi egymast. ¢) 60°, 55°, 65°.

34.5. b) A belso szogfelezOk egy pontban metszik egymast. ) A sugar hosszanak megallapitasahoz
a metszéspontbdl valamelyik oldalra merdlegest kell bocsatani. A beirhatd kor sugaranak hossza e
mer6leges oldal és a metszéspont kozé es6 szakasz hossza lesz. d) A beirhato kor kozéppontja a
metszeéspont.
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35. feladatlap

35.1. Vegyiink fel a koriven két-két derékszogli harom- D C
szoget. A két atmérd metszéspontja hatarozza meg a kor
kozéppontjat.

35.2. a) Thalész tétele szerint az AMB< és a BMC<
derékszog. Mivel ezek egyenesszoggé egészitik ki egy-
mast, igy egy egyenest hataroznak meg. Az A, M és

C pont egy egyenesre esik. b) A szog 90°.

35.3. A kor kdzéppontjabdl a hirra bocsatott merdleges atmegy a hur fe-
lez6pontjan. Mivel a felezOmerdleges merdleges a hurra, igy a metszés-
pontjuknak rajta kell lennie a kor kozéppontjat és a hur végpontjat
0sszekotd szakasz mint atmérd f6lé rajzolt Thalész-koron.

35.4. a) Az AB oldal f61¢ mint atmér6 folé rajzoljunk Thalész-kort. Ahol

a kor elmetszi a masik két oldal egyenesét, ott lesznek a keresett magas-

sagok talppontjai.

b) Mivel a magassagpontok rajta vannak az AB oldal mint atl6 f61¢ rajzolt Thalész-koron, és ennek
a kornek a kozéppontja épp az AB oldal felez6pontja, igy természetes, hogy a talppontok mint a kor
pontjai egyenld tavolsagra vannak a kor kozéppontjatol.

35.5. Az érinténégyszog szemkozti oldalainak dsszege megegyezik. Az adott sorrend miatt a 6 cm-
es és 8 cm-es oldalak vannak egymassal szemben, Osszegiik 14 cm. Az ismeretlen oldal igy
14 cm — 7 cm = 7 cm hosszisagu.

35.6. Vegyiik fel az AB 7 cm hossztsagu
szakaszt. A B pontra szerkessziink 75 fokos p
szoget, majd mérjiink fel a masik szog-
szarra 8 cm-t. [gy megkapjuk a C csucsot.
Szerkessziik meg a szogfelezot, majd a sza-
kasztol 4 cm-re huzzunk parhuzamost. Ahol

a parhuzamos ¢€s a szogfelezé metszi egy-
mast, ott lesz a beirhat6 kor kozéppontja. A
kozéppontbol htizzuk meg a 4 cm sugara
kort. Megkapjuk az E és F érintési ponto-
kat. A C csucsbol hizzunk CF sugara kort,
ez kimetszi a korbdl a G pontot. Hasonlo eljarassal megkapjuk a H pontot is. A D csucs az AH és a
CG egyenes metszéspontja lesz.

36. feladatlap

36.1. A P pontbdl bocsassunk merdlegest a t egyenesre, igy megkapjuk a T metszéspontot. T pont-
bol az egyenes masik oldalara mérjiik fel a PT tavolsagot. Ezzel megkaptuk a tiikdrképet.

36.2. Tikrozziik egyenként az A és a B pontot, majd kdssiik dssze a tiikkorképpontokat!

36.3. Tiikrozziik a tengelyre a tilkorképharomszoget, igy megkapjuk az eredeti haromszdget, hiszen
az alakzat tiikorképének tiikorképe az eredeti alakzatot adja.

36.4. A tengely a két kor kozéppontjat 6sszekotd szakasz szakaszfelezd merdlegese.
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36.5. A tengelyt megkapjuk, ha példaul a C (pont) és a C' (tiikorképpont) pontok altal meghataro-

zott szakasz szakaszfelezd merdlegesét meghuzzuk. (Ennek az egyenesnek at kell mennie az 4= 4
ponton.)

36.6. b) Van, az AB és az A'B' szakasz metszéspontja.

36.7. Tikrozziik a k; kort a tengelyre. Ahol a tiikorkép elmetszi a k, kort, azok a keresett pontok.
A metszéspontot tiikrozziik vissza az eredeti k| korre!

36.8. Tiikrozziik a k; kort a tengelyre. Ahol a tiikorkép elmetszi a Kk, kort, az a haromszog egyik
pontja. A metszéspontot tiikrozziik vissza az eredeti k| korre! Ez a hdromszog masik csucsa. A met-
széspont és tiikorképének tavolsagaval elmetszve a tengelyt megkapjuk a harmadik cstcsot. A hdrom
pont a keresett egyenld oldali haromszog csucspontjait adja meg.

37. feladatlap

37.1. a) A két egyenes kozott elhelyezkedd, toliik egyenld tavolsagra 1évé parhuzamos egyenes tar-
talmazza a megfeleld pontokat. Szerkesszlink merdlegest a két egyenesre, A merdleges egyenes
egyenesek kozé es6 szakaszanak felez6pontja egy megfeleld pont.

b) Nem, mert az egyenes és a pontra vonatkoztatott tiikkorképe parhuzamos.

37.2. A tiikrozés kozéppontja az AA| és BB szakaszok metszéspontja.

37.3. a) Kozéppontosan tiikrozziik az e egyenest az O pontra (e')! Ahol az ¢’ elmetszi az f egye-
nest, azt a pontot tiikrozziik vissza az e egyenesre, igy megkapjuk az egyetlen pontpart. b) Mivel a
két egyenes parhuzamos és az O a két egyenes kozott, t6liikk egyenld tavolsagra van, igy gyakorla-
tilag végtelen sok pontpar akad. példaul hizzunk O-n keresztiil egyenest. Ahol metszi a két parhu-
zamos egyenest, ott van egy megfeleld pontpar. ¢) Mivel O a két egyenest6l nem egyenld tavolsagra
van, ezért nincs megfeleld pontpar.

37.4. Az egyik szogszarat tiikkrozziik O-ra. A masik szar és a tiikorkép metszéspontjat tiikrozziik
vissza a tiikkrozott szogszarra, igy megkapjuk a paralelogramma két szemkozti csticsat. Ha P-t is
tiikkrozziik az O-ra, akkor a paralelogramma 6sszes csucsa adotta valik.

375.H,1,0,S, X, Z.

37.6. a) Egyetlen koz0s pontjuk van, a kivalasztott kozéppont.

b) Egyetlen k6zos pontjuk van, az O.

37.7. Vegyiik fel az atlot. Majd az atld egy-egy végpontjabol huzzunk
a és b sugara korivet. A korivek metszéspontja megadja a paralelog-

ramma harmadik cstucsat. Azt tikkrozve az atlo felezOpontjara adotta 60°
valik a negyedik csucs.
37.8. Szerkessziik meg a paralelograma kozéppontjan atmend, igy egy-

mast felezd, egymadssal 60°-o0s szdget bezard két magassagot. A ma-
gassagok végpontjaira szerkessziink a magassdgra merdleges
egyeneseket. Ezek az egyenesek metszéspontjai adjak a paralelogramma négy csucspontjat.

38. feladatlap

38.1. A nagy derékszogi haromszognek az egyik befogdja
is adott: 12, igy a b oldal b*=13*-12>=25. bh=5. 13
b
x* =545 =50. x=+/50 =52. !
' 5 7

38. feladatlap — megoldas
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38.2.Ad(A,M)=d(C,B)=75-12=63cm. A d(A4, T)=63+6=69 cm. Az ATN derékszdgii
hdromszégben d(N,T)=+75"-69" =29,4cm. A TMN derékszdgli hiromszdgben:
d(N,M)=+6>+864 =30 cm.

15 o %3

T
A M 12 cm!C B

38.3. Az ATD derékszogli haromszogre:

m>=6"—-x". A BTD derékszogi haromszogre:
m>=7>-(10-x)>. A két egyenletet egyenlové
téve: 36—x" =49—(100-20x+x7).

x=4,35cm. m=+36-4,35 =4,13. A teriilet

T=a-m

=20,65 cm.

38.4. Az ADC derékszogii haromszog kozotti sszefiig-
gés: y° =13"—x>. A BDC derékszdgii hiromszdg ol-
dalai kozotti: dsszefiiggés: y° =20 —(21—x)’. A két
egyenletbdl: 13 —x* =20° - (21-x)*. x=5.
Y =13-5"=144. y=12cm.

39. feladatlap

39.1. Az AB szakasz végpontjait forgassuk el és kossiik dssze dket, igy kapjuk meg az AB szakasz
képét. Az e egyenes elforgatasdhoz jeldljiink ki az egyenesen két pontot, és azokat forgassuk el!

39.2. A szdg szarain jeldljiink ki egy-egy pontot, és a csticsponttal egyiitt forgassuk el a kijelolt
pontokat is. A pontokat dsszekotve megkapjuk a szog képét. A szog képének nagysaga megegyezik
az eredeti szOg nagysagaval.

39.3. Bocsassunk merdlegeseket az O pontbol az egyenesekre.
Akkor parhuzamos a két egyenes, ha a merdlegesek egybeesnek.
Tehat az O koriili elforgatas szoge a két merdleges egyenes haj-
lasszoge. Két hajlasszog van, igy két megoldas lehetséges.

39.4. Az elforgatas kozéppontja a két egyenes szogfelezd
egyenesén kell, hogy legyen. A metsz6 egyenesek szogfelezo-
inek barmelyik pontja alkalmas forgatasi kozéppontnak. Vég-
telen sok megoldas lehetséges.
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39.5. Az elforgatas kozéppontja egyrészt rajta van a két met-

sz0 egyenes szOgfelezdin, tovabba a kozéppont rajta van a két ¢
kijelolt pontot 6sszekdtd szakasz felezoOmerdlegesén, mert 01
egyenld tavolsagra van a ponttdl €s a pont képétdl. Vagyis a
szogtelezokbdl a két pontot 6sszekotd szakasz felezdmerdle- f

gese metszi a ki a forgatas kozéppontjat. B

0>

40. feladatlap

40.1. a) bandn

b) A relativ gyakorisagot megkapjuk, ha az adott gomboc-
mennyiséget elosztjuk az dsszes gomboc szamaval (70).

csokoladé
21%

Fagylalt |Csokoladé| Vanilia | Eper | Citrom | Kavé | Banan

Relativ i l i Q i i
gyakorisag 14 7 35 70 35 35

— vanilia
14%

) Gyiimolcsfagylalt az eper, citrom, kavé, banan. Gyiimoles-  citrom
fagylaltgombocok szama: 45. 64,3%. 28%

eper
40.2.3)  fyutball karate  kosarlabda  uszas 17%
10 4 14 12

b) 154 ) Gyakorisag: 12. A relativ gyakorisag: % =0,3.

10

futball  karate kosarlabda uszds

40.3. a) Tipus |[Hamster| Mouse | Parrot | Horse |Bustard b) 50 JCyakorisig
Gyakorisag| 46 38 17 18 21 45

40
, 35
Relativ | 33 1 057 | o2 | 013 | 015 | 30
gyakorisag 25

20
15
10

40.4.8)[ Osmalyzat | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | ¢
Tanuldk szama | 2 4 10 12 9

c) Legalabb j6 dolgozat a 4-es vagy az 5-0s osztalyzati. Osszesen 21 ilyen dolgozat van.

% 100 =56,8%. d) % a kozepes osztalyzat relativ gyakorisaga.

Hamster Mouse Parrot Horse Bustard

e) Atlag: ['2+2-4+3 3170 +4-12+5:9 =3,6. Amennyiben 3,5 felett jonak tekintjiik a dolgozato-

kat, akkor a dolgozatok jol sikeriiltek.
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41. feladatlap

41.1. @) [Idegen nyelv| angol | olasz | német | semmi

Utas 24 8 12 4
e 1 . ., 1201
b) A németiil besz¢élok relativ gyakorisaga: 8 = T

c) Idegen nyelvet nem besz¢lok aranya szazalékban: % -100 = 8,3%.

41.2. a) Az adatsokasag terjedelme: Maximalis elem—minimalis elem=5—0=5.

b) A didkok szama: 27. A testvérek atlagos szama: 0-4+1-9+2- 82+73 3+4-245-1_ ;—; =1,74.

C) Médusz a legtobbet eléforduld testvérszam: 1.

41.3. a) A legkisebb méret 36, a legnagyobb méret 43. A terjedelem: 43 — 36 =7.
b) Készitsiik el a tablazatot:

Cipdméret 36 37 38 39 40 41 42 43
Diakok 2 1 4 1 0 2 1 3

Az atlagméret: % =39,5. A szbrasnégyzet:

2-(36-39,5)> + (37—39,5) +4-(38=39,5)> + (39— 39,5)> + 2- (41— 39,5) + (42— 39,5) + 3- (43— 39,5)’
14

A sz0ras: ([szOrasnégyzet =2,5. c¢) Median: 38 ; 39 = 38,5. Tehat nem szerepel az adatok kozott.

=6,25.

41.4. a) Erdemes elkésziteni az 6sszesitd tablazatot. 8
Osztalyzat | 5 4 3 2 1 24

Didkok | 12 [ 24 [ 21 | 24 | 6 >
b) Az atlagok meghatarozhatok, ha az osztalyzatokat 18
osztalyonként Osszeadjuk, és az osztalylétszdmmal el- 12:
osztjuk. 121
Osztalyok A B C 10
Osztalyzatok sszege 96 98 79 2:
Létszam 29 28 30 4-
Atlag 331 3,50 2,63 (2)

1 ) 3 4 5 osztalyzat
C) A B osztalyban a 4-es fordul el legtobbszor. A modusz 4.
d) 87 diak van. A novekvo sorrendben rendezett sorozatban a 44. helyen 3-as all. Igy a median 3.
e) 87 diakbol 21 ért el kozepes eredményt, ez 24,1%.

415.a)P1.3;3;3;3;3;42; Db)1;2;7,7,7,9;9, ¢)1;1,4;6;,9,9, d)5;5,5;5;5;5;
41.6.a)3;3;3;3;4; Db)3;5,7,7;11;, ¢)0;1;2;2;3; d)4;4;4;4,;4.
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