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Miért tanuljuk tovabb? Hogyan szeressukimegimeghyobbe

15

A kiad6 méasodik — tizedikesekhez sz616 — kdzépiskolas matematika-tankonyvét tartja kezében a tisztelt
olvaso. Az elsd kotetben — a kilencedikesben — megprobaltuk megmutatni, hogy megeérthetd, megsze-
rethetd a matematika. Szivesen alkalmaztuk ehhez a szoveges — sokszor gyakorlati — problémaknak a
matematika nyelvére forditasat, illetve visszafelé, a matematika elvont nyelvén megfogalmazott dol-
gok mindennapi értelmezését. Ezek és a tobbi matematikai jaték a gondolkodasi képességek altalanos
fejlodéséhez vezetnek, illetve ennek a szovegértés, értelmes olvasas tanulasat segitd funkciojarol sem
feledkezhetiink meg. A matematikaban és a tobbi realtudomanyban minden szonak fontos és egyedi
jelentése van, tehat folyamatosan érteni, értelmezni kell a szoveget. Ez nehéznek tiinhet, de hasznossaga
vitathatatlan.

Az elsé koteten edzodott fiatalok ebben a kdnyvben wjabb szellemi taplalékhoz jutnak. Remé-
nyeink szerint sokan mar varjak ezt a kihivast. A kozépiskolai matematika-tananyag szerkezete olyan,
hogy minden évben visszatéréen eldfordulnak a mar ismerds témakorok. Mégsem unalmas ismétlésrol
van sz0, hanem a tartalmak igen lényeges gazdagitasarol, mélyitésérdl. Az Gjabb, magasabb szinten
valo tajékozodast segitik a mar megszerzett ismeretek. Azonban lehetnek olyanok, akik oriilve annak,
hogy taljutottak egy-egy anyagrészen, igyekeztek rogton el is felejteni azt. Szamukra rossz hirlink van.
Gyorsan fel kell eleveniteni a régi ismereteket, hogy az ujakat rajuk épithessiik! Aki kdnnyen akarja
megérteni, megtanulni az 0j dolgokat, annak érdemes emlékeznie a lényeges ,,régiségekre”. Természe-
tesen ebben a kotetben is egymasra épiilo, egymas jotékony hatasat fokozatosan erdsitd, kidolgozott
feladatokon keresztiil juthat el az olvasé a tudas, az elvonatkoztatas, az altalanositas, illetve az alkal-
mazas oroméhez. Ezt a 1élekemeld oromforrast kinaljuk, és reméljiik, hogy a gyakori alkalmazas soran
elmélyiteni is sikeriil a megszerzett tudast. Kivanjuk, hogy sok sikerrel tanuljanak konyviinkbdl!

A Szerzok

Hogyan hasznaljuk?

ooe .o . ecoe

Jelmagyarazat

Tankdnyviink a kétszintli érettségi kdvetelményrendszer alapjan késziilt. A leckék felépitése, szerkezete
egyszert, jol attekinthetd. Igyekeztiink az 0j fogalmakat, tételeket, ismereteket minden esetben egy-egy
matematikai, illetve hétkoznapi életbdl vett probléman keresztiil bevezetni, ezért a leckék tobbsége
feladatokkal kezdddik.
ﬁ ‘|, 0dlds A tananyagban szerepld kidolgozott kozépszintii
i peldakat zold hattérszinii keretbe foglaltuk. Ha a kozépszintii példa-
: nak az egyik része emelt szintli, azt kék hattérrel jeldltiik. '

gz A tananyagban szerepld kidolgozott emelt szintii
példakat jeldlo ikont és a példa sorszamat kék szinnel jeldltiik a zold
i hattérszinii keretben.

Kozvetlentiil a kidolgozott példék alatt szerepel azok részletes megoldasa, melynek soran félkoveér ki-
emelésekkel hivtuk fel a figyelmet az Gjonnan megjelend fogalmakra, megallapitasokra, modszerekre.
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..............................................................................................

Dailnidd Az 0 kozépszinti fogalmakat Definicio cimszd
T alatt sarga hattérszin{i keretbe foglaltuk. Itt irtuk le a fogalmakkal :
: kapcsolatban hasznalt matematikai jeldléseket is. Ezeknek a pontos :
ismerete mindkét szintii érettségi esetén alapkdvetelmény. :

...................................................................................................

B

L

PEli{d9 Az uj emelt szintii definiciokat jel5l6 ikont és a :
finicio szot kék szinnel jeldltiik a sarga hattérszini keretben

...................................................................................................

b

I A kozépszinti tételeket, azonossagokat, tulajdon- :
i sagokat narancssarga hattérszinli keretben fogalmaztuk meg. A téte- : ‘5
i lek ismerete mind kozép-, mind emelt szintli érettségi esetén elen- :
 gedhetetleniil fontos. ;

[

A tételek tobbsége utan azok bizonyitdsa is megtalalhat6. Ezeknek
az ismerete minden esetben emelt szintii kdvetelmény. Minden emelt
szintli anyagrészre, illetve az ,,Oldjuk meg!” emelt szintt feladataira
is vilagoskeék hattérrel hivjuk fel a figyelmet.

2+ A matematikai miiveltség fontos részét képezi a matematika-

torténet ismerete, emellett ez a teriilet sok érdekességet is rejt
magaban. Ezért egy-egy anyagrészhez kapcsolodéan matematikator-
téneti érdekességek jelennek meg krémszini hattérrel.

')?I; Vegyiik észre! Ezek a részek bizonyos fogalmak hasznalatara
hivjak fel a figyelmet, mikdzben hasznos tanacsokat nyujtanak

a feladatok megoldasahoz, az 6sszefiiggések megértéséhez. A fontos

észrevételeket sziirke hattérszinii keretben fogalmaztuk meg.

A matematikai ismeretek elmélyitésének leghatékonyabb modja az 6nallé problémamegoldas. Erre
is nyilik lehetdség, hiszen minden lecke végén nagy mennyiségii feladatanyagot talalhat az olvasé ,,01d-
juk meg!” cimszo6 alatt. Egy résziik megoldasahoz az internet hasznalata sok segitséget nyujthat. A tobb-
ségiik viszont olyan, mely a szamolasi készséget, a kommunikacids, a tudasszerz6 és a gondolkodasi
képességet fejleszti. Ezek végeredménye megtalalhato a kiadd www.olvas.hu honlapjan.

A tankdnyvben szerepld szakkifejezések jegyzéke a konnyebb attekinthetdség, kereshetdség ked-
véért a kotet végén a Fliggelékben talalhaté meg, amelyben csillaggal* jeloltiik az érettségi kovetel-
ményrendszerben is szerepld tartalmakat, és délt betiivel az Gij szakkifejezéseket. Ujnak tekintjiik azokat
a szakkifejezéseket, amelyek az altalanos iskolaban a tanitasi gyakorlatban nem fordulnak eld, vagy
megjelennek ugyan, de a kozépiskolai matematikai oktatasban mélyebb értelmet nyernek.
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1. A gyokfogalom kiterjesztése

xx

1.1. Bevezetés

gl 19
Melylk a nagyobb — vagy — ’)

Megoldas:
A kérdésre konnyen valaszolhatunk, ha a torteket kdzos nevezore hoz-
zuk. A kozos nevezd a két nevezd legkisebb kozos tobbszorose, ami

jelen esetben 100. igy: 19_76 és 3.1 Mivel: 75<76, ezért
25 100 4100

sl

75 76 _ 19

100 100~ 25 3 19

—<—.
4 25
1.1. bra Ugrés a nagyobbra! (2\

=1

Az 1. példaban megadott racionalis szamokat konnyen 0ssze tudtuk ha-
sonlitani, mert talaltunk egy olyan ,,egységet”, a megadott példaban ez

1 o, . . .
az 100° amelynek mindkét szam egész szamszorosa. Ha két szakasz

nagysaga ilyen viszonyban allt egymassal, akkor az okori gorogok a
két szakaszt 6sszemérhetOnek nevezték. Ha két szakasz nagysaga raci-
onalis szam, akkor a két szakasz 6sszemérhetd, mert ,,egységnek” va-
laszthatd az a tort, amelynek a szamlaldja 1, a nevezdje pedig a két tort
nevezdjének a legkisebb kdzos tobbszorose.

4, udldl Adott egy egység oldali négyzet. Adjunk meg : :
i Olyan négyzetet, amelynek a teriilete az eredeti négyzet teruletenek
. a ketszerese!

1.2.4brab=1
Megoldas:

Az 1.2. abra mutatja, hogy a keresett négyzet oldala az eredeti négyzet
atloja.

szemérhet6-e az egység oldalu négyzet oldala és atloja. Jeldljiik a négy-

1.3. 4bra Hasznaljuk a Pitago- ” )
zet oldalat a-val, az atlojat f-fel, ahol a =1!

Lot rasz-tételt!
L] L]

12~

a=1 Az el6z6 példa alapjan a kérdést tigy is megfogalmazhatjuk, hogy 6sz-

°
»
»
]
—
. Q
° °
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Tegyiik fel, hogy dsszemérhetdk! Ez azt jelenti, hogy létezik olyan
pozitiv e szam, amelynek a is, és f is tdbbszorose, azaz a=m-e és
f =n-e, ahol m és n pozitiv egész szamok. A Pitagorasz-tétel értelmé-
ben fennall, hogy a’+a”= f?% azaz 2a’ = f°. Ebbe behelyettesitve
a-t és f-et kapjuk, hogy 2e’m® =e’n’. Az egyenlet mindkét oldalat el-
osztva a nullatol kiilonbozé e”-tel kapjuk, hogy 2m* = n®. Mivel a jobb
oldalon egy 1-nél nagyobb négyzetszam szerepel, ezért annak kanoni-
kus alakjaban minden primhatvany kitevdje paros, igy a 2-¢ is. A bal ol-
dalon egy négyzetszam kétszerese szerepel, ezért kanonikus alakjaban
a 2 kitevdje paratlan. Ez ellentmondas, tehat a négyzet oldala és atloja

nem Osszemérheto.
=)

Ezzel belattuk, hogy az egység oldalu négyzet atloja nem racionalis
szam, ami azt is jelenti, hogy nem fejezheto ki egész szamok segitségé-
vel és a négy alapmiivelet véges sok alkalmazasaval. Ezért sziikségilink
van egy Uj jelolésre, amellyel le tudunk irni példaul egy olyan szamot,
melynek négyzete 2. Az erre hasznalt v (négyzetgyok) jel eredete
elég bizonytalan, de legtobben, beleértve L. Eulert is, tigy gondoljak,
hogy a latin radix (gyokér) sz6 kezddbetiijének, az r-nek az elnyuj-

1.4. abra Osszemérhetdek ezek?

tasabol szarmazik. Igy az egység oldali négyzet atlojanak hossza J2
(olv.: négyzetgyok kettd).

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.2. A négyzetgyok definicidja

ﬂ Dafini<ld  Egy a nemnegativ valos szam négyzetgyoke az a
mnegativ valos szam, amelynek négyzete a.
i Jelolés: Ja (olv.: négyzetgydk a).

...................................................................................................

Példa:

J9 =3, mert 3> 0 és 32 =0.

V144 =12, mert 12 > 0 és 127 =144,
Ja? =|a], mert [a] 20 és |af’ =a®

. A, udlds Adjuk meg egy racionalis szamkeént az alabbi kife-
i Jezések pontos értékét|

a) /2536 D \5p VA

Megoldas:
a) Alakitsuk at a négyzetgyok alatti szamokat a kdvetkez6 modon!

1.5. dbra Természetesnek tiind
definicid

01_I_fejezet.indd 13 2012.06.12. 9:10:57 (



°
»
»
]
—
.
°

VGE_=|aL mert

|a| > 0 és [a]* = a2,

1.6. &bra Fontos dsszefliggés

Hany par
cipat kell
vasarolnom?

1.7. bra A labak szama ~/10*

V2536 =/52 .62 = |/(5-6)° =5-6 =30

Azonos kitevdjii hat- Anégyzetgyok

vanyok szorzasa. definicioja.

b) Alakitsuk at a négyzetgyok alatti szamokat a tavaly tanultak felhasz-
nalasaval!

Anégyzetgyok
definicigja.

Azonos kitev6jl
hatvanyok.

c) Az el6zdekhez hasonloan az alabbi modon alakithatjuk at a kifeje-
zést.

JE:M: (2°) =2°=32

2,

B
&
% Vegyiik észre, hogy az els6 példaban az alabbi Gsszefiiggé-

seket kaptuk!

/2536 =+/25 /36,
196 /196

81 81’
Ve = (Va),

Ezzel harom nagyon fontos 0sszefliggésre hivtuk fel a figyelmet, me-
lyek a négyzetgyokvonas azonossagai.

1.3. A négyzetgyokvonas azonossagai

1.3.1. A szorzat négyzetgyoke
: Barmely két nemnegativ szam szorzatanak a négy-
: i zetgyOke egyenlé a tényezok négyzetgyokének szorzatival, azaz :
:ivab=+a-b,ahol a>0 és b>0. '
o %o, :
14
°
L
L
..

W 01_I_fejezet.indd 14
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Bizonyitas:

s

vonatkozo azonossagnak a felhasznalasaval bizonyitjuk. A négyzet-
gydk definiciojabol kovetkezéen va >0 és vb >0, igy a szorzatuk is
nemnegativ. Még azt kell belatnunk, hogy a jobb oldali kifejezés négy-

zete a - b. Ez igaz, ugyanis (\/5\/5)2 = (\/5)2 (x/B)Z =a-h.

Szorzat hatva- Anégyzetgyok

nyozasa. definicioja.

Ezzel a tételt bizonyitottuk.

Megjegyzés:

Az elobbi tétel masik megfogalmazasa a kdvetkezd. 1.8. dbralgaz, haa>06ésh>0

Két négyzetgyokos kifejezés szorzatat ugy is ki-
: szamolhatjuk, hogy a négyzetgyok alatti kifejezések szorzatabol :
i négyzetgyokaot vonunk. E

...................................................................................................

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

ooe ece oo . . oo oo . oo oo ececcccccce

ooe eoe oo . . oo oo . oo oo eeeccccccce

Barmely hanyados négyzetgyoke egyenld a szam-
: 1416 és a nevezd négyzetgyokének a hanyadosdval, ha a szamlalo :
’ i . i , a_a ;
: nemnegativ, a nevezd pedig pozitiv szam. Azaz 5 = ﬁ' ahol :

a=>0 és b>0.

...................................................................................................

e

1.9. dbra Latszolag mas, mégis
ugyanaz

vonatkozo azonossagnak a felhasznalasaval bizonyitjuk. A négyzet-
gyok definiciojabol kovetkezéen Ja=0és Vb >0, igy a hanyado-
suk is nemnegativ. Még azt kell belatnunk, hogy a jobb oldali kifejezés
2
2 -
négyzete 2 Bz igaz, ugyanis Na - (\/;) =2
b ’ Jo

G

Hanyados
hatvanyozésa.

Anégyzetgyok
definicioja.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

O °
. 15 %

° I

° i

. I
. [
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Y gyikvonas

%

Megjegyzés:
Az el6z6 tétel masik megfogalmazasa a kovetkezo.

............................................................................................

Két négyzetgyokos kifejezés hanyadosa egyenl6 a
: négyzetgyok alatti kifejezések hanyadosanak négyzetgyokevel.

...................................................................................................

eeccccccccceperailiccccccccce

1.3.3. A hatvany négyzetgyoke

. . . . . oo oo . . oo ececccccccone

............................................................................................

A négyzetgydkvonas és a hatvanyozis sorrend- :

k H
i je felcserélhetd, azaz \/d_":(\/;) , ahol a>0 és ke Z. (Ha k:
: nempozitiv, akkor @ 0.) :

Bizonyitéas:
A bizonyitas az el6z6 két tétel bizonyitasahoz hasonldan torténik. Mi-

vel a>0, ezérta (\/;)k >0 is teljesiil. Méasrészt ((\/;)k )2 = (\/;)ZAK =

((Vay ) =

Hatvany hatva-
nyozasa.

Anégyzetgyok

definicidja.

Természetesen figyelembe kell venni azt is, hogy ha k nempozitiv, ak-
: kor a#0.
¢ Ezt kellett bizonyitani.

. Melyik nagyobb: /18 -/2 vagy

Nl

Megoldas:
A gydkvonas elsé azonossaga alapjan: V1842 =182 =/36 =6
A gyokvonas masodik azonossaga alapjan: 147 = 147 =49 =7

Tehat a masodik szam nagyobb.

: o G, u3lds  Adjuk meg egyetlen pozitiv egész szamként!
M 2 2
i i a) (\/E—ﬁ)(\/ﬁ-i—ﬁ) b) (\/E—\/é) +(J1—5+J§)
1.11. &bra Ossze lehet ezeket ha- ¢
.. sonlitani? 2
16 .-.
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Megoldas:
a) Alkalmazzuk az (a—b)-(a+b)=a* —b? azaz akét szdm kiilonbsé-
gének és Osszegének szorzatara vonatkozd azonossagot!

(VI3 -7)- (VI3 47) = (VI3 ~(+7)" =13-7=6

b) Alkalmazzuk a két tag sszegének, ill. kiilonbségének a négyzetére
vonatkozo6 azonossagot!

(O3] (15 +-2) -
- (VD) - 24808+ (VB + (V5] + 2552+ (42
=10-2v30+3+15+2y30+2=30

1.12. &bra Mar megint a neveze-
tes szorzatok?

%’ 7. u3ldl Adjuk meg egyetlen pozitiv egész szamként!
a) WWB1-+/26 -VB1+26

éb) (\/7—\/1_3+\/7+\/ﬁ)2
o) VA+23 —4-23

Megoldas:
a) Alkalmazzuk a gydkvonas els6 azonossagat és az
(a—b)-(a+b)=a®-b?* azonossagot!

JNB1—/26 -yB1++/26 =
- B (Vo 28) - [V (V2 -
=51-26 =25 =5

&

1.13. &bra Alkalmazzuk a négy-
zetgy6kvonas azonossagait!

b) Végezziik el a négyzetre emelést, és alkalmazzuk a négyzetgydkvo-
nas elsé azonossagat!

(\/7—\/1—3+\/7+\/1—3)
=(\/7—JE)2+2\/7-J1_3~\/7+J1_3+(\/7+JE)

2

2

=14+2\/(7—J1—3)-(7+J1—3) =14+2/49-13 =14+ 2/36 =  kifejezés
=14+12=26

c)

1. médszer:

Mivel a kifejezés els6 tagja nagyobb, mint a masodik, ezért az értéke
pozitiv. Igy ha a négyzetébdl négyzetgyokot vonunk, megkapjuk a kife-
jezés értékét. Végezzik el a négyzetre emelést!

1.14. &bra Vizsgaljuk meg a négy-
zetgyokjel alatti kifejezéseket!

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

O °
. 17 %
° I
° i
. I

. [
o K
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§(\/4+2ﬁ—\/4—2\/§)2=4+2\E—2\/4+2\/§<\/4—2\/§+4—2f:
=8—2\/(4—2\/§)»(4+2\/§)=8—2\/16—12=8—2\/Z=8_4=4_
gy: V4+243 -\a-243 =2,

2. modszer:
¢ Vizsgaljuk meg a két négyzetgyok alatti kifejezést! Vegyiik észre, hogy

: 4+23=3+1+23=(V3) +1+243=(VZ+1) ! Ehhez hasonléan:

4—2J§=3+1—2J§=(J§)2 +1—2J§=(J§—1)2.

<

igy:
1.15. &bra Vegyiik észre a teljes 2 2
négyzetet! P J4+2/3-y4-243 =\/(\@+1) —\/(\6—1) -

=‘\/§+1‘—‘\/§—1‘=\/§+1—\/§+]=2.

Q) Oldjuk meg!

1. Végezziik el az alabbi miiveleteket szamologép hasznalata nélkiil!

a) V54125  b) V624 c)% d)%

e)\/9_3 f)\/§-(\/§—\/ﬁ) g)\/1—4-(\/1%+\/%)
VB35 T-(V8-525)

h)

35 NE
2. Adjuk meg egyetlen pozitiv egész szamként! 1.16. 4bra Nincs sziikség szd-
a) (\/ﬁ_\/ﬁ)(\/ﬁ+\/]__0) b) (5+2\/§).(5_2\/§) mologépre, ha jol alkalmazzuk a

négyzetgyokvonas azonossagait!

¢) VAT +22 VAT 22 d) J13—/48 |13+ /48
e)(ﬁ—\@)2 f)(6+2«/§)2 9) (\/15—\/%+\/15+\/ﬁ)2h) (\/14+\/§—\/14—\/§)2

i) V27 +10v2 ++/27-102 i) V19+6410 — 19— 6110
3. Melyik nagyobb:

1 1 26 J5 V3 (‘/EJ”@)Z .
VEE Ew R Ve BT

5-v2 J3-1 (\6‘2)2
1++/3 5442 vagy 6 5-2.6 ?

¢)

18 *

°
»
»
]
—
° Q
° °
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4. Bizonyitsuk be, hogy a
a) V3 b) V11 ¢) V10 d) V21 e) Va,ahol ae Z* és a nem négyzetszam,

irracionalis!

5. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi szamok irracionalisak!

a) V5-1 b)V6+7 ¢)v3+5

2. A négyzetgyok alkalmazasai |

2.1. Kihozatal a négyzetgyokjel alél

ececccccccoe

@/ . udlds Adjuk meg egy raciondlis szamként!
5 20 +/45 - 125

Ezt most szépen kihozzuk
a gydkjel alal...

Megoldas:
Vizsgaljuk meg a négyzetgyokjel alatti szamokat! Irjuk fel azok kano-

nikus alakjat! 5 5 s
20=2°-5 45=3°-5 125=5

&
% Vegyiik észre, hogy mindharom szam felirhaté egy négyzet-
szam Gtszoroseként!

2.1, dbra 9 =+/3 =3

Felhasznalva a szorzat négyzetgyokére vonatkozd azonossagot, a ko-
vetkezOképpen alakithatjuk at az egyes tagokat:

V20 =22 5=2.5, J45=/3.5=3.15,
V125 = \J5° = /52 .5 =5..5,

20 +4/45-125 =2-/5+3-/5-5-/5 = 0.
?ﬁ\
.l

% Vegyiik észre, hogy mindhdrom esetben a négyzetgyokjel

alatt all6 szam legnagyobb négyzetszam osztojat kerestiik
meg! Ehhez nagy segitséget nytjt a pozitiv egész szamok kanonikus
alakjanak hasznalata.

lgy: Hasznéljuk a szdmo

kanonikus alakjat!

L
L

>

2.2. dbra A kanonikus alak a sz4-

Az el6z6 feladatban alkalmazott atalakitast nevezziik négyzetgyokjel : primtényezs szorzataként

000006000000000000000000000000006000000000000000000000000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

aloli kihozatalnak. Nézziink erre tovabbi példakat! all el seooee,
L] [ ]
. 19 %
[ ) [
. |
[ ) [
° «——
.. ..
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Y@o 2, udll: Adjuk meg egy racionalis szamként!
(v/50 — /8 +/48 — 1108 (/98 — /32 + 12

Megoldas:
Keressiik meg a négyzetgyokjel alatti szamok legnagyobb négyzetszam
osztojat! frjuk fel azok kanonikus alakjat!

50=5-2, 8=2°=2".2, 48=2"3=(2") -3=4".3,
108=27-3°=27.3.3=(2-3)-3=6-3, 98=7%"2,
32=2°=2".2=(2%) 2=47.2, 12=2° 3,

Aszorzat négyzetgyokére

Ennek alapjan: vonatkozd azonossag.

50— 8-+ 48— V108 (8B~ V32 + 12 -
(V& 2-22 244367 3) (V7P 2 - Vet 242" 3) =
(5:v2-2-V2+4-3-6-43)-(7-V2-4-y2+2:43) =

= (342 -2V3)-(3-v2+243)=(3-42) ~(2-43) =18-12=6.

2.3. bra Ennek az eredménye le-
het racionalis?

(a+b)-(a-b)=a’ b’

\/117=|b|,mert beR
\/a_2=a, mert 2€ R,

. 34, usle Hozzuk egyszertlibb alakra az alabbi kifejezést, ha
i ‘az alaphalmaz a val6s szamok halmaza! E

vb?a —v9bh%a +v16b%a’

Megoldas:

Adjuk meg a kifejezés értelmezési tartomanyat!

Mivel a négyzetgydkjel alatt csak nemnegativ szam allhat, igy a >0,
ae R ésbtetszéleges valos szam. Az atalakitasok soran vegyiik figye-

lembe, hogy \/b72 =|b| és \/6172 = a, mivel a nemnegativ. igy:

Aszorzat négyzetgyokére
vonatkozd azonossag.

2.4. dbra Minden részletre oda

Jb?a —+/ob?a +/16b%a° =%;/b_2~\/5—@-x/5+\/16?-\/a73=

kell figyelni!
=|b|v/a - 3[b|/a + 4|b|av/a = 4|b|av/a - 2[b| Va.
I
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2.2, Bevitel a négyzetgydkjel ala

. ececccccccoe

0~ (V02 -45)- ?ﬁ

. A=7.-V2, B=4 .6, c=—“39

Megoldas:

A négyzetgyokfiiggvényrdl tudjuk, hogy az értelmezési tartomanyan
szigorian monoton novekvd. Ezt szem el6tt tartva alakitsuk at gy a
kifejezéseket, hogy mindegyik esetben a négyzetgydkjel alatt egy-egy
szam alljon! Ehhez alkalmazzuk visszafelé az el6z6 pontban latottakat
az alabbi modon:

Anégyzetgyok
definicioja.

Négyzetgyokos kifejezések
szorzatara vonatkoz6 azonossag.

4

A=7-\/2=1/49 2 =/49-2 = J98.
Az el6z6hdz hasonloan:
B=4-16=116-6 =166 = /96,

J390 /390 39 _ &7,
2 s

C:

Anégyzetgyok

Négyzetgyokos kifejezések hanya-

definicidja. dosara vonatkoz6 azonossag.

Mivel a D elsé tényezbje pozitiv, ezért egyszeriien bevihetjikk a négy-
zetgyokjel ala.

V102 ++5 _
Ji02-5

(Vi +5)
(V02— 5) -

= (V102 —5) (102 +5) = 1025 = &7

TehdtB<D<C<A.

- (Vi0Z 48 (Vig2 5] -

01_I_fejezet.indd 21
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2.5. dbra Ne szomorkodj, Kettes-
ke! Csak egy kicsit néndém kell, és
mehetek a gyokjel ala

2.6. &bra Most mar nem vagy ma-
ganyos!
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2.3. A tort nevezéjének gyoktelenitése

9, p4lds Adjuk meg igy az alabbi szamokat, hogy a tort ne- :
| "vezbje ne tartalmazzon négyzetgydkjelet! :
: § 12 11

a)

—_ p) d) ——2
Jio 5.6 4—J§ V17 +4/15

Megoldas:

a) Ahhoz, hogy a nevez6bdl eltlinjon a négyzetgydkjel, az ott szerepld

szamot négyzetre kell emelni Ggy, hogy a tort értéke ne valtozzon! Ezt
e =

— ugy tehetjitk meg, hogy a tortet bévitjiik V10 -zel.

mz R

27 4bra Lent nevezdk. fent ne- & 0)AZ el6z6hoz hasonldan jarhatunk el.

vetdk ’ 12 12 J6 126 2.6

56 546 J6 56 5
c) A nevezOben egy kiilonbség talalhatd, ezért olyan azonossa-
got kell alkalmazni, amely tagonként emeli négyzetre a nevezdt. Ez
az (a+b)-(a—b)=a’-b’ Ennck megfeleléen bdvitsik a tortet

4++/5-tel!
11 11 a+y5 13(4+5) 11(4+5)
4-5 4-5 445 (5] " 16-5

:11(41;1\/5):44_\/5

d) Az el6z8hoz hasonléan bdvitsiink 17 —/15-tel!
2 2 Ji-Ji5 2(VI7-I5)
A7+15 IT+415 i7-15  17-15
2.8. dbra Osszetett sziilok egysze- . \/_ —\/_
= Q =17 -4/15

rii gyermeke:

(A7 - J5)-(V7 + VI5) -2

‘@, 4, 041): Adjuk meg egyetlen valos szamként!

1 1 10
(Er o (5

Megoldas:
Alakitsuk at az elsé zarojelben szerepld kifejezés tagjait a nevezok
gyoktelenitésével!
.......
.. ..
P22
°
) L
—» °
.. ..
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1 _ 1 5-2 52 g,
J5+2 J5+2 J5-2 5-4

1 1 243 2+43

2-J3 2-3 243 4-3 =2+3

10 10 5 _1045

G EE s P

Ennek alapjan: E

1 1 10 :
\/§+2+2_\/§_£}(\E+\/§): é29 abra Gyoktelenitsiink!
=(VB-2+2+3-2-45)-(V5+3)= 3 oo yoktelenitsiink!

=(\/§—\/§)-(\/§+ 5)—3—5:_2 :

7, 04l Hatarozzuk meg az alabbi kifejezés értelmezési
: tartomdnyat, és végezziik el a kijelolt miiveleteket, ha az alaphalmaz ‘
i a valos szamok halmaza! ;

Jx 2 8
Jx=2 Jx+2 x-4

Megoldas: :
A kifejezés csak akkor értelmezheté, ha X >0 €s x # 4. Végezziik el a :
kozos nevezdre hozast, majd vonjuk dssze az egynemi tagokat! Mivel $

(\/;—2)-(\/§+2):x—4, ezért:
Jx 2 8 _&.(&+2)—2(&—2)—8_
J-2 k2 x4 (x-2)(Vxv2)

Cx+2dx-2x+4-8 x-4 2-10£ éblza De jo, hogy If‘;?ly
- - ¢ megtanultam az azonossagokat:
e g =

), Oldjuk meg!

1. Végezziik el a kijelolt miiveleteket!

VT LT 1) TEE- B c)(m+@+3m)-ﬁ

) (V180 25 + 27 12 (320 B0 ~ 5 + 147 - 228
c) (V716 150 ~ VB0 162 + V338 (24 + V54 /36 + /200 32 2. 50)

° °
. 23 %
° I
[ ] ‘
° I

° [
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2. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat, és hozzuk egyszeriibb alakra, ha az
alaphalmaz a valos szamok halmaza!

a) V9a® ++/252° —\a®  b) V16b2c* —Vab’c +4b2C7 ) Vx® —\144x° ++/36x° ++/49x°

3. Szamologép hasznalata nélkiil dontsiik el, hogy melyik nagyobb!

J150 57 3413 5V10 9 7
a) 3-/7 vagy 2-/15 b vagy — va — —
) 3:N7 vagy 2415 b) = vagy ~ = o) == vagy = 9 5 v 7
7++/40 4-12
e) (7-/40 vagy (4+12)- [——¥=<
) (180 {7 o )T
4. Gyoktelenitsiik az alabbi tortek nevezgjét!
12 24 15 1 5
a) — by — c) —— d e
' 7 NN A N
f) 1 2 J7-6 . 4-43-542
23 Ve " aaesaz
5. Szamologép hasznalata nélkiil dontsiik el, hogy melyik nagyobb!
vagy J40 b) 5 4 3 NGEND) 2++3

) H i s PR Y s

6. Végezziik el a kijelolt miiveleteket!

(o e [ O e

7. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat, és végezziik el a kijelolt miivelete-
ket, ha az alaphalmaz a valds szamok halmaza!

g2 L 6 b)fz Va+3 6va C)\N+5_ 2]y
2x+3 2J/x-3 4x-9 Ja+l Va-1 a-1 y-25 " y-5y

d)[ 2 Jb-2 2\5]_ 4Jb b

)(3\/— 7

Jbo-2 Jb+2 b—4|brab+4
8. Hany olyan 2008-nal kisebb pozitiv egész n szam van, amely esetén az alabbi kifejezés helyettesi-
tési értéke racionalis?
1 1 1

1
NN 7 O N TN 7 RN PN e

9. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kifejezés érteke minden pozitiv egész n esetén kisebb 1-nél!
1 1 1 1

2/+102  3J2+208  Wa+3dh T (nal)dntidned

10. Az el6z6 feladatban legalabb mekkora az n, ha a kifejezés értéke nagyobb 0,99-nél?
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3. A szamok n-edik gyoke

Ty

3.1. Az n-edik gyok definiciéja

eee . . . . . . . . . eeecccccccoe

%’ J.palds Egy feliil nyitott, kocka alaku tartdly térfogata
£78000 liter. Mennyibe keriil a tartaly teljes feliiletének kifestése, ha
i 1 m’ teriiletdi feliilet lefestéséhez sziikséges festék ara 600 Ft, és a

vasarolt mennyiség 4%-at kalkulaljuk veszteségnek?

Elég lesz a festék?

Megoldas:

Szamoljuk ki a tartdly oldalélének hosszat! Azt tudjuk, hogy
8000 liter =8000 dm®, és a kockatérfogat V =a° ahol a a koc-
ka ¢€lének a hossza. Tehat keressiik azt a szamot, amelynek a kobe
8000. Ez a szam a 20, amelyet a 8000 kdbgyokének neveziink és
/8000-rel jeldliink, ahol a gydkjelnél szerepld harmast gyokkitevo-
nek nevezziik. Tehat /8000 =20. Mivel a kocka éle 20dm =2 m
és egy oldallapnak két felillete van, egy belsé és egy kiils6, ezért
a teljes felilet 5-2-2°m”*=40m’. Az ehhez sziikséges festék
ara 40-600 Ft=24000 Ft. Ez a vasarolt mennyiség 96%-a, igy
24000:0,96 = 25000 Ft-ba keriil a festék.

2
Mivel (-2)° =-8, igy ¥-8=-2, tehat a négyzetgyokkel ellentét-
ben negativ szamoknak is értelmezhetjitk a kobgyokét. Ehhez hason-

léan minden olyan esetben értelmezhetjiik a negativ szamok n-edik
gyokét, amikor a gyokkitevo paratlan. Ha a gyokkitevo paros, akkor a

s

3.1. &bra Ha jol szamolunk, taka-
rékoskodhatunk

Uailul<ld  Egy a nemnegativ valés szam 2k-adik (ke 7") (%/;)Zk —5
- gyoke az a nemnegativ valds szam, amelynek 2k-adik hatvanya a.
H 2k H
i Jelekkel lefrva: (2'\‘/;) =a, ahol a >0 és %fa >0. "
L g (2"*\]/;) =3,

ahol 2>08s%/a >0

.............................................................................................. shol o< R 6 *Va c R
i Dafinlld  Egy aval6s szam 2k + 1-edik (k eZ’ ) gyoke az 3.2. dbra Jol jegyezziik meg!
a valos szam, amelynek 2k + 1-edik hatvanya a.
: . 2k+1 )
¢ Jelekkel lefrva: (2“«1/;) =a,ahola, R, és *VacR.

...................................................................................................

. 25 %
° I
° .
° I
° [
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l‘:‘f ) gyikvonas

.

2, udll Végezzik el az alabbi miveleteket!

a) 332 b) 4/81 ¢) 4/~10000000
d) ¢~64 e) $/0,001 f) $0

g) ¥-1

Megoldas:
Alkalmazzuk mindegyik esetben a definiciot!

a) ¥/32 =2, mert 2°=32.
i h) 481=3, mert 3' =81, ¢és a3 nemnegativ szdm.

¢) {/-10000000 = —10, mert ( —10) =-10000000.

d) ¥—64 nincs értelmezve, mert a gydkkitevé paros és a gydkjel alatt

Minél nagyobb fejemen
a szdm, annal nagyobbra
tatom a sz2am.

negativ szam all.
e) 30,001 =0,1, mert 0,1* =0,001.
) §0=0, mert 0°=0, ésa0 nemnegativ szam.

9) ¥-1=-1, mert (-1)° =-1.

%, 5,03l Végezziik el a kijeldlt miiveleteket!

3.3. 4bra {/-10000000 =-10

a) 2{‘/aT
b) 2™ (kez")

n _{3,haﬂ:zk’kez+

a,han=2k+1, ke Z Megoldas

a) Aa* =|a|, mivel [a| >0 és |a|2k =a*

b) *Wa*" =a, mivel ac R ésa*™ =a*"

3.4. dbra Jegyezziik meg!

. . . . . oo oo . . . eeecceccccoce

3.2. Az n-edik gyokvonas azonossagai

Aszorzat n-edik gyoke.

............................................................................................

Két szam szorzatéanak n-edik (n € (Z*\{l})) gyo—
ke egyenld a tényezok n-edik gyokének a szorzataval. 3
Ya-b =4a b, ahol a,b>0, ha n paros, illetve a, b tetszoleges
valos szam, ha n paratlan.

...................................................................................................

3.5. abra Csak akkor, haa, b >0

26
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Bizonyitas:

Afeltételek alapjan ¥/a - ¥b nemnegativ, ha n paros, illetve tetsz6leges
valds szam, ha n paratlan. Még azt kell belatnunk, hogy az n-edik hat-
vanya a-b. Ez igaz, mert

(Va-4B)' =(¢a) -(¥b) =ab

7 i\

Szorzat hatva- Az n-edik gyok
nyozasa. definiciéja.

L

% ‘ﬂ\ "'l\

o

Ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés:
Az elébbi tétel masik megfogalmazasa a kovetkezo:

\ Két n-edik gyokos kifejezés szorzatat ugy is ki-
: szamolhatjuk, hogy a gyokjel alatti kifejezések szorzatabol n-edik :
i gyokat vonunk.

...................................................................................................

3.6. bra Nem jO a maganyossag:

YAniké és VBéla

Tétel Két szam hanyadosanak n-edik (n € (Z+ \{1}))
gyoke egyenld a szamlalo és a nevezd n-edik gyokének a hanyado-
i saval. 3
g e ) . :
: y/==—=,ahol a>0és b >0, hanpéros,illetveac R, be R\{0}, :
FUERN '
: han paratlan.

...................................................................................................

3.7. &bra Fontosak a baratok:
Y Aniko és Béla

Bizonyitas:

A feltételek alapjan T; nemnegativ, ha n paros, ill. tetsz6leges valos

szam, ha n paratlan. Még azt kell belatnunk, hogy az n-edik hatvanya

d o
b Ez igaz, mert

Hanyados Az n-edik gyok
hatvanyozasa. definicidja.

Ezt kellett belatni.

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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Eloszir a
tej,
utana
a kave.

Inkabb
eloszor a kave,

utana
a tej.

3.8. 4bra Az eredmény igy is, ugy
is tejeskavé

Ny 28 %
) °
, °
) °
— °
o K

W 01_I_fejezet.indd 28

Megjegyzés:
Az el6z6 tétel masik megfogalmazasa a kovetkezo:

............................................................................................

Két n-edik gyokos kifejezés hanyadosat tgy is ki-

...................................................................................................

............................................................................................

° x k .
P a = (” a) , ahol @>0, ha n paros pozitiv egész szam, illetve :
ae R, han> 1 paratlan egész szam és ke Z. (Ha ke (Z_ U{O}),
akkora=0.) :
! Bizonyités:

>
N

k
(" a) nemnegativ, ha n paros, illetve lehet tetszéleges valds szam,
¢ ha n pératlan (természetesen, ha k nempozitiv egész szam, akkor a nem
lehet 0). Még azt kell belatnunk, hogy n-edik hatvanya a*. Ez igaz,

(-

Hatvany hatva- Az n-edik gyok
nyozasa. definicidja.

A k-adik gyok n-edik gyoke

Egy kadik (ke (2*\{1})) eydknek vehetjik :
gy az n-edik (ne (Z°\{1})) eydket, hogy a belss gydkjel alatti }

2008e00000000000000000000000000000000000000000000000000

| kifejezésbl n-k-adik gyokét vonunk.

\"/'\‘/; = ”\k/;, ahol a>0.

...................................................................................................
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Bizonyitas:

Az el6z8ekhez hasonléan azt kell belatni, hogy a nemnegativ A/ &fa -nak
az n-k -adik hatvanya a. Hasznaljuk fel a hatvany hatvanyozasara vo-

s

() <[ ] (5 -

Hatvany hatva-

Az n-edik gyok
definicidja.

nyozasa.

Ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés

Az eldz6 tételnek és a hatvany hatvanyozasara vonatkozo azonossag-
nak egyszerli kovetkezménye az alabbi tétel, melynek bizonyitasat az

olvasoéra bizzuk.

............................................................................................

Tetel

A gyok- és a hatvanykitevo ,,egyszertsithet6”, il-

: letve ,,b8vithet8”, azaz:

Wk = Q/a_k, ahola>0,meZ;nke (Z*\{l}).

...................................................................................................

‘@/ AL udleds Végezzik el az alabbi miiveleteket!

a) %/(10—\/@)~§/(10+x/@) b)

g/(5+\/1_7)2~(5—«/ﬁ)
I5+-17

o) Y81 21 d) V64

Megoldas:

a) Alkalmazzuk az n-edik gyok elsé azonossagat ¢s a két tag kiilonbsé-
gének és Osszegének szorzatara vonatkozo azonossagot, majd az n-edik

sy

Az n-edik gyokok szorzatara
vonatkoz6 azonossag.

i/(lO—\/@)-f/(lOwL\/@):

=g/(10—\/@)-(1o+\/@) = 5/10° —(\/@)2 =3100-68 =¥/32 =2

01_I_fejezet.indd 29

A

(a+b)-(a=b)=a’ -b’

3.9. dbra Csak akkor, ha a > 0 és
me Z;n ke Z\{1}

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

3.10. &bra Ez reménytelennek

tiinik! JRILTN
:. 29 ..
. J
° «
.. ..
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b) Az n-edik gyok masodik azonossaga alapjan irjuk fel egy gyokjellel
a kifejezést, majd egyszeriisités utan alkalmazzuk a két tag 9sszegének
¢és kiilonbségének szorzatara vonatkozo azonossagot, és az n-edik gyok

s

Az n-edik gyokok hanyadosara
vonatkoz6 azonossag.

(5+a7) - (5-427) %
Y5+17
A -

=352_(\/1_7)2=§/ﬁ=§/§=2

(a+b)-(a=b)=da’ -b’

3.11. 4bra gy méar konnyebb!

¢) Alkalmazzuk az n-edik gyok harmadik azonossagat és az azonos ala-
pu hatvanyok szorzatara vonatkozo azonossagot!

Yor 327 = (¢1) - (¥27) =33 =3
d)
1. médszer:

s

Ji6a =¥ =Ja=2
2. modszer:

Alkalmazzuk az n-edik gyok negyedik azonossagat és az n-edik gyok

V¥ea =¢2° =2

3.12. bra Ennyi az egész?

) Oldjuk meg!

1. Szamitsuk ki!

a) Y1024 b) Y32 o 42—? d) 3-0,001  e) $1000000

64 . 3125
3| — 0 h) 5/———
" 27 9 %0 ) 243

2. Végezziik el az alabbi gyokvonasokat, ahol az alaphalmaz a valds szamok halmaza!

a) Ya® b)¥° oW d) a7 e Y(-e) HY(-1)"
o 0" m¥E dE pi© 0 ke

30
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3. Szamitsuk ki!

a) Y3248  b) §BL-YO ¢ Y11+2410-411-2410

. 1% p 12 )#(7—J1_7)2~(7+¢ﬁ)
B " ’ 77

625° . 31252

i j) 1024 -%/32° -$f6a”
) N )

d) 13-4 313+ a4

h g/(56+24\/§)~(6—@)
) i6+245

oo . . . oo . . . . ececcccccce

gy OKEIKG1 MaZaba)

Yy .

4.1. Az n-edik gyokfiiggvény

Az n-edik gyok definicigjabol kovetkezéen a szamok n-edik gyodke
egyértelmiien meghatarozott. Ez alkalmat ad arra, hogy definialjuk az
n-edik gyokfiiggvényt.

..............................................................................................

...................................................................................................

Tavaly megvizsgaltuk az f:(R\R")—(R\R"), f(x)=x* és a
g: (]R \ R') - (]R \R™ ), g(x)= Jx  fiiggvények grafikonja kozotti
kapcsolatot. Azt tapasztaltuk, hogy a két fliggvény grafikonja az y = X
egyenesre nézve egymas tiikkorképe. Ha két fiiggvény grafikonja kozott
ilyen kapcsolat all fenn, akkor az arra utal, hogy a két fliggvény egymas
inverze. Pontosabb definicioval majd 11. osztalyban talalkozunk.

Be lehet bizonyitani, hogy ha az f:R >R, f(x)=x" fiigg-
vény grafikonjat az y = x egyenesre tiikrozziik, akkor a g: R — R,
g(x)= IYx fliggvény, azaz a kobgyokfiiggvény grafikonjat kapjuk. Te-
hét itt is fennall az f és a g fiiggvény kozott az inverz kapcesolat.

01_I_fejezet.indd 31

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

k) 34/4096
y=x
VA y=x?
y=x
1 >
ol 4 X
4.1. 4bra

f1(R\R") = (R\R); f(x) =x*és a
g: (R\R") - (R\R); g(x) = v/x
fliggvény inverz kapcsolatanak
szemléltetése

[ XX ]
.... ...l
¢ 31
L]
o
L)
) U
.. ..
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* & ik

y
8 a) Abrazoljukaz f:R - R, f(x)=x" fliggvényt!
6 b) Tikrozzik az f fiiggvény grafikonjat az y = x egyenesre!
: c) Jellemezzika y :R - R, y(x)= Yx fiiggvényt!
B4 200 2 4 6x
- Megoldas:
BV a)A4.2. dbra
-6

x 2 -1 0 1 2
X 8 -1 0 1 8
4.2 dbra Az f(x) =x°

b) A4.3. &bra

Ezzel megkaptuk a g fiiggvény grafikonjat.

c)
Ertelmezési tartomanya a D =R
valds szdmok halmaza. Y
Ertekkészlete a valos sza- o _p
mok halmaza. ¢
Zérushelye a nulla. f(0)=0
Minimuma nincs. nincs
Maximuma nincs. nincs

Ertelmezési tartoméanyéan
szigoruan monoton no-
ekvo.

Péaratlan fiiggvény, mert
minden értelmezési
tartomanybeli X érték
esetén —x is eleme az ér-  y(~x) = Y—x = =x = —y(x).
telmezési tartomanynak és

4.3. abra 1. b) példa

&

2
Megjegyzés: Be lehet bizonyitani, hogy az f:H —H, f(x)=x"
¢ fiiggvény grafikonjanak az y = X egyenletli egyenesre vett tiikkdrképe

ta g:H—>H, g(x) =Q/;(ne (Z+ \{1})) fiiggvény grafikonja, ahol

H =R\R", han péros, illetve H =R, ha n péaratlan. Tehat a két fugg-

vény kozott inverz kapesolat all fenn. Az n értékétdl fiiggetlentil igaz,
4.4. &bra Kire illenek a kovetkezé ¢ hogy a g fliggvény zérushelye x =0, és az értelmezési tartomanyan szi-

jellemzdk: izmos, vidam, okos? ¢ gortian monoton névekvé. Ha n paratlan, akkor a fiiggvény is paratlan.

A |- 0,00 intervallumon szigorian
monoton novekvo.

=|

Paratlan, Vxe D, esetén —xe D, és

S

32
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4.2, Gyokjel aloli kihozatal

ececcccccce

: 7, 04l Végezzik el az alabbi miiveleteket!

 a) /54 + 316 - 3250

| b) (448 -4/3+ 162 - /32)-(¥/243 - /48 + 41250 - {2592 ) - (\3+ 2
o) Y16a°0* +4/81a°" —{/256a°", ahol ac (R\R) és be R

Megoldas:
Az n-edik gydkjel aloli kihozatalnal ugyanugy jarhatunk el, mint négy-
zetgyOk esetén. Azt a legnagyobb n-edik hatvanyt keressiik, amellyel
a gyokjel alatti szam oszthato, és a szorzat n-edik gyokére vonatkozo
azonossagot alkalmazva, azt kihozzuk a gyokjel alol.
a) Ebben az estben is sokat segit a gyokjel alatti szamok kanonikus
alakjanak felirasa:

54=3%.2, 16=2=2%.2, 250=5"-2.

354 + 316 - 3250 =Y .2+ Y22 .2 _ 5% .2 =
Y32+ Y2 3235 2 =3.-2+2-32-5.32 =0.

b) Alakitsuk at az els6 két tényez6t kiilon-kiilon, felhasznalva a gyokje-
lek alatti szamok kanonikus alakjat:

Y1843+ 4162 - 432 =42* 343+ 43" 242" 2 =
=2 B3+ 422 42 = 243434342242 =43+ 42
4243 - 4/48 + 41250 - /2592 =
—{33-42 345 2 - 423 2=
=43 432" 4B+ 42 -6t 42 =
=3Y3-243+5¢2-642 = 43-42!

Igy:

Ezek alapjan:
(48 3+ 162 - 432 ) (4243 - 48 + 41250 - 42592 - (B + 2 -

Alkalmazzuk az (a+b)-(a—b)=a*—b* azonossagot!
- (43442 (43-42)- (V3 +42) = ((43) ~(¥2) ) (VB ++2) -
(VA= 2)- (3 +2) = (VB) ~(V2] =3-2-1

416a°b* +4/81a°b* — 4/256a°h* =
=416a’b* - 4/a+¥8la‘b* - a —4256a%b* -¥a =
= 2a|b|{‘/5+3a|b|4‘/5—4a|b|{‘/§ = a|b|{‘/5

c)

01_I_fejezet.indd 33

eeeccccccce

oo

4.5. abra A rendetlenség tobb he-
lyet foglal el!

4.6. dbra Ha rendezziik, kisebb
helyet foglalnak el!

b =1

,mert b€ R
Q/aT:a,merfaeRg

4.7. &bra Legytink figyelmesek!

° °
. 33 %
° I
° .
° I

° [
o K
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eeecccceccccone

4.8. dbra Melyik nagyobb? Talan
egyenlok?

eeecccceccccone

Megoldas:

Alecke elején targyaltak alapjan tudjuk, hogy a negyedik gyokfiiggvény
az értelmezési tartomanyan szigoraan monoton novekvd. Igy érdemes
mindkét szam esetén a negyedik gyokjel elott alld tényezdket bevinni
a negyedik gyokjel ala. Az ezutan kapott szamokat mar kdnnyen dssze
tudjuk hasonlitani.

5.43=45*.43=45*.3=4625.3 = 41875
6-42 =46 - 42 = 46" .2 = 412962 = 42592

Tehat a masodik szdm a nagyobb.

TEY
jiis

4.4. A tort nevezéjének gyoktelenitése

4.9. dbra Mar megint egy azonos-

s&g?
L]

... ot ...
N 34 %
) L]
) L]
) LJ
[ ] ..

[ ] L]

W 01_I_fejezet.indd 34

L2 g
LTz T2 T Y+
Megoldas:

a) Ugy kell boviteniink a tortet, hogy a nevezében a negyedik gyokjel
alatt negyedik hatvanyt kapjunk!

77 {F _14F 747
b) Az el6z6h6z hasonldan jarhatunk el.
5 5 2 5316 516
¢) Olyan azonossagot kell keresniink, amelynek segitségével a nevezo-
ben szerepld 6sszeg tagjait kiilon-kiilon emeljiik kobre. Ez a tavalyrol
ismert a®+b° =(a+b)- (d2 —ab+ b2) azonossag. Ennek felhasznala-
saval bovitsiik a tortet!
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_u
Y71+3a
i (V7] -¥Tva(a) () - (a) )

RG] ] () ()
 11(%/49-¥/28 + 316 )

_ 39 -Y28+ 46

0000000000000000000000000000000000000000000000

11
4.5. irjuk fel egy gyokijellel!

5, 04l Irjuk fel egy gyokijellel az alabbi kifejezéseket!

a) Y46 b) x/ﬁ c)“ﬁ,m (ae(R\R'))

Megoldas:

a) Alkalmazzuk az n-edik gyok 4. azonossagat!

b) Ezt Ggy tudjuk az el6z6h6z hasonlo alakra hozni, hogy bevissziik a

kobgyokjel ala az els6 kettest. Ezutan alkalmazzuk a 4. azonossagot!
V22 =\Rl2* 2 = ¥2*

A kapott eredményt atalakithatjuk ugy, hogy a gyokkitevot a kovetkezd
mddon csékkentjiik: 8ot =32 = N V2t =322 =¥,

c) Alkalmazzuk az el6z6 pontban latottakat, valamint a hatvany hat-
vanyozasara, illetve az azonos alapu hatvanyok szorzasara vonatkozo
azonossagot!

</a331a2\/5 _ 4’%/(8.3)3 az\/a =1\2/a9a2\/5 =1\2/a11 2=

_ 12[ (a11)2 a =2%3%
d) A k6z6s gyokkitevd a két gyokkitevo legkisebb kozos tobbszordse,
ami most a 12. Vigyiik be mindkét szamot a 12. gydkjel ala és kozben
alkalmazzuk a hatvany hatvanyozasara vonatkoz6 azonossagot!

] ) (2 | -

01_I_fejezet.indd 35

4.10. dbra A nagy csepp sok kicsi
cseppbdl all 6ssze. Ezt csak nézd,
mert a higany veszélyes méreg!

i
gyokok gyok

4.11. &bra fgy mar kisebb helyet

foglal el J0%%%,

35
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(‘/§=12((1/§)12 =1\2/((‘/§)4‘3 =12((%)4)3 /3
Ennek alapjan: Y2.43= 1\2/2—‘“\2/3_3 =%16-27 =%/432.

e) Az el6z6hoz hasonldan keressiik meg a gyokkitevok legkisebb kozos
tobbszoroseét, és alkalmazzuk a szorzat, illetve a hanyados n-edik gyo-
kére vonatkozo azonossagot'

5 T T o | o -

K =1#<fx> —n((&))

=T ) (6 il -

Ennek alapjan:

8 Jx 1\/_1\2/_ \/7_%/7
e
) Oldjuk meg!

1. Abrazoljuk és jellemezziik a tanult szempontok alapjan a kovetkezd fiiggvényeket (értelmezési tar-
tomany, értékkészlet, zérushely, szEélséérték, monotonitas, paritas)!
) F RoR f(X)=¥x-2 b) g:R>R,g(x)=Yx+1 ¢) h:R—>R,h(x)=-3x+1-2
2. Végezziik el a kijelolt miiveleteket!
a) (432+4162-4512) 48 b) (¥/135 - ¥/40 -%/625)- /25
¢) (Y729 -%/96)- (/96 + /9375 )-/27  d) (/405 + /80 —\“/1280)2 -(4/400 +4/2025)
e) ¥a’b +¥256a%b +4/6561a°b (aeR,be R\R")
3. Melyik nagyobb:
a) 63/3 vagy /250 —3/16 +3/128, b) 24/5 vagy (4/243 +4/48 —4/768) 4272
4. Trjuk fel egy gyokjellel!
a) Y242 b) Yo (b20) o) Ve¥c2Ue® (c20) d) 4342 e) ¥5-3
2 5
0@z g VY
e x

5. Melyik nagyobb:
6/5 .9 42 6
a) Y7-v2 vagy ¥4-\/3, b) ¥5-43.2 vagy ¥/45-48, ¢ 234 vagy e \/é?

4.12. 4bra Hol lehet a legkisebb
kdzos tobbszoros?

(x>0)

3 3
6. Gyoktelenitsiik a tortek nevezdjét! V2 &
6 8 15 3 23
Q) —= b)) — c) —= d e
5 427 %o ) 532 ) T4z

36
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38

'. _Masodfoki egyenletek,

&

!égyenlotlensegek egyenletrendszerek

(x)=x
(1)=(x-6)
L(x)=2(x-6)
f,(X)=—2(x - 6)°
f(x)=f(x)=-2(x~6) +8

b
fi(x

3

(X

VA

1.1. abra Az f,(x) fliggvény gra-
fikonja negativ iranyba nyilo pa-
rabola

1.2. &bra Szigortian monoton no-
vekvo

W 02_11_fejezet.indd 38

A 9. osztalyban mar foglalkoztunk a masodfoku fuggvényekkel. Ismé-
teljik &t a tavaly tanultakat egy példan keresztul!

J.pdlk Abrazoljuk és jellemezziik a tanult szempontok :
alapjan az alabbi fuiggvényt! :
f:R >R, f(x)=-2x"+24x—64
Megoldas:
A fiiggvény grafikonjanak elkészitése elott alakitsuk at a hozzarendelési
szabalyt, a tavalyrdl ismert teljes négyzetté kiegészités madszerével!

f(x)=—2x" +24x—64 = —2(x* —12x+32) =-2(x* —12x+36—4) =
=-2 [( x—6)°
Az f fuggvény grafikonjat az f,(x) = x* hozzarendelési szabalyt fiigg-

vény grafikonjabdl, a normal parabolab6l kapjuk fliggvénytransz-
formacio utjan, az 1.1. abran lathaté modon.

—4]:—2(x—6)2+8

Jellemzés:

Ertelmezési tartomanya: D, =R.

Ertékkészlete: a grafikonrdl konnyen leolvashatjuk, hogy a |-e<;8] in-
tervallum.

*
% Vegyiik észre, hogy ezt a fliggvény abrazolasa nélkil is
- meghatarozhatjuk! Minden valés X esetén teljesiil, hogy
(x—6)2 >0, ezért —2(x—6)2 <0, igy f(x) =—2(x—6)2 +8<8
minden valos x esetén, és barmilyen nyolcnal nem nagyobb értéket
felvesz.

Zérushelyei: a grafikonrdl leolvashatjuk, hogy x, =4, x, =8. Ezt is
meghatarozhatjuk a teljes négyzetté kiegészitett alakbol. Azt az X érté-
ket keressiik, amely esetén a fiiggvény helyettesitési értéke nulla, azaz
a—2(x—6)°+8=0 egyenlet megoldasait.

Ehhez alakitsuk szorzatta az egyenlet bal oldalan szerepld kifeje-

zést!
—2(x-6)° +8=—2[(x—6)2 —4] =—2[(x—6)2 —22] =

=-2(x-6-2)-(x—6+2)=-2(x—-8)-(x—4)

Tehata —2(x—8)-(x—4)=0 egyenletet kapjuk.
Mivel egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla,
ezért x—8=0 vagy x—4=0, azaz x, =4, x, =8.
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Szélséértéke: A grafikon alapjan a maximumhelye X =6, a maximuma
f (6) =8. Minimuma nincs.

Ennek meghatarozasahoz sincs sziikség grafikonra, hisz mar lattuk,
hogy az értékkészlet legnagyobb eleme 8, melyet x =6 esetén vesz fel.
Monotonitésa: a |—eo;6] intervallumon szigortian monoton névekvé, a
[6;c0[ intervallumon szigortian monoton csdkkend, azaz a maximumhe-
lyéig szigoruan monoton névekvo, utana szigortian monoton csokkend.

Paritasa: Se nem paros, se nem paratlan.

[~

w Usilulld Az fiR SR, f(x)=ax’+bx+c (a,bceRés :

a = 0) fuggvényt masodfoku fuggvénynek nevezzik.

o

w

2

...................................................................................................

A fiiggvény hozzarendelési szabalyat teljes négyzetté¢ kiegészitéssel

b

2 K2
f(x) = a(x + Z—J + 4‘1‘;—[’ alakra hozhatjuk. Az alébbi tablazathan
a a

Osszegezzilk a masodfoku fiiggvény jellemzésével kapcsolatos ismere-

teket.

Foegyiitthato pozitiv: a >0

Képe pozitiv irdnyba nyil6 para-

Foegyiitthaté negativ: a <0

Képe negativ iranyba nyild parabo-

bola. la.

Lo, 4ac —b? Lo, dac—b% | .

Ertékkészlete a L;<><= Ertékkészlete a —oo;L in-
4a 4a

intervallum. tervallum.

Zérushelyét az ax” +bx+c =0 Zérushelyét az ax’+bx+c=0

egyenlet megoldasa adja.

Maximuma nincs.

Minimumhelye az x = —21 , Mi-
d

b\ dac —b?
24d '

nimuma: f (——
4a

A :|—oo; —L] intervallumon
24d

szigoruan monoton csokkend, a

b . .
——00| intervallumon szigo-
d

raan monoton novekvao.

02_11_fejezet.indd 39

egyenlet megoldasa adja.
Minimuma nincs.

. b
Maximumbhelye az x=—2—, ma-
d

b ) dac —b?
2d '

ximuma: f|-——
4da

A }_m; —E} intervallumon
2d

szigorian monoton novekvo, a

b . L,
——00| intervallumon szigoru-
d

an monoton csokkeno.

1.3. abra Zérushely

Van olyan, hogy nem jut
nekem hely, de néha tibb
helyre is iilhetek.
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i delési szabélyu fiiggvény szélséértékeit és szélséértékhelyeit, ha a
: fuggvény értelmezesi tartomanya ;
- a) |-5-2] b) [-3-1] c) [-7;-5] intervallum!

Megoldas:

Alakitsuk teljes négyzetté a fiiggvény hozzarendelési szabalyat!
f(X)=x*+8x+15=x"+8x+16-1=(x+4)’-1. Az el6z6 feladat

alapjan ugy gondolhatjuk, hogy az f fliggvény a minimuméat x =-4

esetén veheti fel, a minimuma f(—4)=-1. Ez attdl fligg, hogy a —4

eleme-e a fliggvény értelmezési tartomanyanak vagy sem.

a) Abrazoljuk a fliggvényt a megadott intervallumon!

A —4 eleme az értelmezési tartomanynak, ezért a minimumhelye
x=—4, minimuma f(—4)=-1, maximumhelye X =-2, maximuma
f (=2) =3, mint ahogy az 1.4. abrardl leolvashato.

b) Most is készitstink abrat! (1.5. abra)

A masodfoku tag egylitthatdja pozitiv, és a —4 az értelmezési tarto-
manytol negativ iranyban helyezkedik el, ezért a fiiggvény a megadott
intervallumon szigorian monoton névekvo. Ezek miatt a minimumbhely

1.4. dbraHa D, =1-5;-2]

Y
f(x)=x"+8x+15 B‘

x==3, minimuma f(-3) =0, maximumhelye X=-1, maximuma

f (-1) =8, azaz a minimumhelye az intervallum bal végpontja, a maxi-
mumbhelye pedig a jobb végpontja.
) Készitstink abrat! (1.6. abra)
A—4 az értelmezési tartomanytodl pozitiv irdnyban helyezkedik el, ezért a
vizsgalt fliggvény a megadott intervallumon szigortan monoton csékke-
nd. {gy a minimumhelye x = -5, aminimuma f(-5) =0, a maximum-
helye X =-7,a maximuma f(-7) =8, azaz a maximumat az interval-
lum bal végpontjaban, a minimumat a jobb végpontjaban veszi fel.

>
=

Osszegzés: Ha az f fuggvény értelmezési tartomanya az [a;b] interval-
lum, és azon a fliggvény szigoruan monoton csékkend, akkor a maxi-
mumat az intervallum bal végpontjdban (x=a), a minimumat a jobb
végpontjdban (x =b) veszi fel. Ha szigoran monoton névekvd, akkor
a maximumat az intervallum jobb végpontjaban (x =b), a minimumat
a bal végpontjaban (x=a) veszi fel.

1.5. 4braHa D, =[-3;-1]

f(x)=x"+8x+15

a\/

i -1 10

1.6. bra Ha D, = [-7;-5]

(=)
Lo
>
2 90000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000088¢

i gott mindenkivel. A férfiak egymas kozotti kézfogasainak a szama
i 63-mal kevesebb, mint ahany kézfogas a nék és a férfiak kozott volt. :
i Hany férfi és hany nd jelent meg a taldlkozon? '
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Megoldas:
Jel6ljuk x-szel a férfiak szamat! Mivel a résztvevok szama 30, ezért a
ndk 1étszama 30—x . Nyilvan xe Z* és x < 30.

El6szor irjuk fel a férfiak egymas kozotti kézfogasainak a szamat
x-szel kifejezve! Minden férfi x—1 masik férfinak nyujt kezet. Ez 6sz-
szesen x-(x—1) kéznyujtas, de minden kézfogashoz két kéznyujtas
tartozik, igy minden kézfogast kétszer szamoltunk. Tehat a férfiak egy-

X-(x-1
mas kozotti kézfogasainak a szama: %

A nok és a férfiak kozotti kézfogasok szamat Osszeszamolhatjuk
akar a nok, akar a férfiak oldalardl is. Nézziik a nok oldalarél! Minden

nd x férfival fogott kezet. Mivel 30—X n6 van, ezért ezen kézfogasok
szdma (30— x)- x. Ekkor természetesen egy kézfogast csak egyszer sza-

molunk.
Ezt foglaljuk tablazatba!

1.7. &bra Régen talalkoztunk

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:
A férfiak egymas kozotti kézfoga- x-(x-1)
sainak szama. 2
A ndék és férfiak kozotti kézfoga- (30-x)-x
sok szama.
A férfiak egymas kozotti kézfoga-
sainak a szdma 63-mal kevesebb, x-(x=1) — (30-x)- x—63

mint ahany kézfogas a ndk és a

férfiak kozott volt. Mikor lesz mar

3 ?
A megoldand6 egyenlet: vége a munkanzpaak?

x-(x-1)
2

Végezzilk el a zardjelbontasokat, és szorozzuk meg az egyenlet mind-
két oldalat 2-vel!

Ekkor az x* —x = 60x —2x* —126 egyenlethez jutunk.

Rendezziink mindent egy oldalra, azaz redukaljuk (cstkkentsiik)
nullara a jobb oldalt! Ekkor kapjuk a 3x* —61x+126 =0 masodfoku
egyenletet.

Oldjuk meg ezt az egyenletet a kovetkez6 modon: egészitsiik ki
teljes négyzetté, majd alakitsuk szorzattd! Az atalakitas Iépéseit, annak
fontossaga miatt, foglaljuk tablazatba!

=(30-x)-x—-63

1.8. abra Rendezziink mindent
egy oldalra!

e00e,
o* %
° 41 «
° I
H J
.0. o°
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2

Végre megtalaltam
a hidnyzo darabot!

1.9. &bra Kiegészités teljes négy-
zetté

T
4

1.10. &bra Teljes a négyzet

a) x> —8x+19

e) 2x* —8x-3

W 02_11_fejezet.indd 42

b) x*>+18x+63
f) —2x* —6x+5

Emeljilk ki az x* egyiitt-
hatojat, a foegyiitthatot,
és alakitsuk ki a kétszeres
szorzatot!

3(x2—2~%x+42jz

~ = q 2 2 2
Alakitsuk ki a teljes négy- _o| > _, 61 (61} (61) o _
zetet! 6 6 6
Alkalmazzuk az [ 61 Y 3721 1512
a—2ab+b?=(a-bf  ||*"6 ) 36 "3 |
azonossagot, és VEQE%Z.L.Jk. Ye1Y
el a bels6 zardjelen kivilli =3|| x—— | - =— |=
konstansok Gsszevonasat! 6 36

r 2 2
Hozzuk létre az a’-b? _a| 81} _(47) |-
alakot! | 6 6
Alkalmazzuk az
61 47)\(_ 61 47
2 _p? = _ =3l xm— x|
a’-b*=(a+b)(a-b) 6]k 5 6]

azonossagot!

Végezzik el az 6sszevona-
sokat!

=3-(x—g]-(x—18)

Ezzel a 3~(x—%)- (x—18)=0 egyenlethez jutottunk, melynek meg-

oldasai: x, = g; X, =18. Ebbdl a feladat feltételeinek csak a 18 felel

meg. Ellendrzéssel meggydzddhetiink az eredmény helyességérol, te-
hat a talalkozon 18 férfi és 12 n6 vett részt.

W
=

Az el6z6 feladat egy masodfokt egyenletre vezet6 szoveges feladat volt.
Az 1. példaban pedig a zérushely meghatarozasanal kellett masodfoku
egyenletet megoldani. Mindkét esetben a teljes négyzetté kiegészitéssel
torténd szorzatta alakitds modszerét valasztottuk, ami sok szamolassal
jar. Célszeri lenne egy konnyebben kezelheté modszert talalni a meg-
oldasukra. Ezzel foglalkozunk a kdvetkezd leckében.

K, Oldjuk meg!

1. Egészitsiik ki teljes négyzetté az alabbi kifejezéseket!

c) X2 —=7x-2

g) 3x° —18x-1

d) x*+13x+31

h) %x2+5x+24
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2. Abrazoljuk és jellemezziik a tanult szempontok szerint a valés szamok halmazan értelmezett aldbbi
fuggvényeket!

a) f(x)=3x* b) f(x):%x2 c) f(x)=-2x d) f(x)=(x-3)"
e) f(x)=(x+2)’ f) f(x)=x"-1 9 f(x)=x2+2  h) f(x)=(x-1)-4

i) f(x)=-3(x+3)"+3 j) f(x)=%(x—5)2—2

3. Abrazoljuk és jellemezziik a tanult szempontok szerint a kovetkezé fliiggvényeket!
a) D, =]2;5], f(x)=x*-6x+5 b) D, =]5], f(x)=-x*+8x-12

c) D, =R, f(x)=3x"+6x-9 d) D, =]-13], f(X)Z%X2+2X

4. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények szélséértékeit €s azok helyét, amennyiben léteznek!
a) D, =14;8], f(x)=x*-10x+22 b) D, =18;11], f(x)=-x*+20x-95
c) D, =[-5;-4[, f(x)=3x*+36x+113 d) D, =]2;4], f(x)=-2x*+6x
5. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a) X’ +4x+4=0 b) x* —14x+48=0 ¢) X’ +2x-15=0 d) x*+x-30=0
e) x> +9x+18=0 f) 2x* —=7x-15=0 g) 35-16x-3x* =0

2. Aimasodfokiu'egyenletmegoldokep STeN

2.1. Bevezetés

“ﬁ' : Az 6kori Mezopotamiabdl fennmaradt égetett agyagtablak

tanGséaga szerint mar Kr. e. 2000 koril olyan szdveges felada-

tokkal is foglalkoztak, melyek elsé-, masod- és harmadfokl egyen-

letekre vezettek. Ismerték az x> +ax = b alak( masodfoku egyenlet

és az x+y=a, x-y=b alaki kétismeretlenes egyenletrendszer

megoldasi modszerét is. Az 6kori Gérdgorszagban geometriai esz-
kozoket hasznaltak a masodfoku egyenletek megoldasara.

Az irdsos emlékek alapjan tudjuk, hogy az okori és a kdzépkori
Kinaban, illetve Indidban igen fejlett tudomannya valt a matematika.
Mindkét nép matematikajaban talstlyba keriiltek a szamolo-algorit-
mikus modszerek. A Kinabol szarmazoé legkorabbi matematikai ma
a mar 9. osztalyban is emlitett, Matematika kilenc fejezetben cimii
konyv, mely a kinai matematika eredményeinek sajatos 6sszegzeé-
seként, id6észamitasunk kezdete kortil jelent meg. Késébb, az évsza-
zadok soran tbbszor atdolgoztak, kiegészitették, aminek kdvetkez-
tében meglehetdsen sajatos matematikai enciklopédiava valt. A ma
utolso konyvének 11. feladatdban egy téglalap alaku ajto oldalainak

2.1. &bra Egy 6kori agyagtabla

.. [ XX ] ..

o* %
° 43 .
° I
: J
.0. K
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a hosszat kell meghatarozni, ha adott az atloja és az oldalak kiilonb-
sége. A feladat az x*+y” =c¢”, y—x=k tipust egyenletrendszer

megoldasat igényli. Ebbél atalakitisokkal a 2x° +2kx +k? —¢? =0

masodfoku egyenlethez jutunk, amelynek a szovegben megfogalma-
zott szabaly szerinti megoldasat mai jeldlésekkel leirva, az alabbi

maodon fejezzik ki:
—2k ++/8¢” - 4k?
Xig = -4

Indiabol, az V. szazadbdl szarmazik az a kamatszamitasi feladat,
amely a x” + px = yp egyenlet megoldasahoz vezet. Az ott leirt uta-

2
P
T+ —=
P
L

géssel szamolhatjuk ki. Mindkét probléma megoldasa azonos a ma
hasznalt megoldoképlet szerinti utasitassal.

sitasok alapjan a keresett x értékét az x = osszeflig-

2.2. &bra Vajon befér az (j szek-
rény?

A kovetkezokben olyan képletet keresiink, amely megadja a masodfo-
¢ ka egyenlet megoldasait az egyiitthatok segitségével. Ezt a masodfoku
¢ egyenlet megoldéképletének nevezzilk.

o l.udlky Egészitstk ki teljes négyzetté, majd alakitsuk szor-
i zattd, végul oldjuk meg az aldbbi masodfoku egyenleteket! '
i a) x’—10x+16=0 b) x?+16x+64=0 c) x*—12x+42=0

Ez a probléma is
masodfokii egyenletre vezet.

Megoldas:
a) Egeészitsiik ki teljes négyzetté a bal oldali kifejezést!

X2 —10x+16 = x> =2-5-x+25-9=(x—5)" -3

Az a’-b’ =(a—b)(a+b) azonossag alkalmazasaval alakitsuk szor-
zatta!

fgy (x-5)" =3 =(x=5-3)-(x=5+3)=(x-8)-(x—2). Ezzel

2.3. dbra Kamatszamitas . .
az (x—8)(x—2)=0 egyenlethez jutottunk. Mivel egy szorzat pontosan

akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, igy a megoldasok: X, =8; X, =2.
Az egyenletnek két kiilonboz6é valés megoldasa van.

b) Ebben az egyenletben raismerhetiink egy teljes négyzetre, igy azt
kapjuk, hogy (X+8)2 =0. Ebbdl az egyenlet megoldasa x =-8. En-

nek az egyenletnek egy valos megoldasa van, vagy ugy is fogalmazha-
tunk, hogy a két valéos megoldasa egyenl6.
c) Egészitsik ki teljes négyzetté a masodfoku kifejezést!

Sy
‘ :
.. ...
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X2 —12x+42=x*~2-6-x+36+6=(x—6)"+6
Az aldbbi egyenletet kell megoldani:
(x—6)° +6=0.
Mivel a bal oldali kifejezés elsé tagja egy teljes négyzet, ezért minden
valds x-re nemnegativ. Ha ehhez hozzaadunk hatot, akkor a kifejezés
értéke legalabb hat lesz, igy az egyenletnek nincs valés megoldasa.

E'é\

Lattuk, hogy egy masodfoku egyenletnek lehet két kiilonbozoé valos
megoldasa, lehet két egyenld valos megoldasa, és eléfordulhat, hogy
nincs valés megoldasa.

Usilutdd Az ax’+bx+c=0 (ab,ceR,a=0) alaki
enletet egyismeretlenes masodfoku egyenletnek nevezziik.

...................................................................................................

2.4. dbra Masodfoku egyenlet

2.2, A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Az a, b, ¢ egyiitthatok a definicioban ko6zolt feltételeknek megfeleld,
rogzitett szamok, azaz paraméterek.

Az eddigi példakban szerepld masodfokt egyenleteket teljes négy-
zetté kiegészitéssel és szorzatta alakitassal oldottuk meg. Ez sugallja
azt, hogy probalkozzunk meg a megoldoképlet levezetésénél is ezzel
amodszerrel.

Induljunk ki az ax® +bx+c=0 (a#0) egyenletbdl, és emeljiik
ki az a egyiitthatot! ' +h+e=0 abccR, 220

2 b c D=b"—42>0
a-| x“+—x+—|=0
d d

_ —b+/b* —4ac

22

Ezutan a zarojelben levo kifejezést alakitsuk teljes négyzetté! fia

b C b C
X t—x+—=x"+2—x+—=
d d 24d d

2 2 .
=x2+2—x+b—2—b—2 d
2a da® 4a” a

bY b ¢ b Y b?-dac
=[x+— | ——S+==|x+— | ———
2d da” a 2a 4a

[rjuk vissza az egyenletbe!

b Y b?-dac
a-[| x+— | ——— |=0
2d 4

2.5. dbra Megoldoképlet

L] [ ]
o 45 %
[ ) [
A J
... ..
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2
_Aac
a) Ha b® —4ac < 0, akkor a — 9 zab >0,
d
. ' b’ —4ac . , .
igy | x+— | ————— >0 minden valos x eseten.
24d 4a

Tehat az egyenlet bal oldala az a értékétdl fliggben pozitiv vagy negativ,
igy nem lehet 0. Az egyenletnek ebben az esetben ninzcs valos megoldasa.

b) Ha b* —4ac = 0, akkor kapjuk, hogy a(x + 23] =0. Mivel a#0,
a

gy x+ 1 = 0. Tehat az egyenlet megoldasa: x = —i.

2d
b? —4ac _(\/bz —4ac

2
c) Ha b* —4ac > 0, akkor ) ] .Ezt felhasznalvaaz

da 24d

egyenlet bal oldalat szorzattd alakithatjuk az a*—b* =(a—b)-(a+b)
azonossag alapjan.

..(HL\Z_ b2—4ab
\ 2aJ

d

b b —dac b Jb?—4ac )
al xb— T || x+—

d 2d 2'd 2a J

Mivel a#0, igy a masik két tényezd valamelyikének kell nullanak

G [z 4. P
HA&DDH‘“ . l lennie. Tehat x+£ —+ w = 0, Vagy X+ 1_ ﬂ =0.
| l d 2d 2a 24
I -0 - 2 _Aac _| 2 _ Aac
| i Ebbolakét megolds: x, = 22 % g5, DD “da b —dac
oLees ] 2a 24

A két megoldast egyben is felirhatjuk, és igy megkapjuk a masodfoku

_h++/bh% —
egyenlet megoldoképletét: x,, = w. A val6s megoldasok
’ a

szamaban fontos szerepet jatszo D =b* —4ac kifejezést a masodfoku
egyenlet diszkriminansanak nevezzik.

Megjegyzés: Ha a b vagy c egyiitthatok valamelyike 0, akkor hi-
anyos masodfokl egyenletet kapunk. Ekkor nem feltétlenil kell a
megoldoképletet alkalmazni, mert az alabbi mdédokon is eljarhatunk.

ig. oéllg)gzéAletmegoldés kulcsa a wHab=c=0.
g P Ekkor az egyenlet: ax® = 0. Ebbsl a megoldas: x =0.
wHac=0, bz0.

Ebben az esetben az ax’ +bx =0 egyenlet megoldéasat keressiik. Ala-
kitsuk szorzatta!

x-(ax+b)=
Mivel egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért
x=0 vagy ax+b=0. fgy az egyenlet megoldasai: x, =0; x, = —E.
#wHab=0, c=0.
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Az egyenlet ebben az esetben ax® +c¢ =0 alaka. Tudjuk, hogy x* >0
minden valds x-re. Ezért ha a és ¢ pozitiv, akkor a bal oldal is pozitiv,
igy nincs megoldas a valos szamok halmazan. Ha a és ¢ negativ, akkor
a bal oldal is negativ, tehat ekkor sincs megoldas a valds szamok hal-
mazan. Ha a és c ellenkezé eldjelii, akkor a hdnyadosuk negativ, tehat a

—% > 0. Igy kapjuk, hogy:

X2=_£:>|X|: _E = X1:_ —E' X, = —E
a \ a Va 2 \ a

Bizonyitottuk tehat az alabbi tételt.
Az ax’ +bx+c=0 (a,b,ce R,a#0) egyisme-

: retlenes masodfoku egyenletnek

I . —b++/b? —4ac NP
i » két valos megoldasa az x,, = z—d(', ha a diszkriminan- :
] d ;
i sapozitiv, azaz D =b* —4ac > 0; :
i wmegy valés megolddsa vagy két egyenlé valos megoldisa az :

X =X, = —21, ha a diszkriminansa nulla, azaz D =b? —4ac = 0;
a :

¢ % nincs valos megoldasa, ha a diszkriminansa negativ, azaz
D=b*-4ac<0.

...................................................................................................

2.7. dbra Ezt érdemes megjegyez-
ni!

2.3. Kidolgozott példak

%, 2, uzld: Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket!
a) 2x° +5x-12=0
b) (3x—8)° —(4x—6)" +(5x—2)-(5x+2)+36x = 104
4+ 2x 1 1
© = 1
) 3x*-12 x-2 2—x

2 +5x—12=0

a'+h+e=0

a=2:b=5¢=—12

Megoldas:
a) Ha 6sszehasonlitjuk a 2x”> +5x-12=0 egyenletet a definicioban
szereplé ax’ +bx+c=0 alakkal, akkor konnyen beazonosithatjuk az
egylitthatokat. Ez alapjan a=2, b=5, c =-12. Hatarozzuk meg az
egyenlet diszkriminansat!

D=b*-4ac=5"-4-2-(-12)=25+96 =121
Mivel D >0, ezért az egyenletnek két kiilonboz6 valdos megoldasa van:

2.8. dbra Az egyiitthatok megha-
tarozéasa

—5+4121 -5+11 3,
)= = =X == €s X, =—4.
' 4 4 2 oo,
oA
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.-.'__.Mésodtokl’l egyenletek,

) ‘egyenlotienségek, egyenletrendszerek

L

2.9. dbra Keressiik a kdzos neve-
z6t

2.10. dbra Mennyi arany, és mind

is!
Joto0e, hamis!

48

W 02_11_fejezet.indd 48

Ellendrzéssel is meggy6zddhetiink a megoldasok helyességérdl.
b) Végezziik el az egyenlet bal oldalan kijelolt miiveleteket, majd von-
junk dssze és a végen redukaljunk nullara!

(3x—8)" —(4x—6)" +(5x—2)-(5x+2)+36x =104
9x® —48x + 64— (16x° —48x +36) + 25x° —4+36x =104
9x? — 48X+ 64 —16X” + 48X — 36+ 25x* — 4 +36x =104
18x* +36x+24 =104
18x* +36x-80=0
Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 2-vel!
9x* +18x-40=0
Mivel a=9, b=18 és ¢ =-40, igy a diszkriminans
D =b? —4ac =182 —4-9- (—40) = 324 +1440 =1764.
Mivel D >0, ezért az egyenletnek két kiilonbozo valos megoldasa van.

-18++/1764 -18+42 4 10
, = = =SX == 6 X,=——
‘ 18 18 3 3
Ellendrzéssel is meggy6zddhetiink a megoldasok helyességérol.
c¢) Alakitsuk szorzatta a nevezdket, majd hatarozzuk meg az egyenlet

értelmezési tartoméanyat!

4+ 2x 1 1
— =1-
3-(x2—4) X—2 2—X
442X 1 1 1

3-(x=2)-(x+2) T x=2 T 2—X
Mivel a nevezdk egyike sem lehet nulla, ezért az egyenlet értelmezési
tartomanya: R\{-2,2}. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat a
kozos nevezdvel, azaz 3-(x—2)-(x+2)-vel!
442x-3-(x+2)=3-(x=2)-(x+2)=[-3:(x+2)]

Végezzilk el a zarojelek felbontasat és az 6sszevonast, majd redukaljuk
nullara az egyenletet!

4+42X-3x—-6=3x>-12+3x+6
—Xx—2=3x*+3x-6
0=3x"+4x-4
Mivel a=3, b=4, c=-4, igy adiszkriminans

D =b?—4ac =42 —4-3-(~4) =16+ 48 = 64.
4+ 4+

, = 4_\/a= 4_8=>x1=g és X, =—2

’ 6 6 3

Mivel az x, =—2 nincs benne az értelmezési tartomanyban, ezért az

nem megoldasa az egyenletnek. Az x, = 3 viszont igen, errdl ellendr-

zéssel is meggy6zddhetiink.
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w 4, udldli Hatarozzuk meg a c valds paraméter értékét Ggy,

ogy a 4x* —18x+¢ =0 egyenletnek legyen val6s megoldasa!
Megoldas:
Egy masodfokd egyenletnek pontosan akkor van valés megol-
dasa, ha a diszkriminansa nemnegativ, azaz D =b’—4ac>0.
Mielétt felirnank az egyenlet diszkrimindnsat, hatarozzuk meg az
a, b, c egyiitthatokat! Az a=4, b=-18 és ¢ paraméter, azaz a fel-
adatnak megfeleld, rogzitett szdm. Ennek alapjan a diszkrimi-
ndns: D=b?-4ac=(-18)"—4-4.c=324-16c, melynek értéke
nemnegativ. Tehat 324 —-16¢ >0, azaz 20,25 >c.

\

02 20,25 X

2.11. &brac<20,25

Osszegzés: Az egyenletnek akkor és csak akkor van val6s megoldasa,
ha ¢ < 20, 25.

%} . udlds Hatarozzuk meg a b valos paraméter értékét gy,
i hogy a 3x” +bx+12=0 masodfoku egyenletnek ne legyen val6s
i megoldasa!

Megoldas:
Egy masodfokl egyenletnek pontosan akkor nincs valés megolda-
sa, ha a diszkriminns negativ, azaz D =b’-4ac<0. Az egyen-

letben szerepld egyiitthatok a=3, c=12 és a b paraméter. gy i ; i
D=b’-4ac=b*-4-3-12=b”-144, mely negativ értékii. Igy
b?-144<0, azaz b*<144. Ebbél kapjuk, hogy |b| <12, tehat |b] <12

2.12. dbra Abréazolas szémegye-
nesen

-12<b<12.

Osszegzés: A 3x* +bx+12=0 masodfoku egyenletnek nincs valos
megoldasa, ha =12 <b <12.

@ 3. il Hatarozzuk meg az a valés paraméter értékét dgy,
ogy az ax’ +24x—6=0 egyenletnek egy valds megoldasa legyen!
Megoldas:
Az egyenletben szerepld egyiitthatok a b=24, c=-6 és az a para-
méter. Az ax’ +24x—6=0 egyenlet nem feltétleniil masodfokd. Ha
a=0, akkora 24x—6=0 els6foku egyenlethez jutunk. Ennek megol-

désa x = % Ha a # 0, akkor az egyenlet masodfoku. Ebben az esetben

pontosan akkor van egy valds megoldasa, ha a diszkriminansa 0, azaz
D =b’® —4ac = 24° —4a(-6) =576+ 24a = 0. Ebbsl a =-24.

Osszegzés: Az ax® +24x—6=0 egyenletnek egy valés megoldasa

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
o
(<]

2.13. abra Figyeljiink a féegyiitt-

van, ha a=0 vagy a=-24. ¢ hatéra! oo,
A
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R, Oldjuk meg!

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) x> -2x-35=0 b) 5x* -9x—-2=0 c) -8x*+2x+3=0
d) 2x* —4x-5=0 e) 4x* +60x+225=0  f) 3x* -16x+22=0
g) -5x* +14x-10=0
2. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a racionalis szamok halmazan!
a) (x=7)-(x+3)+(x—1)-(x+5)=—2x-2
b) (3x—4)" —(6x+7)" = 48— 216x
¢) (7-2x)-(7+2x) = (2x+3)° —12x
d) (11-7x)° —(6x—5)-(6x+5)+(2x+9)* =10 = (3-5x)’
3. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
2x+10 2x+2 Xx+3 x-3  20x
a) -———=0 b) + =—
3x X Xx=3 Xx+3 x°-9
2 — p—
0 2X _x+2=10+2x X d) 3— 2X _ 25
X+2 2-Xx X —4 X=5 x°-10x+25
4. Hatarozzuk meg az a, b, illetve c valds paraméter értékét ugy, hogy az alabbi egyenleteknek két
kiilonboz6 valos megoldasa legyen!
a) ax’ -14x+5=0 b) 2x* —bx+18=0 ¢) 5x* +10x—-¢c=0
5. Hatarozzuk meg az a, b, illetve ¢ valos paraméter értékét gy, hogy az alabbi egyenleteknek egy
valés megoldésa legyen!
a) ax’+21x-14=0 b) 11x* +bx-33=0 ¢) x*-15x+c=0
6. Hatarozzuk meg az a, b, illetve ¢ valds paraméter értékét tigy, hogy az alabbi egyenleteknek ne
legyen valds megoldéasal
a) ax’+7x-21=0  b) 5x* +bx+45=0 c) 3x* —23x-c=0

W 02_l11_fejezet.indd 50

J.uzlds Egy 100 m hossza, 75 m széles, téglalap alakt
 parkot keretszerfien, egy meghatarozott szélességii jardaval vesznek :
: kortil, melyet diszburkolattal boritanak be. A burkolat négyzetmétere
: 3200 Ft-ba keriil. Mekkora a jarda szélessége, ha a beboritasihoz :
i sziikséges diszburkolat ara 2 880000 Ft? ’

3.1. dbra A park latvanyterve
diszburkolattal

Megoldas:
A négyzetméterarbol és a teljes koltségbol kiszamolhatjuk a jarda terii-
letét: T =2880000:3200 =900 m”>.

Készitslink abréat! (3.2. dbra) A jarda szélességét jeloljuk d-vel!
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Az &bran a-val jeldlt szakasz hossza 100 m, a b-vel jeldlt 75 m.
gy a nagyobb teriiletli téglalap hosszabbik oldala 100+ 2d, a méasik
75+ 2d. A jarda teriiletét megkapjuk, ha a teljes teriiletb6l kivonjuk a
fiives rész teriiletét. Ennek alapjan irhatjuk fel az egyenletet.

(100+2d )(75+2d)—100-75 =900
Végezziik el a beszorzast, majd redukaljuk nullara az egyenletet!
100-75+200d +150d +4d* —100- 75 = 900
4d* +350d —900 =0
2d*+175d —450=0
Az egyenlet diszkriminansa
D =b’*—4ac=175" —4-2-(-450) = 34225 =185,

~175+
gy d., = 2PEI8 _§ _25 s d, =-90. A feladat feltételeinek
1,2 4 1 2

100+2d

d

75+2d
>

3.2. &bra A park tervrajza

csak a 2,5 felel meg. Ellenérzéssel meggy6z6dhetiink ennek helyessé-
g¢érol. A jarda szélessége tehat 2,5 m.

‘i{ 2, uzldz Egykertészet faiskolajaban haromféle gyiimolcsfa-
i "csemetét nevelnek (alma, barack és meggy) harom téglalap alaku |
i teriileten. A barackfék parcellajaban 17-tel tobb sor van, mint ahany
i oszlop. Az almafak parcellajaban 2-vel tobb sor es 4-gyel tobb :
: oszlop van, mint a barackfakéban, mig a meggyfak teriiletén 6-tal :
i kevesebb sor és 7-tel kevesebb oszlop, mint az almafakén. A teljes '
i gyiimdlesfadllomanynak hany szazaléka almafa, ha abbol 1106-tal :
i kevesebb van, mint a masik két fajtabol dsszesen? (A végeredményt :
: ket tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!)

e .--"-r
3.3. dbra Faiskola

Megoldas:

Mivel a barackfak parcellajaban 17-tel tobb sor van, mint ahany oszlop,
ezért célszerii az itt 1év6 oszlopok szamat x-szel jeldIni. Készitsiink egy
tablazatot, amelyet a feladat szovege alapjan értelemszertien kitoltiink.

Barack Alma Meggy
Oszlop X x+4 x+4—-7=x-3
Sor x+17 x+17+2=x+19 x+19-6=x+13

Darabszam x-(x+17) (x+4)-(x+19)  (x-3)-(x+13)

A feladat szovege szerint az almafak szaméahoz 1106-ot adva megkap-
juk a mésik ket fajta darabszamat. Ez alapjan az egyenlet:
(X+4)-(x+19)+1106 = x- (x+17)+(x—3)-(x +13)

Végezziik el a beszorzast, vonjunk 6ssze, és redukaljunk nullara!

W

3.4. dbra A jol végzett munka

gyumélcsei Jo°%%e,
Som
s ‘
.0 L]
[ ] °
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. _Masodfokii egyenletek,

b Jegyenldtienségek, egyenletrendszerek

X% +4X+19X + 76 +1106 = x> +17x + x> —3x+13x—39
X% +23x+1182 = 2x* +27x—39
0=x*+4x-1221

Az egyenlet diszkriminansa:
D =b® —4ac = 4% - 4-(-1221) = 4900 = 70°, igy

-4+
X, = 4;70:«1:33 és x, =-37.

’

¢ A 37 nem felel meg a feladat feltételeinek. Igy barackfabol
33-50 =1650, almafabdl 37-52=1924 és meggyfabol 30-46 =1380
¢ darab van a kertészetben. Ellenérzéssel meg lehet gy6zddni az adatok
¢ helyességérél. A teljes gyiimdlesfadllomanyban 4 954 db fa van. Ennek
1924 :4954-100 = 38,84%-a almafa.

rsececccce

‘ie-l 3. uslels  Egy kereskedd a nyari ruhdkat 75%-o0s haszonnal
iadja el. A szezon kozepétdl kétszer csokkenti az arakat. Masodszorra |
: kétszer akkora szazalékkal, mint elészor, de még igy is 26%-o0s ha-
| szonra tesz szert. Hany szazalékosak az egyes arleszallitasok?

Megoldas:

Mivel 75%-os haszonnal adja el a nyari ruhakat a kereskedd, ezért az el-
adasi ar a beszerzési arnak a 175%-a, azaz 1,75-szorosa. Jel6ljik x-szel
az elso arleszallitas szazalékban megadott értékének a szazadrészét! Az
x értéke 0 és 1 kozé esik. Ekkor az els6 arleszallitas utan az aktualis
ar az (1-x)-szeresére, a masodik arleszallitas utan (1-2x)-szeresére

3.5. &bra Szezon végi kiarusitas

valtozik. Foglaljuk tablazatba az adatokat!
Beszerzési ar: y
Eladasi ar: 1,75y
Elsd arleszallitas uténi ar: 1,75y -(1-x)

1,75y- (1 = x) . (l— 2x)
1,26y

Misodik arleszallitis utani ar:

A masodik arleszallitas utani arat kétféleképpen fejeztik ki. Ennek
alapjan irhatjuk fel az egyenletet.
1,75y-(1-x)-(1-2x)=1,26y
Mivel az y pozitiv, és mindkét oldalon szerepel szorzotényezdként,
ezért az egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk vele. Igy az
1,75(1-x)-(1-2x)=1,26
egyismeretlenes egyenlethez jutunk. Végezziik el a beszorzast, majd
redukaljunk nullara!
1,75-3,5x—1,75x+3,5x* =1,26

3,5x* —5,25x+0,49=0

3.6. &bra Elégedett vasarlo

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000008¢

W 02_II_fejezet.indd 52 2012.06.12. 9:20:56



Az egyenlet diszkriminansa
D =b*—4ac =5,25" -4-3,5-0,49 = 20,7025 = 4,557,

5,25+4,55
|gy X2 = f

felel meg a feladat kovetelményeinek. Ellenérzéssel meggy6zédhetiink
a kapott érték helyességérdl. Tehat az els6 arleszallitas 10%-0s, a ma-
sodik 20%-0s volt.

X, =14 és x, =0,1. Ebbdl csak a masodik

i km :
: 20 W -val kisebb atlagsebességgel tudott haladni, igy a tervezettnél :

42 perccel hosszabb 1d6 alatt tette meg a 168 km-es utat. Mennyi Volt
i az eredetileg tervezett atlagsebesség és menetid$?

Megoldas:
A feladat megoldasahoz a fizikdbol mar jol ismert Ut = dtlagsebesség - id6
Osszefliggést hasznaljuk fel. Az utat kilométerben, a sebességet

km
— -ban, az id6t ordban mérjiik. Ezért valtsuk 4t a 42 percet oOrara:

3.7. &bra Vajon még odaérek?

42 min =0,7 h. Mivel az eredetileg tervezett sebességet keressiik,
ezért jeloljuk ezt x-szel! (x> 20)

Készitstink tablazatot!

Sebesség Ut 1dé
Tervezett X 168 168
X
168
Megvalésult x—20 168
x—20

Az egyenletet az id6 oszlopa alapjan irhatjuk fel. Tudjuk, hogy 0,7 h-val
tovabb tartott az Ut a tervezettnél, ezért a tényleges id6 0,7 h-val tobb

a tervezettnél. fgy a 168 +0,7= 168
X

5 egyenletet kapjuk. Szorozzuk

meg az egyenlet mindkét oldalat az x(x—20) kozds nevezdvel, majd
vonjunk 6ssze és redukaljuk nullara az egyenletet! Természetesen az x
sem 0, sem 20 nem lehet.

;
t

168(x—20)+0,7x-(x—20) =168x
168x —3360+0,7x* —14x =168x t(h)
0,7x* —14x-3360=0 1407

x? —20x—4800 =0 3.8. abra Abrazoljuk a sebességet

az id6 fiiggvényében!
®® L IS .
LJ L)

. 53 %
L[] [
. ‘
[ ) [
° «—

.. ..
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_Masodfoku egyenietek,

‘egyenlotienségek, egyenletrendszerek

Az egyenlet diszkriminansa
D =b” —4ac = (-20)° —4-(—4800) =19600 = 1407,

+
igy x, = w = x, =80 és x, =—60. Ebbdl a feladat feltételeinek

csak a 80 felel meg, melyrdl ellendrzéssel meggy6zddhetiink. A tervezett

km
sebesség 80 W a tervezett menetid6 2,1 h.

A5 Miklos egy tudomanyos pélyazatra tanulmanyt :
észit. Jo baratok lévén, Fanni felajanlja, hogy segit neki legépel- :
ni. Miklos egyediil 5 6raval hosszabb id6 alatt végezne a munkéval,
: mint Fanni. Mindketten reggel 8-kor kezdték el a gépelést. Miklos
. fél ora ebédszUnetet tartott, és 16 6ra 30 perckor fejezte be a munkat. :
i Fanninak délben el kellett mennie egy orara, €s mivel este szinhazba !
: ment, 15 érakor befejezte a gépelést. gy aznap a dolgozat 80%-aval
| végeztek. ’
i a) Hany ora alatt tudnak kiilon-kiilon legépelni a tanulmanyt? 5
i b) Masnap Fanninak el kell utaznia, igy Miklosnak kell egyediil be-

fejeznie a gépelést. Ha reggel 8 orakor kezd, akkor végez-e ebédig

a hatralevé munkaval? ;

3.9. &bra Lehet, hogy nem kellene
ennyire sietni?!

Megoldas:

a) Ha gondosan végigolvassuk a feladat szévegét, akkor meg tudjuk
mondani, hogy ki hany 6rat dolgozott a megadott napon. Mivel 8 6ra-
kor kezdtek, és Miklos fél ora ebédsziinettel 16 ora 30 perckor fejezte
be a gépelést, ezért 6 8 orat gépelt. Fanni egy ora sziinettel, 15 ora-
kor befejezte a munkat, ezért 6 drat dolgozott. Jeloljik x-szel azt az
id6t, amennyi alatt Fanni egyediil gépelné le a tanulmanyt, ekkor Mik-
16s 6nallo gépelési ideje x+5. Természetesen a gépelési id6t draban
mérjiik. Az ilyen jellegii, egyiittes munkarol szol6 feladatokban nagyon
fontos az egységnyi id6 alatt — itt egy Ora alatt — elvégzett munkara,
vagyis a teljesitményre visszavezetni a megoldast. Mivel Fanni x Ora

3.10. Abra Miklés és Fanni

. ) ) ) 1 o
alatt végezne a munkéaval, ezért egy 6ra alatt a munka — -ed részét
X

vegezné el, mig Miklos —— -6d részét. Igy az adott napon Fanni a

A Egy ora
X+5

munka-  alatt
végzes elvégzett
ideje  munka

munka 6 -ed részével, Miklos a 8 c -0d részével végez. Mivel ket-
X

ten egy(tt a dolgozat 80%-at gépelik le azon a napon, ezért az alabbi

Miklés x+5 egyenletet irhatjuk fel

X+5
6 + 8 =0,8
X X+5
ahol x > 0. Szorozzuk meg az egyenlet két oldalat a k6zos nevezével,
majd 6sszevonas utan redukaljuk nullara az egyenletet!

Fanni X -
X

3.11. dbra Foglaljuk tablazatba!

Tosa
‘ :
.. ...
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Az egyenlet diszkriminansa

igy:

A feladat feltételeinek csak a 15 felel meg, melyrdl behelyettesitéssel
meggy6zodhetiink. Tehat Fanni 15 dra alatt, Miklds 20 ora alatt gépelné
le egyediil a tanulményt.

b) Mivel a munka 20%-a maradt masnapra, ezért Miklos t =20-0,2=4h
alatt befejezi a gépelést. Tehat végez ebédig.

6(x+5)+8x =0,8x-(x+5)
6x+30+8x =0,8x* +4x
0=0,8x*-10x-30
0=x*-12,5x-37,5

D =b? —4ac = (-12,5)> — 4-(-37,5) = 306,25 = 17,57,

12,5+17,5

5 5 =X =156ésx, =-2,5.

3.12. &bra Segithetek?

), Oldjuk meg!

02_11_fejezet.indd 55

1. Egy tort szamlaloja 4-gyel nagyobb a nevezdjénél. Ha a torthoz hozzaadjuk a reciprokat, akkor

% -et kapunk. Melyik ez a tort?

2. Egy téglalap alaka fénykép koriil egyenld szélességii keret van. A teljes kép két oldala 20 cm, illetve

25 cm. A teljes kép teriiletének 60%-a a fénykép teriilete. Mekkorak a fénykép oldalai, milyen széles
a keret?

3. Egy osztaly haromnapos kirandulasra megy, melynek buszkoltsége dsszesen 210 000 Ft. Mivel koz-

ben 6ten lemondtak a kiranduldst, ezért az eredetileg egy fore tervezett koltséget 1400 Ft-tal meg
kellett novelni. Hany f6 megy kirandulni, és hany forintot kell befizetniiik fejenként?

4. Egy kosztiim arat el6szor felemelték valahany szazalékkal, majd haromszor annyi szazalékkal csok-

kentették, mint amennyivel emelték, igy 23%-kal olcsébb lett, mint eredetileg. Hany szézalékkal
emelték az arat el6szor?

5. Egy kétjegyli szam szamjegyeinek az Osszege 9. Ha a szamot megszorozzuk a szamjegyei felcseré-

lésével kapott szammal, akkor eredményként 1944-et kapunk. Melyik ez a kétjegyti szam?

6. Hany oldalt az a konvex sokszog, amelyben az atlok és oldalak szamanak az 6sszege 2537

7. Mekkora annak a rombusznak a teriilete, melynek a keriilete 104 cm, és az egyik atloja 28 cm-rel

nagyobb, mint a masik?

. . km s km
8. Egy keresztez0dés két egymasra merdleges utjanak egyikén egy 72 o a mésikon egy 90 o se-

bességli autd kozeledik a keresztezddés felé. Egy idépontban a tavolsaguk 5 km. Amikor a nagyobb
sebességli auto athalad a keresztezddésen, a masik még 1,6 km tavolsagra van téle. Milyen messze
voltak a keresztez6dést6l, amikor a tavolsaguk 5 km volt?
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9. Egy varosbol attol 180 km-re 1évé masik varosba egyszerre indul egy teherauto és egy személygép-
. o . ) km
kocsi. A személygepkocsi, melynek sebessége 25 o -val nagyobb, 36 perccel ér hamarabb célba,

mint a teheraut6. Mekkora az egyes autok sebessége, és mennyi a menetidejik?

10. Ha két csdvon egyszerre folyik a viz egy medencébe, akkor 8 6ra alatt a medence 90%-at toltik meg.
Mennyi id6 alatt toltik meg kiilon-kiilon a medencét, ha az egyiknek 4 6raval kevesebb idére lenne
sziiksége ehhez, mint a masiknak?

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

4 A'gyoktenyezos alak- GyokoKesiegyutthatokRoZo LA oSE2BT Y ES

4.1. A gyoktényezos alak

A 2.lecke 1. példajaban szerepeltaz x> —10x +16 = 0 masodfoku egyen-
let, melyet teljes négyzetté kiegészitéssel oldottunk meg. Az egyenlet
bal oldalan szerepld masodfoku polinomot szorzatta alakitottuk, igy az

(x—8)-(x—2)=0 egyenlethez jutottunk. Ebbdl kaptuk a megoldaso-

kat: x, =8, X, =2. A teljes négyzetté kiegészitéssel torténd szorzatta

alakitas alapjan felirhatjuk, hogy x°-10x+16=(x—2)(x—8). Ez az
egyenl6ség minden valos x esetén fenndll, azaz azonosség. A jobb olda-
lon szerepldé mindkét tényez6 masodik tagjaban a masodfokd polinom
egy-egy gyOke szerepel. Ezért ezt a szorzatalakot a méasodfoku polinom
gyoktényezos alakjanak nevezziik. A példa sugallja, hogy egy masod-
foku polinomot valds gyokei ismeretében — feltéve, hogy léteznek —
szorzatta alakithatunk.

4.1. dbra Ez is azonosséag

Legyena p(x) = ax’+bx+c masodfokd polinom
i —ahol a,b,ce R és a #0 — olyan, amelynek léteznek nem feltétle- :
 niil kiilonboz6, valos gyokei, azaz 1étezik az ax? +bx +¢ = 0 mésod- :
foku egyenletnek valds megoldasa. Legyenek ezek x, és x,. Ekkor
i a polinom felirhato ax® +bx+c=a-(x—x)-(x—x,) alakban, ame- :
: lyet a masodfokd polinom gydktényezés alakjanak nevezunk.

...................................................................................................

Bizonyitds: Mivel a p(x)=ax’+bx+c¢ masodfokd polinom-

nak létezik valos gyoke, ezért a D=Db’—4ac diszkriminans
nemnegativ. fgy a maésodfoki egyenlet megoldoképletének le-
vezetése soran latottak alapjan felirhatjuk, hogy ax®+bx+c=

_ ijl[X_—b—\/b2 —4ac J.[x_—b+\/b2 —4ac

4.2. dbra Be lehet ezt bizonyitani?

24 24

] minden valds x-re.

56
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. —b—~/b° —4ac , —b++b —4ac
d d

=a-(x—x,)-(x—x,) minden val6s x-re.

, fgy ax” +bx+¢=

A gyoktényezds alak lehetdséget ad arra, hogy a masodfokt polinomo-
kat viszonylag egyszertien szorzatta alakithassuk.

: Ludlky  Irjuk  fel elséfoki tényezok —szorzataként a
:"p(x) =3x*+x—-10 méasodfoku polinomot!

Megoldas:

Keressiik megapolinom megoldasait, azaz oldjuk mega 3x* + x—10=0
masodfoku egyenletet! A diszkriminans D =1* —4-3.(-10) =121, te-
hat:

‘- ~1+4121 1411
? 6 6
Ennek alapjan:

3’ +x—10=3(x—§)~(x+2)=(3x—5)~(x+2).

5,
=X == €S X,=-2.
3 . . .
4.3. dbra Alakitsuk szorzatta!

ZAp eIl o 2xt-Bx-7 L
Egyszer(sitsik a S rBri] algebrai tortet!

Megoldas: El6szor hatarozzuk meg a tort értelmezési tartomanyat! Mi-
vel a nevezé nem lehet 0, ezért szamitsuk ki a nevezd gyokeit, azaz

oldjuk meg az x*+8x+7 =0 egyenletet! A D=8"—-4-1-7 =36, igy 24t —54—7 T
_8+ _g+ gl e TN
L= 8_2\/%= 828 enat x =-1 és x, =—7. Az értelmezési X +8x+17 r—.

=)k +1) =

tartomény: R\{-7,-1}. T ) +7)

Ahhoz, hogy egyszerlsiteni tudjuk az algebrai tortet, szor-
zatta kell alakitani a szamlalojat és a nevezdjét is. Hasznaljuk fel
a gyoktényezds alakot! Mivel a nevezd gyokei —1, illetve -7, igy
X’ +8x+7=(x+1)-(x+7). Hatdrozzuk meg a szamlal6 gyoke-
itt Ehhez megoldjuk a 2x*-5x-7=0 masodfokd egyenletet.
A D=(-5)"—4-2-(~7) =81, tehat:

5+81 5%9 7
=———=——=X=— 65 X, =-1
X 2 2 X > 2
A szamlal6 szorzat alakja

2% —5x—7= 2(x—%}(x+1) = (2x=7)-(x+1).

2x—5x—7 _(2x=T)-(x+1) 2x-7

" 4.4, dbra A szorzatt4 alakitas utan
Tehat: —; . ) o
X*+8x+7  (Xx+1)-(x+7)  x+7 mar egyszerisithetiink Jotooe,
LJ L)
. 57 %
L[] [
: !
[ ) [
[ ) «——
° L]
L[] °
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4.2, Osszefiiggés a gyokok és egyiitthatok kozott

[ s |
‘% Francois Viete
(1540-1603)  kiva-
16 francia matematikus. Jo-
gaszként dolgozott, el6szor
1. Henrik, majd IV. Henrik
ligyészeként. A politikai ellen-
felei intrikainak koszonhetéen
kegyvesztett lett, ezért latott
neki élete f6 miive, az In artem
analyticam isogage (Beveze-
tés az analizis tudomanyéaba)
cimii kdnyve megirasahoz. Az
egyenletek megoldaséanak alta-
lanos madszereit kereste, ezért
vezette be az algebrai egyenle-
tek felirasara a szimbolumokat.
Az ismeretlen mennyiségeket
maganhangzokkal, az egyiitt-
hatokat massalhangzokkal je-
I6lte. A jel6lésrendszere egy
kicsit nehézkes volt, de igy is
jelentds érdeme van az algebra-
ban hasznalatos jelolésrendszer
kidolgozasaban.

4.5. dbra Egy kis matematika-
torténet

W 02_11_fejezet.indd 58
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S

i nom — ahol a,b,ce R és a#0 — olyan, amelynek 1éteznek nem :
: feltétlenil kiilonboz6, valos gyokei, legyenek ezek X, €s x,! EKkor a

A masodfoku egyenlet megoldoképlete egyfajta dsszefliggést jelent a
masodfoku polinom egyiitthatoi és gyokei kozott. Nagyon sok feladat
megoldasaban jol alkalmazhatd, de vannak olyan problémak, melyek
megoldasdhoz a gyokok és egyiitthatok kozotti egyszerlibb Osszeflig-
gésre van sziikségiink. Ennek megismeréséhez hasznaljuk fel a masod-
foku polinom gyoktényezds alakjat!

Legyen a p(x)=ax’+bx+c¢ masodfoki polinom — ahol a,b,ce R
s a#0
z0, valés gyokei. Ezek legyenek X, és X,. Ekkor minden valos

— olyan, amelynek Iléteznek nem feltétlentl kilonbo-

X esetén fenndll, hogy ax’+bx+u=a-(x—x)(x=x,). Vé-
gezzik el a jobb oldali kifejezésben az &sszeszorzast!
a(x=x) (x=x,)=a X —d X Xx—ad X, X+ad-X X, =
=a-x —d- (X +X,) x+ad X X,

Ennek alapjan minden val6s x esetén fennall, hogy

ax’ +bx+c=ax’ —a(x, +x,)x+a-x, -x,. Ez az egyenléség akkor
¢és csak akkor teljesiilhet, ha a megfeleld egytitthatok egyenldk, azaz

z b ;
b=-a-(x+x,) es c=a-x -x,. Ebbdl x, +x, =—— €s x1~x2=i,
d d

melyet a masodfokud polinom gyokei és egyiitthatoi kozotti osszefiig-
gésnek, vagy Viete-formulaknak is neveziink.

Igazoltuk tehat az alabbi tételt.

Legyen a p(x)=ax’+bx+c masodfokd poli-

polinom egyiitthatoi és gyokei kozott fennallnak az x, + x, = b és
] a

[ Cc . o . - oy e
i x, - x, =— Osszeflggesek, az Un. Viete-formulak.
B d

.‘f 4, udlelsi  Adjunk meg olyan mésodfokd polinomot, amely-
: ek gyokei —2 és 11! ;

Megoldas:

1. médszer:

Hasznaljuk a masodfokt polinom gyoktényezos alakjat! Az a egydtt-
hatot tetszéleges, 0-t61 kiilonboz6 szamnak valaszthatjuk, ezért legyen

2012.06.12.
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a=1l Mivel x=-2 ¢é x,=11, gy (x+2)-(x-11)=

=x?+2x—-11x-22=x"-9x—22. Tehat a keresett polinom
plx)=ax* +bx+e;

p(x) =x*—9x—22. Ez természetesen azt is jelenti, hogy az
a#0; D=0

x* —9x—22 =0 egyenlet val6s megoldasai —2 és 11. 5
Ekkor x, +x, =——; x,-, =2
2. médszer: é 4
Hasznaljuk a méasodfokd polinomra felirt Viéte-formuldkat! Legyen

a=1!

4.6. dbra Viete-formulak

Ekkor az x1+x2=—E alapjan —-b=-2+11=9, azaz b=-9,
a

és az X -X, =§ alapjan ¢ =-2-11=-22. Tehat a keresett polinom:

p(x) = x> —9x —22.

£ WAk Adjuk meg a 7x*+15x-14=0 mésodfoki :
"egyenlet megoldéasainak '
a) reciprokdsszegét, b) négyzetdsszegét,
c) kilonbségét, d) kdbosszegét
: a megoldasok meghatarozasa nélkiil!

Megoldas:

a) Az egyiitthatok a=7, b=15 és «c¢=-14. Mivel
D=15"-4-7- (—14) =225+392 =617, ezért az egyenletnek két va-
16s megoldasa van. Irjuk fel a megoldasok reciprokdsszegét, és végez-
ziik el a kijelolt miiveleteket!

Az egyenlet megolddsa
nélkiil?

1 1 x+x s ) . o
—+—=——— Aszadmlaloban megjelent a két megoldas dssze-
X% XXy

ge, a nevezében a két megoldas szorzata. Ez sugallja, hogy hasznaljuk

. ) b . 15 ,
a Viéte-formulékat. Az x, + x, =——, igy x, +x, = - s x, - X, = £
d d
15

] -14 .1 1 ~ 7 15

igy x,-x, =——=-2. Ennek alapjan: —+ —=——="—.
9)’127 P < x 2 1

b) Fejezzik ki a két megoldas négyzetdsszegét is a két megoldas dsz-
szegével, ill. szorzataval! Alkalmazzuk a jol ismert teljes négyzetté ki-
egészitést!

4.7. &bra Hasznéljuk a Viete-
formulakat!

X%, =) xH2x X, — 2% - X, =(x1+x2)2—2x1~x2.

2
X+ %) :(—gJ —2~(—2):§+4:g.

igy

49 49

o S
° 59 .
° I
. J
.0. K
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¢) Az éltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy x, < x;, ezért

0<x —x,. Igy xl—xzzwl(xl—xz)zz X" +x,° =2x -x,. Ennek

alapjan

21, oy [617 _Vei7
4.8. dbra Fontos dsszefliggés .
d) Hasznljuk fel a 9. osztalybol ismert a° +b* = (a+b)-(a’ +b* —ab)
azonossagot! Ennek alapjan

3 15( 421 7785
%+ X, :(xl+x2)-(x12 +x, —xl-xz):—T(E—(—Z)]:—%.

ENJAl Az x*+ px+9=0 mésodfoki egyenletben hata- :
i Tozzuk meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az egyenlet meg- :
: oldasainak négyzettsszege 31 legyen! =

Megoldas:
El6szor vizsgaljuk meg, hogy a p val6s paraméter mely értéke esetén lesz
az egyenletnek valos megoldasa! Az egyiitthatok a=1, b=p eéesc=9.

Az egyenlet diszkriminansa D = p®—4-9= p®—36. A masodfoku
egyenletnek pontosan akkor van valés megoldésa, ha a diszkriminansa
nemnegativ, azaz p*—36>0. Ebbl p* =36, azaz |p| > 6.

Fejezziik ki a két megoldas négyzetdsszegét, a Viete-formulékat
felhasznalva, az egyenlet egyiitthatoivall Mivel x +x,=—p €S

. 2 .
X%, =9, valamint x” +x,” = (x, +x,)” —2xx,, igy x*+x,” = p* —18.

Figyelembe véve a feltételt, azt kapjuk, hogy p*?—18=31, ahonnan
p, =7, p, =—7. Erre a két értékre teljesiil, hogy abszolut értékben na-
gyobbak hatnal, tehat megfelelnek a feladat feltételeinek.

[30 021k Hatarozzuk meg a p valés paraméter értékét gy, '
ogy az x’ +2(p+3)x+ p+9=0 egyenletnek két kiilonboz6 pozi- :
 tiv valés megoldasa legyen! E

4.9. dbra Ahogyan a kozlekedés-
ben, Ggy a matematikafeladatok
megoldasa kozben is legylink ko-
riiltekint6ek!

Megoldas:

Eldszor hatarozzuk meg, hogy a p valdés paraméter mely érté-
kei esetén lesz az egyenletnek két kiillonbozd valés megoldésal
Ez pontosan akkor teljesiil, ha az egyenlet diszkriminansa pozi-
tiv. Mivel a=1 b=2(p+3)ésc=p+9, igy a diszkriminans

D=(2p+6)° —4(p+9)=4p>+24p+36—4p—36=4p”+20p.
Tehat az egyenletnek két valos megoldasa van akkor és csak akkor,
ha 4p®+20p>0. Alakitsuk szorzatta a bal oldalt, és hasznaljuk fel,
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hogy egy szorzat pontosan akkor pozitiv, ha mindkét tényezdje azonos
elgjelii!
4p-(p+5)>0&(4p>0esp+5>0) vagy (4p<0ésp+5<0)

-5 -10 %
Az els6 két egyenlbtlenségbdl kapjuk, hogy p>0é&sp>-5 ami
4.10. &bra Két kilonbozo valds

megoldasa van, ha p < -5 vagy
0<p

pontosan akkor igaz, ha p>0. A masik kettobol kovetkezik, hogy
p <0 és p < -5, ami pontosan akkor igaz, ha p <—5. Tehat az egyen-
letnek két valés megoldasa van, ha p <—5 vagy 0 < p.

A feladat masodik részének megoldasahoz hasznalhatnank a meg-
oldokeépletet, de ez négyzetgyokds kifejezést tartalmazo, Ggynevezett
irracionalis egyenldtlenség megoldasara vezet, ami nem egyszerd. Ve-
gylik észre, hogy két szam akkor és csak akkor pozitiv, ha dsszegiik €s
szorzatuk is pozitiv! Ezért hasznaljuk fel inkabb a Viéte-formulakat.

o————0

=4 -3 -101 X

4.11. dbrax, +x,>0ésx, - x,>0,

. . b )
Tehat annak kell teljesiilnie, hogy x, +x,=——=-2(p+3)>0 és: ha-9<p<-3
d
XX, = i = p+9>0. Ezekbdl kapjuk, hogy —9 < p <-3. Ezt 0ssze-
vetve azzal a feltétellel, hogy az egyenletnek két valos megoldasa legyen, : - ST

azt kapjuk, hogy -9< p<-5.
Osszegzés: Az x> +2(p+3)x+ p+9=0 masodfoku egyenletnek két
kiilonb6z6 pozitiv megoldasa van, ha -9 < p < -5.

4.12. &bra Két kiilonboz6 pozitiv
megoldasa van, ha -9 <p<-5

R, Oldjuk meg!

1. frjuk fel elséfoku polinomok szorzataként az alabbi masodfoku polinomokat!
a) x> —8x—33 b) x* —x—56 c) x> +17x+60
d) 2x* +21x-11 e) 8x* —10x+3 f) 10x* +29x+21

2. Egyszertsitsiik az alabbi algebrai torteket, ha az alaphalmaz a valés szamok halmaza!

2 x? —6x—55 b x* +13x+30 c 6x° +23x+20 d) 12x2 +17x -7
x> —3x—88 x? +15x +36 2x% +9x+10 4x* +27x+35
3. Adjunk meg olyan mésodfokd polinomot, amelynek gyokei:

a)26és-5; b)66és3; c)-11és-7; d) % és5; e) —% és —%!

4. Hatarozzuk meg a 2x” —7x—5=0 masodfok( egyenlet esetén
a) a megoldasok reciprokosszegét;
b) a megoldasok négyzetdsszegét;
c) az S értékét, ahol X, és X, az egyenlet megoldasai;
X X
d) a megoldasok négyzetének a kiillénbségét;
e) a megoldasok kobének a kiilonbségét!

o %
° 61 .
° I
. J
.0. o
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5. Adjunk meg olyan masodfokud egyenletet, amelynek egyik megoldasa harommal nagyobb, mint a
3x* +5x—8=0 kisebb megoldasa, a masik harommal kisebb, mint a 3x*> +5x—8=0 egyenlet
nagyobb megoldéasa!

6. Hatarozzuk meg a p valés paraméter értékét ugy, hogy az x> +3x+ p =0 egyenlet megoldasainak a
négyzetosszege 5 legyen!

7. Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az x* +(p+2)x+1=0 egyenlet megolda-
saira teljesiiljon, hogy xx,” + x,”x, = 8!

8. Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az x> +(p+4)x+2p+20=0 egyenlet

a) valés megoldasai pozitivak;
b) valés megoldéasai negativak legyenek!

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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= Magasabb fokd egyenletek megoldasaval mar a VII. szdzad-

ban talalkozunk Kinaban. Vang Hsziao-tungnal keriil el6 az
alabbi feladat: ,,Adott egy der¢kszogli haromszdg befogdinak a szor-
zata, valamint az atfogd és az egyik befogé kilénbsége. Hatarozzuk
meg az oldalakat!” A probléma harmadfoki egyenletre vezet, mely-
nek megoldasi modszere méar a Matematika kilenc fejezetben cimii
miiben is szerepel. A modszer részletes magyarazata a XIII. szazad-
ban Csin Csiu-sao kinai matematikusnal talalhaté meg az

x* —763200x% +4064 256000 =0 egyenlet kapcsan.
Al-Kashi arab matematikus harmadfoku egyenleteket oldott meg ite-
racidval (a fokozatos kdzelités modszerével) 1420 koriil. Eur6paban
ez a modszer csak a XVI. szazadban jutott el arra a szintre, amilyen
szinten az arabok alkalmaztak a XV. szazadban.

Alhazen (X.—XI. sz.), a kdzépkori Egyiptomban é16 arab mate-
matikus tdbbek kdzott fénytani problémak megoldaséaval foglalko-
zott. Optika cimil konyvében szerepel a kovetkezd feladat: ,,Keres-
siilk meg a gombtiikron azt a pontot, ahova be kell esnie egy adott
fénysugarnak ahhoz, hogy egy masik adott ponton haladjon keresz-
tal” A feladat negyedfoku egyenletre vezet, melyet geometriai méd-
szerrel oldott meg.

Europaban a XV. szdzad végén Luca Pacioli a Summa de
Arithmetica cimii mlivét még azzal a megallapitassal fejezte be,
hogy a harmadfoku egyenletek megoldéasa a tudomany akkori allasa
szerint lehetetlen.

Ebben az idében kezdddtek meg a bolognai matematikusok ku-
tatasai, melyek nagy eldrelépést jelentettek a harmad-, ill. negyedfo-
ku egyenletek megoldasa terén. A kutatasra 6sztonzdleg hatottak a
kor divatja szerint megrendezett tudomanyos vitak. Scipio del Ferro

L

5.2. dbra Niccolo Tartaglia
(1499-1557)

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000900000808
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"'ﬁ.xt‘f' hx+C=0

professzor megtalalta az x* + px=y (p >0, y>0) alakd egyenle-
tek megoldasanak modjat. Eredményét nem kozolte senkivel, hogy
a tudomanyos vitakban elényhdz juthasson. Csak élete végén arul-
ta el egyik tanitvanyanak, Fiorénak a legnagyobb titoktartas mel-
lett. Fiore 1535-ben tudomanyos parbajra hivta ki Niccolo Tartaglia
(1500-1557) velencei szamoloémestert. Tartaglia tudta, hogy Fiore
birtokaban van a megoldasi modszernek, ezért hozzalatott a harmad-
foku egyenletek vizsgalatdhoz. Ennek eredményeként 6 is felfedezte
a Ferro altal megtalalt médszert, igy a parbajt megnyerte. Ebben az
idében Girolamo Cardano (1501-1576) milanéi orvos is a harmad-
foku egyenletek megoldasi modszerét kereste. Minden eszkozt beve-
tett, hogy megismerje Tartaglia modszerét, és végiil probalkozasait
siker koronazta. Meg kellett igérnie, hogy a titkot nem adja tovabb.
Cardano megszegte igéretét, és az 1554-ben megjelent Ars magna...
cimii konyvében teljes egészében kozolte azt. Ez elkeseredett vitat
valtott ki Cardano és Tartaglia kozétt. (Ugyan a kdnyvben Cardano
nem tulajdonitotta maganak a megoldasi modszert, mégis a harmad-
foku egyenlet megolddképletét Cardano-képletnek szokas nevezni.)
A vitadban Cardano mellé allt egyik tanitvanya, Ferrari is, aki a ne-
gyedfokl egyenletek megoldasanak modszerét dolgozta ki, melyet
ugyancsak belevett konyvébe Cardano.

A matematikusokat mindig is foglalkoztatta a magasabb foku
egyenletek megoldhatosaga. Az idé eldrehaladtaval mind tobben
gondoltak tigy, hogy nem is 1étezik megoldoképlet az 6t6d-, ill. annal
magasabb foku egyenletek megoldasara. Erre vonatkozolag el6szor
Ruffini (1765-1822) kdzolt bizonyitast 1799-ben, melynek hianyos-
sagait 1826-ban Abel (1802—1829) kiiszobolte ki. A problémakdr
ezzel még nem zarult le, a teljes megoldas a tragikus kdriilmények
kozott, fiatalon elhunyt matematikus, Galois (1811-1832) nevéhez
fizédik.

(1501-1576)

5.4. dbra Paolo Ruffini
(1765-1822)

Vannak azonban olyan specialis magasabb fokd egyenletek, amelyek
bizonyos modszerekkel megoldhatok. Nézziink erre néhany példat!

5.5. abra Niels Henrik Abel
(1802-1829)

%‘;‘ﬁ' . gdles Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi
: egyenleteket!
' a) x*+2x°=99=0 b) x*+19x*-216=0

Megoldas:
a) Az els6 egyenlet egy hianyos negyedfoku egyenlet, mert nem tartal-

maz harmadfoku és elséfoku tagokat. Mivel x* = (X2 )2, ezért tekint-

hetjiik x°-re nézve masodfoku egyenletnek is. Célszerti az x° helyett
egy Uj ismeretlent bevezetni, legyen pl.y = x*! igy az y> +2y-99=0
egyenletbdl kell meghataroznunk y értékét, amibdl kiszamolhatjuk Xx-et.

it ool 1'--. 4
5.6. 4bra Evariste Galois
(1811-1832)

.o. 63 .o.‘
i ‘
.o. K
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Az egyenlet diszkriminansa D =2°—4-(-99)=4+396=400. Igy

_—2+4./400 -2+20
T2 T2 T
X|=3, azaz x, =-3, X, =3. Az x*=-11 egyenlet nem szolgaltat
¢ megoldast a valos szamok halmazéan. Ellen6rzéssel meggydzddhetiink
a megoldasok helyességérol.

y,=9 és y, =—11. Ebbdl x* =9=

=
N

b) A mésodik egy hianyos hatodfoku egyenlet, melyet az x° = (X3)2

¢ miatt, a Z = X helyettesitéssel visszavezethetiink masodfokti egyen-

¢ letre. A z°+19z-216=0 egyenletet megoldva, a z értékébél hata-

rozhatjuk meg az x-et. A diszkriminans D =19% —4.(—216)=1225.

. ~19++/ ~19+

Igy z,,= 19 _2 1225 _ 192_35 = 2,=8 és z,=-27. Ebbdl
xX*=8= x =2, ill. X} =-27 = x, =-3. Ellendrzéssel meggy6z3d-

hetiink a megoldasok helyességérol.

I~
=)

Megjegyzés: Az ax” +bx" +¢=0 (a0, ne Z*\{1}) alaki egyen-
¢ let y=x" helyettesitéssel visszavezethetd masodfoku egyenletre. Eb-
H bol meghatarozhatjuk az y értékeit, amelyekb6l n-edik gydkvonassal
klszamolhatjuk az egyenlet megoldasait.

24, uill:; Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
egyenleteketI :

a) (x+2)' —6(x+2)"+5=0

5.7. 4bra Egy tgyes helyettesités-
sel ez a probléma is konnyebben
megoldhato

(x2—4x) (x-2)"+4=0
(x2 8x+2) (x* +8x— 26)+187 0
d) (x+1)-(x+2)-(x+4)-(x+5)=4

Megoldas:

A négy egyenlet egyikében sem érdemes elvégezni a kijelolt miivele-
teket, mert olyan negyedfoku egyenlethez jutnank, amelyet az eddigi
eszkozokkel nem tudunk megoldani. Ezért célszerti mindegyik esetben
egy-egy megfeleld helyettesitéssel élni, és ezzel masodfoktva redukal-
ni az egyenletet.

2
a) Mivel (x+2)4 = [(X+2)2:| , ezért y= (X+2)2 helyettesitéssel az
egyenlet méasodfokiva alakithato. fgy kapjuk, hogy y*>—-6y+5=0.
Az egyenlet diszkriminansa D =6° —4-5=236-20=16. Az egyenlet

64
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)
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+ +
gyokei vy, , =—6‘;/1—6 =—6;4$

rozhatjuk az x értékét.
Ha y, =1, akkor (x+2)’ =1=|x+2|=1= x+2=1vagyx+2=-1

y, =1 és y, =5. Ezekbol meghata-

= x=-1 x,=-3. Ha y, =5, akkor (x+2)'=5=|x+2=/5=
x+2=+/5 vagy x+2=-/5 = X =—2+4/5, X, =-2-/5. Ellen-
Orzéssel meggyozddhetiink a megoldasok helyességéral.

b) Mivel ()(—2)2 =x"—4x+4, ezértha y=x" —4x, akkor ()(—2)2 =

=y+4. Ezzel a helyettesitéssel az y°—y =0 egyenlethez jutunk.

Szorzatta alakitassal megoldva, kapjuk az egyenlet megoldasait, me-
lyek y, =0,y, =1. Ezekbdl az értékekbol meghatarozhatjuk az x-et.

Ha y, =0, akkor (x—2)° =4=|x-2|=2= x-2=2vagy x—2=-2

5.8. abra Az életben is van nehe-

2
= x =4 x=0. Ha y,=1 akkor (x-2)"=5=[x-2/=\5= zebb médszer...

x—2=+/5 vagy x-2=—6 = Xy = 2++/5, X, = 2—/5. Ellensr-
zéssel meggydzddhetiink a megoldasok helyességérdl.

c) Vegyiik észre, hogyaz x° +8x+2 ésaz x” +8x— 26 csak konstansban
tér el egymastol. A koztiik 16v6 kiilonbség 28. igy ha y = x* +8x+ 2, ak-

Kor y—28 = x* +8x—26. Ezzel ahelyettesitésselaz y* —28y +187 =0
egyenlethez jutunk. Ennek diszkriminansa D =28°-4-187 = 36.

, - 28++/36 _ 28+6
Igy a megoldasai y,, = =

5 5 y, =17, y,=11.

Ha y, =17, akkor x*+8x+2=17, azaz x*+8x—15=0. Ennek az
egyenletnek a diszkriminansa D =8 —4-(-15) = 64+ 60 =124. Igy az

-8+ -8+
8_\/124= 842431 =44

2 2

egyenlet megoldasai x, , =
X, =—4-— J31.

Ha y, =11, akkor x*+8x+2=11, azaz x*+8x-9=0. Ennek
az egyenletnek a diszkriminansa D =8° —4-(-9)=36+64 =100. gy

-8++100 -8+10

2 2
Orzéssel meggy6zodhetiink a megoldasok helyességérol.

5.9. abra ...és konnyebb!

a megoldasok x,, = = x, =1, x,=-9. Ellen-

d) Vegyiik észre, hogy (x+1)-(x+5)=x"+6x+5 és (x+2)(x+4)=
= x> +6x+8. Akét kifejezés csak konstansban tér el egymastol, a kii-
16nbségiik 3. Ha az elsét y-nal helyettesitjiik, akkor a masodik helyé-
be y + 3-at irhatunk. fgy az y> +3y—4=0 egyenlethez jutunk. Ennek
megoldasai y, =1, y,=-4. Ha y, =1, akkor x*+6x+5=1, azaz

Ses
: ‘
... ..
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x* +6x+4=0. Ennek a megoldasai x,, —-3+./5. Ha y, =—4, akkor
x*+6x+5=-4, ,azaz x’ +6x+9=0. Ennek a megoldasa x, =-3.

Ellen6rzéssel meggy6zodhetiink a megoldasok helyességérol.

3, udlda Oldjuk meg a valés szamok halmazan az aldbbi
 ‘egyenletet! '
: 2x" —9x* +13x* —9x+2=0

Megoldas:
; « . Vegyiik észre, hogy az egyenletben szereplé egyiitthatok
szimmetrikusak a masodfoku tag egyiitthatojara nézve, ezért
szokas az ilyen egyenleteket szimmetrikus egyenleteknek nevezni.

Az ilyen szimmetrikus egyenletek esetén jol alkalmazha-
to megoldasi modszer, hogy elosztjuk az egyenlet mindkét ol-
dalat x’-tel. Mivel az x=0 nem megoldasa az egyenletnek,
ezért ezt megtehetjiik, hiszen nem veszithetink megoldast.

Ekkor rendezés utdn a 2()(2 + izj— 9(}( + 1J+ 13=0 egyenlethez

5.10. abra Szép és szimmetrikus,
mint a kovetkezd egyenlet:

2x* —9x* +13x —=9x+2=0 X X

. . 1Yy , 1 . , 1 1Y
jutunk. Mivel [ x+—[=x"+—+2, igy x"+—=|x+—| -2
X X X X

1 1

Tehat ha y=x+=, akkor x*+— =y?—2. Ezzel a helyettesitéssel
X X

rendezés utan a 2y’ -9y +9=0 egyenlethez jutunk. Ennek megolda-

. 1
sai y, =3, Yz=g- Ha y, =3, akkor x+;=3, azaz x’-3x+1=0.

+
Ennek megoldasai x , = % Ha y, = g akkor x+1 = % azaz
X

2x*=3x+2=0. Ennek a diszkriminansa D =3*-4-2-2=-7, azaz
az egyenletnek nincs valos megoldasa. Ellendrzéssel meggy6zodhetiink
a megoldasok helyességérol.

wé\

&

Megjegyzés:

Mivel az eredeti egyenlet megoldasait az x*—3x+1=0 egyenletbsl
kaptuk, ezért a Viete-formulak alapjan igaz, hogy x, - x, =1, azaz a két
megoldas egymas reciproka. Ezért a 3. példaban szereplé egyenletet
szokas reciprok egyenletnek is nevezni.

5.11. &bra Az drai példak utan
mar a hazi feladat is konnyebben

Lee®e., Megy
ro. 66 .o.
T
.. ...
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R, Oldjuk meg!

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) x* —85x*+324=0 b) x*—27x*+50=0 c) x*-26x*-27=0
d) xX*-3x*-40=0 e) x*-14x" -32=0 f) x°+37x°+160=0
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) (x+3)" —2(x+3)? —63=0, b) (x® +2x)° +3(x+1) =21

c) (x2+4x—2)2+(x—1)»(x+5)=9, d) (x* +5x+2)-(x2+5x—1)-4=0
x? —6x 5

+(x+3) =7 1- =
( ) D 1-x*+6x x?—6x+5

X2 +6x+7
9) (x—1){x+2)(x+3)(x+6)-160=0
3. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) 2x' —x*-11x* —x+2=0 b) 15x* +44x° +10x° +44x+15=0
C) 6x" +25x° +12x* —25x+6=0

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6. Masodfokuegyenlotiensegek

esee Y

Mar az el6z6 tanévben foglalkoztunk azzal, hogy ha kifejezéseket a <,
>, <, > jelekkel kapcsolunk 0ssze, akkor egyenldtlenségeket kapunk.
Ha a kifejezések masodfokt polinomok, akkor masodfokti egyenlétlen-
séghez jutunk. Az alabbiakban az ilyen tipusu egyenldtlenségek megol-
dasaval ismerkediink meg.

. J.pdlds Hatdrozzuk meg, hogy az alabbi fiiggvényeknek
i mely valos szamok esetén pozitiv, és melyek esetén negativ a helyet- :
 tesitési értékiik? '
: a) f.R—>R, f(x)=x"-6x+5

b) y:R—>R, y(x)=-x*-12x-27

c) h:R—R, h(x)=x>+4x+6

d) 1:R—R, 1(x)=—x*+8x-19

(=)
<
<y

Megoldas:

A valaszt konnyen megadhatjuk, ha abrazoljuk a fliggvényeket.

a) Egészitsiik ki teljes négyzetté a fliggvény hozzarendelési szabalyat!
f(X)=x"—6x+5=%x*—-6Xx+9-4=(x—-3)" -4

Az f fuggvény képe pozitiv irdnyba nyil6 parabola.

6.1.4bra f R > R,
f(x)=x*-6x+5

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢0

° °
. 67 %
° I
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6.2. 4bra y = —x" —12x-27

VA

y = h(x)

6.3.4bra y=x>+4x+6

=

>

6.4. dbra y =—x>+8x-19

y=ax’ +bx+c

Az 1. abrardl leolvashatd, hogy ha x <1 vagy 5<x, akkor a fuggvény
pozitiv, ha 1 <x <5, akkor a fuggvény negativ értéket vesz fel.
b) Teljes négyzetté kiegészités utan kapjuk, hogy

g(x) =—(x* +12x+36-36) — 27 = —(x+6)> +9.
A g fliggvény képe negativ iranyba nyil6 parabola.
A 2. abrarol leolvashatd, hogy ha x<—9 vagy —3<X, akkor a fliggvény
negativ értéket vesz fel, ha —9<x<—3, akkor a fliggvényértékek pozi-
tivok.
c) Egészitsiik ki a h fiiggvény hozzarendelési szabalyat is teljes négy-
zetté!

h(X) = X* +4X+6 = X" +4x+4+2=(x+2)* +2

A h fliggvény képe pozitiv irdnyba nyil6 parabola és a 3. abréardl leol-
vashato, hogy minden x € R esetén pozitiv az értéke. Negativ értéket
sehol sem vesz fel.

d) Az i fiiggvény hozzarendelési szabalya teljes négyzetté kiegé-
szités utan:

i(X) =—x*+8x-19 = —(x* —8x+16-16) -19 = —(x — 4)* - 3.
Az i fliggvény képe negativ iranyba nyilé parabola, és minden val6s x
esetén negativ a helyettesitési értéke. Pozitiv értéket sehol sem vesz fel.

W
2

Osszegzés: Ha a masodfoku fiiggvény hozzirendelési szabalyaban
a féegyiitthatd pozitiv (a>0), és a fiiggvénynek van két zérushelye,
akkor azok kozotti x-ekre a fliggvény negativ, az azon kivili x-ekre a
fliggvény pozitiv értéket vesz fel. Ha ilyen esetben egy zérushelye van,
akkor minden fiiggvényérték nemnegativ, ha nincs zérushelye a fiigg-
vénynek, akkor minden értéke pozitiv.

Ha a masodfoku fiiggvény hozzarendelési szabalyaban a féegyiitt-
hat6 negativ (a<0), és van két zérushelye, akkor azok kozotti X-ekre a
fliggvény értéke pozitiv, az azon kivili x-ekre negativ. Ha ilyen esetben
egy zérushelye van, akkor minden fiiggvényérték nempozitiv, ha nincs
zérushelye a fliggvénynek, akkor a fliggvény érték minden valos x-re
negativ.

y=ax* +bx +c y=ax* +bx+c

yi y yA
(@>0) (a>0)
((f)ig)) (D=0) (D <0)
;
xfi 1 /X X 1
04 1 ' >
X =X, 0] 1 X

6.6. abra Minden fiiggvényérték
nemnegativ

6.7. 4bra Minden fiiggvényérték
pozitiv

6.5. bra A két zérushely kozotti
szamokhoz negativ fliggvényérték
JRTT TN tartozik

> 68
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L
y=ax’ +bx+c y=ax" +bx+c

A y=al+bx+c A A
i <0 I a<0 [ 00)
(0>0) 1f x=x, 00 5 >
> 1 X
0 1 X
/
X10 1 X, X

6.8. dbra A két zérushely kozotti  6.9. dbra Minden fiiggvényérték
szamokhoz pozitiv fliggvényérték  nempozitiv
tartozik

6.10. &bra Minden fiiggvényérték
negativ

4, udl:ls Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi
i egyenldtlenségeket! '
8) (x—1)° +x* =5x—6 < 2x+2+(x+3)’

b) 2(4-x)*-52(x-5)-(x+5)+20

Megoldas:
a) Végezziik el a kijelolt mtveleteket, majd rendezziik nullara az egyen- 7008
16tlenséget! '

X2 = 2X 414+ x> =X -6 < 2X+ 2+ X° +6X+9
2x2 —7x=5<x* +8x+11
x*—15x-16<0

Mivel a valés szémok halmazén értelmezett f(x)=x’—15x—16
fliggvény képe pozitiv iranyba nyil6 parabola, ezért a két zérushely —
feltéve, hogy van — kozotti értékekre vesz fel a fiiggvény negativ érté-
keket. Hatarozzuk meg a fiiggvény zérushelyeit, azaz oldjuk meg az
x? —15x—16 = 0 egyenletet!

Adiszkriminans D = (—15)2 —4(-16) = 289. gy az egyenlet meg-
154289 _ 15417 _

6.11. dbray = x* — 15x — 16

oldasai x, = 5 > x, =16 és x, =—1. Az egyen- o i
16tlenség tehat —1< x <16 szdmokra teljestl, azaz a megoldéshalma- !
za: M =[-116]. j 5
b) Végezziik el a kijelolt miiveleteket, majd rendezziik nullara az egyen-
16tlenséget!
i
2(16-8x+x*)—=5> x> -25+20 + VA
2 16 X
2x* —16x+27>x* -5 B-4VZ  8+42

X2 —16x+32>0
6.12. dbray = x* — 16x + 32

o* %
° 69 .
° I
: J
.0. o
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Mivel a valés szémok halmazéan értelmezett g(X)=X*—16x+32
figgvény képe pozitiv irdanyba nyild parabola, ezért ha létezik két
zérushelye a fliggvénynek, akkor a zérushelyeken kiviili x-ek esetén
lesz a fiiggvény helyettesitési értéke pozitiv. Hatarozzuk meg a fligg-
vény zérushelyeit, azaz oldjuk meg az x*-16x+32=0 egyenletet!

A diszkriminans D = (—16)2 —4-32=128. Igy az egyenlet megolda-
164128 16+82
S T
egyenlbtlenség tehat az X <8—4+/2 vagy 8+4+2 < x szamokra tel-
jesiil, azaz a megoldashalmaza: M = :I—oo; 8- 4\/5 :| ) [8 + 4\/5 ; 00[.

X, =8+42 és x,=8-42. Az

[
2,

$00000000000000000000000000000000000000000000000000000

‘%@’ 4. udlel Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi

a) 9. osztalyban mar foglalkoztunk tortes egyenlétlenségekkel. Ennek
alapjan tudjuk, hogy az ilyen tipusu problémak megoldasaban sokat se-
¢ git egy eldjeltablazat készitése. El0szor keressilk meg a szamlalo és a
¢ nevez zérushelyeit!

A szamlal6 zérushelye: x =2,5. Ha x < 2,5, akkor a szamlalo nega-
tiv, ha x > 2,5, akkor a szamlald pozitiv értéket vesz fel. (6.13. abra)

A nevezd egy masodfokil polinom, melynek diszkrimi-
nansa: D =(-4)"-4-(-12)=64. Ez alapjan a zérushelyei:

_ 464 4+8
==

mok halmazan értelmezett f (X)=x*—4x-12 fiiggvény képe pozitiv
iranyba nyilo parabola, ezért a két zérushely kozott negativ, azon kiviil
pozitiv a fliggvény helyettesitési értéke. (6.14. abra) Ennek alapjan ké-
szitsiik el az eldjeltablazatot!

i cgyenldtlenséget!
‘| 2x-5 2_3x-18
i 2 0 i 20
: X" —4x-12 2+ x—Xx
6.13. abra A 3. a) példa szamlalo- .
janak elgjelviszonyai ¢ Megoldas:

, azaz x, =6 és X, =—2. Mivel a valos sza-

2

6.14. 4bra A 3. a) példa nevezdjé-
nek eldjelviszonyai

VA y:x2—3$(—18
20 |

Fei-2l -2 ]-225 25 256 6 16,

7 &
g o
g 3 x
s &
(@]
I

- - 0 + + +

+ 0 - - - 0 +
nincs nincs

tort — értel- + 0 - értel- +
mezve mezve

Az utols6 sorbol leolvashatdé az egyenl6tlenség megoldasa:

6.15. dbra A 3. b) példa szamials- ¢ M =] —2[U]2,56[.

jéanak el6jelviszonyai

> 70
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b) A szamlalé diszkriminansa D =(-3)° —4-(-18)=81, igy a

3+81 319
2 2
16s szamok halmazan értelmezett f (x)=x’—3x—18 grafikonja egy
pozitiv iranyba nyilo parabola, ezért a két zérushely kozotti x-ekre
negativ, az azon kivili x-ekre pozitiv a fiiggvény helyettesitési érté-
ke. (3.15. dbra) A nevezd diszkrimindnsa D =1*-4-(-1)-2=9, igy

149 -1+3

a zérushelyei X , = > T = X =-1és x,=2. Mivel a

valds szamok halmazan értelmezett g(x) =2+x—x> fiiggvény képe

zérushelyei X , =

= X =6 és x, =-3. Mivel a va-

6.16. dbra A 3. b) példa nevezdjé-
nek eldjelviszonyai

lefelé irAnyba nyild parabola, ezért a két zérushely kozott pozitiv, azon
kiviil pedig negativ a fliggvény helyettesitési értéke. (3.16. abra) Ennek
alapjan elkészithetjiik az eléjeltablazatot.

X Fesd 3l - b2l 2 J26] 6 Jee

szamlalé + 0 = - — - - 0 +
nevezd - - — 0 + 0 - - -
Ll ——
nincs nincs 2
tort = 0 + értel- = értel-  + 0 — EEn i
mezve mezve

A tablazat utols6 sorabol leolvashatjuk az egyenldtlenség megoldasat:
M =]-3;-1[U]2;6[.

6.17. dbra M =1-3;-1U]2;6[

4z A g valos paraméter mely értékei esetén teljestil,
ogy az alabbi egyenletnek legfeljebb egy valés megoldasa van?
(By-2)x*-(y-3)x+1=0

—

Megoldas:
A legfeljebb egy valos megoldas jelentése az, hogy az egyenletnek egy
vagy nulla valés megoldasa van. Mivel a masodfoku tag egyiitthatdja

is tartalmaz paramétert, ezért az egyenlet nem feltétlentil masodfoka. I
2 7 .
Ha 39g—2=0, azaz y =3 akkor a §x+l= 0 els6fokt egyenlethez
3 1
jutunk, melynek az x = -3 a megoldasa. 11 X

Ha y=# % akkor az egyenlet masodfokd. Egy masodfoku egyen-

letnek akkor és csak akkor van legfeljebb egy valés megoldasa, ha a
diszkriminansa nempozitiv. Mivel a szokasos jelolésekkel az egyiittha-
toka=3q-2,b=q-3ésc=1, ezért

D=(q—3)2—4~(3q—2)v1=q2—6q+9—12q+8=q2—18q+l7.

6.18. dbra A Zx+1: 0 egyenlet-

nek egy valés megoldasa van

S
: |
... ..
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fgy a (°-18y+17<0 egyenlStlenséget kell megolda-
ni. Hatarozzuk meg a valés szamok halmazan értelmezett
f(q)=y>—18y+17 fiiggvény zérushelyeit. Ebben az eset-

ben a diszkriminans D =(-18)" —4-17 =256, igy a zérushelyek

18++/256 _18+16

U2 2 2
képe egy pozitiv iranyba nyil6 parabola, ezért az egyenldtlenség meg-
oldasa 1<y <17.

Osszegzés: A (3y—2)x* —(y—3)x+1=0 egyenletnek legfeljebb egy

= y, =17 és y, =1. Mivel az f fliggvény

valds megoldasa van, ha y = % vagy 1<y<17.

VA
T [JJ4]:  Hatarozzuk meg az m val6s paraméter értékét tgy,

3 i hogy az mx* —(3m-5)x+1>0 egyenl8tlenség minden valds Xx-re :
o\ >  teljesuljon! :
Megoldas: Az egyenlbtlenség akkor és csak akkor telje-

sul minden valés x-re, ha a valds szdmok halmazan értelmezett
_ 2 _ . . ) s 2 . 4 _ ..

6.19. abra Van olyan intervallum, f (x)=mx* —(3m—5) x+1 fliggvény értéke minden valds x-re pozitiv.

ahol az f fliggvény negativ értéket

Ham =0, akkor az f {x)=5x+1 hozzarendelési szabalyl elss-
vesz fel

foku fuggvenyt kapjuk, amelynek pl. a =2 helyen felvett helyettesitési

értéke: f(—2)=-9. Tehat nem minden valos szam esetén lesz a helyet-
tesitési értéke pozitiv.

Ha m=0, akkor az f fliggvény masodfok(. Ebben az eset-
ben csak ugy lehet az f fiiggvény minden valos helyen felvett he-
lyettesitési értéke pozitiv, ha a fiiggvény grafikonja pozitiv irany-
ba nyild parabola, és a fliggvénynek nincs zérushelye. Az els6
feltétel akkor teljesiil, ha m> 0, a masodik pedig abban az esetben, ha

D= (3m —5)2 —4m=9m? =30m+25—-4m=9m* —34m+25<0.

y=£(x)
(m>0ésD <0)

o] 3

A valés szdmok halmazan értelmezett gy ()= 9m® —34m+25
fiiggvény képe ,,felfelé” nyilo parabola, igy a két zérushely kozott lesz a

34+4256 34+16 -
18 18

6.20. abra Az f fliggvény minden
helyettesitési értéke pozitiv

fiiggvény értéke negativ. A zérushelyek 1, , =

m, =1 6és m, = % Az egyenl6tlenség megoldasa tehat 1<m< %

Mivel az m> 0 is teljestl, ezért az eredeti egyenl6tlenség akkor és csak
S . 25
akkor teljestl minden valds x-re, ha 1< m < R

6.21. dbra M =]1;%[

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000008¢
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R, Oldjuk meg!

1. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenldtlenségeket!
a) X’ —x-6>0 b) x*+3x-4<0 c) —2x* -3x+9<0
d) —4x* +5x+6>0 e) x> +12x+36>0 f) 4x* —20x+25<0
g) —6x°+2x-3>0 h) 5x* —4x+12>0 i) —16x°+24x-9>0
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenldtlenségeket!
a) (x+5)"-16>(2-x)’ b) 2(x+2)* —=5(3x—3) > X* + 25+ 2(5— x)*
c) (2x—=3)° —6(x+5) < (1-2x)" +4x-3

3. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenl6tlenségeket!

_ _ 2 _ 2 _ 2_

2) 26x 8 50 b) 2X° +5X% 3<0 c 2x2 +5Xx 7S d) X 7x+1(2)2
X° —14x+48 5-x X —4x+3 15-2x—X
2_ 2_ _ 2

e) X 21Ox+25<O f) 1< 2)2( 7x—29 9) 9x2+4x+2<2
3x“+x-10 X~ —11x+30 5x°-8x—-4

4. A p valos paraméter mely értékeinél van két kiilonb6z6 megoldasa az alabbi egyenleteknek?
Q) (p-2)x*—(p-5)x+1=0 b) x> +@Bp+7)x+2p*+5p-9=0

5. Hatarozzuk meg az m valos paraméter értékét tigy, hogy az alabbi egyenl6tlenségeknek minden
val6s x megoldasa legyen!

a) (m-1)x*+(2m+7)x+m-2<0 b) (n+3)x*+{2m—6)x+1>0

6. Hatarozzuk meg a q valés paraméter értékét ugy, hogy a (y—4)x®+(2y+11)x+y+1>0 egyen-
16tlenségnek ne legyen valds megoldasa!

7. Negyzetgyokosegyenletek; egyenlotiens

Eddig olyan egyenletekkel, illetve egyenldtlenségekkel foglalkoztunk,
melyekben az ismeretleneket és a szamokat csak a négy alapmiivelet
kapcsolta dssze. Ebben a leckében olyan tipusu egyenletek és egyen-
16tlenségek keriilnek eld, melyekben az ismeretlen négyzetgyok alatt
szerepel.

(=)
<y

: 1. pdlds Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
fa) Vx—=3=2 b) Vx-5=+/x"-5x ) Vx*—6x+9=7-2x

7.1. &bra Az 1. a) példa grafikus

megoldasa %%,
LJ L)
. 73 %
L[] [
. ;
.0. ..
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Megoldas:

A négyzetgyokos egyenletek megoldasanal arra toreksziink, hogy ki-
kiisz6boljik a négyzetgyokdt. Ez altalaban négyzetre emeléssel torté-
nik.

a) Miel6tt négyzetre emelnénk az egyenlet mindkét oldalat, hataroz-
zuk meg az értelmezési tartomanyat! Mivel a négyzetgyokjel alatt
csak nemnegativ szam allhat, igy teljesiilnie kell, hogy x—-3>0, azaz
X > 3. Tehat az értelmezési tartomany a [3;oo| intervallum. Végezziik

el a négyzetre emelést, ekkor kapjuk, hogy x—3=4, azaz x=7. Ez
megoldasa az egyenletnek, melyrdl visszahelyettesitéssel is meggy6-
z6dhetiink.

b) Az egyenlet megoldasat kezdjiik megint az értelmezési tartomany

el .ZST); meghatarozasaval! Tudjuk, hogy a négyzetgyokjel alatt csak nemnegativ
__1!'?0 ——t— E—: szam allhat, ezért x—5>0 és x* —5x>0. Az els6 egyenldtlenségbdl
kapjuk, hogy X >5. A masodik egy masodfoku egyenl6tlenség. A valos

5< X

szamok halmazan értelmezett f(X) = x* —5x hozzarendelési szabalyu

v

ERREEDE ,
fliggvény zérushelyeit az x(x—5)=0 egyenlet megoldasaval hataroz-

7.2. &bra Az egyenlet értelmezési
tartomanya az [5;00[ intervallum

hatjuk meg. Ebb6l x, =0 és x, =5. Mivel a fliggvény képe egy pozitiv
iranyba nyilo parabola, ezért az egyenldtlenség az X <0 vagy 5< X
szamok esetén teljesiil. Ezt egybevetve az elsé egyenl6tlenség megol-
dasaval kapjuk, hogy az értelmezési tartomény az [5;e0[ intervallum.
Végezzilk el a négyzetre emelést és redukaljunk nulléral

X-5=x>-5x=0=x*-6x+5

+
Az egyenlet diszkriminansa: D =6 —4-5=16. Ebbdl: X, = % =

= X, =5 ésx, =1. Ezen utobbi szdm nem eleme az értelmezési tarto-

7.3. dbra Ne felejtstk el! manynak, tehat az egyenlet megoldasa az 5.

¢) Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldalan all6 négyzetgyok
alatti kifejezés egy teljes négyzet, azaz x* —6x+9 = (x—3)2. igy a bal
oldalra teljesiil, hogy

X2 —6x+9 =/(x=3)" = x-3]|.
Ez alapjan az | x—3|=7—2x egyenlethez jutunk. Alkalmazzuk az ab-
szolut érték definicigjat! Két esetet kell megvizsgalnunk.
l. x>3
Ekkor | x—3]=x-3, igy az x—3=7-2x egyenlethez jutunk, mely-

nek megoldasa x = E és ez megfelel az x >3 feltételnek.
. x<3 3

y =7-2x

Ekkor |x—3]=3-X, igy a 3—x=7-2x egyenletet kapjuk. Ennek

7.4. bra Tehat let - . .
ol az egyeniet mee megoldasa x =4, mely nem felel meg az x <3 feltételnek.

oldasa x = % Az 1. c) példa gra-

fikus megoldasa

Sy
‘ :
.. ...
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) 2, udl:lsr Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
" a)15-2x=7Jx  b) VI0O—x+4=x

A négyzetgyikjel alatt
csak nemnegativ szdm 4llhat.

A

................................................................................................................ t-‘ "'?
Megoldas: f
a) A négyzetgyok kikliszobdlésére az 1. a) példaban két mddszert is |
mutatunk.

1. modszer: Adjuk meg az értelmezési tartomanyt! Mivel négyzet-
gyokjel alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért az egyenlet értelmezési
tartoménya: R,. Ezutan négyzetre emeléssel a kvetkezd egyenlethez

7.5. dbra Jol jegyezzik meg!

jutunk: (15—2x)2 =49x. Bontsuk fel a zardjelet, majd redukaljunk

nullara!
225-60x+4x* =49x = 4x*—-109x+225=0
Az egyenlet diszkriminansa
D =109>-4-4-225=8281=91°.

+
Ebbél x, = 10991

= x, =258ésX, =2,25. Az egyenlet értelmezési

tartomanyaban mindkét szam benne van, igy joggal gondolhatjuk, hogy
mindkét szam megoldasa az eredeti egyenletnek. Ellendrizziik le!

x=25 x=2,25
bal oldal: 15—-2-25=-35 bal oldal: 15-2-2,25=10,5
jobb oldal: 7-/25 = 35 jobb oldal: 7-/2,25 =7-1,5=10,5
Nem all fenn az egyenldség. Fennall az egyenl6ség.

Az egyenletnek csak az x=2,25 a megoldasa, ami azt jelenti, hogy
a négyzetre emelés miatt hamis megoldast is kaptunk. Ennek oka jol
latszik az ellenérzésnél. Ha x =25, akkor az egyik oldal értéke —35,
a masiké 35, mely szamoknak a négyzete egyenlé. Igy a négyzetre

emeléssel kapott (15—2x)2 =49x egyenletnek megoldasa a 25, de az

eredetinek nem. A 15—2x =7+/x egyenlet és a négyzetre emeléssel

7.6. dbra Vajon melyik hamis?

kapott (15—2x)2 =49x egyenlet nem ekvivalens (egyenértékil) az

R, halmazon, mert a két egyenletnek nem ugyanazok a megoldasai
ezen a halmazon. Az atalakitast gy tudjuk ekvivalenssé tenni, ha olyan
halmazon végezziik el a négyzetre emelést, ahol az egyenlet két ol-

dala azonos el6jelti. Mivel a 7Jx mindig nemnegativ értéki, ezért a
15—2x-re is ennek kell fennallnia, ami akkor teljesiil, ha x <7,5. Emi-
att legyen az egyenlet értelmezési tartomanya a [0;7,5] intervallum!

Ennek a halmaznak nem eleme a 25, csak a 2,25. gy az atalakitas soran

L] [ ]
s 75 %
[ ) [
A J
... ..
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kapott egyenleteknek ugyanazok a megoldasai, azaz a [0;7,5] interval-

lumon minden atalakitas ekvivalens volt.

Az egyenletek megoldasadhoz szervesen hozzatartozik annak meg-
mutatdsa, hogy a kapott eredmények az eredeti egyenletnek megolda-
sai. Ezt ugy végezhetjiik el, hogy bebizonyitjuk, a megoldas soran csak
ekvivalens atalakitasokat végeztiink, vagy a kapott szamokat behelyet-
tesitjlik az eredeti egyenletbe.

¥ y=7Jx

y=15-2x

(=)

2. médszer: Az egyenlet négyzetre emelése megnehezitheti a megol-
dast, ezért ha van ra mod, érdemes elkeriilni. Mivel X a Jx négyzete,
ezért y= Jx helyettesitéssel y-ra nézve masodfoku egyenlethez ju-
tunk:

15-2y*=7y. Redukaljuk nullara: 2y*+7y-15=0. Az
egyenlet  diszkriminansa D =7°-4.(-15)-2=169=13".  Igy

-7+
Vi, = 7;13:>yl:1,5ésy2:—5. Ebbdl /x =1,5, igy x=2,25.

1 B=(225:0) \ X

7.7. dbra A 2. a) példa grafikus
megoldasa

AJx=-5 egyenletnek viszont nincs valos megoldasa. Tehat a megol-
das x=2,25. Mivel az 4talakitasok ekvivalensek voltak, ezért a 2,25 és
csak a 2,25 a megoldas.

b) Rendezziik 4t az egyenletet ugy, hogy a bal oldalon csak a négy-
zetgyokos kifejezés szerepeljen: +10 — x = x—4! Adjuk meg az egyen-
let értelmezési tartomanyat, €s biztositsuk, hogy a két oldal azonos el6-
jelt legyen! Mivel a négyzetgyokjel alatt csak nemnegativ szam allhat,

0123456780910
7.8. &bra Az egyenlet értelmezési
tartomanya a [4;10]

e T és a bal oldal nemnegativ értékii, ezért fenn kell 4llnia a10 > x €és az
X =4 egyenldtlenségeknek. Ennek alapjan az egyenletet a [4; 10] in-
tervallumon oldjuk meg! Négyzetre emelhetiink, mert a megadott inter-
vallumon az atalakités ekvivalens lesz.

1 ~ 10-x=(x-4) = 0=x*-7x+6
| ! Az egyenlet diszkriminansa D =7°-4-6=49-24=25. Ebbdl
= 7+5 ) .
T X ;=" = % =6 é x, =1 Az 1 nem eleme a megadott interval-

lumnak, igy az nem megoldas. A 6 viszont igen. Mivel az atalakitasok

7.9. dbra A 2. b) példa grafikus ¢ €Kvivalensek voltak, ezért 6 és csak a 6 az eredeti egyenlet megoldasa.

megoldésa
e o paleti Oldjuk meg az alabbi egyenl6tlenségeket a valos
iy i 'szamok halmazan, és abrazoljuk a megoldast szdmegyenesen!
B EE RN PN 2) Jx+4 <3 b) >0
x<5 2x—17
B i B B B
Megoldas:

4321012345 a) Adjuk meg az egyenl6tlenség értelmezési tartomanyat! Mivel a négy-
zetgyoOkjel alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért —4 < x. Tehat az

7.10. 4bra A megoldashalmaz: " o . X . .
egyenlétlenség értelmezési tartoménya a [—4;o0[ intervallum. Mivel a

M =[-4; 5]
T nemnegativ szamok halmazan a masodfoku fiiggvény szigorian mono-
LJ [ )
Ny 76 %
) [ ]
) [
) [ ]
o
() o
[ ] o
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ton novekvo, ezért amilyen értelmil az egyenldtlenség két nemnegativ
szam kozott, ugyanolyan értelmii egyenlétlenség all fenn a négyzeteik
kozott. Emiatt az egyenlétlenség két oldalanak négyzetre emelése utan
az x+4 <9 egyenlétlenséghez jutunk. Ebbdl x < 5. Ezt 6sszevetve az ér-

X<5
telmezési tartomannyal kapjuk, hogy a megoldashalmaz: M = [-4; 5[. m >
b) Az egyenlbtlenség értelmezési tartomanya az elézéek alapjan a _. T ol R
7 . . . . ) . . . Tf T T T 1T T >
]E;oo[ intervallum. A nevez6 pozitiv értékii, igy a tort pontosan ak- 1o 324 >

7.11. dbra A megoldashalmaz:

o-|fs

kor nemnegativ a megadott halmazon, ha a szamlalé nemnegativ. Tehat
5-x=>0, azaz 5= X. Ezt egybevetve az értelmezési tartomannyal kap-

juk, hogy %< X <5. Tehat a megoldashalmaz: M = E;S .

4z Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!
a) Vx—3++/x+2=5

b) Vi —ax+4 x> —4x—4 =/x* —4x—1

Megoldas:
a) A négyzetre emelést nem keriilhetjikk el, de eldtte mindkét oldal-

bol vonjuk ki az egyik négyzetgyokos kifejezest, mert igy négyzet- 0<® 3=X

re emelés utan egyszeriibb egyenletet kapunk. Atrendezés utdn a = o
Jx—=3=5-+/x+2 egyenlethez jutunk. Hatarozzuk meg az egyenlet -

értelmezési tartomanyat, és biztositsuk, hogy a két oldal azonos el6- A 2
jelii legyen! Ennek alapjan fenn kell allnia az x>3, x>-2 ésaz: 20 3 23

5>+/x+2 egyenl6tlenségeknek. Az utobbibdl az el6z6 példa alapjan
négyzetre emelés és rendezés utdn a 23 > x egyenldtlenséget kapjuk.
A harom egyiitt a [3; 23] intervallumon teljesiil. Az egyenlet négyzetre
emelése most mar ekvivalens atalakités lesz.

2
x=3=(5-Vx+2] = x-3=25-10/x+2+x+2

Az utobbi egyenletet rendezve kapjuk, hogy 10+/x+2 =30, azaz
\x+2 =3. Ebbdl ujabb négyzetre emeléssel és rendezéssel kapjuk,

7.12. dbra A 4. a) egyenlet értel-
mezési tartomanya a [3; 23]

hogy x=7. Mivel a 7 eleme a megadott intervallumnak, és az atalakita- ¥
sok ekvivalensek voltak, ezért ez, és csak ez a megoldas. y=5-x+2
b) y=vx-3
§ e ><
;“;1 Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatti kifejezések elsod ’ -
két tagja ugyanaz! Igy célszert ezt 0j ismeretlennel helyet- 01 1 X
tesiteni.

Legyen y=x*—4x! Ekkor a Jy+4—\y—4=./y-1 egyenlethez
jutunk. Hatérozzuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat, és vizs-
galjuk meg a két oldal elgjelét! Fenn kell dllniaaz y>-4, y>4, y=>1
ésa Jy+4>.y—4 egyenlStlenségeknek. Az utdbbi egyenldtlenség
minden megengedett y érték esetén fennall, mert a négyzetgyokfiigg-

7.13. &bra A 4. a) példa grafikus
megoldasa

S
: |
... ..
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vény szigoriian monoton ndvekvd. Ennek alapjén az egyenletet a [4; oo
intervallumon kell megoldani! Emeljlink négyzetre!

(Jy+4—,/y—4)2 =y-1
y+4-2y+4-Jy—-4d+y—-4=y-1
y+1=2y+4-y-4

A megadott intervallumon mindkét oldal nemnegativ, az Ujabb négyzet-
re emelés ekvivalens atalakitas lesz.

(y+1)' =4(y*-16) = y*+2y+1=4y’—64

1
w

1
o

|

Lol

o
N
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~

1
w

1
o4

|
L
o
N
~

7.14. dbra A 4. b) egyenlet értel-
mezési tartomanya a [4; o[

Ebbdl 0=3y” —2y—65. Az egyenlet diszkriminansa:
D =(-2)" —4-3-(—65) = 784 = 28",
2+

. 28 . 13 s
Igy y,= . = y,=546s vy, == Az utébbi nem eleme a

[4;oo[ intervallumnak, ezért az nem megoldas. Az 5 viszont igen. Tud-

Ellentrizziik
a megoldast!

=

juk, hogy y=x*—4x, ezért az x’—4x=5 egyenletet kell a tovab-

biakban megoldani. Redukaljuk nullara: x> —4x—5=0! Az egyenlet
2

: +
diszkriminansa: D =(-4) —-4-(-5)=36. Igy x,, =% = x =5

és x, =—1. Behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink a megoldasok he-

7.15. 4bra Behelyettesitéssel el-
lendrizhetiink!

lyességérol.

«;z)  Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi
 egyenl6tlenségeket! :

a) Vx+52=x-1 b) V2x+4 < x—-2

Megoldas:

a) Az egyenlétlenség értelmezési tartomanya a [—5;o intervallum.
A bal oldal csak nemnegativ értékeket vesz fel, ezért a jobb oldalra is
ennek kell fennallnia ahhoz, hogy az egyenlétlenség mindkét oldalat
négyzetre emelhessiik. Ez viszont nem minden értelmezési tartomany-
beli elem esetén teljesil, ezért a megoldast bontsuk két részre!

I. Ha -5< x <1, akkor a bal oldal nemnegativ, a jobb oldal negativ
értékl, ezért ezen az intervallumon fennall az egyenldtlenség.

1. Ha 1< x, akkor mindkét oldal nemnegativ, igy négyzetre emelhetiink.

x+52(x—1)2

>
>

54521 0 1
7.16. dbra Az I. rész megoldas-
halmaza

 Q—— 5

!
™11 T >

2101234
7.17. &bra A 11. rész megoldashal-

Mivel a masodfoku fiiggvény a nemnegativ szamok halmazan szigora-

maza an monoton ndvekvd, ezért a relcidjel irdnya a négyzetre emelés utan
is megmarad. Bontsuk fel a zar6jelet, és redukaljunk nullara!
Tehat x+5>x*—2x+1 = 0> x*-3x—-4.
Mivel a valos szamok halmazan értelmezett f(x) = x*> —=3x—4 hozza-
eee, rendelési szabalyu fliggvény képe egy ,.felfelé” nyilé parabola, ezért a
L] [ )
L] L]
Ny 78 %
) L]
°
) [ ]
—» o
L] o
[ ] L]
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két zérushely kozotti értékek esetén vesz fel negativ értéket. Az eddigi-
ek alapjan konnyen kiszamolhatok a zérushelyek: x, =—1, x, =4. Te-

hat 0> x*—3x—4, ha —1< x<4. Ezt egybevetve az 1< x feltétellel

5-4-32-1 01234
7.18. &bra Az 5. a) példa egyen-
16tlenségének megoldasa

kapjuk, hogy 1< x < 4.

A kiindulasi egyenl6tlenség megoldasa: M =[-5;4].
b) Az egyenltlenség értelmezési tartoménya a [—2;o[ intervallum.

Ha -2 < x < 2, akkor a bal oldal nemnegativ, a jobb oldal negativ.
Ekkor nem 4llhat fenn az egyenl6tlenség.

Ha 2 < x, akkor a két oldal azonos eldjelli, négyzetre emeléssel
oldhatjuk meg az egyenldtlenséget.

2x+4<(x-2)
Bontsuk fel a zarojelet és redukaljunk nullara!
2x+4 < x*—4x+4 = 0<x*—6x

Mivel a valdés szamok halmazan értelmezett f(x)=x*—6x hoz-

2< X
zarendelési szabalyu fuggveny képe egy .felfelé” nyild parabola, X<0 =
ezért a két zérushelyen kiviili értékek esetén vesz fel pozitiv érté- _'_1!'0 f ——
ket. Mivel a két zérushely a 0 és a 6, ezért a 0< x*—6x egyenl6t- s c—

lenség megoldasa x<0 vagy 6<x. Ezt egybevetve a 2<x felté-
tellel kapjuk, hogy az eredeti egyenldtlenség megoldashalmaza az

. 7.19. &bra. Az 5. b) példa megol-
M = ]6;¢[ intervallum. P ’

dashalmaza: M = ]6;0]

ol/; X 0

7.20. dbra Az 5. a) példa grafikus  7.21. &bra Az 5. b) példa grafikus
megoldasa M =[-5;4] megoldasa

£00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
]
1

o
-

o
]
=~
o

o

R, Oldjuk meg!

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!
a) \2x-3=7 b) V6—3x-5=4 c) gﬁ—hs
d) V11-5x =~/4+2x e) V22+2x —4-x =0 f) 58+ 3x = /150 +50x
9) 2v2x+5 =/8x? +20x h) Vx? +2x =/x? +16

o S
° 79 .
° I
. J
.0. K
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2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) 3Vx-5=7-9Jx b) —24/x +15= X c) 3x+8/x =3
0 Jx+3_x-2 9 Vo1
Jx=5 Jx+2 Jx+5 x-3

3. Oldjuk meg a valoés szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) Vx> —10x+25 =12 b) Vx? +24x+144 =3
C) VOX* —=30x+25-11=10  d) v121+22x+x* =2x+3

4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) V3x+1=3-x b) V2x-5+4 =x ¢) Vx+3-2x=3
d) 7-V17-2x =x g) V6x® +5x+2 =3x+2
5. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenl6tlenségeket!
a) 2</x-5 b) V7x+2<3 c) 5-/8-3x <2
7 3-2x
d) 0<6+~/4-5x e) -mw 0m<o
g)mzo h)m>0 i X+ g
X—2 | x—=5| 2x+7
6. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) Vx+5+J/x-3=4 b) V2x+6—-/9—x =2
) Vx+3++/3x-2 =/6x+13 d) v/5x—10—+/23-2x =+/2x-10

e) VX’ +3x+12 —/x? +3x+5 = Vx* +3x—3

f) V2x% —5x+13 +v2x2 —5x+1=2v/2x* —5x+6
7. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenségeket!

a) V3x+13 > x+3 b) 5—x2>+v2x-7 C) x+7>~+4x+33
d) v9—-2x>x-3 e) VX2 —6x>x+2

8. Szamitott kozepertekek

Mar az el6z6 tanévben, a statisztikaban talalkoztunk a kdzépérték elne-
vezéssel. Ott a kdzépértékeket két csoportra osztottuk, a helyzeti és a
szamitott kozépértékek csoportjara. Az el6bbihez soroltuk a moduszt és
a mediant, az utdbbihoz a szamtani kozepet. A tovabbiakban a szamitott
kozépértékek korét bovitjiikk néhany fogalommal.

Kozépértékek
Szémitott kozépértékek
L Szémtani kozép, atlag
Helyzeti kozépértékek
Médusz
Medién

8.1. Abra Emlékeztetd
° ° o0 ° °
L] [ )

80

Q
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)
)
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° °
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8.1. Szamtani és mértani kozép

J.udlei Tihamér tanyajanak udvaran egy 16 méter hosz-
1570, 9 méter széles, téglalap alaki veteményeskert taldlhato, ahol :
i Tihamér sajat fogyasztasra zoldségeket termeszt. Tavasszal az ud- :
i varrendezési munkalatok soran gy latta, hogy praktikusabb lenne, !
! ha a veteményeskert négyzet alakii volna. Hogyan valtozik az elkeri- :
! tett teriilet nagysaga, ha az eredeti kert keritését teljes mértékben fel :
i akarja hasznalni? Hany szézaléka az (] teriilet a réginek?

Megoldas:
Az eredeti veteményeskert oldalai legyenek a=9 més b =16 m!

Az 0j kert oldalat jeldljik a, -gyel! Mivel az eredeti keritést teljes
meértékben fel akarja hasznalni, ezért a két kert kertilete egyenld. Ennek
alapjan felirhatjuk, hogy 4a, =2(a+b). Ebbdl kifejezhetjiik az a,-et.

a+tb 9+16

Tehat az 0j kert oldalanak a hossza a, = >

rilete: T, =12,5* m® =156,25m> Az eredeti teriilet T = ab =144m”.

=12,5m. Ate-

A Kert teriilete 12,25 m*-rel nétt. Az 1j teriilet az eredeti teriiletnek : 8.2. abra Uj kerités kellene!
156,25:144-100 = 1,085-100 =108,5%-a.

#4, udl:lsi Mikor Tihamér kiszamolta az elkeritett teriiletet,
i gy gondolta, hogy igy mar tal sok helyet foglalna el az udvarbol.
i Ezért Gigy donttt, hogy az eredeti teriiletet megtartva készit négyzet
i alaku kertet. Elég-e az uj teriilet korbekeritéséhez a régi kerités? :

Megoldas:

Hasznaljuk az el6z0 példabeli jeloléseket, de az uj kert oldalanak hosz-
szat jel6ljik most a,-vel! Ahhoz, hogy eldonthessiik, elég-e az eredeti
kerités, ki kell szamolni az 4j kert oldalanak hosszat. Mivel most a terii-

let valtozatlan, ezért felirhatjuk, hogy a’ = ab, azaz a, = \Jab. Ebbél
a, =916 =/9-16 =3-4 =12 (m). Az el6z6 feladatban kiszamol-
tuk, hogy valtozatlan keriilet mellett az Gj oldalhossz 12,5 m, igy elég
lesz a kerités.

_,3\ 8.3. dbra Készitstink tervet!
o
=

Az elsd példaban hasznalt a, = aT+b kifejezést az a és b pozitiv valds

szdmok szamtani kozepének, mig a masodikban hasznalt a, =+/ab
formulat az a és b pozitiv valés szdmok mértani kozepének nevezzik.

° 81 .
° I
. J

% °
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..............................................................................................

W Ysflulld  Két pozitiv valds szam szamtani kozepén 0ssze- :
+b, ahol a,be R", :

guknekafelet értjuk, azaz A, = a

...................................................................................................

Usiliield  Két pozitiv valés szam mértani kézepén szorza-
T tuknak a négyzetgyokét értjik, azaz G, = vab, ahol a,be R". '

...................................................................................................

indkét fogalom megadhatd tobb szam esetén is. Legyen
., &, € R"! Ezen szamok szdmtani kozepén az

&Z

A - a+d, +..+4,
I

formulat, mig mértani kdzepén a
Gn =X al 'dZ .""dn

formulat értjlk.

&4®memMMWmm&hmawp&Mmmn%wawMaq:%?:ujmmmmamﬁo

matikabol?

: dikban a, = Jab =12 (m) volt. Azaz az ott szerepl6 szamok szamtani
kdzepe nagyobb a mértani kozepliknél. Az alabbiakban ezzel kapcso-
latban bizonyitunk be egy tételt.

............................................................................................

Az aés b pozitiv valos szamok mertam kdzepe nem

: : nagyobb a szamtani kdzeplknél, azaz Jab <2 , ahol a,be R* 5

Egyenloseg akkor és csak akkor all fenn, ha a=h.

...................................................................................................

ececcccccccccccccccccocesgendlicccccccccccee

Bizonyitas:

: ¢ Induljunk ki a bizonyitand6 egyenl6tlenségbdl, €s ekvivalens atalaki-
: : tasokkal hozzuk olyan alakra, amelyr6l biztosan allithatjuk, hogy igaz!
H ¢ Mivel az egyenldtlenség mindkét oldala pozitiv, ezért annak négyzetre
¢ emelésével az eredetivel ekvivalens egyenldtlenséghez jutunk.

ab< (ib]
2
Végezzilk el a négyzetre emelést a jobb oldalon, majd szorozzuk mind-
két oldalt 4-gyel, és redukaljuk nullara az egyenldtlenséget!
a’ + 2ab + Db’
4
4ab < a’ +2ab+b’

0<a’ —2ab+Db?
0<(a-b)’

8.5. bra Fontos egyenlétlenség

ab <
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Mivel az utolsé egyenlétlenség igaz a megengedett értékekre, és az at-
alakitasaink ekvivalensek voltak, ezért a kiindulasi egyenl6tlenség is
igaz. Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha az utols6 egyenlétlen-
ségnél is fennall, azaz ha a =b.

¢<z1 Bizonyitsuk be, hogy az adott keriiletii teglalapok
0zll a négyzet tertilete a legnagyobb!

Megoldas:
Jeldlje a vizsgalt téglalapok oldalat a, illetve b, az adott keriiletet K!

Vajon mikor lesz
a teriilet maximalis?

. K a+b
Ekkor felirhatjuk, hogy 7 % Felhasznalva a szamtani és mértani

kozép kozotti egyenldtlenséget, kapjuk, hogy K_ath 22> Jab =T,

ahol T jeldli a vizsgalt téglalapok teriiletét. Mivel mindkét oldal pozitiv,

igy négyzetre emeléssel az eredetivel ekvivalens egyenldtlenséghez
2

jutunk: " >T. Ez azt jelenti, hogy adott keriilet{i téglalap esetén ?Bb labra Teruletszamitas kerd-
etbd

a téglalap teriilete nem nagyobb a kerlilet negyedének négyzeténél.

Egyenldség akkor €s csak akkor all fenn, azaz a teriilet akkor és csak

akkor maximalis, amikor a szamtani és mértani kozép kdzott is egyen-

16ség all fenn, tehat amikor a =b. Ez pontosan azt jelenti, hogy ekkor

a téglalap négyzet.

e <) Bizonyitsuk be, hogy adott teriilett téglalapok ko-
ul a négyzet kerilete a legkisebb! ;

Vajon hogyan spérolhatngk
keritést, hogy kizben a teriilet
ne viltozzon?

Megoldas:
Jeldlje a vizsgalt téglalapok oldalat a, illetve b, az adott terlletet T!

A téglalap terilete T =ab. Ennek alapjan a szamtani és mérta-

ni kozép kozotti egyenldtlenség felhasznalasaval felirhatjuk, hogy

JT = Jap < 2D % Ebbél kapjuk, hogy 44T <K, azaz adott

teriiletii teglalapok kerlilete nem Kisebb a tertilet négyzetgyokének
négyszeresénél. Egyenldség akkor és csak akkor all fenn, azaz a kertilet
akkor és csak akkor minimalis, amikor a szamtani és mértani kdzép ko-
z0ott is egyenl6ség all fenn, tehat amikor a =b. Ez pontosan azt jelenti,
hogy a téglalap négyzet.

8.7. bra Készitstink rajzot!

o* %
° 83 .
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8.2. Négyzetes és harmonikus kozép (Kiegészité anyag)

: SN JAlE Az ABC derékszogli haromszog két befogoja :
Ta=9, illetve b=16 egység. Hatarozzuk meg azon egyenld szara :
i derékszogi haromszog befogoit, amelynek atfogoja egyenld az ABC
| haromszog atfogéjaval! :

Megoldas:

Jeldlje az ABC haromszog atfogojat ¢! Ekkor a Pitagorasz-tétel alapjan
felirhatjuk, hogy ¢ = a® +b” Az egyenld szara derékszogii haromszog
befogdja legyen d! Ekkor ugyancsak Pitagorasz tétele alapjan felirhat-
juk, hogy 2d* =c? A két egyenléségbol adodik, hogy 2d* = a® +b?
azaz

2 2 2 2
d=\/a b =\/9 +2]6 =~12,98 egység.

2
=)

A feladat megoldasaban szereplé d =

8.8. abra Haromszdgek

2 2
kifejezést az a és b

pozitiv valos szamok négyzetes kozepének nevezziik.

..............................................................................................
.

19 Két pozitiv val6s szam négyzetes kizepén a négy- :

. 2 2 .
zetosszeglk felének négyzetgyokét értjuk, azaz Q, =,}%, ahol :
a,be R, :

S
...................................................................................................

)

2[4l Utkarbantartasi munkélatok miatt egy teherauté az

utja elsé felét 9, mig masodik felét 162 atlagsebességgel tette
: 5 5 1

meg. Mekkora az egész utra szamolt atlagsebessége?

8.9. abra Utkarbantartas

Megoldas:

Fizikabol jol ismert, hogy a mozgas atlagsebességét tigy szamolhatjuk
ki, hogy a teljes utat elosztjuk a megtételhez sziikséges idével. Jeloljiik
most az ut elsé, illetve masodik felét is s-sel, a sebességek pedig le-

gyenek v, = 9! ¢ v, = 1621 Ekkor az it elsé felének megtételéhez
s s

Ny 84 %
) °

.
° .o.
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sziikséges 1d6 [, = —, mig a masodik felének megtételéhez sziikséges
Vl
s s . . S S L, .
id6 1, =—. Igy a teljes utat 1=1 +1, =—+— 1d6 alatt teszi meg a
Vs ViV
teherauto. Ennek felhasznalasaval az egész titra szamolt atlagsebes-

. 2s 2s .
séeg v= = . > 5 Egyszerisitsiink s-sel, majd hozzuk egyszeriibb
W v
m)
; 2 2 2 . ) g
alakra a tortet: v= = =Y Ebbsl kiszamolhatjuk | 25— - -
i+i Vatv vty i
vl V2 v1v2 :
) ) 2-9-16 L |
az atlagsebességet: v = =11,52 ) i 4 |
9+16 s . ;
w S=======) =
¢3\ t L 1(s)
2 2 T . R,
A feladat megoldasaban hasznalt v = = 2t kifejezést két : 8.10. abra A mozgds t-id6 gra-
1 + 1 vty fikonja
Vl VZ

pozitiv szdm harmonikus kozepének nevezzik.

9 Két pozitiv valés szam harmonikus kﬁze-é
n a reciprokaik szdmtani kozepének a reciprokat értjik, azaz :

(-

1 .
§H2_1 ],ahola,be]R.

...................................................................................................

A kifejezést egyszer(ibb alakra hozva kapjuk, hogy

H. = 1  2ab
2———_.
£+1 a+b
a b
2

8.11. &bra A mozgas sebesség—

Természetesen értelmezhetjiik tobb pozitiv szam négyzetes és harmo- id6 grafikonja

nikus kdzepét is az aldbbi médon. Legyen &, &, ,..., &, € R™! Ezen sz&-

, . a’+a, +.+4a’ .
mok négyzetes kozepe Q, =,/———————", harmonikus kozepe

. 85 %
° I
. J
.o. K
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Ha az 5. és 6. példaban kapott eredményt dsszevetjiik az elsé két példa
eredményével, azt tapasztaljuk, hogy az ott szereplé két szam harmo-
nikus kdzepe a legkisebb, utana a mértani k6zép, majd a szamtani, és
végil a négyzetes kdzép jon. Ennek altalanositasat fogalmazza meg az
alabbi tétel, melyet most nem bizonyitunk.

............................................................................................

Legyen a<b Kkét pozitiv valés szdm! Ekkor
i asH,<G,<A <Q,<b Egyenldség mindeniitt akkor és csak :
akkor all fenn, ha a="h. :

...................................................................................................

‘#ii‘ A pitagoreusok szammisztikajahoz tartozott az is, hogy a

kiilonb6z6 kozépértékeknek nagy jelentdséget tulajdonitot-

tak. Ok vezették be a szamtani, a mértani és a harmonikus kozép
fogalmat.

8.12. dbra Piithagorasz
(Kr. e. 582-496)

0000000000000 000000000000000000000 ¢,

Q) Oldjuk meg!

1. Hatarozzuk meg az alabbi sz&mok szamtani és mértani kdzepét!
a) 9 és 25 b) 32 és 18 c)21lés4l )Ees: )%esg

2. Két szam szamtani kdzepe 23. Az egyik 8-cal nagyobb, mint a masik. Melyik ez a két szam?
3. Egy szamnak ¢és a 6-nak a mértani kozepe 18. Melyik ez a szam?

4. Az ABC derékszogii haromszog két befogdja a =8 cm és b =18 cm. Mekkora annak az egyenl
szaru derékszogl haromszognek az atfogoja, amelynek teriilete egyenld az ABC haromszog tertile-
tével?

5. Az ABC derékszogli haromszog két befogoja a =8 cm és b =18 cm. Mekkora annak az egyenld
szaru derékszogli haromszognek az atfogodja, amely befogoinak az Gsszege egyenld az ABC harom-
sz0g befogodinak az dsszegével?

6. Azon deré¢kszogli haromszogek koziil, melyek befogoinak az 6sszege 36 cm, melyiknek legnagyobb
a teriilete?

7. Azon derékszogili haromszogek koziil, melyek teriilete 18 cm?®, melyiknél legkisebb a befogok osz-
szege?

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv valos szam és a szam reciprokanak az dsszege legalabb 2!
4

1
9. A 8. feladat felhasznalasaval hatarozzuk meg az f: R\{0} 5 R; f(x)= Al

nimumat és minimumhelyét!

+2 fuggvény mi-

10. Szamitsuk ki az 1. feladatban megadott szamok négyzetes és harmonikus kozepét!

11. Egy auté az utja az els6 felét 70 kTm, mig masodik felét QOKTm atlagsebességgel tette meg. Mennyi

a két sebesség atlaganak az egész ttra szamolt atlagsebességtol valo eltérése?
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12. Legyen a és b két pozitiv valds szam, ahol a <b! Bizonyitsuk be, hogy

a) a<H,; b) H,<G,; c) A £Q,; d) Q, <b!
13. Azon derékszogi haromszogek koziil, melyek befogdinak 6sszege 22 cm, melyiknek a legkisebb az
atfogoja?

ol Szelsoertek-feladatok

A fejezet elso leckéjében foglalkoztunk masodfoku fiiggvények vizsga-
lataval. Az alabbiakban az ott tapasztaltakat alkalmazzuk néhany gya-
korlati és matematikai problémaban.

). ualds Miutan Tihamér a tanyéja udvaranak rendezése so- :
Tan atalakitotta a veteményeskertet, a megmaradt részen lehetdsége |
i nyilt egy téglalap alaku baromfiudvar kialakitisara 100 m hosszi
i kerités felhasznalasaval. Az elkeritett részt az oldalaihoz is hasznalt :
 keritéssel, a 9.2. dbran lathaté médon harom egyenld teriiletii, tég- :
lalap alakt részre akarta osztani. A négy parhuzamos keritésszakasz :
i hosszat jeloljiik x-szel, az erre mer6leges oldalt y-nal!
: a) Hatarozzuk meg azt a fliggvényt, amely megadja a baromfi-
i udvar teriletét az x figgvényében!
. b) Hatarozzuk meg azt a fiiggvényt, amely megadja a baromfi- :
i udvar teriiletét az y fiiggvényében! :
: ¢) Hogyan valasszuk meg az x és y értékét, hogy az elkeritett :
i rész maximalis teriiletii legyen? Mekkora a maximalis teriilet?

9.1. dbra A baromfiudvar

Megoldas:
a) Az abrardl leolvashato, hogy a kerités 4 darab x és 2 darab y hosz-
sz0sagu szakaszbol all. Igy felirhatjuk, hogy 2y +4x =100. A barom-
fiudvar teriilete t = xy. Ebben a részben a teriiletet az x fliggvényeként
kell megadni, ezért az els6 Osszefliggésbol fejezziik ki y-t: y =50—2x.
Ezt beirva a teriilet képletébe, olyan algebrai kifejezést kapunk, mely-
ben csak az x szerepel ismeretlenként t,(x) = x(50 — 2x) = 50x — 2x°.
Vegyiik figyelembe, hogy mind az x, mind az y pozitiv! Ennek alapjan
a keresett fiiggvény értelmezési tartoméanyaa |0; 25 intervallum. Tehat
a fuggveény:

t,:]0;25] — R, t,(x) =50x —2x°

b) Ebben a részben a teriiletet az y fliggvényeként kell megadni, ezért
50—y
2

9.2. dbra A baromfiudvar tervrajza
most x-et fejezzik ki: x = = 25—%. Ennek alapjan azt kapjuk a

2

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000080

teriiletre, hogy t,(y)= y(25—%)= 25y—y? Mivel mind az x, mind
So8r
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az y pozitiv, ezért az értelmezési tartomany a ]0;50] intervallum. Tehat a
keresett fliggvény:

t 4
250 ” 1,
t,(x) =50x - 2x? t,:]0;50[ - R, t,(y) = 25y_§ Y-

¢) Azt varnank, hogy mindkét fiiggvény esetében ugyanarra az ered-

100 ményre jussunk, azaz ugyanazon X ésy esetén legyen maximalis a vizs-
galt teriilet. Nézziik meg, hogy ez tényleg igy van-e!

25 ~ Elészor az a) részben kapott fliggvénynél keressiik meg a maxi-

0l 25 X mumhelyet és a maximumot! Mésodfoku fiiggvényrdl 1évén szo ezt

teljes négyzetté kiegészitéssel tehetjiik meg.
t,(x) =50x—2x* = —2(x* - 25x) =
= 2| (x-12,5)" ~156,25 | =
=-2(x-12,5)" +312,5

9.3.4bra t;: ]0;25 - R,
t,(x) = 50x — 2x* fiiggvény grafi-
konja

Mivel a fiiggvény értelmezési tartoménya a |0;25] intervallum, a maxi-
mumat x =12,5 esetén veszi fel. (Lasd a 9.3. abréat!)

Ekkor y =50—2x = 25. Tehat a maximalis teriiletii téglalap olda-

tA
osod [ |L) =25y =05y % 1ai 12,5 m és 25 m, a maximalis teriilet 312,5 m?
Most nézziik a masodik fiiggvényt!
2
1
t(y)= 25y—y7 =—5(y*=50y)=
100
1 2 1 2
=——|(y—-25)" -625|=—-=(y—25)"+312,5
; Liy-28y -eas]-20s-29
01 95 y A fliggvény értelmezési tartoménya a ]0;50[ intervallum, ezért a

maximumat y =25 esetén veszi fel. (Lasd a 9.4. &bréat!) Ekkor

9.4.abra t, : ]0;50 —» R, x=25_-Y_125
2 T

t,(y) = 25y—1 y? fuggvény gra-
. 2
fikonja

Tehat azt kaptuk, amit vartunk.

P00k Egy kor alaku fiives tér sugara 25 m. A téren tég- :
i Talap alaku jatszoteret szeretnének elkeriteni a rendelkezésre all6
i 140 m hosszii keritéssel. Meg lehet-e valasztani ugy a jatszotér mé- :
 reteit, hogy annak korbekeritésére mind a 140 m-t felhasznaljak?

a J Megoldas:
Atéglalap alaku jatszotér szomszédos oldalai legyenek az abranak meg-
, feleléen a és b, atl6ja d. A kerités hossza 140 méter, amely egyben az el-
d

keritett rész maximalis kertilete is. Egy téglalapot akkor lehet elhelyez-
ni a 25 m sugaru korben, ha az atl6ja nem nagyobb, mint a kor &tmérdje,
azaz 50 m. A kérdés tehat az, hogy a 140 m keriileti téglalapok kozott
van-e olyan, melynek 4tldja nem nagyobb 50 m-nél. Ehhez hatarozzuk
meg, hogy mennyi az ilyen téglalapok atlojanak a minimuma!

Az ¢el6z6 feladathoz hasonldéan adjuk meg az atlot az egyik ol-
dal fiiggvényében! Mivel az oldalak a és b, ezért 2a+2b =140, azaz

9.5. dbra A jatszotér alaprajza

> 88
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a+b=70. Ebbél a=70-D. Pitagorasz tétele alapjan irhatjuk, hogy
d =+a® +b% Kifejezhetjiik az 4tlot a b oldallal:

d(b)=/(70-b)* +b* =/2b? —140b +4900. Mivel a és b po-

zitiv, ezért a fuggvény értelmezési tartomanya a |0;70[ intervallum.
Tudjuk, hogy a négyzetgyokfliggvény szigoruan monoton ndvekvo,
ezért elég az

f:]0,70[ = R; f (b)=2b> —140b + 4900

figgvény minimumat és minimumhelyét megkeresni. Egészitsiik ki tel-
jes négyzetté!
f (b) = 2b* —140b+4900 = 2(b* — 70b + 2450 ) =

= 2[(b-35)" +1225] = 2(b - 35)" + 2450

Mivel a fiiggvény értelmezési tartoméanya a |0,70[ intervallum, ezért a
minimumhelye b =35, aminimuma f (35) = 2450. Ekkor a = 35. Eb-

bél négyzetgyokvonassal megkaphato az atlo, amely d = 49,50 m. Tehat
éppen fel tudjak hasznalni a teljes keritést a jatszotér bekeritéséhez.

9.6. dbra De jo, hogy ilyen nagy
jatszoteriink van!

4.y Egy internetszolgéltato cég az altala nyujtott cso- :
i ‘mag havi dijat szeretné megallapitani Ggy, hogy bevétele maximalis
i legyen. Tapasztalatuk szerint havi 8000 Ft-os dij esetén 2000 el6- !
 fizet6jiik van, és minden 200 Ft-os csokkentés atlagban tjabb 100 :
i fével noveli az eléfizetok szamat.

j Hatarozzuk meg azt a fliggvényt, amely megadja a bevételt a
i csbkkentések szama fliggvényében!

: Mennyi legyen a havi dij, hogy maximalis legyen a bevétel?
i Mennyi ekkor a vérhat6 bevétel és az eléfizetdk szama?

—

Megoldas:
a) Jeloljik a csokkentések szdmat x-szel! Ekkor a havi dij 8000 — 200x,
az el6fizetdk szama 2000+ 100x, ahol xe N. A bevételt az x fliggvé-
nyében megadd dsszefliggés:
f (x)=(8000-200x)(2000+100x) =
=16000000+400000x — 20000x.
A keresett fliggvény:

f:N—N, f(x)=16000000+400000x—20000x".

9.7. abra Internet

b) Egészitsik ki teljes négyzetté a masodfoku kifejezést!
f (x) =16000000+400000x — 20000x* =
=-20000(x" —20x —800) = —20000(x —10)* +18000000
Ennek az értéke maximalis, ha x =10. Mivel a 10 eleme az f fliggvény
értelmezési tartomanyanak, ezért ez a fliggvény maximumhelye. Ahhoz,

hogy a bevétel maximalis legyen, a havi dijnak 6000 Ft-nak kell lennie.
Ekkor a varhaté bevétel 18000000 Ft, az el6fizetok szama 3000.

o.. 89 ..l
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JENJZl ) Adott az x*+(p-L)x+p-2=0 mésodfokd |

 egyenlet, ahol p valds paraméter. 5
a) Hatarozzuk meg azt a fliggvényt, amely megadja a megolda- :

| sainak négyzetdsszegét a p paraméter fiiggvényében! ;

b) Mely valos p esetén lesz a megoldéasok négyzetdsszege mini- :

i malis? Mennyi ez a minimalis érték? :

Megoldas:

a) A fejezet 3. leckéjében mar foglalkoztunk olyan problémakkal, ahol
a masodfoku egyenlet megoldasainak négyzetosszegét kellett megha-
tarozni. Ebben a Viéte-formuldk nyujtottak segitséget. Ahhoz, hogy
ezeket alkalmazhassuk, a diszkrimindnsnak nemnegativnak kell lennie!
frjuk fel az egyenlet diszkriminansat!

D=b’-4ac=(p-1)°-4(p-2) =
= p?—2p+1-4p+8=p’—6p+9=(p-3)°

9.8. dbra Viete-formulak

Mivel a diszkriminans teljes négyzet, ezért minden valds p esetén
nemnegativ az értéke.

Tudjuk, hogy x2+x,%=(x+x,) —2xx, valamint a Viéte-
formulék alapjan: x, +x, =—(p—1) és xx, = p-2.

/1 fgy:
X+ %) :[—(p—l)]2 ~2p-2)=p°-2p+1-2p+4=p®—4p+5.
=(p-2)+1
IaS f A keresett fliggvény:
f:R>R; f(p)=p°-4p+5.
b) Teljes négyzetté kiegészitéssel megkereshetjilk a minimumat és mi-
10 . nimumbhelyét.
| g f(p)=p’—4p+5=(p-2) +1

Tehat a gyokok négyzetosszege p =2 esetén minimalis, és a minimum
9.9. dbra A fluggvény minimum- ¢ f§ (2) =1. (9.7. &bra)

helye p = 2, minimuma f(2) = 1

$00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000008¢0

S U4l Most az x> +2(p+1)x+p>—2=0 egyenlettel
apcsolatban valaszoljunk az el6z6 példaban feltett kérdésekre! '

Megoldas:
A feladatban szerepl6 egyenlet diszkriminansa
=b’ —dac=4(p+1)° -4(p°-2) =

=4p° +8p+4—-4p° +8=8p+12,

) 3 .
ami pontosan akkor nemnegativ, ha p> 5 Az egyenlet megoldésai-

nak négyzetosszege:

90
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fgy

A masodfoku kifejezés az alabbi alakra hozhato.

Mivel -2 < -3 ¢és a masodfoku tag egyiitthatoja pozitiv, igy a fligg-
vény a megadott intervallumon szigoruan monoton ndvekvo, tehat a

minimumat p =—%-né| veszi fel. ( L&sd a 9.10. abrat!) Az egyenlet

megoldasainak négyzetosszege tehat p =5 esetén minimalis és a

.. 3 1
minimum f|—-—= |=—=.

x40 = (2Ap+D) ~2(p*-2) =
=4p* +8p+4-2p* +4=2p> +8p+8.
a keresett fliggvény:
f :[—%;w[%R; f(p)=2p*+8p+8.

S
Ll is)
>y

f(p)=2p>+8p+8=2(p+2)’

9.10. dbra f :{—g;w[ - R,

f(x):'sz +8x+8

K, Oldjuk meg!

1.

02_11_fejezet.ind\

Egy fiiggdlegesen felfelé kilott testnek a kilovés helyétdl valo tavolsagat méterben mérve a

d(t)=bt— at® osszefiiggés adja meg az id6 fiiggvényében, ahol az idét masodpercben mérjiik.

a) Hatarozzuk meg az a és a b szamértékét, ha tudjuk, hogy az indulastol szamitott 1 masodperc
elteltével 25 m-re, 2 masodperc elteltével 40 m-re van a f61dt6l a 16vedék!

b) Mikor lesz ujra a kilovés helyén a 16vedék?

¢) Jeldljiik a b) részben meghatérozott idépontot t,-lal! Abrazoljuka d :[0;t,] > R, d (t) =bt —at’
fiiggvényt az a) részben meghatarozott a és b érték esetén!

d) Mely id6pillanatban lesz legtavolabb a kilovés helyétdl a 1ovedék? Milyen magasan van ekkor?

. Egy 50 m hosszu téglafal oldalanal el akarnak keriteni egy téglalap alaka részt 40 m hosszl keri-

téssel, hogy jatszoteret hozzanak 1étre. A fal fel6l nincs kerités. A téglalap falra meréleges oldalait
jeldlje a, a hazfallal parhuzamos oldalat b!

a) Hatarozzuk meg azt a fliggvényt, amely megadja az elkeritett rész terliletét az a oldal fliggvényében!
b) Hatarozzuk meg azt a fliggvényt, amely megadja az elkeritett rész teriiletét a b oldal fliggvényében!
¢) Maximalisan mekkora teriiletet lehet elkeriteni?

. Egy téren téglalap alaku fiives parkot szeretnének kialakitani ugy, hogy azt keretszertien korbeve-

gyék diszburkolattal. A diszburkolat szélessége mindenditt 2 m, teriilete 400 m” Hogyan valasszuk
meg a téglalap méreteit, hogy a teriilete maximalis legyen?

. Egy egyenl6 szart derékszogli haromszog alakt karton befogoinak hossza 30 cm. A kartonbol kiva-

gunk egy téglalapot ugy, hogy a téglalap egyik csucsa a derékszogl csticsba, a vele szomszédosak
a befogdkra, a negyedik csucsa az atfogora essen. Hogyan valasszuk meg a téglalap méreteit, hogy
a hulladék minimalis legyen?

. Mi a vélasz az eldz6 feladatban feltett kérdésre, ha Gigy vagjuk ki a téglalapot, hogy két csucs az atfo-

g0n, egy-egy csucsa pedig egy-egy befogon legyen? Melyik esetben keletkezik kevesebb hulladék?
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6. Egy 20 cm hosszu szakaszt két részre osztunk, mindkét rész f6lé egy-egy négyzetet szerkesztiink.
Hogyan valasszuk meg a két rész hosszat, hogy a két sikidom teriiletének az dsszege minimalis
legyen?

7. Mi a vélasz az el6z0 feladatban feltett kérdésre, ha az egyik rész folé egy szabalyos haromszoget, a
masik folé egy szabalyos hatszoget szerkesztiink?

8. A p valos paraméter mely értékei esetén lesz az x* — px+3x+ p+3 =0 egyenlet megoldasainak
négyzetdsszege minimalis?

3
.
.
.
.

Japslds Egyszer egy fiatal matematikustol megkérdezték, :
any éves. O ezt valaszolta: ,,Ha az éveim kétjegyii szaméahoz hoz- :
| zdadjuk a szamjegyei felcserélésével kapott kétjegyli szamot, akkor
i a korom szamjegyei 6sszegének a négyzetét kapjuk. Ha az el6z6 két !
| sz&m szorzatét vessziik, akkor eredményiil 2668-at kapunk.” Hany :
. éves a matematikus? ;

Megoldas:

Jel6lje a matematikus koranak elsé szamjegyét X, a masodik szamjegyét
y, ahol X és y nullatol kiilonboz6 szamjegy, mivel kétjegyli szamok-
1ol szol a feladat. Ennek alapjan a keresett kétjegyli szam: 10X+,
ahol y; xe {1, 2;...9}. A szamjegyei felcserélésével kapott szam:
10y +x. A feladat sz6vege alapjan irjuk fel az egyenleteket! Ebben
segit az alabbi tablazat:

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:

Ha az éveim szamahoz hozzaad-
juk a szamjegyei felcserélésével
kapott szamot, akkor a korom  (10x+y)+(10y+x)={x+ y)2
szamjegyei 0sszegének a négy-

10.1. dbra Melyik a ,,fiatal” ma-

tematikus? zetét kapjuk.
Ha az el6z6 két szam szorza-
tat vesszik, akkor eredménydl (10x+y)-(10y + x) = 2668
2668-at kapunk.
Alakitsuk at az els6 egyenletet!
11x+11y = (x+y)’
1(x+y) =(x+ y)2
Mivel Xx+Yy nem nulla, ezért eloszthatjuk vele az egyenlet mindkét
s oldalat, igy azt kapjuk, hogy x+y=11.
Foe2
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Tehat az alabbi kétismeretlenes masodfokil egyenletrendszerhez
jutunk:

(10x+y)(10y +x) = 2668
A megoldasnal alkalmazzuk a 9. osztalybol jol ismert behelyettesitd
madszert, azaz fejezziik ki az els6 egyenletbdl az egyik ismeretlent,
majd helyettesitsiik be a masodik egyenletbe!
Mivel y=11-¥, igy

(10x+11-x)[10(11-x)+x | = 2668

(9x+11)(110-9x) = 2668

990x —81x* +1210—99x = 2668

—81x? +891x —1458 =0

x+y=11 }

Osszuk el az egyenlet mindkeét oldalat —81-gyel! 10.2. abra Nem lehetek 92 éves!

X’ —11x+18=0
A diszkriminans D =b* —4ac =11 -4-18 =49 =7% igy a megolda-
11+7

sok X, = =X =9és X, =2. EbbSl y, =2¢ésy, =9. Tehat két

darab kétjegyli szamot kapunk, az egyik 92, a masik 29. Ellendrzéssel
meggy6zodhetiink arrél, hogy mindketté megfelel a matematikus altal
elmondottaknak. Mivel a feladat szvege szerint a matematikus fiatal,
igy 29 éves.

%, 2, udllsi Egy derékszogli haromszog egyik befogdjanak
i haromszorosa 13 cm-rel nagyobb a masik befogojanal. Mekkora a :
i haromszdg teriilete, ha tfogéja 149 cm?

Megoldas:
Jeldljuk az egyik befogét a-val, a mésikat b-vel! Ha meghatarozzuk a
befogokat, akkor a teriiletét is ki tudjuk szamolni. Egyik egyenletként

felirhatjuk a befogokra a Pitagorasz-tételt. . 149
a’ +b* =149
a’ +b* =22201 3a-13

A masik egyenletet a feladat elsd mondata alapjan irhatjuk fel. 10.3. dbra Készitstink &brat!

Szavakkal kifejezve: Az algebra nyelvén:
Egy derékszogli haromszog egyik
befogojanak haromszorosa 13 cm- 3a=b+13

rel nagyobb a mésik befogdjanal.

Ennek alapjan az alabbi kétismeretlenes masodfokl egyenletrendszer-

hez jutunk. cove,
:. 93 .1
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3a-b=13 .
y s a,be R
a“+b” =22201

Hasznaljuk megint a behelyettesité modszert! Az els6 egyenletbdl fe-
jezziik ki b-t, hisz azt egyszeriibb, majd helyettesitsiik be a masodikba!

b=3a-13
gy a® +(3a—13)2 =22201. Végezzik el a négyzetre emelést, és ren-
dezzik az egyenletet!
a’ +169—78a+9a’ = 22201
10a® —78a—22032 =0
A diszkriminéns
D =b* —4ac = 78° —4-10-(—22032) = 887364 = 942°, igy a meg-

+
2= 785342 = a =51¢s a,=-43,2

=3
o
D
73]
o
=~
&
N

A masodik nem felel meg a feladat kdvetelményeinek. Tehat a derék-
sz0gli haromszog befogoi a =51 cm, b =140 cm. Ellenbrzéssel meg-
gy6z6dhetiink ezek helyességérdl.

A haromszog teriilete t = a?b =3570 cm®.

4. udl:lsl Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!
X’ —6x+y’+2y=15
x—2y=-5

x> +10x+y’ —2y=-1
X’ —8x+y’+4y=5

Megoldas:
a) Alkalmazzuk a behelyettesité modszert!
X* —6x+y*+2y=15
y y =Xx=2y-5
X—2y=-5
Helyettesitsiink be az els6 egyenletbe!
(2y-5)"-6(2y—5)+y>+2y =15
Végezzik el a négyzetre emelést, az 6sszevonasokat, és redukaljunk
nullara!

10.4. abra Egyenletrendszerek
megoldasanak egyik médja

4y* —20y+25-12y+30+y° +2y =15

5y’ -30y+40=0

y?—6y+8=0

¢ A diszkrimindns D =b? —4ac =(-6)° —4-8=4=2% igy a megol-

+
dasok y,, = 6;22 =y, =4ésy,=2. Az x értékei x, =3¢ésx, =-1.
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A megoldasok: M,(3;4), M,(-1;2). Err6l behelyettesitéssel meggyd-
z6dhetiink.

yA
b) Mivel mindkét egyenlet masodfoku, ezért egyelére még nem érde-
mes alkalmazni a behelyettesité modszert.
El6szor kiiszoboljiik ki a masodfoku tagokat! Ehhez vonjuk ki az 14M,(0;1)
elso egyenletbdl a masodikat! ] X
x> +10x+ y2—2y=—1 ", (~%-2)
5 ) = 18x—6y =—6
X —8x+y +4y=5

A kapott egyenlet mindkét oldalat osszuk végig 6-tal!
3x—y=-1

Ezzel megkaptuk az egyenletrendszer egyenleteinek egy kdvetkez-
ményegyenletét. Ennek megoldasai kozott megtalalhatok az eredeti
egyenletrendszer megoldasai, feltéve, hogy azok léteznek. Ezért innen-
to] kezdve az eredeti egyenletrendszer egyik egyenlete és a kovetkez-
ményegyenlet altal alkotott egyenletrendszert oldjuk meg!

3x—y=-1

10.5. &bra A 3x — y = 1 egyenlet
megoldasai kozott megtalalhatok
az eredeti egyenletrendszer meg-
oldésai

= y=3x+1
x2—8x+y2+4y=5} g

Helyettesitstink be a masodik egyenletbe!

X2 —8x+(3x+1)" +4(3x+1) =5

x° —8x+9x* +6x+1+12x+4=5

10x* +10x=0

x(x+1) =0
Ebb6l x, =08&s x, =—1. Ebbdl az y értékei y, =1ésy, =—2. A meg-
oldasok: M, (0;1), M, (=% —2). Ezek helyességérdl behelyettesitéssel
meggy6zddhetiink.

4z Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert!
x+y+xy =49
X’y +xy” =468

Uj ismeretlennel

Megoldas: egyszeriibbé valik?

Vegyiik észre, hogy a masodik egyenletbdl kiemelhetiink xy-t!
x+y+xy=49
xy(x+y) =468
Vezessiink be Gj ismeretlent! Legyen a = x+yésb = xy! Ekkor az
a+b=49
=b=49-a
ab =468
egyenletrendszerhez jutunk. Ezt oldjuk meg a behelyettesitd mod-
szerrel! Ekkor az a” —49a+468 =0 egyenlethez jutunk. Ennek meg-
oldasait a szokott uton meghatarozhatjuk, ezek: a, =13, b =36 és

10.6. &bra Oldjuk meg a felada-

a, =36, b, =13. tot! oo,
. 95 %
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_Masodfokii egyenletek,

.L ) ‘egyenlotienségek, egyenletrendszerek

Ezutan az alabbi egyenletrendszereket kell megoldani:

VA
T I 1.
N [ M, (18- /311,18 +/311) x+y=13 x+y=36
304 = y=13-x = y=36—x
i xy =36 xy =13
204
101%(4;9) (18+\/ﬁ;18—\/ﬁ) x(13-x) =36 x(36—x) =13
571-.M(%4) M R 0=x>-13x+36 0=x>-36x+13
0l's10 20 30 40 50 X o o
Megoldasai: Megoldasai:
10.7. &bra Abrazoljuk a megolda-
sokat koordinata-rendszerben! x =4, x=9 x, =18++/311, x, =18-+/311
Ebbél az y értékei: Ebbél az y értékei:
¥, =9, y,=4 y, =18—=+/311, y, =18++/311

Az egyenletrendszer négy megoldasa:
M, (4:9), M,(9;4),

M, (18++/311,18-+/311),
M, (18-+/311;18++/311).

R, Oldjuk meg!

1. Hatarozzuk meg az x és y valos szamokat, ha
a) a két szam Osszege 17 és a szorzata 30,
b) a két szam kiilénbsége 17 és szorzata 630,
c) a két szam négyzetdsszege 153 és szorzata 36!

2. Egy tort szamlalojanak és a nevezdje kétszeresének az Osszege 26. Ha a szamlalojahoz kettdt, a
nevezdjéhez tizenhetet adunk, akkor a tort reciprokat kapjuk. Melyik ez a tort?

3. Egy rombusz keriilete 104 cm, teriilete 480 cm®. Mekkorak a rombusz atl6i?
4. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!
x+3y=11 } ) Ax—y+9=0 } . 2x—-3y =8 }
X2 +2x+y? =17 x? —3x+y*+2y =39 4x* —6x+2y° +3y =69
5. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!
2x° +2x+y° -3y =-2
LI

x2+2x+y——y=—§
2

2) XX —x+y*+2y=0
x> +4x+y?=3y=15
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A 9. osztalyban a sikbeli ponthalmazokrol sok informaciot 6sszegytj-
tottunk. Ezek rendszerezése kdzben tekintstink most ki a térbe is!

A sikban egy adott ponttol adott egyenld tavolsagra 1évé pontok
halmaza a kor, a térben a gémb.

O: a gébmb kdzéppontja, r: a gdmb sugara, k: a gomb egy fékore
(olyan kor, amelynek a sugara egyenld a gémb sugaraval, és kozéppont-
ja egybeesik a gomb kozéppontjaval).

1.1. &bra Milyen utvonalat va-
lasszon az a repiilégép, amelyik
RAmMabol Los Angelesbe szeretne
eljutni? Miért megy el a Roma-—
Los Angeles kozvetlen repiil6jarat
Gronland folott?

kor gémb

1.2. &bra Egy ponttol egyenl tavolsagra 1évé pontok halmaza sikban és térben

A sikban egy adott egyenestdl adott egyenld tavolsagra 1évo pontok hal-
maza két (az eredetivel is) parhuzamos egyenes, a térben egy végtelen
hengerfeliilet.

.

1.3. dbra Egy egyenestdl egyenlé tavolsagra 1év6 pontok halmaza sikban és térben

Két ponttol egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza a sikon a két pon-
tot 0sszekotd szakasz felezOmerdleges egyenese, a térben a szakasz fe-
1.4. 4bra Koaxialis kabel csatla- : lezOmerdleges sikja.

kozdja
—aL
A F B A B
vee 1.5. bra Két ponttol egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza sikban és térben

... ’ ’ ...

P98
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Két parhuzamos egyenestdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a
sikon a kdzépparhuzamos, a térben az erre illeszkedo sik, amely merd-
leges az egyenesek sikjara.

1.7. dbra Vitorlak a szélben, sikok
a térben

1.6. &bra Két parhuzamos egyenestdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza sik-
ban és térben

T

Két metsz6 egyenestdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a két
egyenes két szogfelezd egyenese, a térben az ezekre illeszkedd sikok,
amelyek merdlegesek az egyenesek sikjara.

1.8. &bra Két metsz6 egyenestdl egyenld tavolsagra 1év6 pontok halmaza sikban
és térben

1.9. abra Két kitérd egyenestél
egyenldl tavolsagra 1évé pontok
halmaza sikban és térben

Térben kitéro is lehet két egyenes. Ekkor egy gorbiilt feliileten helyez-
kednek el azok a pontok, amelyek egyenld tavolsagra vannak a két
egyenestol (nyeregfeliilet).

|, 0alds Egy szabalyos hatszog alapu egyenes hasab alap-

i ¢le 12 cm, magassaga 32 cm. Szamitsuk ki a hasab felszinét, térfo- :

i gatat, valamint két legtavolabbi pontjanak tavolsagat! ' i | m=s2cm
Megoldas: 4 \a—120m

A hasab felszine egyenld a hasabot hatarolo lapok teriiletének dsszegével: -

A= 2T apiap + 6Toigaiep- A szabalyos hatszog alaki alaplap teriilete egyen- © 4 14 451 Szabilyos hatszog ala-

16 6 darab egybevagd szabalyos haromszog teriiletének dsszegével. pu egyenes hasab oo,
S
: ‘
... ..
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. ) ) . ) 3
(Emlékeztetd: az a oldalt szabalyos haromsz6g magassaga m, = > a.)

a-—a
o 3V3
cv\|> Talaplap =6- 22 = T\/_ az-
g
- Az oldallapok teriiletét a téglalapok jol ismert teriiletképletével szamol-
SRV juk. A felszin tehat:
a=12 \/°

A= 2T, 0 +6T, =2.——a’+6-a-m=

1.11. 4bra A szabélyos hatszog oldallap

alapu hasab kiteritett haloja

33
2

=34/3-122 +6-12-32 = 432+/3 + 2304 =~ 3052, 2 (cm?).

Térfogata:
V= Taapiap - M = #az ‘m= ? -144-32 = 6912+/3 = 11972 (cm®).

Két legtavolabbi pontja az egyik alaplap egyik csucsa és a szemkozti
alaplap szemkozti csticsa. Az ezeket 6sszekotd szakasz egy derékszogl
haromszog atfogoja (lasd 1.13. abra), igy hosszat kiszamithatjuk a Pita-
gorasz-tétel segitségével.

d? = (2a)% + m? = 24? + 322 =1600,
igy d =40 (cm).
=)

Az altalanos iskolaban mar tanultuk néhany test felszinének, térfogata-
nak kiszamitasi modjat. Ismételjik at ezeket!

Siklapokkal hatarolt testek (poliéderek) felszine egyenld a hatarolo
lapok felszinének Gsszegével.

1.13. dbra A derékszogii harom-
szog befogoinak hossza 2a és m,

atfogdja d
Specialis hasabok
Specialis téglatestek
Négyzetes oszlop Hasab
H ;
. T :
Téglatest i Kocka :
’ | : |
] i b A '
i ¢ : 1 a :
! | ' Sl
Jmmmmmmmmm oy - [ . - Rabit ibL - -
e b ’/’)- a s a o
a a a
Felszin: A=2(ab + bc + ac) A=2a" +4ab A=6a° A=2T + T
Térfogat:  V =abc V=ah V=a V=T -
,eee, 114 abraHasabok felszine és térfogata
[ ] [ ]
L] [ ]
< 100 %
) L ]
) °
1) [ ]
— °
[ ] o
[ ] [ ]
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Gula

Szabalyos gila
(szabalyos soksz6g az alapja)

/
Felszin: A= Talaplap + Tnldallapnk A= Ta\aplap umauap
T-m
Térfogat: V=— =
¢ 3 3
Henger Kup Gomb
(egyenes korhenger) (egyenes korkup)
r’r
T
2rmr m d
p
r’r
Felszin: A=2r’z + 2rmm =2rz(r +m) A=r*z +rax =rz(r + a) A=4rz
2 3
Térfogat: V=r’zm V= % = MTH

1.15. dbra Tovabbi felszin- és térfogatképletek

2, v3lds Egy légy szeretne atrepilni
:72) egy 4 m széles, 12 m hosszli és 3 m magas (téglatest alaku) terem; :
i b) egy 4 m élii kocka alaki terem '
i egyik sarkabol az atellenes sarokba.
i Milyen hosszi a lehet6 legrovidebb ut, amelyen repiilhet?
i ¢) Egy pOk is szeretne eljutni a kocka alaku terem atellenes sarkéba, :
i de 6 nem tud repiilni, csak maszni a kocka falan. Neki milyen hosszi :
i a legrovidebb utja?

1.16. 4bra A téglatest alaku terem

Megoldas:
a) Az AG testatlé hosszat kell kiszamolnunk. Ez atfog6ja az ACG de- c
rékszogl haromszognek, amelynek AC oldalat ki tudjuk szamolni, hi-
szen AC az ABCD téglalap atl6ja, melynek ismerjik oldalait. 5
Irjuk fel az ABC derékszogli haromszogre a Pitagorasz-tételt!

AC’? = AB* +BC? azaz AC® =12° +4° =144+16 =160 A 2 :

C =+/160

Majd alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az ACG derékszogii haromsz0g- © 4 17 sbra Elsszor rajzoljuk ki az

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

rel ABC derékszdgli haromszoget! 0000,
°
L L)

<101
° [
o ‘
° [

L] «—

0. .‘
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1.18. dbra Térbeli Pitagorasz-tétel

3.2

[ SRR V) R

1.19. &bra Az a élii kocka testatlo-
jénak hossza /3 a

1.20. &bra A kocka halojan a leg-
rovidebb ut

1.21. abra Rajzoljuk meg a pok
atjat!

102

03_II1_fejezet.indd 102

2
AG? = AC? +CG? azaz AG2 =(\/160) +32 =160+9 =169

AG=13m
Az a) esetben tehat legalabb 13 m-t kell repiilnie a légynek.

.
= Vegyiik észre, hogy a testatlo kiszamitasahoz nem volt sziik-
séglink magéara az alaplap atldjara, csak annak négyzetére.

Ha a téglatest egy csucshdl kiindul6 éleinek hossza a, b és c, akkor a
d testatlé hosszanak négyzete: d® =a’+b*+c? igy a testatld hosz-

sza: d =+a® +b”+c’. Ezt az osszefliggést térbeli Pitagorasz-tételnek

is szoktak emlegetni. Minden téglatestnek négy testatloja van, és ezek
hossza egyenld.
b) El6z6 eredményiinket specidlisan kockara alkalmazva azt kapjuk,

hogy a kocka testatlja ~/3-szorosa a kocka élének. d =+/3a? =+/3-a.
fgy a kocka alaku teremben legalabb 4-+/3 m-t kellett repiilnic a 1égy-

nek.

¢) Jeloljiik meg a szoban forgo testatld két végpontjat kékkel! Rajzol-
junk a kocka feliiletére a két kék csucs kozott kiillonbozo utakat, majd
hajtogassuk ki a kocka lapjait egy sikba! Minden, a felliletre rajzolt
vonal hossza ugyanakkora marad a kihajtogatas utan. Igy nyilvanva-
16va valik, hogy a sikban fekvo két kék cstcs kozti legrovidebb utat
keressiik, ami egy szakasz. Rajzoljuk ezt be, majd hajtogassuk vissza
a kockat térbe! Az egyik kék csucstdl egy vele nem szomszédos él fe-
lezépontjahoz kell mennie a poknak, majd onnan tovabb a masik kék
csticsba. A kiteritett halon (1.20. abra) konnyen kiszamithatjuk a pok
legrovidebb Utjanak hosszat. A szakasz egy derékszogii haromszog at-

fogoja, hossza tehat: V42 +8? =+/80 = 8,94 (m).

Egybevagosagi transzformaciok a térben

Minden tanult egybevagodsagi transzformacio ugyantgy értelmezhetd
a térben, mint a sikban. Az ijdonsagot az jelentheti, hogy a térben ér-
telmezhetiink tengely koriili, adott szogli elforgatast és sikra vonatkozo
tukrozést is.

Ezzel a testek, térbeli ponthalmazok szimmetridirdl is beszélhe-
tink.

Pl. egy szabalyos hatoldalt gula (szabalyos hatszog alapu egyenes
gula, amelynek oldallapjai egybevagd, egyenld szart haromszogek)
tengely koriili hatodrendii forgasszimmetriaval rendelkezik.

Az egyenes korkupot pedig forgaskiipnak is nevezziik. A tengely
koriil akarmekkora szoggel elforgatva onmagaba megy at. Minden
olyan testet forgastestnek neveziink, amely rendelkezik ezzel a tulaj-
donsaggal.

2012.06.12. 9:29:29
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1.22. bra Forgastestek

.‘f 5, 04ldz Egy derékszogli haromszog befogoinak hossza
0 cm és 17,5 cm. Forgassuk meg a haromszdget 5

i a) a rovidebb befogoja koril,

i b) a hosszabb befogoja koriil,

i ¢) az atfogoja koriil!

-
i [rjuk le minél pontosabban, milyen forgastest keletkezik!
i Szamitsuk ki a harom test térfogatat! b =178

Megoldas: a=60 a=60

Az a) és a b) esetben egy-egy kupot kapunk, amelynek magassaga az

a befogd, amely korul forgattunk, alapkdrének sugara pedig a masik : 123, abra A rovidebb befogo ko-

befogd. Legyen a=60cm és b=17,5cm. riil forgatva

Az a) esetben a térfogat:

B a’br B 60%-17,57
3

Ab) estben: V =

A c) esetben egy kettds kapot kapunk (két kap alaplapjaval 6sszefordit-
va). (1.24. abra) Térfogata a két kis kup térfogatanak dsszege, amelyek
magassagat kiilon-kiilon ugyan nem tudjuk (bar ki tudnank szamolni),
de a megoldas soran latni fogjuk, hogy nincs is ra sziikség, csak az 6sz-
szegiikre. Szlikségiink lesz viszont a derékszogli haromszog atfogdhoz
tartozé magassagara (amely a két kiip alapkorének kdzos sugara). 1.24. 4bra A hosszabb befogd ko-
Utobbit az 4tfogd meghatarozasa utan megallapithatjuk, pl. a terii- : riil forgatva
letképletek alapjan.
¢’ =a’*+b” =60 +17,5° = 3906, 25

v = 210007 (cm®) = 65973 (cm®).

2 2
blaw 17,5 807 _ 6195, (cm?) ~19242 (cm®).

b|=17,5

>
~ B

£
Il
(=2}
(=]
=
1l
=
_\l
[3,1

c=62,5(cm)
2T =ab=c-m,
m, _ab_60175 1o iem)
c 62,5
v omier  mlcr  m(e+e)r _mler A b
3 3 3 3 Z
2
_168 6257 58807 ~18473 (cm?) 1.25. dbra Az atfogd koriil for-
3 gatva

103
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. A szélességi és hosszusagi korok koziil melyek a Fold fokorei?
. Milyen hosszu a 7 cm ¢élu kocka testatloja?

. Mekkora egy-egy lapatldja annak a kockanak, amelynek testatloja J752

. Mekkora a testatldja annak a téglatestnek, amelynek egy cstcsbdl kiindul6 élei 8 dm, 11 dm és
17 dm hossztak? Hany szazalékkal nagyobb a testatlé az egyes lapatloknal?

5. Irjuk le minél pontosabban, milyen forgéstest keletkezik, ha megforgatunk
a) egy téglalapot az egyik oldala koriil,
b) egy téglalapot az egyik kdzépvonala koriil,
c) egy négyzetet az atloja koriil,
d) egy szimmetrikus trapézt a szimmetriatengelye koriil,
e) egy szimmetrikus trapézt a hosszabbik alapja korl,
f) egy szimmetrikus trapézt a rovidebbik alapja koriil,
g) egy kort az egyik atmérdje koril!

1
2
3
4

6. Hogyan valtozik meg egy kocka térfogata, ha az éleit az 6tszorosére noveljik?

7. Mutassuk meg, hogy egy kocka egy cstcsbol kiinduld harom élének masik végpontjai szabalyos
haromszdget alkotnak!

8. Egy téglatest egy cslcsbol kiindulé éleinek hossza: 9, 12 és 7 egység. Egy pok szeretne eljutni a
lehetd legrovidebb tton a téglatest egyik sarkabol az atellenes sarokba. Merre menjen, ha csak a
téglatest oldalan tud maszni?

ZElozeppontosiiasoniosag)

= = 1. pilda  Egy modellaut6 1:14 aranyt kicsinyitése az erede- :

tinek. Hatarozzuk meg az eredeti autd hozzéavetSleges méreteit, ha a :
i modellaut6 hossza 30 cm, magassaga 11 cm, szélessége 13 cm!

Megoldas:
A modellen mért minden méretet értelemszerien 14-gyel kell megszo-
roznunk, hogy az eredeti méreteket kapjuk. Ennek megfeleléen: az ere-
deti autd hossza korilbeltl 4,2 m, magassdga 1 m 54 cm, szélessége
1m82cm.

2.1. dbra Modellauté Természetesen a modellauton mérhetd adatok nem adnak felvilago-
sitast az autd végsebességeérol, gyorsulasarol, fogyasztasardl, hiszen
minden modell csak bizonyos szempontbol tudja leképezni a valosagot.
Ugyanakkor az eredeti méretek kiszamitasa nélkiil is viszonylag pontos

104
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képet kaphatunk az aut6 méretaranyair6l, mivel azok megegyeznek a
modellen lathat6 aranyokkal.

Ma mar természetes, hogy koriilvessziik magunkat a kdrnyez6 vi-
lag egyes részleteinek kicsinyitett vagy éppen nagyitott modelljeivel:
képekkel, makettekkel, fotokkal. Ennek egészen az dsember barlang-
rajzaig nyulik vissza a torténete.

Most viszont nézziik egy kicsit matematikai szemmel a kicsinyités-
nagyités fogalmat!

2.2. dbra Barlangrajz

Ko6zéppontos hasonlosag

@ Dafini<ia A kodzéppontos hasonlésag olyan geometriai
: transzformacio, amelynél adott egy O pont és egy A (lambda, gordg :
! betit) nullatdl kiilonbozd valds szam. A sik (tér) minden P pontjahoz :
: ugy rendeljiik hozza a képét, a P pontot, hogy teljesiiljenek az alab- :
: bi tulajdonsagok: 5
; 0’ =0; 3
: P’e OP egyenesnek (gy, hogy P'O=|A|-PO és ha 1>0, :
: akkor az O pont nem valasztja el a P és a P pontot, mig ha 1 <0, :
: akkor az O pont a P és a P” kozé esik. 3
: O-ta kozéppontos hasonlésag kdzéppontjanak nevezziik, A-t pedig :

i a kozéppontos hasonldsag aranyanak. :
T — ¢ ¢ 2.3. &bra A vizmolekula modellje

Példaul:

2.4. dbra Kozéppontos hasonldsag kiilonb6z6 aranyszamok esetén

Ha |A|>1, akkor nagyitasrol beszélink, ha || <1, akkor pedig kicsi-
nyitésr6l. Ha A =1, akkor specialisan az identitast kapjuk (a helyben-
hagyast), ha pedig A =-1, akkor az O pontra val6 kdzéppontos tiikro-
zZést.

0 4 i
Bebizonyithatok a kozéppontos hasonlésag alabbi tulajdonsagai: 1= 5 eeten

barmely egyenes képe az eredetivel parhuzamos egyenes, ennek ko-
vetkeztében:

4
. L. 2.5. dbra Szakasz — aranyu na-
szogtarto is, 3

gyitasa
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sagpesialkalmazasal

barmely szakasz képe az eredetivel parhuzamos szakasz, amelynek
@ hossza az eredeti szakaszhossz |A|-szerese (emiatt nevezzik arany-
tartonak); tehat ha |7L #1, akkor nem tavolsagtarto,
koriiljarasiirany-tarto,
a transzformécio egyetlen fixpontja a kdzéppont, ha A #1,
invarians egyenesei a kozépponton athalad6 egyenesek.

osztgbont géztﬁﬁgnt
T . N
2.6. dbra A szerkesztés lépései = 7, 03lds Szerkessziuk meg egy
i) P pont,
i b) egy ABCD konkav négyszog

O kozéppontd, A =§ aranyl kdzéppontos hasonlosaggal kapott ké-

® | pét!
Hajtsuk végre a szerkesztést A = —% arannyal is!

3.
osztopont

4,
osztopont

® ®

Megoldas:
2.7.4bra2.a)példa A = —% a) Huzzuk meg az OP félegyenest! Pozitiv A esetén ezen a félegyenesen
lesz a P’ pont. Vegyiink fel O-n at egy segédegyenest! Erre mérjiink fel
O-t6l kezd6dden ot egyenld hosszusagu szakaszt! (Végpontjai: O, A,,
A, ..., A.) A keletkezett 6t pont koziil a harmadikat kossiik dssze egy
egyenessel, P-vel, majd ezzel hiizzunk parhuzamost az 6todik ponton
at! Ahol ez metszi az OP félegyenest, ott lesz a P’ pont. Mivel a sza-
kasz képe az eredetivel parhuzamos szakasz, ezért az A,P szakasz képe

5
parhuzamos A,P-vel. A, képe az O kdzéppontu A = 3 aranyu hason-

losagra nézve A.. Tehat P’ rajta van az A, osztoponton atmend A,P-vel
parhuzamos egyenesen. Hizzunk tehat parhuzamost az 6tddik oszto-
ponton (A.-0n) at az A,P szakasszal. (2.6. abra)

A L= —% arany esetén a P'-t az OP egyenes P-t nem tartalmazo ol-

dalan kell megszerkeszteniink. A szerkesztés otletét a 2.7. abrarol leol-
vashatjuk.

b) Az a) részben leirt eljarast alkalmazhatjuk a négysz6g minden cst-
csara. Majd 6sszekothetjiik egy-egy szakasszal (a megfelelé sorrend-
ben) az A', B, C' és D' pontokat, hiszen szakasz képe szakasz.

« = Vegyiik észre, hogy ezt az eljarast barmely sokszog nagyita-
sara, illetve kicsinyitésére tudjuk alkalmazni: minden csucs
keépét megszerkesztjiik, majd 0sszekotjiik a megfeleld cstucsokat.

3
2.9.4bra2.b)példa A = ~2
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T u2lds Nagyitsunk egy kort a haromszorosara
") a kdzéppontjabol,

i b) egy tetszbleges pontbol!

i Milyen ponthalmazt kapunk?

Megoldas:

Mivel nem tudjuk a kor végtelen sok pontjan végrehajtani a transzfor-
maciot, ezért célszerli elébb végiggondolni, mit kapunk eredményiil.
A koér minden P pontja r tavolsagra van a kor C k6zéppontjatol, ezért
mindegyik pont képe (P’) 3-r tavolsagban lesz a kdzéppont C'képétol.
Tehét a kor pontjainak képe illeszkedik egy C'kbézéppontd 3-r sugaru
k' korre. (A kozéppontos hasonlosag aranytartod tulajdonsagat hasznal-
tuk fel.) Ugyanakkor a &' kor minden Q pontja megjelenik képpontként,
hiszen meg tudjuk mondani, melyik Q, pontnak a képe. (A Q, a Q pont
Osképe.) Tehat: mindkét esetben kort kapunk. Az a) esetben az eredeti-
vel koncentrikus (egykdzepi) kort.

2.10. &bra 3. példa

ey o4l Adott két négyzet. Mi a feltétele annak, hogy le- i © | ,.p
i ‘gyen olyan kdzéppontos hasonlosag, amely egyik négyzetet a mé- :
i sikba viszi? ;

b

Megoldas:

Ha két négyzet oldalai paronként nem parhuzamosak, akkor biztosan 0
nincs ilyen kdzéppontos hasonlosag, hiszen a szakasz képének az ere-

detivel parhuzamos szakasznak kellene lennie. Az tehat, hogy a két

négyzet parhuzamos helyzetii legyen, sziikséges feltétele annak, hogy 2
lehessen kdzéppontos hasonlosag, amely egyik négyzetet a masikba vi-

szi. Az abran lathato rajzzal ramutatunk, hogy ez elegendo is. 0

. b b .
A hasonlésag aranya nyilvan — vagy —— lehet (ha az a oldalu
a a

négyzetet akarjuk atvinni a b oldali négyzetbe). (2.11. abra)

Készitsiink rajznagyitd szerkezetet!

Akésziilék az A, B, C, D pontokban csuklés, de az OB és a BR rud
merev, és OB rad az O pontban régzitett. AB = DC és AD =BC.AD
ponttal végigpasztazzuk az eredeti rajzot, és az R pontba tett rajzolo-
hegy elkésziti a nagyitott rajzot. (2.12. abra)

2.11. abra 4. példa

Nagy kacsa fiirdik

Kis kacsa firdik

. J.pilda  Szerkessziink kort, amely érinti egy szog szarait és :
i atmegy egy, a szogtartomany belsejében 1évo adott P ponton! H 0

Megoldas:
Ha megtalalnank a keresett kor kbzéppontjat, akkor mar magat a kort is B
meg tudnank szerkeszteni, hiszen adott a korvonal egy pontja. 2.12. bra Rajznagyité (pantograf)
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aglespalkalmazasan

&
= Vegyiik észre, hogy egyszeriibb dolgunk van, ha a feladat-
ban el6fordulo két feltétel teljesiilését nem egyszerre, hanem
egymas utan vizsgaljuk! A keresett kornek érintenie kell mindkét
szogszarat. Ilyen korbodl végtelen sok van. De mind atviheté egy-
masba valamely O kdzéppontl kdzéppontos hasonlésaggal. (O a
sz0g csucsa.) Ha kiszemeliink ezek koziil egy tetszdleges kort, akkor
azt mar csak nagyitanunk vagy kicsinyiteniink kell O kdzépponttal,
hogy a P-n atmend kort kapjuk végiil. Ehhez pedig mar csak a nagyi-
tas aranyat kell tudnunk.

Keressiik meg a tetsz6legesen felvett koroén a P pont 6sképét: a P, pon-

. OP
tot (ez eleme az OP félegyenesnek is)! Az —— arany lesz a kozép-
2.13. &bra Vegyiink fel egy a szdg- QPO
szérakat érinté tetsz8leges kort! pontos hasonlésag aranya. Ilyen arannyal hajtsuk végre a felvett kor

kdzéppontjan a kdzéppontos hasonldségot! Ezzel megszerkesztettik a
keresett kor kbzéppontjat.

&
= \egyuk észre, hogy az OP felegyenesnek ket kozos pontja
: is van a felvett korrel, tehat a P pontnak két dsképe is lehet!

Természetesen mas aranyl kdzéppontos hasonlésaghoz tartozik a

két 6skép. A masik dsképpel valo szerkesztést az abran lathatjuk.

frjuk le a megvalositas konkrét 1épéseit!

1. Szerkessziik meg a szog szogfelezdjét!

2. Ennek egy tetsz6leges K, pontja koriil szerkessziink érintékort (k,) a
sz0gszarhoz, sugara: a K, pont és a szarak tavolsaga (I).

3. Huzzuk meg az OP félegyenest! Ennek a k, korrel vett metszéspont-
jai: Py ésP..

4. Hulzzunk parhuzamost a P K, és a P,K; szakasszal a P ponton éat!
Ezeknek a szogfelezGvel vett metszéspontjai (K, és K,) lesznek a
keresett két kor két lehetséges kdzéppontja.

5. Megszerkesztjuk a K, és K, kdzéppontu, P-n atmend koroket, ezek

2.14. dbra Az els6 megoldas érinteni fogjak a szogszarakat.

2.15. dbra Finom hasonldsag 2.16. &bra Két megoldas van
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1. Nagyitsunk egy haromszdget az egyik cstcsabol a kétszeresére!
2. Kicsinyitstink egy hdromszdget a stlypontjabdl 5 arannyal! Mit figyelhetiink meg?

3. Két adott korhoz keressiink olyan pontot, amely kézéppontja lehet egy olyan kdzéppontos hasonlo-
sagnak, amely az egyik kort a masikba viszi at!
Vizsgéljuk meg, hogyan fiigg a lehetséges kozéppontok szama a két kor elhelyezkedésétdl és suga-
ratol!

4., Szerkessziink haromszdget, amelynek oldalai
a)2cm, 3 cm és 4 cm;
b) 3 cm, 4 cm és 5 cm hosszaak!

. 4
Nagyitsuk ezt a haromszoget a magassagpontjabol 3 arannyal!

5. Adott a sikon egy kor, valamint két pont: A és B. Mi az ABC haromszdgek stlypontjainak halmaza,
ha a C pont befutja az adott kdrt? Sejtéstinket indokoljuk!

BAHason1osayItransZIoTRTa D

1, p3lda Meg tudunk-e adni olyan geometriai transzforma-
ci6t, amely két kiilonb6z6 oldalhosszusagt, nem parhuzamos hely-
i zetll négyzet egyikét a masikba viszi at? (3.1. abra) ’

Megoldas: C

Az ¢l6z6 lecke 4. példaja alapjan tudjuk, hogy ha két négyzet parhuza-
mos helyzetl, akkor van olyan pont, amelybdl az egyik négyzet felna-
gyithatd a masikba. El6szor tehat hajtsunk végre a kisebbik négyzeten
egy elforgatast (pl. az egyik csticsa koriil) tgy, hogy a kapott négyzet
parhuzamos helyzet(i legyen a nagy négyzettel! Ezt kdvetden nagyit-
suk! Ezzel megadtunk egy geometriai transzformaciot, amellyel a ki-
sebb négyzet atvihetd a nagyobba. (Gondoljuk végig, hogyan vinnénk
at a nagyobb négyzetet a kisebbe!)

3.1. &bra A megadott négyzetek

Dafinilsd  Egy egybevagosagi transzformacio és egy ké-;
©zéppontos hasonlésagi transzformacié egymasutanjat hasonldsagi :
transzformécidnak nevezzikk. A végrehajtott kdzéppontos hason-
: 16sagi transzformaci6 aranyanak abszollt értéke a hasonlosagi : : 32 abra Egy elforgatas és egy
: transzformacié aranya. kozéppontos hasonldsag egymas-
N —— ¢ uténja

109

03_I1I_fejezet.indd 109 2012.06.12. 9:30:07



¢ Megjegyzés:
: Nem feltétleniil egyezik meg a kozéppontos hasonldsig és a hasonlosag
: aranya (el6jelben eltérhetnek egymastol).

‘Az egybevagosagi transzformaciok €s a kozéppontos hasonldsag ismert
¢ tulajdonsagai alapjan megallapithatjuk, hogy a hasonldsagi transzfor-
¢ mécio:

: W egyenestarto (egyenes képe egyenes);

W szogtarto;

W aranytarto.

¢ A koriiljarasi irany megvaltozhat, ugyanis egy tengelyes tiikkrozés meg-
: fordithatja azt.

¢ Azel6z6 példaban tehat egy hasonldsagi transzforméciot talaltunk, amely
: egyik négyzetet a masikba viszi at. Vagyis a két négyzet hasonlo.

..............................................................................................

Dzfinidds  Két ponthalmazt hasonlénak neveziink, ha vani
an hasonl6sagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi at. :

...................................................................................................

¢ Ezzel ismét egy relaciot értelmeztiink a ponthalmazok kozétt csakugy,
mint az egybevagosag értelmezésekor. Vizsgaljuk meg tehat, hogy a
: ponthalmazok hasonlésaganak mint relacionak milyen tulajdonsagai
: vannak!

: Legyen A, B és C egy-egy ponthalmaz (sikidomok, testek)!

Minden ponthalmaz hasonl6é énmagéhoz. A~A

: Ha egy ponthalmaz hasonl6 egy masikhoz, Ha A~B, akkor B~A.
¢ akkor a masik is hasonlo az el6z6hoz.

: Ha egy ponthalmaz hasonl6é egy masikhoz, Ha A~B és B~C, akkor
a masodik pedig egy harmadikhoz, akkor az A~C.
¢ els6 ponthalmaz is hasonl6 a harmadikhoz.

Az elézbdekben bebizonyitottuk, hogy barmely két kor hasonld egymas-
3.3. abra Egy kis moka : hoz, és azt is, hogy barmely két négyzet hasonlé egymashoz.

: ¢ Megoldas:

* Haa két téglalap hasonl6 volna, akkor a megfelel6 oldalak hanyadosa-
nak egyenldnek kellene lennie. Jelolje az egyik téglalap két szomszédos
: oldaldnak hosszat a, és b;, a masik téglalap két szomszédos oldalanak

¢ hosszét pedig a, és b, . A hasonldsagi transzformacio aranytarto tulaj-

. : . a b o .
3.4. abra A két téglalap nem ha- : dONséga miatt tehat —= = Ez—nek teljesiilnie kellene. Ezt 4trendezve a

Lees, SONIO :
r. 110 .-.
) :
O. ...
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b o (s
E =% egyenl6séget kapnank, ami azt jelentené, hogy a két téglalap
a8 &

szomszédos oldalainak aranya egyenld. Ez nyilvan nem igaz barmely
két téglalap esetén. Tehat a valasz nemleges.

A haromszdgek sem mind hasonlok, hiszen a hasonlosagi transzfor-
macio szogtarto tulajdonsaga alapjan akkor csak olyan haromszdgek
lehetnének, amelyek szogeikben megegyeznek. (Nem lehetne pl. egyik
haromszog derékszogl, egy masik pedig hegyesszogi.)

Foglaljuk 6ssze a haromszdgek hasonlosaganak alapeseteit! 3.5. abra Hasonloak vagyunk?

............................................................................................

\ Tetel Két haromszdg hasonlo,
ha mindharom megfeleld oldalparjuk hosszanak aranya egyenld,

4 _b, ¢
a b g

ha két-két oldaluk hosszanak ardnya és az ezek altal kozbezért

i sz6g egyenld,
e % B ey =y
1 1 2
a b :
i © ha két-két oldaluk hosszanak aranya és a hosszabbakkal szemkozti :
i szog egyenld, « b
1 2 _ 2 A B — E
H ( —b],b1>3185ﬁ1 ﬂzJ b, c,
ha két szogiik egyenlo.
] (a1=a2 é3ﬁ1=ﬁz)- &
T T T ‘¢ 3.6. 4bra Hasonl6 haromszogek

Ugyanakkor megallapithatjuk, hogy ha két haromszdg hasonld, akkor a
felsorolt tulajdonsagok mindegyike teljesil rajuk.

q‘.‘lr 3, 04l Az ABC és a DEF haromszog hasonl6. Mekkorék

:a DEF haromszdg hianyz oldalai, ha leghosszabb oldala 6 cm, az
ABC haromszdg oldalai pedig 15 cm, 9 cm és 12 cm hosszusaguak’7
Mekkora a DEF haromszdg legnagyobb szoge? '

................................................................................................................ 5

Megoldas: 9

Mivel a DEF haromszdg 6 cm-es oldala a leghosszabb, ezért tudjuk, 15

hogy az ABC haromszdg 15 cm-es oldalanak felel meg. Ebbdl a ha- A 3

sonldsag aranya: % = % Ennek ismeretében kiszamithaté a masik két ?
6

. 2 18 o E

oldal hossza is: a 9 cm-es oldalnak a 9-g = = cm hosszusagu oldal 2

o
. 2 24
felel meg, a 12 cm-es oldalnak pediga 12- iy cm-es. 3.7. 4bra 3. példa
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E

3.8. dbra A két satirozott harom-
szdg hasonlé

(=)

3.9. abra Az ADEA hasonlé az
ABCa-hoz

3.10. &bra A négyzet és a rombusz
altalaban nem hasonlé

112
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A DEF haromszdg legnagyobb szdge ugyanakkora, mint az ABC
haromszog legnagyobb szdge, amely derékszog a Pitagorasz-tétel meg-

forditasa szerint (hiszen 92 4122 =152 )

2 . ) g :
\@ 4, 04l Az ABC haromszog my, és m, magassagvonald- :
i Mak talppontja legyen rendre D és E pont.

| a) Bizonyitsuk be, hogy az ABD és az ACE haromszdg hasonlé! .
| b) Bizonyitsuk be azt is, hogy az ADE haromszég hasonl6 az ABC
i haromszoghoz! =

Megoldas:

a) Készitslink abrat! Az ABD és az ACE haromszdgnek van egy k6zos
szOge A-nal, tovabba mindkét haromszog derékszogi is, tehat van még
egy egyenld nagysagu szogiik. A két haromszog igy valoban hasonlo.
A 3.6 4bra a hegyesszogii haromszog esetét mutatja be. Gondoljuk vé-
gig a bizonyitast azokra az esetekre is, melyekben valamelyik csucsnal
tompaszog van! Mit mondhatunk abban az esetben, ha a haromszog
derékszogti?

b) Az a) esetben igazolt hasonlosag miatt az ABD és az ACE haromszdg

oldalainak aranya egyenld: AD = —B Ez atrendezve az AD _ AE
AE AC AB AC

Osszefliggéssel egyenértékil. Ez éppen azt jelenti, hogy az ADE és az
ABC haromszog megfeleld oldalainak aranya egyenld, és az ezek altal
kodzbezart sz0g kozos. Tehat e két haromszdg hasonlo.

5, 04l Azt mar lattuk a 2. példaban, hogy négyszogek- :
i nél a szogek egyenlésége nem biztositja a négyszogek hasonlosagat. :
Vajon az oldalak aranyanak egyenl6sége elegendé-e a két négyszog |
i hasonldsagahoz? :

Megoldas:

Erre is gyorsan talalunk ellenpéldat: egy rombusz ¢és egy négyzet meg-
feleld oldalainak aranya egyenld, de nyilvan nem hasonld a két négy-
sz0g, ha a rombusz nem derékszogii.

atel Két sokszog hasonlésaganak feltétele, hogy a :
: megfeleld oldalak hosszdnak ardnya egyenld legyen, €s a megfeleld
i szogeik is egyenldk legyenek, vagy az, hogy a megfelelé oldalak :
i hosszanak aranya és a megfelel6 atlok ardnya is egyenl6 legyen.

...................................................................................................
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1. Bizonyitsuk be, hogy az egyenld szaru derékszdgii haromszogbdol
az egyik szogfelezdje az eredetihez hasonld haromszoget vag le!
Van-¢ masik olyan egyenld szart haromszog, amely rendelkezik
ezzel a tulajdonsaggal?

2. Allapitsuk meg, milyen hossztak a 3.11. dbran a hianyzo szaka-
szok! (A szdgszarakat parhuzamos egyenesekkel metszettiik.)

3. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok igazak-e vagy sem!

a) Két derékszogli haromszog hasonld, ha van egy egyenld nagysa-
gu hegyesszdgik.

b) Két egyenld szarti haromszodg hasonld, ha van két egyenld szo-
guk.

c¢) Két egyenld szaru haromszog hasonlo, ha szarszogiik egyenld.

d) Barmely két szabalyos haromszog hasonlo.

e) Két derékszogii haromszog hasonld, ha valamely két oldaluk ara-
nya egyenld.

3.11. abra 2. feladat

4. Mutassuk meg, hogy ha két téglalap szomszédos oldalainak az aranya egyenld, akkor a két téglalap

hasonlé!

5. Allapitsuk meg, hogy egy hegyesszogii haromszog talpponti haromszogének (azaz a magassagvo-
nalak talppontjai altal meghatarozott haromszognek) mekkorak a szdgei, ha az eredeti haromszog
szogei: a, B, y! Fogalmazzunk meg analdg allitast tompaszogii haromszogre is!

IMNTEE ORI oS S DENKANEZAE )

il T T e
‘%’ |, vdldz Egy torony magassagat szeretnénk megmérni. Eh- :
i hez leszarunk a féldbe egy 2 m hosszu kardt, és megjeléljik a féldon

i azt a pontot, amelyik egy egyenesbe esik a kar¢ tetejével és a torony |

i tetejével. Milyen magas a torony, ha a f6ldon a megjeldlt pont 4 m

i 30 cm-re van a kar6tdl, a torony alja pedig kb. 100 m-re? '

Megoldas:

Készitsiink abrat! (4.1. abra) Két hasonld derékszogii haromszog meg-
felel6 oldalainak aranyat irhatjuk f6l, ahol csak a torony magassaga az
ismeretlen. Arra kell figyelniink, hogy a foldon megjeldlt pont mar nem
100 méterre van a torony aljatol, hanem 104,3 m-re. Jeloljiik a torony
magassagat x-szel!

2
104,3 4,3

03_II1_fejezet.indd 113

x=7?
43m 100 m
104,3m
4.1. dbra Készitstink abrat!
113
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Innen x=104,3- % =~ 48,5. Tehat a torony kozelitéleg 48,5 méter ma-

gas.

Tavolsagok meghatarozasara (vagy becslésére) évezredek 6ta hasznal-

4.2. abra A hidpillér magassaga is jék a hasonlosagot. Ezzel a kés6bbiekben gyakran talalkozunk majd.

meghatarozhat6

= 7, 02ds Mutassuk meg, hogy a derékszogli haromszoget az |

atfogohoz tartozd magassaga két olyan haromszogre bontja, ame-
i lyek hasonloak az eredeti haromszdghoz! ‘

Megoldas:

Hasznaljuk az 4.3. abra jel6léseit! A BDC haromszog derékszogl, és
ezenkiviil van egy kozos szoge az ABC haromszoggel (5). Tehat e két
haromszog hasonld, mert két szogiik egyenld. Ugyanigy igazolhatd az
is, hogy az ADC haromszdg hasonl6 az eredetihez.

4.3. dbra 2. példa Az étfog6hoz tartoz6 magassag az atfogot két részre bontja: ap ésaq
szakaszra. Ezek rendre az a €s a b befogdk merdieges vetiiletei.

1

. Vegyiik észre, hogy az el6z0 feladatot ugyan megoldottuk, de
ha a hasonldsag alapjan felirjuk a megfelel6 oldalak aranya-

nak egyenldségét, akkor tjabb érdekes €s hasznos Osszefiiggésekre

bukkanhatunk.

Hogy biztosan ne tévessziik el, melyik oldal hol szerepeljen az arany
felirasakor, készitsiink egy tablazatot, amelyben feltiintetjiik, hogy me-
lyik haromszog oldalai szerepelnek a szamlaloban és melyiké a nevezo-
ben! Azt is figyelemmel tudjuk kisérni, hogy melyik sz6ggel szemkozti
oldalak aranyat irtuk fol.

N a

d J
BDCa —— a _p
Al G p J ABCa ——> ¢ a
c
4.4. bra Ugyeljink a jelolésre! Innen atrendezéssel az a® = p-c dsszefliggést kapjuk, vagy masként az

a=./p-Cc Osszefliggést. (4.4. abra)

Ezt szavakban igy fogalmazhatjuk meg:
114
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............................................................................................

A derékszogli haromszog befogdjanak hossza mér-
: tani kozepe az atfogo és a befogo atfogora esé merdleges vetiilete :
: hosszanak. 3
i Ez a befogotétel.

...................................................................................................

Természetesen akarmelyik befogora felirhattuk volna, igy az is igaz,

hogy b=./q-c.

5, 04l Egy derékszogi haromszog atfogohoz tartozo ma-
i "gassiga az atfogét egy 81 mm-es és egy 144 mm-es részre osztja. |
i Mekkorak a haromszog befogi?

Megoldas:

Hasznaljuk az el6zd abra jeloléseit! Az atfogo:
¢ =81+144 = 225 (mm).

A befogotétel alapjan a két befogo:

a=./p-c=+81.225 = 18225 =135 (mm);

b=./q-c =+144-225 = /32400 =180 (mm).

o
o
il

% \Vegyik észre, hogy a fenti 4brén az ADC haromszdg is ha-
sonlé a BDC haromszoghoz, hiszen mindkét haromszog ha-

sonl6 az ABC haromszoghoz. irjuk fol ezekre is a megfelel6 oldalak
aranyat!

ek az iskolaban

4.5. dbra Derékszogli haromszo-
g

ADCr ——>

a
{
m
BDCr ——> p

03|.Q —

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

A q D p B

Itt atrendezéssel az m* = pq, illetve m, =/ pq Osszefuggést kapjuk. : 4.6. 4bra A magasségtétel
(4.6. abra)
Ezzel bebizonyitottuk a magassagtételt.

A derékszogli haromszog atfogohoz tartozé ma-
: gassaga az atfogot két részre bontja, a magassag hossza egyenld ezen :
i két rész mértani kozepével.

...................................................................................................

P

000000000000000000000000000000

Sous %
: |
1D‘ ..
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s 1
\:).E,‘/ 4, pald Hatarozzuk meg a teriiletét annak a derékszogli :
aromszognek, amelynek 26 cm hosszl atfogojat az ahhoz tartozo

: magassag 9 : 4 aranyban osztja két részre!

Megoldas:
Osszuk fel a 26 cm-t 9:4 aranyban: az egyik rész %-26 =18cm, a

masik igy nyilvan 8 cm. Az atfogohoz tartozé6 magassag:
m, =+/pq =+18-8 =144 =12 (cm).

¢ M, =¥ — 156 (cm?),

A haromszdg teriilete tehat: T =

Megoldas:

y Mind a befogd-, mind a magassagtételt hasznalhatnank erre a célra. Al-
kalmazzuk most az utébbit!
C Vegyunk fel egy x+y hosszlsagl AB szakaszt (4.7. abra), meg-
t jelolve rajta az x és y kozti osztépontot (P)! AB mint atmérd folé szer-
b kessziink Thalész-kort! P-ben allitsunk merdlegest a folvett szakaszra!
A Thalész-tétel szerint ennek a merélegesnek és a Thalész-kornek a
metszéspontjabol (C) a szakasz derékszogben latszik. A PC szakasz te-
hat az ABC derékszogli haromszog atfogohoz tartozd magassaga. Az
atfogo darabjai pedig éppen x ésy, igy PC = \/x_ , vagyis a két adott
szakasz mértani kdzepe.

4.7. dbra 5. példa

. Vegyiik észre, hogy mivel az el6z0 példaban szerepld kor

I PSP X+y
atméréje X+ Yy hosszisagu, ezért sugara ennek fele: ——,

ami az x és 'y szakasz szamtani kozepe! Ha megrajzoljuk az abréan a
C-hez tartozo sugarat is, akkor a szamtani és a mértani kdzép kozotti
Osszefliggés geometriai szemléltetése jelenik meg a képen:

ng-l—y

4.8. 8bra \xy < X; Y felezi az AB atmér6t, vagyis ha x =y. (4.8. abra)

, ahol egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha a P pont

I JAlL Mutassuk meg, hogy a trapéz atloinak metszés- :
ontjan &t az alapokkal parhuzamosan hizott egyenesnek a trapézba

: .2

§ esO darabja a

: d+cC
trapez alapjainak harmonikus kozepe.

hossz(isagu (ahol a és ¢ a trapéz alapjai), azaz a '
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03_I11_fejezet.indd 116 2012.06.12. 9:30:46



Megoldas:
A parhuzamos helyzeti haromszogek hasonlésagat folhasznalva folir-
. AM o
hatjuk a kdvetkez aranyok egyenlségét: XAV _ 8 aAzutebbi
c AC a+c M
egyenldséget megkaphatjuk pl. tgy, hogyha az a alapot meghosszab-

bitjuk B-n tal c-vel, és ennek E végpontjat 6sszekotjiik a C ponttal.

Majd kihasznaljuk, hogy a BECD négyszog paralelogramma, s emiatt : a B C F
DB || CE, ezutan pedig felirjuk az AMB és az ACE hasonl6 haromszo-

gek megfeleld oldalainak aranyat. (4.9. abra) ac
4.9 4bra X =——
a+cC

Azt kaptuk tehét, hogy x = i Nyilvan ugyanilyen szerepet tolt
a+c
be a trapézban az y szakasz is, tehat az is ugyanolyan hosszl. Egyiitt

. 2ac . . -
tehat x+y =——. Ezt szerettiik volna bizonyitani.
a+c

L3

= Vegyiik észre, hogy arra is rimutattunk, hogy a trapéz atlo-
" inak metszéspontjan at az alapokkal parhuzamosan hdzott
egyenesnek a trapézba es6 szakaszat az atlok metszéspontja felezi.

A harmonikus kdzép fogalmaval mar talalkoztunk 10. osztalyban. Most
szemléletesen lathatjuk az egyik ott emlitett dsszefliggést: két pozitiv
szam szamtani kozepe nagyobb vagy egyenld, mint a harmonikus koze-
puk. Az alapok szamtani kdzepe a trapéz kdzépvonalanak a hossza. Az
imént meghatérozott szakaszhossz pedig az alapok harmonikus kozepe.
E szakasz nyilvan kozelebb van a kisebbik alaphoz (ha van kisebbik
alap), igy rovidebb is, mint a kdzépvonal (4.10. abra). (Ha a trapéz alap-
jai egyenldk, azaz paralelogramma, akkor atléi a kozépvonalon metszik
egymast, igy nyilvan egyenld a szamtani ¢s a harmonikus k6zép, ame-

. , 2
lyek értéke egyenld az alapokkal is.) 4.10. dbra ﬁ < —

;i Egy haromszog oldalainak hossza 14, 18 és 24

(2N

. egyseg. E
i a) Hatarozzuk meg, mekkora részekre osztja a 24 egységnyi oldalt a :
i vele szemkozti szog szogfelezdje! §
i b) Allapitsuk meg, milyen aranyban osztja két részre a beirt kor ko-
i z&ppontja ezt a szogfelezt! ;

Megoldas:

a) Hasznaljuk a 4.11. abra jeloléseit! Hosszabbitsuk meg az AC oldalt
C-n tal az a oldal hosszaval (CD szakasz)! A BCD haromszog egyenld
szaru, ezért az alapon fekvd szdgei egyenlék. Ugyanakkor 0sszegiik
egyenlé a BCD haromszdg C-nél 1év6 kiils6 szogével, amely viszont

az ABC haromszog egyik belsé szoge (7). igy CDBX = g, de mivel : c—24 F B
CE szogfelezd, ezért ACEX =g is teljesul. Tehat CE || DB, igy az : 4.11. &bra 7. a) példa
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: ACE és az ADB haromszog hasonld. A megfelel6 oldalak aranya tehat
¢ egyenld:

Az aranyt igy is kifejezhetjiik valamely K pozitiv valos szam segitségé-
¢ vel: AE=Dbk és AB=(b+a)-k.

: Ekkor EB = AB— AE = (b+a)-k —bk = ak.

AE bk b

: Tehdt — =—=—.
: EB ak a

4.12. 4bra Altalanos érvényti meg- : |#
allapitas : % Vegyiik észre, hogy eddig minden megallapitasunk altala-
~ nos érvényl volt (a haromszog adataitol fiiggetlen). A kapott
eredmény tehat maskor is alkalmazhatd. Ezzel bebizonyitottuk az
Un. szogfelezétételt.

............................................................................................

A haromszog egyik szogfelezéje a szemkozti ol-
: : dalt a szomszédos oldalak hosszénak aranyaban osztja két részre.

Alkalmazzuk is mindjart a példa adataival!

A CE szogfelezd az AB oldalt az AC és a BC oldal hosszanak
aranyaban osztja két részre. AC:BC =18:14=9:7, ilyen aranyban

osztja a szogfelez6 az AB oldalt. Igy AE =g%-24=13,5 egység,
7
9+7
b) Itt is a szogfelezotételt hasznalhatjuk, hiszen a beirt kor kozép-
pontja (O) a szogfelezok metszéspontja. gy az AO szogfelez6 az AEC
haromszdg A-bdl induld oldalainak aranyaban osztja két részre a CE
szakaszt. CO:OE =AC:AE=18:13,5=36:27=4:3. A beirt kor
kozéppontja 4:3 aranyban osztja két részre a CE szogfelezét.

4
=<

BE = -24=10,5 egység hosszusagu. (4.11. abra)

W

A

13,5 E

4.13. &bra 7. b) példa

1. Az ABC egyenld szarGi haromszog beirt korének kézéppontja K. A beirt kornek az AB alappal vett
érintési pontja E, a BC szérral vett érintési pontja F. Mutassuk meg, hogy AECa~ KFCa! Szamit-
suk ki a beirt kor sugarét, ha a haromszdg alapja 16 cm, szarai 17 cm hosszlak!

2. Szamitsuk ki az egyenld szartu haromszog koriilirt korének sugarat, ha alapja 14 cm, szarai 25 cm
hosszuak! Keressiink hasonlé haromszdgeket!

3. Hogyan valtozik meg a) egy négyzet, b) egy haromszog, c) egy kor kertilete és tertilete, ha végre-

hajtunk rajta egy 3, egy % egy 4 aranyl hasonldsagot?

4. Mutassuk meg, hogy az ABC haromszdgben g = g ahol E az A csucsbol indulo szogfelezd

metszéspontja a szemkozti oldallal!

r. 118 .-.
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telesiterul eteas O GRESI S G El 2 HEE SH T T

%/ 1,04l Az ABC egyenld szara haromszog két oldalanak :
i hossza 18 cm és 41 cm.
i a) Szamitsuk ki a haromszog alaphoz tartozo magassagat, keriiletét, :
| teriiletét, korilirt korének sugarat és annak a teriiletét!
| b) Nagyitsuk ezt a haromszdget a haromszorosara (A'B'C” harom-
520g), és szamitsuk ki az igy kapott haromszdgnek ugyanezen ada-
: tait! 5
i ¢) Foglaljuk téblazatba az — eléz6ekben kapott — eredményeket, :
majd hasonlitsuk 6ssze a két haromszog megfeleld adatait, és ezek !
i hanyadosat is tiintessik fel a tblazatban! :

Megoldas:

a) Nyilvanvalo, hogy a 18 cm hosszusagt oldalak nem lehetnek a sza-
rak, mert 6sszegiik nem lenne nagyobb 41 cm-nél. A haromszog alapja
18 cm, szérai 41 cm hosszuak.

(1) Kezdjiik a kertilettel! K =18+41+41=100 (cm).

(2) Az egyenld szaru haromszogek alaphoz tartoz6 magassaga az F
pontban felezi az alapot, igy ismerjik az ABF derékszogii hAromszog
egyik befogojat (9 cm) és atfogojat (41 cm). Ebbdl ki tudjuk szamol-
ni a Pitagorasz-tétel segitségével a masik befogd hosszat, amely egy-
ben az ABC haromszég alaphoz tartoz6 magassaga: BF?+9% =417,

BF =m, =+41*—9? =40 (cm). (5.2. dbra)
. ) . AC-m .

(3) Az ABC haromszog teriilete: T, = — b = —18240 =360 (cm?).
(4) A haromszog koriilirt korének kozéppontja legyen O! igy az ol-
dalfelez6 merélegesek O-ban metszik egymast. 9. osztalyban az
ilyen feladatokat mar megoldottuk gy, hogy csak a Pitagorasz-tételt
hasznaltuk. Most gyakoroljuk inkabb a hasonlésag alkalmazasat! Le-
gyen E az AB oldal felezopontja! (5.3. abra) Ekkor BEOa~ BFAa,
mivel szogeik egyenldk. Ebbol kovetkezéen a megfelelé oldalak

aranya is egyenlo: ¥=§ Itt BO éppen a korulirt kor sugara:
BO=E-BE=E-4—1=21,0125(cm).
BF 40 2

(5) Az ABC haromszdg kordlirt kdrének (k) teriilete:
T, = BO?z = 21,0125° 7 =~ 1387 (cm?).

b) A haromszdg 3-szoros nagyitasa soran minden oldal hossza a harom-
szorosara n6. Az A'B’C’ haromszog oldalai: 54 cm, 54 cm és 123 ¢cm
hossziak. Az egyes szamitasokat olyan modon hajtjuk végre, mint az
a) esetben.
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aglespalkalmazasan

1 (1) A A'B’C’” haromszog kertlete: K”=54+123+123 =300 (cm).
=1
1 i=4a=4 (2) BF’ =m’=+123" - 27* =120 (cm)
Tod ot (3) Az A'B’C’ haromszdg terilete:
o AC’-m’  54.120
1 1 Tyee = = =3240 (cm?).
a=2 2
1 K'=8 (4) A koriilirt kor sugara:
T'=4 Y
B0 =28 g =12 183 g5 5375 (cm).
1 BF 120 2
(5) Az A'B’C’” haromszog kortilirt korének terilete:
K?:z ;4 T, = B'O"”r =63,0375° 1 =12484 (cm?).
5.4. &bra Egyszerli szemléltetés 9)
ABCa A'B'C'a arany

Szarak 41 cm 123 cm 3
Alap 18 cm 54 cm 3
Alaphoz tartoz6 magassag 40 cm 120 cm 3
Kerulet 100 cm 300 cm 3
Tertilet 360 cm® 3240 cm? 9
Korlirt kor sugara 21,0125 cm 63,0375 cm 3
Korilirt kor terilete 1387 cm® 12484 cm? 9

&
= Vegyiik észre, hogy minden hossziisdgadat a hasonlosag ara-
: nyaban valtozott (a feladatban a 3-szorosara). Ez a hason-
losag aranytart6 tulajdonsagabol kovetkezik! A teriiletek aranya a
hasonlésag aranyanak négyzetével egyenld (a feladatban ez 9). Ez
azért van igy, mert két tavolsagadatot szorzunk Ossze egymassal,
és mindkett6 a haromszorosara novekedett. A szorzat igy nyilvan
9-szeresére valtozott.

m Tetel Hasonl6 sikidomok teriiletének aranya egyenld a
: hasonlosag aranyanak négyzetével. :

...................................................................................................

A bizonyitast altalanosan nem tudjuk elvégezni, de sokszdgekre és kor-

re meg tudjuk mutatni az allitas igazsagat.

Haromszogekre igaz az allitds az eldbb elmondottak szerint. Irjuk le
) =Am, most képletekkel is azt, amit az imént szavakban is megfogalmaztunk!

(A hasonloség ardnyét A-val jeloljik.)

- ’ ’ - -
a-m, _Aa-Am, _g2.am,

T =
4 2 2 2

=2%T,

55 4braa’'=a T'=A*T
120
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Minden sokszoget fel tudunk bontani véges sok haromszogre. Jeloljiik
ezek teruletét T,, T,, ... , T -nel, képiik tertiletét pedig T,", T/, ..., T,-
vel! Ekkor

T =T/+T/+..+T =2 T+ A% T,+.+1° T =

=22 (T +T,+...4T )=22T.

Tehat tetsz6leges sokszdgre teljesiil az allitas.

b 5.7. &bra Nagyitas

5.6. abra

Korre még egyszeriibben adodik az allitas:
T =r"x =(/ll)2ﬂ =A% 0*r=21%T.

7, 04ldz Norbi apukdja éppen egy gomb alaku orias lufit
i probal folfijni. Koriilbeliil 80 cm atmérdjii a 1éggdmb, amikor az :
i apa kifulladva megszolal: :
i — Ugye ennyi mar elég lesz, kisfiam? :
| — Apa, légy szives, fujd még egy nagyon kicsit! Legalabb akkoréra, :
hogy ne férjen ki az ablakon! (Az ablak 1 méter széles.) ;
i — Ne kérj lehetetlent, Norbikam!
i Miért vélaszolhatta ezt Norbi apukaja? .
i Az addig befujt levegémennyiségnek hany szazalékat kellene még
i belefujnia a lufiba az apukanak, hogy teljesitse fia kivansagat? E16- '
i szor tippeljink, majd szamoljunk! '

Megoldas:
A lufi atmérdjének 80 cm-rdl legalabb 100 cm-re kellene nénie.
3 3
A 80 cm atmérdjli léggdmb térfogata V, :MTﬂ: 4 43? =

256000

7 =~ 268083 cm® = 268 dm°®, azaz eddig mér kb. 268 liter le-

vegoOt fijt bele Norbi apukaja.
3 £n3
A 100 om amérsii légeomb térfogata V, = o~ = 4507 _

500000 3 3 . 3 3
= 3 7w =523599 cm® =524 dm°, vagyis koriilbeliil még ugyan- : 5.8. 4bra, Ne kérj lehetetlent...!”
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| ?1'-;-Il-;§onléség gshalkalmazasan

¢ annyi leveg6t kellene fujnia a 1éggdmbbe, mint addig dsszesen. Az ad-
¢ digi levegémennyiségnek tehat koriilbeliil a 100%-at kellene még be-
fijnia Norbi apukajanak. (Arrdl nem is beszélve, hogy kdzben a befhjt
levegére egyre nagyobb nyomast gyakorol a 1éggdmb gumifala, igy
: egyre nehezebb is a fljas, és még tdbbet is kell befdjni a remélt méret
eléréséhez.)

.
.

. L

° [

° .

. =t

: ?

.

% Vegyiik észre, hogy a léggomb térfogatvaltozasat ugy is ki
: tudtuk volna szamolni, hogy a konkrét térfogatértékeket nem
- ¢ szamoljuk ki!

V. 3 5 _(n)_(2)
v, 4’z | 2r,
3

: Vagyis a két gomb térfogatanak aranya egyenld sugaraik (vagy at-

5.9. abra Egy szép és még ép lég- ©  meéréik) aranyéanak kobével.
gémb :

S
N-1
w
S|

Innen ugyanazt az értéket kapjuk, mint a fenti megoldasbol:
H 3

Vo (25 ) _(0)_(5)_125_, 4

$ vV, |2 8 4 64

. 5, u2ldz Héanyszorosara valtozik a felszine és a térfogata an-
i nak a szabalyos négyoldalt gulanak, amelynek minden élét 25%-kal :

Megoldas:

Ha minden élét 25%-kal, azaz az %—ével csokkentjlk, akkor minden él
hosszat a %—ére valtoztatjuk. gy az eredetihez hasonl6 gulat kapunk,

4\ ahol a hasonlésag ardnya A = % A gulakat hatarolo megfelel6 sokszo-

: gek is hasonléak (ugyanilyen hasonlésagi ardnnyal). A felszinnél te-
» hat egyszerti dolgunk van: hivatkozhatunk az el6z6 tételre. Eszerint az

: egyes sokszdgek teriilete Ugy aranylik egymashoz, mint a hasonlésag

/\

5.10. dbra 3. példa : valtozik, igy ezek Osszege, a felszin is.
Mielétt a térfogatok ardnyat kiszamitanank, megallapitjuk, hogy a gula

2
aranyanak négyzete. Minden egyes lap teriilete A’ :G) -szeresére

magassaga Is a Z—ere valtozik (a hasonlosag aranytarto tulajdonsaga

miatt). Az 0j térfogat igy:

.'. 122 .-.
‘ .
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Tm A22T-Am_ A*T-m
3 3 3

V= =A%V, vagyis a térfogat

3
A% = (%J -szorosére valtozik.

A felszin tehat a %—éra (56,25%-4ra), a térfogat pedig a g -ére (kb.
42,19%-ara) csokken.

Az eldz6 feladatok a kovetkezd tétel egy-egy specidlis esetét igazoltak.

Tétel Hasonl6 testek felszinének ardnya egyenld a ha-
: sonlosdg aranyanak négyzetével, térfogatuk aranya pedig egyenld a :
: hasonlosag aranyanak a kobével. ]

...................................................................................................

A=A é V=1V

- ) L 5.11. &bra A gyémant értéke

Ezek az Osszefliggések nemcsak siklapokkal hatarolt testekre teljesil- : egyenesen aranyos a tsmegének a
nek, hanem barmely két hasonl6 testre. (Lasd pl. 2. példa.) négyzetével

.-f{ b odldza Egy egyenes korkap alapkoérének sugara 12 cm,
i Tagassaga 30 cm. A kupbdl az alapjéval parhuzamos sikkal egy kis :

kapot vagunk le, melynek térfogata 21—7 -ed része az eredeti kup tér-

fogatanak. (5.12. dbra) .
i Milyen magas a megmaradt test (csonka kiip), mekkora a felszine és
. a térfogata? '

Megoldas:
Mivel az alaplappal parhuzamos sikkal vagtuk el a nagy kapot, igy a
levagott kis kiip hasonld lesz az eredetihez. A hasonldosag aranyanak

kobe: A° = 2—17 Vagyis a hasonl6sag aranya: A = %

Igy az eredeti magassagnak is a harmadrésze keriil a kis kupba, vagyis
a kis kap 10 cm magas, alapkdrének (amely egyben a csonka kip fedo-
kore is) sugara 4 cm. A csonka kup magassaga tehat 20 cm.

Térfogatat kozvetleniil a feladat adatai alapjan is kiszamithatjuk, hiszen

az eredeti kup térfogatanak g -ed része.

V _E.Tmapk@r'm_§.122-ﬂ~30_41607r
csonka kap 27 3 27 3
A csonka kup felszine egyenld alap- és fedokorének teriilete plusz a

palastjanak teriilete. A palast teriiletét ugy kaphatjuk meg, ha kivonjuk

~ 4356 (cm?)

5.12. &bra Kup és csonka kip
123
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asonlpsagiesialkalmazasan

az eredeti kap palastjanak tertiletéb6l a kis kap palastjanak teriiletét.
Mivel a kis kip A = 3 arannyal hasonld a nagy kdphoz, ezért palastja

is ugyanilyen arannyal hasonl6 a nagyéhoz. (Kénnyen belathat6, hogy
ez a kiteritett palastokra is igaz.) Igy a kis kup palastjanak teriilete

1
2 ’ ;g
5.13. abra Kiralyi palést A= 3 -ed része a nagy kupénak.
A nagy kap palastjanak teriilete:

Pagy ke =127 =124/30? —12% - ~12-27,57 ~1036,6 cm”. It a kiip
alkotojanak hosszat a Pitagorasz-tétellel szamoltuk ki.

1
iskip — § I:)nagy Kip —

P, %~1036,60m2 ~115,2 cm?

Igy a csonka kup palastjanak teriilete:

Pcsonka kip = Pnagy kip — Pkis kip = 921, 4 sz
A csonka kup felszine tehat
A&sonka kip — 12 +4%n + Pcsonka kap = 1424 cm?.

3, 02l Egy téglatestbol egy sikkal levagtunk egy darabot, |

i amely hasonl6 az eredetihez. Mit mondhatunk a téglatest éleirél, ha :
 az eredeti test térfogata 216 cm”®, felszine pedig 228 cm?? :

Megoldas:
Ha a levagott darab hasonlé az eredetihez, akkor az is téglatest lesz,
4 tehat az eredeti téglatest valamelyik lapjaval parhuzamosan kellett vag-
D nunk. fgy két élének a hossza véltozatlan marad a vagas soran, csak a
| harmadik lesz rovidebb, mint eredetileg volt.
| c Ha az eredeti téglatest élei kozti relacio: a<b<c volt, akkor csak
i a legnagyobbat vaghattuk el (c”). A levagott téglatest élei kozti re-

e - L '
4V} lacié: ¢’<a<b. A megfelelé élek aranya: - = % _2_ ;. Ebbel
ST = a C
\/a adodik, hogy c¢’=Aa, a=AaAb, b=Aac, igy ¢’=la=A’h=A%
b

(igy nyilvan 0 < A <1).
5.14. abra 5. példa A térfogat ismeretében felirhatjuk a kovetkezOt: V =abc, tehat

216 =2A%c-Ac-c=2%" =(Ac)’ =b>. Ebbdl tudjuk, hogy a nagysag

szerint k6zéps6 él hossza b =6 cm. Ennek a segitségével kifejezhetjiik

a felszint: A:Z(ab+ac+bc):2(1b~b+ib~%+%b):

=2 36-/1+36+§ =72 /lJr1+1 .
A A

A felszin ismeretében pedig kiszamithatjuk 4 értékét.

124
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72(/1 +1+%)= 228 [:72

csak az 1-nél kisebb szam felel meg a feladat feltételeinek. 5.15. abra Csak a 2 felel meg a
3

feltételnek

a1+
A 6 :
AZ—E/I+1 0
13 13,5 N\
36 6 1345 :
12
e rs L 1 18 3 2 ot
Innen A-ra két érték adodik: A, _EZE és A, = 3. De ezek koziil :

igy a=§-6=4cm, b=6cm és c=6:§=9cm.

1. Hanyszorosara valtozik egy haromszog keriilete és teriilete, ha minden oldalat a) a 2-szeresére,
b) a 3-szorosara, ¢) a %—szeresére, d) az 1,1-szeresére valtoztatjuk? A megfeleld adatokat foglaljuk

tablazatbal!
2. Hanyszorosara valtozik egy kocka felszine és térfogata, ha minden élét

. . 3 . 2 .
a) 2-szeresére, b) 3-szorosara, ¢) = -szeresére, d) 1,1-szeresére valtoztatjuk?
4

A megfelel6 adatokat foglaljuk tablazatba!

3. Kossiik 0ssze egy négyzet szomszédos oldalfelez6 pontjait! Hanyadrésze az igy kapott négyszog
terilete az eredetiének? Mit mondhatunk ezek alapjan a két négyszog oldalainak aranyarél?

4. Adott haromszog egyik oldalaval parhuzamosan szerkessziink olyan egyenest, amely két egyenld te-
riileti részre bontja a haromszoget!

5. Egy szabalyos hatoldalt gulat elmetsziink a magassag csucs feldli negyedelépontjan at az alaplap-
pal parhuzamos sikkal. Hatarozzuk meg, hogyan aranylanak egymashoz
a) a levagott kis gula és az eredeti nagy gula élei;

b) a kis gula és a nagy gula alaplapjanak teriilete;

c) a kis gula és a nagy gula felszine;

d) a kis gula és a nagy gula térfogata;

e) a kis gula és a nagy gula beirt gombjének sugara;

f) a kis gula és a nagy gula beirt gdmbjének felszine;

g) a kis gula és a nagy gutila beirt gombjének térfogata;

h) a kis gula és a nagy gtla koriilirt gdmbjének sugara;

i) a kis gula és a nagy glla szomszédos oldalélei altal bezart szogek!

:. 125 .1
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%ﬂ ‘|, 04lds Milyen az a test, amelynek feliil-, elol-, illetve ol-
 dalnézetét a 6.1. dbran latjuk? j

El6l Oldalt

Felil j

6.2. dbra A keresett test 6.1. dbra 1. példa

Megoldas:
Lehet pl. a 6.2. dbréan lathaté satorforma.

"
=

% Vegylik észre, hogy ez a probléma hasonlit ahhoz, amelyben

a derékszogl haromszog atfogojara vetitettiilk merdlegesen a
befogokat! A miiszaki rajzokban meg szoktak adni a lathato éleket és
arejtett éleket is a feliil-, elol- és oldalnézeti képeken, hogy pontosan
vissza lehessen allitani e képek segitségével az eredeti testet. Tobbek
kozt ebben kiilonboznek a miiszaki rajzok egy merdleges vetiilettol.

6.3. dbra Miiszaki rajz

Miutan mar van egy képilink a merd6leges vetitésrdl, probaljuk most
pontosan meghatarozni ennek a fogalmat!

R —
i  Nafluldd Az egyenesre vett meréleges vetités olyan geo-

Tmetriai transzformacié a sikban, amelynél adott egy egyenes, és a :

J\ i sik minden P pontjahoz tgy rendeljik hozza a P’-vel jelslt pontot, :

;,, b; G i hogy P’ a P pontbol az adott egyenesre allitott mer6leges szakasznak

i a talppontja legyen. (6.4. dbra)

...................................................................................................

6.4. dbra Pontok merdleges ve-

. tilete Ertelemszertien az egyenes minden pontjanak a képe 6nmaga.
.. ottt ..
S126 %
) [ ]
) [ ]
) [ ]
9 °
L) o
[ ] L]
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Nézziik mindjart a térbeli meréleges vetitést is!

Dafini<ia A sikra vett meréleges vetités olyan geometriai
: transzformacio, amelynél adott egy sik, és a tér minden P pontjahoz :
: Ugy rendeljuk hozza a P’-vel jel6lt pontot, hogy P’ a P pontbdl az :
: adott sikra allitott merdleges szakasznak a talppontja legyen. ]

...................................................................................................

A merdleges vetités tulajdonsagai:
Az adott egyenes (sik) minden pontjanak képe dnmaga.
Barmely egyenes képe egyenes, ha az egyenes nem merdleges az
adott egyenesre (sikra), és egyetlen pont, ha merdleges ra.
Ez 6sszhangban van azzal a tulajdonsaggal, hogy a merdleges vetités
nem kdlcsondsen egyértelmi transzformacio, azaz a képpontok segit-
ségével nem tudjuk megmondani az eredeti pont helyét (csak annak
egyenesét). Eppen ezért szoktak tobb nézetet is megadni a miiszaki
rajzoknal. Olykor még a harom f6 koordinatasikon kiviili Gjabb si-
kokra meréleges nézeteket is megszerkesztik.
Barmely szakasz képe legfeljebb olyan hosszl szakasz, mint az
eredeti (vagy a kép egyetlen pont, ha a szakasz merdleges az adott
egyenesre, illetve sikra). Es csak pontosan akkor egyenld a szakasz
és képének a hossza, ha a szakasz parhuzamos az adott egyenessel,
illetve sikkal.

B
& D
A
;
1\ F
& g D 12 \I

Megoldas:
Egy atméro hosszsagu szakasz.

Megjegyzés: Egy kor sikra vetett merdleges vetiilete vagy kor lesz, ha
a kor sikja parhuzamos a megadott sikkal, vagy egy atmérd hosszusagu
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6.5. abra A P pont merdleges ve-
tlete: P’

6.6. abra Egy egyenes képe lehet
egyenes vagy pont

6.8. abra Korok vetiiletei egye-
nesre
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szakasz, ha a sikja merdleges az adott sikra, vagy pedig minden mas
esetben ellipszis.

: / .
6.9. dbra Honnan sit a nap? Az \ \
K, " ks

arnyékok segitenek 2

6.10. dbra Kiilonboz helyzetli korok vetiiletei

Az eddig elmondottak alapjan nyilvanvald, hogy a merdleges vetités
nem egybevagosagi transzformacio.

A tavaszi és 0szi napéjegyenldség idején déli 12-kor merdlegesen
siit a nap az egyenlitd kdrnyékén a vizszintes talajra. A targyak merdle-
ges vetiilete nem mas, mint az arnyékuk.

A esetén

Il
winy

Nézziink egy masik példat nem egybevagdsagi transzformaciora!
Nsilnidia  Adott egy e egyenes és egy /4 0-t61 kiillonboz6 va-
7 10s szam. Rendeljilk hozzé a sik minden egyes P pontjahoz azt a P’ :
: e : :pontot, amelyre teljesiilnek a kovetkezok: :
P 1 }zy i wl.ha Pee, akkor P'=P;
)3 Sull.ha Pee, akkor PP’ Le;
d(P’;e)= |/1[~d(P;e); tovabba ]
: 9 P és P’ ugyanabba az e-re vonatkoz6 félsikba esik, ha A >0, és :
6.11. abra Merdleges affinitas, ha kiilonb6z6 félsikba, ha A < 0.
A>0 i Ezt a transzformacidt az e egyenesre vonatkozo A aranyl merdleges :
i affinitdsnak nevezziik. Az e egyenest a merSleges affinitas tenge- :
: lyének hivjuk. :

.
...................................................................................................

A =—2esetén

b__--.rl' Vegyiik észre, hogy a merdleges affinitas definicidja nagyon

hasonlit a kdzéppontos hasonlésag definicidjara! Abban az

P 2y egy dologban kilonbdzik, hogy a kdzéppontos hasonlésagnél egy
T } X . pont adott, itt pedig egy egyenes.

=0
2x J< } g Figyeljik meg, milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a meréleges affi-
R nitas!
P Béarmely egyenes képe egyenes. (Ezt nem bizonyitjuk, bar nem ne-
6.12. dbra Mer6leges affinitas, ha : héz igazolni.)
A<0
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A esetén

(SN

By
/ e

6.13. dbra Kiilonboz6 helyzetli egyenesek merdleges affinitassal kapott képe

Ezen belil: a tengellyel parhuzamos egyenes képe is parhuzamos lesz a
tengellyel; a tengelyt metsz6 egyenes képe pedig ugyanabban a pontban
metszi a tengelyt, mint az eredeti egyenes.

Nyilvan nem tavolsagtarto a transzformacio, ha || #1. Elég pl.
egy, az adott egyenesre merdleges szakaszra gondolnunk, amelynek \B

2 = 0,6 esetén

egyik végpontja az egyenesen van (6.14. abra). De ebben az esetben
a mer6leges affinitds még az arénytarté tulajdonsaggal sem rendel-
kezik, hiszen egy, az affinitas tengelyével parhuzamos szakasz képe

egyenld hosszu az eredeti szakasszal, mig a tobbi szakasz hossza meg-

. A=A e
valtozik.
Ugyanakkor az megallapithato, hogy felezdpontot felezépontba
visz at. 6.14. dbra A merdleges affinitds

Ha viszont A =1, akkor specidlisan az identikus transzformaciét : nem aranytart6
kapjuk. Ha A =-1, akkor a tengelyes tlikrozést.

Ha 24 %1, akkor a transzformacié fixpontjai a tengely pontjai,
invarians egyenesei pedig (a tengelyen kiviil) a tengelyre merdleges
egyenesek.

. L 1 :
: Mi lehet egy a oldalu négyzet A = > aranyl merd- :
 leges affinitassal kapott képe? :

i Mitol fiigg a valasz?

Megoldas: D c

Mar emlitettiik, hogy az egyenld hosszusagu szakaszok képe sem fel-

tétleniil egyenlé. fgy nyilvan fiigg a négyzet és a tengely kolcsonds 221

elhelyezkedésétol, hogy mi lesz a négyzet képe. 4 o o
Ha a négyzet valamely két oldala parhuzamos a tengellyel, akkor

ezen oldalak képe is parhuzamos lesz a tengellyel, képiik hossza is a, A B

csak feleolyan tavol fog elhelyezkedni a tengelytdl. Ekkor a masik két P 5

oldal viszont merdleges a tengelyre, igy képiik is merdleges lesz a ten- [\ [\

e

gelyre, de hosszuk a felére valtozik. Igy tehat egy téglalapot kapunk,

6.15. 4bra Ebben az esetben tég-

, - B
melynek szomszédos oldalai a és ) hosszusaguak. lalap
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Ha a négyzet egyik atléja parhuzamos a tengellyel (ekkor a masik
merobleges), akkor olyan négyszdget kapunk, melynek atloi szintén me-
r6legesek egymasra, de a tengelyre merdleges atlo feleolyan hosszi,
mint eredetileg. Ekkor tehat egy rombuszt kapunk képként.

_1 _1
A= ? D A 2 D

6.16. &bra ,Sikra vetités” egy
pontbol c

A D’ C

y D
A c A G
B B
e e

6.17. 4bra Ebben az esetben rom-  6.18. dbra Ebben az esetben para-
busz lelogramma

A tobbi elhelyezkedés esetén paralelogrammat kapunk (6.18. ébra), hi-
szen a keletkezd négyszog atloi tgyszintén felezni fogjak egymast.

A mer6leges affinitas tehat nem szogtartd, igy altalaban az sem igaz,
hogy a sikidomok meréleges affinitassal kapott képe hasonlo volna az
eredeti sikidomhoz.

%? 2 04l Olvassuk le a 6.19. abran lathato fuggvénygrafi-
i Kon alapjan a fiiggvény értelmezési tartoméanyat és értékkészletét!
Megoldas:

A feladat nem 1j, nem is bonyolult. Csak azért szerepel itt, hogy ész-
revegyiik, hogy a fliggvény értelmezési tartomanya a grafikonjanak
mint ponthalmaznak az x tengelyre es6 mer6leges vetiilete, a konkrét
fiiggvénynél a [2;7] intervallum. Az értékkészlete a fliggvény grafi-
konjanak mint ponthalmaznak az y tengelyre vett mer6leges vetiilete,

példankban a [—3;5] intervallum.

e 9, 04ld Milyen geometriai transzformaciokat kell végre- :

‘hajtani az f:R > R; f(x)=x* fiiggvény grafikonjan, hogy az :
6.19. abra Az értelmezési tarto- ©  alabbi valés fliggvények grafikonjat kapjuk eredményiil? :

many és az értékkészlet konnyen : ) ) 5 1,
leolvashato a) a(x)=x"+3;b) b(x) =2x"; ¢c) ¢(x)=(x+2)%; d) d(x)= _Ex
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Megoldas:

Az f figgvény grafikonjat az y tengellyel parhuzamosan el kell tolni
pozitiv iranyba 3 egységgel, hogy az a fiiggvény grafikonjat kapjuk.
A b fiiggvény képét az f képébol egy olyan merdleges affinitassal kap-
juk meg, amelynek tengelye az x tengely, aranya pedig 2. Ezt y tengely
menti (y tengellyel parhuzamos iranyu) kétszeres nyujtasnak szoktuk
nevezni. A ¢ fiiggvény képét Gigy kapjuk meg, hogy az f képét az x ten-
gellyel parhuzamosan eltoljuk negativ iranyba 2 egységgel. A d képét
az f képébdl szintén egy merdleges affinitassal kapjuk, amelynek tenge-

lye az x tengely, aranya pedig —%. Ez két 1épésben is megvalosithato:

egy y tengellyel parhuzamos iranyd, 3 arany( zsugoritassal és az x

tengelyre tikrozéssel.

b
Y
A=2
f
01 4 % X
6.21. 4bra Merdleges affinitas 6.22. 4bra Eltoléas

9,03l Milyen geometriai transzformaciot kell végre-
hajtani az f:R, > R; f(x)= Jx fiiggveény grafikonjan, hogy a |
. g(x) =+/2x hozzarendelési szabalyu fiiggvényt kapjuk? :

Megoldas:
Korabban mar tanultuk, hogy ez egy ,.x tengely menti zsugoritas a fe-
l1ére”, vagyis egy olyan mer6leges affinitas, amelynek a tengelye az y

. 1
tengely, az aranya pedig >

Ahogy Ujabb és Gjabb geometriai transzformaciokat ismertink meg,
egyre kevesebb ,,j0” tulajdonsaggal rendelkeztek. De az Osszes ed-
digi transzformacidnak volt egy kozos tulajdonsaga: mindegyik
egyenestartd. Jogosan vetddik fol a kérdés, hogy 1éteznek-e olyan geo-
metriai transzformaciok, amelyeknél egyenes képe nem egyenes.
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~

6.23. &bra Merdleges affinitas

6.24. &bra Merbleges affinitas
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asonlpsagiesialkalmazasan

A hétkdznapi életbdl kdnnyedén talalunk ilyen példat (gorbe tii-
kor). Nézz utana az interneten mit jelent az anamorfozis kifejezés.

A matematikaban is értelmeziink ilyet, pl. ilyen a kdrre vonatkozo
inverzio.

Dafinida A koOrre vonatkozé inverzié olyan geometriai
: transzformacio, amelynél adott egy kor a kozéppontjaval (O), és a :
i kor sikjanak minden P pontjahoz (kivéve O-t) tigy rendeljiik hozz4 :
i a P’-t, hogy P’ az OP félegyenesen legyen az O-t6l olyan tavolsag- :
ra, hogy teljesiiljon ra az OP-OP’=1° @sszefiiggés, ahol r a kor
6.25. dbra A korre vonatkozo in- © i sugara. :
VErZib 3 tsserssessesssessssesessesssssesssessis s ————————-

Ennél a transzformacional valoban nem lehet minden egyenes képe
egyenes, hiszen ha vesziink egy olyan egyenest, amelynek minden
pontja a koron kiviil esik, akkor a képének minden pontja a koron beliil
kell, hogy essen, igy valoban nem lehet egyenes.

6.26. dbra Egy egyenes, amelynek képe kor

1. Szerkessziik meg egy haromszdgnek egy egyenesre vett merdleges vetiiletét! Mutassuk meg, hogy
az igy kapott szakasz nem lehet hosszabb a haromszdg egyik oldalanal sem!

. . 2
2. Adjunk meg olyan merdleges affinitast (tengelyével és aranyaval), amely az e tengelyli, A = 3

aranyu affinitassal kapott képpontok mindegyikéhez az eredeti pontot rendeli hozza! (Azaz: keres-

s

3. Mutassuk meg, hogy a merdleges affinitas kdlcsondsen egyértelmil geometriai transzformacio!

4. Igaz-e, hogy minden paralelogrammahoz talalhat6 olyan merdleges affinitas, amelynél a paralelog-
ramma képe négyzet lesz?

5. Milyen hozzarendelési szabalya van annak a fliggvénynek, amelynek a képét az f :R; > R;
f(x)=+/x fiiggvény képébsl
a) olyan merdleges affinitassal kapjuk meg, melynek tengelye az x tengely €s aranya 3;
b) olyan meréleges affinitassal kapjuk meg, melynek tengelye az y tengely és aranya 3?
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6. Milyen transzformaciot kapunk két egyenlé aranyl meréleges affinitas szorzataként, ha a két ten-
gely mer6leges egymasra?

7. Mutassuk meg, hogy helyes az alabbi szerkesztési eljaras! A feladat egy P pont adott korre vonatko-
z6 inverz képének megszerkesztése.
I. eset: Ha a P pont kiils6 pontja a kornek, akkor szerkessziink érint6t a P-n at a korhoz, majd az
érintési pontbdl allitsunk mer6legest az OP félegyenesre! Ennek talppontja P. (O az adott kor kézép-
pontja.)
Il. eset: Ha a P belsd pontja a kornek, akkor az OP félegyenesre allitsunk merélegest P-ben, majd
ennek a korrel vett valamelyik metszéspontjaban szerkessziink érint6t a korhoz! Ahol az metszi az
OP félegyenest, ott lesz a P’ pont. (Az adott kor pontjai fixpontok.)

vt Keruleti éskozeppontiisZogeki(KEGESALOKNYY)

Ebben a leckében rendhagyd mddon egyetlen probléma megoldasat
igyeksziink megtalalni, kdzben érdekes dsszefliggésekre bukkanunk.

il . o AN

: 1, vdldz Egy uszoémedence vizfelszine téglalap alakt. Hova : iy
:"Uljon a parton az Uszomester, hogy a medence szemkozti oldalét a : _— _
i lehetd legnagyobb szogben lassa? R
Megoldas:

Ha mérések segitségével a gyakorlatban akarjuk megoldani a problé-
mat, akkor hamar rajoviink a valaszra, amit ugy is ellendrizhetiink, ha
elmegytnk Uszni. Az Uszémester leggyakrabban a medence hosszabbik
oldalanak kozepénél szokott tartozkodni. (Ez persze azzal is magyaraz-
hatd, hogy ha mentenie kellene, akkor a medence legtavolabbi pontjaig
mért tavolsag ebben az esetben a legkisebb. Ennek belatasat az olvasora
bizzuk.)

Ahhoz azonban, hogy matematikai eszk6zokkel meg tudjuk koze-
liteni ezt a feladatot, néhany kérdést még fel kell tenniink, és persze ><
meg kell valaszolnunk. Probalkozzunk a valaszt eldsegit6 ,,j6” kérdé-
sek megfogalmazasaval!

Ilyenek lehetnek példaul:
Meg tudjuk-e keresni az Giszomester partjanak azt a pontjat (azokat a
pontjait), amely(ek)bol egy bizonyos szogben latszik a talso part?
A part mely pontjaib6l latszik ugyanolyan szdgben a tulsé part?
Mely pontokbdl latszik egyenld szogben a tilsod part? (Nem feltétle-
niil csak a part pontjaibol.)
Hogyan valtozik a 1atdszog, mikozben az uszomester sétal a parton?
Lehet-e a rovidebb oldalon az a pont, ahonnan a szemkozti oldal a
legnagyobb szdégben latszik?

7.1. dbra Hova iiljek?

7.2. bra Lat6szog
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Sorolhatnank még tovabbi kérdéseket. Erdemes o6nalloan foglal-
t kozni egy kicsit a kérdések megvalaszolasaval is. Itt most csak egy-két
egyszeri valaszt adunk meg.

A masodik kérdésre példaul van egy olyan biztos valaszunk, hogy
a szemkozti oldalak kozos felezdmerdlegesére vonatkozo szimmetria
miatt a part barmelyik pontjbdl ugyanakkora szégben latszik a tlso
7 part, mint annak a tiikorképébél. Igy az oldalfelezé pont kivételével
r mindegyik pontnak van egy parja, ahonnan ugyanakkora a latoszog.

Ezzel persze nem mondtuk azt, hogy csak pontosan két pont all parban.
7.3. abra A medence ket pontja, : De a méréseink alapjan ezt sejtjiikk. Ennek alapjan a negyedik kérdésre
ahonnan a tlls6 part azonos sz0g- : jq eoy seités fogalmazodik meg. Azt sejtjitk (a mérések alapjan), hogy
ben latszik L fs s
ha az Gszomester végigsétal a medence mellett, akkor egyre nagyobb
szogben latja a tulso partot egészen addig, amig a part felez6pontjaig el
nem jut. Onnan tovabbsétalva pedig csokken a 1atdszog.

Az els6 kérdésre is csak részben valaszolunk. Meg tudjuk ke-
resni azokat a pontokat példaul, amelyekbol derékszogben latszik a
szemkozti part, ha van ilyen pont egyaltalan. Hiszen tanultuk Thalész

ahonnan 2 tilsi part derék- tételét, miszerint e pontok halmaza a talso parts.zaka§2 mint atmérd
szighen litszik? folé emelt kor. Ha ennek a kornek van kdzos pontja az innensd parttal,
— akkor abbol (vagy azokbol) a pontokbol derékszdgben latszik a talso
7.4. &bra Keressik meg a neten : Part. A parton tehat legfeljebb két ilyen pont lehet. Ha kicsit tavolabb is
a szabvanyos sportmedence mé- : elsétdl az uszomester, akkor pedig végtelen sok: a koriv minden pontja,
reteit! amelyik arra a partoldalra esik. Ezzel kdzelebb kerultiink a harmadik
kérdéshez is.
Az eddigiek alapjan tehat természetesen vetddik ol a kérdés: Vajon
teljesiil-e mas szogek esetén is, hogy azon pontok halmaza, amelyekbdl
a talso partszakasz egyenld szogben latszik, egy koriv?
Minden eddig megfogalmazott részeredményiink dsszhangban len-
ne ezzel. (Az eddigiekbdl azonban korantsem kovetkezik ez az allitas.)
Vizsgaljuk meg eldszor, teljesiil-e, hogy egy korvonal minden
pontjabol ugyanakkora szégben latszik a kor egy hurja!
El6szor végezziink itt is méréseket!
Lathatjuk, hogy ha a szakasz nem atmérd, akkor az egyik oldalan
1év6 koriv pontjaibol hegyesszdgben latszik a szakasz, mig a masik iv
pontjaibol tompaszdgben. A sejtéstinket tehat finomitanunk kell.
7.5. abra Egy htrhoz tartozé ke- A konnyebb targyalas érdekében vezessiik be a keriileti szog fo-
riileti szogek galmat!

Van-e az 50 méter hosz-
szii szabvinyos sportmedence
hosszabb oldalén olyan pont,

Dsiini<ia  Kerdleti szégnek nevezziik egy kor sikjaban azt a
* szoget, amelynek a cslicsa a kdrvonalon van, szarai pedig tartalmaz- :
i 74k a kor egy-egy hurjat, vagy illeszkednek a kor egy érint6jére. Ha :
a kerdileti szog valamely szara illeszkedik a kor egy érint6jére, akkor
i azt érintészarn keriileti szognek nevezziik. ;

...................................................................................................
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7.6. 4braNéhany AB ivheztarto-  7.7. 4bra Néhany CD ivhez tar- 7.8. 4bra Az AB ivhez tartozd
26 kerdileti szog toz6 kertileti sz6g (egyik) érintGszart keriileti szog
(a masik a B csucsu)

Azt szoktuk mondani, hogy a keriileti sz6g ahhoz a korivhez tartozik,

amelyiket a szarai kivagnak az adott korbol, és amelyik a keriileti szog

tartomanyaban helyezkedik el. Egy korivhez végtelen sok kertileti szog

tartozik. Es az a sejtésiink, hogy ezek mind egyenlék.
Nyilvanvalo, hogy kertileti szogrol csak egy adott kor esetében van

értelme beszélni. Hasonl6 a kdzépponti szég fogalma is, amellyel 9.

osztalyban ismerkedtiink meg. Emlékeztetdiil felidézziik a definiciojat. A
T O e . g
Laflii<dd  Egy kor sikjaban 1év6 szoget kdzépponti szognek :
Tneveziink, ha a csticsa a kor kozéppontja. (Szérai tehat tartalmazzak : ¢ 7.9. abra Az AB ivhez tartozd
: akor egy-egy sugarat.) i ¢ kozépponti szog

...................................................................................................

A kdzépponti szogbdl viszont csak egy van. Ha tehat jogos a sejtésiink,
¢és egy adott ivhez csupa egyenld keriileti szog tartozik, akkor ezek
mindegyikének ugyanolyan kapcsolatban kell allnia az egyetlen kézép-
ponti szoggel. Végezziink ismét néhany mérést!

Vegyiink fel egy kort és abban egy kdzépponti sz6get! Rajzoljunk
be néhany keriileti szoget, amely ugyanahhoz az ivhez tartozik, mint a
kozépponti szog! (7.10. dbra) Mérjiik meg a kdzépponti szog és a kerii-
leti szogek nagysagat is! Eljarasunkat ismételjiilk meg masik kdzéppon-
ti szoggel és ugyanazon ivhez tartozo keriileti szogekkel!

Eddigi tapasztalataink alapjan egyre valoszintibbnek latszik, hogy : 7.10. dbra Ugyanazon ivhez tar-
a sejtés helyes. Fogalmazzuk meg elészor a legutobb folfedezett Gssze- : 1026 kozépponti sz0g s kerlleti
fiiggést! Ez a kerileti és kozépponti szogek tétele. szbgek

érintd

&ﬂ Egy kor egy ivéhez tartozo kozépponti szog nagy-
: saga kétszerese az ugyanezen fvhez tartozo keriileti szogeknek. :

...................................................................................................

Bizonyitas:

l. eset:

A kor kozéppontja illeszkedik a kerlleti sz6g egyik szarara.

OP = OB (a kor sugara), ezért az OPB haromszog egyenld szaru. Az
alapon fekv szogei tehat egyenldk: OPBx = OBP X = a. Ugyanakkor @ 7.11. dbra 8 = 2a
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az AOBX kiils6 szoge az OPB haromszognek, nagysaga igy egyen-
16 az OPB haromszog két nem mellette fekvd szogének Osszegével.
AOBX = 2a. Ebben az esetben tehat teljestl a tétel allitasa.

I1. eset:

A kor kozéppontja a kertileti szog tartomanyanak (belsd) pontja.

Kosstik 6ssze a keriileti szog csucsat és a kor kozéppontjat egy egyenes-
sel! Ennek a kdrvonallal vett (P-t61 kiilonb6z6) metszéspontja legyen C!

A C pont két ivre bontja az AB ivet. Az AC ivhez tartozo APC keriileti
sz0g ugyanolyan helyzetben van az AOC kdzépponti szoghtz képest,

712, abra p,=2a,, B, =20, mint az [. esetben szerepld szogek. Ugyanigy a CB ivhez tartozé szo-
B=PB+pB,=2a gek. Ezekre a szogekre tehat egyenként teljestl a tétel allitasa. B, = 2a,
és B, =2a,. Igy B =B, +pB, =20 +20, =2(a, +a,) = 20.

Erre az esetre is igazoltuk az allitast.

I11. eset:

A kor kozéppontja nem pontja a kerlleti sz6g tartomanyanak.
Alkalmazzunk itt is az el6z6h6z hasonld eljarast! Kossiik 0ssze a kerti-
leti sz0g csticsat és a kor kozéppontjat egy egyenessel! A korvonallal
valo metszéspont legyen itt is C! Ekkor kiegészitettiik egy-egy szoggel
a kertileti és a kdzépponti szoget is olyanna, mint az els6 esetben sze-
713, dbra =2, B,=2a, replé. Es a kiegészité szogek is olyanok, igy ismét alkalmazhatjuk az

B=p,—B,=2a els6 eset eredményét. g =, - B, =2, —2a, = 2(a, —at,) = 2a1.

V. eset:

Az adott ivhez tartozo keriileti sz6g érintészara.

Most az AB szakaszt és annak felezOmerdlegesét huzzuk meg! (Az AB
szakasz felez6pontja legyen F!) Az FOB és az ABQ szog merdleges
szari hegyesszogek. (Legalabbis az abran hegyesszogek.) Igy nagysa-
guk egyenld. De OF éppen felezi az AOB kozépponti szbget, igy ebben
az esetben is teljesil az allitas.

Tehat nem volt véletlen, hogy mindig kétszer akkoranak mértiik a ko-
z€épponti szoget, mint az ugyanazon ivhez tartozo keriileti szoget.

A tételbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy ha az egy adott korivhez
tartoz6 minden keriileti szog fele az ugyanezen ivhez tartozé kozép-

7.14. dbra ponti szdgnek, akkor ezeknek a kerileti szogeknek egymassal mind
FOB<« = ABQ<, 8 = 2a egyenlonek kell lenniiik.
Tétel Egy korben egy adott korivhez tartozo kertileti

: szogek nagysaga egyenld.

...................................................................................................

Ez a keruleti szdgek tétele.

Egy masik kozvetlen kovetkezmény az az allitas is, hogy egy kor-
ben az egyenl6 nagysagu ivekhez tartoz6 minden keriileti sz6g egyenld
egymassal.
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T L
%“{, 2, 02l Allapitsuk meg, mekkora szogben latszanak a sza- :
i balyos kilencszdg oldalai az egyik csticsabol! =

Megoldas:

Ezt természetesen ki tudndnk szamolni korabbi ismereteinkre tdmasz-
kodva is. Most azonban hasznaljuk inkébb a keriileti szogek tételét!
A szabalyos kilencszog csticsai a kilencszog koré irt kort kilenc egyenld
ivre bontjak. Az ezekhez tartozo keriileti szogek tehat mind egyenldk.
(Koztiik szerepel két érintszart keriileti szog is.) Mivel a kilenc egyen-
16 szog Osszege az egyenesszog, egy-egy ilyen sz0g nagysaga 20°.

Eleget tudunk-e¢ mar az elsé példa megoldasahoz? Tudjuk, hogy egy
koriv minden pontjabol ugyanakkora szogben latszik a talso part, de
nem tudjuk még, hogy két kiilonb6z6 koriv esetén lehet-e ugyanakkora
a latoszog.

Vizsgaljuk meg egy adott kdr belsd pontjait! Mekkora szogben 1at-
szik a koriv (illetve a hur) ezekbdl a pontokbol? Hosszabbitsuk meg
az AC szogszarat a korvonalig (P pont)! Legyen az APBX =oa! Az
ACBX -et vizsgaljuk, ez pedig kiilsé szoge a PCB haromszdgnek, igy
nagysaga egyenlé a PCB haromszdg P-nél és B-nél 1év6 szogének 6sz-
szegével. Tehat az ACBX a B-nél 1év6 szoggel nagyobb o -nal.

Nézziik most a koron kiviil es6 pontokat! Az AD szakasz P-ben
metszi a korivet. APBX =a, és ez kiils6 szoge a DPB haromszdgnek.
Tehat a D-nél 1év6 szog pedig kisebb a-nal.

Azt kaptuk tehat, hogy az AB szakasz csak a koriv pontjaibol 1at-
szik ugyanakkora szogben. Annyival viszont ki kell egésziteniink eddi-
gi gondolatainkat, hogy az AB szakaszt tartalmazo egyenesre szimmet-
rikusan két jo koriv is 1étezik.

Ezzel a tétel megforditasat bizonyitottuk.

RaJ Ha egy szakasz egy pontbél « szogben latszik, ak- :
: kor az a pont két koriv valamelyikén helyezkedik el, az un. latosz0g- :
i koriveken. ]

Tétel Egy szakasz akkor és csak akkor latszik egy pont-
: bol a szogben, ha az a pont két koriv valamelyikén helyezkedik el, a :
: latoszogkoriveken. :

...................................................................................................

Most mar minden kétséget kizaroan meg tudjuk oldani az elsé példat.
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7.15. abra Kilenc egybevagd
iv, kilenc egyenld keriileti szog.
o =20°

A B

7.16. abra A kor bels6 pontjaibol

nagyobb szdgben latszik az AB
iv, mint a kérvonal pontjaibol

7.17. abra A kor kiils6 pontjaibol

kisebb szdgben latszik az AB iv,
mint a kdrvonal pontjaibol
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Ha egy koriv — amelynek hurja a téglalap egyik oldala — metszi
‘ a szemkozti oldalt, akkor a két metszéspont kdzotti szakasz minden
pontjabol nagyobb szdgben latszik a tilso part, mint a kdriv pontjaibol.
Tehat nem szabad, hogy messe a koriv az innensd partot. A kornek és
a téglalapnak viszont kell, hogy legyen egy kozos pontja, tehat a kor
csak érintheti a téglalapot, hogy a maximalis szoget talaljuk meg. Ez az
érintési pont pedig valoban az innenso part felezGpontja lesz.

7.18. dbra Az Uszémester a part
felezépontjabol latja a legnagyobb
szogben a tulso partot
L]
= Vegyiik észre, hogy egy félkorivhez tartozo kdzepponti szog
P - éppen 180°-os, igy a kertileti szog (a kertileti és kdzépponti
szogek tétele alapjan) 90°-o0s. Vagyis specialis esetként megkaptuk

a Thalész-tételt. Ha pedig egy pontbdl 90°-0s szogben latszik egy

i 0 i szakasz, akkor az a pont két olyan koriv valamelyikén helyezkedik
\180/ el, amelyekhez tartozo kdzépponti szog 180°, tehat éppen két egy-

mast teljes korré kiegészitd félkorivrol van szo. Ez pedig azt jelenti,
hogy a tétel megforditasa specialis esetként tartalmazza a Thalész-
tétel megforditasat.

7.19. &bra A félkorivhez tartozo
kertleti szog 90° (Thalész-tétel) g Ty
= 3, 02ls Szerkessziik meg egy adott szakasz 37°-o0s 1ato- |
- Sz0gkorivét! (A 37°-os szog felvételéhez hasznaljunk szogmérét!)

Megoldas:

Nézziik meg azt az abrat, amelynek a segitségével az érint6szaru kerti-
leti szogrdl igazoltuk, hogy fele a hozza tartozo kdzépponti szognek.
(7.20. abra) Ha a kor kdzéppontjat meg tudjuk szerkeszteni, akkor ké-
szen vagyunk, hiszen a korvonal egy-egy pontja adott.

A kor kdzéppontja egyrészt rajta van az adott szakasz felezGme-
réleges egyenesén, masrészt rajta van azon az egyenesen, amelyik az
érint@szar keriileti sz0g érintdszarara az érintési pontban merdleges.
Ezek metszéspontja tehat a kér kdzéppontja.

A szerkesztéshez 16l kell venniink egy 37°-os szoget, amelynek a
csticsa az adott szakasz egyik végpontja, egyik szara pedig tartalmazza
az adott szakaszt. A tobbi 1épés az imént leirtak szerint hajtando végre.

7.20. &bra Latoszogkoriv szer-
kesztése
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1. Vegyiink fel egy 3 cm sugarti kdrben egy 80°-os kdzépponti szoget! Szerkessziink néhany keriileti
szdget ahhoz az ivhez, amelyet a 80°-0s szdg szarai metszenek ki a korbol! Legyen a kertileti szogek
kozott érintészaru is!

2. Hany fokos keriileti szog tartozik ahhoz a korivhez, amelyhez
a) 48°-0s, b) 70°-0s, c) 120°-0s, d) 180°-0s, €) 270°-o0s, f) 139°-0s kozépponti szog tartozik?

3. Szerkessziink egy adott szakaszhoz
a) 60°-o0s, b) 23°-0s, c) 90°-0s, d) 108°-0s 1atoszogkorivet!

4. Az ABC haromszdgben az A csticsnal 73°-0s szog van. A haromszog koriilirt korének kézéppontja
K. Hatarozzuk meg, mekkora a BKC x'!

5. Claude Monet francia festd (1840—1926) mintegy hatvan képet készitett vizililiomokrol. Ezek koziil

néhany kivételesen nagy méretii festményt a parizsi Musée de I’Orangerie-ben allitanak ki 1927 ota.
(Kiilonos koriiltekintéssel kellett megoldani a miuzeum renovalasat, megujitasat, mivel a képeket —
méretiik miatt — nem tudtak a helyszinrdl elszallitani.)
Az egyik ilyen képe 200 cm x 1275 cm, vagyis kis hijan 13 méter széles. (A fal valamelyest gorbiil
a kép alatt, de ez itt most elhanyagolhatd.) A képpel parhuzamosan a terem kdzepén elhelyeztek né-
hany padot egymas mellett. Szerkessziik meg, hogy a padokon iilve melyik lehet az a pont, ahonnan
a legnagyobb szdgben latszik a festmény? (Mi lehet a festmény cime?)

7.21. &bra Claude Monet egyik vizililio-
mos képe

6. Keressiik meg, hol talalhaté Munkacsy Mihaly Honfoglalas cimii képének eredeti szinvazlata! Az
adott helyen mekkora a lehetd legnagyobb szog, amibdl a képet lathatjuk?

7. Hova szereljiik fel a hazfalra a térfigyel6 kamerat, ha azt szeret-

n’enk, hogy 2z ¢kszeriizlet kirakatat a lehetd legnagyobb szdgben 0%0/ skszeriizlet {b\\»\“’%
lassa? (7.22. abra) 3 D
S . g
] N 2
= 5\ =
D,
%Q\ﬁ& R >
S &
7.22. dbra 7. feladat
®® LT Y
o [ ]
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gl T P
%‘;ﬁ( 1, p4: Egy kor AB harja a nagyobbik AB kériv pontja- :
i 1bo6l 54°-0s szogben latszik. Hany fokos szogben latszik ugyanez a :

' hur a kisebbik AB v pontjaibol? :

Megoldas:
Az el6z6 leckében mar érintettiik ezt a problémat. Ott egy méréssel azt
allapitottuk meg, hogy az egyik korivbol hegyesszogben latszik a hur, a
masik koriv pontjaibol tompaszdgben.

Alkalmazzuk most a kerileti és kdzépponti szdgek tételét! Az
54°-o0s kertileti szoghdz tartozd kodzépponti szog 108°-os. Ezt egy
360°-108° = 252°-0s szog egésziti ki teljes szoggé. Ez a 252°-0s szog

8.1. abra 1. példa

éppen a nagyobbik AB ivhez tartozo kozépponti szog, vagyis a kon-
kav AOBX. Az ehhez tartozd kerileti szdget keressik, amely pedig

fele ennek a kdzépponti szdgnek. A kisebbik AB iv pontjaibdl tehat

252°:2=126°-0s szogben latszik az AB hdr.
%
&
“ = Vegyiik észre az altalanositas kézenfekvd lehetdségét!
Két egymast teljes korré kiegészitd ivhez tartozo kdzépponti
sz0g Osszege 360°. {gy az ugyanezen ivekhez tartozo keriileti szogek
“ (mindkettd a kdzépponti szogek nagysaganak fele) osszege is fele a

360°-nak, azaz 180°. Tehat nyilvan az a mérésiink sem volt véletlen,

8.2 abra hogy a kdrvonal ugyanazon hurjat a korivnek a hur egyik oldalara

B, + B, =360° es6 ivébol hegyesszogben, a masik oldali ivbél tompaszdgben latjuk.
(Feltéve, hogy a hur nem atméro.)
al+a2=&+&=180° gy
2 2
A most bizonyitott tételt masképpen is meg lehet fogalmazni.
Ehhez elevenitsiik fel a hurnégyszogek altalanos iskolabol mar ismert
fogalmat!

W Nafluidd Az olyan négyszoget nevezzikk hirnégyszognek, : :
amelyhez létezik olyan kor, amelyre a négyszégnek mind a negy
A : cslcsa illeszkedik.

...................................................................................................

Azért nevezziik hurnégyszognek, mert minden oldala ennek a koriilirt
& c kérnek a hurja.

8.3. dbra Hurnégyszog
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q‘.‘lr 7, 04l Egy htirnégyszog két szoge 65° és 102°. § 4
a) Mutassuk meg, hogy a két adott sz6g a hurnégyszog valamely ket
i szomszédos szoge!

b) Szamitsuk ki a masik két szog nagysagat! § C

, 8.4. abra Ha ABCD hurnégyszdg,
Megoldas: akkor o + 7 = 180° (és B + & =
a) A hiirnégyszog szemkozti szogei 180°-ra egészitik ki egymast, igy a : 180°)
két megadott szog nem lehet szemkozti, mivel nem 180° az Gsszegiik.
b) A 65°-o0s szoggel szemkozt 180°—65°=115°-0s szdg all, a
102°-ossal szemkozt pedig 180°—102° = 78°-0s.

Bizonyitsuk be, hogy ennek a tételnek a megforditasa is igaz!

............................................................................................

Tétel Ha egy négyszog szemkozti szogeinek osszege
: 1807, akkor az hurnégyszog.

...................................................................................................

8.5. dbra Ha o + y = 180°, akkor
ABCD hurnégyszog

Bizonyitas:
Indirekt modon probalkozunk a bizonyitassal (mint oly gyakran a téte-
lek megforditasanal). Kozben hasznaljuk fel a hurnégyszogek tételét és
a latoszogkorivnél targyaltakat!

Tegyiik fel, hogy van egy négyszog, amelyben a szemkozti szogek :
Osszege 180°, mégsem hurnégyszdg. Biztosan van harom csucsa, amely
nem esik egy egyenesbe (legyenek ezek az A, a B és a C csticsok), ezek
koré pedig pontosan egy kort tudunk irni. A feltevésiink szerint a negye-
dik csucs (D) nem illeszkedik erre a korre. A D csucsnak mindenképp
az AC atlonak B-tdl kiilénbdzé oldalara kell esnie, kiilsnben D-nél kon- © g 6 abra s> 180°—y lenne, de az
kav szog lenne, amit mar nem lehet 180°-ra kiegésziteni. nem lehet

Ha a D pont beliil van a koron, akkor D-bél nagyobb szdgben lat- D
szik az AC hdr, mint a B-t nem tartalmazo koriv pontjaibol. Marpedig
ezen pontok mindegyikébdl 180° — B szdgben latszik az AC hdr, haa B
pontbdl B szdgben. Tehat a D pont nem lehet a kordn beliil, mert akkor
nem lenne a szemkozti szogek 0sszege 180°.

Igy csak a koron kiviil lehetne, de ebben az esetben ugyanigy adé-
dik, hogy D-b3l 180° — B-nal kisebb szogben latszana az AC &tlo. Igy
azt kaptuk, hogy a D pont sehol sem lehet: sem a korén, sem a koron : 4
beliil, sem a koron kiviil. Ez az ellentmondas jelenti az indirekt feltevé-
stink hamis voltat. Tehat az eredeti allitas igaz.

C

C

8.7.4bra 6 < 180°—y lenne, de az
sem lehet
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1
—~

ag gsralkalmazasal

A \?\?"f( 4, 04l Bizonyitsuk be, hogy egy hegyesszogli haromszog :
i két magassdgvonalanak a talppontja és a haromszog harmadik cst- :
D i csa altal alkotott haromszdg hasonl6 az eredeti haromszéghoz!
Megoldas:
Hasznaljuk az abra jeloléseit! (8.8. abra) Azt szeretnénk tehat bizonyi-
tani, hogy AEDa~ ABCa.
B © Ehhez elegendé példaul azt megmutatnunk, hogy a szogeik pa-
ronként egyenlék. Mivel a BEC ésa BDCX is derékszog, ezért a
Thalész-tétel megforditasa szerint rajta vannak a BC atmérdjli koron.
8.8. dbra BCDE humégyszog Vagyis a BCDE négyszog hurnégyszdg. A hurnégyszdgek tétele alap-
jan pedig tudjuk, hogy szemkdzti szogeik 0sszege 180°. Tehat ha a B
csucsnal 1évé szog B, akkor EDC £ =180°— 8. Ennek mellékszbge az
EDAX, igy EDAX = .

Az ADE haromszognek van A-nal egy k6zos szdge az ABC haromszog-
gel (@), és van még egy egyenld nagysagu szogiik (), tehat a két ha-
romszdg valdban hasonlo.

Gyakorlasképpen bizonyitsuk be, hogy az AED haromszdg és az
ABC haromszdg akkor is hasonlé egymashoz, haaz A vagy a B csticsnal
tompaszog van. (A D és az E pont rendre az m, és az m_ magassavonal

talppontja.)
8.9. abra Keressiik meg a hasonl6 T
haromszgeket = 21, 04l Bizonyitsuk be, hogy a haromszog magassagpont- :

i Janak a haromszog barmelyik oldalegyenesére vonatkozo tiikorképe
i a haromszog korulirt korére illeszkedik! :

) Megoldaés:
Hasznaljuk a 8.10. &bra jel6léseit! Az AEMD négyszog két szemkoz-
é ti szoge derékszog, ezért a masik két szog Osszege is 180°. (Tehat az
“,‘\ AEMD négyszog hurnégyszog, de ezt itt a tovabbiakban nem hasznal-
ﬂ juk ki.) Igy EMDx =180°—a. Ennek cstcssz6ge a BMC £, igy az is
c

180°—a nagysagu. A tengelyes tiikrozés szogtarto tulajdonsaga miatt

B a BMCx is ugyanekkora, tehat az ABM'C négyszog két szemkozti
szogének 0sszege 180°. Ezért a hirnégyszogek tételének megforditasa

w szerint az ABM'C négyszog hiirnégyszog, vagyis van olyan kor, ame-

A =180t lyikre a négyszognek mind a négy csucsa illeszkedik. Ez viszont csak

a haromszog koriilirt kore lehet, hiszen azt mar egyértelmiien meghata-
8.10. 4bra A magassagpont tiikor- : rozza az A, B és C csUcs.
kepe a korulirt korre illeszkedik Ezzel igazoltuk, hogy a magassagpontnak a BC oldalra vonatko-
76 tiikorképe a korlirt korre illeszkedik. Mivel a BC oldal semmilyen
specialis tulajdonsagat nem hasznaltuk fel, ezért a bizonyitas nyilvan
mindegyik oldalra érvényes.
Azt érdemes meggondolni, hogy derékszogli és tompaszogli ha-
romszogben is alkalmazhatd-e az el6zéekben mutatott bizonyitas min-
den 1épése. Ezt mar az olvasora bizzuk.
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il e o g
\\}( 3, valdzr Szerkessziink haromszoget, ha adott az egyik olda- : \
i lanak és az ehhez tartozé sulyvonalanak a hossza, valamint az adott &
 oldallal szemkozti szoge! ‘\

Megoldas: 'S
Vegylk fel a megadott oldalt, legyen ez a BC! A haromszdg A cslcsat '\
keressiik. Ez egyrészt sulyvonalnyi tavolsagra van a BC oldalfelez6
pontjatol (F-tl), tehat illeszkedik az F kdzéppontl s, sugard korre (k).
Masrészt illeszkedik a BC szakasz o szogii 1atoszogkoriveinek valame-
lyikére. A k kor és a latoszogkorivek metszéspontja lesz az A csUCS.

Mivel az abra a BC oldal egyenesére is, és annak felezomerdlege-
sére is szimmetrikus, ezért négy egybevagd haromszoget kaphatunk, ha
a k kor metszi a latoszogkoriveket.

8.11. dbra 5. példa vazlatrajza

8.12. abra Az A pont szerkesztése 8.13. abra A megoldas: négy egy-
bevago haromszog

1. Keressiink a specialis négyszogek kozott olyanokat, amelyek nem hirnégyszdgek!

2. Rajzoljuk meg egy hegyesszogii haromszog mindharom magassagvonalat! Keressiink minél tobb
hirnégyszoget az elkészitett abran!

Ismételjiik meg a keresést tompaszdgii hdromszdg esetén is!

3. Mutassuk meg, hogy ha egy hurnégyszognek az egyik csucsanal derékszoge van, akkor az ezzel
szomszédos csucsokbdl kiinduld szogfelezok vagy parhuzamosak vagy egy egyenesbe esnek!

4. Bizonyitsuk be, hogy a haromsz6g magassagpontjanak barmelyik oldalfelez6 pontra vett tiikorképe
a haromszog kordlirt korére illeszkedik!

5. Hazzunk érint6t és szel6t egy adott korhoz egy kiilsé P ponton at! Az érintési pont legyen E, a sze-
16nek a metszéspontjai a korrel legyenek A és B! (A P-hez kozelebbi legyen A, a tavolabbi legyen
B!) Mutassuk meg, hogy PEAa~ PBEa! (Otlet: keressiink egyenld nagysagu keriileti szogeket!)
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B

% ,;Ilgsnnléség esalkalmazasal

-

6. Az el6z6 feladat felhasznaldsaval mutassuk meg, hogy egy kiilsé pontbdl a kérhdz huzott sze-
16 szeletei hosszanak mértani kozepe az érintd szakasz hossza! (AZ el6z6 feladat jeldléseivel:
PE=+/PA-PB.)

7. Az el6z0 feladatok alapjan mutassuk meg, hogy egy kiilsé pontbol a kdrhoz hiuzott szeldk szeletei
hosszanak szorzata allando!

8. Szerkesszlink haromszoget, ha adott az egyik oldalanak és az ehhez tartoz6 magassaganak a hossza,
valamint az adott oldallal szemkozti szoge!

9. Mutassuk meg, hogy a haromszog C csticsabol induld szogfelezdje felezi a haromszog koriilirt ko-
rének C-re nem illeszkeds AB ivét!

8.14. &bra Most mér értjik a geometriat!

W 03_III_fejezet.indd 144 2012.06.12. 9:32:59



1 afuts

Kikoto

Milyen tavol van?



1.1. abra Eratoszthenész

1.3. &bra Pentatlon: birkdzas, sta-
dionfutas, tavolugras, gerelyhaji-
tés, diszkoszvetés

W 04_IV_fejezet.indd 146

Q& Eratoszthenész (gorogil Eoaroo®évnc) (Kiréné, Kr. e. 276

#" _ Alexandria, Kr. e. 194) hellenisztikus matematikus, fold-
rajztudos, csillagész, filozofus, koltd, zenész. Irigyei eleinte Béta-
nak hivtak, arra utalva, hogy sok mindennel foglalkozik ugyan, de
mindenben csak a masodik legjobb tud lenni (a gorog abécében a
béta a masodik betil). Késébb tiszteldi inkabb az 6ttusazo atlétat
jelentd Pentatlosz ragadvanynéven emlegették sokoldalusagaért. A
mai Libia teriiletén talalhato Kiirénében sziiletett, de tanulmanyait
mar Alexandridban kezdte meg, féként a nagy konyvtar akkori igaz-
gatdja, Kallimakhosz kolt6 iranyitasaval. Hiszéves koratdl tiz évig
Athénban képezte magat tovabb, ahol a sztoikus khioszi Ariszton,
a szkeptikus Arkeszilaosz, a festd Apellész és Bion, a szellemes ir6
voltak mesterei. Kr. e. 246-ban III. Ptolemaiosz Euergetész, Ale-
xandria kiralya hazahivta, és Kallimakhosz utédaként megbizta a
konyvtar vezetésével, majd dtvenéves koraban rabizta a trondrokos
nevelését is. Itt baratkozott 6ssze Arkhimédésszel, akivel késébb
is levelezett: Arkhimédész hozza irta a Modszer néven hiressé valt
levelét. Oregkoraban megvakult, és e folott érzett elkeseredésében
halélra éheztette magat. Miiveibdl csak toredékeket és kivonatokat
ismeriink.

Hatékony moddszert talalt a primszamok kivalogatasara nem tl nagy

sokasagokbdl; ezt a modszert réla nevezték el Eratoszthenész szitaja-
nak.

O volt az elsd gorog tudos, aki mai értelemben is vilagtérképnek

nevezhet6 térképet (1.2. abra) készitett Alexandriaban.

1.2. 4bra Eratoszthenész vilagtérképe

2012.06.12.
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Eratoszthenész hirességét nem csak ez a térkép alapozta meg. O volt :
az els6, aki a gomb alak(i Fold keriiletét és sugarat meghatéarozta. Ugy
érvelt, hogy mivel a F6ld gombdlyti, a Nap sugarai (parhuzamos egye-
nesek) segitségével kiszamithato a Fold keriilete. Eratoszthenész vagy :
valamelyik tanitvanya Syenébe (a mai Asszuan kozelébe) utazott, ott ta-
lalt egy pontot, ahol a nyari napfordulén, pontosan délben éppen a fejiik :
folott allt a Nap. Ez az a pillanat, amikor a Nap eléri az év soran befutott
palyaja legészakibb pontjat. Ekkor egy fiiggdlegesen tartott palca ott
nem vet arnyékot. Pontosan ugyanebben a pillanatban Alexandriaban,
Egyiptom legészakibb varosaban, ahol Eratoszthenész a nagy konyvtar
vezetd konyvtarosa volt, szintén megmérték egy masik palca altal vetett :
arnyék szogét. Az eredmény 7°12’ volt. (1.4. dbra)

A Foldet gomb alaktnak feltételezve, aranypart allitott fel a tavol-
s&gok és a szogek alapjan:

a két varos tavolsaga : Fold keriilete = mért szog : 360°.
Eratoszthenész az utazok elbeszélései alapjan 5000 sztadionra becsiilte
a két varos tavolsagat. Ezek alapjan a Fold kertilete:

(5000 x 360) : 7,2 = 250 000 sztadion.

Sztadionnak nevezett hosszmértékbdl tobb is volt, és nem tudjuk, hogy
Eratoszthenész melyiket hasznalta. Ha a 192,28 méteres oliimpiai
sztadiont, akkor a Fold keriilete ezzel a szamitassal mintegy 48 070 km,
a valos értéknél ugy 19%-kal tobb — ha viszont a minddssze 157 méte- :
res egyiptomi sztadiont hasznalta, akkor eredménye 39250 km, ami a
ténylegesnél mindossze 2%-kal kevesebb. Méréseinek szamos hibaja
volt (a szogmérés, a két varos tavolsaga és az, hogy a két varos nem :
pontosan azonos délkoron fekszik), ezek azonban szerencséjére kiej-
tették egymast. A mérés meglehetésen pontosnak mondhato, ha arra
gondolunk, hogy a férfi, aki elvégezte, csupan két palcara és egy tér-
képméro kerékre, az tin. hodométerre (1.6. abra) timaszkodhatott a két
okori egyiptomi varosban.

A fentiekbdl latszik, hogy Eratoszthenész olyan tavolsagot hataro-
zott meg, amelyet kozvetleniil nem tudtak megmérni.

Az automatékhoz kell sorolnunk Hérén hodométerét (atmér6), :
amely lényegében a mai taxaméter dse, csak éppen nem a fizetendd
Osszeget mutatja, hanem a megtett utat. A hodométer a kocsi négy ke-
reke mellé szerelt doboz, amelynek legalsé fogaskerekét a kocsike-
rékre erdsitett rad forditja el minden kerékfordulasnal. A hodométer
négyszeres fogaskerék-attétellel miikodik, a legfelsé szamlalolap a @
végeredményt, vagyis a megtett romai mérfoldek vagy sztadionok sza-
mat jegyzi. Vitruvius a legfelsdé szamlalolapon korben lyukakat vagott,
mindegyik lyukba golyot helyezett, s amint a lap fordult, a goly6 leesett
a lap ala helyezett cs6von at a késziilék aljaban levé fémdobozba. Az ut
végeén a leesett golyok szamabol is megallapithattdk a megtett Gt hosz- :
szat. (Révai Jozsef: A szazarcl 6kor) Masfél évezred mulva, amikor
ismét elkezdtek foglalkozni a gdmbolyli Fold eszméjével, annak mé-
retét Eratoszthenésznél joval pontatlanabbul, tdbbnyire jelentdsen ki- :
sebbnek becsiilték — egyebek kozt Kolumbusz is ebben a hitben vagott
neki els6 utjanak.

Alexandria

B Syené
%
641

Egyenlité

1.4. abra Eratoszthenészi mérés

1.5. dbra Oliimpia — Sztadion

1.6. abra Hodométer

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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1.7. dbra K6bdl késziilt méréru- ¢

dak és derékszdg Deir el Medi-

nabol, és fabdl késziilt épitésira- :

nyit6 eszkozok és fiiggdk (Luxor
Muizeum)

1.8. abra Egyiptomi piramisok

W 04_1V_fejezet.indd 148

Bizonyos tavolsagok, magassagok kijeldlése, meghatarozasa min-

: den korban fontos feladat volt. Mar az 6korban kiilén foglalkozassé valt
a foldmérés. Az also- és fels6-egyiptomi kiralysag egyesiilése idejében
(kb. Kr. e. 3200) hamar kialakult a fejlett dllamigazgatas. Tudni kellett
a parcellak pontos helyét és hatarait, mert a fold és a termés volt az
adozas alapja. Abban az idében a Nilus minden évben kiaradt, és iszap
boritotta el a foldeket. Ezért az okori foldméréknek a foldrészleteket
minden évben Ujra ki kellett tizniiik. Ezt a munkat a harpedonaptok
veégeztek, akik foldmérdk és Amon isten papjai voltak. Kovekkel (szté-
lek) jelolték meg a varosok és foldbirtokok hatarait, a kdvek kozotti
tavolsagokat a kiralyi hivatalokban tartottak nyilvan. A nagy épitkezé-
sek megkezdése eldtt az épitési foiranyt (1.7. abra) a papsag foldmérdi
¢ thzték ki, azonban ez csak akkor valt hivatalossa, amikor tinnepélyes
keretek kozott maga a farad (a legfobb foldmérd) is elvégezte a ritua-
lis kitlizést. A nagy épitkezések egyike (1.8. abra), a Kheopsz-piramis
(kb. Kr. e. 2600) épitése volt, amelynek oldalait 1-5" hibaval a négy
égtaj felé tajoltak. A piramis egy-egy oldala 230 méter, magassaga 147
méter volt. (Szlics Laszl6 féiskolai adjunktus: FOldmérés és térképezés
: az okori Egyiptomban, Szent Istvan Egyetem Ybl Miklos Miiszaki Fo-

: iskolai Kar)

Az épitészet, a kereskedelem, a hajozas ¢és a hadaszat egyre pon-
tosabb tavolsag- és helymeghatarozasi moédszereket kivant, és kivan
ma is.

: Az informacio-, az lir- és szamitogép-tudomany fejlodésével a ha-
gyomanyos foldméréstan megvaltozott. A folmérés és geodézia mint a
legdsibb geometriai tudomany napjainkra az informacié tudomanyava
fejlodott. A geomatika megjelenése a foldmérés és geodézia integra-

: GIS/LIS-sel és a multimédias kommunikacioval. A geomatika minden
olyan tudomanyteriiletet magaban foglal, amely a térbeli adatok és
térbeli informaciok fiiggvénye, mint példaul a kornyezetvédelem, a
tervezes, a mezdgazdasag, az épitdomérnoki alkalmazasok, a naviga-
: Ci0, a geodézia, a geofizika, az 6ceankutatas, a foldrendezes, a turiz-
¢ mus.

A geodézidban megkilonbdztetnek vizszintes és magassagi szog-
mérést, mindkettd elvégzésének az eszkodze a teodolit (1.9. abra, 1.10.
abra), a szintezOmiiszer mellett a legaltaldnosabban hasznalt geodéziai
mérémiiszer.

A vizszinteshez képest altalaban lefelé vagy felfelé latjuk a tar-
gyakat. Ha ,lefelé néziink”, akkor az irdnynak a vizszintes sikkal
: bezart (lefelé iranyulo) szogét depresszidszognek mondjuk. Emel-
kedési szdgnek hivjuk a vizszintes sikkal bezart, ,,felfelé iranyul6”
szoget. Mind az emelkedési, mind a depresszidszog nagysaga a [0°;
90°] intervallumba esik. Példaul a 11-es vonalan 4ll6 jatékos a kapu-
fa jobb felsd sarkat emelkedési, jobb als6 sarkat depresszidszogben
latja. (1.11. abra). (A foldméréstanban egy tetszoleges irdnynak a fiig-
gbleges sikban a vizszintes irannyal bezart eldjeles szogét nevezik
¢ magassagi szognek.)
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f: iranyvonal

f’: az f egyenesnek a vizszintes sikra es6
merdleges vetiilete

o az emelkedési szog

1.9. &bra Teodolit régen (Starke-
Kammerer gyartmanyu teodolit a
XX. szazad elejérdl)

g: iranyvonal
g’ ag egyenesnek a vizszintes sikra esé

mer6leges vetiilete
B3: a depresszidszog

%& J.udlds Egy kikoto vilagitotornyabol, a tengerszint felett :
£ 50 méter magassagbol egy hajo 30°-us depressziészogben latszik. :
Mekkora a vilagitotorony és a hajo tavolsaga? '

Megoldas:

Készitsiink abrat! (1.13. abra) Célszeri olyan rajzot késziteni, amely
minden adatot tartalmaz a szovegbdl.

Szemléltesse a vilagitotornyot a VV' szakasz, a hajo helyzetét je-
I6lje a H pont! A szdveg alapjan VV' =50 m, a V-nél levé depresszio-
sz6g 30°. Jel6ljuk x-szel a vilagitotorony és a hajo tavolsagat!

A problémat most mar lefordithatjuk a matematika nyelvére: a
VV'H derékszogti haromszogben adott egy hegyesszog €s az ezzel a

1.10. &bra Teodolitok nap-
szOggel szemkozti befogd. Mekkora a szog melletti befogd? jainkban 0s00,
.. ..
<149
L[] (
H J
... ..

04_IV_fejezet.indd 149 2012.06.12. 9:37:16 (



Vi

1.12. dbra Vilagitotorony

B
603
a 2a
D 300
7 23 30 A
60°
BI

1.14. abra A szabalyos harom-
sz0g két egybevagd derékszogi
haromszogre bontva
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S: vizszintes sik

vilagitotorony

50m

1.13. 4bra Az 1. példa megoldasahoz

A depresszioszognek a V'HV emelkedési szog valtoszoge, igy
V'HV £ =30°. (AV ponthél a H pont ugyanakkora depresszioszogben
latszik, mint amekkora emelkedési szdgben a H pontbdl a V pont.)

Vegyiik észre, hogy a VV'H derékszogli haromszog szo-
gei 30° 60° és 90°-osak. Korabbi tanulmanyainkbol
tudjuk, hogy a szabalyos haromszoget egy magassaggal két
olyan egybevagd derékszogli haromszdgre bonthatjuk, amelyek-

nek a szogei 30°, 60° és 90°-osak, az oldalaik ardnya 1:+/3:2.
(1.14. &bra)

A VV'H haromszog és a BCA haromszdg hasonl6, mert a derékszdgon
kiviil egy-egy hegyesszogben is megegyeznek. Hasonld haromszogek
megfeleld oldalainak az aranya egyenld, igy
30°-0s szdg melletti befogd VV'H A-ben
30°-0s szoggel szemkozti befogd VV'H A-ben
_ 30°-0s sz6g melletti befogd BCA A-ben
30°-0s szoggel szemkozti befogd BCA A-ben’

30°-0s szog melletti befogd a3

Az 1.10. 4bra alapjan a - — — =
30°-0s sz0ggel szemkozti befogd  a

=+/3, tehat minden 30°-os sziget tartalmazé derékszogii harom-
szdgben a szog melletti befog6 és a szdggel szemkozti befogd aranya
V3. Igy a VV'H héromszog esetén a megfelelé oldalak aranya:

X -3
= =3,
50
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ahonnan x =50+/3 m =~ 86,60 m.
Tehat a vilagitotorony és a hajo tavolsaga 5043 m, megkozelitdleg
86,60 m.

", v3lda  Egy templomtorony csicsa a vizszintes terepen, a :
: Torony 14batol 50 méter tdvolsagban és a terepszint felett 2 méter ma- :
| gassagban levé megfigyelési pontbol 22,5°-0s emelkedési sz6gben :
i latszik. Milyen magas a torony? '

Megoldas:
Készitstink abrat (1.16. &bra) az adatok feltiintetésével, a széveg alap-
jén! Szemléltesse a templomtornyot a BD szakasz, a megfigyelési pon-
tot jel6lje az A pont, az A pont mer6leges vetiiletét a terepszinten az
E pont! A szdveg alapjan DE = 50 m, az A-nal levé emelkedési szog
22,5°. Jeldljuk x-szel az ABC derékszogii haromszog BC befogdjanak
hosszat, ekkor a templomtorony magassaga X + 2 méter.

A probléma a matematika nyelvén: az ABC derékszogii harom-
szogben adott egy hegyesszog és az e szog melletti befogd. Mekkora a
szoggel szemkozti befogo?

1.15. abra Szent Péter-bazilika
Rémaban

1.16. &bra A 2. példa megoldasahoz

s151
: |
... .O
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© a/(1+f2) ® ~

1.17. &bra A 2. példa megoldéasa-
hoz

1.18. &bra A 15°-0s szoget tartal-
maz6 derékszogli haromszog

W 04_IV_fejezet.indd 152

*®

% Vegyiik észre, hogy ennek a haromszdgnek is ,,specialisak”

-  a hegyesszdgei! A 22,5° ugyanis a 45° fele, igy ez a hdrom-
sz0g kapcsolatba hozhat6 az egyenld szaru derékszogli haromszog-
gel. Az egyenlé szaru derékszogii haromszog szogei 45°, 45° és

90°-0sak, oldalainak aranya 1:1: 2.

Az 1.17. dbran a 45°-0s sz0g PG szogfelezbje a PQR egyenld szart de-
rékszogli haromszoget két haromszogre bontja. Az igy keletkezé PGR
haromszdg és a 1.16. abran lathaté ABC haromszdg hasonld, mert két-
két szoglik paronként egyenld nagysagu. Hasonlo haromszogek megfe-
lel6 oldalainak aranya egyenld, ezért
22,5°-0s szoggel szemkozti befogd PGR A-ben
22,5°-0s sz6g melletti befogd PGR A-ben

_ 22,5°-0s szoggel szemkozti befogd ABC A-ben

: - , azaz
22,5°-0s sz6g melletti befogd ABC A-ben
GR_BC
RP CA’
A szdgfelezd tétel szerint:
GR__RP
RQ RP+PQ’
Mivel RQ = RP és SR =BC orgra BE L@ oventtseget
RP CA CA a+aV2

kapjuk. Tehat minden olyan derékszogii haromszogben, melynek
egyik belsé szoge 22,5°-0s, a szoggel szemkozti befogd és a szog

X 1 N .
nen —=—— 0&sszefliggés-

1
= . In
1++/2 50 1++/2

50 .
=50(+2 -1) = 20,71 adodik. Tehat a
1+/2 ( )

templomtorony (terepszint feletti) magassaga 502 — 48 méter, amely

"é)\
et
et

Eddigi példainkban olyan derékszogli haromszogekhez jutottunk,
amelyekben az oldalak aranyanak pontos értékét meg tudtuk adni. Va-
jon a fent emlitett szogeken kivil mas szégeknél is meg tudjuk hataroz-
ni az oldalak pontos aranyat? Jelenlegi ismereteink szerint (a 2. példa
alapjan) a szogfelezore vonatkozo tétel alkalmazasaval megadhato pél-
daul a 30° : 2 = 15°-0s szoget tartalmazd derékszogl haromszogben az
oldalak aranyanak pontos értéke. (1.18. abra) Ezt az eljarast folytatva
tovabbi szogeknél is felirhatdak az aranyok.

Mit tehetiink abban az esetben, ha az oldalak aranyat nem tudjuk
pontosan meghatarozni? Nézziink erre egy példat!

melletti befogé aranya

hez jutunk, ahonnan x =

megkozelitdleg 22,71 méter.
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%/ 5, 04lds Milyen magas az a domb, amelyre egy 1700 méter
i "hosszu egyenes ut vezet, ha az Gt emelkedési szoge 7°? '

Megoldas:
Készitstink abrat (1.19. abra) az adatok feltiintetésével a szdveg alap-
jan! Szemléltesse az it nyomvonalat az AB, a domb magassagat a BC
szakasz! A szOveg alapjan AB = 1700 m, az A-nal levd emelkedési szog
7°. Jeloljik x-szel a magassagot! A feladat most mar a kovetkez6: az
ABC deré¢kszogli haromszogben adott egy hegyesszog és az atfogo.
Mekkora a szoggel szemben levo befogd?

Most még nem ismeriink olyan Osszefiiggéseket, amelyek segit-
ségével az adatokbol ki tudnank szamolni a keresett befogot, s ezt a

1700 m

1.19. dbra A 3. példa megoldasa-

tavolsagot kozvetleniil nem tudjuk lemérni. Kicsinyitsiik az ABC derék- : po;
szo6gli haromszoget! Ekkor a kapott PQR haromszdg (1.20. &bra) és az
ABC haromszog hasonloak, a megfeleld oldalaik aranya megegyezik,
X{(m cm
azaz (m) = p(cm) . A PQR haromszog RQ befogojat lemérjik:
1700(m)  6,8(cm)
p = 0,8 cm. Tehat minden olyan derékszogli haromszégben mely-
nek egyik belsé szoge 7°-0s, a szoggel szemkdzti befog6 és az atfo- 0
g6 aranya kozelitéleg % = % Innen x = 200 m. A szerkesztés és : p I .
R q P

a mérés pontatlansaga miatt a domb magassagat csak megkozelit6leg
tudjuk meghatarozni. Azt mondhatjuk tehat, hogy a domb koriilbeliil

200 m magas.

A fent emlitett példakbdl is latszik, hogy az ehhez hasonld problémak
megoldasaban nagy segitségiinkre lenne egy olyan gytijtemény, amely
a hegyesszogek esetén tartalmazna a derékszogi haromszogek oldala-
inak aranyat.

1. Hatarozzuk meg a 15°-o0s szoget tartalmazd derékszogli harom-
szogben az oldalak aranyanak pontos értékét!

1.20. dbra Kicsinyités utan

2. Egy domb tetején levé kapolnahoz 120 méter hosszil egyenes ut
vezet, az ut emelkedési szoge 15°. Milyen magas a domb?

3. Egy felhdkarcolé6 90 méter magassagban levd ablakabol egy, az
utcan sétald ismerdst vesziink észre, akinek a talajon levd labat
80°-0s depresszioszdg alatt latunk. Milyen tavol van az ismerésiink  1.21. bra Tokio felhékarcoloi
az épiilet aljatol?

4. Egy antenna 48 méter hosszu drotkotéllel van kikotve, és a kotél hajlasszoge a vizszintes talajhoz
képest 60°. Ha az antennat 24 méterrel tavolabbrol akarjuk kikétni, akkor milyen hossza drotkotélre
van sziikségilink?

:. 153 .1
. ‘
..‘ ..
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»A'hegyesszogekiszogfuggvenyeipo
KOZott

szogruggye

2.1. bra Arany arany
A Nautilus egy tengeri csigafaj.
Barhogyan is htuzunk vonalat a

kdzépponton athaladva, az AC : H

BD = CE : DF teljesiil (aranymet-
5Z6s)

hay yassebys

Az ¢l6z0 leckében, bizonyos tavolsagok meghatarozasaban a hasonlod
derékszogli haromszogek oldalainak aranya segitett. Mivel két derék-
szogli haromszdg pontosan akkor hasonld, ha egy-egy hegyesszogiik
egyenld, ezért egy derékszogii haromszog barmely két oldalanak
aranyat egyik hegyesszogének nagysiaga egyértelmiien meghata-
rozza.

A gyakorlati életben ezen aranyokkal valdé szamolas olyan fon-
tos, hogy az egyes aranyok kiilon elnevezéseket kaptak. A derékszogl
haromszog hegyesszogétdl fiiggd aranyokat a hegyesszog szogfiigg-
vényeinek nevezziik. A definiciok megadasanal a 2.2. abra jeldléseit
hasznaljuk.

Usilnidd  Derékszogli hdromszogben az o hegyesszoggel : :
mkozti befogd hosszanak és az atfogo hosszanak az aranyat az Oc
szog szinuszanak nevezziik. Jel6lése: sin o.

dz o szoggel szemkozti befogd hossza

atfogo hossza

...................................................................................................

d

Rt')videbben: sing. =

Uailnfdd  Derékszogli hdromszogben az o hegyesszog mel- :
+letti befogd hosszénak és az atfogd hosszanak az aranyat az o Szog
koszmuszanak nevezzik. Jelolése: cos o.

az a s20g melletti befogd hossza
atfogo hossza

; Rt’mdebben: cuso = b

-
, . A - .
Usilnfdd Derékszogli hdromszogben az o hegyesszoggel :

e

sing =— cosa =

ol
ol

tga = clga =

SN
EYNES S

tga:i

I~
ctga H

2.2. bra Derékszogii haromszog

W 04_IV_fejezet.indd 154

mkozti befogd hosszanak és az o hegyesszog melletti befog6 :
i hosszénak az ardnyat az « sz0g tangensének nevezzik. Jeldlése: :
g
: az a sz0ggel szemkozti befogo hossza
az o szog melletti befogd hossza

...................................................................................................

d

Rdévidebben: tgo =

Dgflni<ld  Derékszogl haromszogben az o hegyesszog mel-
ti befogd hosszanak és az o hegyesszdggel szemkozti befogo :
: hosszanak az aranyat az o sz0g kotangensének nevezzik. Jeldlése: :
i Ctg .
az o szog melletti befogo hossza
az a szoggel scemkozti befogd hossza

b

Rovidebben: ctya =
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:ﬁ Vegyiik észre, hogy a definiciokbol kovetkezik, hogy egy

: hegyesszog szinusza, koszinusza 1-nél kisebb pozitiv szam,
tangense és kotangense tetszoleges pozitiv szam lehet. Eszrevehet-
juk tovabba, hogy a definiciok miatt egy hegyesszog tangense és
kotangense egymas reciprokai, azaz a matematika nyelvén kife-

jezve tga = L
ctga

©00000000000000000000000000000000000000000000000

%’ Jagdlds A 2.2, dbra jeloléseit hasznalva, adjuk meg a g
i sz0g szogfiiggvényeit! Milyen kapcsolat fedezhet6 fel a derékszogii :
: haromszog hegyesszogeinek szogfiiggvényei kozott?

Megoldas:
A fenti definiciok és a 2.2. dbra alapjan:
sinﬁzg, cos 3 =2 tgﬁzE és ctg e
c c a b

%
ﬁ Vegyiik észre, hogy sina = o cos B, cosa = b =sin g,
15 c c

tga = % =ctgpB és ctga = L =1gB. A derékszogli ha-
a
romsz0g két hegyesszoge 90°-ra egésziti ki egymast, azaz egymas
potszogei. Igy a kapott azonossagok alapjan kijelenthetjiik, hogy a
potszogek szogfiiggvényei nem fiiggetlenek egymastol. Helyettesit-
slink a f helyére (90° — )-t!

Ekkor a potszogek szogfiiggvényei kozotti 0sszefliggések az alabbiak:

A matematika nyelvén: Szavakkal kifejezve:

Barmely hegyesszog szinusza egyenld pot-
szogének koszinuszaval.

Barmely hegyesszog koszinusza egyenld
potszogének szinuszaval.

Barmely hegyesszog tangense egyenld
potszdgének kotangensével.

Barmely hegyesszog kotangense egyenld
potszogének tangensével.

sin o = cos (90° — o)
cos o = sin (90° — )
tg o = ctg (90° — )
ctg oo =tg (90° — @)
A hegyesszogek potszogének szogfiiggvényeire kapott azonossagok le-
hetdvé teszik, hogy két tablazatbol kiolvashatod egy hegyesszog mind a

négy ismertetett szogfliggvényértéke, és a szogfliggvényérték alapjan a
hegyesszog is meghatarozhato.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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2.3. &bra A hegyesszogek szog-

fuggvényértékei

sina =c0s(90° — &)

cosa =sin(90° — «)

tga =ctg(90° — )
ctga =19(90° — @)

2.4, dbra Potszogek

tok
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2, uslds Hatarozzuk meg a 30°, a 45° és a 60° pontos szog-

ey Pl A
[ _#"ﬁ:_._--
f "y W Megoldas:

e ',, A 30°, a45° és a 60° két specialis derékszogli haromszog hegyesszogei,

korabbi tanulmanyainkban mindkét haromszoggel talalkoztunk mar. Az

egyik derékszogili haromszognek a szogei 30°, 60° és 90°-osak, az olda-

lainak aranya 1: J3:2 (2.7. abra). A masik derékszogli haromszognek a

szogei 45°, 45° és 90°-osak, az oldalainak aranya 1:1: V2 ’(2.8. abra).
A 30° és a 60° egymas potszdgei, a 45° potszoge 45°. Igy a potszo-

gek szogfliggveényeire kapott dsszefliggések miatt:

sin 30° = cos 60°, cos 30° = sin 60°, tg 30° = ctg 60°,

ctg 30° =tg 60°, sin 45° = cos 45°, tg 45° = ctg 45°.

Tehat elegend6 a §0° szogfliggvényértekeit és a 45° szinuszat, tangen-

sét meghatarozni. Igy a definiciok és az abrak alapjan:

30°-0s szdggel szemkozti befogd a1

2.6. dbra A trigonometria tablaja-
nak részlete, Cyclopaedia 1728

sin30° = . - == =c0s60°,
atfogo 2
0s30° = 30°-0s szog mel!ettl befogo _ aV3 _ ﬁ — sin60°,
atfogd 2a 2
tg30° = 30°-0s szoggel szemkozi bef?go _a 1 _B_ Ctg60°,
30°-0s sz6g melletti befogd a3 V3 3
© a3 A ctg30° = SO -os"szog meIIettll. bt_efogo - a3 — /3 =1g60°,
2.7. dbra A 30° és 60° szogfiigg- 30°-0s szoggel szemkozti befogd  a
vényértékei az dbra alapjan meg- : 45°-0s szoggel szemkozti befogé 1 2
hatarozhatok sin45° = 99 - - o_2 _ £ =05 45°,
atfogo 202
1g45° = 45°-0s szogqel szemkc_)ztl bef?go _a_q_ ctg 45°.
45°-0s sz0g melletti befogo a

A kapott eredményeket az aldbbi tablazatban foglaljuk dssze:

B
452 o sin o cos o tg o ctg o
&2 30° 1 Ve 13 Na]
a 2 2 J3 3
450 % _ % % . % 1 1
B 5 2 2
i a ol e ! V3 1 _3
2.8. &bra A 45° szogfiiggvényér- ) 2 ﬁ T3

téke az abra alapjan meghataroz-

Jotooe, hato 2.9. dbra Nevezetes szogek szogfiiggvényértékei
LJ [ )
S 156
) [ ]
' °
1) [ ]
o
L) o
L] L]
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Aszogek és a szogfiiggvényértékek meghatarozasara a manapsag hasz- ) cos 60°
nalatos szamologépek is lehet6séget nyujtanak, a kovetkezd néhany sin30° c0s30°
feladatban ezt mutatjuk be.

sin 60°
ctg 60°
\%B'.‘/ Jo gl Szamologép segitségével hatarozzuk meg az alab- ctg 30

i bi szogfiiggvényértékeket négy tizedesjegy pontossaggal! ] tg 60°
i a) sin 50,86° b) cos 34°57" ¢)tg 76,31° d)ctg 12,45° : :.a' sin 45°
'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' tg30° C0S45°
Megoldas: tg 45°
A kozelito szogfliggvényértékek meghatarozasat mutatjuk be 1épésrdl ctg 45°

1épésre, két kiilonbozo ,,logikdji” szamologépen.*

2.10. &bra Nevezetes szogek
szogfiiggvényei ,,Iépten-nyomon”

Az ,,A” tipusnal:

a) Billentytik sorrendben Kijelz6
1. Iépés: a szOg
DRG
mértékegysé- DEG
gének bedllitasa
2. lépés:
a szOgérték 5 50,86
A > | o] ]| o]
3. 1épés: : i
s sy S [ - | sin’50,86° = 0,7756
b) Billentytik sorrendben Kijelz6
1. Iépés: a sz6g
DRG
meértékegysé- DEG

gének beallitasa

2 tepes: | I W N N
a szogpercek
stvaltasa =] e
tizedfokokra [N NN L I |
3. lépés: 2.11. 4bra Szamologép ,,A”
aszog B cus34,95° = 0,8197
koszinusza
c) Billentyiik sorrendben Kijelzo
1. Iépés: a szog
DRG
mértékegysé- DEG
gének bedllitasa
2. lépés: * A fent ismertetett szamologé-

a szOgérték 76,31 peken kivil sokféle szamologép
bevitele “ - van forgalomban. A feladatmegol-
P~ dast meggyorsithatja a kalkulator
3. lepés: ) e Iy
.. tan - 19 76,31° = 4,1053 hasznalata, ezért célszeri a sajat
a sz0g tangense gépiink megismerése.

157
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Kotangens billenty(i a szamologépeken nem talalhatd. Egy szog kotan-
gensének meghatarozasahoz felhasznaljuk, hogy egy hegyesszog tan-

. , . . 1
gense ¢és kotangense egymas reciprokai, azaz Ctgo = —.

d)

1. 1épés: a sz6g
mértékegysé-
gének beallitasa
2. lépés:

a szogeérték
bevitele
3. lépés:

a sz0g tangense
4. 1épés:

a sz0g
kotangense

2.12. &bra Milyen az én szamolo-
gépem?

A ,,B” tipus esetén:

a)

1. [épés: a szog
mértékegysé-
gének beéllitasa

2. lépés:

az adatok
bevitele a sz6g

szinusza

b)

1. [épés: a szOg
mértékegysé-
gének beallitasa

2. lépés:

a szogpercek
atvéltasa tized-
fokokra, a sz6g

koszinusza

2.13. dbra Szamoldgép ,,B”

c)

1. lépés: a szog
mértékegysé-
gének beallitasa

158
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Billentytik sorrendben
DRG

]2 ] ]e]s

e
e

Billentyiik sorrendben

K

)
N I

Billentytik sorrendben

K

3

221 IEN N
]

Billentyiik sorrendben

K

tga
Kijelzd

DEG

12,45
1912,45°=0,2208

ctyl2,45° =4,5294

Kijelzo
1: MthlO 2: LinelO
3:Deg 4:Rad

D

sin50,86° =0, 7756

Kijelz6
1: MthlO 2: LinelO
3:Deg  4:Rad

D

cos34,95°=0,8197

Kijelz6
1. MthlO 2:LinelO
3:Deg  4:Rad

D
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4 B

G |

2. lépés:
tan
az adatok -
evicle <200 [N N R
tangense -
d) Billentytik sorrendben Kijelz6
1. 1épés: a sz6g “ 1: MthlO 2: LinelO
mértékegysé- 3 Deg  4:Rad
gének beéllitasa :
3 D
2. lépés:
az adatok
. .. tan12,45°=0,2208
bevitele a sz8g - 2.14. &bra A kavicstdl...
tangense =
3. épés:
aszog B ctg12, 45° = 4,5294
kotangense

Y .
%’ #4.pdlds Szamologep segitségével hatirozzuk meg az a
i hegyesszog nagysaganak kozelito értékét, ha e

i a) sinae=0,8 b) cuosa=0,1298;, ¢) tga = 23,53, i

d) ctgar =1,986.

(AN ——Ue0ee

Megoldas:

A hegyesszogek meghatarozasat mutatjuk be 1épésrol 1épésre, két kii-
16nb6z6 ,,logikaju” szamologépen. Minden esetben a szogfiiggvény€r- ¢ 2 15. abra ...az Abakuszon &t...
tékbol keressiik vissza azt a hegyesszoget, amelynek az adott szogfiigg-

vénye az adott értékkel egyenld. Példaul a sina = 0,8 esetén keresstik

azt a hegyesszoget, amelynek szinusza 0,8-del egyenld. A szamologé-

peken ezt a funkcidta sin™*, cos* ésa tan* paranccsal lehet elérni.

Az ,,A” tipusnal:
a) Billentytik sorrendben Kijelz6
1. Iépés: a szog
mértékegysé- @ DEG
gének beallitasa
2. lépés:
a szog szinusza- 0,8
nak bevitele n - “
3. lépés: -
aszog 5313%(=a) 2.16. dbra ...a szamolégépen,...
meghatarozasa

159
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2.17. &bra ..., a tudomanyos sza-
mologépeken...

2.18. dbra
keresztiil...

W 04_IV_fejezet.indd 160

...6s a szamitogépeken ¢

b)

1. I1épés: a szog
mértékegysé-
gének beallitasa
2. 1épés:

a sz0g koszinu-
szanak bevitele
3. épés:

a szog
meghatarozasa

c)

1. Iépés: a szog
mértékegysé-
gének beallitasa
2. 1épés:

a sz0g tangensé-
nek bevitele
3. épés:

a szog
meghatarozasa

Billentyiik sorrendben

DRG

(o] J:i]2]os

G

Billentytiik sorrendben

DRG

N I B
onor]

Kijelzo

DEG

0,1298

82,54°(= )

Kijelz8

DEG

23,53

87,57°(= )

Kotangens billentyli a szamologépeken nem talalhatd, igy a kotangens
¢ értékbol a hegyesszoget nem tudjuk visszakeresni. Ismét felhasznaljuk,
hogy egy hegyesszog tangense és kotangense egymas reciprokai, azaz

1
ctga =—.
tga

d)

1. 1épés: a sz6g
mértékegysé-
gének beallitasa
2. lépés:

a szog kotangen-
sének bevitele
3. 1épés:

a sz0g tangensé-
nek kiszdmitasa
4. Iépés:

a szog
meghatarozasa

Billentytiik sorrendben

DRG

BB

1/x

onor]

Kijelzd

DEG

1,986

0,5035(=tyc)

26,73°(= )
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A ,,B” tipus esetén:

a) Billentytik sorrendben Kijelz6
Py " SHIFT MODE 1: MthlO 2:LinelO
1. 1épés: a szog 2D P
mértékegysé- o % e
gének beallitasa :
3 D
2. lépés: -
az adatok - sin”'
bevitele a sz0g 53,13°(= a)
meghatirorea N I N I
b) Billentyiik sorrendben Kijelz6
L. .. SHIFT MODE 1: MthlO 2:LinelO
1. 1épés: a szog . P
mértékegysé- o ¢ e
gének beallitasa :
3 D
2. lépés: -
az adatok cos’
bevitele a sz6g ﬂ-ﬂﬂ 82,54°(= )
meghatarozasa | - |
C) Billentyiik sorrendben Kijelz6
Lz .. SHIFT MODE 1: MthlO 2: LinelO
1. Iépés: a szdg 2 P
mértékegysé- o *0 e
gének beallitasa :
3 D
2. lépés:
tan
az adatok - tan
bevitele a sz6g - 87,57°(= )
meghatérozasa [ - |
d) Billentytik sorrendben Kijelz6
22 .. SHIFT MODE 1. MthlO 2: LinelO
1. Iépés: a szog 25 PR
mértékegysé- o ¢ e
gének beallitasa :
3 D
2. |épés:
az adatok
bevitele a szog - ﬂ ﬂ B 1,986 = 0,5035
tangensének B
meghatarozasa
3. lépés: .
a szog tan | Ans 26,73°(= )
meghatarozasa - - -
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2.19. &bra ...egészen a robotokig

2.20. 4bra A jové vilaga?

161
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2.21. &bra A tablakon levé sza-
mok a veszélyes utszakasz legna-
gyobb lejtésének (10%), illetdleg
emelkedésének (12%) a szazalé-
kos mértékét jelzik

at
/M~
(03 3

100 méter

12 méter

2.22. dbra Hegyi ut emelkedése

2.23. dbra Ptolemaiosz Klaudiosz
(Kr. u. 100-170)

W 04_IV_fejezet.indd 162

Egy hegyi ut emelkedése 12%. Mekkora szoggel

Megoldas:
Miel6tt abrat készitiink, érdemes megfejteni, hogy mit is jelent az a
feltétel, hogy az Gt emelkedése 12%. A lejté (vagy emelked6) lejtésé-
nek (vagy emelkedésének) szazalékos mértéke egyenlo a lejtésszog
(vagy emelkedési sz6g) tangensével szazalékban megadva. Példaul a
12%-o0s emelkedés azt jelenti, hogy az Gt emelkedési szogének tangen-
se 0,12. Hétkoznapi nyelven pedig azt mondhatjuk, hogy 100 méteren
12 métert emelkedik az ut (2.22. abra).

Felirhatjuk tehat, hogy tga =0,12. Keressiik azt a hegyesszdget,

amelynek tangense 0,12-dal egyenld, ahonnan o = 6,84°. Tehatazuta
vizszintes sikhoz 6,84°-0s szdgben hajlik.

"lﬁ'ii A derékszogli haromszogek oldalai és szogei kozotti dssze-
figgésekkel a matematika egyik aga, a trigonometria fog-
lalkozik. Nasziraddin at-Tuszi (1201-1274) perzsa matematikus
volt az elsd, aki a trigonometriat a csillagaszattol elvalasztott, 6nallo
matematikai teriiletként targyalta. Bartholemaeus Pitiscus matema-
tikus 1595-ben megjelent munkajaban hasznalta elészor a trigono-
metria szot. (Elnevezése a tpiywvog / trigonosz — ,haromszog”, és
pétpov / metron — ,,mérés” szavakbol szarmazik.)

A trigonometriat mint a matematika szamos 1j teriiletét a gya-
korlat igénye sziilte, a csillagaszat segédeszkozeként jott 1étre. Csirai
mar a gorogok el6tti korszakban is fellelhetdk, a babiloni vagy az
egyiptomi csillagaszatban is szamoltak hasonld haromszogek oldal-
hanyadosaival. A trigonometria alkalmazasanak els6 irasos emlitése
a hellenizmus koraban élt gérég matematikustél, Hipparkhosztél
(Kr. e. 180?-125) szarmazik kb. Kr. e. 150-b6l, aki hurtablazatot
készitett, azaz egy meghatarozott sugaru kor kozépponti szogeinek
és a hozzajuk tartozo hirok hosszanak értékét tablazatba foglalta.
Ptolemaiosz Klaudiosz (Kr. u. 100 koril-170 tajan) Almageszt
I. konyvének nagy részét az a tablazat toltotte ki, amelyben 0,5°
szognovekedéssel 0°-t6l 180°-ig meg lehetett talalni a sz6gekhez
tartozo hurértékeket. Ez a konyv a csillagaszok nélkiilozhetetlen
segédeszkoze lett, tobb mint egy évezredig. Al-Battani (858-929)
arab csillagdsz, matematikus érdeme, hogy a gorog szinuszfogalom
(2.25. abra — egy kodzépponti sz6ghoz a hozza tartozo hur hossza) és
a hindu szinuszfogalom (2.26. abra — egy kdzépponti szoghoz a két-
szer akkora kdzépponti szog hurjanak a fele tartozik) versengésében
a hindu felfogas gy6zott.

A sinus szd maga is a hindu jiva (jelentése: hur) szo6 hibas for-
ditasabol ered. Az arab forditd ezt a sz6t jiba-nak vette at. Az arab
ir4s azonban a magéanhangzékat nem tiinteti fel, tehat a jiba szét csak
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jb-nek irja. Az arabrol latinra forditd Chesteri Robert a jb-t jaib-nak
olvasta jiba helyett. Az arab jaib sz6 pedig azt jelenti, hogy 6bol, és
ezt Robert a latin sinus szoval forditotta, amelynek jelentése 6bol, 61.
fgy torténhetett, hogy a magyarositis koraban a sinus szobol kebel
lett, a cosinus-bdl pétkebel a Kazinczy korabeli didkok nagy 6ro-
mére. Ma mar a szinusz sz6 matematikai szakkifejezés, amelybél a
matematikusok tudni vélik, hogy hurt jelent.

(Sain Marton: Nincs kiralyi ut!)

\% Kazinczy Ferenc (Ersemjén, 1759. oktober 27 — Széphalom,

1831. augusztus 23), ird, koltd, a nyelvijitas vezéralakja, az
MTA tagja. Nyelvujito és irodalomszervezdi tevékenységével a re-
formkor eldtti évtizedekben a nemzeti felemelkedés és onallosulas
igyét szolgalta.

A me

2.25. &bra A gorég szinusz- 2.26. &bra A hindu szinusz-
fogalom fogalom

g

-

kotangensét!

a) 56,49°  b) 87°42"; c) 18°35"; d) 3°32% e) %;
2. Hatarozzuk meg azt a hegyesszoget, amelynek tangense

a) V3; b) %; ¢) 0,0078;  d) 123,89; €)1

3. Hatarozzuk meg azt a hegyesszoget, amelynek kotangense

a) V2; b) 171; c) 0,2078;  d) 0,0894; e) 15,26;
4. Hatarozzuk meg azt a hegyesszdget, amelynek szinusza
a) %; b) %; c) 0,1278; d) 0,894, e) J3;
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2.24. &bra Kazinczy Ferenc

sin o gorog felfogas szerint

7
sin o hindu felfogés szerint

2.27. &bra A gorog és a hindu szi-
nuszfogalom

. Hatarozzuk meg négy tizedesjegy pontossaggal az alabbi szogek szinuszat, koszinuszat, tangensét,

)=, 0

IR
~ |

f) /6!

f) Zi
) %
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5. Hatarozzuk meg azt a hegyesszdget, amelynek koszinusza

a) %; b) g; c) 0,8783; d) 0,0089; e) 0,2632; f) %

6. Szamologeép ¢és fliggvénytablazat hasznalata nélkiil adjuk meg egyetlen valos szamként az alabbi
kifejezések értékét!
a) 4cos30°sin 45°ctg 60°

b) (ctg30°+1tg45°)-(tg60°+ctg45°)
sin30°+sin 60°
J3tg45°—/2 cos 45°
d) 2(2sin45°—3ctg 60°)-(cos45°+c0s30°)

7. Egy dombtetdre vezetd egyenes Ut a vizszintessel 12°-0t zar be. Az ut hossza a domb aljatol a
dombtet6ig 720 méter. Milyen magas a domb? Hany %-os az ut emelkedése?

8. Az egyenl6 szart derékszogli haromszog egyik hegyesszogét osszuk harom egyenld részre! A sza-
kaszok mekkora részekre osztjak a haromszog szemkozti oldalat?

9. Bgy vilagitotoronybdl a tengerszint felett 54 méter magassagbol egy hajo 6°36™-es depresszidszog
alatt latszik. Milyen tavolsagban van a hajo a vilagitotoronytol?

10. Egy 150 méter hosszu lejtd aljarol a 1ejtd tetején allo emlékmiivet 1°32"-es szdg alatt latjuk, a lejtd

hajlasszoge 24°18’. Milyen magas az emlékmii?

oce e . seve

Az el6z6 leckében mar belattuk, hogy a potszogek szogfiiggvényei nem
fliggetlenek egymastol. Most alapvetd Osszefiiggéseket keresiink a he-
gyesszogek szogfliggvényei kozott.

3.1. Osszefiiggés egy tetszoleges hegyesszog szinusza és koszinusza kozott

Tekintsuk az ABC derékszogli haromszoget (3.1. abra).

E A szogfiiggvények definicidja és a 3.1. abra jeldlései alapjan:
. a b
SIne =— €S CoSa = —.
a c c C
Mindkét egyenléséget c-vel (az atfogoval) megszorozva:
a=c-sina és b=c-cosa adddik. (3.2. abra)
c b 4 : Pitagorasz tétele szerint:

. 2 2 )
3.1. abra Az ABC derékszgii ha- (c-sina)” +(c-cosa)” =c’,
romszdg a szokasos jeldlésekkel ahonnan c2 ~(sina)2 +c2 ~(cosa)2 —c2

164
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Az egyenlet mindkét oldalat c’-tel (02 # O) elosztva:
(sina)* +(cosa)” =1 adédik.

. C
. 2 . rars s . ,q- ’ . , , a=c-sina
A (sina)” jeldlésére a sin? a-t hasznaljuk, és szinusz négyzet alfanak
olvassuk. Hasonléan egy szog koszinuszanak négyzetét cos” oc-val je-
161jiik, és koszinusz négyzet alfanak olvassuk. o Ty A

Roviden: (cosa)’ =cos’ a
3.2. abra A befogok az atfogoval

- s " ., . . . ¢ ogfiiggvényekkel kifej
Ezekkel a jelolésekkel a fent kapott dsszefiiggés, a trigonometria egyik ©8 @ szogluggvenyeriel kigjezve

legfontosabb tétele, azonossaga:
sina +cos’a =1.

Szavakkal kifejezve:

. eisisisisesineasnaasantnaat s as s s st as s aas s s ansasans s an s nannanans
letel Barmely hegyesszog szinuszdnak és koszinusza- :
: nak négyzetosszege 1. ]

...................................................................................................

Megoldas: 3.3. 4bra Azonossag
1. modszer:

Az ilyen ¢és ehhez hasonlo feladatok megoldasanal érdemes felten-

ni a kovetkezd kérdést. Milyen Osszefiiggést ismeriink egy hegyes-

szO0g adott és keresett szogfliggvényértéke kozott? Egy hegyesszog

szinusza és koszinusza kozétt a sin®a +cos’a =1 osszefiiggés all

fenn. Igy tekintettel arra, hogy a hegyesszdgek koszinusza pozitiv,

12y _[25 5
cosa =v1-sina =,[1-| = | =, |-— == adddik.
’ “y (13) 169 13

c=13x

2. modszer:

Adefinicid szerint az o hegyesszog szinusza az o, hegyesszoggel szem-
kozti befogd hosszanak és az atfogd hosszanak az aranya. A feladat fel-
tétele miatt az o hegyesszoggel szemkozti befogd hossza 12X, az atfogo
hossza 13x, ahol x>0 teljesiil (3.4. abra). Pitagorasz tétele alapjan:

(12x)° +b? = (13x)”, ahonnan b =5x adodik. fgy az & hegyesszog

3.4. abra A sinoa definicidja sze-
rint

o
i
=
=
E}g‘
o
y
=
8
@
(1)}
N
S
=
@
(4]
<
o)
w2
w2
N
o:
(1]
a
o
72}
N.
=
c
72}
N
E};
R
S

koszinuszanak definicidja szerint coso = X _ i
13x 13 0®®%%e
:. 165 .1
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3.2. Osszefiiggés egy hegyesszog tangense, kotengense, szinusza és koszinusza kozott

Az el6z6 leckében a definiciokbol adodott, hogy egy hegyesszog tan-

. . . . 1
gense és kotangense egymas reciprokai, azaz tga = prp
ctga
o A sin® o +cos® a =10sszefiiggés alapjan lehetdségiink van arra,
hogy a sina ésacosa aranyokat egy egységnyi atfogdjt derékszogii
haromszog befogoinak hossziisagaként szemléltessiik (3.5. abra).

Rt — ” Az o hegyesszog tangensének és kotangensének definicioi és a
= o , .
3.5. abra alapjan:

3.5. dbra Az o hegyesszog szinu-

sina coso
sza ¢és koszinusza szakaszhosszu- tga = K és ct F
sagokkal szemléltetve a a
A matematika Szavakkal kifejezve:
nyelvén:
i Bérnlllely hegye§sz6gltangen§e egyenlc’i
go =— a sz0g szinuszanak és koszinuszanak
cosa ; :
hanyadosaval.
o TR Barmely hegyesszog kotangense egyen-
B . a== ’ 8 " ; ,
c=\1+t?a Y o 16 a szog koszznuszana,k és
a =tgo szinuszanak hanyadosaval.
. 5 Az o hegyesszog tangensét és kotangensét is szemléltethetjiik szakasz-
c b=1 A

hossztsagokkal, a szogfiiggvények definicioja alapjan, ha a megfeleld
3.6. 4bra Az o hegyesszig tangen- befogot egységnyinek valasztjuk (3.6. &bra, 3.7. dbra).
se szakaszhosszlisaggal szemléltet-

ve
@‘ ZapEeldsa Hatarozzuk meg az a hegyesszog szmuszat ko- §

Ctlgo =—!
B z
Megoldas:
=1+ clga 1. modszer:

Milyen Osszefliggés van egy hegyesszog kotangense ¢és tangense, ko-
tangense ¢és szinusza, kotangense és koszinusza k6zott?

B e A hegyesszogek kotangense és tangense kozott a tga = —— azo-
c b =ciger A 3 ctga

3.7, &braAz o hegyesszig kotan- nossagot ismerjiik, amelybdl a tga = T adodik.

Igéi?sglgzakaSZhosszusaggal szem- A hegyesszogek kotangense és szinusza kozott fennall a

ctga = Osszefliggés, amelybdl a sin® o +cos” @ =1 azonossag

és a cos o > 0 felhasznalasaval

VJ1-sin’«

cooe, ctga = ————— azonossagot kapjuk.
° ° o
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Négyzetre emelés utan (ez az atalakitas ekvivalens, mert a kifejezések

pozitivak): 1—sin?o
Ctgz o= -
sin“a
Szorozzunk be a nevezdvel, majd mindkét oldalhoz adjuk hozza a
sin’ a-t:

sin®a -ctg® a +sin” a =1.
A bal oldalon emeljik ki a sin® a-t:
sin® a+(ctg® o +1) =1.
A ctg’a+1 (Ctg2 a+l# O) kifejezéssel elosztva az egyenlet mind-

két oldalat: sin’a = ol ahonnan négyzetgyokvonas utan a
ctg® o +

\/Ctgza+1_\/ (15J2 17
1+ )

sina >0 ésa ctga >0 miatt sina = ! ! 8

3.8. abra Osszefiiggés a hegyes-
szog tangense és kotangense ko-
z0tt

adadik.
A fentiek alapjan:

2
cosa =\1—sinq = [1— 21 _ Ctzga __ ctga
ctg?a+1 \ctg®a+1 \/m
15

ctga g 15

\/Ctgon—l_ 15 Y 1_17.
=1+
8
2

Innen cosa =

2. modszer:
% Vegyiik észre, hogy a 3.7. abra és a definiciok alapjan
tgoc—L—ﬁ Sina—;—i és cosa =
ctga 15 [ctg?a+1 17
__dge 15 konnyedén adodik.

ctg’a+1 17

, 3.9. &bra Hegyesszog szinusza,
3. modszer:

koszinusza kifejezhetd a szog

Milyen 0sszefiiggés van egy hegyesszdg szogfliggvényei kozott? kotengensével
A tanult azonossagok és a feladat feltétele alapjan:

(1) sin*a+cos’a =1,

15 cosa
(2) 3 sing
a
1
(3) tga—E.
8 0000,
o7

04_IV_fejezet.indd 167 2012.06.12. 9:39:16 (



A (3) alatti egyenletbdl tg a =%-6t kapjuk. Az (1) és a(2) alatti

egyenletekbdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk, az egyik is-
meretleniink a sz0g szinusza, a masik a sz6g koszinusza. A (2) alatti

egyenletbdl kifejezziik a cosa-t: (2)cosa = %Sin a, majd behelyet-

tesitjik az (1) alatti egyenletbe:
2
(1) sin*a +(§sin a ) =1.

. . 64
A miiveletek elvégzése és rendezés utan kapjuk, hogy sin’ o = T

Innen négyzetgyokvonas utan a sina >0 miatt sina = 8 adodik.
3.10. &bra Egy hegyesszog kotan- 17

gense 15
A cosa = ?Sin a formulaba helyettesitve a kapott szinuszértéket,

cosa = 15 -et kapjuk.
17

4. modszer:

A definicio szerint az o hegyesszog kotangense az o hegyesszog mel-
letti befogd hosszénak és az o hegyesszoggel szemkozti befogd hosz-
szanak az aranya. A feladat feltétele miatt az o hegyesszog melletti be-
fogo hossza 15x, az o hegyesszoggel szemkozti befogd hossza 8, ahol
x>0 teljesul (3.11. &bra).

c b=15x A

3.11. &bra A ctga definicioja

szerint . . .,
Pitagorasz tétele alapjan:

(15x)° +(8x)° =¢% ahonnan c=17x adédik. fgy az o he-

. e L . 8 8
gyessz0g szogfiggvényeinek definiciéi szerint tga =—=—,
0° <ar <90° 15x 15
cos o = \/1-sin‘a Sina=8—x=— és 003a=15_x=E.
sin o 17x 17 17x 17

2

ta=
1-sin“a

>
=

Ennek a feladatnak a megoldasabol is latszik, hogy barmely hegyesszog
valamelyik szogfiiggvényértékébdl az Gsszes tobbi meghatarozhato.

w Kezdetben a trigonometriaban csak a szinusz szogfiliggvényt
hasznaltak.
Alighanem Abul-Vafa (940-998) arab matematikus és asztronémus
volt az elsd, aki mindegyik szogfiiggvényt hasznalta, definialta azo-
kat az egység sugaru kor segitségével, és ismerte a kozottiik fennalld

3.12. dbra A trigonometria kez-

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

detén or A &g .. - L0
Osszefiiggéseket is. O allitott dssze els6ként tangenstablazatot. Le-
forditotta és magyarazta Euklidész ¢s Diophantosz munkait. Nevét
orzi a Hold egyik kratere is. (Sain Marton: Nincs kiralyi ut!)
5 o ..o
» 168
) °
) [ ]
o
L) o
[ ] L]
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Megoldas:
Hogyan igazolhat6 egy azonossag? Kiindulunk az egyenlség egyik ol-
dalabdl, és azonos atalakitasokkal elallitjuk a masik oldalt. Most a bal
oldalbol indulunk, elvégezziik a kijeldlt miveleteket, 6sszevonunk:
(L+ctgar)’ +(1-ctgar)’ =1+2ctga +ctg? a +1-2ctga +ctg? o =
=2+2ctg’a.
A bizonyitandé azonossag jobb oldalan az o hegyesszog szinusza sze-
repel. Ezért célszerti a ctg® a-t kifejezni a sin o segitségével.
, a  1-sin? .
Tehat ctg o = 0952 % _ _S - % 3 sinfo+cos’a =1 azonos-
SIn" a Sin~a

sag felhasznalasaval.
Behelyettesitve, az egyenlet bal oldala:

2-2sin’«
(l+ctgoc)2 +(1—Ctga)2 =2+2ctg’ o0 =2+ ————.
- . L. L, Sin-a 3.13. abra A tangens sz6 érint6t
Ko6z6s nevezore hozunk, és dsszevonunk a szamlaloban: jelent. A tango 3, tetigi, tactum =
2sina  2-2sin’a megérint szobol szarmazik
(1+ctga)’ +(1-ctga )’ == > —
SIn" a SIn" a
2 2 2
l+ctga) +(1-ctga) =— .
(1 ctga) +(1-ctga) =

—— €ppen a jobb oldalon allo kifejezés. Tehat azt kaptuk, hogy
SIn" a
a bal oldal barmely o hegyesszog esetén egyenld a jobb oldallal. Ezzel

2
=sma?

az allitast belattuk. tg' o

cos” o
Vagy mis?

Megoldas:
1. modszer:
Ismét egy azonossagot kell belatnunk. Ha 0°<x<30° akkor
0° < 3x < 90° Azaz a 3x hegyesszog.

Négyzetre emelés (ez az atalakitas ekvivalens, mert a kifejezések : 3.14. abra Hogy is van a pontos
pozitivak) és nevezdvel vald beszorzas utan: képlet?

cos” 3x- (1+1g°3x) =1.
Végezziik el a kijelolt miveletet:
cos® 3x +cos” 3x - tg?3x =1!

169
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Abizonyitandé allitasban ugyanazon hegyesszdg koszinusza és tangense

. . sin3
szerepel. Milyen kapcsolat van kozottiik? Tudjuk, hogy tg 3x = ! 3X )
. COS oX
n 2
ezt behelyettesitve: cos” 3x +cos” 3x - o 5 X :
cos” 3x

cos? 3x +sin® 3x = 1 azonossag adodik.
Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, és az atalakitasok végén
egy azonossaghoz jutottunk, ezért a kiinduld egyenletiink is azonossag.
Ezzel az allitast belattuk.

2. modszer:

Ha 0° < x < 30°, akkor 0°< 3x <90°. Azaz a 3x hegyesszog.
A 3.6. abra és a koszinusz szogfiiggvény definicidja alapjan:

1
J+tg?a

Innen az a =3x (3.15. abra) helyettesitéssel, éppen a bizonyitandd

tg3x

cosa =

3.15. &bra Abraa 4. példa 2. mod-

( ldasah A 1 4di
szerii megoldasdhoz azonossag, a cos3x = ———— adodik.

J1+1tg?3x

Q) Oldjuk meg!

1. Hatarozzuk meg az o hegyesszog tobbi szogfiggvényértékét az o meghatérozasa nélkil, ha

. 3.1 2 122 a
a) sina=—=; =; 0,75, ——— (a>0); b) cosa=—; —; 0,45, —— (a>0);
5 2 Ja?+4 (2>0) 13 2 \/a2+1( )

a’-4

c) tga=f—:; \3; 0,25; (a>2); d) ctga=§; 1, 10,25; o (a>§].

48’ -25 2
2. Bizonyitsuk be, hogy barmely o hegyesszog esetén
a) (sina—cosa)’ +(sina +cosa)’ =2; b) sin®a+cos’ & =1-2sin’a -cos® a;
si V1-cos® .
na + 1-cos a; d) sina-cosa = tgo; :
J1=sin?a cosa 1+t9°

3. Téablazat és szamologép hasznalata nélkiil adjuk meg egyetlen valos szamként a kovetkezd kifejezé-
sek értékét!
a) sin 20°—c0s50° + cos’® 60° — cos 70° + cos” 30° +sin 40°

b) (1—c0s36°)-(1+sin54°)+cos54°-cos36°- ctg 36°

C) 2tga =

c) (tg72°-ctg18°+1)-cos’72° d) cos’ %— cos® %
4. Szerkessziik meg az o hegyesszdget, ha tudjuk, hogy

a) sina:%; b) COSa:%; c) tga=4; d) ctga =0,5;

e) sin2a == (0°<a <45°); f)cos2a=— (0°<a<45°); @) tg(90°-a)=2,5.

[$; RN
~N b

W 04_IV_fejezet.indd 170 2012.06.12. 9:39:41



quSikgeometriaiszamitasok

oce e .

A kovetkezokben a szogfliggvények alkalmazasat mutatjuk be néhany
példan keresztil.

@/ 1, p3lda Egy derékszogii haromszog 15 cm hosszisagu at-
0g0jat a hozza tartoz6 magassag 1: 4 aranyu részekre bontja. Mek-
i kordk a haromszdg befogoi és hegyesszogei? :

Megoldas:
1. modszer:
Készitstink &bréat az adatok feltuntetésével!

Az abra elkészitésekor érdemes feltenni néhany kérdést. A kérdé-
sek egy része segithet a feladat szovegének megértésében, illetve annak
kideritésében, hogy a szoveg alapjan milyen adatok adottak. Ilyenek
lehetnek: Milyen sikidomrol van sz6? Milyen informaciokat, adatokat
ismeriink a szoveg szerint? Milyen feltételei vannak a feladatnak?

E feladat feltételei: a haromszdg derékszogi, és a 15 cm hossziisa-
gu atfog6t a hozza tartozd magassag 1:4 aranyu részekre bontja. Te-
hat egy derékszogii haromszoget rajzolunk, amelynek atfogoéja 15 cm
hosszisagu. Mivel a hozza tartoz6 magassag 1:4 aranyban osztja az
atfogot, ezért AT = %c = % =3cm és BT = %c = % =12 cm hosz-
szusagu. (4.1. abra)

A kérdések masik része mar a megoldasban jatszhat szerepet: Mit
kell meghatarozni? Milyen &sszefiiggéseket ismeriink az adott és kere-
sett adatok kozott? Megoldas kdzben érdemes feltenni ezeket és ezek-
hez hasonl6 kérdéseket.

Ebben az esetben a befogdkat és a hegyesszogeket keressiik. Cél-
szerll az abran mind az adott, mind a keresett adatokat megjeleniteni.
(4.1. abra) Milyen osszefliggéseket ismeriink a derékszogli haromszog
befogoi és az atfogo, illetve az atfogd két szelete kozott? Hogyan hata-
rozhatok meg a hegyesszogek?

A befogotétel szerint a derékszogl haromszog befogdjanak hossza
mértani kozepe az atfogd és a befogonak az atfogoéra esé merdleges
vetiilete hosszanak. A 4.1. abra alapjan, a matematika nyelvén:

1215 =64/5 cm = 13,42 cm és b=+/3-15 =35 cm = 6,71cm.

Derékszogl haromszog hegyesszogei egymas potszogei, ezért elegen-
d6 az egyik szoget meghatarozni. frjuk fel az o hegyesszog tangensét:

_a 6\/_
DR
adodik.
Tehét a haromszog befogéi: a =6+/5cm, b=3,/5cm hosszisa-
guak, hegyesszogei: a = 63,43°, B = 26,57°.

=2. Innen o =63,43° ahonnan 8 =90°—o = 26,57°
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A T
AT=3cm

c=15cm B
BT=12cm

4.1. dbra Derékszogli haromszog

4.2. dbra Szog és potszog

Y&
: |
... .O
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¢ 2. mddszer:

%# Vegyiik észre, hogy a4.1. dbrana CAT a ésa BCT a egy-egy

befogdjanak hosszat ismerjik, és a haromszégek masik befo-

¢ goi egybeesnek. A befogok aranya pedig a derékszogii haromszogben
levd hegyesszog tangensével vagy kotangensével egyezik meg.

irjuk fel tehat mindkét haromszogben az o szog tangensét: tga =

és tgazg. Innen %=E ahonnan m”> =36 (magassagtétel, 4.
: m m

ww|3

abra), m> 0 felhasznalasaval m =6 cm adddik.

. . m .
: Visszahelyettesitve: tga =§=2, igy a haromszog szogei:

: a ~63,43°6s B =90°—a =26,57°. Az ABC haromszdgben:sina = a
: c

S és cosq = 9 ahonnan a befogok: a=15sin63,43°~13,42cm és
4.3. dbra Magassagtétel : C

: b=15c0s63,43° ~ 6,71 cm.

), vl Egy haromszog alaku, vizszintes sikon fekvé telek :
i egyik hatarszakaszanak hossza 80 m, a rajta fekvd szogek 73°45" |
- i -esek. A tulajdonos a telek sulypontjaba egy szilvafat iiltetett. A fa :
i Ontozéséhez egy locsolofejet helyezett el a telek azon pontjaban, !
: amely egyenld tavolsagban van a telek hatarvonalaitol. Legalabb
¢ | milyen hatétdvolsagu 6ntdzdfejet kell telepitenie ahhoz, hogy a szil- :
i vafa dntdzését biztositani tudja? :

Megoldas:

: Készitstink abrat! A feladat szovege szerint a 80 m hosszusagu oldalon
: fekvd szogek egyenld nagysaguak, ezért a haromszog egyenld szaru.
A haromszog sulypontja a fentiek és a sulypontra vonatkozo tétel sze-
rint az alaphoz tartozé magassag (CF) F ponthoz kdzelebbi harmadol6-
pontja (S). fgy az S pontban talalhat6 a szilvafa. A locsol6fej a harom-
szog oldalaitol egyenld tavolsagra van, a haromszog belsd szogfelezoire
vonatkozd tétel alapjan ez a pont a haromszdgbe irhat6 kor kézéppontja
¢ (O, abelsd szogfelez6k kozos pontja). Tehat a locsoldfejet az O pontban
¢ helyezték el, igy az SO szakasz hosszat kell meghatérozni. (4.4. dbra) Az

SO szakasz hossza el6all az SF és az OF szakaszok hosszanak kiilénbsé-
4.4. abra Egyenld szard harom- :

sz6g : geként. Az Spontaz ABCa sulypontja, igy SF = C?F Az AFC derék-

A F B
a=7375° c=80m

sz0gll haromszogben ismerjiik az o szoget, az o sz6g melletti befogot,
és keressuk az o szoggel szemkozti befogot. Felirjuk az o sz0g tan-

gensét: tga = % innen CF = AF -tga =40-tg73,75°=137,23 m,
: ahonnan SF =45,74m. Az AFO derékszogii haromszogben ismer-

: juk az %:36,875o szoget, e sz0g melletti befogdt, és keressik a
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szoggel szemkozti befogot. Felirjuk az %: 36,875° szbg tangensét:

tg% % innen OF =40-1936,875° = 30,01 m. Tehat az ont6z6fej

legaldbb SO = SF —OF =15,73m hatotavolsagu.

3,04l A Bermuda-haromszég a Florida keleti partjan
i Tévé Miami, a Bermuda-szigetek és Puerto Rico éltal hatérolt terii-
i leten talalhato.

i A Bermuda-szigetek—Puerto Rico tavolsag: 1500 km, a Bermuda- 3

i szigetek — Miami tavolsag: 1510 km, a Bermuda szigetekrél a Puerto

i Rico és Miami altal meghatarozott szakasz 55° 52’-es szog alatt lat- : : N, 1 e
 szik. Egy-egy kozlekedési eszkoz eltiinésekor hany km? teriiletet | @ o8 =t 20¢ yet az frdog

i kellett atkutatni a t(lél6k megtalalasa érdekében?

© A kapott értéket hasonlitsuk Gssze a térképészek altal megadott : :

| 704000 km” nagysagi teriilettel!

Megoldas:

Készitslink &brat! A szveg szerint adott a haromszdg két oldala (a, b), @

az altaluk bezart sz0g (y), és keressiik a hdromszdg teriletét (T). A ha- :
romszog teriiletének kiszamitasahoz meg kell hatarozni az egyik ismert :

YYYY

oldalhoz tartoz6 magassagot. Melyik magassagot célszerti berajzolni? :

Mivel y hegyesszog és b > a miatt > o teljesll, ezért a B csucsbol in- ¢

YTy

dulé magassag a haromszogon beliil halad. Hizzuk be tehat a B csucs- :

bol indulé magassagot! (4.6. abra)

. m .
A CTB derékszogii haromszogben siny = —, ahonnanm=a-siny. @ A
a

b-m basmy

gy az ABCa teriilete: T = 5

i sz0ge és az ezt a szOget kozrefogo két oldalanak segltsegevel

:T_a bsmy

...................................................................................................

A haromszog tertilete kiszamithato egy hegyes— i

eccoe

Vajon milyen 6sszefiiggést kapunk a teriiletre, ha a y szdg derékszdg, :

illetve tompaszdg? Ennek a kérdésnek a megvalaszolasara késdbb még :

visszatérink.

A feladat adatait behelyettesitve a teriilet kifejezésébe, a Ber- ¢

a-b-siny 1500-1510-sin55,87°
2 2

muda-haromszoég teriiletére T =
=937445,76 km* adodik.

A teriiletre kapott érték nagymértékben eltér a megadott :

704000 km? értéktSl! Mi lehet a magyarazat az eltérésre? A valosag-
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4.5. dbra Bermuda-haromszog
A fenti térképen megjel6lt harom
kis teriilet a cstcsa annak a ha-

elveszett tornacanak, a Titokzatos
félhomalynak, Varazslatos tengeri
zonanak és az Orddg haromszo-
gének is neveznek

(Bermuda-szigetek) .C

(Miami) (Puerto Rico)

4.6. dbra A 3. példa megoldasa-
hoz

4.7. dbra Rejtélyes eltiinések a
¢ Bermuda-haromszogben
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¢ ban a Bermuda-haromszog a foldgdmb felszinén van, tehat egy gdmb-
feliilet egy bizonyos részének teriiletét kellene kiszamitani. A kiszami-
: tashoz a térképészetben hasznélatos gémbharomszogtani ismeretekre
lenne sziikségiink. Sikmértani modszerekkel ilyen nagysagu tavolsagok
¢ esetén nagy eltérés adodik. Csak akkor szabad folddarabok teriiletét ily
¢ modon kiszamitani, ha a tavolsigok nem tal nagyok, mert ilyenkor a
: gombfelszin kicsiny darabja jol kozelithetd egy sikidommal.

TIYTTYY

4, 04l Egy paralelogramma keriilete 50 cm, teriiletének
| nagysdga 72 cn’, egyik szoge 30°. Mekkorak az oldalai? ]

B 4 A : Megoldas:

, ‘( : Keészitsiink abrat! (4.8. bra)
w2 2 :
U

¢ Afeladat sz6vege szerint a paralelogramma kerulete 50 cm, a 4.6. abra

¢ ! b : alapjan (1) 2a+2b =50 egyenlet 4ll fenn. A paralelogramma felbont-

hat6 az egyik atloja (BD) segitségével két egybevagd haromszogre.

4.8. 4bra Paralelogramma

..............................................................................

A paralelogramma terulete meghatarozhat6
egy hegyesszoge és az ezt a szoget kozrefogd két oldalanak se- :
: : gitségével: ;

2DSINY o besing

...................................................................................................

A feladatban szerepl6 paralelogramma teriilete 72 cm?, a teriilet for-
¢ muldjaba helyettesitve: (2)a-b-sin30°=72 egyenlet teljesiil.

A Az (1) és a (2) alatti egyenletekbdl 4llo egyenletrendszert kell
¢ megoldanunk. Az egyenletrendszer:

? : (1) a+b=25

A (2) a-b=144.
¢ a D ¢ Az (1) alatti egyenletbdl kifejezziik az a-t: a=25-b, majd behelyet-
: tesitink a (2) alatti egyenletbe: (25-b)b=144. A kijelslt miivele-
4.9. dbra Rombusz teriilete : tek elvégzése és rendezés utdn b?—25b+144 =0 adddik, ahonnan

i b =9cm, b,=16cm. fgy a, =16cm, a, =9cm. Tehat a paralelog-
: ramma oldalai: 9 cm, 16 cm, 9 cm, 16 cm.

9, p4l Harom falu (A, B, C) egy hegyesszogii haromszog :
i harom csticsaban fekszik. A harom falu kozosen egy pihendhelyet '
| épitett. A pihend mindharom falut6l 3,4 km tavolsagban van. A B
: | falu a masik két falutol 5 és 6 kilométer tavolsagban van. Mekkora a :
tavolsag az A és a C falu kozott? ]

S174
N
.. “.
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Megoldas:
Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével! Mivel a pihené mindharom

a=>5km c=6km
falutol egyenld (3,4 km) tavolsagban van, ezért a pihend a falvak altal
meghatérozott haromszdg koré irt korének kozéppontjaban (O) van. : g:Z,Skm %:3km
A koré irt kor kozéppontja a haromszog oldalfelezé6 merdlegeseinek 3k
=3,4 km

kozos pontja, amely hegyesszogli haromszog esetén a haromszog belsd
pontja. Ennek megfeleléen a 4.10. abran D, E, F pontok felez6pon-
tok, és a D, E, F-nél jel6lt szogek derékszogek. A szokasos jeldlésekkel
élve az ABCa A csucsanal levo belsé szog o, a B cstcsnal g, a C
csucsnal y. A kdzépponti és keriileti szogek tétele alapjan COB<« = 2¢,
igy COE< = . Hasonldan addodik, hogy AOF<« = és BOD«x =y. :

a
Az OEC derékszogli haromszogben sina =%=%, ahonnan

a=2R-sina. Hasonlo gondolatmenettel kapjuk, hogy b =2R-sin g,
c=2R-siny.

4.10. &bra Hegyesszogli harom-
............................................................................................ SZC)g éS koré I’rt kf)l'e
Tetel Egy hegyesszogii haromszog barmelyik szoge, :

i e szoggel szemkozti oldala és koré irt kdrének sugara kozott :
i a=2R-sina, b=2R-sinB, c=2R-siny 6sszefliggések allnak :
: fenn. :
Ha az o sz6g derékszdg vagy tompaszog, akkor vajon milyen Ossze-
fuggést irhatunk fel a, R, o kozott? E kérdés megvalaszolasara kés6bb :
még visszatérink.
Alkalmazhatjuk a feladatunk megoldasaban az imént kapott 6sz-

szefliggéseket: 5=6,8-sina, b=6,8-sinB, 6=6,8-siny. Innen
o =47,33°, y=6193° é p=180°—a—y =70,74° ahonnan
b=6,8-sinB=6,8-5in70,74° =~ 6,42 km. Tehat az A és a C falu ko-
z06tt a tavolséag 6,42 km.

g,04ld A kozaton  hasznalatos  stoptabla  mérete :
g O cmx 60 cin-es, az iskolai kozlekedési parkokban hasznéalatosakeé
i pedig 30 cinx30 cin-es (4.11. abra).
i a) Legalabb mekkora legyen annak a kor alaku lemeznek a sugara, :
i amelybdl egy 60 cinx60 cin-es stoptablat (egy szabalyos nyolc- :
i szoget) ki tudunk vagni? Hany dm® hulladék keletkezik?
i b) Ha egy adag piros festékkel az iskolai parkban hasznalatos tablak :
koziil 24-et tudunk befesteni, akkor hany tablara elegendd ez a
kozuton hasznalatosak kozil? '

N

4.11. abra Szabalyos nyolc-
szog alaki jelzétabla mérete:
Megoldas: (DxD)
a) A szOveg szerint keressiik a nyolcszog koré irt kor sugarat (R), a ke-
letkezo korszeletek teriiletét, és a 4.11. abra alapjan ismerjiik a beirt kor

atmérgjét: 60 cm. Paros sok oldalu szabalyos sokszdgekre vonatkozd

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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4.12. dbra Szabalyos nyolcszog

feladatok megoldasanal gyakran vezet célra, ha a sokszdg szimmetria-
kdzéppontja (O) és valamely oldalanak végpontjai (A, B) altal meghata-
rozott egyenld szaru haromszoggel dolgozunk. (4.12. dbra)

Ekkor az n oldalu szabalyos sokszog esetén a kozépponti szog:

BOA«x = 360 = 360 =45°, OB=0A=R és OF =r (ahol F az AB
n
szakasz felezopontja). A BOF derékszogli haromszogben co0s22,5° =
r 30

:E :E' ahonnan R =32,47cm. Tehat a kor alaka lemez sugara

legalabb 32,47 cm. A hulladékmennyiség egyenld a nyolc egybevagd
korszelet terliletének Osszegével. Egy korszelet teriiletének nagysaga

egyenld Toos, — Thorcink -
2

o ro 32,477 =
Az el6z0 példa alapjan: T, = R.R.Zm45 = 5 2

2
~372,75cm’. A korcikk teriilete T, .. =%a, ahol o a kor-

cikk kozépponti szoge fokban megadva, behelyettesitve ebbe a kife-

32,47*n
360°

Tkﬁrszelet = TAOBA _Tkﬁrcikk =41, 27cm?* = 0,4127 dm?.

igy a keletkezett hulladék 3,302 dm?.

b) A két tabla hasonld, a hasonlosag aranya 1:2, tehat a teriiletiik ara-

nya 1:4. A festék tehat negyedannyi, azaz 6 darab kozuton hasznalatos

tablara elegendd.

jezésbe: T = 45° = 414,02 cm®. A korszelet terilete:

0l

) Oldjuk meg!

1. Egy derékszogli haromszog atfogojat a hozza tartoz6 magassag 9:16 aranyu részekre bontja. A ha-
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romszog legkisebb oldalanak hossza 12 cm. Mekkorak a haromszog hianyzo oldalai és szogei?

. AP kiils6 pontbdl a 13 cm sugara kérhoz hiizott szel6 a kort A és B pontokban metszi. A szel6 és a

kor K kozéppontjanak tavolsiga 12 cm. A szeld hosszabbik szeletének hossza 21 cm.
a) Milyen hosszu érintészakasz huzhato a P pontbdl a korhoz?

b) Mekkora a PK?

¢) Mekkora szdget zar be PK az érintGvel?

. Egy haromszog két oldalanak hossza a és b, az altaluk bezart szdg y. Mekkora a hdromszog tertlete,
ha
a) a=5cm;b=6cm;y =70 b) a=9,2dm;b =68 cm;y =56°26"

c)a=12m;b=98cm;y =66,73°?

. Egy paralelogramma két szomszédos oldalanak hossza a és b, az altaluk bezart sz6g y. Mekkora a

paralelogramma tertlete, ha
a) a=9cm;b=6cm;y =32,5°% b) a=8,2dm;b=78cm;y =60°
c) a=2,2m;b=153cm;y =76°45  d) a=hbh=10,3cm;y =36°25"?
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5. Mekkora a haromszdg koré irt kdr sugara, ha adott (a szokasos jel6lésekkel):

a) a=5cm, o =70% b) b=6,8dm, B =57°24’;
c) c=152m,y =66,73°?

6. Karcsi deltoid alakt papirsarkanyt készit. A deltoid két szemkozti szoge: 30° és 150°, egyik oldala-

nak hossza 25 cm.

a) Milyen hosszlisagu palcakat kell az 4tlok mentén elhelyezni?

b) Hany cm?’ papirt kell vasarolnia a sarkdny befedéséhez, ha a felhasznalt papirmennyiség 10%-a
hulladék?

7. Az n oldalt szabalyos sokszog koré irt korének sugara 1 m hosszsagu. Szamitsd ki a szabalyos
sokszognek az oldalat és a legrovidebb atlojanak hosszat! Hany szazaléka lesz a sokszog teriilete a
kor terlletének ha
ayn=3 b)yn=6;, c)n=9;, d)n=12?

5hlergeometriailszamitasok

E H
Az alabbiakban néhany térbeli alkalmazast mutatunk be. A térgeomet- :
riai feladatok megoldasakor megfeleld sikmetszeteket, deré¢kszogili ha- 3 g
romszogeket keresiink. Ezek segitségével hatdrozzuk meg a keresett 5
szakaszokat, szogeket. :
P D
B a [4

), 03l Mekkora szOget zar be a kocka (5.1. abra)
:3) AD és FB éle?
i b) EC testatldja és ABCD lapja?

5.1. abra Kocka

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- E H
Megoldas: I3 L g
a) Az AD és FB kitér6 élek. Hajlasszogiik egyenld a tér egy tetszéleges
pontjaba eltolt képeik hajlasszogével. Legyen ez a tetszéleges pont a
kocka B csucsa, ekkor az AD él képe a BC él, az FB képe 6nmaganak. P R D
(5.2. &bra) Tehat az AD és az FB élek hajlasszoge 90°. }F‘bb;

B a [4

b) A szdveg szerint egy egyenes ¢és egy sik hajlasszogét keressiik. Mit is
értiink egy egyenes ¢és egy sik hajlasszogén? Ha az egyenes nem mero-
leges a sikra, akkor e két térelem hajlasszogén az egyenes és az egyenes
sikra vonatkoz6 mer6leges vetiiletének szogét értjiik. EC nyilvanvaloan
nem merbleges az ABCD sikjara, EC szakasz mer6leges vetiilete ABCD
sikra az AC szakasz. A keresett hajlasszog az 5.3. &bran g-val jelolt
szog. Korabbi ismereteinkbdl tudjuk, hogy az ABCD négyzet atloja ki-

fejezhetd a négyzet oldalaval (a kocka élével): a+/2. A CEA derékszo-
a 1

——==——, ahonnan B = 35,26°. Tehat az

av2 2

EC testatld és ABCD lap hajlasszdge 35,26°.

5.2. dbra Kitérd élek hajlasszoge

E H

gl haromszogben tg =

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000080
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5.4, dbra XIX. szédzadi felvétel :

a Kr. e. XXVI. szazadban épilt
piramisrol

5.5. bra Szabalyos négyoldalu
gula

a
2 3=230,35m

5.6. &bra Alapél-oldalél szége S

r. 178 '-.
‘ .
.. ...
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ecccsessccecsoe

= Az el-gizai piramis, mas néven Hufu-piramis vagy Khe-
opsz-piramis, az egyiptomi 6birodalmi Hufu faradrol (Ahet
Hufu, ,,Hufu horizontja, fényhegye”) elnevezett piramis. OKori

O

neve:

Az el-gizai piramis a legrégebbi és egyben az egyediili fennmaradt
csoda az Okori vilag hét csodaja kozul. Magassaga 146,7 méter,
alapéleinek hossza 232,4 méter volt. Anyaga helyi mészkd, asszuani
granit, turai mészké. A mai egyiptomi févaros, Kaird kozvetlen ko-
zelében all, és a Fold egyik legismertebb turistalatvanyossaga. Az el-
gizai piramismez6t alkotod harom kiralypiramis egyike.

J, 04l Az egyiptomi Kheopsz-piramis szabalyos négyol- :
. alu gula, mai magassaga 137,3 méter, alapéle 230,35 méter hosz- :
i sz(isag. '

: | Mekkora szdget zér be
: | a) az oldallap és az alaplap?

i b) az oldalél és az alaplap?
i ¢) az oldalél és az alapél?

Megoldas:

Készitsiink abrat! A feladat a) részében két metsz6 sik, a b) részében

egyenes ¢s sik, a c) részében két egyenes hajlasszogére vagyunk ki-
vancsiak. Mit értiink metsz6 sikok hajlasszogén? Tekintsiik a két sik
metszésvonalanak egy tetszbleges pontjat! Ebben a pontban mindkét
sikban mer6legest allitunk a metszésvonalra, a két sik hajlasszogén e
két merbleges hajlasszogét értjikk. Ennél a feladatnal az oldallap és az
alaplap hajlasszége az 5.5. dbra a-val jel6lt szoge. Az oldalél és az
alaplap hajlasszoge az 5.5. abra s-val jeldlt sz6ge, az oldalél és az alap-

: él hajlasszoge az 5.6. abra y-val jelolt szoge.

¢ a) Az EOF derékszogli haromszogben tga =

_ 137,38 =1,1921.

115,175

N3

Innen az oldallap és az alaplap hajlasszdge o =~ 50,01°.
b) A DEO derékszogli haromszogben a ff szog melletti befogo feleak-

av2  230,35V2
2

2
m 137,3
~162,88m, igy tgf=—=-——1"=0,8429. {gy az oldalél és a
&y 95 =55 = 16288 &y az “

alaplap hajlasszége 8 =~ 40,13°.
) A y szog meghatarozasahoz el6szor az oldalél hosszat szamitjuk ki.

kora hosszisagu, mint az alaplap atloja: OD =

: (5.6. abra) Alkalmazzuk Pitagorasz tételét a DEO derékszogli harom-
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2
szogre: b= fmz +{¥J ~213,03m. A BGE derékszogii harom-

2%:0,5407, innen az oldalél és az alapél haj-

szogben cosy =

oo

lasszoge y =57,27°.

3, 02l Valamely CT templomtorony C tetdpontja a T talp-
i ponttal egy vizszintes sikban levé 40 m hosszisag AB alapszakasz :
i A pontjabol 60°-0s, az AB szakasz F felezpontjabol 45°-0s emelke-
i dési szogben latszik. Tudjuk tovabba, hogy ATB<t =90°. '
a) Mekkora a torony magassaga? :
i b) Mekkora emelkedési szog alatt latszik a torony tetSpontja a B
i pontbol? '
Megoldas:
a) Készitsiink abrat! Jeloljiik a torony magassagat x-szel! (5.7. abra)
ACTFa egyenld szarG derékszogli haromszog, ezért TF =CT = x.

Az ABT a derékszogli, igy Thalész tétele értelmében TF = % =20m.

A fentiek miatt a torony magassaga 20 m.
b) Az o sz6g meghatarozasahoz a BCT derékszogli haromszog BC vagy
TB oldalat kell kiszamitani. A TB oldal az ABT derékszogii haromszog-
nek is oldala. igy ha a TA befogét meghatirozzuk, akkor Pitagorasz
tételének alkalmazasaval (ABT derékszogili haromszogre) TB Kisza-

mithat. Az ACT derékszogli haromszogben tg 60°=%, innen

203

AT =Tmzll,55 m.

ABT derékszogli haromszogre alkalmazzuk Pitagorasz tételét:

2
TB = /402—[20;@J = 20\3@ ~38,30m. A BCT derékszogii hé-

A =~ 0,5222, innen a keresett emelkedési

38,30

romszdgben tgo = cr
B

sz0g 27,58°.

1. Mekkora szOget zar be a kocka (5.9. abra)
a) AG testétloja és FB éle?
b) AG testatloja és CH lapatloja?
2. Mekkora a szabalyos tetraéder két lapjanak hajlasszoge?
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5.7. dbra A torony magassaga

5.8. dbra A szegedi D6m

.

Jocoooo
'
'

-

B a ©
5.9. abra Kocka
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3. Valamely torony C tet6pontja a T talpponttal egy vizszintes sikban levé 80 m hosszisagu AB alap-
vonal A pontjabél 30°-0s, az AB szakasz F felezOpontjabdl 45°-0s emelkedési szogben latszik. Tud-
juk tovabba, hogy TBA<« =90°.

a) Mekkora a torony magassaga?
b) Mekkora emelkedési szog alatt latszik a torony magassaga a B :
pontbol? S

4. Szabalyos hatoldalu gula alapéle 10 cm, oldaléle 1072 cm hosszi- §
sagu. (5.10. abra) Mekkora szdget zar be
a) az oldallap és az alaplap? g
b) az oldalél és az alaplap? &
¢) az oldalél és az alapél?
d) két szomszédos oldallap?

5.10. &bra Szabalyos hatoldalua
gala

bV ektorokiakoordinatasikon

Korabbi tanulmanyaink sordn megismerkedtiink mar a vektor fogalma-
val, alkalmaztuk a vektormiiveletekrdl és azok néhany tulajdonsagarol
tanult ismereteinket, illetve vektorokat bontottunk fel kiilonb6zd iranya
Osszetevokre. Az alabbi példaban néhany fontos részletet elevenitiink
fel.

£0000000000000000000000000000ss4"

: 1,94l Bontsuk fel a V vektort & vektorral és b vektor- :
i ral parhuzamos Osszetevokre! (6.1. dbra; A konnyebb dsszehasonli-
| tas végett egy négyzetracson dbrazoltuk a vektorokat.) :

6.1. dbra Az 1. példahoz
Megoldas:

Huzzunk parhuzamost a V vektor kezd6- és végpontjan at az adott a
és b vektorral. A 6.2. 4bra alapjan az & vektorral parhuzamos 6ssze-
tevd (komponens): —0,58, a b vektorral parhuzamos 6sszetevé: 30.
fgy V=-0,5d+3b.

% Vegyiik észre, hogy V el8allithatt V=c-a+p-b
alakban, ahol o és p valamilyen valés szam.
(A konkrét példaban o =-0,5és 8 =3.) llyenkor azt mondjuk,
hogy a V (a és g egyltthatokkal vett) linearis kombinacitja az
a és b vektoroknak.

6.2. dbra Az osszetevk nem fel-
tétleniil egyallastak a megadott
Jo°%%, vektorokkal

A fentiek tiikrében az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg:
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............................................................................................

 Tétel Ha adottak a sikban az @ ésa b nullvektortdl kii-
: 16nb6z6, nem parhuzamos vektorok, akkor a sik barmely v vektora : :
(az 6sszetevok sorrendjétdl eltekintve) egyértelmiien felbonthatd &
vektorral és b vektorral parhuzamos dsszetevékre. _
i Masképpen fogalmazva: Ha d és b nullvektortol kiilonboz6, nem :
parhuzamos vektorok (bazisvektorok) a sikban, akkor barmely veliik :
i egy sikra illeszked6 (egysiku) v vektorhoz pontosan egy olyan (¢; : :

[) valos szampar talalhato, amelyre v =c-d + f3 - b.
Bizonyitas: :
Huzzunk parhuzamost a v vektor kezd6- és végpontjan 4t az adott d
és b vektorral. (6.3. &bra)
Az OA az & vektorral, az OB a b vektorral parhuzamos, ezért :
OA=aa és OB =pb. Mivel v=0A+OB, ezért v=q-a+f8-b. :
Ezzel belattuk, hogy a felbontas létezik, mar csak azt kell megmutat-
nunk, hogy mas felbontas nem allithatja elé ezt a v vektort.

Tegyiik fel, hogy van egy masik felbontas is: v =a’-d+ b, :
ahol a’, B’ olyan valés szamok, amelyekre a =a’, B = B feltételek :
koziil legalabb az egyik teljesiil, példaul a B = B’

Vegyiik a két felbontas kiilonbségét:

O=(a-a’)-d+(B-p)b
Mivel B = B’, ezért B— B’ -vel oszthatunk, igy rendezés utan kapjuk, :
hogy

’

o—o
B-B

Igy a b vektoraz & vektorral parhuzamos vektor vagy nullvektor len-
ne, ez a feltevésiinknek ellentmond. Emiatt 8 = B° nem allhat fenn, :

azaz = B’. Hasonléan a = a’. Ezzel bebizonyitottuk, hogy egyetlen :
felbontas létezik.

b

.

A természettudomanyok szamos teriiletén teszi egyszertibbé a vektorok- :
kal valé miiveletek elvégzését a vektorok egymasra merdleges kompo- :
nensekre val6 bontasa, koordinata-rendszerbe helyezése. (6.4. abra) Eb- :
ben a leckében megismerkediink a sik vektorainak, a vektorokkal végzett :
miiveletek eredményeinek koordinata-rendszerben torténd megadasaval. :

Egy vektorhoz a definicio értelmében végtelen sok olyan irdnyitott :
szakasz van, amely azt meghatdrozza. Ezen iranyitott szakaszok koziil :
barmelyik kivalaszthato a vektor szemléltetésére. A kivalasztott, iranyi- :
tott szakszt a vektor reprezentasanak hivjuk. :

A koordinata-rendszerben két médon adhatjuk meg (reprezental- :

eccoe

hatjuk) a vektorokat:
a) Az origd kezd6ponti, valamely P végpontu iranyitott szakaszt a P :
pont helyvektoranak nevezziik. Altalaban a végpont betiijelének kisbe-
tijével jeloljik: P. Az origd helyvektora a nullvektor.
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6.3. abra Vektor felbontasa adott
vektorokkal parhuzamos &sszete-
vokre

6.4. dbra A lejton levd testre hato

¢ nehézségi erd felbontasa a lejtével

parhuzamos (F,) és a lejtére merd-
leges komponensekre (F,)
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¢ A helyvektor fogalmat a koordinata-rendszertdl fiiggetlentil is hasznal-
¢ juk: barmely kijelolt, rogzitett O (vonatkoztatasi) pontbdl a sik (a tér)
P A pontjaiba mutatd iranyitott szakaszokat is helyvektoroknak nevezziik.

) 7B : b) Anem orig6 kezdSpontu iranyitott szakaszokat szabad vektoroknak
p g : hivjuk. Avektorok fogalmabol adodik, hogy barmely szabad vektor-
¢ hoz pontosan egy vele azonos helyvektor tartozik. Ezt a helyvektort a
0 TR : szabad vektor origé kezdépontu reprezentansanak hivjuk. (6.5. abra)
e Célszer(i a szabad vektorokat e reprezentansukkal szemléltetni.

Legyenek az (1;0) és a (0;1) koordinataju pontok helyvektorai az i
i ésa ] vektorok, ekkoraz i ésa j vektorok egységnyi hosszasaguak
¢ (egységvektorok), és egymasra merdlegesek. A valasztasnak megfeleld

6.5. abra A P pont helyvektora : -~ =, = L, L, . . ,

(@_ 5 az A—pB szaba}(; vektor : | €8 vektorok az (x,y) koordinatasik bazisvektorai (nem parhuza-
& orijgépzclezdépontﬁ reprezentan- : mosak, nem nullvektorok; 6.6. abra). A fentiekbél tudjuk, hogy barmely
sa (OC =c = AB)

veliik egysika vektor egyértelmtien eldall linearis kombinacidjukként.

), u4ldz Abrazoljuk a koordinata-rendszerben az

L U a=2i+4],ab=3i-4], aE:—%h] ésaz OP =—i-3]

Megoldas:
¢ Avektor definici6ja alapjan a, b, ¢ vektorok kezddpontja a koordina-

‘ tasik barmely pontja lehet, az OP vektor kezddpontja az origo.
A megoldast a 6.7. abran lathatjuk.

~.

6.6. abra Bazisvektorok

¢ 6.7. abra Vektor szorzasa valds szammal, vektorok dsszeadasa

: w
v : tié‘\

; V_V\ LTI T : Tudjuk, hogy egy vektorhoz pontosan egy felbontas (i -ral és j -ral

(Vi) _V_V‘HVZI : parhuzamos SsszetevOkre vald) és egy felbontashoz pontosan egy vek-
i1 ! tor tartozik. Minden vektorhoz hozzarendelhetjiik az i és ] egyiittha-
0 1 X

¢ t6ibol 4ll6 rendezett szampart. Pontosabban:

Usilinfdd Az (xy) koordinatasik v vektoranak v,i+v,] :
Talaku el6allitasaban a v, egyiitthatot a v vektor els6, a v, egyiitt- :
: hatét a v vektor masodik koordinatajanak nevezzik. (A v vektor :

6.8. abra \ektor koordinatai

: | koordinatai: a (v,;v,) rendezett szampar.) Jelolése: v (v;;v, ).
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Bel4thato, hogy az i vektor koordinatai (1;0), a j vektoré (0;1) és a
nullvektor koordinatai (0;0).

5, vald  Hatarozzuk meg az a, b vektorok és a P(-11),
i illetve az R(5;1) pontok helyvektorainak koordinatait! (6.9. abra)

Megoldas:
Rajzoljuk be a P(-11), illetve az R(5;1) pontok p,r helyvektora-
it! (6.10. bra ) A vektorokat bontsuk fel i -ral és j -ral parhuzamos
osszetevokre: a=-31—2], b=2i-4j, p=—i+] 6s r=5+]
(6.10. &bra). A vektor koordinatéinak definiciéja alapjan a(-3;-2),

=

b(2,-4), p(-L1) és r(51). L~
; » ‘(//////
h=2i-4j OP=p=-i+]
b(2,-4) p(=11 =

6.9. dbra A 3. példahoz

6.10. abra Vektorok felbontasa, vektor koordinatai

%

% Vegyiik észre, hogy a P, Q pontok és a hozzajuk tartoz6 Vi

' ' B,F helyvektorok koordinatai azonosak. Ez a tulajdonsag a el
pontok és a vektorok koordinatainak definicija miatt mindig igaz. L 1
A koordinatasikon barmely pont és a pont helyvektoranak koor- 4 a(a;a,)
dinatai megegyeznek. 0] 17 7

4 0alds Tukrozzlk az A(12;5) pont helyvektorat az X, az y
i Tengelyekre és az origéra! Hatdrozzuk meg az igy kapott vektorok :
i koordinatait!

6.11. dbra Az A pont és helyvek-
toranak koordinatai

Megoldas:
Abréazoljuk az OA vektort! Az emlitett tikrozéseknél az O pont fix-
pont, az A(a;;a,) pont tikérképei rendre: A’(a;;-a,), A"(-a;a,),
A”(-a;-a,). Az OA(a;a,) helyvektor x tengelyre vonatkozé tii-
kérképe az OA’(a,;—a, ) vektor. Szavakkal: az OA” elsé koordinataja

|
N
n
\‘
RN
|l
w |
i
et
N
N
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

egyenld az OA vektor elsé koordinatdjaval, a masodik koordinatdja

:. 183 ‘1
. ‘
..‘ ..
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pedlg az OA vektor méasodik koordinatajanak ellentettje. Az y tengely-

¢ re vonatkoz0 tilkérkép OA”(—a,;a,) és az origora vonatkozé tikérkép
_ y - : — I N
a,(-a;8,) a(a;a,) : OA"(-a;-a,). fgy a keresett vektorok: OA’(12;-5), OA”(-12;5) és
.1 7  O0A"(-12-5). (6.12 dbra)
) I T K
: S T L A L L A(12,5)
e E & i E
a(-ai-3) 1 #(a-3) - E
3 11/ N
i X
6.13. abra Vektor tukorképei az : a” 2 '
origora és az x, y tengelyekre vo- ¢ i
natkozéan : ;
: A™(-12, -5) A'(12,-5)
§ 6.12. dbra Helyvektor tiikorképei
h 3, 04lds Legyen a( -3, 4) b=7+3] és c=-5)! Szi- |
: © mitsuk ki, milyen hosszi az a,b ésa ¢ vektor! :
y e
j((j j)) ————— B(t Megoldas:
Y :5(1: 3 Mivel az i ésa ] két egymasra meréleges egységvektor, ezért a vek-
2 X 3 . : torok veliik parhuzamos dsszetevéi is mer6legesek egymasra. fgy az @
Ot X ossza egy 3 ¢s 4 egység oldalhosszisagu téglalap atlojanak hossza.
60: -5) Vagyis |<'?1|2 =3?+4%, ahonnan |a] >0 miatt |a] =

Hasonléan adédik, hogy |B|2 =1*+3" =10, [6|=+10. A vektor

valds szammal val6 szorzasanak értelmezése szerint ‘E‘ = 5‘]‘ =5,
: (6.14. 4bra)

6.14. abra Vektor hossza

i aliceccecccccccccceccccccccccccccccccee

Az 1, ] bazisvektori, (X, y) koordinatasikon egy
tetszéleges a(ay;a,) vektor hossza egyenlé a vektor koordinatai- :
nak négyzett’)sszegéb(")l vont négyzetgyokkel, a matematika nyelvén: :

H af +al.

...................................................................................................

=
(=]

=
>~

izonyitas:
eset: az @ parhuzamos valamelyik bazisvektorral.

Ha az d parhuzamos az 1 -ral, akkor a=ai =al +0]
6s [a|=|a|-[[=[a| Ekkor az & koordinatéi (a;0). Mivel

: Bi
l.

6.15. abra Vektor hossza

r. 184 .0.
‘ .
.. ...
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|;|=|al|=\/a17=\/uf +0? =\/d12+d§, ezért szlff +a;. Hasonlo-

an adodik az allitas akkor is, haaz @ parhuzamos a | -ral.

II. eset: az & nem parhuzamos sem az 1 -ral, sem a | -ral. Ekkor az : v
d hossza egy |a17‘ =|a| és |a2]‘ =|a,| egység oldalhossziisagu téglalap : . IR
: Lol AN
PPy Sl b2 2 2, 2 . H N
atlojanak hossza, azaz ‘a‘ =la| +]a,| =+/a +a;. (6.15. dbra) : .
: 0] 4 X

Ffdisl  Adottak az a(ay;a,) és b(b;b, )vektorok, ésa i
: valos szam. ]
Mutassuk meg, hogy az a+b, az a—bésa Aa vektorok koordina-
 téi rendre (a, +b;a, +b,), (8 -b;a,—b,) és (Aa;lq,)!

...................................................................................................

6.16. abra Vektorok dsszege

Bizonyitas:
A vektorok 0sszeadasara, valos szammal torténd szorzasara vonatkozo
azonossagok és a vektor koordinatainak definicidja alapjan:
a+b=(al+a,])+(0i+bj)=al+a,J+bi+b,j=
=al +b1+a,j+b,] =(a,+b )i +(a,+b,) ],
ahonnan a+b(a, +b;a, +b,).
Szavakkal: 6sszegvektor koordinatai az 6sszeadandé vektorok

megfelelé koordinatiinak az 6sszegei.
Hasonléan

()

L)
|

=

L o

= (a1r+a2])_(blr+b2]) = a1r+a2]_blf_b2] =
_b1r+a2j_b2] = (a'l _bl)r+(a2 _bz)I:
ahonnan a-b(a, —b;a, -b,).

Szavakkal: az a—b kulénbségvektor koordinatai az & és b :
vektorok megfelel6 koordinatainak a kiilonbségei.

A vektorok valos szammal tortén6 szorzasara vonatkozo azonossa-
gok és a vektor koordinatainak definicidja alapjan:

Ad=A(a] +a,1)=A(ar)+A(a,])=2al +2a,],

a-b 6.17. dbra Vektorok kiilonbsége

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

yA
ahonnan Aa(Aa;Aa, ).
Szavakkal: vektor 2-szorosdnak koordinatdi a koordinatak 2a (2>0
A-szorosai. H
1t+a
1 X
’-'f{ 9,04 Legyenek adottak az A(-2;3)és a B(5;4) pon- (2<0)

tok, helyvektoraik rendre legyenek: d és b. Adjuk meg a kovetkez0 :

: s = = —— 2- 3- 4-
i vektorok koordinatait: a) a+b; b) AB; ¢) —a; d) ——a+—bh. ) ) )
! 3 2 5 6.18. bra Vektor szorzéasa val6s

ecccccccccccccccccce

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- = szammal
..' [ XX ] ...
L] [ ]
+ 185 .
[ ] [
° '
[ ] [
° [
[ ] L]
[ ] L]
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¢ Megoldas:
Egy pont és a pont helyvektoranak koordinatdi megegyeznek, igy

v P b -
- - ¢ a(-2;3)és b(5;4).
A a) Az Osszegvektor koordinataira vonatkozd szabaly szerint:
a-23)\ g5, b5:4) : a+b(-2+5;3+4), azaz a+b(3;7).
Orit ¥ % b) Avektorok killénbségének értelmezése szerintaz AB=b-a (6.19.
: dbra), azaz szabad vektor egyenl6 a végpontjihoz huzott helyvektor
: és a kezdépontjahoz tartozé helyvektor kiilonbségével. Akiilonbség-

vektor koordinataira vonatkozd szabaly szerint: E(S—(—Z)A—B),

, : azaz AB(7:1).
6.19. abra Szabad vektor kife- : B} , . , , .
jezhetd a végpontjaba és a kezds- ¢ ©) Vektor szamszorosanak koordinataira vonatkozé szabaly szerint:
pontjaba mutaté helyvektorokkal : 2 a( 4. 2]

3 3

¢ d) Vektor szdmszorosanak és a vektorok dsszegének koordinataira vo-

¢ natkozé szabaly szerint: —§5+ﬂ5 —E(—2)+ﬂ5;—§3+ﬂ4 , azaz
2 5 2 5 2 5

: 5 10
c_ 1 B
/ i\ Vsls & w 7, 04ld Az ABCDEF egységnyi oldalhosszisagu szaba- :
B T — yos hatszdg szimmetria-kdzéppontja az origd, a hatszog A csucsa az
0;: e : X tengely pozitiv félegyenesére illeszkedik. Adjuk meg a csticspon-
RS = =i : | tok helyvektorainak koordinatait és hosszat! '
At:0)

B(cosGO":l'sinGO":ﬁ) : MeQOIdéS:
2' 2 : Abrazoljuk az ABCDEF hatszéget a koordinata-rendszerben! (6.20.
C[i 143 ] F( 5B J : abra) A szabalyos hatszog egy-egy oldalahoz tartozé kozépponti szoge
22 2 2 60°-0s és OA=0B =0C =0D =OE =OF. Ezért a szimmetria-ko-
D(-10) a=it0) : zéppont ¢s egy-egy oldal két végpontja altal meghatarozott harom-
1 szogek szabalyosak, igy OA=0B=0C=0D=0OE=0F =1 és
E(_? _TJ S OA(L0), OD(~10). Innen adédik, hogy a csticspontok helyvektora-
inak hossza egységnyi. (A csucspontok helyvektorai egységvektorok.)
5(00560°:%;sin60°=§) ¢ A hatszégnek az x és az y tengely szimmetriatengelye, igy a B pont
X tengelyre vonatkozdé tiikorképe az F pont, az y tengelyre vonatkozo
¢ tlkorkeépe a C pont. Az origdra vonatkozd kdzéppontos tiikrozés a B

6.20. abra Szabilyos hatszbg csi- £ pontot az E pontba viszi at. Tehat a B pont koordinatainak ismeretében,

csai  a tiikrozések tulajdonsagainak felhasznalasaval a hidnyzo helyvektorok
: megadhatok lesznek. A BOT egységnyi atfogdji derékszogli harom-
szbgben a 60°-0s szdggel szemkdzti befogd sin 60°=§, a 60°-0s
szdg melletti befogd cos60° = %, igy B[%,?) Innen kapjuk, hogy
r. 186 .-.
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OD(-10), ﬁ[—%;—?] és O_If(%—ﬁ]

1. Az ABCD paralelogramma kézéppontja K, KA és KB vektorok legyenck rendre @ és b! Fejezziik
ki & és b segitségével a BC, a CD, az AC, a BD, az AK ésa HD vektorokat! (H az AB oldal
A csticshoz kozelebbi harmadolopontja.)

2. Abrazoljuk derékszogii koordinata-rendszerben az aldbbi vektorokat!
a) a=-2i+5] b) b(2;3) c) c(cos30%sin30°)

3. Allitsuk parba a felbontasukkal megadott vektorokat a veliik egyenl, koordinataikkal megadott

vektorokkal!

a=4i+2]j m(v/2;-1)

b=-5j+i n(-5:1)

- 7~ 5- -

C=——]+—I 4;2
3115 p(4;,2)

e -(5 7

d=2i- ==

j q(z 3J
e=-5i+] r(L-5)

4. Szamitsuk ki az alabb megadott vektorok hosszat!
a) a=-2i+] b) b(2;-3) c) E(—g;—g) d) d(cos30°sin30°)

e) e(cos45°sin45°) f) f(Ltg60°)

5. A derékszogli koordinata-rendszerben adottak az A(—3;6), a B(2;—6) ésa C(8;2) pontok. Hely-
vektoraik legyenek rendre @, b és ¢! Adja meg az alabbi vektorok koordinatait és hosszat!

a) 3a+25_ge b) AB ¢) CB d) _gﬁ+§a

6. Az egységnyi oldalhossziisagu szabalyos nyolcszog szimmetria-kézéppontja az origd, a nyolcszog
egyik csticsa az X tengely pozitiv félegyenesére illeszkedik. Adjuk meg a cstucspontok helyvektora-
inak koordinatait és hosszat!
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Snyalsdlilines drislinzdse

0P=1

0 cosar

7.1. &bra Az o hegyesszog szinu-
sza és koszinusza szakaszhosszi-
sagokkal szemléltetve

P(cose; sinc)

/]

0 cosar i 1

7.2. dbra Az i egységvektor o
hegyesszoggel vald elforgatasakor

kapott egységvektor koordinatai
..ooa..

W 04_1V_fejezet.indd 188

Az eddigiekben a hegyesszogek szogfiiggvényeivel foglalkoztunk.
Korabban azt kaptuk, hogy a haromszog teriilete kiszamithatd egy
hegyesszoge €s az ezt a szoget kozrefogd két oldalanak segitségével
a-b-siny

2
tompaszdg, akkor ennek az 6sszefliggésnek jelenlegi ismereteink sze-
rint nincs értelme. Hasonl6 a helyzet, ha a haromszog valamelyik szo-
ge, e szoggel szemkozti oldala és koré irt kdrének sugara kozotti 6ssze-
fuggeést tekintjik (c=2R-siny).

Vajon értelmezhetjiik-e a derékszdg, a tompaszdg, illetve egy tet-
sz6leges sz0g szogfliggvényeit? Hogyan altalanosithatjuk a szogfligg-
vények fogalmat?

El6szor is hogyan értelmezhetiink, illetve allithatunk el6 tetszole-
ges nagysagl szogeket? Elevenitsiik fel a forgasszogrél tanultakat!

Ha a sikban egy félegyenest a kezddpontja koriil valamilyen irany-
ban elforgatunk, akkor a félegyenes kezdd- és véghelyzete mint sza-
rak altal meghatarozott szoget forgasszognek neveztik. A forgasszog
pozitiv, ha az 6ramutato jarasaval ellentétes irdnyban, és negativ,
ha megegyezé iranyban forgatunk. Tehat a forgasszogek segitségével
barmilyen nagysagt szoget eldallithatunk. A forgasszogeket mérhetjiik
fokban és ivmértékben.

Most mar ,,csak” olyan értelmezést kellene adni tetszdleges szog
szogfiiggvényeire, amely mellett a hegyesszogek szogfiiggvényeire
adott definiciok és osszefiiggések érvényben maradnak.

Induljunk ki a hegyesszogekb6l! Legyen az o forgasszog

T= . Ha azonban a szoban forgd szog derékszog vagy

(O <a< % nyugvo szara az OA! A P pont illeszkedjen a forgasszog

forgo széréra és az O kozéppontu AB negyed korivre. Ekkor az o for-
gasszog (hegyesszog) szinuszat és koszinuszat a PT és az OT szakasz-
hosszusagokkal szemléltethetjiik! (7.1. abra)

Y
% Vegylk észre, hogy az OT és a PT szakaszhosszsigok az
- O origoju, OA (x tengely) és OB (y tengely) ,,tengelyli” de-
rékszogli koordinata-rendszerben éppen a P pont elsé és masodik
koordinatai.

Helyezziik be az o forgasszoget a derékszogii koordinata-rendszerbe
ugy, hogy a forgasszog csucspontja az origéval essen egybe, OB =]
és OA=1i teljesiiljon! Ekkor az i egységvektor o szoggel vald elfor-
gatasakor kapott egységvektor az OP vektor, amelynek koordinatai:
OP(cosa;sina). (7.2. abra) Kaptuk, hogy az i egységvektor o he-
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gyesszoggel vald elforgatasakor kapott egységvektor elsé koordinataja

az o sz6g koszinusza, a masodik koordinataja az o szdg szinusza.
Nyilvanval6, hogy ez a megallapitas dsszhangban van a hegyes-

szogek szogfliggvényeire adott definicioval. Ugyanakkor lehetdséget

biztosit az altalanositasra is, mert barmilyen o sz8g esetén, az i vektor
a szoggel valo elforgatasakor kapott egységvektornak 1éteznek a koor-
dinatai.

w D2l Boy tetszbleges o sz0g szinuszan a koordinatasi-
Skon az | egységvektor o szoggel valo elforgatasakor kapott egy-

: ségvektor méasodik koordinatajat értjiik. (7.3. abra)

.............................................................................................

..............................................................................................

Dailildld Egy tetszéleges o sz6g koszinuszan a koordinata-
:sikon az | egységvektor o szoggel vald elforgatisakor kapott egy-

...................................................................................................

7.3. 4bra Az i egységvektor
tetsz6leges o szoggel valo elfor-
gatasakor kapott egységvektor
koordinatai (a szinusz és a koszi-
nusz szogtiiggvény szemléletes
altalanositasa)

Az alébbiakban a sz6gek szinuszanak és koszinuszanak néhany fon-
tos tulajdonsagat mutatjuk be.

A definiciokbdl lathato, hogy az i egységvektor tetszéleges o
szoggel vald elforgatasakor kapott egységvektor koordinatai a [—1; 1]
intervallum elemei. Azaz:

Barmely szog szinuszanak és koszinuszanak értéke legaldbb
—1 és legfeljebb 1. A matematika nyelvén: Barmely a szog esetén
—1<sing<1és —1<cosea <1 teljesdil.

Ahegyesszdgek szinusza és koszinusza kozott fennallo, fontos 6sz-
szefiiggés volt a cos® a +sin® o =1 azonossag. A tetszéleges szog szi-
nuszara és koszinuszara adott definiciok dsszhangban voltak a hegyes-
szogekre adottakkal, ezért azt varjuk, hogy ez az azonossag tetszdleges
szogekre is fennall. Vizsgaljuk meg!

e e et n s s st s s ss s s nsannan )
\ Tetszbleges sz0g szinuszanak ¢és koszinuszanak :
i négyzetdsszege 1. A matematika nyelvén: ;
i Barmely o szog esetén fennall a cos® a +sin® o =1 6sszefiiggés.

Bizonyités:

Mivel vektor hossza egyenld a vektor koordinatainak négyzetosszegé-
bdl vont négyzetgyokkel, ezért az 1 egységvektor tetszdleges o S20g-
gel val elforgatasakor kapott e(cusa;sina) egységvektor hossza:
|§| =.Jcos’ a+sina =1, innen négyzetre emelés (ekvivalens étala-
kitas) utdn a cos’ a +sin®o =1 azonossagot kapjuk. Ezzel az allitést

belattuk.
2

7.4. dbra Szogek szinusza, koszi-
nusza

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

:. 189 ‘1
. ‘
.. LJ
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€=C0Sai +sinaj=
=005(cr +360° )7 +

y a+sin(c+360°)]

Az 1 egységvektor tetsz8leges o szoggel vald elforgatasakor kapott
e egységvektort az O koriil pozitiv iranyban 360°-kal forgatva (tehét
egy teljes kortilfordulds utan) ugyanazt az e egységvektort kapjuk. gy
az o és az o +360° forgasszogeknél az egységvektornak ugyanazok a
koordinatai, vagyis az o és az « + 360° forgasszogekhez ugyanaz a szi-
nusz-, illetve koszinuszérték tartozik:

sin(a +360°) =sina, cos(a +360°)=cosa (7.5. &bra).
Szavakkal: A szinusz- és a koszinuszértékek 360°-onként ismétléd-

nek.
22

Az imént kapott Gsszefliggés alapjan a [0°360° intervallumba esd
szogek szinuszaval, koszinuszaval barmely szdg szinusza, koszinusza
meghatarozhatd. Erre nézlink most néhany példat!

7.5. dbra A szinusz- és a koszi-
nuszértékek 360°-onként ismét-
16dnek

y A sina

: 1, paldi Hatarozzuk meg a 790°, 3792°, —1139°és a
i —965°-0s szOgek szinuszanak, koszinuszanak elGjelét! ;

Megoldas:
Mivel a szinusz- és a koszinuszértékek 360°-onként ismétlod-
nek, ezért a 790° 3792°, —-1139° és a -965°-0s szogek helyett
olyan szogeket keresiink, amelyek a 790° 3792° -1139° és
a —965°-0s szogektdl a 360° egész szamu tobbszordsében tér-
nek el és a [0°360° intervallumba esnek. A 790-et 360-nal oszt-
va a hanyados 2, a maradék 70, azaz 790=2-360+70. Hasonlo-
an 3792=10-360+192, -1139=-3-360-59=-4-360+301 és
—965 =-2-360—245=-3-360+115.

Tehat 790°,3792°,—-1139° és a —965°-0s szogek helyett rendre
a 70° a 192° a 301°ésa 115° szinuszanak, koszinuszanak el6jelét
kell meghatérozni. Eszrevehetd, hogy ezek a szogek a koordinatasik

7.6. &bra Szogfuiggvényértékek

6131616900_ o0- egy-egy negyedébe esnek. A 7.6. abra alapjan tehat: az elsé negyedbe
gggoj) o Vi esé 790°-o0s forgadsszdg szinusza, koszinusza pozitiv; a masodik ne-

gyedbe esé —965°-0s sz0g szinusza pozitiv, koszinusza negativ; a har-
madik negyedbe esé 3792°-0s sz0g szinusza, koszinusza negativ és a
negyedik negyedbe esé —1139°-0s szdg szinusza negativ, koszinusza
pozitiv.

ecos0\ sin0

e”(coxy80°; sin1g . ), 03l Hatarozzuk meg négy tizedesjegy pontossaggal az
i"or sz0g szinuszat és koszinuszat, ha ‘
{ o =0°% 65° 90° 153°; 180°, 257°; 270° 343° 2130° —876°!

e”(0;-1)
€”(c0s270°;sin270°)

7.7.4bra Az i egységvektor

0°, 90°, 180°, 270°-0S sz6-

gekkel val6 elforgatasakor kapott
Jo°%%, egységvektorok

Megoldas:
Az i egységvektor 0°, 90°, 180°, 270°-0s szdgekkel valé elforgata-
sakor kapott egységvektorok a koordindta-rendszer valamely tengelyé-
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re illeszkednek. A definiciok ¢és a 7.7. abra alapjan a szogfliggvényérté- :

keket konnyedén felirhatjuk, tablazatba foglalhatjuk:

o 0° 90° 180° 270°
Sina 0 1 0 -1
cus o 1 0 -1 0

Az i egységvektor 65°, 153°, 257°, 343°-0s szogekkel vald elforga-
tasakor kapott egységvektorok rendre a koordinatasik I., IL., III. és IV.
negyedébe esnek. (7.8. abra)

A hegyesszogek szogfliggvényeinél tanultakat felhasznalva a 65° :
keresett szogfliggvényértékei: sin65°=0,9063, c0s65°=0,4226. :

eecccccccccccccccccccce oo

oo

A 153°,257°,343°-0s szogek szinusz- és koszinuszértékeit visszave- :

zetjiik hegyesszogek szogfliggvényértékeire.

A helyvektor y tengelyre vonatkozo tlikorképének koordinatai, :

a forgasszg szinuszanak és koszinuszanak definicioi és a 7.9. abra
alapjan a sina =sin(180°—a) és a cosa =—cos(180°—o) azonos-

sagokat kapjuk. Ezen azonossagok szerint a II. negyedbe esé a szog :

szinuszanak, koszinuszanak értékét visszavezethetjik a 180°—a
hegyesszog szogfiiggvényértékeire.

Tehat sin153° = sin (180°—-153°) =sin 27° = 0,4540, és c0s153° = :
¢ 7.9. &bra Az egységvektor és az y

=—c0s(180°—-153°) = —cos 27° = -0,8910.
A helyvektor origora vonatkozo tiikdrképének koordinatai, a for-

00000000000000000000000000000

e”(cp8153°; sin15]

€”(c0s257° sin25

7.8.4braAz i egységvektor elfor-
gatasakor kapott egységvektorok

=2 V4
e’(cos(180°4-=):sin(180° — )

V'

[0

e(gosa;sina)

¢ tengelyre vonatkozoé tiikdrképe.

gasszdg szinuszanak és koszinuszanak definicioi és a 7.10. &bra alapjan :

a sina=-sin(a-180°) és a cosa=-cos(a—180°) azo-

nossagokat kapjuk. Ezen azonossagok szerint a Ill. negyed- :
be es6 a szOg szinuszanak, koszinuszanak értékét visszave- :

zethetjuk a o —180° hegyesszog szogfliggvényértékeire. Tehat

sin 257° = —sin(257°-180°) = —sin77°=-0,9744  és c0s257° = :

=—c0s(257°—180°) = —cos 77° = -0, 2250.
A helyvektor X tengelyre vonatkozo6 tlikdrképének koordinatai,

eeccccccccccccccccccoe

Yy

a forgasszog szinuszanak és koszinuszanak definicioi és a 7.11. &bra @

i o . _ o 8
alapjan: a sino =—sin(360°—c« ) ésa cosa = cos(360°—o) azonos  7.10. abra Az caységvektor és az

sagokat kapjuk. Ezen azonossagok szerint a IV. negyedbe esé a sz0g
szinuszanak, koszinuszanak értékét visszavezethetjik a 360°—«
hegyesszog szogfiiggvényértékeire.

Tehat  sin343°=—sin(360°—343°) =—sin17°=-0,2924  és
€0s343° = c0s(360°—343°) = cos17° = 0,9563.
Az elézéekben leirtak alapjan:
sin 2130° =sin (5-360°+330°) = sin 330° = —sin (360° —330°) =

3

=-sin30°=-0,5 és c0s2130° = co0s330° = c0s30° = - = 0,8660
és
sin(—876°) =sin (—3-360° + 204°) =ssin 204° = —sin (204°—180°) =

=—sin24° = -0,4067 és cos(—-876°) = cos 204° = —cos 24° = —0,9135.:
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Forgasszog a 1. negyedben

origora vonatkozo tiikorképe.

. Forgasszdg a III. negyedben

?(cos(SBO"y—Au); sin(360° - )

7.11. &bra Az egységvektor és az
X tengelyre vonatkoz6 tiikorképe.
Forgasszog a IV. negyedben .“° 0o,
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¢ A ma hasznalatos szamoldgépek segitségével tetszoleges forgasszog
szogfiiggvényeinek kozelité értéke meghatarozhatd, a forgasszog szog-
fliggvényeinek hegyesszog szogfliggvényeire visszavezetése nélkiil.

"
=2

Korabban kérdések meriiltek fel a haromszég T = a-b-siny terdlet-

B
képletével ésa ¢ = 2R -siny 0Osszefiiggéssel kapcsolatban:
m=a Vajon milyen sszefiiggéseket kapunk a teriiletre és a ¢ oldalra, ha
a y derékszog, illetve tompaszdg? Az alabbiakban azt vizsgaljuk, hogy
¢ 5 7 milyen értelme van a fenti két 0sszefliggésnek a szinuszfiiggvény alta-

lanositasa utan, derékszogek, illetve tompaszogek esetén.

7.12. &bra Derékszogli harom-

s269 Legyen a haromszog két oldalanak hossza a és b, az ltaluk bezért szdg

nagysaga y! Hatarozzuk meg a haromszog teriiletét!

Mar lattuk, hogy ha a y hegyesszog, akkor a haromszog teriilete
_a-b-siny
= 5 .

Ha y =90° akkor a haromszog derékszogii, befogdi a és

b, terilete T=a7b. (7.12. &bra) Mivel siny =sin90°=1, ezért

T

_a-b_a-b-siny
T2 2

Ha y tompaszdg, akkor a BTC derékszogii haromszogbol (7.13.
dbra) m=a-sin(180°—y). A sinx=sin(180°—x) azonossag alapjan
m-b _a-b-siny
R

T

m=a-siny, ezértaharomszog terlilete: T =

A fentieket 6sszefoglalva:
Barmely haromszdg terilete kiszamithatd két oldalanak és az alta-
a-b-siny

B

T C b A

7.13. 4bra Tompaszogl harom-

szbg luk bezart szognek a segitségével: T =

; 4, w4l Egy haromszog két oldalaa =8 cm, b=7cm, az
i altaluk bezart sz0g y =112°. Hatarozzuk meg a haromszog teriiletét!

Megoldas:
A haromszdg teriiletére vonatkozo formula szerint: T =
8-7-sin112°

~ 25,96 cm?.

T=a-bsiny

"
=

Legyen a haromszog egyik oldalanak hossza c, az oldallal szemkdzti
sz0g nagysaga y és a koré irt kor sugaranak hossza R! Fejezziik ki a c-t
ay és az R segitségével!

Most is harom esetet kiildnboztetlink meg:

7.14. &bra Paralelogramma

()
Y
(=)
©000000000000000000000000000000000000000000000000¢00
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Korabbrol tudjuk, hogy ha a y hegyesszog, akkor ¢ = 2R-siny tel-
jesul.

Ha y =90° akkor a haromszdg derékszogli, a derékszoggel
szemkozti oldal (c) Thalész tétele alapjan a haromszog koré irt koré-
nek (egyik) atmérGje, tehat ¢ =2R. Mivel siny =sin90° =1, ezért
c=2R =2R-siny. (7.15. dbra)

Ha y tompaszog, akkor a BFO derékszogli haromszogbdl (7.16.

B —
<

90°

abra) %:R-sin(180°—y). A sinx=sin(180°—x) azonossag alap-

<

jan ¢=2R-siny. Azt kaptuk, hogy barmely haromszdg barmelyik
szOge, e szoggel szemkozti oldala és koré irt kdrének sugara kozott

; . NG LY 7.15. dbra A derékszogii harom-
a=2R-sina, b=2R-sin B, c=2R-siny 0sszeflggeések allnak fenn. Sresrogt arom

sz6g koré irt kor

4 paldi Egy haromszog egyik oldala a = 6 dm, a harom- :
szog koré irt kor sugara R = 50 cm. Hatdrozzuk meg az oldallal
Szemkoztl sz0g (or) nagysagat!

Megoldas:

Az a=2R-sina 0sszefiiggés alapjan sino =— a_ 6 =0,6 ado-
2R 10

dik, ahol o a haromszog belsd szoge (0°<a <180°). A sina =
=sin(180°—«) azonossdg alapjan az a-nak és a (180°—a)-nak
ugyanakkora a szinusza, mivel mindkét szog lehet a hdromszdg belsd
szoge, igy két megoldas van: o, =36,87°, o, =143,13°.

[
fo
ind

A 4. példaban kerestiik azt a konvex szoget, amelynek szinusza 0,6.
Most tegyiik fel azt a kérdést, hogy melyek azok a forgasszogek, ame-
lyeknek a szinusza egyenld 0 6 del. Gondoljunk a forgésszég szinu—

ey

7.16. dbra A tompaszogli harom-
szog koré irt kor

amellyel i Vektorhoz képest az egységvektort elforgatva, a kapott Vek-
tor masodik koordinataja 0,6 lesz. Tudjuk azonban, hogy az elforgatas-
kor kapott egységvektort 360° egész szamu tobbszoroseivel forgatva,
a kiindulasi helyzetébe keriil vissza. Emiatt végtelen sok megoldast
varunk. Azok a pontok a koordinatasikon, amelyeknek masodik koor-
dinatajuk 0,6, az y=0,6 egyenletii egyenesre illeszkednek. Ennek az
egyenesnek ¢és az egységkornek a kozos pontjai az elforgataskor kapott
vektorok végpontjai. (7.17. dbra) A szinusztablazathol a 0,6 visszake-
resése 36°52'-0s szoget ad, a II. negyedbeli sz6g meghatarozasakor
ezt 180°-bol kivonjuk. Szamologép hasznalatakor az 1. negyedbeli
szoget a gép kijelz6jérdl olvashatjuk le, a II. negyedbeli sz6g megha-
trozasakor ezt a szOget kivonjuk 180°-b6l. Mivel a szinuszértékek
360°-onként ismétlddnek, a sina = 0,6 esetén az o lehetséges értékei
a, =36,87°+k-360° (ke Z), o, =143,13°+n-360° (ne Z) alakban

7.17. abra A forgéasszog vissza-
keresése a sz0g szinuszanak érté-
kébél

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

adhatok meg. Leee.
RETEI
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9,04l Hatarozzuk meg mindazokat a forgasszogeket, :
i amelyekre cusa =—0,88! :

Megoldas:
A definicio szerint minden olyan sz6g megfeleld, amellyel az i vektor-
a=15139" ¢ hoz képest az egységvektort elforgatva, a kapott vektor elsé koordina-
: tdja —0,88 lesz. Azok a pontok a koordinatasikon, amelyeknek az elsé
E X OF koordinatajuk —0,88, az x =-0,88 egyenletii egyenesre illeszkednek.
¢ Ennek az egyenesnek és az egységkornek a kdzos pontjai az elforgatas-
4 i % © kor kapott vektorok végpontjai. (7.18. dbra)
% : A koszinusztablazatbol a 0,88 visszakeresése 28°21-0s szoget ad,
a II. negyedbeli sz6g meghatarozasakor ezt 180°-bdl kivonjuk, a Ill.
: negyedbeli meghatarozasakor ezt 180°-hoz hozzaadjuk. Szamologép
: hasznalatakor a II. negyedbeli szoget a gép kijelz6jérol olvashatjuk le, a
7.18. 4bra A forgsszog vissza- III_. negyedbefli szélg Ilneghatérozésakor.ezt a szoget kivonjuk 36,0°—b$')|.
keresése a szog koszinuszénak : Mivel a koszinuszértékek 360°-onként ismétlédnek, az o lehetséges ér-

értékébsl : tékei: o, =151,64°+k -360° (ke Z), a, =208,36°+n-360° (ne Z).

~ m m
|

1. Hatarozzuk meg a megfeleld hegyesszogre torténd visszavezetéssel négy tizedesjegy pontossaggal
az o sz0g szinuszat és koszinuszat, ha
o =405° 2391°; 1323°; 110° 257° 2850° —315° —9130° -876°!

2. Hatarozzuk meg a kovetkez6 szogfiiggvényértékekhez tartozo szogeket!

V3 Vi1 V2

a) sina =-0,602; —1; 0,279; S g 0,005; 0; 1; —7; -0,5
1 5 2

b) cosa =-0,6543; 1, 0,879; —5 ?5; 0,0125; 0; -1 T; -3,5

360° — o = 208°21"
x=-0,88 i

N

3. Keressiik meg az alabb felsorolt kifejezések kdzott az azonos kifejezéseket!
sin(180°—«a);  €0s90°+sin180°%  sin(180°+c); cos(180°—a);  cos(—a)—coSq;
sinfa+cos’a; sina;  cos(180°+a);  sin150°—c0s240°%  sin(-a).

4. Egy haromszog két oldalanak hossza a és b, az altaluk bezart sz6g nagysaga y. Hatarozzuk meg a
haromszog terlletét!
a) a=18cm,b=7cm, y =120° b) a=5_8dm,b=71cm,y =18°
c) a=13mm,b=4,23cm, y =162° d) a=38,6m,b=18,95m, y =90°

5. Egy haromszog egyik oldalanak hossza a, az oldal- a R o
lal szemkozti sz6g nagysaga o, és a haromszog koré 4cm 135°
i r’t k?[sugaralllnak h?tssza T'EOItSUk ki az alabbi tab- 32dm 790
azat uresen hagyott rovatait! 7'92 cm 3,96 cm
6 5
s 92,18 173°
.'. 194 .0.
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6. Jeloljiik egy haromszog oldalainak hosszat a, b, ¢, az oldalakkal szemkozti szogeket rendre «, 3, 7,
terlletét T és korllirt kdrének sugarat R betiivel! Mutassuk meg, hogy

R® (s i f abc
Q)T =—-(sin2a +sin2p +sin 2y ); b)T = —:
)T =—( B 7) )T="2
'2. 1 .Sl
¢) T =2R’-sina-sin B-siny; d) T=M!
2-sina

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

8FAtangens esialkotangensszogiuggVeny ekl talafoSET eI 258
it ¢

oce e .

Az el6z8 leckében altalanositottuk a szinusz és a koszinusz szogfiigg- 1 Mitge
vényeket. Ebben a leckében megvizsgaljuk azt, hogy hogyan terjeszt- py”
hetd ki a tangens és a kotangens szogfiiggvények fogalma. o5] OP i
Most is tigyelniink kell arra, hogy az értelmezés olyan legyen, oLg . /?(1;0)
amely mellett a hegyesszogek esetén a régi és 0j definicioval kapott ] 705 |1
szogfliggvényértekek azonosak (egyenldk). 05
Induljunk ki a hegyesszogek tangens értékeinek szakaszhosszal
valo szemléltetésélx’il! Az o forgasszog (0° < oz < 90°) csuesa az origo, >

nyugvo szara az 1 egységvektor egyenese. (8.1. abra) Az abra alap-
Jan az o hegyesszog tangensét a koordinatasikon az AM szakaszhossz
szemlélteti. Méasképpen fogalmazva: Az a hegyesszdg tangense az
M pont masodik koordinataja. Ez olyan megallapitas, amely 0ssz-

8.1. dbra Az o hegyesszog tangen-
se az M pont masodik koordinataja

-/ . . Y
hangban van a hegyesszogek tangensére adott definicioval, és majd- 1 Mtga)| -
nem minden szdgre értelmezhetd. Ezek alapjan altalanositjuk a tangens — e
szogfliggvényt. ~ 051 0P s

-1A00)

Usflfedd Ha o #90°+k-180° (ke Z), akkor az o szdg
hgense annak a pontnak a masodik koordinataja, amelyet az 1 :
egységvektor o szoggel elforgatott egységvektoranak egyenese az :
i origd kozéppontl, egység sugart kor (1;0) pontjaba huzott érintébsl
 kimetsz. (8.2. dbra)

...................................................................................................

N(t; t9B)

8.2. abra A tangens szogfliggvény
altalanositasanak szemléltetése

Ha a =90°+k-180° (k € Z), akkor az o sz6gekkel elforgatott egység-
vektor egyenese parhuzamos az érintével, ilyenkor nincs kdzos pont-

y
B(0;1) 1lctge M(Clgei1)
D P

juk, igy ezeknek a szogeknek nem értelmezziik a tangensét. 05{ gp

A tangens szogfliggvényhez hasonloan a kotangens szogfliggvény
altalanos értelmezése is szemléletessé tehetd. Az o hegyesszog kotan- I 05 1] «x
gensét a koordinatasikon a BM szakaszhosszal szemléltetjiik. Az a he- “05 i

gyessz0g kotangense az M pont elsé koordinataja. (8.3. abra)

Itt is elmondhato, hogy ez a megallapitas olyan, amely 6sszhang-
ban van a hegyesszogek kotangensére adott definicioval, és majdnem
minden szogre értelmezhetd. Ezek alapjan altalanositjuk a kotangens

-

8.3. dbra Az o hegyesszog kotan-

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009

szOgfliggvényt. gense az M pont els6 koordinitdja _seee.,
L] [ ]

[ ] [ ]

o 195 .
: 1
[ ] [
[ ] «—
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Usfinfdd  Ha a#k-180° (ke Z), akkor az o szog kotan-

ense annak a pontnak az els6 koordinataja, amelyet az ] egység- :

: vektor o szoggel elforgatott egységvektoranak egyenese az origd :
kozéppontt, egység sugartt kor (0;1) pontjaba huzott érintébol ki-
: | metsz. (8.4. dbra) :

T Ll L D it i b L e b
N(ctgs;1) M(ctgo;1) ¢
N 0;1) ct . R .
S St = ¢ Ha a=k-180° (ke Z), akkor az o szdggel elforgatott egységvektor
. -~ 3 . " r . . ’
0P X~ : egyenese parhuzamos az érintvel. Metszéspontjuk nincs, igy ezeknek
e : aszogeknek nem értelmezziik a kotangensét.
=l T . o A hegyesszogek szogfliggvényeinek értelmezésébdl adddtak a
- ° .
: Sinae Cosa . . ;
S : tgo=—— €és a ctga = azonossagok. Belathatd, hogy ezek
-1 . : cosa sina

az Osszefliggések a tangens és a kotangens szogfiiggvény definicioibol
8.4. abra A kotangens sz6gfiigg- : kovetkeznek, és ezen Gsszefliggésekbdl a tangens és kotangens szog-
vény éltaldnositdsanak szemlélte- ¢ figgvény definicioja kovetkezik.
tése :

Az o sz0g tangense az o sz0g szinuszanak és ko-
szmuszanak hanyadosa, ha ez a hanyados értelmezhet6: ;
sina

. a#90°+k-180°(k e Z).

...................................................................................................

...........................................................................................

Az o sz6g kotangense az o sz0g koszmuszanak es

...................................................................................................

: Az aldbbiakban a tangens és a kotangens szogfliggvények néhany
: fontos tulajdonsagat mutatjuk be.

: A tangens szogfiiggvény szemléletes definicidjabol lathatd, hogy
: a forgd egységvektor egyenese ¢s az egység sugart kor (1;0) pontjaba
huazott érint6 kozos pontjanak y koordinataja barmilyen értéket felve-
: het. Azaz: o #90°+k-180°(ke Z) szdg tangense barmilyen valés
: szam lehet. A tangens szogfuggveny értékkeészlete a valds szamok
¢ halmaza.

: Hasonloan adodik, hogy « #k-180°(ke Z) szog kotangense

8.5. dbra ,,Barmit felveszek.” :
Atg o értéke barmilyen valés szam : barmilyen valds szam lehet. A kotangens szogfliggvény értékkészle-
lehet (or # 90° + k- 180°% ke Z)  : te a valds szamok halmaza.

:
:
:

: |

: 23
° ad

1
¢ A hegyesszogek tangense és kotangense kozott a tgoe = ——— azonos-

: ctga

c000, : sag allt fenn. A definiciokbol latszik, hogy ez az azonossidg minden
r. 196 '-.
) .
'. ...
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olyan o szogre fennall, amelyre a jobb és bal oldalnak van értelme,
azaz o # k-90° (ke Z) esetén.

Az i egységvektor tetszéleges o sz6ggel valo elforgatasakor kapott e
egységvektort az O koriil pozitiv iranyban 180°-kal forgatva, az e egy-
ségvektor ellentett vektorat kapjuk. gy az o és az (o + 180°) forgasszo-
gekhez tartozo egységvektorok ugyanarra az egyenesre illeszkednek,
vagyis az o és az o, + 180° forgasszogekhez ugyanaz a tangens-, illet-
ve kotangensérték tartozik (8.6. abra, 8.7. dbra): tg(a +180°) =tga,
ctg(a +180°) =ctga.

Szavakkal: A tangens- és a kotangensértékek 180°-onként is-
métlédnek.

Mivel a tangens- és a kotangensértékek 180°-onként ismétlddnek

(1; t9(0r+180°))

8.6. dbra A tangensértékek
180°-onként ismétlddnek

i
ctgo=ctg(ax+180°)
1[(0;1) =i | Le

2 _ “(ctgo; 1)
0c+180° e\~
[ i@
-\ e >0 i 1 X
7~

=
(ctg (cr+180°);1)

és ctga :ti' a#k-90°(ke Z), ezért majdnem minden szég tan-
ga

gense, kotangense kifejezheté a ]0°; 180°[\90° halmazba esé szogek
tangensével. Tehat a koordinatasik 1. és II. negyedébe es6 forgasszogek
tangensértékeit kell meghataroznunk csupan. Nézziink erre példat!

LAl Hatarozzuk meg négy tizedesjegy pontossaggal az . :

szog tangensét és kotangensét, ha o = 153°; 180°; 227°; 2070°; —876°!

8.7. &bra A kotangensértékek
180°-onként ismétlédnek

Megoldas:
A szogek tangensértékeit visszavezetjik hegyesszogek tangensérté-
keire.

Mivel a tangens- és a kotangensértékek 180°-onként ismétlddnek,
ezérta 153°, 180°, 227°, 2070°, —876°-0s szogek helyett rendre a 153°,
0°, 47°, 90°, 24°-0s szdgek tangens-, kotangensértékeit kell meghata-
roznunk. A definiciokbdl adodik, hogy tg 0° =0, tg 90° és ctg 0° nem ér-
telmezhetd, ctg 90° = 0. A hegyesszogekre vonatkozo ismereteink alap-

jan tg 24°=0,4452, ctg24°= % =2,2460 és tg47°=1,0724,
tg

1 Y4Q'(ctg(180° - @); 1)
ctg 47° = ————=0,9325. Q(ctgor,1) P(1;t9(180° — )
tg 47° s =1 1@ ol
A helyvektor y tengelyre vonatkozo tiikorképének koordinatai, a AR e
forgasszog tangensének és kotangensének definicioi és a 8.8. abra alap- s LN\

y o . o ) 180} o
jana tga =—tg(180°—a) ésa ctga =—ctg(180°—a ) azonossagokat — 2~ faox
X P ;
kapjuk. N /\Z P(1; tge)

Ezen azonossagok szerint a II. negyedbe es6é o szdg tangensé- -7 1 \\
nek és kotangensének értékét visszavezethetjik a 180 — o hegyesszog = =1

szogfiiggvényértékeire.

Tehat tg153° =—-tg (1800—153°) =—tg 27° = -0,5095 és
8.8. abra Forgésszog a II. negyed-

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

ctg 153° = —ctg (180° —1530) =—Ctg 27° = —L ~—1,9626. ben e
tg 27° o° *.
:' 197 '1
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A mai szamologépek megadjak a szogfiiggvények kozelito értékeét,
igy hasznalatukkal a visszavezetés elkeriilhetd.
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* {lyekre tg o = —1,1106 teljesil!

Megoldas:

A tangens szogfliggvény definicidja szerint a forgod egységvektor egye-
nese ¢és az egységsugaru kor (1;0) pontjaba htizott érintd kozos pontjanak
y koordinataja —1,1106. A k6z6s pont (P) és az origd altal meghataro-
zott egyenes a forgd egységvektor egyenesével esik egybe. A tangens-
értéknek megfeleld egységvektorok a koordinatasik II. és I'V. negyedé-
be esnek. (8.9. abra) Mivel a tangensértékek 180°-onként ismétlddnek,
ezért a II. negyedbe (vagy a IV. negyedbe) es6 forgasszdg segitségével
megadhatjuk az o szdg 6sszes lehetséges értékét. A tangenstablazatbol
az 1,1106 visszakeresése 48°-0s szoget ad, a II. negyedbeli sz6g meg-
hatarozasakor ezt 180°-bol kivonjuk. Szamologép hasznalatakor a IV.
negyedbe esé szoget olvashatjuk le a kijelzérdl (—48°). Igy az o sz6g
osszes lehetséges értékei: a =132°+k-180° (ke Z).

\
P(1;-1,1106)

8.9. dbra A forgasszog visszake-
resése a sz0g tangensének érté-
kébol

1. Hatarozzuk meg négy tizedesjegy pontossaggal az o sz0g tangensét és kotangensét, ha
o = 405°; 450°; 1323°;,110°; 257°; 360°; —315°; —9130°; —876°!
2. Hatarozzuk meg a kovetkez6 szogfliggvényértékekhez tartozo szogeket!

a) tga =-0,602; 20,279; —?; g; 0,005; 0; -1, -0,5

b) ctga =-0,43; 1, 0,879; -3 %; 0,0125; 0; —3,5

3. Keresslik meg az alabb felsorolt kifejezések kdzott az azonosakat!
tg(180°—a); ctg90°+1tg180° tg(180°+a); ctg(180°—a); ctg(—a)+ctger; sin® o +cos’ a;
tg 240°—ctg 135°)-(ctg 390° + tg 315°)

tgo; —ctgor; tg(—a); ( 5 .

4. Toltsuk ki az alabbi tablazatok
iiresen hagyott rovatait!

i T T
o (radian) —— -

2 3
o (fok)
Cos o
tgx

w|y

o3
&
NN

&
4 6

w |

NG
N |
W
N
D

T

o (radian) 0 ry
o (fok)
sin o
0®®°%%e, ctg o
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Mindennapi életiink elképzelhetetlen lenne elektromossag nélkiil. Haz-
tartasi gépeink, elektromos berendezéseink valtakoz6 fesziiltséget add
halozatrol mitkodnek. A valtakozo fesziiltség az idonek szinuszos fiigg-
vénye, U =U, -sin(2z- f -t). A halézatok frekvenciaja () eltérd le-
het, Eur6paban ez a frekvencia 50 Hz, Amerikaban 60 Hz.

A természetben el6forduld leggyakoribb mozgas, a rezgés matema-
tikai modelljét a szinusz- €s a koszinuszfiiggvények segitségével adjak
meg. A harmonikus rezgémozgasnal a kitérés—idé kapcsolata szinu- 9.1, dbra Meg kellett volna venni
szos: y = A-sin (a) T+, ) 5 $-ért azt az étalakitd berende-

Az elézéekben megismertiik a szogfliggvények fogalmanak alta- : zést!
lanositasat. Ha a forgasszogeket ivmértékiikkel, azaz valds szamokkal
adjuk meg, akkor a szogfiiggvényeket is egy-egy valos fiiggvénynek
tekinthetjik. Tehat mar definialtuk az f(x)=sinx, g(x)=cosx,
h(x)=tg x és k(x)=ctg x valos fiiggvényeket, az tn. trigonomet-
rikus flggvényeket. Fliggvénytani vizsgalatokban a szoget mindig ra-
didnban mérjik.

w Usilafadd Az fiR—-R, f(x)=sinx fiiggvényt szinusz-
: tuggvénynek nevezziik. :

-,
...................................................................................................

W U=ilfdd Az f iR - R, f(x)=cosx fiiggvénytkoszinusz-
T fuggvénynek nevezziik.

.
...................................................................................................

9.2. dbra Kellemetlen rezonancia-

E fliggvények vizsgalata, grafikonjaik megadasa el6tt elevenitsiink fel Jelenségek

néhany fontos fiiggvénytani alapfogalmat!
@,'J)péma Abrazoljuk az f (x)=3/x (D, =[-10;10]), a
g(x)={%x} (D,=R) ésa h(x)=4 (D, =R) fiiggvénycket! :

A fiiggvények koziil melyek parosak, paratlanok?

Megoldas:
Abrazoljuk a fiiggvényeket kozos koordinéta-rendszerben_! Az f flgg- 9.3. 4bra Hasznos rezonancia: hii-
vény képe a kobgyokfiiggvény grafikonjanak a [-10;10] intervallum- : o5 hangszereink hangjét a hang-
hoz tartozo része. A g fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk Ggy, hogy : szer testének rezonancidja ersiti
a tortrész-fiiggvény (D =R) képét az x tengely mentén kétszeresére : fel

nygjtjuk. A h figgvény konstans fliggvény, grafikonja X tengellyel par-
huzamos egyenes.

:. 199 .1
. ‘
... ..
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—10—9—8—7—6—5—4—3—2—1 01 2 3 45 6 7 8 9 10

011 X ¢ 9.4. dbra Grafikonjukkal adott fiiggvények

¢ Azf fliggvény paratlan, mert az értelmezési tartomanyanak minden ele-
: mével egyiitt annak ellentettje is eleme (ha X D, , akkor —xe D, ), és
95. 4bra Az f(x) = 0 (D, = R) minden értelmezési tartoméanybeli ejlem ellen'tettj.éhez az eredeti elenll-
fiiggvény péros is, paratlan is, és ¢ ez rendelt fliggvényérték ellentettjét rendeli (minden X€ D, esetén
periodikus is ¢ f(—x)=-f(x)). Igy az f fiiggvény grafikonja az origéra szimmetri-
kus. A h fliggvény paros, mert az értelmezési tartomanyanak minden
elemével egyiitt annak ellentettje is eleme (ha X€ D, , akkor —xe D, ),
¢ és minden értelmezési tartomanybeli elemhez és ellentettjéhez ugyanazt
az értéket rendeli (minden xe D, esetén h(-x)="h(x)). igy a h fiigg-
vény grafikonja az y tengelyre szimmetrikus. A g fliggvény nem paros,
és nem paratlan.

¢ ok
%# Vegytiik észre, hogy az f fiiggvény grafikonja kodzéppon-

tos szimmetridval, a h fuggvény képe tengelyre vonatkozo
| ¢ szimmetriaval, a g es a h fiiggvények grafikonjai eltoldsi szimmet-
ridval rendelkeznek. A g fliggvény grafikonja esetén lathatd, hogy
¢ Ujra meg ujra az ugyanahhoz a 2 egység hosszisagu intervallum-
¢ hoz tartoz6 grafikonrész ismétlodik. Ez azt jelenti, hogy az értelme-
z¢si tartomanyaban barhol tekintjiik is a fiiggvény értékét, a 2-vel
¢ (vagy 2 barmely tobbszordsével) nagyobb helyen ugyanaz lesz az
értéke. A matematika nyelvén: barmely xe D, esetén fennall az

: Xx+2eDgés a g(x+2)={%x+1}={%x}=g(x) egyenldség.

: fgy haag fiiggvény képéta v(2;0) vektorral (vagy a v(2;0) egész
szamszorosaval) eltoljuk, akkor a fiiggvény képe 6nmagaba megy
¢ at. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a g fliggvény periodikus, a g fligg-
vény 2 szerint periodikus. A h fiiggvény grafikonja esetén tetszdle-
ges hosszusagu intervallumhoz tartozo grafikonrész (szakasz) ismét-
¢ 18dik. Azaz barmely xe D, esetén fennall az x+pe D, (p>0)

: ésa h(x+p)=4=h(x) egyenléség. Igy ha a h fiiggvény képét a

v(p;0) vektorral eltoljuk, akkor a fiiggvény képe 6nmagaba megy

9.6. abra Eltolasi szimmetria at. Az f fiiggvény periodikus.
<200 %
‘ .
O. ...
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Vailni<io  Egy fuggvényt periodikusnak neveziink, ha letemk
tolyan p>0 szam, amelyre teljesiilnek az alabbiak: ]
i —haa fiiggvény értelmezve van x-re, akkor értelmezve van (x+ p)—re

IS, €S :
: —ugyanazt a fiiggvényértéket veszi fel x-nél, mint (x+ p)-nél.
Ha a p a legkisebb olyan szam, amelyre ez teljesiil, akkor a p kons-
: tanst a fliggvény periodusdnak nevezziik.

...................................................................................................

Belathato, hogy a g fliggvény perioddusa 2, és a h fliggvénynek nem
létezik periddusa.

Periodikus fliggvény jellemzéséhez elegendd egy, a periddussal
azonos hosszasagu intervallumon vizsgalnunk a fliggvényt, mert a
figgvény tulajdonsagai periddusonként ismétlodnek. A fiiggvény egy
periodus hosszusagl intervallumon megrajzolt képét az X tengely men-
tén a periddus egész szamu tobbszordsével eltolva, a fiiggvény grafi-
konjét kapjuk meg.

A fuggvények jellemzdinek a vizsgalatdit megkonnyiti abrazo-
lasuk, ezért eldszor megrajzoljuk a szinuszfiiggvény képét, majd se-
gitségével Osszefoglaljuk a fliggvény legfontosabb tulajdonsagait.
A szinuszfiggvény periodikus, periodusa 2z, a fentiek értelmében
grafikonjat elegend6 a [0; 27] intervallumon megrajzolni. A definicio

szerintasinxaz i egységvektor x szoggel valé elforgatasakor kapott

9.8. dbra Az 6riaskerék mozgasa
p is periodikus
egységvektor masodik koordinataja. A grafikon szerkesztését a |:O; E:|

intervallumon ez alapjan végezziik el (9.7. abra).

(oo}
o=
&3
—=
TR
-
N——

y = sinx i
P i 1 1 1
P’ (x; sinx) :
0,5] E
A Aiv
sink T T 5
X\= AP iv C 0 A X
0 X s 9.9. bra Periodikus fiiggvény fi-
K} zikahol (lebegés)

9.7. &bra A grafikon egy pontjanak (P’) szerkesztése

A grafikon pontjainak szerkesztésén kivil az abrazolashoz készithetiink
értéktablazatot. A késébbiekben valo abrazolas miatt praktikus a neve-

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

zetes szOgek szinuszértekeit tekinteni a[o;%] intervallumon:

:. 201 ‘1
. ‘
..‘ ..
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9.12. dbra Megforgatjuk az egy-
ségvektort

9.13. &bra Hullamvast

W 04_IV_fejezet.indd 202

x (radiagn) 0 X x z z
6 4 3 2
sin x 0 1 ﬁ =0,7071 ﬁ =(,8660 1
2 2 2
1;1
B g (2 J
z 2 y = sinx ‘
P [7' 7] Pz 08
P s'nix) o
T L X Siny :
05 (* OSJ L 5
& Aiv E : :
sink T -*
X\ AP iv c ol ' AX
L Xz = = tid
6 4 3 2

9.10. &bra Abrazolas a nevezetes szogek szinuszértékeivel és szerkesztéssel

Legyen P pont a [0; %] intervallumon kapott grafikon tetszéleges

pontja! A sin x =sin (7 —x) azonossag miatt a P (x; sinx) tiikrképe az

e (x = % egyenletﬁ) egyenesre a P'(:r - x;sin(z — X)) igy fiiggvény-

grafikonja a[%;n] intervallumon a [0;%] intervallumon kapott gor-

be tiikdrképe az e egyenesre. (9.11. abra)

y = sinx
1 P(x; sinx)
0,57
C(0; (g}
0 X Q
x ="
—-0,5- ex= >

9.11. abra A szinuszfliggvény grafikonja a [0; z] intervallumon

Ha a P pont a [0;7] intervallumon kapott grafikon tetszéleges pontja,
akkor asin (27 —x) = —sin x azonossag miatt a P (x;sinx) tikorképe

2012.06.12. 9:43:20



a C(z;0) pontra a P”(27 —x;sin(2z —x)). Igy fiiggvénygrafikonja a
[7;27] intervallumon a [0; ] intervallumon kapott gorbe tiikorképe a
C(r;0) pontra. (9.14. abra)

7 P(x;sinx)
T ~_ /=sinx
0 B (2m;0)
o0  x T T X
2
14 . .
P(27—x;sin(27—x) =—sinx)

9.14. &bra A szinuszfiiggvény grafikonja a [0; 2] intervallumon

A szinuszfiggvény [0; 2] intervallumon megrajzolt képét az x tengely
mentén a 2 egész szamu tobbszordsével eltolva, a fliggvény grafikon-

jiat kapjuk meg. (9.15. 4bra) 9.16. dbra Harmonikus rezgést

végz test mozgasanak fazisai

0 E

2

oy T

y
1 y=sinx
/\ 0/\. | / X
% T Y3 i
2

9.15. dbra A szinuszfiiggvény grafikonja — szinuszhullam

Korabbi ismereteink és a 9.15. &bra alapjan jellemezzik a szinusz-

figgvényt!

Jellemzés:

Ertelmezési tartomanya: a valos szamok halmaza. (Df = R) y
At-

Ertékkészlete: a [-11] zartintervallum. (R, =[-1;1])
Periodicitasa: periodikus, periddusa 2.

. AR
_AL ______ T \/2rt

9.17. &bra Egy harmonikus rez-
gést végzo test kitérés—ido fligg-
vénye

Zgérushelyei: az X (Xe D, ) azon ¢értékei, amelyekre sinx=0.
A szinuszfuggvény a 0 fliggvényértéket a 7 egész szamu tobbszorose-
ihez rendeli, ezért a fiiggvény zérushelyeit x=k -7 (ke Z) alakban
irhatjuk fel.

Maximumhelyek: X = %+ k-2, ahol ke Z.
A maximuma: 1.
Minimumhelyek: X = 377[ +k-27, ahol ke Z.

A minimuma: —1.

s 203 %
: |
.0. .0
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I:—%+k-2ﬂ;%+k-27r:| intervallumon (ke Z)

S ., szigorian monoton né.
¢ Monotonitas

[%+k-2n;37ﬂ+k-2n:| intervallumon (ke Z)

szigorian monoton csokken.

¢ Paritdsa: a szinuszfliggvény periodusa 27, ezérta sin (—x) =sin (2 — x)
¢ barmely x-re fennall. A sin (27 —x) = —sin x azonosségot felhasznélva
adédik a sin(—x) =—sinx azonossag. Mivel a szinuszfiiggvény értel-
¢ mezési tartomanya minden elemével egylitt annak ellentettjét is tartal-
: mazza, és a sin(—x)=-sinx minden x-re fennall, ezért a fiiggvény
: paratlan. Grafikonja az origéra szimmetrikus.

‘@.ﬂ ), u4ld Abrazoljuk a valés szamok halmazan értelmezett :
9.18. abra ,Hullimzo Balaton : 1 ]
tetején” i1 f(x)=38sin2x, y(x)= _Si”(EXJ fiiggvényeket!

: Megoldas:
: Mindkét fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk az X+ sinx (D =R)
: alapfliggvényb6l kiindulva fiiggvénytranszformaciok —segitségével.
¢ Atanultak alapjdn az x > sin 2x (D = R) fiiggvény feleakkora x-ekhez
: rendeli ugyanazokat a fliggvényértékeket, mint a szinuszfliggvény. Az
: X+ sin2x (D =R) fiiggvény képét megkapjuk, ha a szinuszfiiggvény
: grafikonjat az x tengely mentén felére zsugoritjuk. Az f fiiggvény
Vi _ : ugyanazon X-ekhez 3-szor akkora fiiggvényértéket rendel, mint az
] : x> sin2x (D=R) fiiggvény. Igy ha az x> sin2x (D =R) fiigg-
vény grafikonjat y tengely mentén 3-szorosara nyujtjuk, akkor az f
fliggvény grafikonjat kapjuk. (9.19. ébra)

y=sin2x

A h(x)=sin % x (D =R) fiiggvény kétszer akkora x-ekhez rende-

>

li ugyanazokat a fliggvényértékeket, mint a szinuszfliiggvény. Ez azt

jelenti, hogy a h(x)=sin % x (D =R) fiiggvény képét megkapjuk, ha
‘a szinuszfuggvény grafikonjat az X tengely mentén a kétszeresére nytjt-
9.19. abra Az f fiiggvény grafi- juk. A g(x)=-h(x), igy ha a h(x) fliggvény grafikonjat az x ten-

konja ¢ gelyre tiikrozziik, akkor a g fliggvény grafikonjat kapjuk. (9.20. abra)

§ y=—sinlx 14
: 2
: | | \/X
i3t oz z T 3 N
: y=sin%x -1t
_ 9.20. &bra A g fuggvény grafikonja

.'. 204 .-.

) .

.. ‘..
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@" S 0349 Mutassuk meg, hogy barmely o val6s szdmra
e n - '
; sm(a +E]=Cosa teljesul!

y e(cosa;sina)

Bizonyitas:
Tekintsiik az € (cose;sina ) egységvektort, és forgassuk el az origd ko-

L T z . - T .
riil E-vel! A forgatas miatt az e’ vektor koordinati: (—sino;cosa),
az & vektor koordinatai a szinusz- és a koszinuszfiiggvény defini-

cidja értelmében: (cos(a +%);sin(a +%J (9.21. é&bra). Ezért a

—sina :cos(a +EJ ésa cosa :sm(a +E teljesdl.

*

% Vegyiik észre, hogy a fenti két Gsszefiiggés alapjan a szi-
: ~ nuszfliggvény felirhaté a koszinuszfiiggvény, és a koszinusz-
fuggvény felirhato a szinuszfliggvény segitségével.

Abrazoljuk és jellemezziik a koszinuszfiiggvényt!
A cosx =sin x+% azonossag ¢s a fliggvénytranszformaciokrol ta-

nultak értelmében a koszinuszfliggvény grafikonjat megkaphatjuk, ha
a szinuszfiiggvény grafikonjat az X tengely mentén, a negativ iranyban

%-vel eltoljuk. (9.22. abra)

e(cose;sina) €'(=sina; cosa)

9.22. dbra A koszinuszfliggvény grafikonja

€’(cosa;sina)
Jellemzés:

Ertelmezési tartoménya: a valos szamok halmaza. (Df = R)
Ertékkészlete: a [-1; 1] zart intervallum. (R, =[-1;1])

Periodicitasa: periodikus, periddusa 2.

Zérushelyei: a koszinuszfliggvény a 0 értéket z-ként veszi fel, igy a

9.21. &bra Helyvektor az origd
T
koral E -vel elforgatva

figgvény zérushelyei: x = %+ k-m, ahol ke Z.

:. 205 .1
. ‘
..‘ ..
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Maximumhelyek: x =k -2z, ahol ke Z.
A maximuma: 1.

¢ Szélsdérték
Minimumhelyek: x=7z+k-27, ahol ke Z.
A minimuma: —1.

[-7+k-2m.k-27] intervallumon (k e Z)

szigortian monoton no.
Monotonitas
[k-27, 7 +k-27] intervallumon (ke Z)

szigortian monoton csokken.

3 Paritasa: paros, mert értelmezési tartomanya minden elemével egyiitt
: annak ellentettjét is tartalmazza, és a cos(—x)=cos(2z —X)=C0os X
¢ minden x-re fennall. Grafikonja az y tengelyre szimmetrikus.

9.23.abra Miért van az, hogy Km@.’ 4, 04l Mely valés szamokra teljesiilnek az alabbi relaciok?

haja szigortan monoton n6?!

Megoldas:
a) A 4cos’x =3 egyenlet egy hidnyos (cos X-re nézve) masodfoku

3 i . .
egyenlet, cos’x-re rendezve: cos’ x = 7 ahonnan négyzetgyokvonas

utan a |cos x| = % adadik. Innen cosx = i@. Tehat keressiik azokat

Abrazoljuk
a fiiggvényeket koordindta-
rendszerben!

a (radianban mért) szdgeket, amelyeknek koszinusza i?. A [0;27]

intervallumon a megoldasok: % %T 7—ﬂ Hr A — ésa E kilénb-

6 6 6
sége «, az % ésa 5% kildnbsége =, igy a megoldasokat 6sszefog-

lalhatjuk: x, =%+k~7r(ke ), %, =5§+|~ﬂ(|e 7).

9.24. bra Oldjuk fiku- . 1 " . . .. iz
abra Didjuk meg gra b)Asinx < 5 egyenl6tlenség megoldasakor keressiik azokat a (radian-

san!
ban mért) szogeket, amelyeknek szinusza % vagy annal kisebb.
1. médszer:
: Oldjuk meg grafikusan! A jobb oldalnak megfelelé fiiggvény a szi-
{ nuszfiiggvény (f (x)=sinx, D, =R), a bal oldalnak megfeleld
fiiggvény a konstans fliggvény (g(x) :%, D, = R). Keressik az x
. azon értékeit, amelyekhez a g fiiggvény nem kisebb fiiggvényértéket
S 206
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5
rendel, mint az f fuggvény. A két grafikonnak a [%g] intervallu-
mon két kdzds pontja van: x=5§—nal és x=%—nal. (9.25. abra)
A szinuszfiiggvény periddusa és az abra alapjan az egyenl6tlenség meg-

oldasa: %+k-2n£xsl%ﬂ+k~2n, (ke Z).

(]
>~
<
]

9.26. 4bra Forgasszogek és
pizzaszeletek

oy 4

oS
Icn
El
e}
w,
]
N
3
—-
w
]
[$2)
El
>

9.25. bra Grafikus megoldas

2. modszer:
A definicié értelmében a sinx < 5 egyenl6tlenség megoldasakor ke-
ressiik azokat a forgasszogeket, amelyekkel az i egységvektort elfor-

gatva, a kapott egységvektor masodik koordinataja legfeljebb % Az

egység sugara kor A és B pontjaiba huzott egységvektorok méasodik

koordinataja %, az AB iv belsé pontjaiba htizott egységvektorok ma-

sodik koordinétaja %—nél kisebb. (9.27. abra) Igy az egyenlStlenség

. 5 137
megoldasa ——+k-27 <x<——+k-2x, (ke Z).
6 6 9.27. dbra Megoldis az egység
sugara kor segitségével

5, 03l A 9.18. dbran olyan trigonometrikus fiiggvények :
 "grafikonjai lathatoak, amelyeknek az értelmezési tartomanya a valos
i szamok halmaza. Az f fiiggvény teljes grafikonja 27 egység nagysa- :

gu, a g fliggvény teljes grafikonja % egység nagysagi, X tengellyel :

parhuzamos eltolassal onmagéba megy ét. irjuk fel a fiiggvények |
| egy-egy hozzarendelési szabalyat

i a) a szinuszfiiggvény;

i b) a koszinuszfiiggvény segitségével!

:. 207 .1
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Eldszir
keverjiik jol Bssze az
alapanyagokat!

9.30. 4bra Végil a tortat diszit-
stk transzformalt szinuszfligg-
vényekkel!

W 04_IV_fejezet.indd 208

9.28. &bra A 4. példahoz

Megoldas:

Az f fiiggvény periddusa 2z, a g fliggvényé % Mindkét fiiggvény pe-

riodikus, ezért figyelembe véve a periodusokat, elegend? a fiiggvénye-

ket a [—%7777] intervallumon vizsgalni.

Az f fuggvény grafikonjat az X tengely mentén pozitiv irdnyba

% -gyel eltolva, az X 2sinx (D =R) fuggvény grafikonjat kapjuk

meg (9.29. abra). igy f ‘R —[-2;2], f(x)=2sin(x+%}

~ [} 53

kon a g fliggvény grafikonjat az X tengelyre tiikrozve, a

egyéb részhalmazain a

grafikont

3.

5z 3n | .
;7w |, |—;— intervallumo-
4 4
[_2.7_”]
4" 4
valtozatlanul hagyva, az

X > sindx fluggvény grafikonjat kapjuk meg. (9.29. 4bra) Tehat

g:R—[01], g(x)=[sin4x].

9.29. abra Fiiggvénytranszformacio
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b) Az a) részben kapott eredményeinket és a Sino = —COS(a + EJ azo-

. . ™ e
nossagot  felhasznalva, « =X+ helyettesitésével:  f (x)=

FE RN LT
—2sin[ x+Z |=—2cos|| x+Z |+ Z | = —2cos x+3—ﬂ . Lid LA
4 4 ) 2 4 [
—cos[4x+£)‘:
2

f:R—>[-22], f (x)=—2005(x+37ﬂ}

cos(4x+£)‘.
2

Az o =4x helyettesitésével: g (x)=|sin4x|=

cos (4X + % )‘ Tehat a keresett fliggvények:

9.31. abra Mestermii

g:R—[01], g(x)=

1. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezé fiiggvényeket!

a) f:R->R, f(x):SSin(x—%J—S b) g:[-27;7] > R, g(x)=-2cos3x

c) h: _3_71;7[ - R, h(x):l—sin 1y d)i:R—>R, i(x)=1-2cos x+ 3%
2 2 2 4
2. Adjuk meg a szinuszfliggvény segitségével az alabbi fliggvények hozzarendelési szabalyat!
(D, =D, =D, =R)
2r 2
a) f(x)=cos(x—?) b) g(x)=23cos2x c) h(x)=cos(n—§x)

3. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények értékét az x = ?” ésaz x= —?” helycken! (D, =D, =R)

a) f(x) :%sin(x+%)—2<:os(37ﬂ—3x) b) g(x)= 4sin2(6x—%). cos(x+%)

4. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak, melyek hamisak?
a) Ha egy fiiggvény paratlan, akkor grafikonja szimmetrikus az origora.
b) Két paros fiiggvény dsszege paros fliggvény.
c) Két paratlan fiiggvény szorzata olyan fliggvény, amelynek grafikonja az origéra szimmetrikus.
d) Nincs olyan fliggvény, amely paros is, €s paratlan is.
e) Minden periodikus fliggvénynek van periodusa.

. . T
f) Az f(x)=sin(2010x) periodusa ——. (D, =R).
) Az 1 (x)=sin(2010x) periddusa - (D, =)
X - _
9 A g(x) = cos periodusa 2010z. (D, = |-2r; 2x[).
5. Mely valos szamokra teljesiilnek az alabbi relaciok?
a) 2cos’ x =1 b) sinxz—% c) V2cosx—1<0 d) 2sinx<+/3 €) 1-8sin’x=0 f) 4cos? x >3

209
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Af geiileonfs, dulijdonsdgal

e

y
M(ttgx) |, | (x;tgx)
1T
3 1 !
1 1
1 1
’ 1
! 1
2 /I l E;\/g]
1 31
Zq 1
1 (,4' ) '
0P r@ﬂ
05 =
X\ /4o oL
0 1 1
—0',5 / Al 0):
/ 1
1
T =2
1

10.1. dbra A tangensfiiggvény ab-
razolésa a nevezetes szdgek tan-
gensértékeivel és szerkesztéssel a

[0; E[ intervall
2

umon

NI
<

10.2. &bra A

tangensfiiggvény

grafikonja a ]—%,%[ interval-

lumon

W 04_IV_fejezet.indd 210
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Ebben a leckében értelmezziik és megvizsgaljuk a tangens- és a kotan-
gensfiiggvényeket.

w DEfnitio 5

Az f IR\{%-FKJTH(E Z}%R, f (x)=tgx fiiggvényttan- :

gensfliggvénynek nevezziik.

...................................................................................................

Dafinfdo Az f :R\{kﬂ' ke Z} — R, f(x)=ctyx fiigg-
yt kotangensfiiggvénynek nevezziik. :

...................................................................................................

Abrazoljuk és jellemezziik a tangensfiiggvényt!
A tangensfliggvény periodikus, periddusa 7, igy grafikonjat elegendd
egy 7 hosszusagu intervallumon megrajzolni. A fliggvény értelmezési

tartomanyat is figyelembe véve, célszeri a fliggvényt a ]—% ; %[ inter-

vallumon vizsgélni. A definici szerint egy tetszleges a sz8g tangense
annak a pontnak az y koordinataja, amelyet az i egységvektorhoz ké-
pest oo szoggel elforgatott egységvektor egyenese az origd kozéppont,
egység sugart kor (1,0) pontjaba huzott érint8bdl kimetsz. A grafikon

, T . s ..
szerkesztéset a [O;E[ intervallumon ez alapjan és a nevezetes szogek

tangens értékeinek felhasznalasaval végezziik el (10.1. dbra). A neveze-
tes szogek tangensértékeit az alabbi tablazatban tlintettik fel.

x (radian) 0 z z = =
6 4 3 2

19 x 0 ~0,5774 1 +/3=1,7321 Nincs értelme.

el
3
Ha X¢%+k~77: (ke Z), akkor a tg(m—x)=—tgx azonossdg és a

tangensfiiggvény periddusa (r) alapjéan tg(—x)=—-tgx teljestl. Ez azt
jelenti, hogy a tangensfiiggvény paratlan, igy a fliggvény grafikonja az

origéra szimmetrikus. A ]—%;0] intervallumon a fiiggvény gorbéje a

[0;%[ intervallumon kapott gorbe tiikdrképe az origora. (10.2. dbra)
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A tangensfliggvény 7 szerint periodikus, ezért a ]—%%[ inter-

vallumon megrajzolt képét az x tengely mentén a 7 egész szamu tobb-
szorosével eltolva, a fliggvény grafikonjat kapjuk meg. (10.3. dbra)

IRZ

1 1 y=1gx
Korabbi ismereteink és a 10.3. abra alapjan jellemezziik a tangensfiigg- | |
vényt! ' '

2 1

1 1

1 1

1 1 >
Jellemzés: = = &
. - . s . . T NN I
Ertelmezési tartomanya: a valos szamok halmaza, kivéve beldle a — ! .

1 1

pératlan tébbszoroseit. (Df =R\ {1 +k-7w ke ZH
2 10.3. 4bra A tangensfliggvény
Ertékkészlete: a valés szdmok halmaza. (R, =R) grafikonja

Periodicitasa: periodikus, peridodusa 7.

Zérushelyei: az X (Xe Df) azon ¢értékei, amelyekre tgx=0. A tan-
gensfliggvény a 0 fliggvényértéket a m egész szamu tobbszordseihez
rendeli, ezért a fiiggvény zérushelyei: x=k-7 (ke Z).

Monotonités: a :I—%+k~7r;%+k-7t|: intervallumon (k € Z) szigori-

an monoton nd.
Paritasa: a tangensfliggvény paratlan fiiggvény.

10.4. abra Csak nyugalom, a vé-
gén minden érthetd lesz!

Megoldas:

crer

nak értelmében

. T
sinf o +—
tgla+—- |= .
2 T
cos| o+~
A szinusz- és koszinuszfiiggvények kozott fennalld cosa = sin (a + % J

) . T . . L
és —sina = cos [a + 3 ) azonossagokat, valamint a kotangensfiiggvény

=—ctga. Ezzel az alli-

7\ _ cosa
2

definicidjat felhasznalva, tg [a +— -
—sina

tast bebizonyitottuk.

:. 211 .1
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R
%;E Vegyiik észre, hogy a fenti 6sszefiiggés alapjan a kotangens-

\ .
T yi=ctgx ' figgvény felirhaté a tangensfiiggvény segitségével, és ez
3 forditva is igaz. A felirt 6sszefiiggés alapjan a tangensfiiggvény gra-
% : fikonjabol megkaphatjuk a kotangensfiiggvény grafikonjat.

0 T X ;
o) 2 " H
¢ Abréazoljuk és jellemezziik a kotangensfiiggvényt!

P Atg (a + %J= —ctga azonossag és a fliggvénytranszformaciokrol ta-

105, 4bra A kotangensfiigavény nultak értelmében a kotangensfiiggvény grafikonjat megkaphatjuk, ha
grafikonja a ]0;z[ intervallumon a tangensfiiggvény grafikonjat az X tengely mentén negativ iranyban

%-vel eltoljuk, majd az igy kapott gorbét az X tengelyre tiikrozziik.
¢ (10.5. 4bra, 10.6. abra)

¢ Ertékkészlete: a valés szamok halmaza. (Rf = }R)
Periodicitasa: periodikus, periodusa 7.

A 1 0 Z\ : Zérushelyei: az X (xe Df) azon értékei, amelyekre ctgx=0.
2 2 : .
i i A kotangensfiiggvény a 0 fliggvényértéket a |0;z[ intervallumon a %

b : Jellemzés:
: ¢ Ertelmezési tartomanya: a valoés szamok halmaza, kivéve bel6le a
. : . e P
! : egész szama tobbszoroseit. (D, =R\{k 7 |ke Z})
2 : H
1
1
1

-h6z rendeli, ezért a fiiggvény zérushelyei: x = Tk (ke 7Z).
10.6. abra A kotangensfiiggvény 2 2
grafikonja Monotonitasa: a |k-7;z +k-x[ intervallumon (k e Z) szigortian mo-
¢ noton csokken.
: Paritasa: ha x #k -7 (ke Z), akkor a ctg(z —x)=—ctgx azonossag
: és a kotangensfliggvény periodusa (r) alapjan ctg(—x)=—ctgx telje-
: stil. Ez azt jelenti, hogy a kotangensfliggvény paratlan, igy a fliggvény
graflkonja az origora tukros.

@.’ 7, 04l Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket!
: a) f(x )=—2tg +2,D; ]R\{—+k 3z |ke Z}

10.7. 4bra Hasonlosag Megoldas

: a) Az f fiiggvény képét megkaphatjuk fiiggvénytranszformaciok se-

 gitségevel, az x> tgx, [D R\{ +krlke Z}) alapfiiggvény
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grafikonjabol kiindulva. Az x> tgx, {D =R\ {%+ kz

keZ})

alapfiiggvény grafikonjat az X tengely mentén 3-szorosa-

<))

majd a kapott gorbét az y tengely mentén 2-szeresére nyujtjuk

ra nytjtjuk (fl(x)=tg§, D=]R\{3?n+k3n

(fz(x)= 2tg§, D =R\{37ﬂ+k3n

ke Z}). Az f3(x)=—2tg§.

D:R\{%’Hksn

vény grafikonjanak az X tengelyre vonatkozo tiikorképe. Végil az

keZ} grafikonja az fz(x)=2tg§ flgg-

f(x)=-2tg X2 képéhez jutunk akkor, haaz f,(x)=-2tg X grafi-
3 3 10.9. &bra Mi legyen a miiveletek

konjat az y tengely mentén 2 egységgel pozitiv iranyban eltoljuk. (10.8. : ¢ orrendje?

abra)

10.10. &bra Koénnyen eltévedhe-
tlnk!

10.8. abra A 2. a) példa megoldaséhoz

b) A g fliggvény grafikonjanak megrajzolasahoz induljunk ki az
X > ctg X alapfiiggvény grafikonjabol!

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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: Az X ctgx, (D =R\ {kr|ke Z}) alapfiiggvény grafikon-
: jat az x tengely mentén pozitiv irdnyban %-gyel eltoljuk (gl(x) =

. T T
C—ctgl x=Z | D=R\{Z 4k
cg(x 4) \{4+7r

: amelyekenaziméntkapott fliggvény negativ értékeket vesz fel, tiikrozziik
agrafikonjat (g, képét) az x tengelyre, a grafikon tobbi részét valtozat-

ctg(x—%) , D:R\{%+kn ke Z}

© fiiggvény képét kapjuk meg. A g, fliggvény grafikonjabol az g képét ugy
¢ kapjuk meg, hogy a g, grafikonjat az y tengely mentén felére zsugorit-
¢ juk. (10.11. abra)

ke Z}J Azokon az intervallumokon,

¢ lanul hagyjuk. Ekkora g, (X)=

10.12. &bra A fuggvények alakja a E
miiveletek hatasara valtozik, mint :
a mester keze alatt az agyag :

N | _'ﬂ X_|5_7T 3'_”
: i 2 T4 2
: 1 1
: 1 1
. ! 1
. | 1
: 1 1
. 1 1
H 1 1
. 1 1
H ! 1
. ! 1
10,'13' abra Faradozésunk: ered- 10.11. &bra A 2. b) példa megoldasahoz
menye H

@/ S, udlda Mely valos szamokra teljesiilnek az alabbi relaciok? :
: 1 ;
tia)tg’2x==
5 ) 19 >
¢ 8
iib)cgxs—

r. 214 .-.
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Megoldas:

a)A tg® 2x = % egyenlet értelmezési tartomanya R\ {% + k%

ke Z}.

7

A tg® 2x =% egyenletbdl négyzetgydkvonas utén a [tg2X| = 72 ado-

2

dik. Innen tg2x = 17. Tehat keressiik azokat a (radianban mért) sz6-

geket, amelyeknek tangense i%. A ]—% ; %l: intervallumon a megol-

dasok négy tizedesjegy pontossaggal: 0,6155; —0,6155. {gy azegyenlet

megoldéasa: x, =0,6155+k -7 (ke Z), x, =-0,6155+1-7(l€ Z). =

b) A ctgx < g egyenl6tlenség értelmezési tartomanya R\{kn| ke Z}.

Actgx < g egyenldtlenség megoldasakor keressiik azokat a (radianban

mért) szogeket, amelyeknek kotangense % vagy annal kisebb. 0 05586 %

Lapd

OA

1. modszer:
Oldjuk meg grafikusan! A jobb oldalnak megfeleld fiiggvény a

kotangensfiiggvény (f (x)=ctgx, D, =R\{k-7 |ke Z}), a bal ol-

10.14. &bra Az egyenldtlenség
grafikus megoldasa

dalnak megfelel6 fliggvény a konstans fiiggvény [g (x)= g, D, =R )

Keressiuk az x azon értékeit, amelyekhez a g fiiggvény nem kisebb
fiiggvényértéket rendel, mint az f fiiggvény. A két grafikonnak a ]0; 7|
intervallumon egy ko6z6s pontja van X =0,5586 -nal. (10.14. &bra)
A kotangensfiiggvény periddusa és az abra alapjan az egyenldtlenség
megoldasa:

0,5586+k-m<x<m+k-m (ke Z).

2. modszer:
A definici6 értelmében az egyenldtlenség megoldasakor keressiik azo-

kat a forgdsszogeket, amelyekkel az i egységvektort elforgatva, a ka-
pott egységvektor egyenese és az egység sugarti kor (0;1) pontjaba

huzott érinté k6z0s pontjanak x koordinataja legfeljebb g A P pont-

ba huzott egységvektor egyenesének és az érint6 (€) kdzds pontjanak

(M) x koordinéataja c a PA iv belsd pontjaiba hiizott egységvektorok
egyenesei az érintét (e-t) olyan pontokban metszik, amelyek x koordi- ¢ 10.15. abra Az egyenlétlenség
megoldasa az egység sugari kor

s S .
natja E-nel kisebb. (10.13. abra) Igy az egyenlétlenség megoldasa: segitségével

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

0,5586+k-m<x<m+k-7m (ke Z).
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/

>, Oldjuk meg!

1. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezé fliggvényeket!

a) f(x)=tg(x—%)—3, x¢%n+k~7r (keZ) b) g(x)=-2ctg3x, x¢k% (ke Z)

c) h(x)=%—tg(%x), xzn+k-2n (keZ) d) i(x)=1—ctg(x+%), x¢—%+k~n (ke Z)

2. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények értékét az x = %[ —37 helyeken! (D, = R\{k % ke Z},

Dng\{k-lez}J
2

a) f(x) =%tg(x+%)—20tg(—3x) b) g(x)=4tg*x-ctg2x

3. Mely valos X szamokra teljesiilnek az alabbi relaciok?

a) tg’ x=1 b) V3ctgx—-1<0  ¢) 3tgx<+3  d) ctg’x—3>0

4. A valos szamok halmazanak mely legb&vebb részhalmazan nem értelmezhetek az alabbi kifejezé-

sek?
a) ! b) tg2x—ctg2x C) sinx-tg x
tgx+1
tgx ctg 6x 3
—_— e) —— tg| = x |+ctg4x
cosx+1 2sinx—1 N g(z g

5. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak, melyek hamisak?
a)Az f(x)=ctgx+tgx, x=k % (ke Z) figgvény paratlan.
b)Az f(x)=ctgx-tgx, x=k % (ke Z) fiiggvény paratlan.

C)Az f(x)=cosx-tgx, x# %+k - (ke Z) figgvény paros.

(%)

d) Az f(x)=cos®x+sin® x+1 fiiggvény péros, 2 szerint periodikus.
6. Mutassuk meg, hogy barmely o # k % (ke Z) valés szamra a ctg (a +%)= —tgoa teljestl!

7. Bizonyitsuk be, hogy ha 0< o, § < %, akkor

a) sine<a; b)a<tga; c) Sina+sin[3£si”a42-ﬂ; d) tgOHZ_[gﬁ>tg 2[3.
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\%{.« J.yilits Egy dobozban 6 piros, 8 fehér és 10 zold szind, ;
i egyforma méretii és sulya goly6 van. Hany golyot kell csukott szem-
i mel kihuzni a dobozbol ahhoz, hogy biztosan legyen kdzottiik :
i a) valamelyik szinbdl legalabb ketto,
i b) valamelyik szinbdl legalabb 6t?

Megoldas:

a) Ha csak harom golyot vennénk ki a dobozbdl, akkor még eléfordul-
hatna, hogy mindegyik szinbdl egy-egy golyot huznank ki. Ha viszont
4 golyot huzunk ki, akkor mar biztosan lesz olyan szin, amelyikbdl két
golyét valasztottunk ki.

Erre a feladatra az alabbi modellt készithetjiikk. Van harom darab
skatulya — ezek felelnek meg a haromfajta szinnek — és van 4 darab
targy, melyeket elhelyeziink a skatulyakban. Ekkor legalabb egy skatu-
lyaba legalabb két targy kertil.

A modell altalanositasaval kapjuk a skatulyaelv egyik megfogal-
mazasat.

1.1. abra Skatulyak L.

............................................................................................

Adott n darab skatulya, melyekben legalabb
5 n+1 darab targyat helyeziink el. Ekkor legalabb egy skatulyaba leg-
alabb két targy kerdl.

...................................................................................................

b) Mivel 3-4=12, ezért ennyi golyo kivalasztasa esetén még el6for-
dulhat, hogy mindegyik szinbdl csak négyet vettiink ki. Ha viszont 13
golydt vesziink ki a dobozbdl, akkor mar biztosan lesz olyan szin, ame-
lyikbdl legalabb 6t6t huztunk ki. Erre a problémara is készithetiink mo-
dellt. Tovabbra is harom darab skatulya van, de most 13 darab targyat
helyeziink el a skatulyakban. Mivel 13=3-4+1, ezért biztosan lesz
olyan skatulya, amelybe legalabb 5 targy kerdil.

Az elébbi modellbdl kiindulva altalanosabban is megfogalmazhat-

1.2. 4bra Skatulyk II. juk a skatulyaelvet.

- A skatulyaelvialtalanositasa Van n darab skatulya és
i legalabb n-k +1 darab targy, melyeket elhelyeziink a skatulydkban. :
i Ekkor legalabb egy skatulydba legaldbb k +1 darab targy keriil.

...................................................................................................
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\w J, 04l Az elézé feladatban szerepld dobozbol legalabb :
i hany golyot kell kihtizni csukott szemmel ahhoz, hogy biztosan le- :
i gyen kozottik '
: a) mindegyik szinbdl legalabb egy,
b) legalabb egy zold,
c) fehér és piros,
d) fehér vagy piros goly6?

Megoldas:

a) Nézziik meg, hogy melyik kétfajta szinbdl van a legtobb a dobozban!
Mivel 10 zold, 8 fehér és 6 piros golyo talalhato benne, ezért 18 golyd
kihtizasa esetén még nem biztos, hogy lesz koztiikk mindharom szinbdl.
Ha viszont 19 golyot vesziink ki a dobozbdl, akkor mar biztosan lesz
mindharom szinbdl legalabb egy a kihtizottak kozott.

b) 14 golyo kivalasztasa esetén eldfordulhat, hogy csak a fehér és a pi- : 1.3. dbra Vajon mennyit kell ki-
ros golyokat vettiik ki a dobozbdl. Viszont ha 15 golydt huzunk ki, mar : hazni?
biztosan lesz koztiik zold is.

¢) A feladatban szerepld €s k6t6szo azt jelenti, hogy mindkét szinii go-
lyobol kell szerepelnie legalabb egynek a kihtzottak kozott. Ez akkor
teljesiil biztosan, ha 19 golydt valasztunk ki a dobozbdl, mert 18 esetén
eléfordulhat, hogy a 10 zold és a 8 fehér golyot vettiik ki.

d) Ebben a feladatban a vagy kotszo szerepel, amely azt jelenti, hogy
a piros, illetve a fehér golyok koziil legalabb az egyik fajtanak szerepel-
nie kell a kihtizottak k6zo6tt. Mivel 10 zold golyd van a dobozban, ezért
10 goly6 kihuzésakor el6fordulhat, hogy csak zold golyot valasztottunk
ki. Igy 11 golyé kivalasztisa esetén biztosan lesz a kihtizottak kozott
fehér vagy piros.

'4; 4,04l Egy 34 f6s osztalybol mindenki irt matematika- :
olgozatot. Legalabb hany olyan didk van az osztalyban, aki azonos
i osztalyzatot kapott a dolgozatara, ha csak egyes érdemjegyet nem :
i kapott senki? :

Baresak jol sikeriilne
a dolgozat!

Megoldas:

Csak egyes érdemjegyet nem kapott senki, ezért a maradék négy osz-
talyzatot tekintsiik egy-egy skatulyanak, a didkokat a benniik elhelye-
zendd targyaknak. Mivel 34=4-8+2, ezért a skatulyaelv altalanos
megfogalmazasa alapjan legalabb 9 olyan tanuld volt az osztalyban, aki
azonos osztalyzatot kapott a dolgozatara.

1.4. dbra Dolgozatiras
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e _______________________
?\?‘?( ‘4, 03l Vegyiink fel a sikon 8 darab kiilonboz6 pontot, és

i kossiink dssze koziilik néhanyat egymassal! Igaz-e, hogy van koz- :

i tilk legalabb két olyan pont, melyeket ugyanannyi masikkal kotot- |

. tiink Gssze a felvett pontok koziil? (Barmely két pontot legfeljebb
! egy vonallal kotiink 6ssze.) (1.5. &bra) '

1.5. dbra A 4. példa két lehetséges
megoldasa

Megoldas:

Némi probalkozas utan ugy sejtjiik, hogy mindig van legalabb két ilyen
pont.

Barmelyik pontot is tekintjiik, azt 0 vagy 1 vagy 2 vagy ... 7 masik
ponttal kdthetjiik 6ssze. Ha van olyan pont, melyet egyikkel sem kotot-
tiink 6ssze, akkor nem lehet koztiik olyan, melyet 7 masikkal kotottiink
ossze. fgy vagy az lehet, hogy 0, 1, 2, ..., 6 vonal indul ki egy-egy
pontbol, vagy az, hogy 1, 2, 3, ..., 7. Ez mindkét esetben 7 lehetdséget
jelent. Ezeket tekintsiik egy-egy skatulyanak, a 8 darab pontot pedig
a benniik elhelyezendd targyaknak. Ekkor a skatulyaelv alapjan lesz
legalabb két olyan pont, amelybdl azonos szamu vonal indul ki, azaz
amelyeket azonos szamu masik ponttal kotottiink dssze a felvett pontok
koziil. Ezzel a feladatot megoldottuk.

1.6. &bra A pontok melletti szam a
csucsok fokszama

Ha felvesziink a sikon n db pontot, és ezek koziil néhanyat, akar egyet

2 4 sem, O0sszekotiink valamilyen folytonos vonallal, akkor az igy kelet-

. > kez6 alakzatot grafnak nevezziik. A pontok a graf cslcsai vagy szog-
o 2 pontjai, a pontparokat 6sszekot6 vonalak a graf élei. Az egy csucsbol
kiindul6 élek szamat a cstcs fokszdmanak nevezziik. Ha egy grafban

barmely két pontot legfeljebb egy €1 kit Gssze, és barmely €l két kiilon-

Egyszer graf b6z6 pontot kot dssze, akkor azt a grafot egyszeri grafnak nevezzik.
Ennek alapjan az el6z6 feladatot az alabbi modon tétel formajaban is
megfogalmazhatjuk.
3 2 2 1
_}:' ............................................................................................ .
. 3 Tétel Egy nyolccstcst, egyszeri grafban van legalabb
2 0 : két olyan csucs, melynek fokszdma egyenld.
1 L ————
Nem egyszerd grafok Ezutan kézenfekvd a kérdés, hogy a tétel csak nyolcpontll egyszerti
) ) grafra igaz-e. Erre megkaphatjuk a valaszt, ha a lecke utani 12. felada-
1.7. dbra Grafok tot megold_]uk.
S T e

= 9, 02lds A Szeged és Budapest kozott kozlekedd vonat
i Tayik fiilkéjében 8 ember utazik. Igaz-e, hogy van koztiik legalabb
: kett6 olyan, akinek ugyanannyi ismerése van a fiilkében iilok ko-
| z0tt? (Az ismeretség kolesonds.) '
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Megoldas:

Mivel lehet koztiik olyan, aki senkit sem ismer, és egy ember legfel-
jebb 7-et ismerhet koziiliik, az egyes emberekhez rendelhetd ismeret-
ségszamok 0, 1, 2, ..., 7 lehetnek. Ha van koztiik olyan, aki senkit sem
ismer, akkor nem lehet koztiik olyan, aki mindenkit ismer a flilkébol.
fgy az ismeretségszamok vagy 0, 1,2, ..., 6 vagy 1, 2, 3, ..., 7 lehet-
nek. Ez mindkét esetben 7 lehetdséget jelent. Ezeket tekintsiik egy-egy
skatulyanak, a 8 embert pedig a benniik elhelyezend§ targyaknak. Igy a
skatulyaelv értelmében biztosan lesz koztiik legalabb két olyan ember,
akiknek azonos szamu ismerése van a fiilkében ilok kozott.

A 4. és az 5. példa megoldasa lényegében megegyezik. Ez sugallja azt,
hogy érdemes az 5. példat egy megfeleld matematikai modell alapjan
megkdzeliteni. Eszerint tekintsiik a 8 embert egy nyolccsticsu graf
szogpontjainak, a koztiik fennalld ismeretségeket pedig szemléltessék
a graf élei. Ennek alapjan a problémat visszavezettiik a 4. példara. Na-
gyon sokszor segit a feladatok megoldasaban egy megfelelé matemati-
kai modell megalkotdsa, mert olykor-olykor ezzel ismert matematikai
problémara, tételre vezetjiikk vissza a feladatot. Most csak felvillan-
tottunk néhany gondolatot a matematika, ezen beliil a kombinatorika
egyik nagyon fontos teriiletérdl a grafelméletbodl. A 11. osztalyban ezzel
behatobban foglalkozunk.

9, 03l Legalabb hany egész szamot kell megadni ahhoz, :
ogy biztosan legyen kozottiik legalabb kettd, melyek kiilonbsége :
i oszthat6 5-tel? 5

Megoldas:
Azt mar a 9. osztalybdl tudjuk, hogy 6tds maradék szempontjabdl az
egész szamok Ot paronként diszjunkt halmazba (osztalyba) sorolhatok.
Az els6be azok tartoznak, melyek 5-tel oszthatok, a masodikba azok,
melyek 5-6s maradéka 1, a harmadikba azok, melyeké 2, a negyedikbe
tartozoké 3, az otodikbe tartozoké pedig 4. Nyilvanvalonak tiinik az
alabbi allitas:

Tétel Ha két egész szam 6t6s maradéka egyenld, akkor a
: killonbségiik oszthatd Gttel. :

...................................................................................................

Bizonyitas:
Legyen n és m két egész szam!
Legyen n=5a+r és m=>5b+r, ahol a,be Z és re{0,1, 2,3, 4}.

Ekkor n—m=5a+r1—(5b+r)=5(a—b), ami nyilvan oszthato ottel,
mert a, b egész szamok. Ezt kellett bizonyitani.
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1.8. abra Ismerjiik egymast?

[A]
5k

5]

5k+1
C]

5k+2
D]

5k+3
£ |

5k+4

1.9. dbra Egész szamok halmazai
5-6s maradék szempontjabol
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Igaz ezen allitas megforditasa is:

Tétel Ha két egész szam kiilonbsége oszthato ottel, ak- |
: kor a két szam 6t6s maradéka egyenld. ]

...................................................................................................

o Bizonyitéas:
Legyen n és m két egész szam!

Legyen n=>5a+1 és m=5b+y, ahol a,be Z és 1,y {0,1, 2,3, 4}.
110, dbra A tissta hajhoz elégeé- Tudjuk, hogy 5|(n—m), azaz 5[(5a+| —[5b+q]).

ges a sampon Mivel 5a+r1—[5b+q]=5(a-b)+(r—y), ahol 5(a—b) oszthato
5-tel, ezért ha 5| (5a+1 —[5b+q]) akkor 5|(r —y).

Tudjuk, hogy 1,ye {0,1, 2,3, 4}, ezért |1 —y|<5.

Emiatt ha 5| (r —y), akkor r —y=0, azaz r =y. Ezt kellett bizonyi-

R*

tani.

Ezt a két allitast egyben is megfogalmazhatjuk:

............................................................................................

Tétel Két egész szam kiilonbsége akkor és csak akkor
i oszthato ottel, ha 6t6s maradékuk egyenld. 3

...................................................................................................

Ennek alapjan 6t egész szam még nem elég, mert el6fordulhat, hogy
paronként kiilonb6zé maradékot adnak ottel osztva, ezért az elézbek
alapjan nem biztos, hogy lesz koztiik kettd, melyek kiilonbsége oszt-
hat6 ottel. Hat viszont a skatulyaelv és az el6z6 tétel alapjan mar elég,
1.11. dbra Sokaknak a selyme- : mert lesz koztiik kettd, melyek 6tos maradeka egyenld, és ezek kiilonb-
sebb hajhoz balzsam is sziikséges : sége oszthaté ottel.

A feladat megoldasa soran megfogalmaztunk harom allitast, melyek
szoros kapcsolatban vannak egymassal. Az els6 allitas:

............................................................................................

Tétel Ha két egész szamnak egyenld az 6tds maradéka,
i akkor a kiilonbségiik oszthato 6ttel. :

...................................................................................................

Ezt az éllitast nevezhetjiik sziikséges feltételnek, mert az alabbi médon
is megfogalmazhatjuk:

............................................................................................

1.12. 4bra A balzsamtél és a sam- ; i . , Y 5
pontél lesz ilyen selymes és tiszta Tétel Ha keét egész szam 6tos maradéka egyenld, akkor :
a hajad i sziikségképpen Gttel oszthato a kiilonbségiik. ]

...................................................................................................
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A tétel megforditasa:

Tétel Ha két egész szam kiilonbsége oszthaté ottel, ak-
: kor a két szam 6tos maradéka egyenlo. 3

...................................................................................................

X Tétel Annak, hogy két egész szam 6t6s maradéka egyenld
: legyen, elégséges feltétele az, hogy kiilonbségiik oszthatd 5-tel.

...................................................................................................

Természetesen ha a két allitast egyiitt mondjuk ki, akkor kapjuk a szik-
séges és elégséges feltételt.

............................................................................................

Tétel Két egész szam kiilonbsége akkor és csak akkor
: oszthato 6ttel, ha egyenl6 az 6t6s maradékuk.

Ezzel az elkovetkezendd tanévekben még foglalkozunk a logika téma-
korén beliil.

4l.k;  Bizonyitsuk be, hogy barmely harom négyzetszam |
0z0tt van kettd, melyek kiilonbsége oszthaté harommal. :

Megoldas:
A 9. osztalyban tanultuk az alabbi tételt.

............................................................................................

Tétel Ha egy természetes szdm négyzetszam, akkor har-
: mas maradéka 0 vagy 1.

...................................................................................................

Tekintsiik ezt a kétféle harmas maradékot egy-egy skatulyanak, a ha-
rom négyzetszamot pedig a benniik elhelyezend targyaknak! fgy a
skatulyaelv értelmében harom négyzetszam kozott lesz legalabb ketto,
melyek harmas maradéka egyenld. Ezek kiilonbsége biztosan oszthatd
harommal. Ezt kellett bizonyitani.

9, 04lds Fogalmazzuk meg az el6z6 feladat megoldasaban
i szerepld tétel megforditasat! Dontsiik el, hogy igaz-e ez a megfor- :
i ditas! ’
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1.13. abra Ez sziikségképpen le-
esik?

Allitas:
Ha egy négyszog négyzet, akkor
minden szoge derékszog.

PN
N ]

négyzet

Megforditasa:

Ha egy négyszog minden szoge
derékszog, akkor négyzet.

Nem igaz pl.:

-/ \
B (]

lehet téglalap, ami nem négyzet

1.14. &bra Nem minden Aallitas
megforditasa igaz
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Megoldas:

Az allitas:

Ha egy természetes szam négyzetszam, akkor a harmas maradéka 0
vagy 1.

A megforditasa:

Ha egy természetes szam harmas maradéka 0 vagy 1, akkor a szam
négyzetszam.

A megforditas nem igaz, hiszen a 6-nak is 0 a harmas maradéka, még-
sem négyzetszam.

szém JEN Al Egy téglatest alaki doboz alapja 32 cm oldali :

i négyzet. A dobozban 129 db hangyat tartanak megfigyelés céljabol. :
i A hangyak csak a doboz aljan maszkalnak, mert az oldallapok bels6
felét bekenték hangyariaszté szerrel. Bizonyitsuk be, hogy minden '
| idépillanatban van harom hangya, melyek koziil barmely kettd ta- :

i volsaga kisebb, mint 57 mm!

Megoldas:
Mivel a feladat szerint azt kell belatni, hogy minden iddpillanatban

oo % % % % % % : létezik hdrom hangya, melyek koziil barmely ketté tdvolsaga kisebb,
mint 57 mm, ezért célszerti annyi ,,skatulyat” kialakitani, hogy mindig
PPN
biztosan legyen olyan, amelyikben legalabb harom hangya tart6zkodik.
2599 %%%%% &
—— Mivel 129 =264 +1, ezért a skatulyaelv altalanositasa alapjan célszerti
%% %% % % % 64 skatlyar kialakitani. Tudjuk, hogy 64=8-8 és 32=4-8, ezért
222%™ % % % osszukaz alaplap oldalait — gondolatban — 8 db 4 cm hosszu szakaszra,
woa % % % 8 % & Césezzel az alaplapot 64 db 4 cm -4 cm-es négyzetre. Igy mindig lesz
15414444 olyan négyzet, amelyben legalabb harom hangya tartézkodik. Mivel
S tben barmely két pont kozotti tavolsdg nem lehet nagyobb
R T T T TR

a négyzet atlojanal, ezért e harom hangya koziil barmely ketté kozotti

1.16. abra Hangyak a dobozban  © § t4yolsagra igaz, hogy d <4+2cm<5,7cm =57mm. Ezt kellett bi-
zonyitani.

1. Egy zacskoban négyfajta savanyu cukor (citromos, narancsos, barackos, malnas) van, dsszesen 40
db, mindegyikbdl ugyanannyi. Legalabb hany darabot kell csukott szemmel kihtizni, hogy biztosan
legyen kozottiik
a) valamelyikbdl legalabb ketto;

b) valamelyikbdl legalabb harom,;
¢) mindegyikbdl legalabb harom;
d) valamelyikbdl az Gsszes;

e) citromos ¢és malnas;

f) narancsos vagy barackos?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

05_V_fejezet.indd 225

. Egy zsakban 10 par fekete és 15 par barna, ugyanolyan méretli keszty(i van. (Az egy parban levok

nincsenek 0sszekdtve.) Legalabb hany darabot kell csukott szemmel kihuzni a zsakbol, hogy bizto-
san legyen koztiik

a) két darab kiilonboz6 szinli kesztyti,

b) egy par azonos szinii kesztyti,

c) egy par nem feltétleniil azonos szinii kesztyii?

. Legalabb hany f6s az az osztaly, amelyikben van biztosan legalabb négy olyan didk, aki ugyanabban

a honapban iinnepli a sziiletésnapjat?

. Egy osztalyba hajszin szempontjabol négyféle diak jar. Sz6ke, barna, fekete és voros haju. Hany fos

az osztaly, ha tudjuk, hogy kivalaszthat6 8 diak tigy, hogy az csak sz6ke, vagy csak barna, vagy csak
fekete, vagy csak voros haju legyen, de barhogyan is valasztunk ki 25 didkot, mindig lesz koztiik
mind a négy hajszinlibdl legalabb egy?

. Igaz-e, hogy 11 egész szam kozott mindig van kettd, melyek kiilonbsége oszthato tizzel?

. Bizonyitsuk be, hogy n+1 darab egész szam kozott mindig van kettd, melyek kiilonbsége oszthatd

n-nel!

. Bizonyitsuk be, hogy 21 darab egész szam kozott mindig van 6t, amelyek dsszege oszthato Sttel!
. Bizonyitsuk be, hogy 6t egész szam kozott mindig van kettd, melyek dsszege vagy kiilonbsége

oszthato héttel!

. Bizonyitsuk be, hogy barmely négy négyzetszam kozott van kettd, melyek kiillonbsége oszthatd

ottel!

Szemléltessiink grafon olyan ottagu tarsasagot, amelyben egy embernek 4, kettonek 3, és kettének
2 ismerdse van!

Az egyik ballagd osztalyban egy hatfGs barati tarsasag elhatdrozza, hogy mindenki mindenkivel
tabloképet cserél. Eléfordulhat-e olyan allapota ennek a folyamatnak, hogy ketten mar mindenkivel
képet cseréltek, egy ember harommal, ketten kettvel, egy pedig eggyel cserélt képet?

Bizonyitsuk be, hogy barmely egyszerti grafban van két olyan csucs, melyeknek azonos a foksza-
ma!

Fogalmazzuk meg az alabbi allitdsok megforditasat! Dontsiik el mindegyik esetben, hogy igaz-¢ az

allitas, illetve annak megforditasa!

a) Ha egy négyszog téglalap, akkor atloi felezik egymast.

b) Ha egy haromszog egyik sulyvonala merdleges az egyik oldalra, akkor a haromszog egyenld
szaru.

c¢) Ha egy haromszog belsé szogeinek az aranya 1:2:3, akkor az egyik oldala fele egy masik oldal-
nak.

d) Ha egy négyszog két szogének az dsszege 180°, akkor van koré irhaté kore.

e) Ha egy négyszog két atldja merdlegesen felezi egymast, akkor oldalai egyenldk.

f) Ha két pozitiv egész szam legkisebb k6zos tobbszorose 45, akkor az egyik oszthato 9-cel.

Bizonyitsuk be, hogy a lecke 9. példdjaban minden idépillanatban van harom olyan hangya, melyek
altal meghatarozott haromszog teriilete nem nagyobb 8 c¢m?-nél!

Egy 1 méter oldalii négyzetben felvesziink 201 db pontot. Bizonyitsuk be, hogy van koztiik harom,
melyek lefedhetdk 160 cm? teriiletii korrel!
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2.1. dbra Vivoversenyz6k

A4

A, B
A, B
A B

2.2. dbra A parositas szemlélteté-
se graffal

2.3. abra A feladatban szerepld
uthalézat matematikai modellje

egy graf
226
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~ | uilda  Egy vivoversenyen két egyesiilet vivoi kiizdenek :

{ meg egymassal. Az egyik egyesiilet csapataban 7, a masikban 6 ver- :
i senyz0 vesz részt. Hany parost lehet dsszedllitani a két csapat ver- |
i senyz06ibol, ha a paros egyik tagja az egyik, a masik tagja a masik !
i csapatbol keriil ki? '
Megoldas:

A feladat szerint a paros egyik tagjat az els6, a masik tagjat a maso-
dik csapatboél valasztjuk ki. Mivel az els6 csapatbdl hétféleképpen va-
laszthatunk ki egy embert, és barkit is valasztunk ki ebbdl a csapatbdl,
a masikbol mellé hatféleképpen valaszthatunk tarsat, ezért 0sszesen
7-6 =42 parost lehet 6sszeallitani.

A A, A, A, A, A, A,
B, AsB, AsB,  AgB,  AgB,  AgB,  AgB, A;B;
B, AsB,  AiB,  AsB, AsB, AgB, AgB, A;B,
B, A;B, AiB, A;iB,  AiB,  AsB,  AgB;  AiB;
B, A;B, A;B, A;B, A;B, A;B, A;B, A;B,
B, A;B AiB.  AiB.  AiB  AgB,  AgB.  AjB.
Be AsBs  AsBy  AjgBs  AiBs  AgBg  AgB,  AyBg

Az el6z0 feladatban rendezett elemparokat hoztunk létre. Az elempar
els6 tagjanak kivalasztasa nem befolyasolta a masodik kivalasztasat,
a kettd egymastol fliggetleniil zajlott. Ilyen esetben alkalmazhatjuk a
kombinatorika egyik fontos szabalyat, az ugynevezett szorzasi sza-
balyt. Ha a rendezett elempar els6 tagjat m-féleképpen valaszthatjuk ki,
a masodikat n-féleképpen, akkor az elemparokat a megadott sorrendben
m-n -féleképpen.

7, 04l Hanyféleképpen juthatunk el A varosbol a C varos-

&
i Da B véaroson keresztiil, ha azokat a mellékelt uthalozat koti 6ssze?

Megoldas:

Az A-bol a C-be két egymast kovetd ttszakaszon keresztiil lehet el-
jutni. Az elsd szakaszt az A-t a B-vel 6sszekdtd 3 utbol, a masodi-
kat a B-t a C-vel 0sszekotd 5 utbol lehet valasztani. A két valasztas
egymastol fiiggetlen, igy alkalmazhatjuk a szorzasi szabalyt. Tehat
3-5 =15 -féleképpen juthatunk el A-bol C-be a B-n keresztiil.
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‘\":T S, 03lda A0, 1,2, 3,4, 5 szamjegyek felhasznalasaval hany
i négyjegyli szamot készithetiink, ha :
i a) egy szamjegyet legfeljebb csak egyszer hasznalhatunk fel,
i b) egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk?

Megoldas:

a) Mar a 9. osztalyban is foglalkoztunk ilyen jellegli dsszeszamlala-
si feladattal. A felsorolt hat szamjegy koziil valasztunk ki négyet, a
négyjegyll szam négy helyi értékére. Az els6é helyre nem keriilhet a
0, ezért oda csak 6t szamjegy koziil valaszthatunk. A masodik helyre
mar valaszthatjuk a 0-t, de azt a szamot, amit az els6 helyre irunk, mar
nem, mert egy szamjegyet legfeljebb csak egyszer hasznalhatunk fel.
Tehat barmelyik megengedett szamot irjuk az elsé helyre, a masodik-
ra 6t szam kozil valaszthatunk, igy a szorzasi szabalyt alkalmazva ez
5-5=25 lchetéség. Folytassuk tovabb a kivalasztast! Barmelyik két
kiilonboz6 szamot is tessziik az elsé két helyre, a harmadikra mar csak
négy szam kozil valaszthatunk, mert az els6 két helyi értéken szereplot
mar nem tehetjiik oda. A szorzasi szabalyt alkalmazva kapjuk, hogy
ez eddig 25-4 =100 lehet6ség. Az utolso helyre mar csak 3 szamjegy
koziil valaszthatunk, igy a szorzasi szabaly alapjan 100-3 =300 olyan
négyjegyll szam készithetd a megadott szamokbol, melyekben a szam-
jegyek nem ismétlédnek.

b) Ebben a feladatban sem tehetjiik a 0-t az elsd helyre, igy oda csak 6t
szamjegy koziil valaszthatunk. Mivel a feladat megengedi a szamjegyek
ismétlodéseét, ezért a tovabbi helyek mindegyikére barmelyik felsorolt
szamjegyet tehetjiik, igy a szorzasi szabaly alapjan 5-6-6-6 =1080
olyan négyjegyli szam készitheté a megadott szamjegyekbol, melyek-
ben a szamjegyek ismétlddhetnek.

= b odld Az el6z6 feladat a) részében szereplé négyjegyti

1 Szamok koz6tt hany olyan van, amelyik oszthaté bttel?

Megoldas:

A kilencedik osztalyban tanultuk, hogy a tizes szamrendszerbeli egész
szamok Ottel oszthatosaganak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a
szam 0-ra vagy 5-re végz0djon, azaz az alabbi tételt fogalmaztuk meg:

............................................................................................

Tétel Egy egész szam akkor és csak akkor oszthato 5-tel,
i ha az utols6 szamjegye 0 vagy 5.

...................................................................................................

Tehat meg kell adnunk az el6z6 feladat a) részében szerepld négyjegyli
szamok koziil a 0-ra vagy 5-re végz6dok szamat. Az Gsszeszamlalast
bontsuk két részre! El6szor az 5-re, majd a 0-ra végz6d6 szamokat sza-
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a)
1. hely 2. hely 3. hely 4. hely

= = = =
5 lehetSség 5 lehetseg 4 lehetSség 3 lehetdség

A szorzasi szabaly értelmében ez

5.5.4-3=300 darab olyan
négyjegyll szam van, melyben a
szamjegyek nem ismétlédnek.

b)
1. hely 2. hely 3. hely 4. hely

— = = ——
5 lehetdség 6 lehetdség 6 lehetéség 6 lehetdség

A szorzasi szabaly értelmében ez

5:6-6-6=1080 darab olyan
négyjegyll szam van, melyben a
szamjegyek ismétlédhetnek.

2.4, abra Alkalmazzuk a szorzasi
szabalyt a 3. példaral

1.hely 2.hely 3.hely 5

4 lehetssey 4 lehetdseg 3 lehetsseg - ENEt0sey

A szorzasi szabaly értelmében
ez 4-4-3-1=48 darab olyan
négyjegyll szam van, amely 5-re
végzodik.

1.hely 2.hely 3.hely 0
S e e i,
5 lehetdséy 4 lehetdség 3 lehetsség

A szorzasi szabaly értelmében
ez 5-4-3.1=60 darab olyan
négyjegyll szam van, amely O-ra
végzodik.

Az Osszeadasi szabaly alapjan
48+60=108 darab olyan ottel
oszthatd négyjegyli szam léte-
zik, mely a feladatnak megfelel.

2.5. dbra Alkalmazzuk a szorzasi
szabalyt a 4. példara!

227
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2.6. abra Végre megnéziink egy.’ ot
o = .
jo filmet \v X f
i Tany — moziba megy.

1.hely 2.hely 3.hely
- -
6 lehetdséy 5 lehet3ség 4 lehetdség
4.hely 5.hely 6. hely
—
3lehetdség 2 lehetGseg 1 lehetdseg
A szorzasi szabaly értelmében ez
6-5-4-3-2:1=720 esetet jelent.
F L F
— —
3 lehetdséy

L F L

=
2 lehetsség

=
3 lehetdség 2 lehetdség

-
1lehetdség 1 lehetSség

A szorzasi szabaly értelmében ez
3-3-2-2-1-1=236 esetet jelent.

L F L
-~ -~
3lchetdséy  3lehetéség 2 lehetdseg
F L F
- — -
2 [ehetdség 1 lehetdség 1 lehetdséy

A szorzasi szabaly értelmében ez
3-3-2-2-1-1=36 esetet jelent.
Az Osszeadasi szabaly alapjan
36+ 36 = 72- féleképpen helyez-
kedhetnek el ugy, hogy fit fit mel-
1¢, lany lany mellé nem iilhet.

2.7. dbra Alkalmazzuk helyesen a
két alapszabalyt!
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moljuk 6ssze! Mivel egy, a feladatnak megfeleld ottel oszthatd négyje-
gyl szam vagy az egyik, vagy a masik csoportba tartozik, ezért az igy
kapott két értéket dssze kell adni. Ez a kombinatorika dsszeadasi sza-
balya. Az eléz6 feladat a) részében szerepld négyjegyli szamok koziil
az Otre végz6dok szama 4-4-3-1=48. Felhasznaltuk, hogy az utolso
helyre csak egy szamjegy keriilhet, és az elsé helyre nem keriilhet a
0, valamint a végén szerepld 5-0s. A 0-ra végz6dok esetén ugyancsak
egy szamjegy keriilhet a végére a 0, de az els6 helyre 6t szam koziil
valaszthatunk, mert a 0-t mar kizartuk azzal, hogy a végére tettiik. igy
ezek szama 5-4-3-1=60. Tehat a feladatnak megfelel6 o6ttel oszthato
négyjegyl szamok szama 48+ 60 =108.

Ha egy A ,,objektumot” n-féleképpen lehet megvaldsitani, egy masik
B ,,objektumot” pedig m-féleképpen, de a kettd egyiitt nem valdsulhat
meg, akkor a ,,vagy A, vagy B” megvalositasa n + m-féleképpen lehet-
séges. Ezt a szabalyt nevezziik a kombinatorika dsszeadasi szabalyé-
nak.

9,04l Egy hatfos barati tarsasag — harom fia és harom
i a) Hanyféleképpen tilhetnek le egymas mellé? ;
. b) Hanyféleképpen tilhetnek le egymés mell¢, ha fia fid mellé és
i lany lany mellé nem akar iilni? '

Megoldas:

a) Tudjuk, hogy a moziban a helyek szamozottak, tehat nem mindegy,
hogy ki melyik helyre iil. A korabbi feladatokban megismert gondolat-
menetet és a szorzasi szabalyt alkalmazva kapjuk, hogy az els6 hely-
re 6 ember koziil valaszthatunk, és barki is il az elsé helyre, a ma-
sodikra mar csak 5 ember koziil kertilhet valaki, és igy tovabb, mig
az utolsé helyre mar csak 1 ember marad, azaz a lehetséges leiilések
szama 6-5-4-3-2-1=720. A szamitasban megjelent az els6 hat pozi-
tiv egész szam szorzata, amelyet roviden gy jeloliink, hogy 6!, és hat
faktoridlis-nak olvasunk.

b) Mivel fit fitt mellé, lany lany mellé nem {ilhet, ezért vagy az FLFLFL,
vagy az LFLFLF lehet6ség valosul meg. Mivel mind a fiak, mind a
lanyok harman-harman vannak, ezért a szorzasi szabaly és az eddigi
gondolatmenet alkalmazasaval kapjuk, hogy mindkét elhelyezkedés
3-3-2-2-1.1=9-4 =36 -féleképpen valdsulhat meg. Az Osszeadasi
szabalyt alkalmazva kapjuk, hogy Osszesen 36+ 36 = 72-féleképpen
helyezkedhetnek el a feltételeknek megfelelGen.
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Uailnidd Az elsé n(>1) darab pozitiv egész szam szorza- :
“tat, azaz az 1-2-...-(n—1)-n szorzatot n faktorialisnak nevezziik. :
i Jeldles: n!

i A kés6bbiek szempontjabol fontos megallapodni abban, hogy 1!=1

és 0!=1.
% 9, 04l Egyszerlsitsiik az alabbi kifejezéseket, és ahol le-
i Thet, szamitsuk ki a pontos értékiiket!
10! 1 n=1)! ! 2.8. dbra Ebben allapodtunk meg
)— )—'— )——— d)( ) __u neZ*
i 8! 9! 4! bl n! (||+1)!
Megoldas:

a) A faktorialis definicidja alapjan
10!=1-2-...-8-9:10=28!-9-10.

1 819.
fgy 10.=8. 9-10 ~9.10=90.
8! 8!
b) A tortek osztasara vonatkozo szabaly és a faktorialis definicioja alapjan —m l
1 =
irhatjuk, hogy )

1;1:3.91_8 9 =9
8! 9! 8! 8!
c) A kivonas elvégzése elott meg kell keresni a két tort nevezdjének a
legkisebb kdzos tobbszorosét! Mivel az 5!=5-41, ezért 6tszorose a 4!-
nak, igy a legkisebb kozds tobbszorosiik az 5!. Ennek alapjan

5 1 25-1 24 24 1

41 51 51 415 24.5 5

2.9. abra Ez hosszabb:
1.2-3-45.6-7-8:-9-10
Ez rovidebb: 10!

d) Elészor végezziink egyszertisitést! Mivel (n+1)!=n!-(n+1) és
n!=(n—1)!-n, ezért mindkét tortben egyszertisithetiink. Ennek alapjan

(n—l)!_ nt_ (n-1)! ooont 11
n! (n+1)! (n=1tu nt(n+l) 0 n+l
_n+l-n_ 1

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

B n(n+1) - n(n+1)

1. Egy osztalyban 16 fit és 14 lany van. Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy kétfos diakparlamenti
kiildottséget, ha lennie kell benne lanynak is, és fiinak is?

2. Hanyféleképpen allithatjuk 6ssze az el6z06 kiildottséget, ha mindkét tagja

a) fiu, b) lany?
3. A paros szamjegyekbdl hany haromjegyt szam készithetd? Ezek koziil hany végzddik harommal
oszthato szamjegyre? es00,
S229 %
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4. Egy hegy tetejére hat kiilonboz6 meredekségii turistatit vezet.

a) Hanyféle utvonalat valaszthat a turista, ha felmaszik csticsra, majd lejon onnan?

b) Hanyféle utvonalat valaszthat, ha nem szeretne azon lejonni, amin felment?

c) Hanyféleképpen valaszthat Gtvonalat abban az esetben, ha legfeljebb olyan meredekségiin szeret-
ne lejonni, mint amilyenen felment?

5. Egy dobdkockaval kétszer dobunk egymas utan. A dobott eredményeket leirjuk.

a) Hanyf¢le kétjegyli szamot kaphatunk?

b) Ezek kozott hany olyan lehet, melyekben a szamjegyek dsszege kisebb 6tnél?

c¢) Hany olyan lehet koztiik, melyben a szamjegyek szorzata paratlan?

d) Hany olyan lehet koztiik, melyben a szamjegyek szorzata paros?

¢) Hany olyan szam lehet koztiik, amelynek az egyik szamjegye osztoja a masiknak?

6. Az 1, 2, 3,4, 5, 6 szamjegyek felhasznalasaval elkészitjiik az 6sszes haromjegyli szdmot. Hany

olyan szam van kozottiik, amelyben

a) mindharom szamjegy paros, b) egy szamjegy paratlan, kettd paros,
) egy szamjegy paros, kettd paratlan, d) mindhdrom szdmjegy paratlan,

ha egy szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel?

7. Valaszoljunk az el6z6 feladat kérdéseire, ha egy szamjegyet tobbszor is felhasznalhatunk!
8.A0,1,2,3,4,5, 6 szamjegyek felhasznalasaval hany olyan hétjegyli szamot készithetiink, amely-

ben nincs két egyenld szamjegy? Ezek kozott hany olyan van, amelyben nincs két paros szamjegy
egymas mellett?

9. Ot didk, harom fiti és két lany, nyaron dolgozni szeretne az egyik varosban. Harom kiilonbzo

lizemben keresnek a gépek mellé fitkat, és az egyikben takaritoi allasra lanyokat. Két vendégloben
konyhai kisegit6 allasra fiukat és lanyokat egyarant alkalmaznanak. Hanyféleképpen helyezkedhet-
nek el, ha egyik helyen sincs létszamkorlatozas? Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a két lany
nem szeretne ugyanazon a munkahelyen dolgozni?

10. Hozzuk egyszer(ibb alakra az alabbi kifejezéseket, és ahol lehet, adjuk meg egyetlen racionalis

szamként!
! ! ! ! ! 1 16! ! ! !
3) 100! 98! b) 10! 5 20! 16! d) gg ¢) 150 1! ) n! +(n+1).
99! 97! 713! 164! 18! 9! 8! 6! 4! (n-2)! n!

BV ariacioks

Az el6z6 leckében néhany egyszer(i 6sszeszamlalasi probléman keresz-
tiill megismerkedtiink a kombinatorika két nagyon fontos szabalyaval,
a szorzasi és az Osszeadasi szaballyal. A matematikaban gyakran tesz-
sziik azt, hogy az egyes problématipusokat, tételeket altalanosan tar-
gyaljuk, majd a kapott eredményeket alkalmazzuk konkrét esetekben.
Gondoljunk akar a masodfokt egyenlet megoldoképletére, vagy geo-
metriabdl Pitagorasz tételére! A kombinatorikaban is vannak bizonyos
Osszeszamlalasi problémak, melyek kiilonsen gyakran fordulnak eld.
Ezeket harom {6 csoportba oszthatjuk, melyekkel a kovetkezd leckék-

3.1. dbra Emlékeztetd ben ismerkediink meg.
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i "Az els6 helyezett arany-, a masodik eziist-, a harmadik bronzérmet
. nyer. Hanyféleképpen lehet kiosztani az érmeket? :

Megoldas:

Az elsé helyen nyolc versenyzd végezhet, és barki is lesz az elsd, a
masodikra mar csak 7 versenyzd kertilhet, és akdrmelyik két versenyzo
is kertl az elsd két helyre, a harmadik mar csak hat versenyz6 koziil
kertilhet ki. A szorzasi szabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy az érmeket
8-7-6 =336 -féleképpen oszthatjuk ki.

. U040k Az 2,3, 4,5, 6,7, 8 szimjegyckbdl hany négy-
i jegyl szam készithetd, ha egy szamjegyet legfeljebb csak egyszer :
i hasznalhatunk fel? Ezek koziil hanyban szerepel az 5-6s szamjegy?

Megoldas:

Az els6 kérdésre az el6z6 feladatban és a 2. lecke 3. példajaban sze-
repl6 gondolatmenetet alkalmazva adhatjuk meg a vélaszt. A megadott
hét szamjegy koziil valasztunk ki négyet a négyjegyti szdm négy helyi
értékére. Barmelyiket is valasztjuk az elsé helyre, a masodikra mar csak
hat, a harmadikra 6t, a negyedikre pedig négy szamjegy koziil valaszt-
hatunk. A szorzasi szabaly értelmében 7-6-5-4 =840 olyan négyjegyi
szam készithetd a megadott szamjegyekbdl, melynek minden szamje-
gye kiilonbozo.

A feladat masodik részére két megoldést adunk.

1. modszer:

Mivel egy szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel, ezért csak egy
5-0s szerepelhet a szdmban. Ez az 6tos lehet az ezresek, a szazasok, a
tizesek, illetve az egyesek helyén. Mindegyik esetben a maradék hdrom
helyre 6 -5- 4 = 120-féleképpen irhatunk szamjegyeket. fgy osszesen
4 . 120 =480 ilyen szam képezhetd.

2. modszer:

A 9. osztalyban mar taldlkoztunk az ugynevezett komplementer mod-
szerrel. Ha az 0sszes eset szamabol kivonjuk a feladat szempontjabol
kedvez6tlen esetek szamat, akkor megkapjuk a kedvezd esetek szamat.
Most kedvezétlennek tekintjilk azokat a négyjegyli szamokat, melyek
szamjegyei kozott nem szerepel 5-6s szamjegy. Mivel az 5-6t elhagyva
hat szamjegy koziil valasztunk ki négy darabot, igy a szorzasi szabaly
értelmeben 6-5-4-3=360 szam van a feladatbeli négyjegyli szamok
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3.2. &bra Futoverseny

aranyérem ezlistérem bronzérem
——————— —————

8 lehetGség 7 lehetGség

6 lehetGség

A szorzasi szabaly értelmében
8-7-6 =336 -féeleképpen  oszt-

hatjuk ki az érmeket.

3.3. abra Alkalmazzuk a szorzasi

szabélyt az 1. példara

1.hely 2.hely 3.hely 4.hely

— D D D D
7 lehetéség 6 lehetdség 5 lehetoséy 4 lehetoség

A szorzasi szabaly értelmében
€z 7-6-5-4=840 darab olyan
négyjegylt szam, melyben a
szamjegyek nem ismétlodnek.

3.4. abra Alkalmazzuk a szorzasi

szabalyt a 2. példara

231
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A dontébe jutott verseny-

z0k halmaza:
{A,B,C,D,E,F,G, H}.

Harom lehetséges elemhar-

mas pl.

(A, B,D); (B, D, A); (B, H, A).

Mindhdrom a megadott
nyolc elem egy-egy har-
madosztalyt ismétlés nél-

.....

A szamjegyek halmaza:
{2,3,4,5,6,7, 8}.
Példaul a 3675 a megadott
hét elem egy negyedoszta-
lya ismétlés nélkiili varia-

cidja.
3.5. dbra Példak ismétlés nélkiili
variaciokra

LAV

Magyarorszag

Bulgéria

3.6. &bra Szamit a szinek sorrendje
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halmazéban, melyek szamjegyei kozott nincs 5-6s. igy 840 —360 = 480
olyan négyjegyli szdm van ebben a halmazban, melynek a szamjegyei
kozott szerepel 5-0s.

Az elso feladatban megadtuk, hogy a dontébe jutott nyolc versenyzd
halmazabol hanyféleképpen valaszthatunk ki harmat az Gsszes lehet-
séges modon ugy, hogy kiilonboz6 kivalasztasi sorrend kiilonbozének
szamit. Ez azt jelenti, hogy az igy lIétrehozott két elemharmast akkor és
csak akkor tekintjiik kiilonbozonek, ha a benniik szereplé valamelyik
elemben, vagy azok sorrendjében kiilonboznek. Ezeket az elemharma-
sokat nevezziik nyolc elem harmadosztaly ismétlés nélkuli variaci-
Oinak. Eszerint a masodik feladat els6 részében hét elem negyedoszta-

.....

@ Daiinf<dd  Adott egy n-elemi halmaz. Ezen n darab elembdl
- kivalasztott k darab (k <n) kiilonbdz$ elem egy sorrendjét az n :
i elem egy k-adosztaly(, ismétlés nélkili variacidjanak nevezzik, :
i ahol n;ke N. :

...................................................................................................

.....

.....

! varidcioinak a szama:

"‘E’m&ﬂ Egy n elemii halmaz k-adosztaly(, ismétlés nélkiili
n! .

(n—k)!'

...................................................................................................

VE=n-(n=1-....(n-k+1) =

Bizonyitas:

A bizonyitas a konkrét példakban alkalmazott gondolatmenet felhasz-
naldsaval torténhet. Az n darab kiilonb6z6 elem koziil kell kivalaszta-
nunk K darab kiilonb6z6t, igy az els6 helyre n elem koziil valaszthatunk,
¢és barmelyiket is valasztottuk az elsd helyre, a méasodik helyre n—1
elem koziil lehet valasztani, és igy tovabb, mig a k-adik helyre mar
csak n—(k—1)=n—k+1 elem koziil valaszthatunk, mivel k—1 dara-
bot mar kivalasztottunk. A szorzasi szabalyt alkalmazva kapjuk, hogy
V¥ =n-(m-1)-...-(n—K+1). Ha ezt bdvitjiik (n—Kk)!-sal, akkor kapjuk,
hogy

VE=n-(n=1)-.-(n-k+1)= (=D (k) (k!

(n—k)!

!
C(n-k)!

Ezt kellett bizonyitani.
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. 5, 03lda Egy 30 fos osztalyban osztalytitkart, sportfeleldst
es osztalypénztarost valasztanak. Hanyféleképpen tehetik ezt meg,
i ha egy didk egyszerre legfeljebb egy funkcidt tdlthet be? '

Megoldas:
A 30 fos osztaly didkjai koziil harmat valasztanak ki Ggy, hogy szamit
mind az, hogy kit valasztanak ki, mind az, hogy kit milyen posztra.

Ezért 30 elem harmadosztaly ismétlés nélkiili varidcidinak a szamat : 37 apra A harom legalkalma-
keressiik, ami V) =30-29-28 = 24360. sabb jelolt

ﬂ;‘;; 41, p4lds Magyarorszagon 1947 6ta igen népszerii szeren- :

i Tsejaték a totd. Egészen 1964-ig egyoszlopos szelvényen lehetett 12

i mérkézésre tippelni, a ma is hasznalatos 1, 2, x jelekkel. Az ilyen :

i fajta toto esetén hany szelvényt kell kit6lteni ahhoz, hogy biztosan !

! legyen telitalalatunk? Hany évig tartana ezek kitoltése, ha egy szel- :

vény kitoltéséhez sziikséges 1d6 atlagosan 3 perc lenne? (Ennek ér- Ui (s
© tekét egy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!) ¢ | Kispest=Vasas
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" Erzsébeti MTK — MTK

p Csepel — SZAC Baratsé
Megoldas: : g
. . L, Elektromos — Mateosz
Akkor lehetiink biztosak abban, hogy van telitaldlatunk, ha pontosan : ¢ =\~ .

annyi totoszelvényt toltiink ki killénbozéképpen, ahanyféleképpen ki ©  gaastariani BTG - Debreceni vSC

lehet tolteni egy totoszelvényt. Mivel mind a 12 helyre 3 lehetdség ko- ©  pawani BTG - ErSo Madisz

ziil valaszthatunk egymastol fliggetleniil, igy a szorzasi szabaly alap- © pekescsabai Elre — Oroshazi MTK

jan 3% =531441-féleképpen tolthetiink ki egy totoszelvényt. Ha egy : Soproni VSC - Tatabanyai BSC

szelvény kitoltése atlagosan 3 percig tart, akkor ez 1594 323 percet, : Diosgydri VIK - Pereces

1594 323:60=26572,05 orat, 26572,05:24=1107,16875 napot, : Gyori MAV DAC - Postas

1107,16875:365= 3,0 évet vesz igénybe. 3.8. dbra Az 1947. oktéber 19-i
totoszelvény egy lehetséges ki-
toltése. Ez az 1, 2, x elemek egy
tizenkettedosztalyu ismétléses va-

riacioja

— = N X NN X X N = =X

A feladatban szerepld totoszelvényen 12 helyre kell az 1, 2, x szimbolu-
mok valamelyikét beirni. Ez egy rendezett ,,tizenkettd egység hosszu”
jelsorozat felirasat jelenti. Tehat a feladat megadja, hogy az 1, 2, x je-
lekbdl hanyféle rendezett ,,tizenkettd egység hosszisagi” jelsorozatot
hozhatunk létre. Egy ilyet a megadott hdrom elem tizenkettedosztalyu
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k A Dziinidd  Adott egy n (ne N*) elemil halmaz. Ha ugy ho- :
L s " zunk létre rendezett k-sokat (k e IN), hogy egy elemet tébbszor is
I " i kivélaszthatunk, akkor az n elem k-adosztalyl ismétléses variaci- :
i : 6it kapjuk. :

- arﬂ Egy n-elemi halmaz k-adosztalyu ismétléses vari-
“ i 4ci6inak a szama V. =n". :

...................................................................................................

Bizonyitas: Mivel a k hely mindegyikére egymastol fiiggetleniil n da-
rab elem kozil valaszthatunk, ezért a szorzasi szabaly értelmében a
k-adosztalyti ismétlés nélkiili variaciok szama vV =np-n-...n=n

k db

9 \#é".. 5, 94l Egy dobokockaval négyszer dobunk egymas utan, !

i ¢s a dobott szdmokat leirjuk egymads mellé.
a) Hany kiilonb6z6 négyjegyt szamot kaphatunk ily modon?
b) Mennyi e szamok dsszege?

Megoldas:

a) A keletkezd négyjegyti szdmok az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmaz elemeibdl
képezhetd negyedosztalyl ismétléses variaciok, mivel olyan rendezett
négyeseket hozunk létre, melyekben egy elemet tobbszor is felhasznal-
hatunk. Ezek szama V,'" = 6* =1296.

3.10. Abra Dobokocka

b) El6szor szamitsuk ki, hogy hany ezrest, szazast, tizest és egyest
adunk 0ssze, mikor kiszamoljuk e szdmok Osszegét! Mivel az ezres
helyi értékre mind a hat szdmot irhatjuk, és mindegyik esetén a mara-
dék harom helyre dsszesen 6-6-6 =216 -féleképpen irhatunk szamje-
gyeket, ezért osszesen (1+2+3+4+5+6)-216 =4536 ezrest adunk
Ossze. Ezek Osszértéke 4536-1000 = 4536000. Mivel az ezresek helyi
értékének nines kitiintetett szerepe a tobbi helyi értékhez viszonyitva,
igy a szazasok, a tizesek ¢és az egyesek szama is 4536. Ezt foglaljuk

tablazatba!
ezresek szazasok tizesek egyesek
szama 4536 4536 4536 4536
értéke 4536000 453600 45360 4536

Ateljes 0sszeg:
4536000 + 453600 + 45360 + 4536 = 4536-1111 = 5039496

3.11. bra Az sszes szamot meg- . . o .
talaltam? Tehat az a) részben szerepld szamok dsszege 5039496.
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1. Egy 32 f6s osztalyban 6t kiilonbozd targyat szeretnénk szétosztani. Hanyféleképpen tehetjiik ezt
meg, ha egy diak
a) csak egy, b) tobb targyat is kaphat?

2. Egy 32 lapos magyar kartyabol egymas utan kihtuzunk 4 lapot, és a hiizas sorrendjében letessziik
egymas mellé az asztalra. Hanyféleképpen lehetséges ez?

3. Mi a valasz az el6z6 feladat kérdésére, ha a kihtizas utan visszatessziik a kihuzott lapot, de a kihtizas
sorrendjében felirjuk azokat egy papirra?

4. A 2. feladatban kihtizott lapok k6zott hany esetben lesz legalabb egy 4sz? Hany esetben nem lesz piros?

5. Egy dobokockaval 6tszor dobunk egymas utan, és a kapott szamokat a dobas sorrendjében leirjuk
egymas mellé. Hany esetben lehet a dobott szamok kozott:
a) legalabb egy kettes; b) harmas vagy kettes; ¢) négyes és 0tds?

6. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl hany olyan négyjegyli szam készithetd, amelyben legalabb egy
szamjegy ismétlodik?
7. Tiz cédulara felirtuk a tiz szamjegyet, majd beletessziik azokat egy dobozba. Ezutan kihuzunk 6t
cédulat, melyeket a huzas sorrendjében letesziink egymas mellé.
a) Hany olyan 6tjegyii szam keletkezhet, melynek minden szdmjegye paratlan?
b) Hany olyan 6tjegyli szam keletkezhet, melynek minden szdmjegye paros?
c¢) Hany olyan 6tjegyti szam keletkezhet, melynek van paros szamjegye?
d) Hany olyan 6tjegyli szam keletkezhet, amely oszthato néggyel?
e) Hany olyan 6tjegyti szam keletkezhet, amely oszthaté &ttel?

8. Hatarozzuk meg azon 6tjegyli szamok Osszegét, melyek az el6z6 feladatban keletkezhetnek!

Hanyféle végeredménye lehet a miiveletsornak? Ezek koziil melyik a legnagyobb, ill. a legkisebb?
Lehet-¢ az eredmény 0? Lehet-e 37

10. Tudjuk, hogy n elem masodosztalyt ismétlés nélkiili variadcidinak a szdma 1260. Mennyi az n?

g ErmutatioKAKoOmbiNatioK:

Wy T AL e

. ). uslds Az eurdpai parlamenti valasztason 2009-ben Ma- !
gyarorszagon nyolc partnak sikertlt listat allitania. Azt, hogy ezek a
i partok milyen sorrendben szerepelnek a szavazdcédulan, sorsolassal
donti el az Orszagos Valasztasi Bizottsag. Hanyféle sorrendje lehet a

! listat allitd nyolc partnak? i ¢ 4.1.4bra2004. majus 1-t6] Magyar-
b - oorszag s tagja az Eurdpai Unidnak
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Megoldés:

Mivel a nyolc part 6sszes lehetséges sorrendjének a szamat kell megad-
ni, ezért nyolc helyre kell valasztani Gigy, hogy egy elemet csak egyszer
valaszthatunk ki. A nyolc elem koziil barmelyik is keriil az elsé helyre,
a masodikra hét elem koziil lehet valasztani és igy tovabb, a nyolcadik
helyre mar csak egy elem marad. A szorzasi szabaly értelmében az 6sszes
lehetséges sorrend 8-7-...-2-1=40320. A korabban tanultak alapjan az

] ¢el6z6 szorzatot rovidebben 8! (nyolc faktorialis) alakban irhatjuk le.
4.2. abra Vilasztas

A masodik leckében megadott definicio alapjan a nyolc part egy sor-
rendje lényegében egy rendezett nyolcas. Ezzel tehat nyolc elem
Mivel mind a nyolc elemet felhasznaltuk, ezért két ilyen variaciot akkor
és csak akkor tekintiink kiilonb6z6nek, ha benniik az elemek sorrendje
mas. Az ilyen variaciokat a nyolc elem ismétlés nélkili permutacioi-
nak nevezzik.

W Vailnido  Egyn (ne Z*) elem( halmaz elemeibdl képezett
: rendezett n-eseket az n elem ismétlés nélkuli permutécidinak ne- :
i vezziik. ]

...................................................................................................

2

Ha n=1 akkor a permutaciok szdma 1, ami egyenlé 1!-sal. Ha
n>1, akkor a permutaciok szamanak meghatarozasat visszavezetjiik
az ismétlés nélkiili variaciok kiszamitasara. Mivel n kiilonbozé elem
4.3. &bra Vajon hanyféleképpen ¢ 1és nélkiili permuticidival, igy ezek szdma az el68z6 lecke els6 részében
allhatunk sorba? bizonyitott tétel alapjan

V,'=n-(n-1)-..-.(n-n+)=n-(n-1)-...-1=n!
Megallapodas szerint az n kiilonb6zd elem permutdcidinak a szamat
P,-nel jeloljiik. Ezzel bebizonyitottuk a kdvetkezd tételt.

Egy n elemii halmaz ismétlés nélkiili permutacio- :
: inak a szama P, =n!. :

...................................................................................................

\qg_g,‘ 7, 0ald Egy 6tfés barati tarsasag — A, B, C, D, E — beszél-
: get egy padon. :
i a) Hanyféleképpen helyezkedhetnek el? 1
| b) Mivel A-nak és E-nek meg kell beszélnie valamit, ezért szeretné- :
i nek egymads mellé iilni. Hany ilyen elhelyezkedés lehetséges? ;
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Megoldas: Az alabbi két elhelyezkedés-
a) Az 6t ember egy-egy elhelyezkedése egy Stelemii halmaz egy-egy : pen A és E egymds mellett

V4

ismétlés nélkiili permutaciojanak felel meg és viszont. Az elhelyezke- iil, és a két permutécié csak

dések szama B, =5!=120. A és E egymashoz viszonyi-
b) Ha A és E egymas mellett szeretne lilni, akkor célszerii oket elsd : tott helyzetében tér el.
kozelitésben egy ,,objektumnak” tekinteni. Igy a négy ,,objektumot” AE BC.D:
P, = 41=24 -féleképpen tehetjiik sorba. De a tobbiektdl fiiggetleniil — e
A és E is valtoztathatja a helyét egymashoz képest, igy a szorzasi sza- E,A B,C,D
baly alapjan az el6zd értéket még meg kell szorozni 2! =2-vel. Tehat a - 7
feladatnak megfeleld elhelyezkedések szama P, - P, = 4!-2!=48. 4.5. dbra A lényeg, hogy A és E

egymas mellett legyen!

= o S 0l Az elézd tarsasag az egyik pénteken diszkoba
i megy, ahol egy kort alkotva tancolnak. Hanyféleképpen helyezked-
i hetnek el a kor mentén? (Két elhelyezkedést akkor és csak akkor te- !
 kintiink kiilsnbozének, ha van legaldbb egy ember, akinek legalabb :
i az egyik szomszédja més a két elhelyezkedésben, azaz a forgatassal
egymasba vihetd eseteket nem kiilonboztetjiik meg.)

Megoldas:

1. modszer: @ ®

El6szor tekintsiik ugy, mintha a kdron a helyek szdmozottak lennének. @ B & )

Ekkor a feladat megegyezik az el6z6 feladat a) részével, mert aki egy

sorba rendezésnél az elsé helyen all, azt az 1. sorszamu helyre, ak’i a 0O 0.
©

masodik helyen, azt a 2. sorszamu helyre stb. allitjuk a kdrvonalon. Igy
a sorszamozott helyre torténd allitasok és a lehetséges permutaciok par-
ba allithatok, tehat mindkettébdl ugyanannyi van. Az ilyen elhelyezke- © ®
dések szama tehat 5!. Ha megsziintetjiik a szamozast, akkor ezek koziil
az esetek koziil a forgatassal egymasba vihetoket azonosnak vessziik,

O @
azokat egy csoportba sorolhatjuk. Igy példaul a 4.6. abran lathaté ot ), G,
esetbdl egy lesz. @ 610 0
Ennek alapjan az esetek szama az 6todére csokken, azaz a feladat-
nak megfeleld elhelyezkedések szama @G G

5!
—=41=24. )
5 4.6. dbra Ha megsziintetjiik a sza-
, . mozast, forgatassal egymasba vi-
2. mOdS%er' ) . ) hetd eseteket kapunk, tehat ez az
Helyezziik el valamelyiket, pl. A-t a kor mentén valahova! Az els6 le- © st lehetdség egynek szamit
rakaskor a kiilonb6z6 helyek nem kitiintetettek. A maradék 4 elem 4! -

féleképpen foglalhat helyet.

N
» oalds Az 1, 1, 1, 2, 2, szamjegyek mindegyikének fel—
asznalasaval hany 6tjegyli szam készithet6? :
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11122) Megoldas:

Mivel mindegyik szamjegyet fel kell hasznalni, ezért a keresett 6tje-
11122 gyl szamok a megadott szamjegyek lehetséges sorrendjeivel egyeznek
11122 meg. Ha mind kiilonboz6k lennének, akkor a sorba rendezések szama
11122 5! lenne. Induljunk ki ebbdl! Tegyiik fel, hogy a harom egyest is, és a
11122 két kettest is megkiilonboztetjiik egymastol, pl. szinezéssel. Ekkor az

el6zoek alapjan 120 6tjegyli szam készithet6. Ha megsziintetjiik a szi-
11122 - 11122 nezést, akkor pl. a 4.7. abran lathato 12 szambol egy szam lesz.
11122 Azaz az esetek szama annyiadrészére csokken, ahanyféleképpen
11122 cserélgethetnénk egymas kozott a harom egyest, ill. a két kettest, ha
11122 kiilonbozéek lennének. Mivel ezek a cserék egymastol fliggetlenek,

ezért a szorzasi szabaly értelmében a nem kiilonbozo sorrendek szama
11122 31.2!. igy a megadott 6t szamjegybél képezhetd Gtjegyii szamok sza-
11122 51 120

4.7. dbra Ha a szin is szamit

A 4. példaban is elemek sorrendjét képeztiik az dsszes lehetséges mo-
don, csak abban kiilonbozott az el6zéektdl, hogy az elemek kdzott vol-
tak azonosak. Ezért az igy kapott sorba rendezéseket ismétléses per-
mutécioknak nevezziik.

W U=finfedd  Adottndarab (ne N) elem, melyek kzil n, egy- :

mert V:"yyelj, Ttorma, n, egyforma, de az el6zéektél kiilonbozd, n, egyforma, de az :
egyfz:lak_kb'zfﬁk  elézdektd] kiilonbozd, ..., n, egyforma (n e N; 1=12,3,...,K),
mak. i de az el6zoektdl kiilonbozo, ahol 1, +1n, +n,+...+n, =n. Ezen n :

i darab elem egy lehetséges sorrendjét az n elem egy ismétléses per- :
: mutécidjanak nevezziik. :

...................................................................................................

............................................................................................

N etel Az eléz6 definicioban megadott n elem esetén az :

(g g et ) n!

4.8, dbra Egy jo tandcs ismétléses permutaciok szama P

...................................................................................................

Bizonyitas:

Az els6, masodik, ... k-adik tipusa elemek egymas kozotti felcserélését
egymastol fiiggetleniil végezhetjiik. Ezért a szorzasi szabaly értelmé-
mu cserét lehet végrehajtani anélkiil, hogy az megvaltozna. Ezért az n!
szamu permutaciot olyan csoportokra oszthatjuk, melyek mindegyike
m o, l-Ln ! szama elembdl all, igy az adott n elembdl készithetd
n!

(”1: Ty ey nk) —

ismétléses permutaciok szama P —
[ RS | PR S | A
Ll
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. = _~ 9,04l Hanyféle gyongysort készithetiink 8 piros, 4 zold Q Q

i es 3 fehér gyongybdl, ha a gyongyok legfeljebb csak sziniikben kii- Q

i 16nboznek egymastol? Ezek kozott hany olyan van, amelyben nincs Q Qo

i két piros gyongy egymas mellett? i o Q o

Megoldas: o Qo

Az els6 kérdésre az eddigiek alapjan konnyen megadhatjuk a valaszt. o

Mivel gyongysort kell késziteni, ezért a 15 elem ismétléses permutacio- Q

. . . 15!

inak a szamat kell megadni. Ez pedig F’lgs‘4’3) = araml =225225. 4.9. dbra Ebbd| készitsiink gydngy-
A sort!

Elészor tegytik le a ,,valaszfalakat” jelent6 zold €s fehér gyongyoket
valamilyen sorrendben!

P. ZFFZFZ7Z

A piros gyongyoket az alahtuzassal jelolt helyekre lehet tenni ugy,
hogy egy helyre legfeljebb csak egy gyongyot tehetiink. Mivel 8 pi-
ros gyongyiink van, ezért ezek elhelyezése mar egyértelmi. Tehat a
gyongysorok szamat a zold, ill. fehér gyongyok lehetséges sorrendjei-
nek a szama adja meg. Igy a feladatnak megfeleld gyongysorok szdma }
pe=_ _3p Ogm

314!
4.10. &bra Gyongyfiizér

X\g’- 9,04l AzA={a, b, c,d, e, f} hatelemii halmaznak hany '
ételemii részhalmaza van? 1

Megoldas:
Mivel egy hatelemil halmaz kételemi részhalmazait hozzuk l1étre, ezért

a kivalasztasnal nem szamit killonbozonek a kivalasztott elemek kiilon- AzA={a,bc,de 1} halmaz

kételemi részhalmazai:

bozb somendje. e o anfagfadadgan
A részhalmazok szamanak meghatarozasara nézziink két megoldast! {b, c} {b, d} {b, e} {b, f}

) {c.d}{c.e}{c.f}
1. modszer: {d.e}{d. f}

Kozelitsitk meg a problémat az ismétlés nélkiili variaciok oldalarol! Hat : {e, f}

4.11. dbra 6. példa 1. modszer
Azt tudjuk, hogy {a,b}={b,a}, és a variaciok definiciojabol kivet-
kezik, hogy (a,b)# (b,a). Tehat a variaciok szamabol ugy kaphatjuk
a kételemii részhalmazok szamat, ha azt elosztjuk 2!-sal, azaz azzal
a szérpmal, ahanyféleképpen sorba rendezhetiink két kiilonbozo ele-
met. Igy egy hatelemii halmaz kételemii részhalmazainak a szama
o5 0
20 2
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{a b c de,f} 2. mddszer:
{a b} 110000 Ebben a megoldasban az ismétléses permutaciok kiszamitasara vezet-

jik vissza a részhalmazok szamanak meghatarozasat. Tekintsiik a négy
{a, c} 1,0,1,0,0,0 darab nullabdl és két darab egyesbdl allo hat egység hosszisagu jelso-
{a d} 1,0,0,1,0,0 rozatokat, melyeket az oldalt 1athat6 tablazat alapjan feleltessiink meg

{a, e} 1,0,0,0,1,0 kolcsonosen egyértelmiien a kételemtl részhalmazoknak!
{a, f} 1,0,0,0,0,1 A tablazatbdl kiolvashatd, hogy egy betli alatt akkor és csak akkor
{b, c} 0,1,1,0,0,0 talalhato 1-es, ha az szerepel a kételemii részhalmazban. igy pontosan
{b, d} 010100 annyi kételemii részhalmaz van, ahany hatelem jelsorozat. Ezen utdb-
1 1 L Ll 1 L '
b, e 0,1,0,0,1,0 biak szama pedig P/ = o =15.
6

.41
{b, f} 0,1,0,0,0,1 204

{c,d} 0,0,1,1,0,0
{c, e} 0,0,1,0,1,0

{c.f} 0.0,1,0.0,1 Az eldz6 feladatban két kiilonb6zo modon jutottunk ugyanarra a vég-
{d, e} 0,0,0,1,1,0 eredményre. Ez is jelzi, hogy a kombinatorika alapproblémai kozott

{d,fy 0,0,0,1,0,1 szoros kapcsolat van. A hatelemii halmaz kételemii részhalmazait a hat
{e, } 0,0,0,0,1,1 elem masodosztalyt ismétlés nélkiili kombinacidinak nevezziik. Ezek

!
4.12. abra 6. példa 2. modszer szamat C. szimboélummal jeldljiik. Tehat azt kaptuk, hogy CZ = %,

6
amit a matematikaban roviden a [2] szimbolummal jeldliink, és ugy ol-

vasunk ki, hogy ,.hat alatt kett6”.

Uailido Egyn (ne N) elemii halmaz k (k€ N,k <n) ele-
* mii részhalmazait az n elem k-adosztalyd ismétlés nélkiili kombi- :
i nacioinak nevezziik. ]

...................................................................................................

ﬁ Vafinfdo Az (lk]] (olv.: n alatt k) szimbolummal az

-

i Wi jelsljiik, ahol ne N, ke Nesk<n. Az [ |-t bino- }

@ ¢ ki(n=k)! K 3
midlis egyUtthaténak nevezziik.

g ° --------------------------------------------------------------------------------------------------- .
! !
00 Mivel 0! =1, ezért [g):n_ 1 és (n]_L_l_
n

0l'n!
0 o ° 0 Mivel n elemli halmaz k elem(i részhalmazai azonosak az n elem

k-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidival, ezért a tovabbiakban a

4.13. dbra A binomidlis egyiitt- ° kgt kifejezést egymas szinonimajaként hasznaljuk.
hatok értékeinek itt lathato el-

rendezését Pascal-haromszognek
nevezziik, mellyel 11. osztalyban
foglalkozunk részletesebben
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._.‘.:_'.' 7, 04l A 2008-as pekingi olimpian a férfi 200 m-es ve- :
gyes Uszas el6dontdjébe a 16 versenyzd kozé Cseh Laszlo magyar |
| Gsz6 is bejutott. Az el6dontdbol a dontbbe a legjobb nyolc eredményt
i elérd versenyz6 keriilhet. ]
i a) Hanyféleképpen alakulhat a dnté Ssszetétele, ha nem foglalko- :
i zunk azzal, hogy ki héanyadik helyen jutott be?
i b) Az 0sszes lehetséges Osszetétel hanyadrészében tagja a dontének
i Cseh Laszlo? :

Megoldas:

a) Mivel nem foglalkozunk azzal, hogy ki hanyadik helyen jutott a don-
tébe, ezért nem szamit a bekeriilés sorrendje. Tehat egy tizenhat elemii
halmaz nyolcelemii részhalmazainak a szamara vagyunk kivancsiak.

16 | 1.9. . ..
Es Cfe _ _ 16! =8. 9....-16 _ 9-..-16 ~12870.
8 8!-8! 8!-8! 8!

b) El6szor nézziik meg, hogy hany Osszetételnek tagja Cseh
Laszlo! Mivel egy hely foglalt a nyolc koziil, ezért a maradék 7
helyre kell valasztani a maradék 15 ember koziil, azaz egy ti-
zendt elemli halmaz hételemi részhalmazainak a szamat kell

A 7, _(15)_ 15! Al
meghatarozni. Ez Cj; = =——. Ennek az értékét most
Pol7) 78

7

. . C .
ne szamoljuk ki, mert a feladat a —185 hanyadost kérdezi! Ez

16
15!
C_175_ 71-8! 15! 8!-8! 151718 1
ct 16! 718! 16! 7!115!16 2
8!-8!
Tehat az 0sszes lehetséges Osszetétel felében Cseh Laszlo is tagja a don-
tének.

4.15. &bra Michael Phelps (arany),
Megjegyzés: A pekingi olimpian a férfi 200 m-es vegyes tiszas dont6jé- : Cseh LaszI6 (eziist), Ryan Lochte

ben 1 perc 56,52 masodperces eurdpai csticesal Cseh LaszI6 eziistérmes : (Pron%)

lett, Michael Phelps amerikai iszéfenomén mogott.
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ASINMONSZerek;
pinatonkajvaloszinusegszamitas

1. Az 1,2, 3, 4, 5 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany 6tjegyti szam készithet6? Ezek
koziil hany oszthato néggyel?

2. Egy négy hazasparbdl allo barati tarsasag moziba megy.

a) Hanyféleképpen iilhet le a nyolc ember egymas mellé?

b) Hanyféleképpen iilhetnek le egymas mell¢, ha mindenki a hazastarsa mellett szeretne iilni?

c) Hanyféleképpen iilhetnek le egymas mellé, ha mindenki a hazastarsa mellett szeretne iilni, de
ferfi férfi mellé és né n6é mellé nem akar iilni?

3. A mozi utan elmennek vacsorazni. A vendéglében egy kor alakt asztalhoz tilnek. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg, ha két elhelyezkedést akkor és csak akkor tekintiink kiilonb6zdének, ha van legalabb
egy ember, akinek legalabb az egyik szomszédja mas a két elhelyezkedésben?

4. Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha a hdzastarsak egymas mellé szeretnének iilni?

5.A0,0,0,1,1, 1, 1, 2 szamjegyeknek hany permutacidja van? Ezek kdzott hany olyan van, amely
nyolcjegyli szamot ad? A kapott nyolcjegyli szamok hanyadrésze oszthato hattal?

6. A, lehetetlen” sz6 betiiinek hany permutacidja van?

7. Egy harmincf6s osztaly tanuloi kozott négy koncertjegyet sorsolnak ki. Hanyféleképpen alakulhat a
sorsolas végeredménye?

8. Hanyféleképpen lehet kitdlteni
a) a hatos, b) az 6t6s
lottd egy szelvényét?

9. Kilenc cédulara rairtuk 1-t61 9-ig a szamjegyeket, majd elhelyeztiik azokat egy dobozban. Csukott
szemmel kihtzva koziiliik 6tot, és azokat a kihtizas sorrendjében egymas mellé rakva, hany olyan
Otjegyti szamot kaphatunk, amelyben a szdmjegyek csokkend sorrendben kovetik egymast?

10. Az el6z6 feladatbeli cédulak koziil kihtzva 6tot, és azokat egymas mellé téve, hany olyan tjegyi
szamot kaphatunk, amelyben a szamjegyek nem csokken6 sorrendben kovetik egymast?

11. A lecke 6. példajaban szereplé megoldasi Gtleteket felhasznalva bizonyitsuk be, hogy egy n elemii

, ] M
halmaz k elemii részhalmazainak a szdma C' = [k ]!

SV EgYESHElatatoRidkOMbINATONKakOTELD]

R% IL gdlds Egy osztalyba 13 fit és 17 lany jar. Hanyfélekép- :
{ Pen valaszthatunk ki koziiliik 5

1a)13  Db)5

i olyan part, akik egyszerre tancolnak?

Megoldas:
a) Mivel 13 tancolo part kell l1étrehoznunk, ezért minden fiinak tancol-

5.1. bra Tancol6 pérok nia kell. Igy a fiuk mellé kell 13 lanyt kivalasztani. Nem mindegy, hogy
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.....

\ [
Tehét a tancold parok szama V) = 141' =1482 030 950 400. ?

b) El6szor valasszuk ki azt az 6t fitt, aki tancol! Mivel nem szamit
kiilonbozonek a kivalasztasok kiilonb6zo sorrendje, ezért egy tizen-
harom elemii halmaz &6telemii részhalmazainak a szamat kell megad-

i e

13
nunk. Ez C}, = s | Barmelyik 6t fiat is valasztjuk ki, melléjiik 6t

T -

lanyt kell kivalasztani a 17-b6l ugy, hogy kiilonbozonek szamit a ki-
valasztas killonboz6 sorrendje. fgy a szorzasi szabaly értelmében
s s (13)17! 13! 17! 13-..-9:17-..-13
Ci-Vpy = Tor Bt el Ao o1
5 12! 5!.8! 12! 5!

leképpen valaszthatunk ki 5 olyan part, akik egyszerre tincolnak. 5

=955674720 -fé-

!‘f Jooaldy Az 1,1, 1,2,2,2,2, 5,5 szamjegyek felhaszna- 4
asaval hany kiilonboz6 kilencjegyli szam készithet6? Ezek kozott 1
¢ hany olyan van, amelyben nincs két 1-es egymas mellett? ﬁ
Megoldas:
A megadott szamjegyekbdl készithetd kilencjegyii szamok a megadott 5
szamjegyek ismétléses permutacioi.
2z _ 9! ~1260 5.2. dbra Az egyik kilencjegyti
21-3!-4! szam

Ahogy az el6z6 lecke 5. példajanak megoldasaban, most is tegytlik
le el6szor a ,,valaszfalakat™ valamilyen sorrendben.

Pl.L. 252252

Az alahuzassal jelolt hét hely koziil kell haromra letenni az 1-es
szamjegyeket. A harom hely kivalasztasanak kiilonboz6 sorrendje nem

Ezek szama Pg(

7
szamit kiilsnbozonek, igy ezt C’ = (3 Jtehetjﬁk meg. Mivel a ,,valasz-

6! a4
or.al =15 -féleképpen tehetjiik le,

ezért a keresett kilencjegyli szamok szama a szorzasi szabaly alapjan

falakat” minden esetben P> =

c;- Pe(“) = (7 ]-15 = l-15 =35-15=525.
3 31-41

" 5,04l Egy 33 f6s osztaly harmada lany. Az iskolai didk-
i parlamentbe hatfs kiildsttséget kell delegalni az osztalybol.
i a) Hanyféleképpen lehet olyan kiildottséget 6sszeallitani, amelyben
i a lanyok és a fitk szamanak aranya 1:2 ?
i b) Hanyféle olyan kiildottség allithato Gssze, amelynek kevesebb, :
i mint a harmada lany? ’
¢) Hanyféle olyan kiildottség allithatd dssze, amelyben van fiu is, és |
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Megoldas:
a) A feladat szovegébdl kideriil, hogy a kiildottségbe két lanyt és négy
fiat kell delegalni. Az osztalyba 11 lany és 22 fiu jar. Mivel a kivalasz-

11
tas sorrendje nem szamit, ezért a két lanyt C/ =[ 5 J, a négy fiut ettdl

22 .
fliggetleniil C,, :[ 4 J-féleképpen valaszthatjuk ki. Igy a lehetséges

delegaciok szama

11J.[22J 1 221 11:10 22:21-20-19

= . = =402 325.
2 4 2191 41.18! 2 4!

b) Ebben a feladatban a delegaltak harmadanal kevesebb a lanyok
szama, igy legfeljebb 1 lany lehet a kiildottek kozott. Ez azt jelenti,
hogy vagy nincs lany a hat 6 kozott, vagy pontosan 1 lany van ko-

zottiik. Az elsé esetben mind a hat didkot a fitk koziil valasztjuk, ez

5.4. dbra Fiuk jeloltei ClC,, = (

22 !
C?, =[ J= % =T74613 -féleképpen lehetséges. A masodik eset-

6
ben 1 f6t a lanyok koziil, 6tot a fitk kozil, ez a szorzasi szabaly alapjan
11) 22 ! ! .21-20-19-
cics, = _ 1 22! :1122 21-20-19-18 _ 289674-
1) 5 ) 1110! 517! 5!

féleképpen lehetséges. fgy az 6sszeadési szabély alapjan az osszes le-
hetGség szama 74613+ 289674 = 364287.

¢) Ha van a kiildottek kozott lany is, és fiu is, akkor legalabb 1 fiu-
nak lennie kell koztiik, és legfeljebb 5 fit lehet kozottiik. Ez elég sok
eset megvizsgalasat igényli, ezért érdemes a komplementermodszert

33) 33!

=———-=1107 568.
6 6! 27!

Kedvezétlen az, amikor csak fiukbdl, ill. csak lanyokbdl all a kil-
dottség. Ebbol az elsdt az el6z6 részben mar meghataroztuk, a ma-

alkalmazni. Az Osszes eset szama CJ, =[

6] 605

1107 568 - 74 613462 =1032 493 olyan kiildottség allithatd Gssze,
amelyben van fit is, és lany is.

. . s (11 11 . , .
sodik pedig C = ——— =462 -féleképpen lehetséges. Tehat

<
H
b S
= ‘
o

SIW AL Egy 32 lapos magyar kartyacsomagbél kihtuzunk
i egymas utan talalomra 5 lapot. :
i a) Hany esetben lesz a kihuzott lapok kozdtt piros vagy ész?

5.5. bra U = {A lehetséges lap- b) Hany esetben lesz a kihuzott lapok kozott piros és asz?

otésok}y T
f\"="{Piros lapot tartalmazoé lap- Megoldas:

gtis?,k&}szt tartalmaz6 lap6tosok} a) A f’eladat szerinE p.i.ros és asz kéZl',il lfrggléb’b az e':'gyik’nek lennie kel.l
AUB = {Azon lapotosok, ame- : @ kihuzott lapok kozott. Ezt a problémat is célszer(ibb ugy megoldani,
lyekben nincs 4sz sem, és piros : hogy az Osszes eset szimabol kivonjuk a szamunkra kedvezdtlen esetek
sem}; AUB = U\ (AUB) szamat, azaz amikor nincs egyik sem az 6t lap kozott. Ezen utobbit nem
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nehéz §sszeszamolni, mert 21 olyan lap van, amelyik se nem piros, se
nem asz, és koziiliik kell kihuzni az 6t lapot. Mivel a sorrend nem sza-

21 !
mit, ezért ezt CJ, =( . )= % = 20349 -féleképpen tehetjiik meg.

32) 32!
5] s1.27!
hatunk ki 6tot. gy 201376 —20 349 =181 027 -féleképpen huzhatunk
ki egymas utan 6t lapot a 32 lapos magyar kartyabol, hogy legyen koz-
tiik piros vagy asz.

b) Alkalmazzuk ebben az esetben is az elébbi modszert! A feladat
szempontjabol kedvezotlen esetek azok, melyekben piros és asz koziil
legalabb az egyik fajta nincs a kihtizott 6t lap k6zott. Szamoljuk 6ssze,
hany esetben nincs kozottiik asz! Mivel négy asz van egy pakliban,

A 32 lapbol pedig C., =( = 201376 -féleképpen valaszt-

28 !
ezért 28 lapbol kell kivalasztani 6tot. Ez C3, = = 28 =98280
5 ) 5!.23!
esetben lehetséges. Mivel 24 olyan lap van a pakliban, melyek koziil
. . , 5 24 24! _ ,
egyik sem piros, ezért C), = 5 = 51101 =42 504 -féleképpen huz-

hatunk ki 6t lapot ugy, hogy ne legyen koztiik piros. Ha ezt a két értéket
Osszeadjuk, akkor azokat a htizasokat, melyek esetében sem piros, sem
asz nincs a kihuzott lapok kozott, kétszer szamoltuk, tehat azt ki kell
vonni a kapott dsszegbdl, hogy megkapjuk a kedvezdtlen esetek sza-
mat. (Itt a szitaformulat alkalmaztuk.) Felhasznalva az a) részben ki-
szamolt értéket kapjuk, hogy 98 280+ 42 504 — 20 349 =120 435 olyan
eset van, mikor a kihtzott lapok kdzott nincs asz vagy nincs piros. Te-
hat 201376 —-120 435 =80 941 esetben van a kihtizott lapok kozott asz
és piros.

AUB

5.6. dbra U = {A lehetséges lap-
6t6s0k}

A = {Piros lapot nem tartalmazo
lapotosok |

B = {Aszt nem tartalmaz6 lap&to-
sok}

AUB=U\(AUB) = {Pirost és észt
tartalmazo 1lap6tosok

05_V_fejezet.indd 245

. Egy iilésen 6t ember — A, B, C, D, E —szdlal fel. Hanyféle sorrendben tehetik ezt meg, ha A és B nem
sz6lalhat fel kozvetleniil egymas utan? Hanyféle sorrendben szo6lalhatnak fel, ha A nem szolalhat fel
korabban, mint B?

. Egy z4szl6n harom vizszintes sav van. Hanyféleképpen lehet a zasz16t kiszinezni a piros, fehér és zold
szinekkel, ha legalabb két szint fel kell hasznalni, és két szomszédos csik nem lehet azonos szinti?

. Hany néggyel oszthat6 négyjegyli szam készithetd a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyekbdl, ha egy szamje-
gyet tobbszor is felhasznalhatunk? Ezek kozott hany olyan van, amelyben van 1-es?

LAz 1,2,2,2,3,4,5, 6 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany olyan nyolcjegyli szam
készithet6, amelyben nincs két kettes egymas mellett?

. Toltstink ki gondolatban minden lehetséges modon egy lottoszelvényt, melyen 90 szam koziil 6tot
kell megjeldlni. Hany esetben lesz legalabb négyes talalatunk? Ez hany szazaléka az 6sszes esetnek?

. A magyar vonatokon a vasuti fiilkékben kétszer négy iilés van egymassal szemben. Egy fiilkében
helyet foglal6 8 ember kdzott van harom, aki menetirannyal megegyez6 iranyban ¢és kettd, aki me-
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netiranynak hattal iilni. A tobbi utas szamara kdzombos az elhelyezkedés. Hanyféleképpen iilhet le
ez a nyolc utas a fiilkében?

7. Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha csak egy olyan van, aki menetiranynak hattal és kettd olyan, aki
menetirannyal megegyez6 iranyban akar {ilni, a tobbinek kozombos az elhelyezkedés?

8. Egy sportiskoldban az osztalyok kozott roplabdabajnoksagot rendeznek. A 10. A osztalyba 18 fiti és
13 lany jar. Hanyféleképpen tudnak tartalékokkal egyiitt nyolcfds csapatot kiallitani, ha pontosan
harom lanynak kell lennie a nyolc {6 kozott?

9. Egy csomag 32 lapos magyar kartyabol az dsszes lehetséges modon kihtizunk 6 lapot.
a) Hany esetben van a kihuzott lapok kozott egy felso, két asz és egy kiraly?
b) Hany esetben van a kihtizott lapok kozott legfeljebb harom piros?
¢) Hany esetben van a lapok k6z6tt piros vagy zold?
d) Hany esetben van a kihtzott lapok kozott piros és zold?

10. Egy konyvkotonek 14 kdnyvet kell bekdtnie piros, sarga és kék szinii kotés valamelyikébe.
a) Hanyféleképpen teheti ezt meg?
b) Hanyféleképpen teheti ezt meg, ha mindhdrom szint fel kell hasznalnia?
11. Egy 30 f6s osztaly négynapos kirandulasra megy a hegyekbe. Egy kulcsoshazban szallnak meg,

ahol teljesen onellatoak. Minden nap kijeldlnek 6 embert, akik ellatjak a konyhai munkakat. Hany-
féleképpen tehetik ezt meg igy, hogy mindenki legfeljebb csak egyszer segitsen a konyhaban?

12. Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha azt koveteljiik csak meg, hogy ne legyen két olyan nap, amikor
pontosan ugyanazt a hat embert jeldltiik ki?

13. Egy konvex htiszszdg csucsai hany
a) egyenest,  b) haromszoget, ¢) négyszdget hatdroznak meg?

14. Egy konvex huszszog atloi legfeljebb hany pontban metszhetik egymast?

15. Egy dobokockat haromszor egymas utan feldobunk, majd a kapott szamokat dsszeadjuk. Az Gsszes

lehetséges harmas k6zo6tt hany esetben lehet a dobott szamok 6sszege
a) 10; b) 9; c) legfeljebb 6?

oAVl OSZINUSEHIKISEH ETEKAAW A0S ZINUSEHSZEI el EIESF DY I i)

,Egy dohanyos férfinak mintegy © A hétkoznapi életben, ujsagceikkekben, tanulméanyokban, interneten

23-szor nagyobb esélye vana ti- © gokezor taldlkozunk az esély”, illetve a ,valésziniiség” szavakkal.
dorak és 15-szor nagyobb esélye

T (6.1. abra)
a mas tipusu rakos megbetege- . i , L , L,
Qeneiet Mindemellett 1épten-nyomon latunk az alabbihoz hasonlé felhiva-
,A 1. tipusu cukorbeteg testveé- sokat: ) ) ) ) )
reiben, gyermekeiben a betegség »Nyerj a labadra valé Adidas futocipdt! Az Adidas és az Online
valésziniisége 40-50 szazalék is - Edzésnaplo egylittmiikodésében ttjara inditjuk ,,neked vald Adidast a
lehet.” labadra” cimii nyereményjatékunkat.”
A hatos lotton az 5+1 tald- Az emlitett példak is jelzik, hogy fontos megismerni a ,,valdszinii-

lat  elméleti  valésziniisége : sé¢g” 570 és a nyereményjatékok mogott megbujé matematikai tartal-
SS9 mat. A matematikdnak azt a fiatal agat, amely segit eligazodni a vélet-
6.1. dbra Az esély és a valoszinii- - len jelenségek vilagaban, valészintliségszamitasnak nevezziik.
ség jelentése a hétkoznapi életben
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- A valoszinliségszamitas gyakorlati problémakon keresztiil
fejlodott ki, hiszen gydkerei a szerencsejatékok vizsgalataig
nyulnak vissza. Az elsd ismert valdszinliségszamitasi feladat 1494-bol
szarmazik, Pacioli Summa de Arithmetica cimii konyvében olvashato.
A feladattal Tartaglia is foglalkozott, de mindketten hibdsan oldottdk
meg. Cardano és Galilei azonban mar helyesen oldottak meg specialis
valoszinliségszamitasi feladatokat. Az egyik ilyen problémat Toscana
hercege vetette fel egyik, Galileihez irt levelében. Mivel nagy hive
volt a szerencsejatékoknak, ezért sok idot toltott velik. A jatékok
soran volt ideje megfigyelni, hogy harom egyforma kockéaval dobva
gyakrabban jon ki a 10-es 0sszeg, mint a 9-es, pedig az 6 meglatasa
szerint mindkettd hatféleképpen all el6 ,,kockaszamok™ osszegeként.
(Ezt szokas harom kocka problémajanak is nevezni.)

A valészinliségszamitas 6nallo tudomanyagga valo valasa Blaise
Pascal és Piere Fermat 1654-ben megindult levelezése nyoman kezd6-
dott el. A tudomany szempontjabol gyiimolcsozo levelezést de Méré
lovag ugyancsak kockajatékkal kapcsolatos kérdése inditotta el. Meg-
figyelte, elonydsebb arra fogadni, hogy egy kockaval négyszer dobva
lesz legalabb egy hatos, mint arra, hogy két kockaval dobva az els6 24
dobas kozott lesz legalabb egy dupla hatos. Ez azért okozott szamara
fejtorést, mert szamitasai szerint mindkettdnek azonos az esélye.

Pascal és Fermat levelezésérdl Christiaan Huygens is értesiilt,
melynek eredményeként 1657-ben megjelent De ratiociniis in ludo
aleae (A kockajatékokra vonatkozd megfontolasokrol) cimii munka-
ja, melyben a Fermat és Pascal altal targyalt problémak részletesebb
kifejtése talalhato.

Johann de Witt 1671-ben, majd Edmund Halley 1693-ban olyan
¢letjaradék-tablazatot szerkesztett, mely valdszinliségszamitasi ala-
pokon nyugodott.

Huygens munkajahoz csatlakozott Jacob Bernoulli Ars con-
jectandi (A talalgatas tudomanya) cimii konyve, mely csak halala
utan, 1713-ban jelent meg. A mii els6 része Huygens munkajat kom-
mentalja, és teljes megoldast ad az altala felvetett és megoldas nélkiil
kozolt kérdésekre. A konyv legjelentdsebb része a negyedik, amely a
nagy szamok térvényének legegyszertibb esetével foglalkozik.

A valoszinliségszamités alkalmazasi teriilete a XVIII. szdzadban
kiboviilt, elkezdtek foglalkozni biztositasi tigyekkel, a kereskedelmi
nyereség €s kockazat kérdéseivel, és a Buffon-féle tliprobléma nyo-
man megjelent a geometriai valosziniiség fogalma is. A XVIII-XIX.
szdazadban Laplace, Moivre, Legendre, Bayes, Gauss ¢és Poisson ér-
tek el jelentés eredményeket a valoszintiségszamitas teriiletén.

A XIX. szdzad végén az orosz matematikusok, Csebisev, Markov
tettek sokat a valoszintiségszamitas fejlodéséért.

A tudomanyag axiomatikus felépitését Kolmogorov orosz ma-
tematikus dolgozta ki az 1933-ban megjelent munkajaban. Ezzel a
valdszinliségszamitds a matematika tobbi agaval egyenrangu tudo-
mannya valt.
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6.2. abra Galileo Galilei
(1564-1642)

A dobott sza- A dobott sza-
mok Osszege: 9 mok Gsszege: 10

1+2+6 1+3+5 1+3+6 1+4+5
1+4+4 2+2+5 2+2+6 2+4+4

2+3+4 3+3+3 2+3+5 3+3+4

6.3. &bra A 9-es és a 10-es is hat-
féleképpen all el6 ,,kockaszamok™
Osszegeként, a tapasztalat mégis
azt mutatja, hogy harom egyforma
kockaval dobva gyakrabban jon ki
a 10-es Osszeg, mint a 9-es. Vajon
miért?

6.4. &bra Christian Huygens
(1629-1695)

6.5. dbra Andrej Nyikolajevics
Kolmogorov (1903—-1987)
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6.6. abra Szamit, hogy kiilonboz6
a sziniik?

S
7 S

6.7. dbra Kockaval mar az okor-
ban is jatszottak

»Sokak szamdara ez rossz hir
lesz, de igazan jo pokerjatékos
csak abbol lehet, aki jo matekbol
is. Kiilondsen valoszintiségsza-
mitasbol...

...a jaték késobbi részeiben mar
muszdj egyedi dontéseket hozni az
aktualis nyerési esélyek alapjan.”

6.8. dbra Jaték és matematika

248
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\Qé'(t", ). udlds Dobjunk fel egy piros és egy zold dobdkockat
i (lapjai 1-t6] 6-ig szamozottak, és a szemkozti lapokon levé szamok |
| Osszege 7) 450-szer! Vizsgaljuk a két kockan dobott szam dsszegét!
a) Készitsiink tablazatot, amely tartalmazza annak gyakorisagat, il-
letve relativ gyakorisagat (két tizedesjegyre kerekitve), hogy a do- :
bott szamok Ssszege oszthatd harommal az els6 50, 100, 150, 200, :
250, 300, 350, 400 dobas esetén.
b) Abrazoljuk a tablazatban szerepld dobasszamokhoz tartozé rela-

tiv gyakorisagokat vonaldiagramon!

Megoldas:

a) Mivel két kockaval dobva a dobott pontok dsszege legalabb 2 és
legfeljebb 12, ezért csak ugy lehet harommal oszhat6 az 6sszeg, ha az
3,6,9 vagy 12.

dobasszam gyakorisag relativ gyakorisag
50 15 0,30
100 34 0,34
150 48 0,32
200 66 0,38
250 85 0,34
300 97 0,32
350 121 0,35
400 136 0,34
450 149 0,33
b)
0,36 -
035 -
0,34 -
Tg 033 -
E 032 -
% 0,31 -
03 -
0,29 —_—

50 100 150 200 250 300 350 400 450

dobasszam

6.9. abra A relativ gyakorisagot abrazold vonaldiagram
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= o 2, 03lda Egy piros és egy zold dobokockat feldobunk. |Z| |:| |Z| |:|
a) Hanyféleképpen valosulhat meg az 6sszes lehetséges 0sszeg? _ 2134|567
i b) Hanyféleképpen lehet a dobott szamok Osszege harommal oszt-
 hat6? E 3|4|5]|6]7]|8
i ¢) A b) alpontban kapott érték hanyadrésze az a) alpontban kapott : 4156171809
i értéknek? '
O 516 |7[8]9]10
6|17 8(9 (10|11
Megoldas:
a) Mivel a két dobokocka kiilonbdz6, ezért nem mindegy, hogy melyik 718]9]|10|11}12

szamot melyik kockan dobjuk. Mindkettén hatféle szamot dobhatunk : ¢ 10 apra A tablazatbsl leolvas-
egymastol fliggetlentl, igy a szorzasi szabaly értelmében 6-6 =36-f¢- © hats, mely osszegek hanyszor
leképpen valosulhat meg az Osszes lehetséges eredmény. Ezt szemlél- © valésulhatnak meg, pl. az 5 négy-
tetjiik a 6.10. abran, ahol a kis négyzetekbe irt szamok a dobott szdmok : Szer

Osszegét adjak meg.

b) Nézziik meg a tablazatot! Kékkel szineztiik azokat a mezdket, ame-

lyekben a dobott pontok sszege oszthato 3-mal. Ezek szama 12, tehat a

dobott pontok 6sszege tizenkétféleképpen lehet harommal oszthato.

c) Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a dobott szamok dsszege a lehetsé-
ges esetek harmadaban lesz harommal oszthato.

Az 1. példaban egy Véletlen jelenséget idéztiink el6 és figyeltiink meg
tobbszor egymas utan, azaz Kisérletet végeztiink.

Daiiniddd  Valosziniiségi kisérletnek neveziink egy olyan ki-
+ sérletet, amelyre igazak az alabbiak: 3
Tobb kimenetele lehetséges.
Elére nem tudjuk megmondani, melyik kovetkezik be; klmenetele . ;
a véletlentdl fligg. 5 6.11. dbra Lehet, hogy ez lesz a
Azonos koriilmények kozott akarhanyszor megismételheto. i ¢ nyerdszelvény?

...................................................................................................

Amikor a két kockat feldobtuk, akkor eredményként két szamot kap-
tunk. Ha megallapodunk abban, hogy a piros kockan dobott szamot
irjuk le elészor és a zold kockan dobottat masodszor, akkor a kisér-
let eredményeként egyértelmiien meghatarozott rendezett szamparokat
kapunk. Példaul ha piroson harmast, a z6ldon egyest dobunk, akkor a
(3; 1) szamparhoz jutunk. Ezeket a szamparokat a kisérlet lehetséges
kimeneteleinek nevezziik. Ezek halmaza az eseménytér.

w Daflnield A kisérlet lehetséges kimeneteleinek a halmazat
esemenyternek nevezzik. Jele T. 3

...................................................................................................

6.12. abra Az 6tos lottd lehetsé-
ges nyerészamai?
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(1) (12 13) (14 (15 (16)
21 22) (23) (24) (95 (26)
1) 32 (33) 34 (5 (3:6)
1) #2) (43) (44) (45 (40)
G 6G2) (63) (54) (59 (56)
61) (62) (6:3) (6:4) (6:5) (6:6)

6.13. &bra A fenti tablazatban
szerepld szamparok alkotjak az 1
példahoz tartoz6 eseményteret

Akisérlet soran a dobott pontok 6sszegét figyeltiik. Azt néztiik meg, hogy
egy adott dobasszam hanyadrészében kapunk olyan szampart, amelyben
a szamok Osszege harommal oszthatd. Az ennek megfeleld szamparok

az A={(1:2).(L:5).(21).(24). (33).(3:6).(42). (45). (5:2). (5:4).
(6:3), (6;6)} halmaz elemei. Az A halmaz a kisérlethez tartozo ese-
ménytér egy részhalmaza, melyet eseménynek neveziink.

..............................................................................................

w Daiinfdd Az eseménytér részhalmazait eseményeknek ne-

T vezzilk. Az eseménytér egyelemii részhalmazai az elemi események. :

...................................................................................................

Az eseményeket altalaban nagybetiivel jeldljiik.

o )
@ Daflnfeld Azt az eseményt, amely mindenképpen bekovet- :
e

6.14. &bra Ez lehetetlen, tgy tud-
tam, hogy erre nem is élnek szar-
vasok!

6.15. &bra Ha a pirosra és a fe-
ketére is tesziink, akkor biztosan
nyeriink?

250
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zik, biztos eseménynek, amely sohasem kovetkezik be, lehetet- :
i len eseménynek nevezziik. A biztos esemény jele az I, a lehetetlen
esemenye ad.

...................................................................................................

Jeloljiikk az 1. példabeli kisérlethez tartoz6 eseményt A-val! Kiszamol-
tuk bizonyos dobasszamok esetén ennek relativ gyakorisagat. A vonal-
diagram alapjan gy tlinik, hogy a relativ gyakorisag — a tapasztalatnak

. . 1 .
megfelelden — nagyjabol a 2. példa c) részében kiszamolt 3 koriil inga-

dozik. Ha a kisérletek szdma nagy, akkor az A esemény relativ gyakori-
saga nagy eséllyel egy, az adott kisérletre jellemzd [0;1] intervallumba
es6 szam kozelében van. Ezt a szamot az A esemény valosziniiségének
nevezzilk, és P(A)-val jeloljikk. Ez a kissé homalyosnak tiiné megko-
zelités matematikai definicidként nem fogadhat6 el, de arra alkalmas,
hogy a tapasztalat alapjan valamilyen szemléletes képet kapjunk a va-
16szintiség fogalmarol.

Az 1. példaban a kisérletet két szabalyos dobokockaval végeztiik,
azaz az eseménytér minden elemét ugyanakkora valdszintiséggel kap-
hattuk a dobas eredményeként. Ilyen esetekben kdnnyen kiszamolhat-
juk egy esemény valdsziniiségét.

Ha egy kisérlethez tartoz6 elemi események szama véges, ¢és azok

k

egyenld esélyliek, akkor egy A esemény valdszinliségét a P(A)=—

képlet adja meg, ahol k az A eseményt megvalosito, n pedig az ese-
ményteret alkotd elemi események szama. Ez a valosziniiségszamitas
klasszikus modellje.

Eszerint a 2. példa c) részében kiszamoltuk az 1. példa A esemé-

. 1
nyének valosziniiségét, ami P(A) = 3
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\'}ii' Laplace-tol szarmazik a valoszinliségszamitas klasszikus
modellje, melyet 6 az alabbi mdédon fogalmazott meg az
1821-ben megjelent munkajaban:

A valoszinliségszamitdas nem mas, mint egyenléen valdszi-
nli esetek megszamlalasa. Ha egy esemény valosziniiségét akarjuk
meghatarozni, akkor meg kell keresniink az Osszes olyan esetet,
mely ezt az eseményt eredményezi. Ezek a kedvez6 esetek. Az ese-
mény valdsziniiségét a kedvezo esetek és az Gsszes esetek szamanak
a hanyadosa adja meg.”

6.16. &bra Pierre Simon Laplace
Természetesen a valoszinliségszamitas tudomanyanak mélyebb megis- : (1749-1827)
merése soran pontositani kell a valoszintiség fogalmat, melyet 11. osz-
talyban majd meg is tesziink, de az eddig leirtak segitséget nytjtanak az
egyszeribb feladatok megoldasaban.

_ . 03l Héarom céduléra felirtuk az 1, 2, 3 szamjegyeket, :
i ajd beletessziik a cetliket egy kalapba. Ezutan csukott szemmel
i kihtizzuk, majd a huzas sorrendjében egymas mellé tessziik azokat. :
i Az A esemény jelentse azt, hogy a kapott haromjegyti szamban az 1
| és a2 egymas mellett szerepel! 5
i a) Adjuk meg az eseményteret!

b) Adjuk meg az A eseményt! 6.17. dbra Huzzunk egy szamot a
i ¢) Szamitsuk ki az A esemény valdszintiségét! i ¢ kalapbol!
Megoldas:

a) Az eseményteret az 1, 2, 3 szdmjegyek mindegyikének felhasznala-
saval képezheté haromjegyii szamok alkotjak, mert ezek az elemi ese-

mények. Tehat T ={123,132, 213, 231, 312, 321}.

b) Az A esemény A={123, 213,312, 321}.

c) Feltételezhetjiik, hogy barmelyik elemi esemény ugyanakkora valo-

szinlséggel kovetkezik be, ezért alkalmazhatjuk a klasszikus valoszi-
2

niiségszamitasi modellt. fgy P(A)= % =3

MY e b i R
J- b oalds Egy szabalyos pénzérmét hatszor egymas utan fel- |
i "dobunk, és leirjuk egymas utan a dobasok eredményét. Mekkora a !
: valoszintisége annak, hogy a hat dobas kozott lesz fej is, és iras is?

Megoldas:

A kisérlethez tartoz6 eseményteret a fejbol és irasbol képezhetd rende-
zett hatosok alkotjak. Jeldlje A azt az eseményt, hogy a dobassorozatban
van iras is, ¢s fej is. Mivel mindegyik dobassorozat egyenld valdszint- : 6.18. abra Fej vagy iras?
ségli, igy alkalmazhatjuk a klasszikus valoszintiségszamitasi modellt.
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A fejbol és irasbol képezhetd rendezett hatosok szama Vez(i) =2°% Ezek

kozott kettd olyan van, amely csak irast, vagy csak fejet tartalmaz. Igy

a kedvezé esetek szama 2°—2. Tehit az A esemény valdsziniisége

2°-2 62 31

PA)=T =m0
2 64 32

5,04l Egy 28 f6s osztalyban a farsangi sszejovetelen ot :
. ulonbozo tombolatérgyat sorsolnak ki. Mindenkinek pontosan egy '

tombolajegye van. Mekkora a valoszintisége annak, hogy az osztaly-
i ba jaré Nagy Norbert megnyeri a tombolatargyak valamelyikét? '

Megoldas:

Legyen A a vizsgalt esemény! Mivel kiilonb6z6 tombolatargyakat sor-
solnak ki, ezért szamit a kivalasztas sorrendje. fgy az eseményteret
az osztaly tanuldibdl képezhetd rendezett 6tosok alkotjdk. Ezek mind
egyenléen valoszintiek, melyek szama V,, =28-27-26-25-24. Még
a kedvezd esetek szamat kell megadnunk! Nagy Norbert otféleképpen
nyerhet targyat, és minden esetben mellé 27-26-25-24 -féleképpen
valaszthatunk 4 nyertest. A szorzasi szabaly alapjan a kedvezd esetek
6.19. 4bra Ez a tombolajegy a : szama 5-27-26-25-24. A keresett valoszinliség a klasszikus modell
tiéd alapjan

(A)= 5.27-26-25-24 i
28-27-26-25-24 28’
\%;_{, 9, valds Oldjuk meg az el6z6 feladatot olyan feltétel mel—
ett, hogy a tombolatargyak egyformak! :

Megoldas:

Az eseményt most is jeloljilk A-val! Mivel a targyak egyformak, nem
szamit a kivalasztas sorrendje. Az eseményteret az osztaly tanul6ibol
egyenl6 valoszintiséggel képezhetd 6telemii halmazok alkotjak, ezek sza-

Q E ma C;, = w A kedvez0 esetek szamat a Nagy Norbert

5!
osztalytarsaibol képezett négyelemii halmazok szama adja, mert 6t mar
/.\ ) 27-26-25-24
‘ v—. kivalasztottuk. Ez pedig C;, T A keresett valoszinliség
\ 27-26-25-24
P( )=C—f~,7= 4! =27-26-25-24. 51 _
Cy 28-27-26-25-24 41 28.27.26-25.24
5!
5
28
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Tehat azt a meglepd eredményt kaptuk, hogy akar megkiilonboztetjiik a
tombolatargyakat, akar nem, a vizsgalt esemény valoszinlisége egyen-
16. Ezekben az esetekben a végeredmény szempontjabol nem szamitott,
hogy figyelembe vettiik-e a sorrendet vagy sem. Ezt azonban 6vatosan
kell kezelni. A modellalkotassal kapcsolatos problémakra a 11. osztaly-
ban részletesen kitériink.

1. Egy pénzérmét 6tszor egymas utan feldobunk, és a dobasok eredményét leirjuk.
Mekkora a valoszinlisége annak, hogy
a) nem dobtunk fejet;
b) kétszer fejet és haromszor irast dobtunk?

2. Anna, Béla, Cecilia, Dezs6, Elemér véletlenszertien leiilnek egy padra. Mekkora a valosziniisége
annak, hogy a két lany egymas mellé iil?

3. Mekkora a valoszinlisége az el6z6 feladatban annak, hogy semelyik két fii nem il egymas mel-
lett?

4. Négy kartyara felirjuk a 0, 1, 2, 3 szamjegyeket, majd betessziik azokat egy dobozba. Ezutan ki-
huzunk beldliik kett6t egymas utan, majd a huzas sorrendjében letessziik azokat az asztalra. Adjuk
meg az eseményteret! Az A jelentse azt az eseményt, hogy harommal oszthaté kétjegyli szamot
kapunk. Mekkora az A esemény valdsziniisége?

5. Egy dobdkockat négyszer egymas utan feldobunk, majd a dobott szamokat leirjuk egymas mellé.
Mekkora a valosziniisége annak, hogy az igy kapott négyjegyii szam
a) oszthato néggyel;
b) nem tartalmaz két egyforma szamjegyet;
c) tartalmaz legalabb két egyforma szamjegyet;
d) szamjegyei kozott nincs sem 6tds, sem négyes;
e) a szamjegyek kozott nincs kettes, vagy nincs harmas?

6. Egy iskolaban 60 diak tanulja emelt szinten a matematikat, koziilik 25-en 11.-esek és 35-en 12.-esek.
Egy felmérés alkalmaval talalomra kivalasztanak a hatvan didk koziil 6tot. Mennyi a valoszintisége
annak, hogy koziiliik ketté 11.-es és harom 12.-es?

7. Mennyi a valdszintisége annak, hogy egy lottoszelvénnyel jatszva az 6tos lotton
a) telitalalatunk;
b) négyesiink;
¢) harmasunk van?

8. Ot kiilonbdzé hosszisagl palcika hossza 1 cm, 3 cm, 4 cm, 6 cm és 8 cm. Taldlomra kivalasztva
harmat, mekkora annak a valosziniisége, hogy bel6liik haromszog készithetd?
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¥ Fuggelek

% Szakkifejezések listaja

alapkor* 103  haromsz6g trigonometrikus teriletképlete* 192
aranytarté* 106  haromszdgek hasonldsaganak alapesetei * 111
azonossag*® 20, 44,155  hasab* 99
bazisvektor 181  hasonl6 sikidomok teriiletének aranya* 120
befogotétel* 115,171  hasonld testek felszinének aranya* 123
depresszidszdg (lehajlasi szog) 148  hasonl¢ testek térfogatanak aranya* 123
egyenesre vett merdleges vetités 126  hasonlésagi transzformacio* 109
egyenlet nullara redukalasa* 41  ~aranya* 109
egyismeretlenes masodfoku egyenlet* 45 hegyesszdg koszinusza* 155
ekvivalens egyenletek* 75  hegyesszdg kotangense* 155
elégséges feltétel* 223 hegyesszdg szinusza® 155
emelkedési szog (elevacidszog) 148  hegyessz0g tangense™ 155
emelkedd emelkedésének szazalékos mértéke 162 helyvektor 181
faktorialis* 228  helyzeti kozépértékek™ 80
felszin* 99  henger* 98
forgaskdp 102  harnégyszég* 140
forgéastest 102  hdrnégyszogek tétele* 141
forgasszog* 188  hurnégyszogek tételének megforditasa* 142
forgasszog koszinusza* 188 inverz fuggvény* 31
forgasszog kotangense™ 195  ismétlés nélkili kombinacié* 240
forgasszog szinusza® 188  ismétlés nélkiili permutacio* 236
forgasszog tangense* 195  ismétlés nélkali variaciéo* 232
gomb fkore 98  ismétléses permutacio* 238
goémb* 98  ismétléses variacio* 233
graf* 220  keruleti és kozépponti szogek tétele* 135
graf cstcsa* 220  keruleti szog* 134
gréaf csticsénak fokszama* 220  kerileti sz6gek tétele* 175
graf éle* 220  két soksz6g hasonlésaganak feltétele 112
gula* 102 kettds kip 103
gyoktényezds alak* 56  kicsinyités 105
harmonikus kdzép* 85  kitérd egyenesek* 99, 177
haromszdg koré irt korének sugara* 175  kocka* 25,102, 177
254 °‘-.
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kombinatorika 6sszeadasi szabalya* 228

kombinatorika szorzasi szabalya* 226
koszinuszflggvény* 199
kotangensfliggvény* 210
korre vonatkozd inverzié 132
kozépponti szog* 135, 162
kozéppontos hasonldsag* 105
~ kdzéppontja* 105
~ arénya* 105
kap* 101
kulénbségvektor koordinatai* 185
lapatlo* 104, 179
latdszogkoriv* 137
lejtd lejtésének szdazalékos mértéke 162
magassagtétel* 115, 172
masodfokd egyenlet diszkriminansa* 46
masodfoku egyenlet megoldoképlete* 44,230
masodfokd fliggvény* 39
median* 80
merdleges affinitdas 128
~ aranya 129
merdleges vetiilet 114, 149
mértani kozép* 81, 115, 171
modell 104, 199, 218
modusz* 80
nagyitas 105
n-edik gyokflggvény* 31
n-edik gyok* 25, 64
négyzetes oszlop* 100
négyzetgyok* 13, 61, 167
nevezetes szogek szogfliggvényértékei* 156
nyeregfellilet 99
dsszegvektor koordinatai* 185
palast* 123
paralelogramma teriletképlete* 174
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térfogat*
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vektor hossza*

vektor koordinatai*

vektor reprezentansa
vektorok linearis kombinacioja
vektor A-szorosanak koordinatai*
Viéte-formulak*
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