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Mar latjuk a célt! I

Tankonyviink a kiadd 9. és 10. osztalyosok szamara késziilt koteteire épiilve a 11. osztalyosokhoz szol.
Folytatjuk azt a korabbi konyvekben megkezdett hagyomanyt, hogy megmutatjuk a matematika meg-
érthetd és megszerethetd. Ennek az elvont tudomanynak a fogalmait legtobbszor gyakorlati problémak
bemutatasaval készitettiik eld, és csak ez utan adtuk meg a pontos meghatarozasukat. A tételek alkal-
mazhatdsagat is igyekeztiink mindennapi példakon szemléltetni. Boséges feladatanyaggal biztositot-
tunk lehetdséget a megszerzett ismeretek elmélyitésére, megszilarditasara.

Tizenegyedikes korra mar lathato6 tavolsagra keriil a kozépiskolai tanulmanyok befejezése, az érett-
ségi vizsga. Tudatosan kell késziilni erre, ehhez az elsd 1épés, hogy eldontsiik, milyen szintli vizsgaval
akarjuk zarni kdzépiskolas éveinket. Ezt a konyvet azok szamara irtuk, akik a kdzépszintl érettségi
vizsgara kivannak felkésziilni, ezért els6sorban a kozépszintli érettségi kovetelmény alapjan allitottuk
Ossze a tananyagot. Ott, ahol ettdl eltértiink, a jelmagyardzatban leirt mddon jeleztiik. A fejezetek és
leckék felépitésében a 9. és 10. osztalyos konyvekben kdvetett modszereinket alkalmaztuk. Igyekeztiink
konnyen érthetéek és ugyanakkor pontosak is lenni. Sok példat és feladatot kdzoltiink, ezzel szeretnénk
segiteni az érettségi vizsgara valo sikeres felkésziilést.

Hangsulyozzuk, hogy a legjobb konyv sem lehet egyediili eszkdz az érettségi bizonyitvany meg-
szerzéséhez. A lelkiismeretes tanuldst nem potolhatja semmi.

Kivanjuk, hogy konyviink minél tobb segitséget adjon ehhez a lelkiismeretes tanulashoz!

A Szerzok

Hogyan hasznaljuk? |

Jelmagyarazat

. . . . . . oo . . . eeecccceccccee

Tankdnyviink a kétszintli érettségi kdvetelményrendszer alapjan késziilt. A leckék felépitése, szerkezete
egyszert, jol attekinthetd. Igyekeztiink az 1j fogalmakat, tételeket, ismereteket minden esetben egy-egy
matematikai, illetve hétkoznapi életbdl vett probléman keresztiil bevezetni, ezért a leckék tobbsége
feladatokkal kezdddik.

1 valds A tananyagban szerepld kidolgozott kozépszintii
- példakat zold hattérszinii keretbe foglaltuk. Ha a kézépszintii példa- :
| nak az egyik része emelt szintli, azt kék hattérrel jelltiik. :

;1 A tananyagban szerepld kidolgozott emelt szintii
 példakat jelol6 ikont és a példa sorszamat kék szinnel jelltiik a zold |
i hattérszint keretben. |

Kozvetleniil a kidolgozott példak alatt szerepel azok részletes megoldasa, melynek soran félkovér ki-
Y TTYON emelésekkel hivtuk fel a figyelmet az Gjonnan megjelend fogalmakra, megallapitasokra, modszerekre.

y 6 %
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..............................................................................................

kapcsolatban hasznalt matematikai jeloléseket is. Ezeknek a pontos
1smerete mindkét szintli érettségi esetén alapkovetelmény.

...................................................................................................

..............................................................................................

efinicié szot kék szinnel jeloltiik a sarga hattérszinti keretben

...................................................................................................

A tételek tobbsége utan azok bizonyitdsa is megtalalhat6. Ezeknek
az ismerete minden esetben emelt szintli kdvetelmény. Minden emelt
szintli anyagrészre, illetve az ,,Oldjuk meg!” emelt szintt feladataira

is vilagoskeék hattérrel hivjuk fel a figyelmet.

\"".9 A matematikai miiveltség fontos részét képezi a matematika-
torténet ismerete, emellett ez a teriilet sok érdekességet is rejt
magaban. Ezért egy-egy anyagrészhez kapcsolodéan matematikator-
téneti érdekességek jelennek meg krémszinti hattérrel.

© . Vegyiik észre! Ezek a részek bizonyos fogalmak hasznalatara
hivjak fel a figyelmet, mikdzben hasznos tanacsokat nyujtanak

a feladatok megoldasahoz, az dsszefiiggések megértéséhez. A fontos

észrevételeket sziirke hattérszinti keretben fogalmaztuk meg.

*
=

Dailnidd Az 0 kozépszintli fogalmakat Definicio cimszd
att sarga hattérszini keretbe foglaltuk. Itt irtuk le a fogalmakkal :

Az 0j emelt szintii definiciokat jelold ikont és a

A kozépszinti tételeket, azonossagokat, tulajdon-

i sagokat narancssarga hattérszinii keretben fogalmaztuk meg. A téte- :
i lek ismerete mind kdzép-, mind emelt szintli érettségi esetén elen—
gedhetetlenul fontos.

A matematikai ismeretek elmélyitésének leghatékonyabb modja az 6nallé problémamegoldas. Erre
is nyilik lehetdség, hiszen minden lecke végén nagy mennyiségii feladatanyagot talalhat az olvasé ,,01d-
juk meg!” cimszo6 alatt. Egy résziik megoldasahoz az internet hasznalata sok segitséget nyujthat. A tobb-
ségiik viszont olyan, mely a szamolasi készséget, a kommunikacids, a tudasszerz6 és a gondolkodasi

képességet fejleszti. Ezek végeredménye megtalalhato a kiadd www.olvas.hu honlapjan.

A tankdnyvben szerepld szakkifejezések jegyzéke a konnyebb attekinthetdség, kereshetdség ked-
véért a kotet végén a Fliggelékben talalhaté meg, amelyben csillaggal* jeldltiik az érettségi kovetel-
ményrendszerben is szerepld tartalmakat, és ddlt betiivel az Gij szakkifejezéseket. Ujnak tekintjiik azokat
a szakkifejezéseket, amelyek az altalanos iskolaban a tanitasi gyakorlatban nem fordulnak eld, vagy

megjelennek ugyan, de a kozépiskolai matematikai oktatasban mélyebb értelmet nyernek.
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10. osztalyban mar foglalkoztunk Osszeszamlalasi feladatokkal. Az
alabbiakban néhany példan keresztiil atismételjiik az ott tanultakat.

%’l ). ydldbs  Héany hatjegyli szam készithet6 az 1, 2, 3, 4, 5, 6

- Szamjegyek mindegyikének felhasznélasaval? Ezek koziil hany oszt-

: hato tizenkettGvel? (1.1. dbra) ;

1.1. abra Egy hatjegyii szam
Megoldas:

Mivel mind a hat szamjegyet fel kell hasznalnunk a hatjegyii szamok
készitéséhez, ezért egy szamjegy csak egyszer szerepelhet egy-egy
szamban. Tehat azt kell meghataroznunk, hogy hanyféleképpen ren-
dezhetjiik sorba az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyeket. Mivel az els6 helyre
hat elem koziil valaszthatunk, és barmelyiket is tessziik ide, a masodik
helyre minden esetben 6t elem koziil valaszthatunk, és igy tovabb, a
hatodik helyre mar csak egy elem marad, ezért a 10. osztalyban ta-
nult szorzasi szabaly értelmében az Osszes lehetséges sorrend szama
6-5-4-3-2-1=6!=720. Tehat 720 darab hatjegyli szam képezhet a
megadott szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval.

Egy egész szam akkor és csak akkor oszthato 12-vel, ha oszthato
3-mal és 4-gyel, mert a 3 és a 4 relativ primek (legnagyobb k6z0s osz-
tojuk 1), és szorzatuk 12 (1.2. abra). Egy egész szam akkor ¢s csak ak-
kor oszthatd 3-mal, ha a szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal. Mivel
1+2+3+4+5+6=21, ezért a 720 darab szam mindegyike oszthato
3-mal. Egy egész szam 4-gyel oszthatoésaganak sziikséges és elégséges
feltétele, hogy az utolsd két szamjegyébdl képezett szam oszthatd le-
gyen 4-gyel. Ez alapjan az utols6 két helyi értéken a 12, 16, 24, 32, 36,
52, 56, 64 szamok allhatnak. Mindegyik esetben a maradék négy helyre
4.3.2.1=41=24-féleképpen irhatunk szamjegyeket. Igy a szorzasi
szabaly értelmében Osszesen 8-24 =192 darab 12-vel oszthato hatje-
gyl szam készitheté a megadott szamjegyek mindegyikének egyszeri

felhasznalasaval.

Az eloz0 feladat a sorba rendezési problémak egyik alaptipusahoz, az
ismétlés nélkiili permutaciokhoz tartozik (1.3. abra). Elevenitsiik fel
az ehhez kapcsolodo definiciot és tételt!

1.2. abra Néhany szam csoporto-
sitdsa oszthatosag alapjan

] " s
— b — oy
TR |

..............................................................................................

Nafini<ia Egy n (ne Z*) elem{i halmaz elemeibdl képzett
dezett n-eseket az n elem ismétlés nélkiili permutacioinak ne- :

1.3. abra Egy permutacio vezzik.

... e0e ... H A
LJ L]
’ 12 %
) °
) [ J
» LJ
[ ] LJ

[ ] L]
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...................................................................................................

Y udl A0,0,1,1,1, 1,2, 2, 2 szamjegyek mindegyiké-
nek felhasznalasaval hany kilencjegyt szam készithetd? Ezek koziil
i hany darabra teljesiil, hogy a szam egyenl6 a szamjegyei forditott :
sorrendjével felirt szammal? (Az ilyen szamot nevezziik palindrom
i szamnak.) :

Megoldas:

Mivel mindegyik szamjegyet fel kell hasznalni, ezért a keresett szamo-
kat ugy kaphatjuk meg, hogy a felsorolt szamjegyeket az dsszes lehet-
séges modon sorba tessziik, és elhagyjuk ezek koziil azokat, melyek
nullaval kezdédnek. Ha a megadott szamjegyek mind kiilonbozdéek
lennének, akkor dsszesen 9!-féleképpen rendezhetnénk sorba azokat.
Mivel barmelyik két 1-est, 2-est, illetve a két 0-t nem tudjuk megkii-
16nboztetni egymastol, ezért az 1-esek, a 2-esek, illetve a 0-k egymas
kozotti cseréje nem jelent Gj esetet. igy a 9!-t osztani kell 4!-sal, 3!-sal,
valamint 2!-sal. Tehat a felsorolt szamjegyek Osszes lehetséges sorrend-
e L 1260. Ezek koziil a 0-val kezd6d6k szama

41.31.2!

Igy a lehetséges kilencjegyii szamok szama 1260 —280 = 980.

Ha egy szam egyenlé a szamjegyei forditott sorrendjével felirt
szammal, akkor szimmetrikus (1.5. és 1.6. abrak). Mivel ezek a szamok
kilencjegytiiek és benniik harom 2-es van, ezért a szamok kdzepén 2-es-
nek kell allnia. A k6zépsd szamjegy eldtt €s mogott egyarant egy-egy
2-esnek és 0-nak, illetve két-két 1-esnek kell lennie. A szimmetria miatt
a szam elsd négy helyi értékén allo szamjegy meghatarozza az utolso
négy helyi értéken all6 szamjegyet. {gy azt elég meghatarozni, hogy két
darab 1-est, egy 0-t és egy 2-est hanyféleképpen tehetiink sorba, majd
ebbdl kivonjuk azon esetek szamat, amikor O all elol. Tehat a keresett

131
palindrom szamok szama %—;— =9

-=9.
w—:é\
B

!
j 8 _ogo,
41.31

A 2. példaban is elemek sorrendjét képeztiik az dsszes lehetséges mo-
don, csak voltak kozottiik azonosak. Ezért az igy kapott sorba rendezé-
scket ismétléses permutacioknak nevezziik. Itt is elevenitsiik fel az
eléz6 tanévben tanult definiciot és tételt!

Matematika_11_tk.indb 13

1.6. abra Palindrom szam

011112220

nem kilencjeqyir szdm!

111122200
kilencjeqyir szdm!
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Uafinlels  Adott n darab elem, melyek koziil n, egyforma, n,
: egyforma, de az eldzéektd] kiilonbozo, n, egyforma, de az elézdek- :
: 61 killonbdzd, ..., n, egyforma, de az eléz8ektdl kiilonbdzo, ahol :
n, +n, +n, +...+n, =n. Ezen n darab elem egy lehetséges sorrend;jét

srer

e

...................................................................................................

1.7. 4bra Vannak egyforma ele-
mek

............................................................................................

Az el6z6 definicioban megadott n elem esetén az :
i ismétléses permutaciok szama ]

P("|> TR ”k] =

n

(1]
"

...................................................................................................

| Tgymas utan, majd a kapott eredményeket leirjuk egymas mellé. igy
i egy négyjegyli szamot kapunk (1.8. 4bra). ;
i a) Hanyféle négyjegyli szamot kaphatunk eredményként? 1
| b) Ezek kozott hany olyan van, amelyben nem ismétlédnek a szam-
jegyek?
i ¢) Hany olyan szam van kozottiik, amelyben legalabb egy szamjegy !
ismétlédik? ’
: Megoldas:
a) A keletkezd négyjegyti szamok az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmaz eleme-
ibdl képezhetdk. Olyan rendezett négyeseket hozunk 1étre, melyekben
egy elemet tobbszor is felhasznalhatunk, igy mind a négy helyre 6 elem
koziil valaszthatunk, fiiggetlenill attol, hogy az elétte levd helyre mit
irtunk. Tehat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl képezhetd négyjegyli
szamok szama 6* =1296.
b) Mivel a szamjegyek nem ismétlddhetnek, igy barmelyiket is valaszt-
juk ki az elsé helyre, a masodikra csak 5 szam koziil valaszthatunk,
mert azt nem irhatjuk oda, amelyik az els6 helyen szerepel. A harmadik
helyre mar csak 4 szam keriilhet, mert amelyik az els6 két helyen sze-
repel, az nem keriilhet oda, mig a negyedik helyre mar csak haromféle
szam koziil valaszthatunk. fgy 6sszesen 6-5-4-3 =360 olyan négyje-
gyl szam van kozottiik, melyben egyik szamjegy sem ismétlodik.
c)Haaz 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl képezheté négyjegyli szamok
koziil elhagyjuk azokat, melyekben minden szamjegy egyszer szerepel,
akkor azokat kapjuk, amelyekben legalabb egy szamjegy ismétlodik.
Igy ezek szama 1296-360=936 (1.9. abra).

wg\
B

A 3. példa a) és b) részében 6 kiilonbozé elem koziil valasztottunk ki
négyet, és a kivalasztott szamokat az 6sszes lehetséges modon sorba
rendeztiik. fgy rendezett négyeseket hoztunk létre. Az a) részben egy
szamot tobbszor is kivalaszthattunk, mig a b)-ben csak egyszer. Az els6

'-.ﬁhﬁg

1.8. abra A 4 dobas egyik lehetsé-
ges eredménye

a)

CLTTIT)

/AN
A

%qummj
G
L ]s ]

c)=a)-b)

1.9. abra Adott helyre valaszthato
0®® %0, szamok
°
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esetben hat elem negyedosztalyu ismétléses variacidit hoztuk 1étre, a
masodikban pedig az ismétlés nélkiili variaciéit. Elevenitsiik fel az
ezekkel kapcsolatos definiciokat és tételeket!

..............................................................................................

Naflni<la  Adott egy n elemii halmaz. Ezen n darab elembdl
ivalasztott k darab (k < n) kiilonbz6 elem egy sorrendjét az n elem :

rrrrrr

egy k-ad osztalyu ismétlés nélkiili variaciéjanak nevezziik.

...................................................................................................

.............................................................................................

> 3

1.;

.....

1.10. abra Ki allhat a versenyzok
koziil a gyézelmi dobogéra?

...................................................................................................

@ Dafini<ia  Adott egy n elemil halmaz. Ha igy hozunk létre
rrendezett k-asokat, hogy egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk, ak- :

=

) Oldjuk meg!

1. Adam, Béla, Csaba, Dora és Eszter matematikatorténeti eléadast készitettek. Azt beszélték meg,
hogy délutan harom orakor talalkoznak a varosi kdnyvtarban.
a) Hanyféleképpen érkezhetnek meg, ha tudjuk, hogy nincs kozottiik két olyan diak, akik egyszerre
jonnek?
b) Hanyféleképpen érkezhetnek meg, ha Adam és Dora, valamint Csaba és Eszter egyszerre érnek
a konyvtarba?

2. Azért, hogy konnyebben meg tudjak beszélni az eldadas részleteit, egy kerek asztal koré iilnek le.
a) Hanyféleképpen iilhetnek le, feltéve, hogy két letiltetést akkor és csak akkor tekintiink kiilonbo-
z0Onek, ha forgatassal nem vihetdk egymasba?
b) Hanyféleképpen iilhetnek le az el6z6 feltételek mellett, ha Adam Déra mellé, mig Csaba Eszter
mellé akar iilni?

3. Az elbadas anyagat ot témara osztjak, és sorsoldssal dontik el, hogy ki melyik témat kapja.
a) Hanyféleképpen alakulhat a sorsolds eredménye?
b) Hanyféleképpen alakulhat a sorsolas eredménye, ha Adam ragaszkodik ahhoz, hogy az 1. vagy a
2. témat kapja?
4.A0,1,2,3,4,5 szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval hany ottel oszthato hatjegyt
szam képezhet6? Ezek kozott hany olyan van, amelyben az 1, 2, 3 szamjegyek valamilyen sorrend-
ben egymas mellett szerepelnek?
5.Az1,1,2,2,3, 3,4, 4, 4 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany kilencjegyii szam ké-
szithetd? Ezek koz6tt hany olyan van, amely oszthat6 12-vel? 0®®%%0,
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6. Valaszoljunk az ¢l6z6 feladatbeli kérdésekre az 1, 1, 2, 2, 3, 3, 0, 0, 0 szamjegyek esetén!

7.Az0, 1, 2, ..., 9 szdmjegyeket felirjuk egy-egy papirlapra, majd beletessziik egy urnaba. Ezutan
visszatevés nélkiil kihtizunk 6tdt, majd a szamjegyeket a hlizas sorrendjében felirjuk egy tablara.
a) Hany 6tjegyli szamot kaphatunk?
b) Ezek kozott hany olyan van, melynek a szamjegyei kozott nincs 3-mal oszthato?
c¢) Hany olyan 6tjegyii szamot kaphatunk, melynek a szamjegyei kozott van 3-mal oszthat6?
d) Hany olyan 6tjegyii szamot kaphatunk, melynek a szamjegyei koz6tt nincs sem 3-as, sem 4-es?
¢) Hany olyan 6tjegyli szamot kaphatunk, melynek a szamjegyei k6zo6tt van 3-as vagy 4-es?
f) Hany olyan 6tjegyti szamot kaphatunk, melynek a szamjegyei kozott nincs 5-0s vagy 6-0s?
g) Hany olyan 6tjegyli szamot kaphatunk, melynek a szamjegyei kozott van 5-6s és 6-0s?

8. Valaszoljunk a 7. feladat kérdéseire, ha a kihuizott papirlapokat minden hizas utan visszatessziik!

9. Egy 32 lapos magyar kartyabdl kihtizunk 6 lapot, majd a huzas sorrendjében egymas mellé tessziik
azokat.
a) Hany esetben lehet a kihuzott lapok k6zott pontosan egy kiraly?
b) Hany olyan eset lehet, melyben nincs a kihtizott lapok kdzott 4sz?
¢) Hany esetben nem lehet a kihtizott lapok kdzott piros?

10. Vélaszoljunk a 9. feladat kérdéseire abban az esetben, ha minden htizas utan visszatessziik a kihu-
zott lapot! (A kihtzott lapok kiilonb6z6 sorrendjeit kiilonbozonek tekintjiik.)

11. Egy szabalyos dobokockat 6tszor feldobunk, majd a kapott eredményeket leirjuk egymas mellé.

a) Hany 6tjegyti szamot kaphatunk igy?

b) Ezek kozott hany olyan szam van, amelyben a szamjegyek szorzata paros?

¢) Hany olyan szam van ko6z6ttiik, melynek a szamjegyei k6zott van primszam?

d) Hany olyan szam van k6zottiik, melyre teljestil, hogy a szamjegyek ndvekvo sorrendben kovetik
egymast?

¢) Hany olyan szam van kozottiik, amelyre teljesiil, hogy ha a szambol kivonjuk a szamjegyei fel-
cserélésével kapott szamot, akkor eredményiil nullat kapunk?

f) Hany 40 000-nél kisebb, 4-gyel oszthatd szam van kozottik?

2. Részhalmaz-kivalasztasi problémak, vegyesiossZeszarmial abiBe] b
(Ismétlés)

xx .o .

2.1. Ismétlés nélkiili kombinacio

10. osztalyban ugyancsak foglalkoztunk részhalmaz-kivalasztasi prob-
1émakkal, azaz ismétlés nélkiili kombinacidval. Az alabbiakban eleve-
nitsiik fel a tavaly tanultakat!

Jeccccccccccccccce

i kalmazottai elismerésére dijat alapitott. A dijat a vele jard 1500 eurd
: jutalommal egyiitt minden évben harom alkalmazott kaphatja meg. :
i Hanyféleképpen lehet a dijakat kiadni abban az évben, amelyben 40 :
L fot terjesztettek fel jutalomra? :

Matematika_11_tk.indb 16 2011.05.27. 12:29:35



Megoldas:

Mivel a dijak kozott nines kiilonbség, ezért mindegy, milyen sorrend-
ben valasztjak ki a dijazottakat, csak a kivalasztas ténye fontos. Ha a
kiilonbozé kivalasztasi sorrendeket kiilonbozonek tekintenénk, akkor
a lehetségek szama 40-39-38 =59280 lenne. Mivel nem szamit kii-
16nbo6z6nek a kivalasztott elemek kiilonb6zo sorrendje, ezért ezt el kell

osztani 3!-sal. igy a dijakat % =9880-féleképpen lehet kiosz-

tani.

ﬁ

Az el6z6 feladatban szerepld negyven fot tekinthetjiik egy negyvenele-
mii halmaznak, a harom dijazottat pedig az ebbdl kivalasztott harom-
elemi részhalmaznak. Tehat a feladatban valaszt kaptunk arra, hogy
egy negyvenelemii halmaznak hany haromelemii részhalmaza van.
A negyvenelemil halmaz haromelemi részhalmazait a negyven elem
harmadosztaly ismétlés nélkiili kombinaciéinak nevezzik. Ezek

. 40-39-38 40! [40
Szama =

alakban is megadhato, amit ugy ol-

30 31371 | 3
vasunk ki, hogy ,,negyven alatt harom”. Az alabbiakban elevenitsiik fel

a 10. osztalyban tanult definicidkat és tételt! 2.2. 4bra Kombinécios zar

@ Najlulld  Egy n (neN) elemii halmaz k (ke N,k<n)
T eleml(i részhalmazait az n elem k-ad osztalyi ismétlés nélkiili kom- :
: binacidinak nevezziik. :

...................................................................................................

w DERNIto

2 ! E
P Az " (olv.: n alatt k) szimboélummal az L jeloljuk, :
: k k'(n—k)! :

fahol neN, ke Nésk<n Az (Z ]-t binomislis egyiitthaténak

i nevezziik.

...................................................................................................

. n n! n n!
Mivel 0! =1, ezért =——=1¢s = =1.
0] 0!n! n| n!0!

............................................................................................

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

? Tetel Egy n elemii halmaz k elemi részhalmazainak a
4 n :
szama C, = el
................................................................................................... 2.3. abra Genovai lotto e®°%%e,
L] L)
LJ [ ]
. 17 <
L] '
L] [
L] q
[ ] L]
.. - a ..
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2.2, Vegyes dsszeszamlalasi feladatok

ecccee eoe . oo oo oo oo . oo oo ececcccee

e ouzlin Az 1,2,3,4,5, 6, 7 szamjegyek felhasznalasaval
i hany olyan otjegyii szam készithetd, melyben ;
i a) pontosan két paros szamjegy;

| b) legalabb két paros szamjegy

\ van, ha egy szdmjegyet tobbszor is felhasznalhatunk?

Ha a 3. és az 5. helyen all paros
szamjegy:

Paratlan Paros

Megoldas:

a) Ot helyi érték koziil pontosan két helyen paros és harom helyen pa-
ratlan szamjegynek kell lennie. El6szor nézziik meg, hogy hanyféle-
képpen valaszthatjuk ki a paros szamjegyek helyét. Mivel a kivalasztas

g

Ebben az esetben az 6tjegyli sza-

- i)y, i) _ 43 2 . L, , 5 , ,
mok szama V"V =47 -3%, sorrendje nem szamit, ezért ezt C52 = {2 ) -féleképpen tehetjiik meg.

2.4. dbra lgy gondolkodhatunk Most tekintsiik pl. azt az esetet, amikor a 3. és az 5. helyen all

paros szamjegy, a tobbi helyen paratlan! Ekkor az 1., a 2. és a 4. hely
mindegyikére a négy paratlan szamjegy koziil, mig a 3. és az 5. helyre
a harom paros szamjegy kézﬁl Vélaszthatunk. Igy ebben az esetben az

Btjegyli szamok szama V" =4.3%
Mivel az ot hely koziil barhol is all a két paros szamjegy, minden

esetben 1, =4".3% -féle Stjegyli szamot készithetiink, igy a szor-
z4si szabaly ertelmeben Osszesen

) ) 5
C§m3<l>1/;<'>:(2)43.32 524 4.3 =5760

darab olyan 6tjegyli szam készitheté a megadott szamjegyekbdl, amely-
nek pontosan két szamjegye paros.

b) 1. médszer:

A legalabb két paros szdmjegy kijelentés alatt azt értjiik, hogy pontosan
kettd, vagy pontosan harom, vagy pontosan négy, vagy pontosan Gt pa-
ros szamjegy van az Otjegyli szam szamjegyei kozott. Az egyes esetek-
hez tartozo értékeket az a) rész alapjan mar konnyen meghatarozhatjuk.
Mivel ezek paronként kizarjak egymast, ezért az Gsszeadasi szabaly
alapjan a kapott értékek dsszege adja meg a helyes végeredményt.

C52V43(i)V32(i) + anz(i)V;(i) + anl(i)V:(i) + Cssmo(i)V}s(i) _

5 5 5 5
=| T |43 T 423 | 43| 403 =
2 3 4 5

=5760+4320+1620+243=11943

2. médszer:
A problémat ugy is megoldhatjuk, hogy az Gsszes eset szamabol ki-
vonjuk a feladat szempontjabdl kedvezdtlen esetek szamat. A feladat

2.5. dbra Otjegyii sz&m két péros szempontjabdl kedvezétlen esetek azok, amikor a szamjegyek kozott

Lo0° " %0, szamjcggyel pontosan egy paros szamjegy van, vagy nincs paros szamjegy.
LJ L]
Y 18 %
) L]
) [ J
» LJ
[ ] LJ
[ ] L]
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Ezek SZéma
5(i)y,0(i Ai)y 10
('50114()113() (‘51[/4()[/3()_

.
5) 45 a0 SR 1 ! t r
=(OJ.4 3 +(1).4 3= 5 3 .
= 1024 +3840 = 4864 \ 4
& —1 ~d

Az 1,2, 3, 4,5, 6,7 szamjegyek felhasznalasaval képezhetd Gtjegyli
: . A i ?
szamok szama Vf(l) =7 =16807. Igy a feladatnak megfeleld Stjegyii 2:6. dbra Sclejtes vagy nem’

szamokbol 0sszesen 16807 — 4864 = 11943 darab van.

i selejtes. Véletlenszertien kivélasztunk koziilik 10-et. Hany esetben
i lehet a kivalasztottak kozott
i a) pontosan harom selejtes; b) legfeljebb nyolc selejtes?

Megoldas: 12
a) A selejtesek szama 120-0,15=18. A 3 selejtest (3]-fé1e-

képpen valaszthatjuk ki. Mindegyik esetben a 7 nem selejtest

102
[ ; J-féleképpen valaszthatjuk ki. A szorzasi szabaly alapjan

3

selejtes legyen kozottiik.

b) A legfeljebb 8 selejtes azt jelenti, hogy 8 vagy annal kevesebb.
Nyilvan célszeriibb ugy 6sszeszamolni, hogy az 6sszes esetbdl elhagy-
juk a feladat szempontjabol kedvezétlen eseteket. Ezek azok, amikor
pontosan 9, illetve pontosan 10 selejtes van a kivalasztottak kozott.

18 \(102 18 \(102 120
Ezek szdma + . Az Osszes eset szama .
9 1 10){ O 10

Igy azon esetek szama, amikor a kivalasztott izzok kozott legfeljebb 8

) 120} (18)(102 18(102
selejtes van - - .

18\(102
[ )[ . )—féleképpen valaszthatunk ki 10 izz6t ugy, hogy pontosan 3

2.7. abra Amelyik nem selejtes,
az vilagit

i hasznaldsaval kilencjegyti szimokat készitiink az dsszes lehetséges :
i modon. Hany olyan szam van kozottiik, melyben az 1, 2, 3 szamje-
i gyek koziil semelyik kett sincs egymas mellett?

ot!

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

................................................................................................................ ﬂ \

Megoldas: :‘-

frjuk le a ,,valaszfalakat” jelenté 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyeket. Ekkor a =

maradék harom szamjegyet kell beirnunk egyesével az dsszes lehetsé- & 2.8. abra Egy jo szam YT TYON
S
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gyet a hét vonalon V; =7-6-5=210-féleképpen helyezhetjiik el. Mi-
velezta4, 5, 6,7, 8,9 szamjegyek barmely sorrendje esetén ennyiszer
tehetjiik meg, ezért a feladatnak megfeleld kilencjegyli szamok szama
V> -P, =210-6!=151200.

_ . ualt Egyurnaba 3 piros, 4 zold és 2 fehér golyot helye-
1 7ziink el. A golyok egyforma méretiiek. ?
i a) Hanyféle sorrendben hiizhatjuk ki a golyokat az urnabol? .
i b) Ezek kozott hany olyan sorrend van, amelyben a 3 piros golyé
i koziil semelyik 2 sincs egymas mellett? 1

Megoldas:
a) Mivel az azonos szint golyokat nem kiilonboztetjiik meg egymastol,

2.9. abra Huzas az urnabol

; .. . ) __ 9 _
ezért az sszes lehetséges sorrend £ = T 1260.
b) Mint azt az el6z6 feladatban is tettiik, tegyiik le eldszor a ,,valaszfa-
lakat”, azaz a 4 zold és 2 fehér golyot valamilyen sorrendben.
P:fzzfzz

Az aldhuzassal jelolt hét hely koziil kell haromra letenni a piros
golyokat. A harom hely kivalasztasanak kiilonboz6 sorrendje nem sza-

7
mit kiilsnbdzének, ezért ezt C; = (3 J—féleképpen tehetjiik meg. Mivel

: !
a ,,valaszfalakat” minden esetben P6(2‘4) = ﬁ =15-féleképpen tehet-

juk le, ezért a feladatnak megfeleld kihtizasok szama a szorzési szabaly
alapjan C; - P =35.15=525.

2.10. abra Ilyen lett a htizasi sor-
rend

Q) Oldjuk meg!

1. Hanyféleképpen sorsolhatunk ki 4 egyforma konyvet 30 diak kozott, ha egy didk csak egy konyvet
kaphat?

2. Felvesziink a sikon egy szabalyos huszszdget. Hany
a) haromszoget; b) négyszoget hataroznak meg a huszszog cstcsai?

3. Felvesziink egymassal parhuzamosan két egyenest. Az egyiken kijeldliink 10, a masikon 8 pontot.
Héany
a) haromszoget; b) négyszdget hataroznak meg a pontok?

4. A 32 lapos magyar kartyabol hanyféleképpen lehet kivalasztani 5 lapot?

5. A 32 lapos magyar kartyabol hanyféleképpen lehet kivalasztani 5 lapot ugy, hogy a kivalasztott
lapok kozott
a) pontosan 2; b) legalabb 3 piros legyen?
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6.

7.

8.

9.

10.

11.

A 32 lapos magyar kartyabol hanyféleképpen lehet kivalasztani 6 lapot ugy, hogy a kivalasztott
lapok kozott pontosan két kiraly és egy asz legyen?

Hanyféleképpen lehet a 32 lapos magyar kartyat szétosztani 4 jatékos kozott igy, hogy mindenki 8
lapot kapjon?

Hanyféleképpen lehet a 32 lapos magyar kartyat szétosztani 4 jatékos kozott ugy, hogy mindenki 8
lapot kapjon, és valamelyik jatékosnal legyen a négy asz?

Az 1,2,3,4,5,06,7szamjegyeket felirjuk egy-egy cédulara, majd a cetliket beletessziik egy urnaba.
Ezutan kihtizunk az urnabol 5 cédulat, és azokat a hlizas sorrendjében egymas mellé tessziik.

a) Hany olyan 6tjegyi szam keletkezhet igy, amelyben pontosan 2 paratlan szamjegy van?

b) Hany olyan &tjegyii szam keletkezhet igy, amelyben legalabb 2 paratlan szamjegy van?

Az ¢l6z6 feladatbeli cédulakat mind kihtzzuk.

a) Hany olyan hétjegy(i szam keletkezhet, amelyben az 1, 2, 4 szamjegyek egymas mellett szerepelnek?

b) Hany olyan hétjegyii szam keletkezhet, amelyben az 1, 2, 4 szamjegyek koziil semelyik ketté sem
szerepel egymas mellett?

Egy szabalyos dobdkockat hatszor egymas utan feldobunk, majd a dobasok eredményét egymas

mellé irjuk. Igy egy hatjegyli szamot kapunk.

a) Hany olyan hatjegyl szam keletkezhet, amelynek a szamjegyei kozott pontosan 2 primszam
van?

b) Hany olyan hatjegyll szam keletkezhet, amelynek a szamjegyei kozott legalabb 3 primszam
van?

¢) Hany olyan hatjegyii szam keletkezhet, amely szamjegyeinek az 6sszege legfeljebb 8?

3.

-

i az algebra s70, ha a tablazat bal felsd betiijébdl indulunk ki és az :
i egyes lépéseket csak jobbra vagy lefelé tehetjiik meg?

Binomialis egyiitthatok, Pascal-haromszog

o J.udlzn Hanyféleképpen olvashato ki az alabbi tablazatbol

ALGESB

LGEBR

GEBRA
Megoldas: AL gl g B!
1. méodszer: . s s 4 s
A bal fels6 A betlibdl indulva vizsgaljuk meg, hogy hanyféleképpen I(‘}l :3 E . im i s

juthatunk el az egyes betiikhoz! frjuk oda minden betii mellé az oda
vezetd utak szamat!

betiihdz is, mig a kozépséhoz mar kétféleképpen, mert a folotte és a
mellette levo L betiitdl is oda juthatunk.
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A betiik melletti szam az oda ve-
. X o L, . i L zetd utak szamat adja meg.
Mind a két L betithoz egyféleképpen juthatunk el. A két sz€ls6 G Jamee
3.1. dbra igy is gondolkodhatunk
a feladat megoldasa soran...
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3.2. abra ... ésigy is

‘% A romaiak az Kr. e. V.
szazadtol a Kr. u. L

szazadig (koztarsasag ¢s a ko-
rai csaszarsag kora) épitettek
a legtobb varost. Az 0 varos
szabalyos alaprajza volt. El6-
szor kijeloltek két egymasra
merbleges fOutat (cardus és
decumanus); a tobbi utca pe-
dig ezekkel parhuzamos volt.
Négyszogekben szabalyos
tombokben épitették a hazai-
kat. A két foat keresztez6désé-
ben volt a tarsadalmi és vallasi
¢élet kozpontja. A két fout végén
volt a varos négy fokapuja.
Forras: http://hu.wikipedia.org/
wiki/Castrum

3.3. abra Egy kis torténelem

3.4. abra Pompeji egyenes utcai
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A fels6 sorban levo E bet(ihoz egyféleképpen lehet eljutni. A maso-
dik sorban levohoz haromféleképpen, mert a felette levé G-n keresztiil
egy ut vezet hozza, mig a mellette levon keresztiil kett6. Hasonldé meg-
fontolasok miatt az also E betith6z is harom ut vezet.

A fels6 B-hez egy uton keresztiil juthatunk el. A kdzépsoé sorban levé
B-hez a felette levé E-n keresztiil egy ut vezet, mig a mellette levd E-n ke-
resztiil harom, igy 6sszesen négy. Az alsé sorban levé B-hez a két E-n ke-
resztiil harom-harom ut vezet, igy 3 + 3 = 6-féleképpen juthatunk el oda.

A masodik sorban levé R-hez 1 +4 =5 1it vezet, mig az als6é R-hez
Osszesen 6+4 = 10.

fgy a jobb alsé sarokban levé A betiihoz a folotte levé R-en ke-
resztiil 6tféleképpen, mig a mellette levé R-en keresztiil tizféleképpen
juthatunk el, ami 0sszesen 15. Tehat tizendtféleképpen olvashatjuk ki a
tablazatbol az algebra szot.

2. médszer:

Osszesen hat 1épéssel juthatunk el a tablazat bal felsd A betiijétdl a jobb
also A betlijéhez. Ez a hat 1épés négy jobbra (J) és két lefelé (L) 1épésbol
all. Minden egyes kiolvasasnak megfeleltethetd a négy J betii és a két L
betii pontosan egy sorrendje, valamint a J, illetve L betitk minden egyes
sorrendjének pontosan egy kiolvasas felel meg. Tehat kolesondsen egy-
értelmii hozzarendelés hozhato 1étre a kiolvasasok és a J, illetve L betlik
permutécioinak halmaza kozott. Igy mindkét halmaznak ugyanannyi

6!

6
eleme van. Ezek szama pedig =——=15
41 412!

ﬁ Vegyiik észre, hogy az el6z6 gondolatmenet a tablazat bar-
mely bettijére alkalmazhato, igy az egyes szdmok helyére be-
irhatjuk a megfelel6 binomialis egyiitthatot! Ezt mutatja a 3.2. abra.

Az antik rébmai varosok szabalyos alaprajzu, kozel négyzethalds utrend-
szerrel rendelkez6 varosok voltak. Képzeljiik el, hogy egy ilyen varos
foterén vagyunk, ahonnan el szeretnénk jutni a varos valamely pont-
jahoz! Azon morfondirozunk, hogy melyik utat valasszuk, egyaltalan
hany kiilonb6z6 uton juthatunk el oda. Az alabbiakban ilyen jellegli
feladatokkal foglalkozunk. A probléma megoldasahoz célszerli megal-
kotni a varos matematikai modelljét. Legyen a leirasban szerepld két
mer6leges fout a Descartes-féle koordinata-rendszer két tengelye, a f6-
tér az origd! Az uthaldzatot szimbolizaljak a racsegyenesek!

o 2 udlls A koordinata-rendszer origdjabél indulva hanyfé- :
eképpen juthatunk el a P(5;4) koordinatajii racspontba, ha csak :
racsegyenesek mentén mozoghatunk, az x, illetve az y tengely pozi- :
i tiv iranyaba? Ezek koziil melyik t a legrovidebb? '
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Megoldas:

Készitsiink abrat! A 3.5. abran két lehetséges utat vazoltunk fel. Mind-
két esetben az x tengely iranyaba 6t, az y tengely iranyaba négy egy-
séget kell haladnunk, hogy az origébol a P(5;4) racspontba jussunk.
A megoldas az el6z6h6z hasonloan torténhet. Szimbolizalja az 6t x
tengely menti egységet 6t J, a négy y tengely menti egységet négy F
betli. Minden egyes utnak megfeleltethet6 az 6t J betli és a négy F betli
pontosan egy sorrendje, valamint a J, illetve F betlik minden egyes sor-
rendjének pontosan egy ut felel meg. Tehat kolesondsen egyértelmii
hozzarendelés hozhat6 1étre az utak és a J, illetve F bettik permutéci-
6inak halmaza kozott. fgy mindkét halmaznak ugyanannyi eleme van.

91

5] 514
hosszuak. Tehat ebbdl a szempontbdl mindegy, melyiket valasztjuk.

Ezek szama pedig =126. A lehetséges utak mind 9 egység

!_

-
= Vegyiik észre, hogy az el6z6 feladatban nincs kitiintetett sze-

repe a P(5;4) pontnak. Ha azt vizsgaljuk, hogy hanyfélekép-
pen juthatunk el az origdbol az 1. siknegyed P(p,; p,) (p,, p, € N)
racspontjaba, akkor is hasonldan jarhatunk el. Ez alapjan a lehetsé-

P1+p2J

ges utak szama
b

modon az origdbol az y = 6 — x egyenletii egyenes elsé siknegyedbe
¢és a koordinatatengelyekre es6 racspontjaiba?

Megoldas:
Megint készitsiink abrat! Rajzoljunk be néhany utat!

Mivel a racspontok rajta vannak az y = 6 —x egyenletii egyenesen,
ezért koordinataik dsszege 6, és mindkét koordinata természetes szam,
hiszen a pontok az elsé siknegyedben vannak. Az abran feltiintettiik pi-
ros szinnel azokat a racspontokat, ahova érkezhetiink. Ezek a F,(0;6),
a F(1;5), a P(2;4), a B(3;3), a P,(42), a P.(5;1) ésa F,(6;0) pon-
tok. Az eléz6 feladatban, illetve bekezdésben leirtak alapjan ezekbe a

6 6 6 6 6 6), (6) .. .,
pontokba rendre s , , s , és -féleképpen
0 1 2 3 4 5 6

juthatunk el. Az 6sszeadasi szabaly alapjan ¢ szamok 0sszege adja meg,
hogy hanyféleképpen juthatunk el az origobdl az y = 6 — x egyenleti
egyenes elsé siknegyedbe esd racspontjaiba. Igy a keresett szam

b CFGIGFEFC)er

=14+6+15+20+15+6+1=064.
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3.5. abra

Lehetséges ttvonalak a

2. példahoz

>

3.6. abra

Néhany at
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% A romaiak — mint
mindent, ami go-

rog — a pénz hasznalatat is
atvették a gorogoktdl, az elsé
denariusokat Kr. e. 269-ben
verték Romaban. Erdekessé-
ge abban allt, hogy az érmék
hatoldalara Héra rémai meg-
felel6jének (Juno Moneta) a
,,vezetéknevét” (Moneta) ver-
tek. Mivel mas nyelvekben
nem létezett sz0 a pénzre, jobb
hijan ,,monetanak” hivtak az
érméket. Innen eredeztethet6 a
latin monetaris kifejezés, illet-
ve a sok nyelvben mon- vagy
man- kezdetli ,,pénz” jelentésti
sz6 (p¢ldaul az angol money).
Forras: http://hu.wikipedia.org/

wiki/Pénz

3.8. abra A romaiak is tanultak

) )GV BV G B G

3.9. abra Binomialis egyiitthatok

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 1520 15 6 1

3.10. abra Pascal-haromszog
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 hetiink be?

Megoldas:

hanyféleképpen juthatunk el (3.7. abra)!

AN/

3.7. abra A 4. példa abrazolasa

romszdg alakban az egytitthatokat a 3.9. abran lathatd6 modon!

fgy a keresett 6sszeg 1 +2+4+8+16+32+64=127.

o L udldy Az xtengely, azy tengely és az y = 6 — x egyenletii :
i egyenesek altal hatarolt haromszdg belsejében és hatéran levd racs- :
i pontok mindegyikében pontosan annyi denarius (6kori romai fizeté- '
| si eszkoz, 3.8. dbra) van, ahanyféleképpen eljuthatunk az eddig leirt :
i modon az origdbdl abba a pontba. Ha végigjarjuk a haromszdgben
i és annak hataran levd 6sszes racspontot, akkor hany denariust gytijt-

Készitsiink abrat, amelyen feltlintetjiik, hogy az egyes racspontokba

El6szor hatarozzuk meg egy-egy piros egyenes mentén a binomidlis
egylitthatok értékét! Ehhez, a 3.7. abrabol kiindulva, rendezziik el ha-

frjuk be az egyiitthatok értékét az el6z6 haromszogbe (3.10. abra)!

A binomidalis egyiitthatok 3.10. abran lathato elrendezését Pascal-hd-
romszognek nevezziik. A Pascal-haromszog egy-egy sordban levd sza-
mok 0sszege fentrdl lefelé haladva rendre 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.
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\""I-—" " A binomialis egyiitthatok haromszogbe rendezésének leg-
korabbi dbrazolasa a X. szdzadban bukkant fel, a Chandas
Shastra cimii 6kori indiai konyvhoz irott kommentarokban. Az 6kori

e
szanszkrit nyelvli konyvet Pingala irta valamikor Kr. e. V. és II. sza- a . i__?'f&"-‘-"l"
zad kozott, de ez csak toredékesen maradt fenn. - AH RN
Ugyanebben az id8ben Perzsidban is targyaltik Al-Karadzsi 16 & ® ¢

matematikus (953-1029) és Omar Khajjam kolto-csillagasz-
matematikus (1048-1131); ezért a haromszoget Iranban ,,Khajjam-
haromszog” néven ismerik. A haromszoghoz kapcsolddoan tobb té-
telt is ismertek, koztiik a binomidlis tételt.

A XIII. szazadban Yang Hui (1238—1298) bemutatta a szamtani
haromszoget, amely azonos volt a Pascal-haromszoggel. A harom-
szoget Kinaban ,,Yang Hui-haromszog” néven ismerik.

Olaszorszagban ,, Tartaglia-haromszog” aneve, Niccolo Tartaglia
matematikusrol, aki egy évszazaddal Pascal eltt élt. Tartaglianak
tulajdonitjak a harmadfoku egyenlet megoldasat, mint arr6l mar 10.
osztalyban irtunk.

1655-ben Blaise Pascal (3.12. abra) a Trait¢e du triangle
arithmétique cimii értekezésében Osszegyljtotte a haromszogre vo-
natkozé akkor ismert adatokat és valosziniiség-szamitasi feladatok
megoldasara hasznalta. A haromszoget utobb Pierre Raymond de
Montmort (1708) és Abraham de Moivre (1730) nevezte el Pascalrdl.

Forras: http://hu.wikipedia.org/wiki/Pascal-haromszog

B 6 W08 ol
jai':,&-.'-.,-_':-ﬁ ':-E.:_'.i

— 1 T
|-&1r<4-1..1 mru: hﬂua.ul

3.11. abra Yang Hui-haromszog a
XIII. szazadbol

-+ Vegyiik észre, hogy a Pascal-haromszog szimmetrikus az 1,

2, 6, 20 szamok altal meghatarozott képzeletbeli egyenes-
re, valamint barmely 1-t6] kiillonb6zo elem a felette allo két szam
Osszege, és az azonos sorban alloé szamok &sszege minden esetben
kettéhatvany!

3.12. abra Blaise Pascal
(1623-1662)

Az alabbiakban kombinatorikai uton vizsgaljuk meg ezt a harom tulaj-
donsagot!

Megoldas:
6
A (2) megadja egy hatelemii halmaz kételemi részhalmazainak a

szamat. Amikor egy hatelemii halmazbol kivalasztunk egy kételemii
részhalmazt, akkor a megmaradt elemek egy négyelemi részhalmazt
alkotnak. Mivel a kételemii részhalmazok paronként kiillonbozdek, igy

3.13. abra A hat iivegbdl kett6ben
kavicsok vannak 0%,
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a négyelemi részhalmazokra is ez all fenn. Barmely kételemii rész-
halmazhoz pontosan egy négyelemii részhalmaz tartozik és viszont
(3.14. abra). fgy kolcsondsen egyértelmii hozzarendelés hozhaté 1étre
¢ a kételemi részhalmazok és a négyelemi részhalmazok kozott, tehat

Legyen adottaz {a, b,c,d, e, f}
halmaz! A halmaz két-, illetve
négyelemti részhalmazainak par-
ba allitasat az alabbi tablazat mu- ¢

¢ parba allitottuk azokat, igy szamuk egyenld. Mivel a négyelem rész-

6 6 6
halmazok szama (4 ), ezért (2 ]= (4 ] Ezt kellett bizonyitani.

?:2\

Az eléz6 feladat megoldasa alapjan az alabbi tétel mar kdnnyen bizo-
nyithaté kombinatorikai Gton.

tatja.

Vilasztott  Megmaradt
{a,b} [c.d.e, £}
{a,c} {b,d,e, f}
{a,d} {b,c,e, [}
{a, e} {b,c,d, f}
{a, 1} {b,c,d, e}
{b, c} {a,d.e, f}
fody  facees)
fhef  {acds)
s} facde
fed)  {abief)
{c, e} {a,b,d, [}
{e, 1} {a,b,d, e}
{d.e} {a.b,c, f}
fd.f}  {abed
fe.t}  fabed)

............................................................................................

...................................................................................................

s000000cccccossss odboecccccccccccccccccccccccccccccce

e &, uzlell Mutassuk meg kombinatorikai Giton, hogy

___________________________________________ S

6
(4) megadja egy hatelemii halmaz négyelemi részhalmazainak a

szamat. Legyen a hatelem( halmaz az 4={a,b,c,d, e,f} halmaz! Az A
halmaz négyelemii részhalmazait két csoportba osztjuk. Az egyikben le-
gyenek azok, amelyeknek nem eleme az f, a masikban azok, amelyek
elemei kozott megtalalhatd az . Minden részhalmaz pontosan az egyik
csoportban szerepel, igy a két csoportban levé halmazok szamanak 6sz-

6
szege [4) (3.15. abra).

3.14. abra Egy hatelemii halmaz
kettd- és négyelemi parba allitott
részhalmazai

5) ..
Az elso csoportban levd részhalmazok szama s | hiszen azfmellé

még ennyiféleképpen valaszthatunk 3 elemet a megmaradt 5 elembdl.

5
A masodik csoportban levo részhalmazok szama (4 } hiszen az f-et

elhagyva otelemii halmazbol kell négyelemti részhalmazokat kivalasztani.

5 5 6 .
Tehat + = . Ezt kellett belatni.
3 4 4

"53
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Ezzel a gondolatmenettel bizonyithaté kombinatorikai Gton az alabbi
tétel.

Legyenn, ke N ésk <n—1!

. n+l
k+1

. 4. g3l Lassuk be kombinatorikai uton, hogy egy hatele- |
i mii halmaz részhalmazainak szima 2°1

Megoldas:

Legyen a hatelemi halmaz az 4={a,b,c,d,e,f} halmaz. Az 4 hal-
maz egy eleme vagy szerepel egy adott részhalmazban vagy nem. Ha
szerepel benne, akkor irjunk ald egy 1-est, ha nem szerepel, akkor 0-t.
fgy kolesonosen egyértelmii hozzarendelést hozhatunk 1étre a 0-kbol
és l-esekbdl allo hathosszlisagl jelsorozatok és a hatelemii halmaz
részhalmazai kozott. Kételemii részhalmazok esetén a hozzarendelést a
3.16. abra mutatja. Tehat parba allitottuk a hatelemt halmaz részhalma-
zait és a hat jelbdl allo 0-kat vagy 1-eseket tartalmazé jelsorozatokat,
igy a hatelem{i halmaz részhalmazainak a szama egyenlo a jelsorozatok
szamaval, ami nyilvan 2°.

%::.;‘3\

Ugyanezzel a gondolatmenettel bizonyithatjuk az alabbi tételt, mellyel
mar 9. osztalyban is foglalkoztunk.

............................................................................................

4. ualds  Bizonyitsuk be, hogy a Pascal-haromszog hetedlk
soraban levo elemek dsszege 2°!

bIGHCIG)

amelyeknek az 6sszege megadja a hatelemii halmaz

Megoldas:

A Pascal-haromszog hetedik soraban levo elemek

(Y0
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Az {a,b,c,d, e, f} halmaz f-et
tartalmazo négyelemii részhal-
mazai:

{a,b,¢c, f};:{a,b,d, f};
{a,c.d, f};{b,c.d, [}
{a,b,e, [} {a,c e, f};
{a,c.e, f}i{b,c,e, [};
{b,d,e, f}:{a.d, e, [}.
Ezek szama (§]=10.

Az {a,b,c,d, e, f} halmaz f-ct
nem tartalmazo négyelemti rész-
halmazai:

{a, b, c, d};{a, b, c, e};
{a,b,d,e};{a,c,d,e};
{b, ¢, d, e}.

5
Ezek szama (4]— 5.

3.15. abra Igy gondolkodunk

{a,b,c,d, e, f}
{a, b} 1,1,0,0,0,0
{a, ¢} 1,0,1,0,0,0
{a, d} 1,0,0,1,0,0
{a, e} 1,0,0,0,1,0
{a, f} 1,0,0,0,0,1
{b, ¢} 0,1,1,0,0,0
{b, d} 0,1,0,1,0,0
{b, e} 0,1,0,0,1,0
{b, f} 0,1,0,0,0,1
{c, d} 0,0,1,1,0,0
{c, e} 0,0,1,0,1,0
{c, f} 0,0,1,0,0, 1
{d, e} 0,0,0,1,1,0
{d, f} 0,0,0,1,0,1
{e, f} 0,0,0,0,1,1
3.16.abraKételemiirészhalmazok 0%,
.. ..
s 27 <
L]
L] [
L] q
[ ] L]
...A _‘..
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[FCHEIEHEIEHE)-
R R R I S I P I S I =2
o) (1 3)°04) (5] (6
3.17. abra A Pascal-haromszog
soraiban levd szamok Osszege

3.18. abra Emlékeztetd 9. osz-

talybol
(a+b) 151
(a+b)’ 1;2;1
(a+b) 1;3:3;1
(a+b)' 1:4:6:4;1
(a+b) 1;5:10;10;5;1
3.19. abra Kéttagiak hatvanyai-
nak egylitthatoi
[ )

..... .....

y 28 %

il [

) [ )

» L]

[ ] L]

..-‘ ‘...
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ecsegocefivecccccccccccccccccscccccccce

Osszes részhalmazainak szamat. Err6l az el6z6 feladatban mar lattuk,
hogy 2° (3.17. 4bra).

=
Ezt 4ltalanosan is megfogalmazhatjuk.

A Pascal-haromszog n-edik soraban levo elemek
: Bsszege 2" ;
Mar 9. osztalyban foglalkoztunk kéttagi 6sszegek masodik és harma-
dik hatvanyéval. Ez alapjan tudjuk, hogy (a+b)’ =a*+2ab+b* és

(a+b) =a* +3a’b+3ab> +b’,

"9, példa

Az el6z6 eredményeket felhasznélva szamitsuk ki

"az alabbi hatvanyokat:

L a) (a+b);  b) (a+b)’!

Megoldas:

a) (a+b)" =(a+b)*-(a+b)* =

=(a’+2ab+b*)(a* +2ab+b’) =

=a* +4a’b +6a’b* + 4ab’ +b*;

b) (a+b) =(a+b) -(a+b)’ =
=(a3 +3a’h+3ab’ +b3)(a2 +2ab+b2):

=a’ +5a*b+10a’°h> +10a°b” + 5ab* +b°.

?é\

frjuk le a kéttagn dsszegek hatvanyai mellé a megfeleld egyiitthatokat
(3.19. abra)!

.
% Vegyiik észre, hogy a kéttagu 6sszegek (binom) hatvanyo-
} zasakor kapott polinomban szerepld egyiitthatok a Pascal-
haromszog megfeleld soraban szereplé binomialis egyiitthatok. Ez
alapjan megfogalmazhatjuk az ugynevezett binomialis tételt, mely-
nek bizonyitasat most mell6zziik.

2011.05.27.
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............................................................................................

Tétel Ha n pozitiv egész szam, akkor

(a+b)" = la + )" =2+ 2ab +

...................................................................................................

3.20. abra n =2 esetén

Ez a tétel indokolja a binomialis egytitthatd elnevezést.

) Oldjuk meg!

1. Hanyféleképpen olvashatjuk ki a 3.21. tablazatbdl a kombinatorika szot, ha csak jobbra, illetve
lefelé haladhatunk?

3.21. abra Kombinatorika

2. Hanyféleképpen olvashatjuk ki a 3.22. tablazatbol a variacio szot, ha csak jobbra lefelé vagy balra
lefelé haladhatunk?

3.22. abra Variacio

3. Hanyféleképpen juthat el egy bolha a koordinata-rendszer orig6jabol a P (6;4) koordinataju pontba, ha
minden ugrasa egy egység hossz, és csak az x tengely vagy az y tengely pozitiv iranyaba ugorhat?

4. Az eldz6 feltételek mellett 6sszesen hanyféleképpen juthat el a bolha az y + x = 8 egyenletii egyenes
els6 negyedbe es6 racspontjaira?

5. Szamitsuk ki az alabbi hatvanyokat a Pascal-haromszog felhasznalasaval!

a) (x+1)5;
b) (a-2)";
c) (a+b)6;
d) (x-1)".
S 29 ¢
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4. Grafelméleti alapismeretek

eoe

Mar 10. osztalyban foglalkoztunk néhany gondolat erejéig grafokkal.
Most felelevenitjiik az ott tanultakat, és néhany grafelméleti ismerettel
bvitjiik tudasunkat.

\ e d i A grafelmélet a matematika viszonylag fiatal aga. A gra-
fokkal kapcsolatos problémakkal elészor Leonhard Euler
(1707-1783) foglalkozott. 1736-ban jelent meg az a dolgozata, mely-
ben a konigsbergi hidak néven ismertté valt feladatot targyalta. Soka-
ig Gigy tlint, hogy az ilyen jellegli problémak nem tulsagosan jelentd-
sek. A XIX. szdzad végén, a XX. szazad elején a grafelméletnek sok
gyakorlati alkalmazasat ismerték fel. Az elsé tudomanyos szinvonalu
grafelméleti konyvet Konig Dénes (1884—1944) magyar matematikus
irta 1936-ban. Vildgviszonylatban is sokaig ez mii volt az egyetlen
komoly munka ezen a tudomanyteriileten. A XXI. szdzadban mar na-
gyon sok tudomanyban alkalmazzak a grafelmélet eredményeit, ilyen
teriiletek a villamos, kozlekedési és szamitogépes halozatok tervezé-
se, térképszinezési problémak, logisztika, nyelvészet és genetika. Sok
magyar matematikus ért el vilagszinvonalt eredményeket a grafokkal
kapcsolatos kutatasokban, példaul Gallai Tibor (1912—-1992), Erdds
Pal (1913-1996), Rényi Alfréd (1921-1970), Lovasz Laszl6 (1948-)
¢és Posa Lajos (1947-).

4.1. abra Konigsbergi hidak

Mar 10. osztalyban is a gyakorlati életbdl vett problémakon keresztiil
ismerkedtiink meg a grafelmélet alapvetd definicidival. Nézziink most
is néhany olyan problémat, amely szorosan kotddik a hétkoznapi élet-
hez!

4.2. abra Hatf0s tarsasag

= ‘J.paldn  Létezik-e olyan hatfOs tarsasag, melyben harman
ét-két embert, ketten egy-egy embert ismernek a jelenlevok koziil,
{ mig van koztiik olyan, aki senkit sem ismer? (Az ismeretség kolcsd-
: nos, akarcsak a tobbi hasonlo feladatban.) ’

Megoldas:

Készitsiink matematikai modellt! Az embereknek feleltessiink meg a
sikon pontokat, az ismeretséget szemléltessiik a pontokat 6sszekotd vo-
nalakkal, azaz két pontot vonallal kotlink 6ssze, ha a nekik megfeleld
emberek ismerik egymast. Ezzel létrehoztunk egy grafot. Készitslink
abrat! A pontokat 6sszeko6td vonalaknak nem feltétleniil kell szakaszok-
nak lenniik.

A 4.3. 4bra is mutatja, hogy ilyen hatf6s tarsasag 1étezik.

4.3. abra Ez egy jo tarsasag

-
000000000000000000000000000000000000000000000000¢00
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w Dafinlls  Ha felvesziink pontokat, majd ezek koziil néhanyat
+ osszekotiink vonallal, a vonalak alakjara nem vagyunk tekintettel, :
i akkor az igy kapott abrat grafnak nevezziik. A pontok a graf pontjai :
{ vagy csticsai, a vonalak a graf élei. Ha a graf csucsainak a szima :
véges, akkor véges grafrol beszéliink. :

...................................................................................................

a) b)
c) d)

4.4. abra Grafok

A feladatban szerepld abran az 4, B és C csucsokbol két-két ¢l indul,
mig a D és E csticsokbol egy-egy €l, az F-bol pedig egy sem. Ekkor azt
mondjuk, hogy az 4, B ¢és C csucsok fokszama 2, mig a D és E cstcso-
ké 1, az F ponté pedig 0.

v Dafinldld A grafban az egy cstcsbol kiindulo élek szamat a
T cstcs fokszamanak nevezziik. Azt a csucsot, amelynek fokszama 0, :
izolalt (elkiilonitett) csicsnak hivjuk (4.5. abra).

...................................................................................................

2 4
'\\",- B e e
w;‘" %, ualki Létezik-e olyan négytagll tarsasag, amelyben egy ! ,
- "embernek harom ismerdse van, egy embernek ketto, egynek egy, a : i 2oltpont
i negyediknek pedig egy sem? Oe 2
Megoldas: 2 2

Ilyen tarsasdg nem létezhet, mert akinek harom ismerdse van az
ismer mindenkit, igy nem fordulhat el6, hogy valakinek ne legyen is-
merdse a tarsasagban, hisz az ismeretség kolcsonds (4.6. abra).

@ 4. udlids Létezhet-e olyan uthalozat négy telepiilés kozott, |

4.5. abra Graf izolalt ponttal

ogy az egyikbdl két ut indul ki, kettébdl harom, a negyediket a ma- 32

sik harom koziil pedig eggyel sem koti 6ssze kdzvetlen ut? .
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- f 2
Megoldas: <07 2

Igen, 1étezik, ahogy a 4.7. abran is lathato!

wg\
=

A harmadik példa megoldasaban olyan graf volt a matematikai modell,
amelyben két pontot két éllel kotottiink 6ssze. Az ilyen élt tobbszoros
élnek nevezziik.

4.6. abra A keresett graf nem l¢-
tezik

w Dafinisia  Ha egy graf két csucsat tobb €l is 6sszekati, akkor
+ a két csucs kozotti tobbszords élrél vagy parhuzamos élekrdl be- :

4.7. abra A keresett graf

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

...................................................................................................

Soar
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hurokel £ Megoldas:

 Ccsticsok fokszama 0, 1, 32

Igen, létezik, ahogy a 4.8. abran is lathato!

Eag\

A 4.8. abran szereplé grafnak van olyan csucsa, amelyb6l kiinduld €1
ugyanebbe pontba érkezik. Az ilyen élt hurokélnek nevezziik.
(5

..............................................................................................

Naflnldla  Haegy él két végpontja azonos, akkor hurokélnek

4.8. abra A 4. példa abraja evezzik. A hurokél a cstics fokszamat kettével noveli.

...................................................................................................

Az elsd példaban olyan graf szerepelt, amelyben nem volt sem parhu-
zamos ¢él, sem hurokél. Az ilyen grafok nagyon fontos szerepet toltenek
be a grafelméletben.

Naflnldls  Ha egy graf nem tartalmaz sem hurokélt, sem par-
T huzamos éleket, akkor egyszerii grafnak nevezziik. Szokas ezt a :
i grafot ismeretségi grafnak is nevezni. :

...................................................................................................

4.9. abra Sakkozo iskolasok enki mindenkivel egyszer jatszik. Az alabbi allitasok kéziil melyik :
i igaz?
i a) Van olyan id6pillanat a bajnoksag soran, amikor mindenki ponto- :
san harom jatszman van tul.
i b) A mérkdzés barmely id8pillanataban van két olyan sakkozo, aki :
azonos szamu jatszmat jatszott. '

tikai modell a graf. A sakkozoknak feleltessiik meg egy tizendtcsticsu
. graf pontjait! Ebben éllel kotjiik 6ssze azokat a csticsokat, melyekhez
tartozo didkok mar jatszottak egymassal a bajnoksag soran. Mivel a
bajnoksagban mindenki mindenkivel egyszer jatszik, ezért a matemati-
¢ kai modell egyszerti graf.

a) Fogalmazzuk meg a feladatot a grafelmélet nyelvén!

4.10. dbra Tizendtesucst egysze- = A7 4 kérdés, hogy létezik-e olyan tizendtesticsti egyszerti graf, amely-

ri graf . . , r
0000, £ ¢ ben minden cstucs foka harom.

... ...
v 32 %

L]
) [ J
» LJ
° LJ

..- o ...

Matematika_11_tk.indb 32 2011.05.27. 12:32:03



Adjuk 6ssze a csucsok fokszamat! A kapott 6sszeg 15-3 =45. Mi-
vel minden élhez két csucs tartozik, igy minden €t kétszer szamoltunk,
tehat ez egyenld az ¢élek szamanak a kétszeresével, igy paros szamnak
kellene lennie. Ellentmondasra jutottunk, igy az allitds nem igaz, azaz
belatjuk, hogy nincsen olyan graf, amelyben minden fokszadm 3, igy
nem lehet olyan pillanat sem, hogy mindenki haromszor jatszott.

Kihasznaltuk valahol, hogy a modell egyszert graf?

b) Fogalmazzuk meg ennek a feladatnak is a grafelméleti megfeleldjét!
Béarmely tizendtcstcsu egyszerti grafban van két olyan csucs,
amelynek a fokszama azonos. Ezzel a problémaval mar 10. osztalyban is
talalkoztunk. Most elevenitsiik fel az ott alkalmazott gondolatmenetet!
Barmelyik csucsot is tekintjiik, azt 0, vagy 1, vagy 2, ... vagy 14
masik ponttal kdthetjiikk 6ssze. Ha van olyan cstcs, melyet egyikkel
sem kotottiink dssze, akkor nem lehet koztiik olyan, melyet 14 masik-
kal kotottiink ossze. Igy a fokszamok vagy a 0, 1,2, ..., 13 értékeket
vehetik fel, vagy az 1, 2, 3, ... , 14 értekeket. Ez mindkét esetben 14
lehetdséget jelent. Ezeket tekintsiik egy-egy skatulyanak, a 15 darab
csucsot pedig a benniik elhelyezendd targyaknak. Ekkor a skatulya-elv
alapjan lesz legalabb két olyan csucs, amelynek azonos a fokszama.
Tehat az allitas igaz.
Kihasznaltuk valahol, hogy a modell egyszert graf?

Eié\

Az el6éz6 feladattal két nagyon fontos grafelméleti tételre vilagitottunk ra.
Az a) rész megoldasaban sehol sem hasznaltuk ki, hogy a mate-
matikai modell egyszer(i graf volt. Csak az volt fontos, hogy barmely
¢élnek két végpontja van. A graf éleinek szamara vonatkozo alabbi tétel
barmely grafban igaz. Ezt szokas fokszamtételnek is nevezni.

4.11. abra A skatulya-elv sok
probléma megoldasaban segit

o Tete Barmely véges grafban a csucsok fokszamanak :
: Osszege egyenlo az élek szamanak kétszeresével. :

...................................................................................................

............................................................................................

...................................................................................................

Ha megnézziik a 3. példaban szerepld grafot, akkor lathatjuk, hogy az
eléz6 feladat b) részében mar fontos volt, hogy a matematikai modell
egyszerl graf. Az ezzel kapcsolatos tétel a kovetkezéképpen fogalmaz-
haté meg.

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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............................................................................................

Barmely egyszert grafban mindig van két olyan
csucs melynek fokszama azonos.

...................................................................................................

#000cccccccccconnegen

d.ualds Az 5. példaban szerepld bajnoksagban dsszesen
ny jatszmat jatszanak le a sakkozok a bajnoksag végeéig? '

4.13. abra Gondolkodtato jaték Megoldis:

Mivel mindenki mindenkivel egyszer jatszik, ezért két sakkozohoz
pontosan egy jatszma tartozik. Barmely sakkoz6 14 masikkal jatszik,

415 =105.

igy az el6z6 megallapitas miatt a jatszmak szama

E:g\

A bajnoksag végso allapotat modellez6 egyszerii grafban minden élt be
kell htizni. Ekkor egy teljes grafot kapunk.

..............................................................................................

Naflnldld Az olyan egyszerti grafot, melynek barmely ket
sucsat €l koti Ossze, teljes grafnak nevezziik. :

...................................................................................................

A 6. példa alapjan mar kdnnyen bizonyithat6 az alabbi tétel.

4.14. abra Hatcsucsu teljes graf

............................................................................................

Egy n csucsu teljes graf éleinek a szama
n-(n—1)

...................................................................................................

psecccccccccccccccspersficecccccccccccccnnsne

. 7. udl:ly Egy 7 f6s tarsasag talalkozon vett részt. Lehetsé-
: ges-e, hogy a talalkozo elején az ismeretségek szama :
P a)2,2,3,3,4,4,5,0)0,2,2,2,3,4,6; ¢) 1, 1,2,2,2,3, 5 volt?

Megoldas:

a) Mivel a feladathoz tartozo ismeretségi (egyszertl) grafban a paratlan
¢ foku cstcsok szama paratlan, ezért ez nem lehetséges.

b) Mivel az ismeretségi (egyszeril) grafnak lenne olyan csticsa, amely
hatodfoku azaz az Osszes tobbivel &ssze van kdtve, és olyan cstcsa
is, amely nulladfoku, azaz egyetlen cstccsal sincs 0sszekotve, ezért ez
sem lehetséges.

c) Ez lehetséges, lasd a 4.16. abrat!

°°°%e, 4.15. dbra A tarsasag
o

S VI Y
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o e i udlel Az el6z6 példa c) részében szerepld tarsasagban a
i talalkozo6 végén mar mindenki ismert mindenkit. Hany 0j ismeretsé- :
i get kotottek? Abrazoljuk az uj ismeretségek grafjat!

Megoldas:
Az 1j ismeretségek szamat megkapjuk, ha az 6sszes ismeretség szama-
bol kivonjuk a talalkozo elején meglévo ismeretségek szamat.

. . . ., 16 . . L s
Mivel az Gsszes ismeretség szama - =21, és a talalkozb elején ©

o . , I+1+2+2+2+3+5 , ..
meglévo ismeretségek szama 5 =8 volt, igy az 4j

4.16. abra A 7. példa c) részének
abraja

ismeretségek szama 21 —8=13.

Az 1j ismeretségek grafjat a 4.17. abra mutatja. Konnyen elké-
szithetjiik, ha meggondoljuk, hogy ebben a grafban pontosan azok a
csucsok vannak dsszekdtve, melyek a 7. feladat c) részében szerepld
grafban nem voltak. Ez a graf az el6z6 graf komplementere.

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

..............................................................................................

Nafinila  Hakét egyszeri graf csticsai azonosak, de az egyik
: graftban pontosan azok a csticsok vannak dsszekotve, melyek a ma-
: sikban nincsenek, akkor a két grafot egymas komplementerének
i nevezzik.

...................................................................................................

C

Ebbdl kovetkezik, hogy egy egyszerii grafot a komplementere teljes

graffa egésziti ki. 4.17. abra Az 0j ismeretségek

G graf G komplementere 5 pontu teljes graf

WO W@

4.18. abra Komplementer

4.19. abra A két fél komplemen-
ter modon egésziti ki egymast

o e Y, udlel: Egy tizenkétcsucsu egyszerii grafnak fele annyi |
: Cle van, mint komplementerének. Hany éle van a grafnak? '

Megoldas:
Mivel egy egyszer( grafot a komplementere teljes graffa egészit ki, ezért

. 1 . .
az ¢éleik szamanak az dsszege = 66. Mivel a graf ¢leinek szama fele

0000000000000000000000000000000000

Nt a . g , 66
a komplementere élei szamanak, ezért a graf éleinek szama 5 =22.

. 35 K
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Q) Oldjuk meg!

1. A 4.20. abran &t telepiilést tiintettiink fel. Ugy kell négy szakaszbol
allo uthalozatot épiteni, hogy minden telepiilésbdl el lehessen jutni
barmelyik masikba és legyen olyan telepiilés, amelybdl harom ut
vezet ki. o
2. Létezik-e olyan 6tcstcsu graf, amelyben a csticsok fokszama 0, 1,
2,3,4?
3. Létezik-e olyan 6tfos tarsasag, amelyben az ismeretségi szamok 0, ’
1,2,3,4?
4. Létezik-e olyan hatf6s tarsasag, amelyben az ismeretségi szamok 4.20. abra Vézlatos rajz
a)1,1,2,3,3,3;
b)0,1,2,2,4,5;
0l 1,1,2,4,5;
d)1,2,2,2,4,5?

10.

Ha igen, akkor rajzoljuk meg az ismeretségi grafjat!

. Egy 10 f0s barati tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fogott. Hany kézfogas volt sszesen?
. Tizenharom csapat egyfordulés kormérkézéses bajnoksagot jatszik. Negyvenkét mérkdzést mar le-

jatszottak. Hany mérk6zés van még hatra?

. Egy iskola sakkbajnoksagan Andras, Béla, Csaba, Dénes és Elemér egyfordulos kdrmérkdzéses

rendszerben jatszik egymassal. Andras mar jatszott Csabaval és Bélaval. Béla jatszott Elemérrel és

Elemér jatszott Dénessel.

a) Szemléltessiik grafon a feladatnak megfeleld allapotot!

b) Hany jatszmat kell még jatszaniuk?

c¢) Hany pontot gytjthet még Andras, ha a gyézelemért 1, a dontetlenért 0,5 és a vereségért 0 pont
jar? (Adjuk meg az 6sszes lehetdséget!)

. Egy 6tcsucst grafban két cstics fokszama 3, €s harom csticsé 2. Rajzoljunk fel ilyen grafot! Rajzol-

juk meg a komplementer grafjat!

. Igaz-e, hogy egy hatf0s tarsasagban mindig van két olyan ember, akik ugyanannyi embert nem

ismernek a tarsasagbol?

Kovacs ur és felesége 0sszejovetelt szervezett, ahova meghivott harom hazaspart. Akik nem ismer-
ték egymast, bemutatkoztak egymasnak. Kovacs ur megallapitotta, hogy dnmagat nem szamitva
nincs két olyan ember a tarsasagban, aki ugyanannyiszor mutatkozott be. Hanyan mutatkoztak be
Kovacsnénak?

4.21. abra Kovacs ar
és a felesége

Matematika_11_tk.indb 36 2011.05.27.

12:32:27



J {018

i 'ru{uu;;
IS N

fil

JASY (b3t

—.

=

yi van bel6le?



' A .Haivénv, gyok, logaritmus

ibAziegeszikitevojihatvanyesazyred KigyoKAISHIELES)

eee o

1.1. Az egész kitevdjii hatvany

A hatvanyfogalom felépitését 9. osztalyban a pozitiv egész kitevojii
hatvany fogalmaval kezdtiik. Az erre adott meghatdrozas a hétkdznapi
¢letben eléforduld problémak (teriilet- és térfogatszamitas) alapjan tel-
jesen természetesnek tiinik (1.1. dbra). Ennek felhasznalasaval konnyen
tudtuk bizonyitani a hatvanyozas azonossagait. Majd kiterjesztettiik a
hatvanyfogalmat 0, illetve negativ egész kitevore is. A definiciok meg-
fogalmazasanal azt tartottuk szem el6tt, hogy a pozitiv egész kitevore
bizonyitott azonossagok bévebb kitevéhalmaz esetén is érvényben ma-
radjanak. Ezt az elvarast nevezziik permanenciaelvnek (1.2. abra).

Az alabbiakban roviden attekintjiik a négyféle kitevére kiilon-kii-
16n megfogalmazott definiciokat és az eddigi kitevdhalmazban érvé-
nyes azonossagokat.

1.1. abra Teriiletszamitas kert-

letbdl H

U Nafinddd W d' =a;

% a'=a-a-..a, ahol ne(Z*\{l});

n db tényezd

0 .
1.2. 4bra A permanenciaelv ér- W a =1, ahol a#0;
telmében az azonossagok bévebb
kitev6halmaz esetén is érvényben

1
W a"=—,ahol a#0 é neZ".
maradnak a

Az alabbi kifejezések értelmezési tartomanya a fenti definiciokban
megfogalmazottaknak megfeleld, ha ettdl eltérés van, akkor azt kiilon
jelezziik.

A'hatvanyozasiazonossagdis

1. a"-a" =a™" (azonos alapl hatvanyok szorzasa);
2. Z': =a™" a#0 (azonos alapu hatvanyok osztasa);
3. (a"’ )" =a"" (hatvany hatvanyozasa);

4. (a-b)" =a"-b" (szorzat hatvanyozésa);

1.3. abra Hogy is volt? : S
E 5. (—] S b # 0 (tort hatvanyozasa).

Az alabbiakban nézziink egy példat ezek alkalmazasara!

S 38
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J.udles A hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval
: szamitsuk ki az alabbi kifejezések pontos értékét! :

a)3ﬁ~11‘2~(5~7)“ 2 Y.
3114y |\ 5777 )

0 6 2 1

e

Megoldas:
a) A megoldasban emlékeztetdiil leirjuk, hogy melyik 1épésnél melyik
azonossagot alkalmazzuk.

3011251 2 Y /3%-11%.507" 2?
(3 -11) 5.7 = '

F)-0r) )0
B Tinsmiael]

vanyozas azonossagait!

1.5. abra Hasznaljuk fel Gjra ko-
rabbi ismereteinket!

e ey

(32)2~(34‘)‘2.(22)4~2°'(i)4_ 343805 (5)"

2] 3.5 .8.5T

34 . 28 . 58
S 3085t 1.6. abra De jo, hogy megtanul-
tam az azonossagokat!
1.2. Az n-edik gyok

10. osztalyban értelmeztiik az n-edik gyok fogalmat is. Az egyértelmi-
ség mellett figyelembe vettiik, hogy paros gyokkitevd esetén a gyokjel
alatt csak nemnegativ valds szam allhat, mig paratlan gyokkitevo ese-
tén a miivelet barmely valos szamra értelmezhetd. Ez alapjan a defini-
ci6 a kovetkezd.

39
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' A .Haivénv, gyok, logaritmus

..............................................................................................

Nafluldla  Bgy a nemnegativ valds szam 2k-adik (ke Z*)
yoke az a nemnegativ valos szam, amelynek 2k-adik hatvéanya a. :

k
Jelekkel leirva: (%a )2 —a, ahol a>0 és %z >0.

...................................................................................................

J Nafluldd  Egy a valoés szdm 2k +1-edik (ke Z+) gyoke
T az a valos szam, amelynek 2k +1-edik hatvanya a. Jelekkel leirva: :

2k+1
(2k+1/ p ) =@

...................................................................................................

1.7. abra Figyeljiink a gyokkite
vore! HH

A definicio alapjan bebizonyitottuk az n-edik gyok azonossagait, me-
lyek az alabbiak. Az egyes kifejezések értelmezési tartomanya a de-
finiciokban megfogalmazottaknak megfeleld, az ettdl eltérdket kiilon
jelezziik.

............................................................................................

1. Ya-b=%a-b (szorzat n-edik gydke);

2. 1= = b#0 (hanyados n-edik gyoke);

: i/b
3. %d" = (4/; )k (hatvany n-edik gyoke);

nossagokat

...................................................................................................

1.8. abra Idézziik fel a tanult azo- ; 4. 8a="a a>0 (k-adik gyok n-edik gydke).

Q@'o 2, udll:; Melyik nagyobb?

b) /32*-167 vagy /729.

Megoldas:

felhasznalaséaval az egyes kifejezéseket!

¢/(10—\/E)¢/(10+\/5) =¢/(10—\/E)~(10+\/ﬁ) =
= {10 ~(V19) = 410019 = 81 =3;
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o+ 57 (s-57) J<s+ﬁ>2<s—ﬁ>
Ys+537 B 8+37
=g/(8+\/3_7)(8—\/§) = {8 ~(V37)" =/64-37 =27 =3.

Tehat a kettd egyenld.
b) Ebben a feladatban az n-edik gyok definicidja mellett a 3. és 4. azo-
nossagot alkalmazzuk a kifejezések atalakitasanal.

P32t 467 =(332) (Y16) =2t-27 =2,
V729 =43 =3.
fgy 32* 4167 <3729.

1.10. abra Egyenl6 és nem egyen-
16

Megoldas:
Az n-edik gyok harmadik azonossaga alapjan szamoljuk ki az egyes
tagok pontos értékét!

Y8 =(B) =27=32; O
: . 3 W} A8 A= A=t |
1Y 1 1Y vy e
6 - B o R R
Y1280 =(3128) =2° =64, iy s R E N
: Ol AE R
. 1Y SR ERERER
gy %/8—5“‘/(5) ~U128° =324+27-64=-5. B it

4, udleds  Irjuk fel egy gyokjellel!

) {333; b 4233 o 4\’;&
E 3x2

1.11. abra Pozitiv racionalis sza-
mok

(x>0).

Megoldas:
a) Vigylik be a harmadik gydk ald az els6 3-at, majd alkalmazzuk az
n-edik gyok 4. azonossagat!

303 =R 32 =33 =243,
b) A gyokkitevok legkisebb kdzos tobbszordse 12. Vigyiik be mindket-

tot a 12. gyok ala, és kozben alkalmazzuk a hatvany hatvanyozasara
vonatkozo6 azonossagot!

1.12. abra Ha sok a pénziink ne
aprozzuk el, két kicsi persely he-
lyett gyiijtsiik egy nagyobba!

S
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' A .Haivénv, gyok, logaritmus

A=) =) () = -

B={(8) =5(B)" =y((5) ) =85 =481
gy 4245 =42 05 = 9581 = Yoas.

" gyokére vonatkozo azonossagot!
A gyokkitevok legkisebb kozos tobbszordse most is 12.

e )
1.11. dbra Kozos Jr=y(Vx) = 1\2/(\/;)2'6 = ((\/;)2 )6 =Yx";
= =T (T T

¢ gy

H
H

s 4 12/ 312/ 6 3.6 9

: \/x\/x_\/x N x _ XX =12/x _f;
H — Jx.
H X

- 8
3/.2 12/ 8
X Nx x

Q) Oldjuk meg!

1. Adjuk meg egyetlen racionalis szamként!

(5°-112)°- (2 a3-3° |2

1Y 2 0,017%.0,57
d | =] 37 (11*-3°) : 31197 ) — .
(5] e R Ean:

2. Melyik nagyobb?
0,17-10072 0,017 0,001*-(107)”
a) - vagy 5 ;
1000 (10-')

b) (25-49)7(7757) " vagy 2722 i (s17)[ 2 _1
. . . a . —_— . —_— .
vagy B 7
3. Végezziik el a kijelolt miiveleteket!

23VE (75N3 10 4 2y 7N
a) (ab )y -(b) -a (a#0,b#0); b)[a b ](sc—bz) (a#0,b#0,c#0);
a -

(b4'a2)6 CS

3

¢) (XS.y:)A‘;(f)S 2: (’“3)4'yz (x#0,y#0);
(x"-») (xs-yz)

¢) Az el6z6ho6z hasonld mddon keressiik meg a kozos gyokkitevot, majd
¢ k6z06s gyok ala hozas utan alkalmazzuk a szorzat és a hanyados n-edik
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e
-

S g -
P s
=Y
- g~

d) 2524y (2) () (x#0, y#0);

(a72 _bl)Z aS 3
e) m(b—_zJ (a ¢0, biO)
4. Szamoljuk ki!
a) /243; b) /-128; c) 4%;

¢) 1Y10000000000;  f) ,6/%; g Y.

5. Adjuk meg egyetlen racionalis szamként!

d) £/0,000001;

a)$243-327, b) V-32-V-64;

o 160 243
I e
i) Y6252 3224156257 ; ) 3/4096.

4 13-2v22413+2v22;

h) Y1252 316°
Wi024®
6. Melyik nagyobb?

a) 3 vagy 42 b) U5 vagy ¥3;

7. Irjuk fel egy gyokjellel!

f)

a) Yadla® (a>0); b) 332 ) s
X

c) 8% vagy .

o) J10+2v17310-217;

g/(9—\/ﬁ)2(9+\/ﬁ)_
fo-i7

2. Aitortkitevojuhatvanyok

Ly

Az el6z6 leckében atismételtiik az egész kitevdjii hatvanyokkal kapcso-
latos tudnivaldkat. Ott hangsulyoztuk, hogy a kitevéhalmaz bévitése-
kor a permanenciaelvet alkalmazzuk.

w,- ). udleh  Hogyan hataroznink meg az alabbi tortkitevéji

i hatvanyok értékét?

h 1 2 3
i a) 4%; b) 273; c)32°
Megoldas:

a) Tudjuk, hogy 4 =2°. A permanenciaclv alapjan a tortkitevéjii hat-
vany fogalmanak olyannak kell lennie, hogy az egész kitevdjii hatvany-
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©000000000000000000000000000000000000000000009

2.1. abra Az azonossagok érvény-

ben maradnak e®°%%e,
.. ..
s 43 K
[ ) |
[ )
[ ) q
... ...
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A -Hatvany; gyok, logantmus

¢ ra bizonyitott azonossagok tovabbra is érvényben maradjanak. igy tel-
jesiilnie kell a hatvany hatvanyozasara vonatkoz6 azonossagnak is. Ez
: 1 o,

alapjan azt kapjuk, hogy 42 = (22 )2 =212=2
¢ b) Megint alkalmazzuk a hatvany hatvanyozasara vonatkozo azonos-
sagot!

2 2 52
: 273 =(3°)F =33 =3"=9
¢) Az el6zoek alapjan
: 2 : 11
—(975)5 —»3 — —
2.2. 4bra Az alapozas nem csak a 32°= (2 ) T=2"= 2”3y

hazépitésnél fontos

: % Vegylik észre, hogy a végeredmény mindharom esetben kife-
jezhetd mar ismert miiveletek felhasznalasaval a feladatban

szerepl6 hatvanyok alapjaval az alabbi modon!

: 4% =2=+/4 :

(7] =427
257 =(32) " =432

]
]
Il
w
~
Il

¢ A permanenciaelv és a hatvany hatvanyozéasara vonatkozo azonossag

P
¢ alapjan ugy tiinik, hogy az a? =a” egyenléséggel célszerii definial-
ni a tortkitevojii hatvanyt. Miel6tt megadnank a pontos fogalmat, vizs-
¢ galjunk meg harom kérdést!

Ji
% Az a? =3/a” egyenldség barmely valos a alap esetén értelmezhetd?

2
% Az a? =3a” egyenlSséggel definialt tortkitevdjii hatvany értéke
csaka £ kitevé értekétsl fligg, vagy annak alakjatol is?

q 2
: % A hatvanyozas minden azonossiginak eleget tesz az a? =</a”

egyenldséggel definialt hatvany?

2.3. 4bra O tudja a vélaszokat  : | AZ a’ = Va” egyenléség felhasznalaséval szémoljuk ki az alabbi

hatvanyok értékét!
i 2
S (B b) (4)2.

Megoldas:
a) Ebben az esetben a hatvany értelmezheté a megadott egyenldséggel,

hiszen (—8)§ = .3/(—8)2 =364 = 4.
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2
b) Az a’ = z/a_p egyenldség felhasznalasaval azt kapjuk, hogy
3
(—4)2 = ,/(—4)3 =+/—64, ami a valos szamok halmazan nem értelmez-

het6 .
|
‘.43\

Tehat negativ alap esetén nem minden tortkitevére értelmezhetd a

4
permanenciaelv alkalmazasaval kapott a? =</a’” egyenldség, ezért
legyen az a alap pozitiv!

2.4. abra Negativ alap esetén baj

van!
P

| P J
i Az a? =a” egyenléség felhasznalasaval dontsiik el, hogy melyik |
5 g 5 :
i nagyobb: 124 vagy 121!

Megoldas:

15 5
Mivel 127 =%12" =*12%° = 3/(12°)’ = 412" =12%, fgy egyen-
16k.
2

Altalanosan bizonyithato, hogy ilyen értelmezés mellett csak a tortkite-
vo értékétdl fligg a tortkitevoji hatvany értéke.

"\L eldae
] 2 ]
i Az a’ =Va” egyenldség felhasznalasaval dontsiik el, hogy melyik :
] 5 4 11 ]

nagyobb: 76 .71 vagy 710

Megoldas:
Mivel
11

5 4 33
7675 =475 7% =975 Y7 =975 =75 =700 {gy egyenlbk.

*'52\

Ez apéldais sugallja, hogy ilyen értelmezés mellett az azonos alapt hat-
vanyok szorzésara vonatkozo azonossag is fennall, hisz %+% = %

2
Altalanosan is bizonyithatd, hogy ha az a? =3/a” egyenléséggel ér-
telmezziik a tortkitevdji hatvanyt, akkor teljesiilnek a hatvanyozas ko-

2.5. abra Kisebb, nagyobb

rabbi azonossagai is. RYTTI
.. ..
s 45 <
: |
[ ) [
[ ) q
[ ) L]
.. . . ..
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A -Hatvany; gyok, logantmus

: pedig 1-nél nagyobb egész szdm! Ekkor az a szam L _adik hat-
F q ;

i vanya egyenld az a alap p-edik hatvanyanak g-adik gyokével, azaz

gt =3a”.
J.palli Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!
2
1 V3
a) 1002 b) 814 )| —| ; d) 0,0001 ¢
1) ) ) (1 - 5) )
2.6. dbra Szémitsuk ki! .
Megoldas:

3
: a) 100 =+100° =(+100)" =10° =1000;
1
i b) 81F =81=3;

f o) (L)g _, (L)z =(3 ne J_ =(1)2 =25,
125 125 125 5

. 3 ~
d) 0,0001 * =40,0001 = (,4/0,0001) ' 20,17 =1000.

atvanyokat!
: 3 © z
2.7. abra 10 hatvanya? : a) 157; b) 23_5; c) x4 (x > O).
Megoldas:

° 3 6 7
: a) 157 =15%; b) 235 =323, ¢) x * =4x7.

= _l“l %’ 4oudlehy  Irjuk fel tortkitevéjii hatvany segitségével az aldb-
- : bi gyokos kifejezéseket! §
2.8. abra Egy gyokjel segitségé- ¢ !
vel ) Y (a>0); b) = (x>0); ) ——(y>0)
i X 6
E y

: Megoldas:

11
2 Ia = a5; b)\r B xs,c)r= =gy =y s
: ¥
T 46 ":
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Yy ([
Wi i uglilr Irjuk fel 10 hatvanyaként az alabbi kifejezéseket!

) V10003100 - Y/3/10;
? b) /0,001 -¥/10000 - 3/3/0,00001 - 0,001;
9 100000 - ¢/0,1- /100 0-1000
V1000 20,1

Megoldas:
a) Alkalmazzuk az n-edik gydk 4. azonosségét majd a tértkitevc’ijﬁ hat-

e

azonossagot!

\/100 0-/100 \4/3 =+10° -/10% -¥/10 =
2 3,21 18+8+1 27 9

107107107 107 210 B <107 10"
b) Itt is az n-edik gyok 4. azonosségét majd a tértkitevéjﬁ hatvény de-

sagot alkalmazzuk.

/0,001- \/10000 %/z/o 00001 -0,001=~/10" -10* -¥107 -107 =

4 345 —45+24-10-90 121
—102 105-10 5.10% =10 2515 =10 =10 ¥,

s

alapt hatvanyok szorzasara, illetve osztasara Vonatkozo azonossagot!

4100000 §/0,1-3/100 1000 _ 10°-$h0" 310 -10°
\/1000 0,1 NI

2.9. abra Oda-vissza

s 1,2, 15-2+8+36 57 19
_10° 1010 -10° 104 5T 10 7 107 10°
ER £ ] 5T
10710 ¢ 102 4 10# 104 10°
19 E 14 7

4. ualdy Végezzik el a kijelolt miveleteket!

3 2

E 1 2 3
L a) a’-a 3 -a* (a>0); b)b b

d) (d%—zJ(d%+2J (d>0);

5

(b>0); ¢ [05

b4

Megoldas:
a) Alkalmazzuk az azonos alapti hatvanyok szorzasara vonatkozo azo- )
nossagot! 2.10. 4bra Gyerekjaték? sooooe,
.. ..
. 47 <
N !
L] [
L] q
L) LJ
.. ..
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A -Hatvany; gyok, logantmus

: b) Alkalmazzuk az azonos alap hatvanyok szorzasara és osztasara vo-
natkoz6 azonossagot!

3 3.2 (.3 30-8+15 37
2 5 222 30-8+15
b?-b 25 [ 4) _

=b ® =p%.

. b_z
¢) Alkalmazzuk a kéttagu kiilonbség négyzetére és a hatvany hatvanyo-
¢ zasara vonatkozo6 azonossagot!

E A I S 5
: (CZ—IJ =(02J —2ct+1=c"-2¢2 +1.

d) Alkalmazzuk a két tag dsszegének és kiilonbségének szorzatara és a
2.11. abra Ismételjiik 4t az azo- : hatvanyozasara vonatkoz6 azonossagot!

nossagokat! 3 3 3V 3
(d4_zJ(d4+2J=(d4) amdioa

s

nos alapt hatvanyok szorzasara, illetve osztasara vonatkozd azonos-
¢ sagokat!

2 2 3 5 25 2,5 19
3 4 3 07 3 3 3 37 - 37
a3 a* d’ a’*-a*-a’> a’*-a*> a’? a® o
1 -3 1 1 1 1 T 4T

E I S A S A O SR o SR

2 2 3 a’ -a -a a -a a a

~ . H a -a t-a
2.12. abra Ujra és ujra

)

3 3
=0’ =106 +25+b° +10b> +25-b* +9 =
=h’+59.
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Q) Oldjuk meg!

1. Szamltsuk ki az alabbi hatvanyok értékét!
4 3
a) 1253 b) 92, c) 164 d) 512°; e) 24014;

1 _g. 81 _%‘ 343 _§
) ol v(E)

2 1
k) 1000 3; 1) 64 .
2. [rjuk fel tortkitevojii hatvany segitségével az alabbi gyokos kifejezéseket!

a) 6; b) \/E o) I7%; d) s 35, ¢) i/%;
1

5 134 ; g) 6'2127

3 2
i) 0,01 2; j) 0,000001 *;

[

3. [rjuk fel 3 hatvanyaként a kovetkezo kifejezéseket!

a) V3 -39; b)WT_Wﬁ-\E;

6 L, 3 1, . {/ﬁ%/a\/ﬁ
2 mﬁ@@-% TG

4. Végezziik el kijelolt miiveleteket!

ERNA s o2 o3 I
a) x5-x3-x* (x>0); b) yo-y -y iy (y>0); c) —— (a>0);
R

d) — (b>0); e) (02—4] +(20‘_‘+2] —(cz—lJ(cZH) (¢>0);

(d; o3> +9) (d>0); h (ag +2J[a§ 2 +4J (a>0).

5. frjuk fel x (x> 0) hatvanyaként!

3 ! 5 3 3
«’x3-x4-(x2)3 x3-(x72)4 2 ) \’x4'«4/x3-\/;(x5 8
. . c

a) 9 b) b
x40 x% L iy
S
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' A .Haivénv,

gyok, logaritmus

st Azirracionalisikitevojihatvanyyazexp

esese

GialIEFGYPENY,

3.1. abra Baktériumok

YA

3.2. abra Az f fiiggvény grafikon-

ja

>

3.3. abra A g fuggvény grafikon-

ja
’ 50 %
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oo

Mar a 9. osztalyos tankdnyv egy példajaban sz6 volt arrol, hogy opti-
malis kortilmények kdzott a baktériumok rendkiviil gyorsan ndveked-
nek és osztédnak. Az orvosi szempontb6l fontos baktériumok esetén
a szaporodasuknak egy bizonyos szakaszaban akar 20-40 perc alatt
megduplazodhat a szamuk (3.1. abra). Ezt az id6t a generacios idonek
nevezik. Késébbiekben ezzel még foglalkozunk. Ha egy baktériumpo-
puldcidban a baktériumok szama kezdetben N, akkor n db osztodasi
ciklus utan (ne N) a baktériumok szamataz N, = N, -2" 9sszefiiggés
adja meg. Tehat olyan fliggvénnyel irhatjuk le a baktériumok szamanak
valtozasat, melynek hozzarendelési szabalya adott alap valtozé kitevo-
ju (kitevé = exponens) hatvanya. Az ilyen fliggvényeket exponencialis
fiiggvényeknek nevezziik. Az alabbiakban ezekkel a fliggvényekkel
foglalkozunk.

oo Jupdlda Abrézoljuk a [-3;3] intervallumon, és vizsgaljuk
i monotonitds szempontjabol az alabbi fiiggvényeket! ]
b) g: Z—>R; xH(%J .

a) f: Z—>R; x>27;

Megoldas:
a) Az f figgvény grafikonja a 3.2. abran lathato.
A fliggvény grafikonjat kiilonallo pontok alkotjak, hiszen értelmezési
tartomanya az egész szamok halmaza.
A fliggvény értékkészlete a pozitiv valos szamok halmazanak egy rész-
halmaza.
Mivel a fliggvény hozzarendelési szabalyaban szereplé hatvany alapja
1-nél nagyobb, igy az egész kitevojii hatvany definicidjabol kovetkezden
az f fliggvény szigoran monoton névekvo. Ezt a grafikon is szemlélteti.
b) A g fiiggvény grafikonja a 3.3. dbran lathato.
Az el6z6hoz hasonloan itt is kiilonallo pontok alkotjak a fiiggvény gra-
fikonjat, és értékkészlete a pozitiv valds szamok halmazanak egy rész-
halmaza.
Mivel a fiiggvény hozzarendelési szabalyaban szerepld hatvany alapja
1-nél kisebb pozitiv szam, igy az egész kitevojii hatvany definiciojabol
kovetkezden az f fliggvény szigortian monoton csokkend. Ez a grafi-
konrol is leolvashato.

=

V4

példaban szerepld fiiggvények értelmezési tartomanyat. Miel6tt ezzel
foglalkoznank, oldjuk meg az alabbi példat!
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w 4, u3l:k Allitsuk névekvd sorrendbe az alabbi hatvanyo-
i kat! '
4 2 5 2 31 5

éa) DR B, AR 9B 9E 5d

Megoldas:

P
a) A tortkitevojii hatvany definicioja alapjan a? = </a7 , igy mindegyik
hatvanyt kifejezhetjiik n-edik gyok segitségével. Az igy felirt szamo-
kat viszont kdnnyen dssze tudjuk hasonlitani, ha azonos a gyokkitevo.
Ezért hozzuk azonos nevezére a tortkitevoket, majd alkalmazzuk a de-
finiciot! A k6zos nevezo 30.

3.4. abra Novekvé sorrend

4 24 2 20
B 30 _30/~24 3 30 —30/~20
25 =230 =¥ 23 =% =¥
5 25 2 4
3 30 _30/~25 5 30 _ 3074
26 =230 =25 215=230=,/2,
31 5 75
25 = 3931 2’5 — 2‘5 — 30/2—75
5 .

Az 1. példa a) része alapjan 277 < 2% < 2% <2* <2 <2’ Mivel az
n-edik gyok fliggvénye barmely ne N* esetén szigortian monoton no-
vekvé, ezért

30[2—75 < 30 24 < 30, 220 < 30 224 < 30, 225 < 30’231
S22 4 sl
igy 22 <2 <23 <25 <260 <2%,
b) Az el6z6h6z hasonloan jarhatunk el, csak most a tortkitevok kozos
nevezdje 12.

Y3 (1VE I (1Y% (1) 1y
— =| — =12/] — 5 — =| — =12/] — s

2 2 2 2 2 2
B 1Y (1) (1Y®: 1y
=12/ — 5 — = — =12/ — ,

2 2 2 2

3 9 1 4

1y (1) 1Y (1y (1) 1Y
—_ =| — =12/ — s — = — =12/ — .

2 2 2 2 2 2

Az 1. példa b) része alapjan

(2] (2] ) ()6 )

Mivel az n-edik gyok fiiggvénye barmely ne N* esetén szigortian mo-
noton ndvekvé, ezért

O BRER R ORE]

3.5. abra Ez igy nem jo

N | =

3.6. abra Szigortian monoton no-
vekvo

. 51 K
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: A .Haivénv, gyok, logaritmus

veeo"04

<y

0104 12

3.7. abra Az ffiiggvény grafikon-

jénak néhany pontja

y
041 “"teen.
1,8 0l04 1218 x

3.8. abra A g fliggvény grafikon-

janak néhany pontja

3.9. abra Kozelités

Matematika_11_tk.indb 52
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SORSROROROED)

=00 Srpeldd; Abrazoljuk a [-1,8;1,8] intervallumon, és vizsgal-
i juk monotonitas szempontjabol az alabbi fiiggvényeket! :
b) g: Q—>R; xl—)(%] .

a) f: Q>R x— 2%

Megoldas:
a) A 3.7. abran természetesen csak néhany pontot tudunk feltiintetni.

A fliggvény értékkészlete a pozitiv valos szamok halmazanak egy
részhalmaza.

A felvett pontokat nem kothetjiik 6ssze, hiszen az értelmezési tarto-
many nem a valos, hanem a racionalis szamok halmaza. Bebizonyithato,
hogy barmely két racionalis szam kdzott van irracionalis szam, igy bar-
milyen siirtin is vessziik fel a pontokat, azokat sohasem kothetjiik 6ssze
folytonos vonallal. A grafikon is sugallja, hogy az ffiiggvény szigortian
monoton novekvé. Ez is bizonyithato. A bizonyitas gondolatmenetének
a lényege az, amit a 2. példa a) részében is lattunk. Tehat az értelmezési
tartomany kiterjesztésével a monotonitasi viszonyok nem valtoztak.

b) A 3.8. abran sem kéthetjiik 6ssze a felvett pontokat, és a fiiggvény
értekkészlete a pozitiv valos szamok halmazanak egy részhalmaza.

Ez a grafikon azt jelzi, hogy a g fliggvény szigorian monoton csokke-
nd, ami természetesen bizonyithatd a 2. példa b) részében latottakhoz
hasonlé modon. Az értelmezési tartomany kiterjesztése ebben az eset-
ben sem valtoztatta meg a monotonitasi viszonyokat.

"
=)

Ahhoz, hogy az el6z6 grafikonok ne csak kiilonallé pontok halmazai
legyenek, értelmezniink kell az irracionalis kitevdjl hatvanyt is. A kite-
véhalmaz bovitésénél eddig a permanenciaelvet tartottuk szem eldtt, és
az el6z6 példakban azt is tapasztaltuk, hogy a bovités nem valtoztatta
meg az exponencialis fliggvény monotonitasi viszonyait sem.

nak kell lennie, hogy

% eleget tegyen a permanenciaelvnek;

% 1-nél nagyobb alap esetén az exponencialis fliggvény szigori-
an monoton novekvd, 1-nél kisebb alap esetén szigortian mo-
noton csdkkend legyen;
az 1-t6l kiilonboz6 alapu exponencialis fliggvény értékkészle-
te a pozitiv valos szamok halmaza legyen;

% avaloés szamok halmazan értelmezett exponencialis fliggvény

grafikonja folytonos vonallal megrajzolhato legyen.
Az alabbiakban konkrét példan keresztiil érzékeltetjiik, hogy miként
lehet értelmezni az irracionalis kitevéji hatvanyt.

. 4
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Legyen a kitevo N} , az alap pedig 2! 9. osztalyban beszéltiink
arrol, hogy a szakaszos végtelen tizedes tort alakban felirt szamok a
racionalis, mig a nem szakaszos végtelen tizedes tort alakban felirt sza-

mok az irracionalis szémok. A +/2-t kozelithetjiik két oldalrol a tizedes
tort alakjabol kiindulva az alabbi modon.

1< \/E <2
1,4<V2<1,5
1,41<~2 <1,42
1,414 <2 <1,415
1,4142 <2 <1,4143
1,41421 <2 <1,41422

1,414213 <2 <1,414214.

Az el6z6 raciondlis szamok kozott fennallnak a kovetkezdé egyenlot-
lenségek
1<1,4<1,41<1,414<1,4142<1,41421<1,414213<....

<1,414214<1,41422 < 1,4143 < 1,415<1,42<1,5< 2.

3.10. abra Monotonitas

Haa+/2-t kozrefogo szamokat egy-egy zart intervallum végpontjainak
tekintjiik, akkor megadhato ezeknek egy végtelen sorozata.
(2] 2 [1,41,5] o [1,41;1,42] o [1,414;1,415] o [1,4142;1,4143] > ...

Az ilyen intervallumokat egymasba skatulyazott intervallumoknak
nevezziik. Lathatjuk, hogy egy-egy intervallum két végpontjanak a ta-
volsaga egyre kisebb, s6t be lehet bizonyitani, hogy tetszélegesen kozel
van 0-hoz. Meg lehet mutatni azt is, hogy ezek az intervallumok ponto-
san egy szamot hataroznak meg, ez jelen esetben a 2,

Azt tudjuk, hogy az f: Q - R; x> 2" fliggvény szigorian mo-
noton ndvekvd, emiatt fennallnak az alabbi egyenldtlenségek

21 < 21.4 < 21.41 < 21.414 < 21,4142 < 21,41421 <
< 21.41422 < 21,4143 < 21.415 < 21,42 < 21,5 < 22

Vagyis most is megadhat6 egy intervallum-sorozat az aldbbi modon:

21;22 S 21,4;21,5 = 21,41;21‘42 =S 21,414;21,415 =
[ 1 [2[1,4142;21,41]43] [D [21,41421;]21,41E22] S :|

Ezek is egymasba skatulyazottak, és belathato, hogy az intervallumok
végpontjainak tavolsaga tetszdlegesen kozel lehet a 0-hoz. Igy ezek is

3.11. abra Egymasba skatulyazva

egy szamot hataroznak meg, legyen ez szam a 2", Be lehet bizonyita-
ni, hogy az ily médon meghatarozott irracionalis kitev6ji hatvany ren-
delkezik a téle elvart tulajdonsagokkal.

A valos kitevojt hatvany pontos, preciz értelmezése mély gondolatokat
rejt magaban, mely tulmutat e tankonyv keretein, ezért azzal itt nem
foglalkozunk.

A tovabbiakban fogadjuk el, hogy a korabban megfogalmazott ko-
vetelményeknek eleget téve értelmezhetjiik a valés kitevdjii hatvanyt.

. 53 K
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' A .Haivénv,

gyok, logaritmus

3.12. abra Tulmutat a keretemen

>

3.13. abra Exponencialis fiiggvé-
nyek grafikonja

S 54

Matematika_11_tk.indb 54

: {gy definialhatjuk a valos szamok halmazan értelmezett exponencialis
fliggvényt.

 Uailnldd Az f:R—-R; x> a' (a>0) fiiggvényt expo-
: nencialis fliggveénynek nevezziik. :

...................................................................................................

Ha a =1, akkor az f fiiggvény minden valos helyen az 1-et veszi fel,
azaz konstans fiiggvényt kapunk. Ezért a tovabbiakban ezzel az esettel
nem foglalkozunk, tehat legyen a #1.

p000000000000000000000cs00

==t ipelda; Abrazoljuk k6z6s koordinata-rendszerben és jelle-
i mezziik az :

1 X
fiR>R; x> 2" ésa g:R%R;xI—)(EJ

Ertelmezési tarto-

monoton névekvo.

D, = R D, = R
manya ’
Ertékkészlete R =R R =R*
A g
Zérushelye nincs nincs
Szélsoértek nincs nincs
Az értelmezési tar- Az értelmezési tar-
Menete tomanyan szigorian tomanyan szigortian

monoton csokkend.

Mindkét fliggvény az értékkészletének minden elemét egyszer és csak
egyszer veszi fel, tehat kolcsondsen egyértelmii fiiggvények.

&
%’ Vegyliik észre, hogy az f'és g fiiggvény grafikonja az y ten-

. 1 OV A
gelyre nézve egymas tiikkorképe! Mivel 5 = (2 1) =2 "
igya g:R->R; x> (%] figgvény grafikonja megkaphato az y
tengelyre torténd tiikkrozéssel az f: R — R; x> 2* fliggvény gra-

fikonjabol. Ez a kapcsolat fennall barmely a és 1 alapti (a #1)
a

exponencialis fliggvény grafikonja kozott.

2011.05.27.
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_ J.u3ll Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket!

y
h x—3
ia) f1 Ro>R; x—>3"-3; b)g:R%R;xl—)(%] .
f
Megoldas: ; 4)(; X
a) Induljunk ki az alapfiiggvénybodl, amely ebben az esetben /4
x . 7 . . 7 Jo . —/
fo :R—>R; x> 3" fliggvény! Mivel az f, fliggvény értékeit 3-mal f

csokkentve megkapjuk az f fiiggvény megfeleld értékeit, ezért az f
grafikonjat az y tengely mentén negativ irdnyba 3-mal eltolva az f fiigg-

- A 3.15. abra Az f fliggvény grafi-
vény grafikonjahoz jutunk (3.15. 4bra).

konja

b) Ebben a feladatban az alapfiiggvénya g, : R - R; x> [%J fligg-

vény. Mivel ebbdl ugy kapjuk a g fliggvényt, hogy a valtozd értékét 9% 7 g
3-mal csokkentjiik, igy a g fiiggvény minden értéket 3-mal , késébb”
vesz fel, mint a g, fiiggvény. Ez azt jelenti, hogy a g grafikonjat meg-
kapjuk a g, grafikonjabdl, ha azt az x tengely mentén pozitiv irdnyba

3-mal eltoljuk (3.16. abra).

Foglaljuk 6ssze az f: R — R; x> a” exponencialis fiiggvény tulaj-
donsagait, ha a #1 (3.17. abra)!

3.16. abra A g fliggvény grafi-
konja

Haa>1 Hal>a>0

Grafikon: Ya Ya

5 e

0] 1 X 0 1 X
Ertékkészlet: R* R*
Menete: szigorian monoton né szigortian monoton csokken
Szélsoérték: nincs nincs

3.17. abra Osszehasonlitas

Barmely a #1 alap esetén az exponencialis fliggvény az értékkészleté-
nek minden elemét egyszer €s csak egyszer veszi fel, tehat kdlcsondsen

egyértelmi fliggvény. RYTTI
. 55 <
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R, Oldjuk meg! ,

1. Egy baktériumpopuldci6 esetén a generacios id6 (lasd a lecke 1. példajat) 7, =25 perc. A bakté-
riumok szaporodasanak exponencialis szakaszaban a baktériumok szamat az id6 fliggvényében a
t
N,(t)=N,-2" bsszefiiggés adja meg, ahol N, a populacidban levé baktériumok szdma kezdetben.
a) Hanyszorosara n6 a baktériumok szama 150 perc alatt?
b) Hany szazalékkal kevesebb baktérium van a populacioban 100 perc elteltével, mint 150 perc

elteltével?
2. Abrazoljuk és jellemezziik az alabbi fiiggvényeket!
a) [:R>R; x—>2"+3; b) g: R—>R; x>2"; c)h:R—)R;xl—)(é) -

x—2 x+2
d)irR—ﬂR;xH(%); e) jiR-R; x37 -3 f)k:R—)R;XI—)—(g] +1;

x—1

g)l:R—)R;xl—)(%); h)m:R—)R;xl—){%)

4. Exponencialis egyenietek; egyenlet_;rte_‘ﬂi?_f ZETEKESIEYYEN DL EISEYER]
R O

eoe e . sevee

4.1. Exponencialis egyenletek

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
)

). udlds Mint arrdl az el6z6 lecke végén is szoltunk, a bak- |

i tériumok szaporodasanak exponencialis szakaszaban azok szamat |
. .

| az id6 fiiggvényében az N,(t)=N,-2" bsszefiiggés adja meg, ahol
i N, a populacioban levd baktériumok széma kezdetben, t, pedig
: a generacios id6. A generacids id6 a sejtszam megduplazédasahoz
i sziikséges 1d6. Ez legyen 22 perc! Mennyi id6 sziikséges ekkor ah- :
: hoz, hogy a populacidban a baktériumszdm a kezdeti érték 128-szo-
! rosara ndvekedjen? :

Megoldas: N
. t
A feladat szerint Vl=128. Legyen x=t—! Ekkor a probléma a

0 g
2" =128 exponencialis egyenlet megoldasara vezet.
Mivel 128 =27, ezért a 2* =2’ egyenletet kell megoldani. Mivel az

4.1. abra Tetanusz baktérium po-

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

lacid >gY
puiacion 1-t6] kiilonbozo alapt exponencialis fiiggvény kolcsondsen egyér-
telm, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a
kitevok megegyeznek, azaz x =7. Innen kapjuk, hogy 7 =L, azaz
...0... t
L] ° g
Y 56 %
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t =154 perc. Tehat 154 perc alatt n6 128-szorosara a populacidban 1évo
baktériumok szama.

il - o ]
e Z.p2lda Oldjuk meg a valés szamok halmazén az aldbbi :

egyenleteket! N

2 P-4 3
L8 512325 b) 147 =813, o) (¥2) - Y <o
! 125 9 8
Megoldas:

a) Irjuk fel mindkét oldalt 5 hatvanyaként, a tortkitevojii hatvany defi-
nicidja és a hatvanyozas azonossagainak a felhasznalasaval!

5x+2 — 3 25 .L’
125
2
5x+2 — 53 . 5—3,
; 4.2. abra Oldjuk meg!
5x+2 — 5_3

Az 1-t6] kiilonbdz6 alapu exponencidlis fliggvény kdlcsondsen egyértel-
mil, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenl6, ha a kitevok
megegyeznek, azaz D 7 ,
3
13
=
Mivel végig ekvivalens egyenleteket kaptunk, ezért az egyenlet egyet-

len megoldasa a —?.

b) irjuk fel mindkét oldalt 3 hatvanyaként, a tortkitev6jii hatvany defi-
nicidja €s a hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval

2
54/277=815,

k68
3734 =37
b

k6, 8
34 =33

Az 1-t6l kiilonbozé alapu exponencialis fliggvény kolcsdndsen egyér-
telmii, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a
kitevok megegyeznek, azaz

4.3. abra A parbaallitas kolcsono-

M —2= _§’ sen egyértelmi fliggvény

4 3
3x-2 8

4 3’

26

X=—— o0
9 o’ ®e,
s 57 <
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¢ Mivel végig ekvivalens egyenleteket kaptunk, ezért az egyenlet egyet-

len megoldasa a —%.

¢ ¢) Rendezziik at az egyenletet, majd irjuk fel mindkét oldalt 2 hatvanya-
¢ ként, a tortkitev6jli hatvany definicidja és a hatvanyozas azonossagainak

a felhasznalasaval! x
-4
(B) = (1 ) ,
8

X4
23 =27
¢ Az 1-t6] kiilonboz6 alapt exponencialis fiiggvény kdlcsondsen egyér-
44. dbra Az egyenletrendezés © to]mj, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a
nem annyira bonyolult, mint a kitevik megegyeznek, azaz

filmrendezés §
: x*—4
H =X,
: 3
: ¥’ +3x-4=0.
¢ A mésodfoku egyenlet diszkrimindnsa D=3’ —4(—4)=9+16=25.

. , —3%5
Igy a megoldésok x,, = — = x,=—4,x,=1

Mivel végig ekvivalens egyenleteket kaptunk, ezért ezek és csak ezek
az egyenlet megoldasai.

o Huuzlin Oldjuk meg a valdés szamok halmazan az alabbi

: egyenleteket!
; (1257 (2
4.5. abra Ezt megoldottuk ) [ 2 -2, b) 125-3° _81.5"—0.
: 8 5
Megoldas
e
& 125 (2)°
‘5,?} Vegylik észre, hogy e =(§] !
Ez alapjan

/N
w7 —
Nkl T~
& [
—, ——,
= =
& &
Il Il
(AR W |
W wn

—
W N
~——
i=2)
=
7
N=l
1]
(VN S}
W

T 4.6. abra Egyenlok
... ...
; 58 %
) [
) [
» L
() (]
.. o . ..
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Az 1-t6] kiilonbdz6 alapu exponencialis fliggvény kdlcsdondsen egyértel-
mil, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a kitevok

megegyeznek, azaz —6x+9=5
—6x =—4,
2
x==.
3

Az ekvivalens egyenletek miatt ez és csak ez a megoldas.

b) Eddig fel tudtuk irni az egyenlet mindkét oldalat ugyanazon alap

hatvanyaként. Egyel6re gy tlinik, hogy ennél az egyenletnél ezt nem

tudjuk megtenni. Rendezziik at az egyenletet Ggy, hogy az egyik olda-

lon csak az 5 hatvanya szerepeljen, a masikon pedig a 3-é!
125-3*—81-5"" =0,

125-3* =81-5",

2 3 5x—1
81 125’
3x 3 Sx—l
Fos
3 =571 4.7. abra Fent és lent

Mivel a két oldalon szerepld hatvanynak azonos a kitevdje, ezért osz-
szuk el az egyenlet két oldalat 5 *-nel, ami nem nulla!
3xf4

5x_—4

3 x—4 3 0
Az 1-t6l kiilonbozé alapu exponencialis fiiggvény kolcsdndsen egyér-

telmti, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a
kitevok megegyeznek, azaz

=1,

x—4=0,

x=4.
Az ekvivalens egyenletek miatt ez €s csak ez a megoldas.

w A ualds Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok
i halmazan! ]

2 6"”‘%-6“‘ ~12-6"' +2.6* =35,

2x

| 1) 0,57 ~0,25 +0,5" +0,125 ° =88.

4.8. abra Otos és hatos

Megoldas:

a) Mivel a bal oldalon egy 0sszeg szerepel, ezért ezt egyeldre még nem
tudjuk egy alap hatvanyaként felirni. A hatvanyozas azonossagainak
felhasznalasaval torekedjiink arra, hogy minden tagban azonos alap

azonos kitevdjli hatvanya szerepeljen, majd vonjunk dssze! ooo%%e,
L] L)
LJ [ ]
s 59 <
N !
L] [
L] q
.. ..

Matematika_11_tk.indb 59 2011.05.27. 12:35:25



A -Hatvany; gyok, logantmus

4.9. abra Ez nem kolcsonosen :

egyértelmi

4.10. abra Vegyiik a reciprokat!

Matematika_11_tk.indb 60

6" —%-6"” -12-6""+2-6" =35,

36'6"—1-6~6”—12~6—+2~6" =35,
6 6

366" —6"—-2-6"+2-6" =35,

35-6" =35,
6" =1,
6" =6".

Az 1-t6l kiilonb6z6 alapu exponencialis fiiggvény kdlesondsen egyér-
telmi, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a
kitevék megegyeznek, azaz x =0.

Végig ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk, ezért ez és csak ez a meg-
oldas.

b) Az el6z6hoz hasonloan dolgozhatunk, csak irjuk fel tort alakban a

nevezOket, €s alkalmazzuk a negativ kitevdjli hatvany definiciojat is!
2x

0,572 —0,25"" +0,5 7> +0,125 * =88,

RURORC)

2x
227 g 4227 187 =88,

88,

2x X 2x 2x
2 —4—+23+(23)3=88,
2 4 2
4——4—+4—+4"=88,
2 4
4-4"=2-4"+4"4+8-4" =704,
11-4* =704,
4" =64,
4 =4

Mivel az 1-t6l kiilonb6z6 alapu exponencialis fliggvény kdlcsondsen
egyértelmil, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld,
ha a kitevok megegyeznek, azaz

x=3.

Végig ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk, ezért ez és csak ez a meg-
oldas.

. J.paldli o Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket! ’
! 1

' a) 9"’5+26.3H—$=o; b) 5 —4.0,2" =1.
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Megoldas:
a) A bal oldalon 6sszeg szerepel, ezért alkalmazzuk az eldbb mar bevalt
madszert, azaz alakitsuk ki ugyanazon alap ugyanolyan kitevojii hatva-

) a1z x 2\* 2x X 2
nyat! Ehhez vegyiik észre, hogy 9 =(3 ) =3 =(3 ) !
1
9" 126.3 — L ¢,

9

APV
g 39
3* X
3 27 9 4.11. abra Uj ismeretlen

9.(3) +26-3 -3=0.

Vezessiink be 1ij ismeretlent, legyen y =3"! Ekkora 9y* +26y-3=0
masodfoku egyenlethez jutunk.
Az egyenlet diszkrimindnsa D =26 —4-9- (—3) =784=28"
—26%28 ooy 1 _3

13 n= 9’ Yy =72
Mivel y=3" és az exponencialis fliggvény értékkészlete a pozitiv
valos szamok halmaza, ezért a —3 nem megoldas. Visszahelyettesitve
kapjuk, hogy

lgy y,=

ol
9
3 =32

Az 1-t6l kiilonboz6 alapt exponencialis fliggvény kolesondsen egyér-
telmi, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld, ha a
kitevok megegyeznek, azaz x =-2.

Behelyettesitéssel meggy6zodhetiink ennek helyességérol.

b) Az el6z6h6z hasonld modon jarjunk el és hasznaljuk ki, hogy

0,2 =(1] =L,
5) 5

4.12. abra Régi ,,ismerds”

5% -4.0,2" =1,
5-5° —4~Lx=1.
5
Vezessiink be 0j ismeretlent, legyen y =5"!
5-y—4-l=1,
y
5y —y—4=0.

A kapott masodfokl egyenlet megoldasai y, =1, y, =-0,8. A —0,8
nem megoldas, mert az exponencialis fliggvény értékkészlete a pozitiv
valos szamok halmaza. Visszahelyettesitve kapjuk, hogy

5" =1, 4.13. abra Nem semmi
57 =5
..... ......
s 61 <
M ‘
L] [
L] q
.. ..
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Mivel az 1-t6l kiilonbdzé alapu exponencialis fiiggvény kolesondsen
egyértelmii, ezért ez a két hatvany akkor és csak akkor lehet egyenld,
ha a kitevék megegyeznek, azaz x = 0.

Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink ennek helyességérol.

LXYYTYY eccee eoe eoe eoe eoe oo eoe 0000000000000 00000000000000

4.2, Exponencialis egyenletrendszerek

LXTYTYY eccoe eoe eoe eoe ece oo X 0000000000000 00000000000000

2, ualds Oldjuk meg a valos szamparok halmazan az alabbi

 egyenletrendszereket!

i 39 _ 992 _ 19 57 -125-25"=0
L) ; .

i1 6-3745.27 =28 (3\')-V_9yz=0

a) Alakitsuk at az egyenleteket a hatvanyozas azonossagainak alkalma-
zasaval!

Linedris egyen- oo
letrendszer! 3 =2 =19
6:37+5.2" =28
: 3.3'—4.2" =19
23 +5.2 =28

Legyen a =3", b=2"! Akapott egyenletrendszer els6 egyenletét szo-
rozzuk be 2-vel, a masodikat 3-mal, majd vonjuk ki a méasodik egyen-
letbdl az els6t!

4.14. abra Idézziik fel a korabbi
ismereteinket!

3-a—4-b=19
: Za+5h=28}
: 6-a—8-b=38
6ﬂ+&5b=M}
: 23 = 46,
b=2.

Ekkor a =9. Felhasznalva, hogy az exponencialis fiiggvény 1-t6] kii-
16nb6z0 alap esetén kolesondsen egyértelm, kapjuk, hogy x =2, y=1.
Az ekvivalens atalakitasok miatt ezek és csak ezek a megoldasok.
b) Alakitsuk at az egyenleteket a hatvanyozas azonossagainak alkalma-
zasaval!

5% —=125-25"=0

(yf—ﬁ%zo

5x — 52y+3
3xy — 32y+3 .

>
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Felhasznalva, hogy az exponencialis fliggvény 1-t6l kiilonb6z6 alap
esetén kdlcsondsen egyértelmil, azt kapjuk, hogy

x=2y+3
xy=2y+3}’

(2y+3)y=2y+3,

2y+3)(y-1=0.

3 . .
Innen y, =1, y, =—E. Visszahelyettesitéssel megkapjuk az x-et,

x, =5, x, =0. Az ekvivalens 4talakitdsok miatt ezek és csak ezek a

megoldasok. 4.16. abra Ezek és csak ezek a
megoldasok

4.3. Exponencialis egyenldtlenségek

. 7. 33l Oldjuk meg a valés szamok halmazén az alabbi :

i egyenldtlenségeket!

H x?—8x—11

fa) 370 <9%; b)ﬁs 6 .

§ 36 |7

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" g9 M .
X

Megoldas:

a) Irjuk fel mindkét oldalt 3 hatvanyaként!
33x—6 < 3 9)( .
2x
30 <33,
Mivel az x> 3" fliggvény szigorian monoton névekvo (4.17. abra),

4.17. abra Az x> 3" fiiggvény
szigoraan monoton ndvekvo, ezért
ha 3" <3%, akkor x, <ux,.

ezért 3x—6< % Ebbdl pedig kapjuk, hogy ¥y

3x—6< & s
3

9x—-18<2x,

Tx <18,

18
xX<—.

Tehat a megoldashalmaza M = }—w;g[.

] 6 4.18. abra Az xl—)(gj fugg-
b) Irjuk fel mindkét oldalt 5 hatvanyaként!

vény szigorGian monoton csokke-

no, ezért ha é < 9 , akkor
7 7

X 2 X,. .
. 63 K

Matematika_11_tk.indb 63 2011.05.27. 12:35:49



A -Hatvany; gyok, logantmus

49 6 x”-8x-11
g 36 |7
-2 x?—8x-11
6) <[¢ ,
7 7
5 > X
R ¥ Mivel az x> (;J fliggvény szigorian monoton csokkend
(4.18. 4bra), ezért —2> x> —8x—11. Ebbél kapjuk a 0> x> —8x—9

masodfokt egyenldtlenséget. Mivel a valds szamok halmazan értelme-
zett x> x° —8x—9 filiggvény képe ,.felfelé” nyilo parabola, ezért a

4.19. dbra Az x> x*—8x-9
figgvény képe ,.felfelé” nyilo pa-
rabola, ezért a két zérushely kozott
vesz fel negativ értékeket

Q) Oldjuk meg!

két zérushely kozott vesz fel negativ értékeket (4.19. abra). Hataroz-
zuk meg a fliggvény zérushelyeit, azaz oldjuk meg az x* —8x—9=0
egyenletet! Az egyenlet megolddsai x,
lenség megoldéashalmaza M =[-1;9].

-1, x, =9, igy az egyenlot-

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

1

a) 3 =381; b) 4 =§/E-@;

2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan!

0)3/8"_”:1

32+

d) [1252x+1 — 0, 23x—2‘

162x—7 .

3 x+4 2 3 9 x 125 2x—1 5 4
— 1= 1- = == 1- 495x=257x’ ar 5 =0,
a)(z) (3) b)(ZS) (27) (3) 2 d) 553" 275" =0

3. Oldjuk meg az egész szamok halmazan!

2-x
a) 5% +5x+1 +5x+2 +5x+3 =780, b) (%] _6(

4. Oldjuk meg a valos szamok halmazan!
a) 42x+1 _15 . 4x =5. 4x—1 _1’ b) 2x+l —0,5x_2
5. Oldjuk meg a valds szamparok halmazan!

2~3"“—7~5y=19}

; b)
8.3 +3.5" =87

6. Oldjuk meg a valds szamok halmazan!

x—1
a) 2> 48, b) 3> G) >27°-81;
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2437 =91

2x—4 _ 3y—3 —

1-x

iy 3
L)V L) 200
27 9

= —%; c) 3 +37 =4,
X 32yfl — i

1 ©) 27
72 294 =47.0,5

—x+1

b —x+1 3 6x—x2—5' 4 Yoz 5 2
of5) ) ol
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5. Allogaritmus definicioja; alogaritmus uggyeEny;

5.1. A logaritmus definiciéja

,»-Madame Curie gyanitotta, hogy az uranérc radioaktivitdsa
jorészt valamely mas kémiai elemnek koszonhetd, amely az
urannal sokkal aktivabb, viszont csak rendkiviil kis mennyiségben lehet
jelen az ércben. Gyakorlott é¢s keményen dolgozé vegyészként elhata-
rozta, hogy a »kémiai frakcionalas« gondos modszerével elkiiloniti ezt a
feltételezett elemet az uranércbol. Rengeteg, Csehorszagbodl kapott szu-
rokérc ment at vegykonyhajan, ahol nagyon gondos és nagyon faraszt6
munka folyt, s ahol egyre erdsebben sugarzoé frakciok maradtak vissza.
A munka 1898-ban, tetOpontjara érve ragyogo sikert hozott: 200 mg
tiszta anyagot sikeriilt kihozni, ami milliészorta erésebben sugarzott,
mint maga az uran. Az 4j elemet, amelynek a periddusos rendszerbeli
helyét, rendszamat (Z = 88) is megallapitotta, radiumnak keresztelte.”
(George Gamow—John M. Cleveland: Fizika)

5.1. abra Marie Curie egy francia
bélyegen

b Jop3ldy A radioaktiv anyagok bomléstdrvénye megadja, :
hogy egy adott ¢ idpillanatban hany bomlatlan (N(¢)) atommag
i van jelen az anyagban, ha kezdetben a bomlatlan atommagok szama '

N, volt. A pontos Osszefliggés N(t)= N, .27, ahol T a felezési '
i id6, amennyi id6 alatt az atommagok fele elbomlik. Megkozelitéleg

i mikorra csokken 20 mg-mal a Madame Curie altal 1898-ban el6alli- : N,
i tott 200 mg radium mennyisége, ha a felezési ideje 1620 év?
Megoldas:
A radium tomege egyenesen aranyos a részecskeszdmmal, igy i
_L 2
m(t) = NO =2 T, Mivel 20 mg bomlik el, igy a radium 90%-a marad N,
o M x =
meg. Tehat m®) =0,9. Legyen x = i! igy az 1 =0,9 egyenlet- Yy
m, T 2 8

hez jutunk. Tehat keressiik azt a kitevot, amelyre az — -et hatvanyoz-
2 5.2. abra Bomlatlan magok sza-

va 0,9-et kapunk. Ilyen kitevd 1étezik, hisz a val6és szdmok halmazin : ma-id§ grafikon

értelmezett x — (5) fliggvény értékkészlete a pozitiv valos szamok
halmaza. Ezt a kitevét egyelére csak a mellékelt grafikonrol tudjuk

leolvasni hozzavetSleges pontossaggal, de a késGbbiekben tanulunk
modszert a kiszamitasara.

. 65 K
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' A .Haivénv, gyok, logaritmus

>

z 5.3. abra alapjan x =0,15. Behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy
1 0,15 1 0,152 1 0,153
—) ~0,9012. Mivel az [E) =0,9000019 és (E) =~

=0,899378, ezért a kitevo értéke két tizedesjegyre kerekitve 0,15.

/N
[\S)

o
of ™
R
/

@

N

TN
<y

Tehat % =0,15, azaz t=0,15-T=0,15-1620 = 243 ¢év. Tehat koril-

beliil 2141-re bomlik el a Madame Curie altal eléallitott radium 10%-a,

azaz 20 mg.
=

5.3. abra Az (%) fliggvény gra-
N . 1
Ebben a feladatban azt a kitevét kerestiik, amelyre az E-et emelve

fikonja

. 1
0,9-et kapunk. Ezt a kitevot 5 alapu logaritmus 0,9-nek nevezzik. Je-

16lés: log, 0,9. Alogaritmus sz6 a logos = viszony ¢és az aritmos = szam
2
szavak 0sszevondsaval keletkezett.

w Nafluldld  Legyen a 1-t6l kiilonb6z6 pozitiv valdés szam és
b pozitiv valos szam! Az log, b (,,a alapu logaritmus b”) az a ki- :
i tev®, amelyre a-t hatvanyozva b-t kapunk. Az a a logaritmus alap- :
i ja, a b a logaritmus numerusza. Jelekkel leirva: ¢"*" =5, ahol :
P a>0,a#1,b>0. 3

...................................................................................................

Mivel az 1-nek barmely hatvanya 1, ezért ha az a = 1 esetet is megen-
gednénk, a b-nek is 1-nek kellene lennie, de ekkor a logaritmus értéke
nem lenne egyértelmiien meghatarozott.

oo 2oualdsl Adjuk meg egy racionalis szamként az alabbi lo-

 garitmusok értékét!

: 1

i a) log, 9; b) log, E; c) log. 3/3;

1
d) log, /== e) log,; 9 f) log, 8.
343 o

5.4. abra Ha ezt most megértem, B
késébb nem lesz gondom vele! Megoldas:

a) A logaritmus definicidja alapjan azt a kitevét keressiik, amelyre a
3-at hatvanyozva 9-et kapunk. Mivel ez a kitevé 2, ezért log, 9 =2.

b) A logaritmus definicidja alapjan azt a kitevot keressiik, amely-

re a 2-t hatvanyozva i-ot kapunk. Mivel i=i4=2’4, ezért
1 16 16 2
voe log, — =—4.
®16
v 66 %
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¢) Irjuk fel a Y256t 5 hatvanyaként! A tort kitevdjii hatvany defi-

2
nicidja alapjan 25 = 3/5_2 =53, gy a logaritmus definicidja alapjan

log; 25 = %

d) irjuk fel a J;z—at 7 hatvanyaként! A negativ egész ¢s a tortkite-
3
v6jl hatvany definicioja alapjan ‘/3% =+/77 =7 2. gy a logaritmus

/ 1 3
definicidja alapjan lo — ===,
] pJ g, 343 5

e) Ha egy kicsit 0sszetettebb a logaritmikus kifejezés, akkor értékének
meghatarozasat az alabbi mddon visszavezetjiik exponencidlis egyenlet
megoldasara.

L

5.5. abra A hangerdsséget is lo-
garitmikus skalan adjuk meg:

Xy, =10-1g[xi]
0

Legyen x =log,; o1 igy a logaritmus definicioja alapjan ((‘/5 )x =39
exponencialis egyenlethez jutunk. Ezt az alabbi modon oldhatjuk meg:

(43) =35:

x 2
34 =3,
Mivel az exponencialis fliggvény kolcsondsen egyértelmii, ezért

x 2 8 8
—==—, azaz x =—. Tehat log, Yo ==
43 TS 8BsNT 73

f) Alkalmazzuk ennél a feladatnal is az el6z6 gondolatmenetet!

. - . 1Y
Legyen x =log, 8! Ekkor a logaritmus definicidja alapjan (3—2] =8.
32
Ebb6l mar meghatarozhatjuk az x értékét, figyelembe véve, hogy az
exponencialis fliggvény kdlcsondsen egyértelma.

1) og e 2922 o —5v=3 & x=—2.
32 5

: il [
Tehat —==1log, 8. 1
s L jl

32

. H.uslds Adjuk meg egy racionalis szamként az alabbi hat-
i vanyok értékét! (A tizes alapu logaritmus jele: 1g.) '

a) 101g2010; b) 72+log73; C) 3log330—10g320; 5.6. abra pH:—logm [H+]
d) 2510g52, e) 61"83616. f) 4log1536710g23.
Megoldas:

a) A logaritmus definicioja alapjan '*” =b, ahol a>0,a#1, b>0.
fgy 102 =2010.
b) Alkalmazzuk a hatvanyozas elsé azonossagat ¢és a logaritmus defi-

nicigjat!
72+log73 =72.7log73 =49.3=147. ..ooo..
. 67 K
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¢ ¢) Alkalmazzuk a hatvanyozas masodik azonossagat és a logaritmus

¢ definiciojat!

qozsi0-og20 _ 3% 30 3

3ee® 20 27
: d) Az eddigiektdl eltérden ebben a feladatban nem egyezik meg a hat-
vany alapja a logaritmus alapjaval, igy még nem tudjuk alkalmazni a
: logaritmus definiciojat. irjuk fel a hatvanyalapot a logaritmus alapjanak
a segitségével, majd alkalmazzuk a hatvanyozas 3. azonossagat és a

logaritmus azonossagat!
2510g52 — (52 )10g52 — 52-log52 — (5]0g52 )2 — 22 =4.

e) Jarjunk el az el6z6h6z hasonld moédon!

1 log;516 1.1 » 1 1
6oe!e =(365J =367 =(36"" )2 =167 = 4.

5.7. abra Mar megint a hatvanyo-
7as azonossagai

¢ 1) Alkalmazzuk a hatvanyozas masodik azonossagat, majd az el6z6hoz
¢ hasonlé médon jarjunk el!

1 1
B 410g1636 16E~log1636 (l6log1636 )2 365

4log,6 36-log, 3 _ _

= 4loe:3 - 210g; 3 - (210g23)z = 32 =

== A ApEldd Melyik szam nagyobb: 5
i a) az, amelynek a 3-as alapu logaritmusa 2, vagy amelynek a 2-es :
alapti logaritmusa 3; ;

b) az, amelynek a 27-es alapt logaritmusa l, vagy amelynek az 1
i alapu logaritmusa —2; 3 2

: ) 1 5

i ¢) az, amelynek a 4-es alapt logaritmusa =5 vagy amelynek a :

: . 1 :
81-es alapu logaritmusa _Z?

Megoldas:

a) Keressiik azt a szamot, amelynek a 3-as alapu logaritmusa 2, illetve
azt, amelynek a 2-es alapu logaritmusa 3. Ez azt jelenti, hogy az alabbi
egyenleteket kell megoldanunk: log, x =2 ¢és log, y =3. Alogaritmus
definicioja alapjan x =3> =9 és y =2’ =8. Tehat az a szdm nagyobb,
amelynek a 3-as alapt logaritmusa 2.

b) Az el6z6hoz hasonléan jarhatunk el. A megoldandd egyenle-

5.8. abra Melyik nagyobb?

tek log27x=§ és log, y=-2. A logaritmus definicidja alapjan
| B -2
x=277 =327 =3, illetve y =(%) =22 =4. Tehat az a szém na-

gyobb, amelynek az 2 alapt logaritmusa —2.

¢) irjuk fel a megfeleld egyenleteket!
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1, 1
1og4x=—5 és logglyz—z.

X

4

1
A logaritmus definicidoja alapjan kapjuk, hogy x=4 2 = \/% =% és
1
y=81*%= A{/Siil = % Tehat az a szam nagyobb, amelynek a 4-es alapt

. 1
logaritmusa 5 5.9.abrax >y

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000600000000000000000

5.2. A logaritmusfiiggvény

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

A fejezet 3. leckéjében foglalkoztunk az f:R —>R"; x> a”

(a>0,a#1) exponencialis fliggvénnyel. Megallapitottuk, hogy a ér- v

tékétol fliggetleniil kolcsondsen egyértelmii hozzarendelés all fenn a

valds szamok halmaza és a pozitiv valdés szamok halmaza kozott. Ez y=a

azt jelenti, hogy egy adott a esetén barmely értékkészletbeli y értéket, gy
azaz hatvanyt pontosan egy értelmezés tartomanybeli x értékhez, azaz - ol - »
kitevéhoz rendel hozza. Ez alapjan definialhatunk egy olyan fiiggvényt,

amelynek értelmezési tartomanya a pozitiv valds szamok halmaza, az

értékkészlete a valds szamok halmaza, és egy adott a esetén az a hat-

vanyaihoz rendeli hozza a megfelel6 kitevot. Ez az a” > x hozzaren-
delést jelenti. Legyen y =a", ekkor a logaritmus definicidja alapjan
x =log, y. gy létrehoztuk az exponencialis fiiggvény inverz fliggvé-
nyét, a logaritmusfiiggvényt (5.10. abra).

5.10. abra Barmely y =a" érték-
hez egyértelmiien hozzarendelhet-
jikaz x=log, y értéket

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000(5

| baflnidls A g:RT > R; x> log, x, ahol a>0 és a#1
ggvényt logaritmusfiggvénynek nevezziik.

...................................................................................................

Mivel az a alapu logaritmusfiiggvény az a alapu exponencialis fiigg-

o , o , o y
vény inverze, ezért grafikonjaik az y = x egyenesre nézve egymas tii- :
korképei (5.11. és 5.12. abrak).
Jellemezziik a logaritmusfiiggvényt! : /
g:R" > R; x> log, x g:R SR xlog,x i 7 ; 7
l<a 0<a<l
Ertelmezési . N H a i
tartomanya D, =R D, =R H
Ertékkészlete R, =R R, =R § 5.11. 4bra
Zérushelye x=1 =1 §Az fTROR;x—>2" és a
o - . ¢ g:R" > Ryx>log, x  egymés
Szélsoeérték TSRS QDS ¢ inverze, ezért grafikonjaik egymas
Menete Az értelmezési tartoményan Az értelmezési tartoményan ¢ tiikrképei az y=x egyenesre
szigorian monoton névekvé. szigortian monoton csokkend. : nézve 0000,
’ ... ...
. 69 <
o ‘
L] [
L] q
.. ..
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5.12. dbra

Az f:R—)R*;xH(%J és a
g:'R" 5R; x> log, x egymas

inverze, ezért grafikonjaik egymas
tikorképei az y=x egyenesre

nézve

yA

2

FEEEHH

szam-
. 1416
e
-3 0
3025  +
0,25 4+
10,2500  +

5.14. abra D, = ]-e0; =3[ U ]0,25;e9]

; 70
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1

5.13.4braA 12+x—x" >0 akkor
és csak akkor igaz, ha -3<x<4

neve-

70

NS

>

tort

o

0

nincs
értel-
mezve

4k

W J.u2lily Hatdrozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési
i tartomanyat! ]

 a) log,(2x—3); b) log, ,(5—2x);
) log, |7x+12]; d) log12(12+x—x2);
: 1y x+3

L e) 1 — | =81 1 .

Ee) ogg{(3] ] f) log, - ——
Megoldas:

a) A logaritmus értelmezése miatt 2x—3 >0, azaz x > 1,5. Igy az értel-
mezési tartomany a D, = |1,5;e0[ halmaz.

b) Mivel a logaritmus numerusza csak pozitiv szam lehet, a logaritmus
alapja pedig 1-t6l kiilonb6z6 pozitiv valos szam, ezért 5—2x >0 és
x—1>0 és x—1#1. EbbSl 2,5>x és x>1 és x#2. Ez alapjan az
értelmezési tartomany a D, = ]l;2[u]2; 2,5[ halmaz.

¢) A logaritmus értelmezése alapjan |7x+12|>0, de barmely valos

, o , , 12
szam abszolut értéke nemnegativ, ezért 7x+12#0, azaz x # —7.

Tehat a kifejezés értelmezési tartomanya D, = R\ {—%}

d) A logaritmus értelmezése alapjan 12+x—x”> >0. A valés szamok
halmazan értelmezett x 12+ x—x hozzarendelési szabalyu fligg-
vény képe ,.lefelé¢” nyild parabola (5.13. abra), mely a két zérushely
kozott vesz fel pozitiv értéket. Mivel a diszkriminansa D =49, igy

x, ==3 és x, =4. Tehat az értelmezési tartomany D, = ]-3;4[.

. (1Y
e) A logaritmus értelmezése szerint (5] —81> 0. Ezt atrendezve kap-
, Y (1Y .. 1Y U
juk, hogy 3 > 3] Mivel az x — 3 exponencialis fliggvény

szigoruan monoton csokkend, ezért x < —4. Tehat az értelmezési tarto-
many D, = ]—oo; —4[.

f) A logaritmus definicioja alapjan :+ 3 > 0 feltételnek kell teljesiilnie.

Aszamlalo zérushelye x = -3, anevezdé x = 0,25. Az 5.14. el6jeltablazat-
¢ bol leolvashatjuk az értelmezési tartomanyt: D = Je0; =3[ L]0, 255 0]

= &.u3zl:lsy Hatarozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a
i Tegb6vebb részhalmazat, amelyen az alébbi fiiggvények értelmezhe-
| t0k, majd abrazoljuk az egyes fliggvényeket! :
P a) f(x)=log,(x=3)+1; b) g(x)=—log, (x+1)-2.

2011.05.27.
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Megoldas:

a) A logaritmus definicidja alapjan az x—3 >0 feltételnek kell telje-
stilnie, amelybdl kapjuk, hogy x > 3. Tehat az f fiiggvény értelmezési
tartoméanya D, = |3;eo[. Az f fiiggvény grafikonjat az f;(x)=log, x
figgvény grafikonjabol kaphatjuk két 1épésben. Mivel az f fliggvény
esetében a logaritmus numerusza x—3, ezért minden értéket 3-mal ké-
sébb vesz fel, tehat el kell tolni az f; fliggvény grafikonjat az x tengely
mentén pozitiv iranyba 3 egységgel. Mivel az igy kapott f fiiggvény
értékeihez hozza kell adnunk 1-et, ezért az f grafikonjat ugy kapjuk,
ha az el6z06 grafikont eltoljuk az y tengely mentén 1 egységgel pozitiv
iranyba (5.15. abra).

b) A logaritmus értelmezése alapjan az x+1>0. igy x>—1. Tehit a
g fiiggvény értelmezési tartomanya D, = |-1;eo[. Ebben a feladatban
a g,(x)=log, x fliggvény grafikonjabol indulhatunk ki. Mivel a g

3

fiiggvénynél a logaritmus numerusza x+1, igy a g, fliggvény gra-
fikonjat eltoljuk az x tengely mentén negativ iranyba 1 egységgel. Az
igy kapott g, fliggvény grafikonjat tiikrozziik az x tengelyre, és ezzel

a g,(x)=-log, (x+1) fiiggvény grafikonjahoz jutunk, amelyet az y
3

tengely mentén 2-vel negativ iranyba tolva megkapjuk a g fliggvény
grafikonjat (5.16. abra).

) Oldjuk meg!

1. Adjuk meg egy racionalis szamként az alabbi kifejezések értékét!

a) log,16;  b) log, 36; d) log38i4;

1
c) log.—;
) logs 125
e) log,32; f) log, 64 h) log,, V121,
2 4

—; log,~/27;
27 g) log,
i) 1g0,1;  j) 1g4/0,00001; k) log,,81;

2. Adjuk meg egyetlen racionalis szamként az alabbi hatvanyok értékét!

1
1) log., .

a) 61°g65; b) 1210312 0-32; C) 52+log5 0,2; d) 82—logs 20
f) 1510g15 0,21+10g155; g) 1510g150,21+log155; h) 14410g122; 1) 2710g34;
1

120,5. 10g10936 . 1"1%2% . l°g§§ )

k) 0,015 1) 1087 m) 16 %, n) 27 %

1
0) 0 001135 4] Dl08s64 _ H3+iog12s
, .
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5.15.abraAz f, ¢saz f, fiiggve-
nyek grafikonjat szaggatott vonal-
lal vettiik fel az abran

9,

5.16. abra A g, ésa g, flggvé-
nyek grafikonjat szaggatott vonal-
lal vettiik fel az abran

e) 1 110gll 24-logy, 36;

) 1 log, 0,1
A
Y13

71
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3. Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat!

a) log,(2x—7); b) log,,(65-13x); ¢) log,, ;(36—10x); d) log;,,s(4x+9);
¢) logs(x* —4x+3); 1) log,;(-3x"—11x+4); g) log,;[l1x—26[; h) log(x—4)—log, (21-3x);
) 1o 6—x i) lo Sx+12

Soris Ve

4. Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legbévebb részhalmazat, ahol az alabbi fliggvények
értelmezheték! Abrazoljuk ezeket a fiiggvényeket!
a) x> log,(x+2); b) x— log,(x—4); ¢) x> log, (x+1)-3;
3

d) x> log, (x—1)+3; e) xi—>—log, (x+3)-2.
2 2

oo ecoe eoe eoe ©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6. Allogaritmus azonossagai

J. g3l Legyen 4 az a kitevd, amelyre a 2-t hatvanyozva
28-at, B az, amelyre a 2-t hatvanyozva 32-t, C az, amelyre a 2-t hat- !

" 2 | vanyozva 4-et és D az, amelyre a 2-t hatvanyozva 1024-et kapunk! :
0 1 i Az alabbi egyenl6ségek koziil melyik igaz? ;
. 5 i a) B+C =4 b) B-C=D.
2 4
3 8 Megoldas:
4 16 Mivel 128 =27, 32=2°,4=2¢és1024=2",ezért A=7,B=5,C=2
és D =10.
5 32 a)Azelbzbekalapjan B+ C =5+2 =7 = A, tehatezazegyenl8ség igaz.
6 64 Ez nem meglepd, hisz az azonos alapti hatvanyok szorzasara vonatkozé
azonossag alapjan 32-4=2°.2 =27 =128. A kapott dsszefiiggést ki-
7 — fejezhetjiik logaritmusokkal is, hiszen a logaritmus definicidja alapjan
8 256 5=1log, 32, 2=1og, 4 és 7 =log, 128, igy log, 32 +1og, 4 =log, 128,
9 = ahol a jobb oldali numerusz a bal oldali numeruszok szorzata.
b) A megoldas elején latottak alapjan B-C =5-2=10= D, tehat ez az
10 1024 egyenldség is igaz. Ez sem meglepd, hiszen a hatvany hatvanyozasara

vonatkozo6 azonossagot felhasznalva kapjuk, hogy

1024 =322 = (2°) =22 =2".
Fejezziik ki ezt is logaritmus segitségével az alabbi modon! A logarit-
mus definicioja alapjan

10 =log, 1024 = log, 32°.
Mivel 5=1log, 32, igy 10=2-log, 32. Tehat log, 32* =2-log, 32.

‘;9&

6.1. abra A 2 hatvanyai
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Az 1. példaban a hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval a logarit-
must tartalmazo kifejezések kozotti fontos dsszefliggésekre vilagitottunk
ra. Miel6tt altalanosan foglalkoznank veliik, nézziink tovabbi példakat!

2 yzldas Legyenx az akitevd, amelyre a 10-et hatvanyozva |
: 50-et, mig y az, amelyre a 10-et hatvanyozva 2-t kapunk! Adjuk meg
i az x+y értékét egy raciondlis szamként!

Megoldas:
A logaritmus definiciéja alapjan x =1g50 és y =1g2, azaz 50=10"%"
és 2=10"".

gy 100=50-2=10""-10"*. Hasznaljuk fel az azonos alapt hatva-
nyok szorzasara vonatkozo azonossdgot! Ez alapjan kapjuk, hogy
10° =10%°°*'22, Tudjuk, hogy az x> 10" exponencidlis fiiggvény
kolcsonosen egyértelmil, ezért 1g50+1g2=2. Tehat x+y=2.
Mivel 2=1gl100, ezért egyuttal azt is bebizonyitottuk, hogy
lg50+1g2 =1g100, ahol a bal oldali numeruszok szorzata egyenld a
jobb oldali numerusszal.

6.2. abra Log a ritmus

% Vegyiik észre, hogy az el6z6 példaban az 50 és a 2 helyére
barmilyen pozitiv valds szamot, mig a 10 helyére barmilyen
1-t61 kiilonb6z0 pozitiv valds szamot irhatunk, csak az a fontos, hogy
a jobb oldali numerusz a bal oldali numeruszok szorzata legyen! Ez
alapjan nem meglep6 az alabbi tétel.

6.3. abra Behelyettesités

Rm Ha a 1-t61 kiilonbozd pozitiv valds szam, b és ¢ po-
: zitiv valos szam, akkor log, (b-¢)=log, b+log, ¢, azaz a szorzat :
i logaritmusa egyenl6 a tényez6k logaritmusainak dsszegével.

...................................................................................................

A tétel bizonyitasa a 2. példa megoldasaban latott gondolatmenet alap-
jén torténik.

Az 1. példa a) részében taldlkoztunk a log, 32 +log, 4 =log, 128
Osszefliggéssel, melyet atrendezve a log, 32 =log, 128 —log, 4 kifeje-

zést kapjuk, ahol a bal oldali numerusz a jobb oldali elsd, illetve ma-
sodik numerusz hanyadosa. Ehhez kapcsolédoan oldjuk meg az alabbi
példat!

w J.ysldy Legyen x az a kitevd, amelyre a 3-at hatvanyozva | | ¢ 6.4. dbra Ezek nagyon fontos té-
0-et, mig y az, amelyre a 3-at hatvanyozva 10-et kapunk. AdJuk nyek
i megaz x—y értékét egy racionalis szamként!

. 73 K
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' A .Haivénv, gyok, logaritmus

Megoldas:

Mivel 90=9-10, ezért az el6zd tétel alapjan log, 90 =log,(9-10) =

=log, 9+log, 10. A logaritmus definicioja szerint log, 9 =2, igy
x—y=log;90-log,10 =1log, 9 =2.

=)
B

. b . .
Mivel log, b= loga( cJ, ahol b ¢és ¢ pozitiv valos szam, a pedig

c
1-t61 kiilonbdzo pozitiv valos szam, ezért az 1. tétel alapjan

log, b=1log, (é : c)z log, (é )+ log, c.
c Cc

Ezt atrendezve kapjuk, hogy log, (2): log, b—log, c. Tehat megfo-
galmazhatjuk az alabbi tételt. ¢

............................................................................................

Ha a 1-t61 kiilonboz6 pozitiv valos szam, b és c :

6.5. abra Egy szinttel lejjebb

» B s b ) ;
pozitiv valos szam, akkor log, (—]: log, b—log, ¢, azaz a hanya- :
H C H

¢ dos logaritmusa egyenlé a szamlalo és a nevezd logaritmusanak a :
i kiilonbségével. :

...................................................................................................

Az 1. példa b) részében azt kaptuk, hogy log, 32° =2-log, 32, azaz a
bal oldali numerusz kitevdje a jobb oldalon megjelent szorzotényezo-
ként. Ehhez kapcsolodik az alabbi példa.

44, uslds Legyen x az a kitevd, amelyre az 5-6t hatvanyozva
7-et, mig y az, amelyre az 5-6t hatvanyozva 3-at kapunk. Adjuk :

: meg az — értékét egy racionalis szamkeént!
' y

Megoldas:

A logaritmus definicidja alapjan x=1log,27 ¢és y=1log,3, igy
27 =5"%% ¢s 3=5"> Mivel 27 =3, ezért a hatvany hatvanyozasara
vonatkozé azonossag alapjan 5°%* =27=3’ = (5"’g53 )3 =573 Tyd-
juk, hogy az x - 5" kolcsondsen egyértelmtl, ezért log, 27 =3-log, 3.

. log, 27
Ebbdl kapjuk, hogy X_0820 _3
y

6.6. abra Varhato log, 3
2
Tehat azt kaptuk, hogy log, 3’ =3-log, 3, ami dsszecseng azzal, amit
JRTTTI az 1. példa b) részében tapasztaltunk. Ezek utan nem meglepd, hogy az
SR 7HY
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el6z6 megoldasban latott gondolatmenetet alkalmazva bebizonyithatd
az alabbi tétel.

5 i3] Haa 1-t8] kiilonbdzé pozitiv valos szam, b pozitiv :
i valos szam és c tetszleges valds szam, akkor log, b° =c-log, b, :
azaz a hatvany logaritmusa egyenlé a hatvanykitevonek és a hat-
i vanyalap logaritmusanak a szorzataval. ;

...................................................................................................

1
A tortkitevojli hatvany definicioja alapjan Yp=b" , ahol b pozitiv va-
16s szam, és n 1-nél nagyobb egész szam. Igy a 3. tétel felhasznalasaval
konnyen bizonyithat6 az alabbi tétel.

............................................................................................

4 Liidil  Haa 1-8] kiilonbozd pozitiv valés szam, b pozitiv

6.7. abra Mar megint egy tétel!

] log b :
: valos szam ¢és n 1-nél nagyobb egész szam, akkor log, = ﬁ, :
4 n .

azaz az n-edik gyok logaritmusa egyenld a gyokjel alatti szam loga-
: ritmusanak és a gyokkitevonek a hanyadosaval.

...................................................................................................

. Ju gzl Szémoldgép hasznélata nélkiil dontsiik el, hogy
melyik nagyobb: az 4 =4log, 6+log, 35—log, 20—log, 28 vagy a

»: =%lg44+3lg2+lg125+%lg275_1gl1!

Megoldas:
A logaritmus azonossagainak felhasznalasaval adjuk meg egyetlen va-
16s szamként!

A 3. tétel alapjan.

A=4log, 6+log,35—1log, 20-log, 28 =

Az 1. tétel alapjan.

=log, 6* +log, 35— (log, 20+ log, 28) =

A 2. tétel alapjan.

=log, (6*-35)-log,(20-28) =

6.8. 4bra Szamol6gép nélkiil

6'-35 _, (2:3)*-5.7

=1lo =log, ——~+— =
8028 By sy
Srs
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24.3'.5.7

—log 2> 27
& s

log,3* =4.

A 3. és 4. tétel alapjan.

B=%1g44+31g2+1g125+%lg275—lg11=

Az 1. tétel alapjan.

=lg/44 +1g2° +1g125+1g~/275 - 1g11 <

A 2. tétel alapjan.

=lg(/44-2* 1254275 ) - Ig11 =
_lg\/E23-125-\/275 B

6.9. abra Egyenlok?

11
N2211-2° .50 5% 11 245411
11 11
=1g10* = 4.
Tehat A=B.

"
=)

Az 5. lecke 1. példajat leszamitva eddig mindegyik példa esetében meg
tudtuk adni a logaritmust tartalmazo kifejezések pontos értékét egyetlen
racionalis szamként, mert a logaritmus numerusza a logaritmus alapja-
nak racionalis kitev6jii hatvanya volt. Ha ez nincs, akkor tablazat vagy
szamologép segitségével hatarozhatjuk meg a logaritmusok kozelitd
értékét. A legtobb szamologépen ezzel kapcsolatban két gomb talalha-

t6. Az egyik a billenty(, amely a tizes alapt logaritmus, a masik
az gomb, amely a természetes alapu logaritmus. Ennek alapszama

az Euler-féle szam, jele e. Az e irracionalis szam, melynek értéke 6t
tizedes jegyre kerekitve e = 2,71828. Ezutan kézenfekvo kérdés, hogy
miként lehet kiszamolni ezektdl kiilonbozo alapt logaritmusok kozelitd
értékét szamologép segitségével. A fentiek alapjan azt sejthetjiik, hogy
barmely logaritmust kifejezhetiink pl. tizes alapt logaritmussal. Ebben
segit az alabbi feladat.

o &, uzlii Hatarozzuk meg szamologép segitségével az
6.10. ibra Szamologeép 5. lecke 1. példajaban szerepld log, 0,9 kozelitd értékét négy tize-

des jegyre kerekitve!

; 76
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Megoldas:

Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk tenni, fel kell irnunk az log, 0,9 ér-
2

tékét csak tizes alapi logaritmust tartalmazd kifejezés segitségé-

. " . R W™
vel. A logaritmus definicioja alapjan 0’9:(5) o, =102 és

log; 0,9 1o 09 lglzlog10,9]
0,9=10""". gy 0,9=(%) : =(1o'g2J : :10( ) > ) Te-

log, 0,9

1
i
hat 10"’ =10[ 2) > ). Mivel az x> 10" exponencialis fliggvény

2

kolcsonosen egyértelmii, ezért 1g0,9 =(lg%)-[logl 0,9} Innen
log, 0,9= lg019‘ A 1g0,9 =-0,0457575 ¢és a 1g% =~-0,3010299,

2 lgE

190,9  —0,045757
r 1 — 9 ~ 9
ey log, 0.9 == = 010299

2 lg E
=

Az el6z6 példa megoldasaban latott gondolatmenetet alkalmazva bizo-
nyithato az alabbi tétel.

6.11. abra Térjen at mas alapra?

=0,1520.

Bm Ha a és ¢ 1-t8] kiilonboz8 pozitiv valos szam és b :
i log, b :
: pozitiv valos szam, akkor log, b= e
] log, a

...................................................................................................

w 703l Adjuk meg egyetlen racionalis szamként az alabbi
i kifejezés értékét
: A =log,,,2011-log,,, 2012-log,,,, 2010!

Megoldas:
Irjuk fel a masodik és a harmadik tényezot 2010-es alapt logaritmus
log,,,, 2012 ¢

segitségével! Az el6z6 tétel értelmében log,,,, 2012 =
log,,,, 2011

log,,, 2010 1

10,00 2012 log,,, 2012

Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy

10850 2012 1 -1
log,,,, 2011 log,,,, 2012

log,,, 2010 =

A=log,,,2011-

°o® (X ) °
... ...
. 77 <
o
o (
L) q
.. ..
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) Oldjuk meg!

1. Adjuk meg egyetlen racionalis szamként!
a) log,21+log,35-log,15; b) 3-log,15+2-log, 2 +1log,14 —log, 28 —log, 250;

c) %-1g50+2~lg15+lg8—%lg18—lg3; d) 1+%10g520+%10g545+10g510—log56—10g52.
2. Fejezziik ki az x-et a kovetkezd egyenldségekbol!
2
a) lgx=1g5+31g2—%1g16; b) log, x=log, 20+2~10g23—§10g2125—log218;

¢) log, x=log, a’ +%~10g3 b* +%-1og3 a®—log ;b* -3-log,a (a,b>0);

d)log, x =log, ¢’ +log, c- b +§-loga b°—log ,b° —4-log, ¢ (a,b,c>0,a#1);

3. Adjuk meg egyetlen racionalis szamként!

a) log, 2-log, 3; b 19823 o) log,5 _log,7.
logs3 log,,5 log,7
log11
d) —=———log,3; e) log, 7-log, 7-log, 7—log,, 7.
log,s11

7+ Logaritmikus egyenletek; egyenietrendSZerekeseyyenioHENsEHEx;

TR

. pals Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
egyenleteket! ]
a) lg(x—3)=2-1g25; b) log,(4x+3)=3+log,(3—x);

¢) log,(x+1)+logs(x—1)=3log, 2 +log, (x—2);

d) %log3 (x—5)+log,~2x-3=1.

Megoldas:

: a) Hatarozzuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat! A logaritmus
definicidja alapjan x—3 >0, azaz x>3. Tehat az értelmezési tarto-
many a |3;00[ halmaz.

A logaritmus definiciéjat és a masodik azonossagot alkalmazva
lg(x—3)=1g100—-1g25,

1
lg(x-3) = lg e,
7.1. abra A kémiai reakcio soran 25
a) a kiindulasi anyagok és lg(x—-3)=1g4.

b) a termékek tomege egyenld Mivel a logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmi, ezért
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x—3=4,
x=17.
Az x =7 ecleme az értelmezési tartomanynak. Ellendrzéssel meggyo-
zOdhetiink arrél, hogy megoldasa az egyenletnek.
b) A logaritmus definicidja alapjan 4x+3>0 ¢és 3—x>0, azaz
x>-0,75 és 3>x. Tehat az egyenlet értelmezési tartomanya a
]-0,75;3[ halmaz.
Alkalmazzuk a logaritmus definicidjat és az elsé azonossagot!
log,(4x+3)=log, 8 +log,(3—x),

log,(4x+3) =log, (8-(3-x)).
Mivel a logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmi, ezért

4x+3=8-(3-x),

4x+3=24—8x,
12x =21,
.

4

Az x= 7 eleme az értelmezési tartomanynak. Ellendrzéssel meggyo-

7.2. abra Ellenérzés
z6dhetiink arr6l, hogy megoldasa az egyenletnek.

¢) A logaritmus definicioja alapjan x+1>0 és x—1>0 és x—2>0,

azaz x >—1 és x>1 és x > 2. Tehdt az értelmezési tartomany a ]2;0|

halmaz.

Alkalmazzuk a harmadik, majd az elsé azonossagot!
log,(x+1)+log,(x —1) = log, 2 +log,(x —2),

logs ((x+1)(x—1)) =log, (8(x—2)).
Mivel a logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmd, ezért
(x+D(x=1)=8(x-2),

x*—1=8x-16,

x> —8x+15=0.
A kapott masodfoki egyenlet diszkrimindnsa D =8 —4-15=

270
' +bx+e=0
D=b"-4ac

; +
=64-60=4.Igy amegoldasok x,, =% = x, =5¢ésx, =3. Mind-

két szam megoldasa az egyenletnek.

d) Az eddigiekhez hasonléoan x—5>0¢és2x—3>0, azaz x>5 ¢és
x>1,5. Igy az értelmezési tartomany az |5;eo[ halmaz.

Alkalmazzuk a logaritmus negyedik és els6 azonossagat!

log,Vx—5+log,v2x-3 =1,
log, (Vx—5+2x-3)=1.

A logaritmus definicidja alapjan

NVx—=5+42x-3=3.

Ebbdl négyzetre emeléssel és egyenletrendezéssel kapjuk, hogy
(x—5)-(2x-3)=9,

2x% —13x+15=0,
2% —13x+6=0.

7.3. abra Diszkriminans
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A kapott mésodfoki egyenlet diszkriminansa D=13’-4.2-6=

) s , 13+£11 , 1
=169-48 =11". Igy a megoldéasok x,, = Y = x,=06¢sx, = 5
Mivel a masodik szdm nem eleme az értelmezési tartomanynak, ezért
az nem megoldas, az elsd viszont igen, amirdl ellendrzéssel is meggyo-
z6dhetlink.

. % il Oldjuk meg a valés szamok halmazén az alabbi :
. egyenletet! ;
: log, (1+2log, (1+3log,(x—2)))=2.

Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomanyanak a meghatarozasa koriilménye-
sebb, mint az egyenlet megoldasa, ezért ett6l most eltekintiink. A kapott
megoldast behelyettesitéssel ellendrizziik.
A logaritmus definicidja alapjan kapjuk, hogy

1+2log, (1+3log,(x—2)) =9,

2log, (1+3log,(x—2))=8,
log, (1+3log,(x—2))=4.

s

7.4. abra Hasznaljuk a definiciot?

1+3log,(x—2) =16,
3log,(x—2) =15,
log,(x—2)=5.

Ebbdl a logaritmus definicioja alapjan kapjuk, hogy
x—-2=32,
x=34.
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy a kapott eredmény megoldasa
az egyenletnek.

160000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000088

: d.uzlds Oldjuk meg az egész szamok halmazan az alabbi
i egyenletet! :
' lg*(x—1)—Ig(x—1)—6=0.

Az 1g°(x-1)= (lg(x—l))z, tehat az egyenlet Ig(x—1)-re nézve ma-

7.5. dbra Az értelmezési tarto- ¢ godfoku. Az egyenlet értelmezési tartoménya a Z* \{l} halmaz. Ve-

mdny? zessiink be 01j ismeretlent, legyen y=1g(x—1)! Igy az y’—y—-6=0
egyenlethez jutunk.
Az egyenlet diszkriminansa
D=1 —4.(—6)=1+24=5"
T80
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. 1£5
Igy a megoldasok y,., = - =y, =3¢ésy, =-2. Egyrésztlg(x—1) =

=3, amibdl a logaritmus definicioja alapjan kapjuk, hogy x—1=1000,
azaz x=1001. Ez eleme az értelmezési tartomanynak és megoldasa
az egyenletnek, melyrdl ellenérzéssel is meggy6zddhetiink. Masrészt
lg(x—1)=-2, igy x—1=0,01, azazx = 1,01 amely nem egész szam.
Tehat az egyenlet egész megoldasa az x = 1001 szam.

e L il Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket!
i a) log, x+log, x+log, x=1; b) log, x—3log, 2=2.

Megoldas:
a) Az egyenlet értelmezési tartomanya a pozitiv valds szamok halmaza.
Hozzuk k6z0s alapra a logaritmusokat! Legyen a kozos alap a 3! Tehat

1 1 1
loggxzwzM és log, )C=M=—log3 X.
log, 9 2 S log 1 .
) 33 7.6. abra Uj ismeretlen beveze-
Igy kapjuk, hogy tése
1
log, x+ 08, X —log,x=1,
log, x=2.

A logaritmus definicidja alapjan az x =9 értéket kapjuk, amely meg-
oldéasa az egyenletnek.

b) A logaritmus definicidja alapjan az egyenlet értelmezési tartomanya
az R"\{1} halmaz. Hozzuk kdzds alapra a logaritmusokat! Legyen a
kozos alap a 2!

log,2 1

Ekkor log 2= = .
log,x log, x

. 1 . .
Igy a log, x—-3 0 =2 egyenlethez jutunk. Az y =log, x ismeret-

0g, X
lent bevezetve, atrendezés utin az y* —2y —3 =0 masodfoki egyenle-
tet kapjuk. Ennek megoldasai y, =3 ¢és y, =—1, ahonnan a logaritmus

7.7. abra Logaritmusok kozos
alapra hozasa

definicidja alapjan kapjuk, hogy x, =8¢ésx, = l Ezek megoldésai az
egyenletnek. 2

= 2. u3ldsl Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!
log, x—log, y=7 } lg(x+y)+1g(x—y) = 1g4+1}

P a
: )6~10g3x+5~10g2y=—13 lgx+lgy=1g21

Soe1
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¢ Megoldas:

¢ a) A logaritmus definici6ja alapjan x >0 és y > 0. Vezessiink be 1;j is-
{ meretleneket!

: Legyen a=log, x, b=log, y! A kapott egyenletrendszer elsé egyen-
¢ letét szorozzuk be 5-tel, majd adjuk 6ssze azokat!

a—-b="7
6-a+5-b=-13|’

5-a-5b=35

6a+5b=—8}
1la =22,
a=2.

e

1 .
x=9, y= R Ezek megoldasai az egyenletrendszernek.

b) A logaritmus definici6ja alapjan x >0,y >0 és x> y.
Alkalmazzuk a logaritmus definicidjat és els6 azonossagat!

v6, ezért ha log, x, <log, x,,
akkor x, <ux,

7.8. abra Linearis egyenletrend- § lg(x+ ) +1g(x—y) =1g4+1g10
2 H ,
e : lgx+1lgy=1g2l }
: Ig((x+y)(x—))=1g40
: lg(xy)=1g21 ]
Hasznaljuk fel, hogy a logaritmusfiiggvény kdlcsondsen egyértelmii!
: (x+y)(x—y)=40
: w=21[
x*—y* =40
xy=21]
¢ A masodikbol y-t kifejezve és az elsébe beirva kapjuk (x # 0), hogy
: 2
Px - 21 40 . EbbSl atrendezéssel az x*—40x’—441=0 hi-
H X
anyos negyedfoki egyenlethez jutunk. Ebb6l kapjuk, hogy
VA i x* =49 vagy x* =-9. Az utébbi egyenletnek nincs valos megoldasa.
¢ Az els6 egyenlet pozitiv megoldasa x =7, amibdl az y =3 értéket
¢ kapjuk. Ezek megoldasai az egyenletrendszernek.
l0g x4 H
logix)q Sggas
o 4 e 2. psldy Oldjuk meg a valos szdmok halmazén az alabbi
¢ i egyenldtlenségeket! ]
a) log,(4x—5) <log,(10—x); b) log,(2x+3)>log, (6 +x);
1o lg(x+2)+1g(x—3) <lgl4. : :
7.9. dbra A
Azf : Rj' —>,R; x> log, x .i.iigg- ¢ Megoldas:
vény szigortan monoton ngvek- a) A logaritmus definiciéja alapjan 4x—-5>0¢s10—x>0, azaz

)
x>1,25és 10> x. gy az egyenlétlenség értelmezési tartomanya a
]1,25;10[ halmaz.
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Egynél nagyobb alap esetén a logaritmusfiiggvény szigoriian monoton
névekvo, igy kapjuk, hogy

yA
log,(4x—5) <log,(10—x),
g
4x-5<10—x. X, X,
Ebbdl az x <3 egyenldtlenséghez jutunk. Ezt egybevetve az egyenlot- o\ ! 17

lenség értelmezési tartomanyaval az |1,25;3[ megoldéshalmazt kapjuk. L
b) A logaritmus definicioja alapjan 2x+3>0¢és6+x>0, azaz g
x>-1,56s x>-6. Igy az egyenlétlenség értelmezési tartomanya a
|]-1,5;0¢[ halmaz.

Egynél kisebb alap esetén a logaritmusfiiggvény szigoruan monoton
csokkend, igy kapjuk, hogy

log,(2x+3) > log, (6 +x),
5 5

g

2x+3<6+x.
Ebbdl az x <3 egyenldtlenséghez jutunk. Ezt egybevetve az egyenl6t-

lenség értelmezési tartomanyaval a |-1,5;3[ megoldéshalmazt kapjuk.
c) Az egyenldtlenség értelmezési tartomanya a |3;e0| halmaz.
Alkalmazzuk a logaritmus 1. azonossagat és azt, hogy a tizes alap miatt
a logaritmusfiiggvény szigorian monoton novekvé. Igy kapjuk, hogy
(x+2)(x—3) <14. Ha elvégezziik a szorzast és nullara redukalunk, ak-
kor az x> —x—20 <0 masodfoku egyenlétlenséghez jutunk. Mivel az
x> x” —x—20 hozzarendelési szabalyt fiiggvény képe ,.felfelé” nyi-
16 parabola, ezért a fiiggvény a két zérushely k6zott vesz fel negativ ér-
téket. A zérushelyek x, =5 és x, =—4, igy kapjuk, hogy —4 <x <5.
Ezt az egyenldtlenség alaphalmazaval egybevetve a ]3;5] megoldas-
halmazhoz jutunk.

log, X r-———L_Z_L=s
5

7.10. abra
A g:R" > R; x> log, x flge-
5

vény szigoruan monoton csok-
kend, ezért ha log, x, <log, x,,
akkor x, > x, 5 5

7.11. abra Egyenldtlenség

) Oldjuk meg!

1. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) lg(2x+7)=3-1g500; b) log,(8—3x)=2+log,2;
¢) ogs(4x=9) _ . d) log,(5-3x)+2=log, (x +5);
log,(2x+3)
e) 2lg(2x—3)=Ig(4x+9); f) log,(x+3)+logs(x—3)=log,(3x+9);
g) lg(x—-3)+Ig(x—13)=Igl10-1; h) %log7(3x—2)+log7 Nax—7+2=log,98.
2. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) log,log,(2x+6)=1; b) log, (l +log, (log,(2x+6)— 1)) =0;
c) 2log: x—3log,x—2=0; d) 1g” x+2-1gx’ =-3.
Joes
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' A .Haivénv, gyok; lIogaritmus

3. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) log, x+2-log, x+3-log, x =3; b) 3log, x—log,, x=5; c) log, x+log,, x+log, x=1;
d) log,x—2log 3=1; e) 3log, x+log 16="7. 7

4. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!
3-log,x—log,y=5
a
5-log, x+2log, y=23

log3(2x—y)+log3(2x+y):1} q 10g5x+1og5y:1}
c .

>

lgx*—1gy* =5
; by BF ey }

1gx6+1gy2 =4

3-9.27" =0

>

log,(2x+2y)—log,(x—y)=2

5. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenldtlenségeket!
a) log,,(2x+11)<log,,(12-x); b) log,(x+5) <log, (16 —x);
3 3

¢) log,(x+27)—log,2 <log, x+log,(8 —x); d) log, x+1>log, (x+1)—log, (2x-1).

8. Aimatematikai jelolésrendSzeriesia hatvéﬂ';(:‘,i_’_ ) C'J;IJO iliddse, u luygae
ritmus kialakulasa (TorténetijatteKintesEoIvasmany))

xy eoe ssee vee 000000000000080000000000000000000000000000000000000000000000000000000

9. osztalyban megismerkedtiink a pozitiv egész, a 0 és a negativ egész ki-
tevoji hatvany fogalmaval. Ebben a fejezetben a hatvanyozast kiterjesz-
tettiik racionalis kitevore és érzékeltettiik, hogyan lehet irracionalis kitevo
esetén értelmezni. A hatvanyfogalomnak ez az altalanositasa a matemati-
ka torténete soran nagyon hosszu, kozel kétezer éves folyamat volt.

A pozitiv egész kitevdjli hatvany fogalma mar az 6kori gorogoknél
megjelent, tobbek kozott a III. szazadban Alexandriaban élt matema-
tikus, Diophantosz munkaiban. Az 6 jelolésrendszere a szavak rovidi-
tésén alapult, ami atmenet volt az algebrai dsszefliggések szobeli kife-
jezése (,,retorikus™ algebra) és e kifejezések roviditése (,,szinkopikus™
algebra) kozott.

Néhany példa az altala hasznalt jeldlésekbol:

¥ az ismeretlen masodik hatvanya: 6° (a Svvouid = hatvany
sz6bol)

% azegyenléség: 1 (az 100{ = egyenldség szobol)

8.1. &bra Az 6kori gbrog matema- W a konstans specidlis jele: u° (a poval =egység szobol)
tikusok is torekedtek a matemati- W a szamrendszer alfabetikus volt
kai jeldlésckre W Osszeadasjelet nem hasznalt

Ez alapjan a 6"¢ u°aifa jelentése az algebra mai nyelvén
5% +1=x.

Diophantosz az el6z6h6z hasonlé szimbolikaval az Aritmetika
cimi miivének 2-6. konyvében sok — tobbségiikben masodfoku egyen-
letre vezetd — problémat oldott meg. Tehat 6 tekinthet6 a szinkopikus

0®®%%e, algebra eléfutaranak.
L] °
® °
Y 84 %
L]
) L]
» Ld
° o
L) L)
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A szimbolikus algebra legnagyobb eléretorése a XVI-XVIIL. sza-
zadra tehetd. E folyamatban elsé 1épésként itt is — a Diophantosz altal
mar hasznalt — szinkopikus algebra jelent meg, majd masodik 1épés-
ként a szimbolumok. Mar Gerolamo Cardanénal (1501-1576) is igen
jelentds ez az atmenet. Példaul a ,,cubus p 6 rebus aequalis 20” azaz az
x’ +6x =20 egyenlet megoldasat, a

IN108 +10 =108 =10 szémot.

»R ucu R 108 p10\mR ucu R 108m10” alakban adtameg. Itt R_(radix)

természetesen a négyzetgyokot, mig az R ucu =radix universalis
cubica a kobgyokot jelenti. Ebben az idészakban egyre ndvekedett az
igény arra, hogy minél egyszertiibb és tokéletesebb szimbolikat alkal
mazzanak. A kdvetkezetesen végigvitt egységes szimbolumrendszert
minden jel szerint Frangois Victe (1540—1603) dolgozta ki (8.2. abra).
Minden mennyiséget betlikkel jeldlt, az ismeretleneket maganhangzok-
kal, az ismerteket massalhangzokkal. A masodik és a harmadik hatvany
értelmezése nala még szorosan kotddott a tertilet és a térfogat fogal-
mahoz. A magasabb hatvanyokat az elézdekre vezette vissza, példaul a
negyedik hatvanyt teriilet-teriiletnek, az 6todiket teriilet-térfogatnak, a
hatodikat térfogat-térfogatnak nevezte.

Tehat Viete szimbolikajat a geometriai szemlélet terheli, nem min-
dig érthetd, valtakozva szerepelnek benne roviditett és nem roviditett
szavak. Példaul ,,A cubus+B planum in A, aequatur D solido”, ami
x’ +3Bx = D, hisz manapsag x-szel szokés jeldlni az ismeretlent.

René Descartes (1596—1650) volt az, aki bevezette az a°, a’, ... je-
161és hasznalatat és a masodik, illetve harmadik hatvanyt fliggetlenitette
a tertilettdl és a térfogattol.

Az el6zbekben felvazoltuk azt az utat, amely a pozitiv egész kite-
v6ji hatvanyok esetén elvezetett a mai szimbolumrendszer kialakulasa-
hoz. De most ugorjunk vissza 300 évet az idoben!

A parizsi egyetem professzora, Nicolaus Oresmicus (1323-1382)
altalanositotta a hatvanyfogalmat: bevezette a tortkitevoji hatvanyt,
megadta a veliik végzett miiveletek szabalyait, és kidolgozott rajuk egy
szimbolikat. Ezzel mar ténylegesen megeldzi a logaritmus gondolatat.

8.2. abra Francois Viéte
(1540-1603)

1 4
Az & jelolésrendszerében példaul 2= =277 vagy 4P — 353,
2-27 5-32

A XV. szazad végén a parizsi egyetemen dolgozo6 Nicolaus Chuquet
(olv.: siiké) (1445-1487/1488) vezette be a 0 és a negativ egész kitevo-
ji hatvanyokat. Ezeknek a fogalmaknak a pontos értelmezése és hasz-
nalata azonban csak a XVII. szazadban terjedt el tobbek kozott John
Wallisnek (1616—1703) kdszonhetden.

Az irracionalis kitevdjii hatvany preciz és pontos fogalmahoz sziik-
ség volt a mai igényeknek megfelelé szamfogalom kialakulasahoz. Erre
Richard Dedekind (1831-1916) és Georg Cantor (1845—1918) munkassa-
ganak koszonhetéen a XIX. szdzad végén, a XX. szazad elején keriilt sor
(8.3. abra).

A logaritmus fogalmat a XVII. szazadban vezették be, elméleti
alapjai azonban joval korabbra nyulnak vissza. Az egész alapjaul szol-

8.3. 4bra Georg Cantor
(1848-1918)

Ses
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.Haivz’mv, gyok, logaritmus

galo gondolat, nevezetesen a szamtani és mértani sorozat osszehason-
litasanak gondolata mar az 6korban is megjelent Archimédész, illetve
Diophantosz munkaiban. Késobb talalkozunk ezzel Orasmicusnal, il-
letve a XVI. szazadban Michael Stifelnél (1487—1567) a hatvanyfoga-
lom altalanositasa kapcsan.

Ahhoz, hogy ezen gondolat alapjan a miiveleteket egyszeriibb
miiveletekre vezessék vissza, arra volt sziikség, hogy olyan tablazatok
késziiljenek, melyek az egymas utani hatvanyokat az egymas utani ki-
tevokhoz rendelik hozza. Ilyen tablazatok a XVII. szazad elején mar
léteztek, ezeket Simon Stevin (1548—1620) allitotta 0ssze (8.4. abra).
Az ¢ tablazatai nyoman készitette el az elsd logaritmustablazatot Jost
Biirgi (1552-1632) svajci orasmester. Biirgi a pragai csillagaszati ob-
szervatériumban dolgozott Johannes Kepler (1571-1630) (8.5. abra)
munkatarsaként. A csillagaszati szamitasok megkonnyitése érdekében
alkotta meg nyolc év alatt (1603—1611) logaritmustablazatat. Sokaig
nem publikalta eredményeit, csak 1620-ban adta ki konyvét Kepler
siirgetésére. Késlekedése az elséségébe keriilt, mivel 1614-ben John
Napier (1530-1617) skot baro, aki csak miikedveléként foglalkozott
tudomanyokkal, megjelentette A csoddlatos logaritmustablazat leirasa
cimi miivét. Tablazata elkészitésének elve, amely 1594-ben meriilt fel
benne, ebben a korban uj volt. Az érdekessége, hogy egy egyenletes és
egy egyenletesen lassuldo mozgast hasonlitott dssze, melyek kezddse-

R\

N

8.4. abra Simon Stevin
(1548-1620)

. A . 1
bessége azonos. Az altala Iétrehozott logaritmus tablazat alapszama —
e

volt, ez kissé nehézkessé tette hasznalatat. Ezek a nehézségek vezették
Napiert a tizes alaptl logaritmus gondolatdhoz, mely ebben az iddben
felmeriilt egy londoni professzor, Henri Briggs (1561-1630) elméjében
is. Briggs két izben is meglatogatta Napiert Skocidban, melynek nyo-
man 6sszebaratkoztak és kdzosen dolgoztak ki az 11j, gyakorlatilag ké-
nyelmesebb tizes alapt logaritmusrendszert. Ennek alapja a sorozatok
Osszehasonlitasa volt (8.6. abra).

8.5. abra Johannes Kepler
(1571-1630)

0,01 0,1 1 10 100

—2 =l 0 1 2

8.6. abra Sorozatok Osszehasonlitasa

Briggs mér 1617-ben publikalta az 1-tl 10° -ig terjedd szdmok nyolc-
jegyu logaritmustablazatat, majd 1624-ben megjelentette Logaritmikus
aritmetika cimii részletesebb munkajat. Innentdl kezdve a logaritmus a
szamitasi technikak fontos részévé valt és az egész vilagon elterjedt. A
XIX. szazadban megjelentek olyan eszk6zok, melyek segitséget nyuj-
tottak a gyors szamitasokhoz. Ilyen volt az 1827-ben elkésziilt logarléc
is (8.7. dbra). Manapsag, a szamitdgépek vilagdban ezek mar jelentd-
ségiiket vesztették.

8.7. abra Logarléc

© 86
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Haromszogeljiink!




Az alabbiakban néhany példan keresztiil felelevenitjiik a trigonometria
témakorébol eddig tanult ismereteinket.

B : = Jopaldn Egy 2700 m hosszusagu hegyi ut emelkedése 10%.

. G - i) Milyen magasra visz az it?

0 i b) Mekkora depresszioszogben latjuk az ut végén levé 15 m magas

¢ ) kilatobol az 1t elején levo kilométerkovet, amelyet pontszertinek :

i tekintiink? 5

1.1. dbra Az 1. a) példa megolda- & o oo

sahoz :

: Megoldas:

B ¢ a) Készitslink abrat! Szemléltesse az Gt nyomvonalat az 4B, a hegy

{ magassagat a BC szakasz! A szdveg alapjan AB = 2700 m, és az Ut

: emelkedése 10%. Az emelkedé emelkedésének szdzalékos mértéke

2 c egyenld az emelkedési szog tangensével szazalékban megadva. Igy

az ut 10%-os emelkedése azt jelenti, hogy az Gt emelkedési szogének

¢ tangense 0,10. (Hétkoznapi nyelven pedig azt mondhatjuk, hogy ,,100

o 5 o, rnét.eren 10 métert emelkedik az ut”.) Je}éljiik az A-nal levé emelke-

i 2SO st g sz _a dési szoget o-val (1.1. abra)! Fehrh'atjuk"tehat, ly}ogy tga =0,1’0,

atfogd hossza ¢ : ahonnan a =5,71°. A feladat most mar a kovetkezd: az ABC derék-

cosa =% sz“;;:!z“;:::;g" st B ¢ sz6gli haromszogben adott egy hegyesszog és az atfogo. Mekkora a

g 2. 520008 szomt bogd hossza _a szoggel szemben levé befogd? Az ABC derékszogli haromszogben

az a sz6g melletti befogd hossza b

ctgar = az a szog melletti befogd hossza _ b
az a szoggel szemkozti befogd hossza  a

a hegyesszogek szogfliggvényeinek definicidja alapjan sino =2 (1.2.
c

abra), ahonnan a =c-sina =2700-sin5,71° = 268,66 m. Tehat az Ut

1.2. abra Hegyesszog szogfiigg-
vényei ¢ 268,66 m magasra visz.
b) Készitsiink abrat!
Szemléltesse az it nyomvonalat az AB, a hegy magassagat a BC, a ki-
l1atot a BD szakasz! A szoveg és az el6z0 feladatrész megoldasa alapjan
BD=d=15m, a=5,71° és a=268,66 m. A D-nél levé depresz-
szibszoget keressiik, jeloljiik ezt a szoget 5-val!

A S-val jelolt szognek a CADX valtdészoge, igy CADX =6.
(A D pontbdl az 4 pont ugyanakkora depressziészogben latszik, mint

dD amekkora emelkedési szogben az 4 pontbol a D pont.) Az igy keletkezett
B 1.3. abran két der¢kszogli haromszog van: az ABC és a CAD haromszog.
a ¢ A CAD derékszogl haromszogben most még csak a 6 szdggel szemben

% 4 ¢ leve befogo ismert: CD =a+d =283,66 m, a CADX meghataroza-

C b

a=26866m ¢=2700m
d=15m o=571°

sahoz azonban ismerniink kell a haromszog két oldalanak aranyat, igy
még egy oldalt ki kell szamitanunk. A CA befogo k6zos oldal az ABC és
a CAD deré¢kszogli haromszogekben, és az ABC haromszog adataibol

1.3. dbra Az 1. b) példa megoldi- a hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicidja alapjan meghatarozha-

Jeove,, Sihoz to: CA=b =ti ~2686,60 m (vagy CA=b=c-cosa = 2686,60 m,
- ., ga
; 88 %
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vagy a Pitagorasz-tétel szerint CA =b =+/c’ —a* = 2686,60 m). Innen
a CAD der¢kszogli haromszogben a hegyesszogek szogfiiggvényeinek

definicidja szerint tgd = j_lc)* =(0,1056, ahonnan & = 6,03°. Tehat az

ut végén levé 15 m magas kilatobol az ut elején levd kilométerkovet
6,03°-0s depresszioszogben latjuk.

i Egy szabalyos kilencszog alapii egyenes ha- :
:'sab alaplapjanak teriilete 918,18 cm®, a legrovidebb testatld és az
i alaplap hajlasszoge 72°. Szamitsuk ki a hasab felszinét, térfogatat! :
i (A végeredményeket két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!)

— | 4
y=72° o=40°
7=918,18 cm? B=80°

Megoldas:
Térgeometriai feladatok megoldasakor is praktikus olyan abrat készi-
teni, amelyen feltlintetjiik mindazokat az adatokat, amelyeket a feladat
szovege szerint ismeriink, illetve keresiink. A sz6veg szerint adott a leg-
rovidebb testatldo (ED) és az alaplap hajlasszoge, valamint az alaplap
teriilete. Az emlitett testatldo nem merdleges az alaplap sikjara, igy e két
térelem hajlasszogén a testatlo €s a testatlo alaplapra vonatkozo mer6-
leges vetiiletének szogét (CDEX) értjiik (1.4. abra).

A hasab térfogata egyenl6 az alaplap teriiletének és a hasab magas-
saganak szorzataval: V' =T, . -m. A hasab felszine egyenld a hasabot
hatarol6 lapok teriiletének dsszegével: 4 =27, . +97T,,,- A hasab

1.4. abra Szabalyos kilencszog
alapu egyenes hasab

a a a d a a a

oldallapjai téglalapok, amelyek szomszédos oldalai a és m (1.5. abra).
fgy a térfogat és a felszin meghatarozasahoz el6szor az alapélt (a) és
a magassagot (m) kell kiszamitani. Az 1.4. abra alapjan az alapélt az
AOB (ahol az O pont a szabalyos kilencszog kdzéppontja), az alaplap
b atlojat a COD, a hasab magassagat a DEC haromszogekbdl hataroz-
zuk meg. A hasab alaplapja szabalyos kilencszog, teriilete egyenld 9
darab egybevagd egyenlészari haromszog teriiletének Osszegével. Az
egyenlészaru haromszogek alapja a szabalyos kilencszog egy-egy olda-

1. 5. abra A szabélyos kilencszog
alapu egyenes hasab kiteritett ha-
16ja

(o]

0 _ 40°.

la, az alappal szemkdzti csticsuk az O pont, a szarak szoge

T
A fentiek miatt az AOB haromszog teriilete 7, = al;plap =102,02 cm’.

Barmely haromszog teriilete kiszamithato két oldala és az altaluk bezart

.b-si . .

sz0g segitségével a T, = e Sy Osszefliggés alapjan (1.6. abra). Igy
2 - °

Tyos = % =102,02 cm’, ahonnan R =17,82 cm. Az egyenlé-

szaru haromszog alaphoz tartoz6 magassaga felezi az alapot és a szarak

szOgét: FB = %, BOF X = % =20°. Az OFB deré¢kszogii haromszogben

a C

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

. e s o o . . .
ismerjiik az atfogot és az By =20° szoget, és keressiik a szoggel szem- : | ¢ 4pra A hdromszog teriilete o0,
° L]
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kozti befogot. Felirjuk az %: 20° szdg szinuszat: sin% = %, innen
a=12,19 cm. A COD egyenl6szara haromszog alaphoz tartozé magas-

. b
saga felezi az alapot és a szarak szogét: GD = > GODX =
A GOD derékszogli haromszogben ismerjiik az atfogot és a

szoget, és keressiik a szoggel szemkozti befogot. Felirjuk a §= 40°

B

sz0g szinuszat: sinE = %, innen b= 22,90 cm. A DEC derékszogii

haromszogben ismerjik a CDEX =y =72° szbget ¢és a szog melletti
befogot, és keressiik a szoggel szemkozti befogot. Felirjuk a y =72°

1.7. abra Egy szabalyos kilenc-
szog alap hasab fedezhetd fel
ebben a toronyban

szOg tangensét: tgy = —, ahonnan m = 70,49 cm.

SIS ]

A hasab felszine:

9569,82 cm”.
A hasab térfogata: V =T,

=2T i +9am=2-918,18+9-12,19-70,49 =

- alaplap

U

-m=918,18-70,49 = 64722,51 cm”.

laplap

4. uzll Egy 6 cm atmérdji korlapbol az 1.8. abran lathatd
{ Jelvényt készitjiik. A korbe irt hiromszog csticsai a kort olyan ivekre
: bontjak, amelyek hosszainak aranya 5:6:7. ;
i a) Mekkora a haromszog kertilete? ;
| b) A legnagyobb teriiletii korszeletet levagjuk a korlaprol. Az igy :
i keletkezd hulladék hany szazaléka a megmarado sikidom teriile- :
tének? '
(A végeredményeket egy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!)

Megoldas:
a) Készitsiik el az 1.9. abrat! A feladat szovege szerint az ivek hosszai-
nak aranya 5:6:7, azaz i, i, :i, =5:6:7. Mivel a kdzépponti sz6g
nagysaga egyenesen aranyos a hozza tartozo koriv hosszaval, ezért a
megfeleld kozépponti szogek nagysagainak aranya is 5:6:7. A kerii-
leti és kdzépponti szogek tétele alapjan 2a : 2 :2y =5:6:7, ahonnan
o:B:y=5:6:7 (az ivhez tartozo keriileti szogek nagysagainak ara-
nya egyenld a megfelel6 ivek aranyaval). igy a haromszog belsd szoge-
inek nagysagait o =5x, 8 =6x, y =7x alakba irhatjuk. A haromszog
belsd szdgeire vonatkozo tétel szerint: 5x+ 6x+7x =180°, ahonnan a
haromszog szogeire az o =50°, a B =60° a y =70° adodik.
Korabbi tanulmanyainkbol tudjuk, hogy egy haromszog barmelyik
szoge, e szoggel szemkozti oldala és koré irt korének sugara kozott az

1.8. abra Jelvény

a=2R-sina, b=2R-sinf, ¢=2R-siny Osszefliggések allnak fenn
(1.10. abra). Tehat a=6sin50°=4,6 cm, b=06sin60°=5,2 cm,

R=3cm i

1.9. abra A 3. a) feladat megolda-

ve.. sahoz ¢=06sin70°=5,6 cm, innen a haromszog keriilete: K =15,4 cm.
; 90 %
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b) Szemléltessiik kiilon az abran a levagott korszeletet (1.11. abra)!
A korszelet teriilete egyenld az OAB korcikk és az OAB harom-
szog teriiletének kiilonbségével. A kozépponti szdg egyenesen

T. . °
aranyos a hozza tartozd korcikk teriiletével: —Xoekk — ;2(())0 ,
kor
nen a T, ., = 140% o 1490 4 1,0cm®>. Az OAB hiromszog
360° 36

_ R’ -sin140°

terlilete 7, = =~2,9cm’. fgy a korszelet (a hulla-

AWB

dek) teriilete 7, =8,1cm’. A megmaradd sikidom teriilete

Orszelet

Ty = T = 3°m 8,1 20,2 cm”. 1.10. abra A haromszog oldalai és
8.1 ) a koré irt kor sugara
Tehat a hulladék ——100=40,2%-a a megmarad6 sikidom te-
riletének.

4, uslds Hatarozzuk meg az o hegyesszog szinuszat, ko-
i szinuszat, kotangensét az o szO0g meghatarozasa nélkiil, ha tudjuk, :
' hogy tga =2/6!

Megoldas:

1. médszer:

Milyen Osszefliggés van egy hegyesszog tangense és kotangense, tan-
gense €s szinusza, tangense €s koszinusza kozott?

R=3cm 2y=140°

1 1.11. abra A 3. b) feladat megol-
Egy hegyesszog tangense és kotangense kozott a ctgo = —— azo- : dasahoz

tga
1 6

nossagot ismerjiik, amelybdl a ctga = ——= = — adodik.

26 12

. - . sino
Egy hegyesszog tangense és szinusza kozott fennall a tga =

cosa
dsszefiiggés, amelybdl sin” o +cos” o =1 azonossag felhasznalasaval
sino
Jl—sin’«a
Négyzetre emelés utan (ez az atalakitas ekvivalens, mert a kifeje-
zések pozitivak):

atga = azonossagot kapjuk.

tg’ o = —sin.z (21 )
1-sin" o
Szorozzuk be a nevezdvel, majd mindkét oldalhoz adjuk hozza a
tg’ a -sin® o-t:

tg” o =sin’ o - tg” o +sin’ o !

A jobb oldalon emeljiik ki a sin” o-t:

tg’ a =sin2a-(tg2a+1)!

1.12. abra Hasznaljuk az ismert

azonossagokat! o° oo, .
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A
g b=x
90"_
B a=2v/6x c

1.13. abra A tga definicidja sze-
rint

~ YA -
f(cos130°;sin130°)| e(c0s398°;sin398°)

it
=
w
=)
°
@

A

1.14. abra Az 5. a) példa megol-
dasahoz

- Y
e(c0s110°;sin110°)

110°
2307 N — -

>

1(c0s230°;5in230°)
1.15. abra Az 5. b) példa megol-

dasahoz

£(c0s65°;sin65°)

65°

f(c0s295°;sin295°)

1.16. abra Az 5. c) példa megol- ¢ — . . - L
)P £ ¢ a cos295° az [ vektor elso, a sin 65° pedig az e vektor masodik ko-

o0 °e, dasahoz

9
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A tg’a+1 (tgza +1# 0) kifejezéssel elosztva az egyenlet mindkét

tg’a
tg2a+

ésa tga >0 miatt sino =

oldalat: sin’ o = , ahonnan négyzetgydkvonas utan a sina >0

tga 2J6

Jigatl 2\/1+(2\/€)2

= 26 adodik.

A fentiek alapjan:

2
cosa =l-sina = [1- t2g ®« - 21 = ! , innen
tg'a+l \tg®a+1 \/tgza+1
COSq = ==
1[(2\/3) +1

2. modszer:
Definici6 szerint az o hegyesszog tangense az o hegyesszoggel szem-

: kozti befogd hosszanak és az a hegyesszog melletti befogd hossza-

¢ sz0g szogfliggvényeinek definicidi szerint ctga =

e . X
¢ smo = =——2¢€S Cosa =—=

nak az aranya. A feladat feltétele miatt az o hegyesszoggel szemkozti

befogo hossza 2\/6x, az a hegyesszog melletti befogd hossza x, ahol
x>0 teljesiil (1.13. abra). A Pitagorasz-tétel alapjan:

2 2 2 T 4
(2\/gx) +(x)" =¢’, ahonnan c=5x adédik. Igy az a hegyes-
G
2J6x 127

B 2\/gx 2\/6 ,

W | —

5x 5 5x

o o udllr A szogfiiggvények definicioja alapjan hatarozzuk
i meg az alabbi kifejezések eldjelét! :
i a) sin130°-sin398° b) cos110°+cos230°% c) sin65°-cos295°;

Megoldas:
a) Egy tetszéleges a szog szinuszan a koordinatasikon i egységvektor
o szoggel valo elforgatasakor kapott egységvektor masodik koordina-

tajat értjiik. fgy a sin130° az }; vektor, a sin398° pedig az e vektor
masodik koordinataja (1.14. abra). Az é, 7 helyvektorok masodik koor-
dinatai pozitivak, ezért a sin130°-sin398° szorzat eldjele pozitiv.

b) Egy tetszdleges o szO0g koszinuszan a koordinatasikon fegység—
vektor a szoggel valo elforgatasakor kapott egységvektor elsé koor-

dinatajat értjiik. Igy a cos230° az f vektor, a cos110° pedig az &
vektor els6 koordinataja (1.15. abra). Az é, 7 helyvektorok els6 koor-

: dinatai negativak, ezért a cos110°+co0s230° Osszeg eldjele negativ.
¢ ¢) A szdgek szinuszanak és koszinuszanak 4ltalanos értelmezése szerint
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ordinataja (1.16. abra). A vektorok emlitett koordinatai pozitivak, ezért
a sin65°-¢c0s295° szorzat eldjele pozitiv.

d) Haa #90°+k-180° (ke Z), akkor az o szdg tangense annak a
pontnak a masodik koordinataja, amelyet az i egységvektorhoz képest
a szoggel elforgatott egységvektor egyenese az origd kdzéppontu, egy-
ségsugart kor (1;0) pontjdba hiizott érintbél kimetsz. Igy a tg215° az
M pont masodik koordinataja. A koszinusz szogfiiggvény definicidja mi-

v A M(;tg215°)

X

340°
e f(cos340°;£inB40°)

att a cos340° egyenlo az 7 vektor els6 koordinatajaval (1.17. abra).

Az M pont masodik koordinataja ¢és az ? vektor elsé koordinataja
pozitiv, igy a tg215°-cos340° szorzat eldjele pozitiv.

e)Ha a #kr (ke Z), akkor az a szog kotangense annak a pontnak : 1.17. abra Az 5. d) példa megol-

az elsé koordinataja, amelyet az i egységvektorhoz képest o szoggel : disahoz
elforgatott egységvektor egyenese az origd kdzéppontl egységsugart
kor (0;1) pontjaba huzott érintdbol kimetsz. gy a ctg125° az M pont
els6 koordinataja. A szinusz szogfiiggvény definicidja miatt a sin 230°
egyenld az 7 vektor masodik koordinatajaval (1.18. abra).

Az M pont els6 koordinataja és az f vektor masodik koordinatdja
M(ctg125°:1) ¥ 4

negativ, igy a ctg125°+sin230° Gsszeg eldjele negativ.

f) A szinusz és a koszinusz szogfiiggvény definicidja miatt a sin 200° g

230° WZ‘T N

az 7 vektor masodik koordinatajaval, a cos200° pedig az 7 vektor
elsé koordinatajaval egyenld. A sin200°—cos200° eldjelének meg-

=

allapitasahoz vizsgaljuk meg az 7 vektor koordinatainak nagysag
szerinti sorrendjét! Szemléltessiik a koordinatasikon azon pontok hal-

mazat, amely pontok (x;y) koordinatdiraaz y>x, y=x, y<x re-

laci6 teljesiil. Az 1.19. dbra alapjan az f* vektor masodik koordinataja : 7(c0s230%; sin230°)

nagyobb, mint az elsé koordinataja, azaz sin 200° > cos200°, innen a : 1,18. abra Az 5. ¢) példa megol-

sin 200° —cos 200° kiilonbség eléjele pozitiv. dasahoz

a) sine -sin (7 — o) —cos(—a ) - cos(w — ) =sin5?ﬂ+cos7?ﬂ;

b) cos(%—a]=sina; c) sin(%—aJ=COSOl;

d) tg(%—a]=ctga (a #kn,ahol ke Z);

e) 1+ 2sin(o +7)cos(o +7) = (sine +cosa)2.
i ;8in200°)

Megoldas:
a) Vizsgaljuk meg az egyenléség jobb ¢és bal oldalat, majd a kapott

kifejezeseket vessik Ossze! A bizonyitandd azonossdg jobb olda- : 1,19, sbra Az 5. ) példa megol-

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

lan nevezetes szogek szogfiiggvényei szerepelnek, igy a jobb oldal: : d4sahoz
. 5w T 1 1
sin—+cos—=—+—=1. ece
6 32 2 ...° 0...
. 93 <
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A sina=sin(r-a), a cosa=-cos(r—a) ¢ a cosa=

yA
- : elcosarsing) ¢ =cos(—a) azonossagok (1.20. dbra, 1.21. 4bra) felhasznalasaval
e’(cos(m-0);sin(rr-for))
0 N T ! az egyenlet bal oldala: sina-sin(7 —a)—cos(—a)-cos(r—oa) =
X Na =sina -sino —cosa -(—cosa). Innen a sin’ o +cos” o =1 azonossag

alapjan a sina-sina —cosa-(—cosa)=sin’a +cos’a =1 adddik.
Tehat azt kaptuk, hogy a bal oldal barmely o szdg esetén egyenld a
jobb oldallal. Ezzel az allitast belattuk.

C0S(7—a) #—C0Sex
sin(r—e!) =sina

b) A cosa =—cos(m —a) azonossag alapjan az egyenlet bal oldala:

cos(g_a)?cos(n_(g_aD=_cos(g+a}

innen a cos(a + % )= —sina Osszefliggés (1.22. abra) alkalmazasaval

1.20. abra A 6. a) példa megol-
dasahoz. A helyvektor y tengelyre
vonatkozé tikérképének koordi-
natai

=7 M adodik a bizonyitando allitas: cos(; -a )= sina.

Cc)A sina = sin 7': o) azonossag alapjan a egyenlet bal oldala:

CE I R )

ahonnan a sin(a +%)= cosa Osszefiiggés (1.22. abra) alkalmazasa-

£'(cos(~ax);sin(—cx))

1.21. abra A 6. a) példa megol-
dasahoz. A helyvektor x tengelyre
vonatkozo tiikorképének koordi-
natai

val adodik a bizonyitando allitas: sin (% - J= cosa.

d) Az a #kn (ke Z) feltétel miatt az egyenl6ség mindkét oldala ér-
telmezve van.

Atgx= sin x (x #* £+l7r, le Z) Osszefliggés ¢és a feladat b), c)
3 coS(a+%)=—Sina o COS X ’ )
L részében kapott eredmények felhasznalasaval az egyenlet bal oldala:

sm(z—a)
tg(z—a)= =5 (a #kr, aholke Z).
2 (n ) sino
cos| > —a

=ctga (o # km, ke Z) alkalmazasaval a bizonyitando

cosa
Innen a —
sina

. ) ) allitast kapjuk:
1.22. abra A 6. b) és c) példa
megoldasahoz. A helyvektor origd p

kézépponti, % nagysagu szoggel tg(z —a ): ctga, a # kx, ahol (k = Z)'

valo elforgatassal kapott képének : Miel6tt ratérnénk az e) feladat megoldasara, vizsgaljuk meg a feladat

koordinatai b), ¢), és d) részében kapott eredményeinket!
e®%0,
.. ..
t 94 5
[ ]
> ¢

Matematika_11_tk.indb 94 2011.05.27. 12:40:33



.
&
%{} Vegyiik észre, hogy acos(%—a)z sina, a sin(%—a)z cosa
ésa tg(%—a]z ctga (o #kr, aholke Z) ahegyesszdgek-

re és a potszogiikre vonatkozo Osszefiiggések altalanositasai.

e) A cos(a+m)=—cosa ¢és a sin(a+m)=-sina azonossa-
gok (1.24. abra) felhaszndldsdval az egyenlet bal oldala:
1+2sin(a +7)cos(a+m)=1+2sina cosa.

Kéttagu 6sszeg négyzetére vonatkozo dsszefiiggés alapjan azegyen-

. . 2 . . .
letjobboldala: (sina +cosa ) =sin’ @ +2sina cosa +cos’ &, innena

1.23. abra Bizonyitas

-2 2 , . . 2 .
sin” @ +cos” o =1 azonossadg miatt (sma +cosa) =1+2sinacosa

adodik. Tehat a bal oldal barmely o szog esetén egyenld a jobb oldal-
lal. Ezzel az allitast belattuk.

o 4. ualsl Egy vizszintes, surloddsmentes asztallapra tett viz- :
. szintes helyzetli rugé egyik végét rogzitjiik, masik végére egy kony- :
i nyen gurul6 kiskocsit helyeziink. A rugdval parhuzamosan kitéritett, :

Y €0S(ot+7)=—CoSc
e(cosesing) | sin(or+m)=-siner

i majd magdra hagyott kiskocsi harmonikus rezgd mozgist végez : g
{ (1.27. 4bra). A rezg6 test kitérése az y(r) = A-sin(wt), sebessége a | /N
i W(t)=A-o-cos(wt) valos fiiggvényekkel irhato le, ahol 4 a rezgés ' \ 2 5

i s s ] o e T onz g - : T
: amplitddoja, a kezdeti maximalis kitérés (m), @ a rezgés korfrek- ! 1

i venciaja (— J, t a kitérités utan eltelt id6 (s). A kiskocsit kitéritjik a :
: s /(cos(oc-+);sin(a+1)

rugoval parhuzamosan 10 cm-rel, majd magara hagyjuk. A rezgg test
i 1.24. abra A 6. ¢) példa megolda-

sahoz. A helyvektor origdra vonat-

: |
. korfrekvenciaja 2—.
: S koz tiikorképének koordinatai

a) Abrazoljuk a rezgés kitérés-id6, sebesség-id6 grafikonjat!
i b) Jellemezzik az y(¢), v(¢) fiiggvényeket!

: T . T 3m :
i ¢) Mekkora a kitérés és a sebesség a kitérités utan gs, 75 mulva? :

Megoldas: y(m)

a) A feladat szdvege szerint a rezgd test kitérését az y(¢)=0,1-sin2¢ 0,1‘ y=01sint
(D =R\ R‘), sebességét a v(t) =0,2-cos2t (D =R\ R‘) fliggvé-

nyek irjak le. Az y(t)=0,1-sin2¢ grafikonjata ¢ > sint (D=R\R")

alapfiiggvénybdl kiindulva fliggvénytranszformaciok segitségével meg- - 5 3% 15
kaphatjuk. A tanultak alapjan a ¢ > sin 2¢ (D =R\ R’) fiiggvény fele-

akkoratértekekhez rendeliugyanazokata fiiggvényértékeket, mintaz alap- -

fiiggvény. Az ¢ > sin 2t fiiggvény képét megkapjuk, ha az alapfiiggvény
grafikonjat a ¢ tengely mentén felére zsugoritjuk. Az y(¢)=0,1-sin2¢
fiiggvény ugyanazon ¢ értékekhez 0,1-szer akkora fliggvényértéket

1.25. abra A harmonikus rezgé
mozgas kitérés-ido grafikonja L LT
o

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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0,2

0,1

rendel, mint a ¢ > sin2¢ fiiggvény. igy ha a > sin2¢ fiiggvény grafi-
il y—02c0s2¢ : konjat az y tengely mentén 0,1-szeresére zsugoritjuk, akkor a rezgé test
. kitérés-id6 grafikonjat kapjuk (1.25. abra). A v(¢) =0,2-cos2¢ grafikon-
jat fliggvénytranszformaciok segitségével a ¢+ cost (D = R\R")
: alapfliggvénybdl kiindulva megkaphatjuk. A ¢+ sin 2¢ (D =R\ R")

3% t(s) fiiggvény feleakkora ¢ értékekhez rendeli ugyanazokat a fliggvényérté-
keket, mint az alapfiiggvény. Az ¢ > cos 2t figgvény képét megkapjuk,

¢ ha az alapfiiggvény grafikonjat a ¢ tengely mentén felére zsugoritjuk.

: A v(t)=0,2-cos2t fliggvény ugyanazon ¢ értékekhez 0,2-szer akkora
fuggvényértéket rendel, minta ¢ — cos 2¢ fiiggvény. Igy haa ¢+ cos 2t

1.26. abra A harmonikus rezgd : fiigovény grafikonjat az y tengely mentén 0,2-szeresére zsugoritjuk, ak-

mozgas sebesség-idd grafikonja

: b)
y(1)
Ertelmezési tartomany RAR™
£ tékdkbenl o
Ertékkészlet 10°10
Periodus V4
T
Zgérushely x:k'E (ke N)
Maximumbhelyek: x = ik T,
ahol ke N .
1
A maximum értéke: E .
Széls6érték
Minimumhelyek: x = n +k-m,
ahol ke N .4
A minimum értéke: — i .
10
A E+k-7'c;3—ﬂ+k~7t}
4 4
intervallumon (k € N) szigoraan
monoton csokken.
Monotonitas ;
A 0;Z U —ﬂ+k~ﬂ;5—ﬂ+k-7r
4 4 4
intervallumon (k€ N) szigoraan
monoton no.
Paritas =
ST Rt
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¢ kor a rezgd test sebesség-idd grafikonjat kapjuk (1.26. abra).

x=Z4k-L (keN)
4" 2

Maximumbhelyek: x =k - 7,
ahol ke N .

. 1
A maximum értéke: g .

Minimumhelyek: x = T k- T,
ahol ke N .

. 1
A minimum értéke: —g .

A |:£+k~ﬂ;ﬂ+k'ﬂ]
2 1

intervallumon (k € N) szigortan
monoton no.

A {k . 7'[;%+ k- ﬂ:| intervallumon

(ke N) szigoraan monoton csdkken.
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cr . s , T , ”
c) A kitérés és a sebesség a kitérités utan e milva egyenld az y(t)

¢és a v(t) fiiggvények t=% helyen felvett helyettesitési értékével:

¥

y ) 01s1n——0151n§~00866m 8,66 cm,

g
(c
[

) 0,2-cos > _0,13
S

3z
Hasonloan a kitérés és a sebesség a kitérités utan > s mulva:

3
2

) 0,1-sin37 =0 m, v(32] 0,2-cos3m =-0, 2—

) Oldjuk meg! ,

1. Szabalyos nyoleszog koré irt korének sugara 12 cm.
a) Mekkora a nyolcszog tertilete? b) Mekkora a nyolcszog kertilete?
¢) Mekkora sugaru kor irhatd azon haromszog koré, amelynek egyik csucsa a nyolcszog szimmet-
riapontja, masik két csucsa a nyolcszog egyik oldaldnak két végpontja?

1.27. abra A kiskocsi harmonikus
rezgd mozgast végez

. Egy szabalyos tizoldalu hasab leghosszabb testatloja 20 m, €s az oldaléllel 25°-os szdget zar be.

a) Mekkora a hasab térfogata? b) Mekkora szoget zar be a legrovidebb testatlo az alaplappal?

. o 3
. Mekkora a sina értéke, ha ctgo = _Z?

8
. Mekkora a tga +ctga értéke, ha cosa = ﬁ?

7sina —2cosa

. Mekkoraa ——— ¢értéke, ha tgo = ;—;?

2sino +coso

: - . 60
. Mekkora a sina +cosa értéke, ha sina -cosa = @?

. Igazoljuk a kovetkez6 azonossagokat!

: ™
a) sina - cos ST =1+cosa-cos(a+7);

cos’ a

b T} 2By (a2 Tk, aholkez
cos"a—sin" a 2 I-tg"a 4

b) tga~ctg(%—a)+1= (a ¢%+kn,aholkeZ);

<)

8. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezé fiiggvényeket!

2w 4w

a) f: [—T —:| R, f(x):2cos(—x+%)—1; b) g: R>R, g(x)=-3sin2x+2;

3

) h:|2m;3x[\{m;0;w;27} > R, h(x)= tg(—%x)—l;

d) i:]—3—ﬂ;7—n[\{ﬂ 5”}—)R i(x)=2ctg| x=2 |+1.
44| |44 4
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Szamos gyakorlati probléma megoldasa vezet olyan egyenletekre, ame-
lyekben az ismeretlen(ek) valamely szogfiiggvénye(i) szerepel(nek).
Az ilyen egyenleteket trigonometrikus egyenleteknek nevezziik. Né-
hany gyakorlati alkalmazasra egy késobbi leckében még visszatériink.
Az alabbiakban olyan trigonometrikus egyenletek megoldasat mutatjuk
¢ be, amelyekre a kozépiskolai tanulmanyaink soran sziikségiink lehet.

). udlez Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi

2.1. abra Egy gyakorlati problé-

ma, amely trigonometrikus egyen- : : “egyenleteket! t

lettel is megoldhato P 1 1 A
ta) [ sinx—= l(2cos3x+1)=0; b) |tg2x|=—=; ¢) otg’| x+— |=1. i
' 3 ) 2 5
Megoldas:

a) Az egyenlet alaphalmaza és az értelmezési tartomanya a valos sza-
mok halmaza.

% Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldalan egy szorzat, a
jobb oldalan 0 all. Mivel egy szorzat akkor €s csakis akkor 0,

. . . 2 1
ha valamelyik tényezdje 0, igy sinx = B vagy cos3x = =5

yl
2,41
Ki i

1. modszer:
. . 2
A szogfliggvények definicioja alapjan a s1nx=§ egyenlet megol-
2.2. dbra A sinx:% egyenlet ¢ dasa soran keressiik azokat az x forgasszogeket, amely szogekkel az
megoldésa az egységsugarti kor i vektorhoz képest clforgatott egységvektor masodik koordinataja
segitségével 2 . . 2 .
3 az xy koordinatasikon (2.2. abra). A sinx =— egyenletnek két
v4 3 .
x:—% megoldasa van a [—%;TE[—OH, ezek Osszege m. Ezen az interval-
umon az egyik megoldast szamologép (vagy tablazat) segitségével
%ﬁ atarozhatjuk meg: kozelit6leg 0,7297 radian (2.4. és 2.6. abrak),

1

h

a masik megoldast megkaphatjuk, ha az imént kapott értéket 7-bol
kivonjuk: 7 —0,7297 =2,4119 radian. igy az egyenlet megoldasai:
x,=0,7297+k 27, x,=2,4119+1-27, ahol k, /e Z.

1 . . .
Hasonldan a cos3x = -3 egyenlet megoldasa soran keressiik azokat a

2.3. 4bra A cos3x = _% egyenlet : 3x forgasszogeket, amely szogekkel az i vektorhoz képest elforgatott

megoldasa az egységsugaru kor

U | . , .
egységvektor els6 koordinataja - az xy koordinatasikon (2.3. abra).

.° o0, . segitségével
L] °
y 98 9
) °
) [ ]
J Ld
L] L]
o L)
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Az ,,A” tipus esetében:

a)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: a szog
szinuszanak
bevitele

3. 1épés: a szog
meghatarozasa

b)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: a szog
koszinuszanak
bevitele

3. 1épés: a szog
meghatarozasa

©)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: a szog
tangensének
bevitele

3. 1épés: a szog
meghatarozasa

d)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: a szog
kotangensének
bevitele

3. 1épés: a szog
tangensének
kiszamitasa

4. 1épés: a szog
meghatarozasa
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Billentytik

DRG
HEE
200 sin |

Billentytik

DRG

STl TS
20ar | co |

Billentyiik

DRG

nas
20ar |

Billentytik

DRG

1/x

2nar |

Kijelzé

RAD
0,6666
0,7297 (= x)

Kijelzo

RAD
-0,5
%”(: 3x) ~ 2,0944

Kijelzo

RAD
0,5

0,4636 = 2x

Kijelzd

RAD

()

3r

d =x+—L0,7854
4 5 )

2.4. abra Az ,,A” szamologép

30°= Erad
6 T
60° = —rad
. 3
45°= "rad
4 T
90° = —rad
2

2.5. abra ldézziik fel a szogek
mértékegységét!

99
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100

2.6. abra A ,,B” szamologép

4

2.7. abra Tartsuk be a 1épések sor-
rendjét!

Matematika_11_tk.indb 100

A ,,B” tipus esetén:

a)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: az adatok
bevitele, a szog
meghatarozasa

b)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: az adatok
bevitele, a szog
meghatarozasa

c)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: az adatok
bevitele, a szog
meghatarozasa

d)

1. 1épés: a szog
mértékegységének
beallitasa

2. 1épés: az adatok
bevitele, a szog
tangensének meg-
hatarozasa

3. 1épés: a szog
meghatarozasa

Billentytik

SHIFT MODE

4
mn
BEanE

Billentyiik

K

4
- |
(-]

D |-

Billentyiik
4

SHIFT

m
ST 1]

Billentytik

K
4

B ESE R

SHIFT

m
Cans [ =]

Kijelz6
1: MthIO 2: LinelO
3:Deg 4:Rad

R
sin”' (2+3)
0,7297(= x)

Kijelz6
1: MthIO 2:LinelO
3:Deg  4:Rad

R
cos™ (—0,5)

=

S (= 3x) = 2,0944

Kijelzo
1: MthIO 2:LinelO

3:Deg 4:Rad

R

tan”™' (0,5)
0,4636(= 2x)

Kijelzo
1: MthIO 2:LinelO
3:Deg  4:Rad
R

=1

E(:x+3—” = 0,7854
4\ 5
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1
A cos3x=—5 egyenletnek a [0;27[-on két megoldésa van, ame-

lyek Osszege 27, 2?” és 2m —ZTﬂ = 4% radian. fgy 3x = 2?” +m-2r

vagy 3x= 4?ﬂ+n -2, ahol m,neZ. Az egyenlet megoldasai:

2w 2 4 2r
X, =—4m-=, x,=—+n-=— (m,nel).
9 3 9 3
Tehat a feladat megoldasa: x, =0,7297+k 27, x,=2,4119+/-2x,
2.8. abra Az egyenlet minden
X, = 2?77:_'_”12?” vagy x, = 4?77"_'_”_2?77, ahol k, 1, m, ne Z. megoldasat vizsgaljuk meg!

2. modszer:
A trigonometrikus egyenletek megoldasait kereshetjilk grafikus

aton is. A sinx=§egyenlet bal oldalanak megfelel6 fliggvény:

S R—R, f(x)=sinx, a jobb oldalnak megfeleld fiiggvény:

g:R>R, g(x) =§ (2.9. abra).

1 1
] i >
A 07297 7r 24119\ x
2 2

1

A 24, 2.6. ¢é 29. abrak alapjan x, =0,7297+k 2m,
x, =2,4119+1-27, aholk,le Z.

A cos3x=—% egyenlet megoldasakor jeloljik «a-val a

koszinuszfliggvény argumentumaban all6 szdget (a =3x)! Az egyen- : 2.9. dbra A sinx =3 egyenlet

let bal oldalanak megfelel§ fiiggvény: /:R — R, /(o) =cosa, ajobb grafikus megolddsahoz
oldalnak megfelel6 fiiggvény: g¢: R > R, g (a) = —% (2.10. abra).

A 2.10. abra alapjan 3x = 2?ﬂ+m -2m vagy 3x= 4?”+n~27r,
ahol m,neZ. Innen a feladat megoldasa: x, =0,7297+k-2x, yA

x, =2,4119+1-2m, x3=2§+m~2?ﬂ vagy x4=4§+n-27”, ahol

k,l,m neZ.

xr

/ 0

1
=

1 .
b) A |tg 2x| = 5 egyenlet értelmezési tartomanya a tangens szogfiigg-

vény értelmezése miatt R\ {% +k % ke Z}. Az abszolit érték defini-
1

e . 1
cidja alapjan tg2x = iE'

2.10. abra A cos3x = —% egyen-

let grafikus megoldasahoz L LT
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1. modszer:

—+ A definici6 értelmében az egyenlet megoldasakor keressiik azokat a for-
- gasszogeket, amelyekkel az i egységvektort elforgatva a kapott egy-
A\ 4~ ségvektor egyenese és az egységsugart kor (1;0) pontjaba huzott érintd
0,4636
’ - . . NP 1

1= (1'9) koz6s pontjanak masodik koordinataja 5 vagy 5 A P pontba htizott

i X
-0,4636 5 B egységvektor egyenesének és az érintd (e) kozos pontjanak (M) maso-
e dik koordinataja 5 A Q pontba htizott egységvektor egyenesének €s az

. . . NP
érint6 (e) kozos pontjanak (N) masodik koordinataja = (2.11. abra).

1
4 = T N 1 R
211 dbra A Jig2x = 5 cayenlet & A :I_E;E[-On egy olyan szdg van, amelynek tangense > Ezt a szdget

megoldasa az egységsugaru kor

segitségével szamologép (vagy tablazat) segitségével hatarozhatjuk meg: kdzelitdleg

0,4636 radian (2.4. 4bra, 2.6. abra). Mivel a tangensfiiggvény paratlan,

ezért a]—%;%[-on a —0,4636 radian nagysagu az a szog, amelynek

tangense —%. Igy 2x =~ 0,4636+k -7 vagy 2x ~—0,4636+1-7, ahon-
nan az egyenlet megoldasai: x, =0,2318+k% - %, x, =—=0,2318+1- %,
ahol £, /e Z. Mindkét megoldashalmaz kielégiti az eredeti egyenletet.
2. médszer:

A tg2x =% és a tg2x = —% egyenletek megoldasakor jeloljik o-val

a tangensfliggvény argumentumaban 4llo szoget (o =2x)! Az egyen-

letek bal oldalainak megfeleld fiiggvény: f': R\{%+k~n | ke Z}—>

— R, f(a)=tga, ajobb oldalaknak megfeleld fliggvények: g : R — R,

T
=
cedled L
&
>
==
=
Bl 1k -
15}
>
I~

z(a) =% ésh:R >R, h(a)z—% (2.12.4bra).igy a = 0,4636 +k -

vagy a =—0,4636+1-7, ahonnan az o = 2x miatt az egyenlet megol-

. 1
2.12. dbra A [tg2x| = egyenlet | jaqai. z0,2318+k«%, x, z—0,2318+1~§, ahol k, I e Z. Mind-

fik Idasanal h alt . . TR .
grafeus  megoicasanal hasEat L et megoldashalmaz kielégiti az eredeti egyenletet.

grafikonok
2 3n ; - .
c) A ctg x+? =1 egyenlet értelmezési tartomanya, a kotan-
. 3
gens szogfiiggvény értelmezése miatt R\{—?ﬂ+kn|ke Z}. Az
egyenlet mindkét oldala nemnegativ, igy négyzetgyokvonas utan
ctg(x+3?n)‘=l adodik. Innen az abszolut érték definicioja miatt
ctg x+3—7r ==1.
0000, 5
To02
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1. médszer:

A definicio értelmében az egyenlet megoldasakor keressiik azokat a
forgasszogeket, amelyekkel az i egységvektort elforgatva a kapott
egységvektor egyenese ¢s az egységsugar kor (0;1) pontjaba huzott
érint6 kdzos pontjanak elsé koordinataja 1 vagy —1. A P pontba huzott
egységvektor egyenesének €s az érintd (e) kozds pontjanak (M) elsé ko-
ordinataja 1. A O pontba hiizott egységvektor egyenesének és az érintd

(e) kozos pontjanak (V) elsé koordinataja —1. A [—E;%

|: \{0} halma-
zona - radian az egyetlen olyan szog, amelynek kotangense 1 (2.14.
dbra). Mivel a kotangensfiiggvény paratlan, ezért a [—%,g[ \{0} hal-

T - L N
mazon a 7 radian nagysagu az a sz0g, amelynek kotangense —1-gyel

P I & 3r T
egyenld. Igy x+—=—+k-7m vagy x+—=——+/[-7, ahonnan az
5 4 5 4 2.13. abra Melyiket valasszam?

egyenlet megoldasa: x, =—;—7(:+k'ﬂ,', X, =—127—g+l-7r, ahol k,l e Z.

Mindkét megoldashalmaz kielégiti az eredeti egyenletet.

2. modszer:
A ctg(x + 3?% J =1 ¢és a ctg (x + 3?” J =-1 egyenletek megoldasakor

jeloljik «a-val a kotangensfiiggvény argumentumaban allo szdget

(a =x +3?ﬂ)! Az egyenletek bal oldalainak megfeleld fiiggvény:
S R\{k-n| ke Z} 5 R, f(a)=ctga, a jobb oldalaknak meg-
felelé fiiggvények: g: R >R, g(a)=1 és h: R—>R, h(a)=-1
(a grafikonok a 2.15. abran lathatok).

2.14. abra A ctgz(x+3?ﬂ)=l

egyenlet megoldasa az egységsu-
garu kor segitségével

. Vg T 3 .
Igy a=Z+k'ﬂ vagy a=—Z+l~7r, ahonnan az a=x+? mi-

att az egyenlet megoldasai: x, =—;—7(§+k-7r, X, =—127—(7;+l~7r, ahol

k, € Z. Mindkét megoldashalmaz kielégiti az eredeti egyenletet.

&

% Vegyiik észre, hogy a trigonometrikus egyenletek nagy ré-
szének megoldasa sinx =a, cosx=bh, tgx=c, ctgx=d

tipusu (az 1. példaban szerepld egyenletekhez hasonlo) egyenletek-

hez vezet.

2.15. abra A ctgz(x+3?ﬂ):1

egyenlet grafikus megoldasahoz 0000,
[ ] [ ]

" 103

[ ]
°
o
o
[ ]
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2.16. abra A sina = sinf tipus
egyenletek megoldasahoz I.

a+pB=r+kn

B

2.17. abra A sino = sinf tipusu @

egyenletek megoldasahoz II.

y
c0Sa =C0S 3 a=pB+kox

2.18. abra A cosa = cosf tipus
egyenletek megoldasahoz 1.

/
COSa =C0S 3 - o+ f=2r+k2rn

e

Pmnin

i X

J 2‘ r'lfllr I:I
i Tgyenleteket!

: . 3 .
HE)) sm(x+7ﬂJ=sm3x; b) cos2x=—cos§;

Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi

c) tg(2x—2§)+tgx=0; d) ctg[x+3TﬂJ=ctg4x.

: Megoldas:
¢ a) Az egyenlet értelmezési tartomanya a valoés szamok halmaza.

A sin(x+37ﬂ =sin3x egyenlet mindkét oldalan egy-egy szog szinu-

sza all. A definicio alapjan konnyen belathato, hogy két szog szinusza
akkor és csakis akkor egyenld, ha a két szog a 27 (a szinuszfliggvény
periddusanak) egész szamu tobbszordsében tér el egymastol, vagy ha a
¢ két szOg Osszege a 7 paratlan tobbszordse (2.16. abra, 2.17. abra).

¢ Matematikai jelekkel:
¢ sina =sinf @ a=p+k-2n vagy a+f =n+[-2x, aholk,le Z.

: A fentiek értelmében 3x=x+ 37” +k-2r vagy 3x+x+ 3%

¢ =m+[-2x, innen az egyenlet megoldasai:

xl=%+k-7t, X, =

1. Z (k1e7).

16 2

b) Az egyenlet értelmezési tartomdnya a valdés szamok halmaza.
¢ A cos2x= —cos% egyenlet bal oldalan egy szog koszinusza, jobb ol-
dalan egy szog koszinuszanak ellentettje all. A —coso = cos (7 —at)

azonossag alapjan az egyenlet cos2x = cos(n - g) alakba irhat6. fgy

mar az a kérdés, hogy két szog koszinusza mikor egyenld. A defini-
ci6 alapjan belathato, hogy két szog koszinusza akkor és csakis akkor
: egyenld, ha a két szoga 27 (a koszinuszfliggvény periodusanak) egész
szamu tobbszordsében tér el egymastol, vagy ha a két szog 6sszege 27
¢ egész szamu tobbszordse (2.18. és 2.19. dbra).

: Matematikai jelekkel:
¢ cosa=cosfeoa=p+k-2n vagy atf =2n+1-2x, ahol k,l e Z.

1 \]
\‘ A fentick szerint 2x:7r—§+k~27c vagy 2x+%—x=2n’+l~2n’,
2 4
: ahonnan az egyenlet megoldasai: x, = Tk ?ﬂ, , = 3 +1-2rm
2.19. dbra A cosa = cosf tipusu : (k, le Z).
.° ece, . egyenletek megoldasahoz II. :
T o104
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c) Az egyenlet értelmezési tartomanya a tangens szogfliggvény értel-

mezése miatt R\ T vkon vagyl+l~£ |k,leZ .
2 12 2

2
Atg (Zx - ?ﬂ )+ tg x = 0 egyenletet atrendezve, a —tga = tg(—o)

azonossagot felhasznalva az egyenlet tg| 2x — ZTH ] = tg(—x) alakba ir-

hato. A definicio alapjan belathatd, hogy két szog tangense akkor és
csakis akkor egyenld, ha a két szog a 7 (a tangensfiiggvény periodusa-
nak) egész szamu tobbszorosében tér el egymastol (2.20. abra).

Matematikai jelekkel:

tga =tg Pl a ¢%+mn,ﬁ ¢%+mr m,ne Z)«:} o= +k-m, ahol
ke Z.

. . 2n . 2n T
A fentiek miatt 2x—?:—x+n-n’, innen x:?+n-§ (neZ)
adodik. Az x¢%+k~7‘t (ke Z) feltétel miatt meg kell vizsgal-
nunk, hogy a %T+n-%¢%+k-n mely k,neZ esetén teljesil.
n T , . .

A ﬁ(4+6n)¢ﬁ(9+18k) barmely k,ne Z esetén fennall, mert
2|4+6nés2 | 9+18k. Hasonloan az x # %+l~% feltétel miatt (/€ Z):

27w T e ™17 ek kell teljesiilni. A 2 (8+12n) % 2= (3+181)
9o 3712 2 36 36

barmely /, ne Z esetén fennall, mert 2 |8+12n és 2 f3+18/. Tehataz
egyenlet megoldasai: x = %r +n % (neZ).

d) Az egyenlet értelmezési tartomanya a kotangens szogfliggvény értel-
mezése miatt R\ {k% |ke Z}. A definici6 alapjan belathat6, hogy

két szog kotangense akkor €s csakis akkor egyenld, ha a két szog a =
(a kotangensfiiggvény periodusanak) egész szamu tobbszorosében tér
el egymastol (2.21. abra).

Matematikai jelekkel:
ctga =ctgf(a #mn, f#mn, mne L)< a=f+k-n, ahol ke Z.

A fentiek értelmében 4x=x+3Tn+l-7t, innen x=£+l~§ (leZ)
1 7 , ...z T
adodik. Az x;tk'z (ke Z) feltétel miatt E-(3+4l)¢a-3k, eza

feltétel nem teljesiil, ha 3 |/. Az el6zéek miatt 3 | [, igy [ =3n+1 vagy
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2.20. abra A tga = tgf tipust
egyenletek megoldasahoz

ctgo =ctg ¥

2.21. abra A ctga = ctgf tipust
egyenletek megoldasahoz
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[ =3m+2 alakba irhato, ahol m, ne Z. Tehat az egyenlet megoldasai:

7 11
X, :é_,_n.ﬂ, X, :1—;+m-7t (m,ne 7).

: . udlel:; Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket! E

a) sin2x=cos(x+%); b) tgx~tg(3x—%]=l.

Megoldas:
a) Az egyenlet értelmezési tartoméanya a valdés szamok halmaza.
2.22. abra A feladat megoldasa-

hoz vélasszuk ki a megfeleld azo-
nossagot

A cos(x+%]=sin2x egyenlet bal oldalan egy szog koszinusza,

jobb oldalan egy szog szinusza all. A potszogek szogfiiggvénye-

. L T . .
ire vonatkozd sino =cos(5—a) azonossag alapjan az egyen-

let cos(x + % )= cos(% - 2x) alakba irhat6. fgy mar az a kérdés,
hogy két szog koszinusza mikor egyenld. Az el6z6ek miatt x+ n =
= %—2x+k~2ﬂ vagy x+%+%—2x =27 +[-2m, ahonnan az egyen-

let megoldasai: x1=%+k-2?ﬂ, xzz—STﬂ—lQn (k.1e 7).

b) Az egyenlet értelmezési tartomanya a tangens szogfiiggvény értelme-

Zése miatt R\NA +k - vagy 2= +1-% [k, le Z\.
2 30 3
Atgx- tg(3x - % )= 1 egyenletnél két sz6g tangensének szorzata 1-gyel
egyenld. Ha tgx # 0, akkor az egyenlet mindkét oldalat tgx -szel el-
osztva és a ctgx = tL (x *k- 1, ke ZJ azonossagot felhasznalva a
gx
tg (3x - % ] =ctgx egyenletet kapjuk.

Most alkalmazzuk a potszogek szogfliiggvényeire vonatkozo

ctgo = tg[%—a) azonossagot (a #krm, ke Z): tg(3x—%) =

=tg(%—x). Innen 3x—%=%—x+n~ﬂ (neZ), ahonnan

x=Z X (neZ) adodik. Az v#2 1. B lez) & az
40 4 30 3

2.23. abra Potszogek szogfiigg-
0o%%%e, vényei?

x#k % (ke Z) feltételek teljesiilnek, az eredeti egyenlet megolda-

S 106 4
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sa: x= Z—g+n % (ne Z). Ha tgx =0, akkor az egyenlet bal oldala

0-val, mig jobb oldala 1-gyel egyenld, tehat ellentmondast kapunk. fgy

a feladat megoldasa x = Z—g+n% (ne Z).

R, Oldjuk meg! p

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) sin(3x+%)+1 =0; b) |cos(x—7)|= %; ) tg?x—1=0; d) ctg(x+%)= 3.
2. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) cos(x+37n)-sin3x=0; b) cos22x—%=0; c) tg(x—%r)‘=l; d) ctgdx—-2=0.

3. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) sin(2x—37ﬂ)=sinx; b) cost—cos(x+%)=0; c) tg(2x+§)=—tgx;
b
d) ctg(—x+5)=—ctg3x.

4. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) tg(x+%)=—ctg2x; b) cos3x+cos(x+%r)=0; c) cos(2x+37ﬂ)+sinx=0;

d) tg3x-tg(2x+2?”)= -1.

Bilrigonometrikusiegyenietekill:

evcee

sevee

Az alabbiakban olyan trigonometrikus egyenleteket mutatunk be, ame- i, ooy =
lyek megoldasaban felhasznaljuk ugyanazon szdg szdgfiiggvényei ko- 'Fv,_ & < COS (L
zottl Osszefiiggéseket. A megoldas sordn elséként a szogfiiggvény ér- : d*"'-:. EN

tékét hatarozzuk meg, majd a kapott értékbél adjuk meg az ismeretlen : * % *¢ <9 “ r\-l.;_, -

értékét.

). udleds Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi

00000000000000000000000000000000000000000000d
o

] ! & .

§ egyenleteket! 1 ' . Hﬁ- smz o +¢ﬂ‘5: |

i + u

i a) N“—COS2X=—; b)wzl ¥ o

5 2 cos x 3.1. 4bra Valamelyik egyenlet is-
.. ..
S 107 <
L[]
L] [
° q
.. ..
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¢ Megoldas:
y ¢ a) Adjuk meg az egyenlet értelmezési tartoményat! A négyzetgyok-
: vonds definicidja alapjan 1—cos’ x>0, ahonnan |cosx|<1 adédik.

A koszinuszfliggvény értékkészlete: [—1;1], igy a |cosx|<1 egyen-

16tlenség barmely valos szamra fennall. Tehat az egyenlet értelmezé-
si tartomanya R. Mivel barmely szdg szinuszanak és koszinuszanak
négyzetdsszege 1, ezért az 1—cos’ x helyére sin’ x-et helyettesithe-

. 1 . . 1
tiink. Ekkor az egyenlet +/sin® x = 3 alakba irhato, innen |sin x| = 5

, 1 1
Igy sinx =— vagy sinx = —— (3.2. abra). Ezek alapjan a megoldasok:
3.2. 4bra Az 1. a) példa megolda- & 2 & 2 ( ) P) g

shoz xl=£+k-27r, x2=5—n+l-27r, x3=7—ﬂ+m~2ﬂ x4=ﬁ+n-27r,
6 6 6 6

ahol k,[,m,ne Z.

&
% Vegylik észre, hogy az x, és az x, megolddsokat dsszevon-

hatjuk: x:%+k-7r (ke Z). Hasonloan az x, és az x,

megoldasokat egybefoglalva: x = S?ﬂ +l-n (leZ).

b) Az egyenlet minden olyan x valds szamra értelmezhetd, amely-

re cosx #0, azaz x# %+k-7r (ke Z) teljesiil. Az egyenlet értel-

mezési tartomanya: R\{%+k~n|ke Z}. Végezzik el az egyen-

sin x

¢ let bal oldalan a kijel6lt miveletet, és hasznaljuk fel a tgx =

<y

COS X
(x # %+ k-m, ke Z) osszefiiggést! fgy a tgx+3=1 egyenlethez

|
—
=y
ool &)
S
o

: I : { : [ : ¢ jutunk, ahonnan tgx =-2 adodik (3.3. abra).

Innen az egyenlet megoldéasa: x =—1,1071+/-7 (/€ Z).
3.3. abra Az 1. b) példa megol-
dasahoz E

% Vegyiik észre, hogy az 1. b) feladatban a nevezdvel torténd be-

szorzas utdn csak ugyanazon szog szinusza és koszinusza szere-

pel.Azazazegyenlet sin x = - cos x alaka (a € R). Asinx=a-cosx

(ae R) tipusi egyenleteknél ha x:%+k~ﬂ (ke Z), akkor a

sin x = & - cos x egyenletellentmondas. (Nincsen olyan szog, amelynek

a szinusza és a koszinusza egyszerre 0.) Innen az x # % +k-m (ke Z)
teljesiil. Tehat az ilyen tipusu egyenletek mindkeét oldalat eloszthatjuk
cosx-szel | x# %+ k-w,keZ ), igy ezek az egyenletek tgx=a

alakba irhatok.
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. %, ualds Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket!
ia) 2tgx+5ctgx=7; b) sinx-tgx =/5.

<
Il
| o
<

Y j ' y=tgx

<
11
=
iR
S_

ENEE T

Megoldas:
a) Atangens ¢és a kotangens szogfiiggvények értelmezése miatt az egyen-

|
Ll L gllisdl Ll L
PSR-Vt P B b
<y

let értelmezési tartomanya R\{k-% | ke Z}. Ebben az egyenletben

ugyanazon szOg tangense ¢s kotangense szerepel, a kozottiik fennalld
3.4. abra A 2. a) példa megolda-

sahoz

ctgx=L [x;tk-z, ke Z) 6sszefiiggés alapjan: 2tgx+i=7,
tgx 2 tgx

a tgx-szel vald szorzas utan a 2tg’ x+5=7tgx egyenletet kap-
juk. A kapott egyenlet tgx-re nézve masodfokt, O-ra redukalva:

2 , 7+3
2tg” x—7tgx+5=0. Megoldasa: (tgx),, ==z tgx=1 vagy &)
sifocteos’o =1

tgx=%. Innen x, =%+1-n, x, =1,1903+m-7 (I,me 7). Akapott

értékek eleget tesznek az eredeti egyenletnek (3.4. abra).
b) A tangens szogfliggvény értelmezése miatt az egyenlet értel-

mezési  tartomanya: R\{%-ﬁ-k‘ﬂ ke Z}. Ebben az egyenlet-

ben ugyanazon szOg szinusza és tangense szerepel, a kozottik
sin x

fennallo tgx=

(x # Tk n, ke Z) Osszefiiggés alapjan:
cosx 2

sin x

. r r r a2
S x = \/g, a cosx-szel vald szorzas utan a sin” x = \/g COS x
COS X

egyenletet kapjuk. Ugyanazon szog szinusza és koszinusza kozott

fenndlld sin” x+cos’ x =1 azonossigot felhaszndlva, a sin’ x helyére ] . ) .
3.5. abra Trigonometrikus Pita-

1—-cos’ x-et helyettesitve az egyenletben egyféle szogfiiggvény lesz: : gorasz-tétel

1-cos® x = /5 cos x. Akapott egyenlet cos x-re nézve masodfoku, 0-ra
—J5+
redukélva: cos x++/5 cosx—1=0. Megoldasa: (cosx),, = Z_ 3 )

A koszinuszfiiggvény értékkészlete a [-1;1], ezért csak a

CoSx =

teljestilhet (3.6. abra). Innen x, =1,1789+/ -2,
5,1043

x, =5,1043+m-2n (I,me Z). A kapott értékek eleget tesznek az
eredeti egyenletnek.

B

4. gzl Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az alabbi
: egyenleteket! '

3.6. abra A 2. b) példa megolda-
sahoz RYTT IS

a) 4sin” x—4sinx-cosx =3cos’ x; b) 2sinx—2cosx=+/3-1.
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Megoldas:

a) Az egyenlet értelmezési tartomanya a valés szamok hal-
maza. Az egyenlet sinx-re vagy cosx-re nézve masodfo-
ku, 0-ra redukalva: 4sin” x—4sinx-cosx—3-cos’ x =0.
A megfeleld egyiitthatok a szokasos jelolésekkel: a =4,
b=-4cosx és c=-3cos’x, innen a megoldoképlet szerint

: 4cos x £/16cos® x+48cos? x a 4cos x £ 8|cos x|
B2 8 B 8

: . . 1 .
Igy sinx= %cosx vagy sinx = _ECOS x. (Az abszolutérték-jelet el-

adodik.

(sinx)

hagyhatjuk, mert el6tte  4ll.) Az 1. feladathoz flizott megjegyzés alap-
jan az egyenletek mindkét oldalat cosx-szel | x # %+k ‘m, ke ZJ

elosztva: tgx=% vagy tgx=—% egyenleteket kapjuk. Innen az

eredeti egyenletnek is eleget tevd megoldasok: x, =0,9828+k -7,
x, =—0,4636+1-7 (k,le Z).

b) Az egyenlet értelmezési tartomanya a valdés szamok halmaza.
A 2sinx—2cosx=~/3-1 egyenlet bal oldalan ugyanazon szog szinu-

szanak ¢s koszinuszanak linearis kombinacidja all, jobb oldalan pedig
egy konstans. Ugyanazon sz0g szinusza ¢s koszinusza k6zott négyzetes

osszefliggés van (sin” o +cos’ a =1, barmely o€ R esetén). Ez azt

sugallja, hogy az egyenlet mindkét oldalanak négyzetre emelése segit-
het a megoldasban. Ebben az esetben a négyzetre emelés nem ekviva-
lens atalakitas, ilyenkor a megoldashalmaz boviilhet. Emiatt a kapott
értékeket le kell ellendrizni.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve:

4sin® x —8sinxcosx+4cos’ x =4—2+/3, majd 2-vel valé osz-
ths utdn 2sin® x—4sinxcosx+2cos> x =2—+/3. A jobb oldalon 4ll6
2-+3 helyére a (2—\/§)~1=(2—\/§)~(Sin2x+COSZx) helyette-

sitve: 2sin? x —4sin xcosx +2cos’ x = (2—\/5)(sin2 X +cos’ x),

ahonnan a ~/3sin’ x—4sinxcosx++3cos’x=0 egyenletet kap-
juk. Az egyenlet sinx-re nézve masodfoku, megoldasa: (sinx)_, =

3.8. abra Itt a szinusz, hol a szi-

nusz? 4cosxt16cos’ x—12cos” x  4+2 . .
= = cosx. Mivel nincsen olyan
243 243
sz0g, amelynek a szinusza és a koszinusza egyszerre 0 lenne, ezért a
cosx =0 esetén az egyenlet nem all fenn. Igy az egyenletek mind-
két oldalat eloszthatjuk cosx-szel | x # %+k~7‘[, keZ | tgx= NE)
T b -
vagy tgx=T. Innen az x, =§+k-7r, X, =g+l-7r (k,1e Z) érté-
keket kapjuk. Ellendrzéskor az eredeti egyenletbe helyettesitjiik be a
ROLALI ¢ kapott értékeket. Mivel a 2sinx—2cosx =3 -1 egyenletben sze-
To10
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repld trigonometrikus fliiggvények periodusa 27, ezért x, ellendrzé-

P P 1 . .o,
sekor elegend6 a 3 ésa X az x, ellenérzésekor pedig a " ésa

’%T értékeket ellendrizni. A % ellendérzése: 2sin % -2 cos% = \/5 -1

fennall, tehat §+k~27t (ke Z) megoldas. A 4?7[ ellendrzése:

4 4 4
2s1n?n—2cos?ﬂ #3 -1, tehat ?ﬂ +k-27 (ke Z) nem megoldas. : 3.9. sbra Milyen egyenletmegol-

dasi modokat tanultunk?

A % ellendrzése: 2sin%—200s%¢\/§—1, tehat %+l-27r (lez)

nem megoldas. A %T ellendrzése: 2sin %T -2 cos%r =+/3-1 fenn-

all, tehat 7?7[+l-27r (/e Z) megoldas. A feladat megoldasa tehat:

xl:%+k-2n (ke Z), x2:%+l-2ﬂ (IE Z).

2
o
et

Kordbban mar megismerkedtiink az egyenletek kiilonb6zé megoldasi
modjaival. A kovetkezo feladatban felhivjuk a figyelmet arra, hogy a
trigonometrikus egyenletek megoldasaban is szerepet jatszhat az egyen-
letek szorzatta alakitasa, illetve értékkészletének vizsgalata.

i eayenleteket!
i a) 2cosx-sinx+cosx—2sinx=1; b) 2sin3x=y’ +2y+3.

Megoldas:
a) Az egyenlet értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza. Redu-
kaljuk az egyenletet 0-ra: 2cosx-sinx+cosx—2sinx—1=0, csopor-

tositsuk a bal oldalon 4ll6 tagokat és emeljiink ki: cosx-(2sinx+1)—
—(2sinx+1)=0. Az egyenlet bal oldalan emeljikk ki a (2sinx+1)

3.10. abra A fiiggvény minimu-
ma?

kifejezést: (2sinx+1)(cosx—1)=0. Egy szorzat akkor és csakis ak-

kor 0, ha valamelyik tényezdje 0-val egyenld. Emiatt sinx = —% vagy

cosx =1, ahonnan az egyenlet megoldasai x, = 7?”+k-27r (ke Z),

11
X, =Tﬂ+l~27r (leZ), x;=m-2n (meZ).
b) Az egyenlet értelmezési tartomanya a rendezett valds szamparok
halmaza. Ebben az egyenletben két ismeretlen szerepel, ilyenkor cél-
ravezetd lehet az egyenlet értékkészletének vizsgalata. Az egyenlet bal

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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3.11. abra Kiemelés

N\
1.

oldalén 4ll6 2sin3x trigonometrikus kifejezés értékkészlete [-2;2],
mert a szinuszfiiggvény értékkészlete [—1;1]. A jobb oldalon &ll6 ma-
sodfoki kifejezést teljes négyzetté alakitjuk: y* +2y+3=(y+1)" +2.
Az (y+ 1)2 >0 miatt ajobb oldalon 4116 kifejezés értékkészlete [2;|.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy 2sin3x=2 és (y+ 1)2 +2=2. Innen az

egyenlet megoldasa: (% +k- 2%;—1) rendezett szampar, ahol k € Z.

) Oldjuk meg! ,

Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) \ll—sinzx:ﬁ' b) sin(x—7)=—/3cos(x-7); ¢) 2sinxteosy 3

2’ sinx —3cosx 2

. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) 2sin’ x+3sin(-x)+1=0; b) cos2x=—%sinx; c) 2tgx—3ctgx=—1; d) sinx-tgx=2.

. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

. . . 2
a) 3sin® x—4sinx-cosx+cos’x=0; b) sinx+cosx=-—-.

. Oldjuk meg a valos szdmok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) sinxcosx—sinx+cosx—1=0; b) cos’ x=-x"—2x-2.

. 1
4.1. abra A sin2x 2> 5 egyenl6t-

lenség megoldasa az egységsuga-
L,0° %% 10 kor segitségével
°

T2

). udls Hatarozd meg a valos szamok halmazanak azt a
i Tegbdvebb részhalmazat, amelyen az alabbi kifejezések értelmezhe-
| tok! ’

- a) V2sin2x—1; b) log, (tg’x-1).
3

Megoldas:
a) A négyzetgyokvonas definicidja értelmében 2sin2x—1>0, ahon-

nan sin2x > l
2

%+k2ns2xs%ﬂ+k2n

1. modszer: |
A szogfiiggvények definicidja alapjan a sin2x2§ egyenldtlenség

megoldasa soran keressiik azokat a forgasszogeket, amely szogekkel az
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i vektorhoz képest elforgatott egységvektor masodik koordinataja leg-

1 . . 1 V4
alabb 5 az xy koordinatasikon.A sina = 5 egyenletnek két megoldasa

van a [—%; —[ -on: %, %T A4.1. dbrardl leolvashatjuk a lehetséges

forgasszogek tartomanyat: %+ k-2m <2x< 5?ﬂ+k -2z, ahol ke Z.

fgy a kifejezés értelmezési tartomanya: X ikm<x< o +k-m
(ke Z). 12 12

2. médszer:
A trigonometrikus  egyenl6tlenségek megoldasait  kereshetjiik
grafikus uton is. Jeloljik «-val a szinuszfiiggvény argumentu-
maban allo szdget (a =2x)! Az egyenlétlenség bal oldalanak

megfeleld fliggvény: /1R - R, f(a)=sina, a jobb oldalnak

. 1 A
4.2. abra A sin2x > ) egyenlot-

lenség grafikus megoldasahoz

megfeleld fliggvény: g: R >R, g(a)= % A 4.2. &bra alapjan
%+k-27r <2x < 5?ﬂ+k-27r (ke Z). Tehat a kifejezés értelmezési
tartomanya: %+k~7‘[ sti—;[+k-7r, ahol ke Z.
b) A logaritmus és a tangens szogfiiggvény definicidjabol kovet-
kezik, hogy tg’x—1>0 és x# %+k~7r (ke Z). Rendezés és

négyzetgydkvonas utan: [tgx|>1. A kapott egyenlétlenséget old-
juk meg grafikusan! Az egyenldtlenség jobb oldalanak megfeleld
fiiggvény: g:R >R, g(x)=1, a bal oldalnak megfeleld fiiggvény:

£ R\{%+kn ke Z} >R, f(x)=|tgx] (4.3. dbra). A fentick sze-

rint a kifejezés értelmezési tartomanya: —E+k'7z' <x<—z+k~7r

vagy %+l-7r<x<%+l-7r, ahol k,le Z.

2, uzld: Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi

i !
Syl 4.3.4bra A |tgx|>1 egyenlStlen-
! - / 1 . .
a) /1 St = — ok x; b) ctgx=,|— —- 1. ség grafikus megoldasahoz
Sin- x
Megoldas:

a) Adjuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat! A négyzetgyok-
vonés definicioja alapjan 1-sin’ x>0, ahonnan |sinx|<1 adodik.
A szinuszfiiggvény értékkészlete: [—1;1], igy a [sinx| <1 egyenlétlen-

ség barmely valds szamra fennall. Tehat az egyenlet értelmezési tarto-
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: manya R. Mivel barmely szog szinuszénak és koszinuszanak négyzet-
osszege 1, ezértaz 1—sin’ x helyére cos’ x-et helyettesithetiink. Ekkor

az egyenlet v/cos” x =—cosx alakba irhat6, innen |cos x| =—cosx. Az
abszolut érték definicidja miatt az egyenlet akkor és csakis akkor all
fenn, ha cosx <0. A szdgfiiggvények definicidja alapjan a cosx <0
¢ egyenl6tlenség megoldasa soran keressiik azokat a forgasszogeket,

g

: amely szdgekkel az i vektorhoz képest elforgatott egységvektor elsé
koordinataja nempozitiv az xy koordinatasikon. A 4.4. abrardl leolvas-
: hatjuk a lehetséges forgasszogek tartomanyat, igy az egyenlet megolda-

4.4. abra A cosx<0 egyenldt- ¢

lenség megolddsa az egységsuga- * Y e e , , . L
i kor segitségével : b) El6szor vizsgaljuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat! A ko-

tangens szogfiiggvény definicidja és sinx # 0 miatt: x# k-7 (ke Z).

sa: %+k-27r£x£37ﬂ+k~27t, ahol ke Z.

¢ A négyzetgyokvonas definiciéja alapjan —1>0, ahonnan

- sin’ x
¢ 1-sin"x L . ) . 2 .
¢ ——— 20 adodik. Az 1—sin” x helyére cos” x-et helyettesitve, fel-
sin” x

, cosx
¢ hasznalva a ctgx=—

: sinx
egyenlOtlenséget kapjuk. A kapott egyenldtlenség barmely valos szam-

ra fenndll, kivéve az x=k -7 (ke Z). Igy az egyenlet értelmezési tar-

(x#k-m, ke Z) dsszefiiggésta ctg’ x>0

tomanya: R\{k-7 | ke Z}. Az értelmezési tartomany vizsgalata alap-

jan az egyenlet bal oldala: ,/ - 12 —l=yctg’x (x#k -7, keZ).
sin® x

¢ Ekkor az egyenlet ctgx = /ctg’ x alakba irhatd, innen |ctg x| = ctg x.

Az abszolut érték definicidja miatt az egyenlet akkor €s csakis akkor
¢ all fenn, ha ctgx >0. Az egyenlStlenség jobb oldalanak megfeleld

: fiiggvény: g: R >R, g(x)=0, a bal oldalnak megfelel fiiggvény:
N R\{k-7|ke Z} > R, f(x)=ctgx. A4.5. abra alapjan az egyen-

let megoldasa: k'ﬂ'<xS%+k'ﬂ:, ahol ke Z.

==l S rpelda Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
i egyenlotlenségeket! i

4.5. abra A ctgx>0 egyenlot-
lenség grafikus megoldasahoz

. 3 . . 2
iia) sin’ xSEcosx; b) 251nxcosx+smx—x/zcosx—?>0;
c) tgx—3ctgx>2.

Megoldas:
: a) Az egyenlbtlenség értelmezési tartomanya a valds szamok halma-
¢ za. A sin® x+cos’ x=1 azonossagot felhasznilva, a sin’ x helyére

ROLALI : 1—cos’ x-et helyettesitve az egyenlétlenségben egyféle szogfiiggvény
T4
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3
lesz: 1—cos’ x < 5 cos x. Akapottegyenl6tlenség cos x-re nézve masod-
foku. Jeloljiik y-nal a cos x-et, majd redukaljunk 0-ra: y’ +% y—120!

Mivel a valés szamok halmazan értelmezett f(y)=y*+ % y—1 fiigg-
vény képe pozitiv irdnyba nyilé parabola, zérushelyei: y, =-2 és
V, =%, ezért az f(y)20 egyenldtlenség megoldasa y 2% vagy
y< 2 (4.6.dbra).

Innen cos x = % vagy cosx < —2. A koszinuszfliggvény értékkész-
lete a [-1;1], ezért csak a cosx 2% teljesiilhet. A fentiek szerint a
feladat megoldasa: —%+k 2r<x< %+ k-2n (keZ) (4.7.4bra).

b) Az egyenldtlenség értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza.
Csoportositsuk a bal oldalon all6 tagokat:

sinx~(2cosx+l)—%(200sx+l) > 0.
Az egyenlet bal oldalan emeljik ki a (2cosx+1) kifejezést:

(2cosx+1) (sin x— g ] > 0. Egy kéttényezos szorzat akkor és csakis

akkor pozitiv, ha tényez6i azonos eléjeliiek. fgy két esetet kell vizsgal-

nunk.
I. eset: 2cosx+1>0 ¢és és

. 2 1
sinx——— >0, azaz cosx>-——
2 2

. 2
sin x > BN Az egyenldtlenségrendszer megoldasat az egységsugara

kor segitségével hatarozhatjuk meg.
A 48., 49. és a 4.10. abrak alapjan az 1. eset megoldasa:

%+k'2ﬂ<x<2?ﬂ+k'27r (ke Z).

—2?”+k2n<x<2§+k27r %+k2n<x<37ﬂ+k2n

4.9. abra A sinx>72 megol-

4.8. abra A cosx>—l megol-
2 dasa

dasa
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II. eset: 2cosx+1<0 ¢és sinx—72 <0, azaz cosx< —% és
sinx < 72 Az 1. esethez hasonloan a megoldast az egységsugart kor

segitségével hatarozzuk meg.
A 4.11., 4.12. és 4.13. abrak alapjan a II. eset megoldasa:

377[+l-27r<x<4§+l-27r (e Z).

2n

L3 5m b3 33 = s
—+k2 —+ k2 -—— = S (S
3+ T <X< 3+ 3 2 +k27r<X<4+k27r 4+k2n’<X<3 + k21
. 1 . . 2 . |
4.11. abra A cosx <—— megol- 4.12. abra A sinx <— megol- 4.13. abra A cosx<—-— ¢&s
dasa 2 dasa 2

. 2
sinx < > megoldasa

A fentiek szerint az egyenldtlenség megoldasa: %+k-2ﬂ <x<
<2Tn+k-27r vagy 3775+l'27l’ <x<4Tn+l'2ﬂ (k,1eZ).
c) A tangens és a kotangens szogfiiggvények definicioja miatt az
egyenldtlenség értelmezési tartomanya: R\ {k % |ke Z}. Az egyen-
I6tlenségben ugyanazon szog tangense és kotangense szerepel, a ko-

zottik fennalld ctgx = tL (x +k ~%, ke Z) Osszefiiggés alapjan:
gx

tgx—3tL >2. Az egyenl6tlenséget redukaljuk 0-ra, majd hozzuk
gx

kozos nevezore! Igy a

tg’ x—2tgx—3
tgx
¥ =2y-3
Legyen y =tgx! Ekkor az egyenl6tlenség —— >0 alakba ir-
¥
hatd. 9. osztalyban mar foglalkoztunk tortes egyenlétlenségekkel, meg-
oldasukban sokat segitett egy eldjeltablazat készitése. El6szor keressiik
meg a szamlalo és a nevezd zérushelyeit! A valds szamok halmazan

>0 egyenl6tlenséghez jutunk.

értelmezett ' (y) =y’ —2y-3 fiiggvény képe pozitiv iranyba nyilo
parabola és zérushelyei y, =—1 és y, =3. Igy a két zérushelye kozott
negativ, azon kiviil pozitiv a fliggvény helyettesitési értéke. A nevezd

zérushelye: y =0. A fentiek alapjan készitsiik el az eldjeltablazatot!
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szamlalo + 0 —
nevezo — — —
tort = 0

(=] @ [©

A tablazat utols6é sora alapjan —-1<y<0 vagy y>3,

ahonnan
—-1<tgx <0 vagy tgx>3. Oldjuk meg grafikusan a kapott egyenlot-
lenség-rendszert! Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az

f(x)=tgx [Df:R\{%+kﬂ|ke Z}} g(x)=—1, h(x)=0,

i(x)=3 (D, =D, =D, =R)

figgvényeket (4.15. abra)!

A feladat feltételei és a 4.15. abra alapjan az egyenl6tlenség meg-

oldasa:

—%+k~7r<x<0+k'7r vagy 1,2490+l-7r<x<%+l'7r (k,1eZ).

) Oldjuk meg!

4.15. 4bra A 3. ¢) példa megolda-

1. Hatarozzuk meg a valos szamok halmazanak azt a legbdvebb részhalmazat, amelyen az alabbi kife-

jezések értelmezhetdek!

2) l3tg2x—1; b) 20%/cos 2x; c) logz(l—ctg(x—%r)}

2. Hatarozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legbdvebb részhalmazat, amelyen az alabbi kife-

jezések nem értelmezhetéek!

a) 2Y—ctg2x; b) log, (|sin2x|—%} ¢) log, (1—20052 (x+%n
7

3. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) Jl-cos’ x =sinx; b) tg2x=

4. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenldtlenségeket!
a) V2 sin xcos x —sin x +~/2 cos x =1 < 0;

b) 2cos* x+cosx—1>0;
¢) cos’ x < 2sinx+1;
d) 2tgx+2ctgx >5.
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Korabbi tanulmanyaink soran mar megismerkedtiink a vektor fogalma-
val, definialtuk a vektorok k6zotti miiveleteket, foglalkoztunk a vekto-
okkal végzett miiveletek eredményeinek koordinata-rendszerben torté-

_ l.uald  Apa vizszintes, 50 méteres havas uton egyenlete-
Sen hiizza a sz4nkot és a rajta il Annat. Az apa ltal kifejtett erd :
6,92 N, a szanko kotele a vizszintessel 30°-0s szoget zar be (5.1. !
abra). t
a) Mekkora munkat végez apa?

i b) Mekkora munkat végez a nehézségi erd? :
i ¢) Mekkora munkat végez a surlodasi erd, ha a szanko és a gyerek !
5.1. Apa hiizza a szankot . egyiittes tdmege 30 kg, és a strlodasi egyiitthaté 0,022 ’

Megoldas:
a) Fizikaoran szerzett ismereteink alapjan tudjuk, hogy az F er mun-
kajata W = |F‘ | . |AF| -cos¢ formulaval szamolhatjuk ki, ahol |F | az erd
abszolut értéke, AF| az elmozdulas abszolut értéke, ¢ az erd- és az
elmozdulasvektorok hajlasszoge. De mit értiink két vektor hajlasszoge
alatt?

Szemléltessiik a huzderd- ¢és az elmozdulasvektorokat kozos kez-
dépontu reprezentansaikkal (5.3. abra)!

Ekkor a két vektor félegyenesre a sikot két tartomanyra bontja.
A keletkezett két szog koziil a kisebbiket tekintjiikk a két vektor hajlas-
szogének, azaz ¢ =30°. Pontosabban fogalmazva:

Fnum
Fryomo 0 =30°
/ az elmozdulas
iranya
(a vizszintes
irany)

Fsirodasi | -
Frenszseqi

5.2. abra A szankora hat6 er6k

' Naflnldla Két vektor hajlasszogén a vektorok kiiziis;
T kezd6pontu reprezentansai altal bezart konvex szoget értjiik
i (5.3. abra).

Tehat két vektor hajlasszogének nagysaga 0° <@ <180°. Egyirany
vektorok hajlasszoge 0°, ellentett iranyuaké 180°.
Tehat az apa altal végzett munka:

W=|I3hﬁzé -|AF|-cosp = 6,92 N-50 m- cos30° = 299,64 J.

b) A nehézségierd- és az elmozdulasvektorok merdlegesek egymasra,
igy a cos90° =0 miatt a nehézségi erd munkaja 0.

¢) A surlodasieré- és az elmozdulasvektorok iranya ellentétes, hajlas-
szogilk nagysadga 180°. A munka kiszamolasahoz hatarozzuk meg

(az elmozdulas iranya)

5.3. abra Az er6- és elmozdulés-
,o®®%e_ vektorok hajlasszoge
[ )
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a surlodasi er0 abszolut értékét! A surlodasi er6 abszolut értékét a

=u-m-g Osszefliggés alapjan szamoljuk (ahol u a sur-

strlodasi

<

lodasi egylitthatd, m a tomeg, g:IOE2 a nchézségi gyorsulas): \
s
F

strlodasi

=0,02-30 kg-10 22 =6 N. Innen a strlodasi er6 munkaja:
s

|

W =6N-50m-cos180°=-300 N.

% Vegyiik észre, hogy az 1. példaban két vektorhoz (az erd- €s 5.4. dbra Két vektor hajlasszoge

az elmozdulasvektorhoz) egyértelmtien hozzarendeltiink egy
valos szamot! A fentiek alapjan megadhat6 a kovetkez6 definicio:

..............................................................................................

" Usiiuield  Kétvektor (a@,b) skaldris szorzatan a két vektor
szolut értékének és hajlasszogiik ( ) koszinuszanak szorzatat E

E a
ertjuk Jelolése: d-b (matematikai jelekkel: @-b= |al- 'b‘ cos Q).

...................................................................................................

A szorzat elnevezés arra utal, hogy a skalaris szorzat rendelkezik a sza-
mok szorzasara emlékeztetd tulajdonsagokkal, a skalaris sz6 pedig az
eredményére vonatkozik, amely nem vektor.

Igy a definici6 értelmében az erd altal végzett munka egyenlé az
erd- és az elmozdulasvektorok skaldris szorzataval.
Vizsgaljuk meg a skalaris szorzat néhany fontos tulajdonsagat!
Barmely a, I;, ¢ vektorok esetén a definicidbol kdzvetleniil kovetkez-
nek az alabbiak:

1. Két vektor (ﬁ #0,b# 6), skalaris szorzatanak eldjele a hajlasszo-
giiktdl fiigg:

# ha a hajlasszog nullszog vagy hegyesszog, akkor a skaldris szorzat
eléjele pozitiv, mert cos¢p > 0;

# ha a hajlasszog tompaszdg vagy egyenesszog, akkor a skaldris szorzat
eléjele negativ, mert cos¢ < 0.

Ha a hajlasszog derékszog, akkor a skalaris szorzat 0, mert cos90° = 0.

2. Egy vektor dnmagéval vett skaldris szorzata (négyzete) a vektor

. . . v = = =D =] | = o =2 5.5. abra Er¢ altal végzett munka
hosszénak négyzetével egyenld: a-a=a’ =|al-|d|-cos0° = al".

3. A skalaris szorzatban a tényezok felcserélhetéek (kommutativ):
ﬁ-l;=|d|~|l;|-c05(p =b-a.

4. Valos szammal (1) valo szorzés esetén atzardjelezhetd:
(Ad)-b=2(a-b)=Ad-b=a-(Ab).

5. Altalaban (5 'b)-E #d (I;E) teljesiil, azaz a skalaris szorzat nem

asszociativ.
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Az 1. tulajdonsagnal lattuk, hogy ha két vektor merdleges egy-
masra, akkor a skaldris szorzatuk 0. Igaz-¢ ennck az allitasnak a
: megforditasa? Az eredeti allitas feltétele az, hogy a két vektor egymasra
merdleges. A kovetkezménye pedig az, hogy a két vektor skalaris szor-
: zata 0. Az allitds megforditasanal az eredeti allitas kovetkezménye lesz
[kovetkezmény | — [feiétel] ¢ a megforditas feltétele, az eredeti allitas feltétele pedig a kovetkezmény

¢ (5.6. abra).

5.6. abra Az allitas és a megfor- 5

Az dllitas

|feltétel| e | kdvetkezmény|

Az allitas megforditdsa

ditasa : Az dllitas megforditasa:
: Ha két vektor skalaris szorzata 0, akkor a két vektor merdleges
¢ egymasra.

¢ A feltétel és a definicié szerint &b = |5| : |l;| -cos@ =0. Mivel egy szor-
zat akkor és csakis akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért cosgp =0
vagy |d|=0 vagy ‘l;‘ =0. A 0°<p<180° miatt cosp=0 csak
@ =90° esetén all fenn. Az |@|=0 vagy ‘1;‘ =0 azt jelenti, hogy vala-

: melyik vektor nullvektor. A nullvektor minden vektorra meréleges. Te-
: hat az allitds megforditasa is igaz. Az allitast és a megforditasat egyiitt
¢ is kimondhatjuk:

............................................................................................

Két vektor akkor és csakis akkor meréleges egy-

...................................................................................................

o 2, u3lily Egységsugarti korbe irt szabalyos tizenkétszog
i Csucsai rendre: A4, 4,,4,,..., 4, 4,. Hatdrozzuk meg az alabbi ska- :
i laris szorzatok értékét! '
: a) AA;-A,A;  b) AA -AA;

) A - A4 d) (A5A4+A4A2)'A1A7~ 5
5.7. dbra A 2. a) példahoz e

Megoldas:
a) Készitsiink abrat (5.7. abra)! Az 4,4, vektor egyenese a tizenkét-

sz0g egyik szimmetriatengelye, az A, ¢és 4, egymads tiikdrképei erre a

tengelyre. Tehat A4 A és A, A, vektorok egymasra merdlegesek, a fenti

tétel értelmében skaldris szorzatuk 0-val egyenld: A4 A - 4,4, =0.
b) A skalaris szorzat kiszamitasahoz meg kell hataroznunk a vektorok
abszolut értékeit, hajlasszogét.

Az 5.8. abra alapjan az ‘A1A7‘ egyenld a kor atméréjének hosszu-
sdgaval: |A1A7| =2, az |A4A2| pedig az O4, A, szabalyos haromszog ol-

dalanak hosszaval: |4, 4,

=1. A hajlasszog meghatarozasahoz rajzoljuk

meg az A,A, vektor O, illetve 4, kezdOpontl reprezentinsat! Mivel
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A, A, =04, és A404,£ =30° ezértakétvektor hajlasszoge 150°-os.

B

fgy A4, - 4,4, :IA1A7I'|A4A2I'C05150°22'1'[_7]2—\/5.

c) Az |m| egyenld a kor atmérdjének hossziisagaval: |ﬂ| =2,
az |M| pedig a szabalyos tizenkétszog oldalanak hosszaval. Az
AFO  derékszogli hiaromszogben % =04, -sin15°, ahonnan
‘M‘=2~Sin15°. Az 5.9. abra alapjan a két vektor hajlasszoge

165°-0s. Korabbi tanulmanyaink soran mar meghataroztuk a sin15°

J6 -2 Ne+2
4 4

és a cosl5°® értékét: sinl5°= 0s15° . Fel-

hasznalva a cosa =—cos(180°—ca) azonossagot: A A, - A4, =

62 (e
2 4

d)Mivel AA, + A, A, = A Ay, ezért (A A, + A4, )- A A = A A, - A A;.

=—1 adodik.

=[44|-[4,,4,|-cos165° =

Az 5.10. dbra alapjan a A;4,, 4 A, vektorok hajlasszoge 165°-0s. Az

=2, az

A4,4,0 egyenldszart derékszogl haromszog atfogdja: ‘AS A,

|A1A7| egyenld a kor atmérdjének hosszisagaval: |A1 A7| =2.

oy () 07 - 0 7 25 ),

% Vegyiik észre, hogy a 2. feladat b) és ¢) részében kapott érté-
! kek 6sszege éppen a d) részben kapott értékkel egyenl6:

A Ay A A+ AA, A A = (A A, + A, 4,)- A4,
(A4, =44, A4, -A44,=-1, 44 - 44, = _\/5
és (AA, + A,4))- A 4 =-1-3).

Belathato, hogy a kapott tulajdonsag barmely a, b,¢ vektorok ese-
tén teljesiil, azaz a skalaris szorzas az dsszeadasra nézve disztribu-
tiv. Matematikai jelekkel: (ﬁ + Z)) .¢=d-¢+b-c.

: Y. udlekr  Szamitsuk ki az 5(—3;4) és 5(5;12) Vektorokg
i skaldaris szorzatat!
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Megoldas:
Avektor koordinatainak definicidja alapjan @ = —3i +4/, b=5i +12;,

ahol i és } egységvektorok az (xy) koordinatasik bazisvektorai. Ek-
kor G-b= (—3;+ 4;) . (5;+ 12;’), innen a skalaris szorzat tulajdonsagai

miatt G-b=(~3)-5-1 +(=3)-12:7- j+4-5-1- j+4-12-]. Mivel i és

- R — 2
j egymasra merdleges egységvektorok, ezért i- j =0, i = H =1 ¢és

M =1. fgy a-b=(-3)-5+4-12=33.

W
2

Az el6z0 példa alapjan megfogalmazhatjuk az alabbi tételt.

5.11. abra Bazisvektorok

............................................................................................

Az(xy) koordinatasikon két vektor skalris szor- :
zata egyenl6 a megfeleld koordinatak szorzatanak osszegével.

---------------------------------------------------------------------------------------------------

Blzonyltas:

Legyen a két adott vektor: d(a;;a,) és b(b;b,)! A vektor koor-
dinatainak definicioja alapjan d=a,i+a,j, b=hbi+b,j, ahol i
és } egységvektorok az (xy) koordinatasik bazisvektorai. A ska-
laris szorzat tulajdonsagai miatt: d-b=(ai +a,j) (bi +b,j)=
=abi*+abi j+ab j-i+bj. Az és j egyméasra merSleges egy-
ségvektorok, ezért - j=0, i’ =|z?|2 =1és ) = |}|2 =1. Innen adodik,

hogy @-b=a, b +a, -b,. Ezzel az allitast belattuk.

7000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

szerepel. A fenti tétel szerint a-b= a,-b +a,-b,, é a definici6é miatt

a-b=|d| |l;| -cos . [gy a koordinatasikon adott vektorok skalaris szor-

=

zatanak kétféle felirasabol az a,-b, +a, b, = |Zz|~|5|~cosqo osszefiig-

gést kapjuk. A kapott dsszefliggésben a vektorok koordinatain kiviil
szerepelnek még a vektorok abszolut értékei (hosszai) és a hajlasszog.
Ezért a behelyettesités elott hatarozzuk meg a vektorok hosszait! De-
rékszogli koordinata-rendszerben egy tetszdleges vektor hossza egyen-
16 a vektor koordinatdinak négyzetdsszegébdl vont négyzetgyokkel:

LRy
R

L,e°®°s_ 5.12.4bra A 4. példahoz
o

S22
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i|=ya +a; =\(3) +4" =5 & [p|=y5+12 =13 gy
(-3)-5+4-12=5-13-cos¢@, ahonnan cosq)=§. A 0°<p<180°
miatt a két vektor hajlasszoge: ¢ = 59,49°.

J.udlis Adjuk meg az alibbi szogfiiggvények értékét az
PTo=45° ésa B =60° szogek szogfiiggvenyértekeinek segltsegevel' 5
a) cosl5° b) cosl05°.

Megoldas:
a) Mivel a 15° a 60° ésa 45° kiilonbsége, ezért a feladatunk az, hogy
e két szog kiilonbségének a koszinuszat a 60° és a 45° szogfliggvény-
értékeinek felhasznalasaval adjuk meg.

Legyen az @ az i vektorhoz képest 60°-kal elforgatott egy-

ségvektor, a b pedig az i vektorhoz képest 45°kal elforgatott
egységvektor (5.14. abra)! A szogfiiggvények definicioja alapjan

d(cos60°sin60°), b (cos45°sin45°). Skalaris szorzatuk a definicio
szerint: d-b = [al- ‘B‘ -cosp =1-1-cos(60°—45°) = cos15°, akoordinaték

segitségével:  a-b=a,-b +a,-b, = cos60°-cos45° +sin 60° - sin 45°.
A kétféleképpen  felirt skalaris szorzatok egyenldk, igy

J6+2

c0815° = cos(60°—45°) = cos 60° - cos 45° +sin 60° - sin 45° = 1

"2\
b
P

A fentiek alapjan konnyen igazolhato, hogy barmely a, B szdg esetén
fennalla cos(a — ) =cosa -cos B +sina -sin f sszefiiggés, amelyet

addicios tételnek neveziink. Pontosabban:

...........................................................................

: szegének, kiilonbségének szogfuggvenyel vannak megadva a
: szogek szogfiiggvényeivel, addiciés tételeknek (vagy 0sszegzes1
kepleteknek) nevezziik.

...................................................................................................

b) Ebben a feladatrészben két szog 6sszegének a koszinuszat szeretnénk
felirni a szdgek szogfiiggvényeivel. A cos(o+ )= cos(a - (—B)),

ezérta cos(a—f)=cosa-cos ff+sina -sin f azonossagot alkalmaz-
va a cos(a+pB)=cos(a—(—B))=cosa-cos(—p)+sina-sin(-p)
Osszefiiggést kapjuk. Mivel a koszinuszfliiggvény paros, és a szinusz-

fliggvény paratlan, ezért cos(o + ) =cosa-cosf —sino -sin f azo-
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2011.05.27. 12:46:11



nossag adodik. A 105° a 60° és a 45° 6sszege, alkalmazzuk az imént
kapott azonossagot:
V2-6
YR

2 ¢08105° = cos(60°+45°) = cos 60° - cos 45° —sin 60°- sin 45° =

Megoldas:
A szdveg szerint a sin(a+ ) és a sin(a—f) szogfiiggvények ér-
tékeit kell kifejezniink az o és a f szogek szogfliiggvényértékeinek
segitségével.

A poétszogek szogfliggvényeire vonatkozd azonossag ¢€s a
cos(o—f)=cosa-cos B +sino -sin f sszefliggés szerint:

sin(a+ )= cos[90°—(a +B)] = cos[(90°—a)—ﬂ] =

=c0s(90°—a)-cos B +sin(90°—a ) -sin f =

=sina -cos  +cosa -sin .

5.15. abra ,,Addici6”

Tehat sin(a + ) =sina -cos  +cosa -sin f.
A sin(a—B)=sin(a+(-pB)), ezért a sin(o+B)=sino-cosf+
+coso -sin 8 azonossagot alkalmazva a sin(a — B) =sin(a +(-f)) =
=sina-cos(—f)+cosa-sin(—f)  Osszefiiggést kapjuk. Mivel
a koszinuszfliggvény paros, a szinuszfliggvény paratlan, ezért a
sin(a — ) =sino -cos f —cosa -sin § azonossag adodik.

A bemutatott addicios tételeken kiviil szamos 0sszegzési képlet is-

meretes. Tanulmanyaink soran a szamunkra fontos Osszefliggéseket a
fliggvénytablazatokban talalhatjuk meg.

b ocidbinest B SN 4

1. Egységsugaru korbe irt szabalyos hatszog csucsai rendre: 4,, 4,, 4;, 4,, A;, A,. Hatarozzuk meg
az alabbi skalaris szorzatok értékét!

a) A4 A b) A A, Ad; ¢ Ad-Ad; &) (A4 +A4A) A,

2. Hatarozzuk meg az alabbi vektorok hajlasszogét!

a) @(3;-3) ¢ b(1;V3); b) d(-13;4) és b(-8;-26); c) a(15:8) és b(~-6:4).

3. Az ABCD négyszdg csuesai: A(-2;5), B(2;2), C(9;17) és D(3;17). Hatarozzuk meg az ABCD
négyszog legnagyobb, illetve legkisebb szogét!

4. Adjuk meg az alabbi szogfiiggvények értékét az o =45° ésa f =30° szogek szogfliggvényérté-
keinek segitségével!
a) cos75°% b) sin75°% c¢) tg75% d) ctgl5e.
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5. Igazoljuk az alabbi azonossagokat!
a) cos2a =cos’ o —sin’ a;
b) sin2a =2sina cosa;

(a ¢%+k-7r, B¢%+l-n, a+ﬁ¢%+m~7r, ahol k,l,me Z);

tga+tg B
¢) tg(a+ pB)=——"—2=—
) g( 'B) I-tgatgp
tga —tg B T T Vs
dtgla-p)=———"— (az—+k-n, B#£—+l-w, a—P#—+m-7, ahol k,[,me Z);
) tg(a-B) 1+tgatgﬁ( > B > B 5 )
2t
o) tg20=—2% (2T ik azZ41- X ahol k,le Z).
l1-tg"a 2 4 2

brOsszefuggesekatharomszogoldalaies ﬁm;

eveee

Ebben a leckében a trigonometridban tanult ismereteink segitségével
néhany fontos Osszefiiggéssel bovitjiik a haromszogrdl szerzett tuda-
sunkat.

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.1. A koszinusztétel

J.ydlds  Egy haromszog két oldalanak hossza 4 és 6 egy-
ség, a két oldal altal bezart szog 55,77°-0s. Mekkora a haromszog
i harmadik oldala? ’

Megoldas:
Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével (6.1. abra)!

A feladat tulajdonképpen az, hogy ha adott egy haromszog két olda-
lanak hossza és az altaluk bezart szdg, akkor hogyan hatarozhatjuk meg
a haromszog harmadik oldaldnak hosszat ezen adatok segitségével.

Legyenek a haromszdg C csticsabol induld oldalvektorai a, l;,
ezen vektorok hajlasszoge y (6.2. abra)! Ekkor a vektorok kiilonbsé-
gének definicidja alapjan BA=¢=b-a. A kapott egyenléséget emel-
jiik négyzetre: ¢’ = (I; —a )2! A skalaris szorzat kommutativ és az 6sz-
szeadasra nézve disztributiv, ezért ¢’ b —2ab+a’. Mivel @ = a’,
b =b?, & =c és 2ib=2ab-cosy, ezért ¢* =a’ +b* —2ab-cosy

Osszefliggés adodik. Hasonléan adédnak az a® = b* +c* —2bc-cosa és
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a b’=a’+c’—2ac-cos B Osszefiiggések. A fentiek alapjan megfogal-
: mazhatjuk az alabbi fontos tételt, amelyet koszinusztételnek neveziink.

............................................................................................

Barmely haromszogben az egyik oldal hosszanak
i a négyzetét megkaphatjuk, ha a masik két oldalhossz négyzetossze- :
- i gébdl kivonjuk e két oldal hosszanak és a kozbezért szog koszinu- :
i szanak kétszeres szorzatat. :

S
...................................................................................................

°
°
°
.
¢
.
.
.
°
°
°

Ezek utan irjuk fel a koszinusztételt a feladatban szereplé haromszog
6.2. dbra A koszinusztétel bizo- { (6.2. 4bra) ¢ oldaldra: ¢* =6 +4> —2-4-6-c0s55,77° ~ 25,00, innen
nyitasahoz ¢ =5. Tehat a haromszog keresett oldalanak hossza megkdozelitéleg 5
egyseég.

o b ydlily Szogei szerint milyen az a haromszog, amelyben :
: i az oldalhosszusagok aranya 13:14:15? :

: Megoldas:

: Készitsiink abrat! Az oldalhosszisagok ardnya 13:14:15, ezért a ha-
romszdg oldalai: @ =15x, b=13x, és c=14x (x>0) alakban ad-
hatéak meg (6.3. abra). A feladat kérdésének megvalaszolasahoz a
¢ haromszog legnagyobb szogét kell kiszamitanunk. Ha ez a szdg he-
gyesszog, akkor a haromszog hegyesszogli. Ha ez a szdg derékszog,
¢ akkor a haromszog derékszogl. Ha ez a szog tompaszdg, akkor a ha-
: romszOg tompaszdgi. Mivel barmely haromszdgben a nagyobb ol-
dallal szemben nagyobb szog van és az x >0 miatt 13x <14x <15x
¢ all fenn, ezért ebben a haromszogben f <y <a. Azaz a harom-
c="14x ¢ sz0g legnagyobb szoge az a. Irjuk fel a koszinusztételt a harom-

: sz0g a oldalara: (15x)" = (13x)" +(14x)" =2-13x-14x-cosa, innen
6.3. abra A 2. példa megoldasa- :

hoz 13x) +(14x)" - (15x)°
' cosa 1B 14 (153 5
: 2-13x-14x 13
: Azaz cosa >0, amelybdl 0° <o <180° miatt kovetkezik, hogy

: az a hegyesszog (a = 67,38°). Tehat a hiromszog hegyesszogfi.

.
: % Vegyiik észre, hogy a 2. példaban a haromszog oldalainak
segitségével hataroztuk meg az egyik belsé szdget, illetve a
2 2 2
koszinusztételt a cosa = % alakban alkalmaztuk.
c

Konnyen belathatd, hogy a b>=a’+c’—2ac-cosf és
a ¢ =a +b*—2ab-cosy Osszefiiggésekkel ekvivalensek a
a+ct-b a +b* ¢’

cosf=————— ésa cosy=———— egyenloségek.
b 2ac 4 2ab = &
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A fentick szerint célszer(i a koszinusztételt alkalmazni, ha adott egy

haromszog

# két oldalanak hossza és az altaluk bezart szog. Ilyenkor kozvetleniil
a harmadik oldal hosszat hatarozhatjuk meg a koszinusztétel segitsé-
gével, vagy

#» mindharom oldalanak hossza. Ekkor a koszinusztétel segitségével
kozvetleniil meghatarozhat6 a haromszog barmelyik belsé szoge.

. 3. uzldzi A haromszog két oldalanak hossza 6 cm és 10 cm,
i'a 10 cm hosszusagt oldalhoz tartozo sulyvonal hossza 4 cm. Mek-
i kora a haromszog hianyz6 oldala? :

Megoldas:

Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével (6.5. abra)! Mivel a stlyvo-
nal a csucsot a szemkozti oldal felezopontjaval 6sszekotd szakasz, ezért
AF = BF =5 cm. Az FBC ¢és az ABC haromszogekben két-két oldal,
az AFC haromszdgben mindharom oldal adott. Alkalmazzuk a koszi-
6°+5 —4°

2:6-5

a =41,41°. Majd irjuk fel a koszinusztételt az ABC haromszo6g a olda-
lara: a* =107 +6> —2-10-6-0,75 = 46, innen a =+/46 cm = 6,78 cm.

nusztételt az AFC haromszdgben: cosa = =0,75, ahonnan

A ualds A haromszog két oldalanak hossza 8 cm és 10 cm,
i ¢ két oldal altal bezart szog szogfelezdjének a haromszogbe esd sza-

kasza /35 cm hosszusaga. Mekkora a haromszog keriilete?

Megoldas:

Készitsiink abrat az adatok feltlintetésével (6.6. abra)! A bels6 szogfele-
z6re vonatkozo tétel alapjan g—l; = b = é, ezért AD =4x és BD =5x
a

(x>0) alakban adhatoak meg. A haromszog keriiletének meghataro-
zéséhoz a haromszog harmadik oldalat kell kiszamitanunk. frjuk fel a

koszinusztételt az ADC és a DBC haromszdgekben a %—re vonatko-

, y 8435 —(4x) .y 10°+35 —(5x)

zéan: o8- =————— &S COS— =
2 2835 2 2-10-/35

oldalak egyenldségébdl kovetkezik, hogy az egyenléségek jobb oldalai
99-16x" 135-25x°
16-V35 20435
miatt x=1,5 adodik. gy ¢=9x=13,5cm, tehat a hiromszog kerii-
lete 31,5 cm.

. Abal

is egyenlok: ahonnan x> =2,25, az x>0
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A trigonometna alkalmazasan

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.2. A szinusztétel

. Jupdldy Egy hdromszog bels6 szogei: 40°, 60°, 80°, kerii-
i lete 49,87 cm. Mekkorak a hiromszog oldalai? :

Megoldas:
Korabbi tanulmanyainkbol tudjuk, hogy egy haromszdg barmelyik
szoge, € széggel szemkozti oldala és koré irt korének sugara kozott:

2R = , 2R = b , 2R= L Osszefiiggések allnak fenn (a szo-
sino sin 3 siny
kasos jeloléseket hasznalva). Innen az .a b (=2R)

sinoe  sinf  siny
egyenlOség adodik. A kapott dsszefliggést alkalmazhatjuk a haromszog
barmely két oldalhosszanak aranyara: 4_ sina . Ezt az 6sszefliggést
sin
szinusztételnek nevezziik. A fentiek értelmében az alabbi tételt fogal-

mazhatjuk meg, amelyet szinusztételnek neveziink.

6.7. abra Mit tanultunk err61?

Barmely haromszogben barmely két oldal hossza-
i nak aranya egyenlé a veliik szemkozti szogek szinuszainak ardnya- :
i val. ]

S g
...................................................................................................

A szinusztétel a:b:c=sina :sinf:siny alakban is irhato, amely azt
fejezi ki, hogy az oldalhosszak aranya megegyezik a veliikk szemkdozti
szogek szinuszainak aranyaval.
Az 5. példa megoldasahoz készitsiink abrat (6.8. abra)! Az abra
jeloléseit és a:b:c=sino :sin B :siny Osszefliggést alkalmazva:
a:b:c=sin40°:sin 60°:sin80°.

Igy a haromszog oldalai: a = x-sin40°, b = x-sin60°, és ¢ = x-sin 80°

(x=2R>0) alakban adhatoak meg. A haromszog keriiletének felira-

6.8. abra Az 5. példa megoldasa- : sabol:

hoz x-sin40°+ x -sin 60° + x - sin 80° = 49,87,
ahonnan x = 20,00.
Tehat a haromszog oldalai:
a=12,86cm, b=17,32 cm és ¢=19,70 cm.
: A udlels  Egy haromszog alaku telek két oldalanak hossza
¢ 142 m és 20 m, a 20 m hosszusagu oldallal szemkozti szog 20°. Mek-
korak a haromszog oldalai, szogei?
T o128
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Megoldas:
A feladat szovege szerint adott a haromszog két oldalanak hossza
(a =20 m, ¢ =42 m) ésakisebbik oldallal szemkézti szoge (o = 20°).
c _siny

Az adatok alapjan alkalmazhatjuk a szinusztételt: — =—
a sina

ahonnan siny=%sin20°zo,7182. A 0°<y <180°

, azaz
42 siny
20 sin20°
egyenl6tlenség miatt a siny = 0,7182 Osszefiiggésbol y-ra két lehet-
séges ertek adodik: y, = 45,91°, y, =180°—y, =134,09° (6.9. abra).
Két esetet kell vizsgalnunk.

I. eset: ha y, =4591° akkor a haromszog harmadik szoge

B, =114,09°. Az ABC, haromszogben irjuk fel a szinusztételt:
b, sin114,09°

— =———"——, innen b, =53,38 m.
20 sin 20°

II. eset: hay, =134,09°, akkor a hdromszdg harmadik szoge
B, =2591°. Az ABC, haromszogben irjuk fel a szinusztételt:
b_2 _ sin25,91°

- , innen b, = 25,55 m.
20 sin20°

w/ 4. uildln Egy 1500 m hosszusagu hegyi ut végén levo torony
i talppontjat az ut elején levé pontbdl 3,9°-o0s, tetdpontjat 4,5°-0s :
i emelkedési szogben latjuk. Milyen magas a torony? :
Megoldas:

Készitsiink abrat (6.10. abra)! Szemléltesse az ut nyomvonalat az 4B, a
hegy magassagata BC szakasz,atornyota BD szakasz!Aszdvegalapjan
AB=1500m, o =3,9° és CADA =6 =4,5° (6.10. abra). A §-val jelolt
szognek a D-nél levd szog valtoszoge, igy ADBX =90°—4,5°=85,5°.

d _ sin0,6°

1500  sin 85,5°°
ahonnan az ut végén levd torony megkozelitéleg 15,76 m magas.

Az ABD haromszogre alkalmazzuk a szinusztételt:

A szinusztételt célszerli alkalmazni, ha adott egy haromszog

# egy oldalanak hossza és két belso szoge. Ilyenkor kozvetleniil meg-
hatarozhat6 a szinusztétel segitségével barmelyik ismeretlen oldalnak
a hossza vagy

# két oldalanak hossza és a nagyobb oldallal szemkdzti sz6g. Ekkor
a szinusztétel segitségével kozvetleniil meghatarozhat6 a haromszog
kisebb oldallal szemkdozti szoge.
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Megoldas:
¢ Készitsiink dbrét (6.11. abra)! frjuk fel a koszinusztételt az ABC haromszog
c b—asBom 4 coldalara: 28° = a* +(a+8)" —2-a-(a+8)-cos120°. Akapott egyenlet

a-ramasodfoku, 0-raredukalva: 3a” +24a— 720 = 0, majd 3-mal osztva

: 1 . —-8+32
a”+8a—240=0 adodik. Megoldésa: ¢, , = — ahonnanaz a >0

6.11. 4bra A 8. példa megoldasé-
hoz ) i )
: feltétel miatt @ =12 cm. Igy a haromszog keresett oldalai: a =12 cm,

b=20cm. Az a sz0g meghatdrozasdhoz irjuk fel a szinusztételt:

a _sina 12 sina

- . , aZaz - . ’
c siny 28 sinl20°
Innen az o szOg egyértelmilen meghatarozhatd: o = 21,79°, ahonnan
¢ p=180°—a—y =38,21°.

ahonnan sinq = %sin120° =0,3712.

) Oldjuk meg! ,

1. Szdgei szerint milyen az a haromszog, amelyben a szokasos jeloléseket hasznalva fennall, hogy
a) azéb, bzéc;
2 6
b) a=10,65 cm, b=6,30 cm és y =42°;
c) a=28cm, a=59° y="72%
d) a=17,89 cm, b=1131cm ¢ésf=63°.

2. Egy trapéz oldalai rendre a =5 cm, b=3cm, c¢=d =2,5 cm, és tudjuk, hogy a|| c. Hatarozzuk
meg a trapéz szogeit, teriiletét!

3. Egy haromszog egyik oldalanak hossza 15 cm, a masik két oldalhoz tartoz6 stlyvonalak hossza
18 cm és 13,5 cm. Hatarozzuk meg a haromszdg hianyzo oldalait, szdgeit és teriiletét!

4. Egy paralelogramma egyik oldalanak hossza 11 cm, egyik szoge 30°-0s, rovidebb atlojanak hossza
8 cm. Hatarozzuk meg a paralelogramma oldalait, teriiletét!

5. Egy haromszog teriilete 120 dm®, egyik oldaldnak hossza 26 dm, masik két oldalhosszanak négy-

zetdsszege 1000 dm’. Hatarozzuk meg a haromszog hianyzé oldalait, szogeit!

6. Egy haromszog oldalhosszainak aranya 3 : 5 : 7, beirt korének sugara 23 egység. Mekkorak a
haromszog hianyzo oldalai, szogei?
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/o Aitrigonometriajalkalmazasa

Yy

Mar lattunk példat a trigonometria alkalmazasara a rezgdé mozgas, a
valtakozo aram, az er6k komponensekre vald bontasa kapcsan, és be-
mutattuk a matematikan beliili alkalmazasat is. Kozépiskolas tanulma-
nyaink soran ebben a témakdrben megszerzett ismereteinkre féként a
fizika tantargy teriiletén van sziikségiink. Ebben a leckében néhany pél-
dat adunk a fizikdhoz és a geodéziahoz valo kapcsolodasara, a teljesség
igénye nélkiil.

A matematika kapcsolata mas tudomanyokkal nem egyiranyu, oly-
kor a matematika is ,,ihletet” kap: példaul a fizikabol ismert munka fo-

ey

7.1. abra A szivoszal ,,torése”

%‘- Lyl Két kozeg hataran 4tlépé hulldm  torését a :
sina ¢ . L v
i ——=-' egyenlet irjale, ahol a a beesési szog, B a torési szog, :
isinf ¢, '

i ¢, abees6 hullam terjedési sebessége és c, a megtort hullim ter- :

beesésimerdleges

hatar]

i jedési sebessége. Egy mechanikai hullam terjedési sebessége leve- : s
i evegd

B = 90°
viz J

7.2. abra A hatarszog meghataro-
zasdhoz

Pa

7.3. abra Fényvezetd tivegszal

gbében 330 2, vizben 1275 E. Mekkora a torés hatarszoge, ha a
! s s 1

hullam leveg6bdl vizbe 1€p?

Megoldas:
A torés hatarszoge az a beesési sz0g, amelyhez 90°-os torési szog tar-
tozik (7.2. abra).

sinot,,, 330

A tOrés torvénye alapjan ———2%- = ——  ahonnan o, . =15°.
ye AP G900 T 1275 i
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w 2, uzldz Egy cstiszdaparkban a kamikaze (egyenes) csusz-

i da 12 m magassagbol indul, és a cstiszda 60°-0s szoget zar be a :
i vizszintessel. Mekkora sebességgel ér a csuszda aljara Tomi, ha a :
i cstiszda tetejér6l nyugalmi helyzetb6l indult, és a cstiszda és Tomi |
i kozott nincs sarlodas?

Megoldas:
A lejton surlodas nélkiil mozgo test egyenes vonalu egyenletesen val-
tozo (gyorsuld) mozgast végez, amelynek gyorsuldsa: a =g sina

h=12m

(g=10 7 a nehézségi gyorsulas, a a lejtd és a vizszintes szoge), a

megtett Utja: s =—a-¢’, pillanatnyi sebessége: v=a-¢ (¢ az eltelt idd).
2 7.4. abra Cstiszda 0®°°%e,
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A sebesség meghatarozasahoz ki kell szamitanunk Tomi gyorsulasat, a

csuszda hosszat és az indulastol a csiiszda aljara valo érkezésig eltelt

id6t. Az ABC derékszogii haromszdgben a szogfiiggvények definicioja
12

alapjan: s = .h =— =83 =~ 13,86 m (7.4. abra). Tomi gyorsu-
sina  sin60°

lasa: a=g-sina = 8,66 2,1nnen1,‘—‘/ 2:h ~1,79s. igy
\/g -sin’ o

Tomi sebessége a cstiszda végén: v=a-t =15, 49 — =55, 78 —

7.5. abra A csuszdan
2 A fiiggbleges falhoz csukloval csatlakozo rudat a :
ozepénél a rdhoz kotott, vizszintes helyzeti fonallal a falhoz kot- :
Juk A rtd szabad végét fonalon 16g6 G =150 N sulyt testtel terhel-
| jiik (7.6. abra). Mekkora erd fesziti a falhoz erésitett fonalat, ha arid :
i sulya 60 N, és 30°-os szoget zar be a fallal? :

Megoldas:
Rajzoljuk be az abraba a rudra, a fonalakra és a teherre hatd erdket
(7.7. dbra)!

A testek (a rendszer) egyensulyban vannak. Egy pontszer( test

G=150N

I egyensulyban van, ha a ra hat6 erék ereddje 0 (Z? = 6) Egy merev

test egyensulyban van, ha a ra haté erék ereddje 0 (ZI? = 6), ésara

hat6 erdk forgatonyomatékainak eldjeles dsszege 0 (ZM = O). A for-

7.6. abra A 3. példahoz

gatonyomaték az erd nagysaganak és az erékarnak a szorzata. frjuk fel
az egyensuly feltételeit!

A teherre vonatkozdan: G-K, =0 K, =G =150 N.

A radra mint merev testre:

# arudra hato er6k fallal parhuzamos 6sszetevoire:

Gu.*+K,-F=0&F=K,+G,,=210N.
# a rudra hato erék falra meréleges dsszetevdire:

F,-K =0=F =K,

Arad A pontjara vonatkozo forgatonyomaték:

G Zs1n30°+K h-sin30°-K, - 200530O (IR

S K = (Gn'ld +2K2)tg30° =120/3 N = 207,85 N.

Tehat a vizszintes fonalat 120v/3 N = 207,85 N nagysagu erd fesziti.

Az er6k egyensulyaval a fizika egyik kiilon aga, a statika foglalko-
zik. Fontos szerepe van tobbek k6zott a mérnoki tervezésben, a magas-

¢és a mélyépitésben.
|
:‘2\
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A geodézia egyik legfontosabb feladata a Fold fizikai felszinén
talalhato természetes és mesterséges targyak helyzetének megadasa.
A felméréshez olyan, Un. alapponthalozatot 1étesitenek, amely a fold-
felszinnek a gyakorlat altal igényelt minden részlete a helymeghata-
rozashoz sziikséges ¢s elegendd. A foldi helymeghatarozas alapelvé-
bol kovetkezik, hogy kétféle alapponthaldzatot kiilonbdztetnek meg:
vizszintes és magassagi alapponthaldzatot (7.10. abra). A vizszintes
alappontok stiritésének, meghatarozasanak egyik eszkoze a haromszo-
gelés, a masik eszkoze pedig a sokszogelés, amely napjaink legelter-
jedtebb modszere.

7.8. abra A Fold felszine valto-
zatos

7.10. abra Orszagos vizszintes
alapponthalozat (lancolatvaz)

7.9. abra A nadapi féalappont magassaga 173,1638 m

Haromszogelésnél egy 1j pontnak mar ismert helyzeti pont(ok)hoz
viszonyitott helyzetének egyértelmli meghatarozasdhoz a haromszog
két szogére (elometszés, oldalmetszés), vagy két oldalara (ivmetszés),
vagy egy oldalara és egy szogére van sziikség. Harom ismert pont ese-
tén az Uj pontnal megmérik azokat a szdgeket, amelyekbdl az ismert
pontok altal meghatarozott szakaszok az 0j pontbol latszanak, ezt az
esetet hatrametszésnek nevezik.

Sokszogelésnél a térszini pontok viszonylagos helyzetét egyértelmiien
meghatarozza a szomszédos pontok tavolsaga és az egyes pontoknal
levo torésszogek (7.11. abra). (Varga Antal: Geodézia II. alapjan)

B (2

T,
A tAE T tnrz T thTa B

2

7.11. abra Sokszogvonal

e

7.12. abra Foldmérés 0®°%%e,
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\%‘f 4.pdldy  Sik talajon adottak az A(78;62), B(90;67) ha- :

romszogelési alappontok. :
| Hatérozzuk meg a P{p,;p,) pont koordinatdit, ha tudjuk, hogy :
\ PABX =o =30,51° és ABPX = 3 =49,18° (7.13. 4bra)! :

Ezt a feladatot a geodézidban eldmetszésnek nevezik.

B

7.13. abra Belsdszoges elomet-

sz&s Megoldas:
Szamitsuk ki az ABP haromszog hianyzo szogét, b oldalat!
A haromszog P cstcsanal levé szoge:

BPAX =180°—-30,51°-49,18°=100,31°,
az E(IZ;S), igy c:|ﬂ§|:\/122+52 =13.

Alkalmazva a szinusztételt b = M

13 sin100,31°
[rjuk fel az 4B(12;5) és az AP(p,—78; p, —62) vektorok skalaris
szorzatat a definici6 alapjan és a koordinatak segitségével:

(1) 10-13-c0830,51° =12-( p, = 78)+5-(p, —62)!

, innen b =10,00.

Adjuk meg AP abszolut értékét a koordinataival:

|ﬁ’| = \/(pl -78)* +(p, — 62)2 , ahonnan
7.14. abra A 24 GPS miihold

20200 km magassagban kering a
Fold koril

(2) (p,—78)* +(p, —62)" =100.

Az (1) és (2) egyenletekbdl allo egyenletrendszer megoldasa adja a ke-
resett pont koordinatait. Innen a feladat feltételeinek eleget tevo pont:
P(84;70).

Ez a megoldas eltér a geodézidban megszokottol, mert jelenlegi
ismereteink az ott szokasos megoldas modot nem teszik lehetdve.

Napjainkban az informdcié-, az lir- és szamitégép-tudomany fejlodé-
sével a foldmérés és geodézia integracidja (geomatika) minden olyan
tudomanyteriiletet magaba foglal, amely a térbeli adatok és térbeli in-
formaciok fiiggvénye. (Példaul a kdrnyezetvédelem, a tervezés, a me-
z0gazdasag, az épitdmérndki alkalmazasok, a navigacio, a geofizika,
az 6ceankutatas, a foldrendezés stb.) A globalis mitholdas rendszerek
(GPS = Global Positioning System) kifejlesztése oriasi valtozast ho-
zott a helymeghatarozas technikajaban. A GPS-t szamos orszagban mar
részletmérési célokra is hasznaljak.

7.15. abra GPS egy autoban

134
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= A koordinata-geometria (vagy analitikus geometria) elneve-
z¢s arrdl arulkodik, hogy e témakor geometriai dsszefiiggé-
seket targyal, a ponthalmazokat koordinata-rendszerben elhelyezve
vizsgalja. A koordinatak segitségével algebrai 0sszefiiggéseket irha-
tunk fel, amelyek valamilyen szempontbdl jellemzik a ponthalmazt.
Az elemi geometriai modszereket a legtobb esetben szamolas valtja
fol, majd a szamitasok eredményét alkalmazva ijabb geometriai 6sz-
szefiiggésekre is bukkanhatunk.
\ A modszer alapotlete mar az 6kori gdrog matematikaban is follel-
1.1. 4bra Isaac Newton hetd. Apolloniosz (Kr. e. 260?—1907?) mar ilyen szellemben targyalta
(1643-1727) a gorbéket (kupszeleteket), bar a koordinata-rendszer fogalmat csak
majdnem kétezer évvel késobb alkottak meg a matematikusok. Els6-
sorban Francois Viéte (1540—-1603) és René Descartes (1596—1650)
érdemének szoktak ezt tulajdonitani, akik mar kdvetkezetesen alkal-
maztak algebrai jel6léseket, koordinatakkal valé szamoléasokat.

A matematika ilyen irdnyu fejlédése a XVII. szazadban azért
is kapott lendiiletet, mert a mozgas matematikdjanak leirdsa egyre
inkabb sziikségessé valt, elotérbe keriilt. Ezzel a matematikai anali-
zis alapjainak lefektetése is megtortént, ami leginkabb Isaac Newton
(1643—1727) és Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) nevével fo-
nodott dssze (1.1. és 1.2. abrak).

1.2. dbra Gottfried Wilhelm Leib- : A régi idokre emlékezes utan lassunk egy modern példat!
niz (1646-1716)

|, u4lds A koordinata-rendszer S(~7;5) startpontjaban all
i Tgy robot. A robot haromféle utasitast tud végrehajtani.
i Az els6 utasitas (d): haladj 3 egységnyit az x tengellyel parhu-
| zamosan pozitiv irdnyba, majd 2 egységnyit az y tengellyel parhuza- :
{ mosan pozitiv irdnyba!
i A masodik utasitas (1;) haladj 1 egységnyit az x tengellyel par-
i huzamosan pozitiv irdnyba, majd 4 egységnyit az y tengellyel parhu- :
{ zamosan negativ iranyba!
: A harmadik utasités (¢): haladj 2 egységnyit az y tengellyel :
: parhuzamosan negativ iranyba! ;

a) A robot a kovetkezd utasitassorozatot kapja: @, ¢, ¢, a, b, d, :
¢, b, b, a. ;
Hatarozzuk meg, hogy az utasitasok végrehajtasa utan a koordina- :
ta-rendszer mely C célpontjaba jut el!
Rajzoljuk is le a robot utjat! (Egy-egy utasitasnak megfelelé moz- |
gast egyetlen vektorral abrazoljunk!) '

1.3. abra A 1épked6 robot

136
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b) Meg tudtuk volna adni egyszerlibben az utasitdssorozatot? i
i ¢) Adjunk meg egyetlen olyan (1j) utasitast, amellyel az S startpont-
i bol kiindulva kdzvetleniil a C célpontba érkezik a robot! ;

Megoldas:
a) Arajzon (1.4. dbra) jol kdvethetd a robot ttja. Végiila C(8;—-5) pont-
ba érkezik.
b) A megadott utasitdsok mas sorrendbe is allithatok, az azonos utasi-
tasok Ossze is vonhatok, igy elegendd lett volna azt mondanunk a ro-

botnak, hogy hajtsa végre 4-szer az d utasitast, 3-szor a b-t és 3-szor
a c-t.
c) Egyetlen utasitassal pedig ugy kiildhettiik volna el az S(-7;5) pont-

1.4. abra A vektorrobot ttja

bola C(8;—5) pontba, hogy kiszamitjuk a robot szamara az SC vektor

koordinatait, azaz: haladjon az x tengellyel parhuzamosan 15 egység-
nyit pozitiv iranyba, és az y tengellyel parhuzamosan 10 egységnyit
negativ iranyba. Roviden: R‘(l 5;—-10).

= 7, 02l Az 1. példaban szerepl6 robotot igy tokéletesitet- :

i Tek: az utasitdsokkal meghatérozott elmozdulas-vektoroknak akér- :
milyen racionalis szamszorosat meg tudja tenni egy-egy 1épésben.
i A fejleszto arra is rajott, hogy elegendé az @, a b ésa ¢ vektor
i koziil kett6t megadnia ahhoz, hogy a robot barhova eljuthasson. :
i Ezért a ¢ vektorral (és szamszorosaival) valo elmozdulast torolték :
i a programjabol. :

: A megmaradt a(3;2) és 5(1;—4) vektorok szamszorosainak 6sz- ) .
! . Y= ., ¢ 1.5, abra A tovabbfejlesztett ro-
: szegeként hogyan tud eljutni a robot az S(=7;5) pontbola C(8;=5) | : pot nemesak Iépked, hanem segit
| célpontba? £ ¢ s, ha kell

Megoldas:
A matematika nyelvére leforditva az a feladatunk, hogy keressiink olyan
k és [ racionalis szamokat, amelyekre teljesiil, hogy k-d +! b=SC. Ezt
pedig csak a koordinatakkal valo szamolassal oldhatjuk meg. Az 6ssze-
fiiggésnek kiilon az els6 és a masodik koordinatakra is teljesiilnie kell.
k-3+1-1=15

k-2+1-(—4) =—10}'
Ezzel egy k-ra és [-re vonatkozo kétismeretlenes linearis egyenletrend-
szert kaptunk. Oldjuk meg példaul az ellentett egyiitthatok modszeré-
vel! (Szorozzuk meg az els6 egyenletet 4-gyel, majd adjuk &ssze az igy
kapott egyenletet és a masodik egyenletet!)

k-12+1-4 = 60

k-2+1-(4) =—10}’

14-k =50,

1.6. abra Egyenloség
137
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ﬂ- DETIRIGO] :
“Adott az a vektor ésa A ::

: valos szam. A-d aztavek-:
:tort jelenti, amelyik par-:
Ehuzamos az a-ral, hosszaé :
iaz a vektor hosszanak:
|| -szerese, irényitésaé
: pedig megegyezik az a: :
Eirényitéséval, ha 1 >0, ésé
i ellentétes, ha 4 < 0.

EJelekkel: :
- =|A]-Ja) esha A>0,}
akkor A-a11a,

;ha A <0, akkor A-a 1
E(Hal 0, akkor 0-a =

1.7. abra Emlékeztet6

«—

........................................
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_50_2s
14 7
Ezt helyettesitsiik vissza az els6é egyenletbe:

2 3+7-1=15,
7

1=15-3. 21855 30
7 7 7

A két keresett racionalis szam tehat k = % és [ = ?

% Vegyiik észre, hogy az els6 két feladat megoldasa soran a
vektorok Osszeadasara, kivonasara, szammal valo szorzasara

vonatkozo korabbi ismereteinket alkalmaztuk! Felhasznaltuk, hogy
a vektordsszeadas rendelkezik a kovetkezo tulajdonsagokkal:

» kommutativ (a tagok folcserélhetdk), azaz barmely a €s b vektor
esetén:

a+b=b+ad
W asszociativ (tetszélegesen zarojelezhetd), azaz barmely a, b és
¢ vektor esetén:

(G+bh)+C=ad+(b+7)
Vektor szammal valo szorzasara vonatkozoan az alabbi tulajdonsa-
gok teljestilnek, ahol a és S tetszéleges valos szamok, a és b pedig
tetszOleges vektorok:

a-(f-a)=(a-p)-a

(a+p)ya=a-a+p-

a
a~(&+5)=a-ﬁ+a-l§

Ezen tulajdonsagok alapjan mutattuk meg 10. osztalyban, hogy a ko-
ordinataival megadott vektorokkal végzett miiveletek hogyan jelennek

: meg a koordinatakban. Ismételjiik at ezt is!

Legyen d(a,;a,) és b(b;b,), tovabba A valos szam.
Ekkor a két vektor dsszegének, kiilonbségének ¢s A-szorosanak ko-

¢ ordinatai:

( ) bsa,+b,),
(-B)(a ~bsa, ~b,),

(ra)(Aa;Aa,).

@‘l

Ezeket az dsszefiiggéseket az els6 feladatban tudatosan felhasznalva ki-
szamolhatjuka 4-a +3- b+3-¢ vektor koordinataitaz a (3;2), l;(l; —4)

és ¢(0;—2) vektor ismeretében:

2011.05.27. 13:49:08



4-a(4-34-2)= 4a(12;8)
3:5(3-1;3-(—4)) = 3b(3;-12) 1 ® = 4d +3b + 3¢ (15;-10).
3.¢(3-0;3-(-2)) = 3¢(0;-6)
Ez éppen az SC vektor koordinatait adja meg. De amikor az S és a C

pont ismeretében akartuk kiszamitani az SC vektor koordinatait, akkor
tulajdonképpen egy kivonast hajtottunk végre: az origébdl a C pontba
mutat6 vektorbol vontuk ki az origobodl az S pontba mutatod vektort.

..............................................................................................

Dafini<ld A koordinata-rendszerben egy pont helyvekto-
fra az origébdl hozza mutaté vektor. Minden pont koordinatai :
: megegyeznek helyvektorianak koordinataival. :

...................................................................................................

Adott az 4 és a B pont koordinataival: A(3;1) és
i B(=2;5). Az A és a B pont helyvektora legyen rendre a és b!
: Adjuk meg koordinataival a kovetkez6 vektorokat: @, b, a+b
és AB! A koordinata-rendszer melyik pontjaba mutat az a +b, az
i a—b ésa b—a helyvektor?
Megoldas:
Készitsiink abrat! Az elébb elmondottak szerint a(3;1), b(-2;5),
(@+b)1;6) és AB=b—ad(-5;4) (1.10. abra).

Az ( a +]3) (1;6) helyvektor az abran E-vel jeldlt (1,6) pontba mu-
tat. A (b—a)(—5;4) helyvektor az abran C-vel jelolt (—5;4) pontba mu-
tat. Az a—b vektor pedig a b—a ellentettje, igy koordinatai (5;—4),

ez a D pont helyvektora, igy ennek koordinatai egyenldk a D koordina-
taival: (5;—4).
W ————— e N
= o b vl Koordinataival adott egy négyzet kozéppontja (K)
i ¢es egyik csucsa (4). Hatdrozzuk meg a négyzet t6bbi csucsanak ko- :
: ordinatait, ha :
i a) K(0;0)és A(5;-2);
i b) K(=3;1) és A(4:4)!
i Szamitsuk ki a négyzet keriiletét mindkét esetben!

Megoldas:

A kozéppont és egy csucs ismeretében egy négyzetet ugy szerkeszt-
hetnénk meg, hogy az adott csucsot a kozéppont koriil 90°-kal elfor-
gatjuk, majd ezt még kétszer megtessziik a legutoljara kapott ponttal
(1.11. abra). Hogyan tudjuk ezt kivitelezni a koordinata-rendszerben?
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]
pélya

at

<y

1.9. abra A helyvektor fizikabol is

ismert fogalom

E(1;6)
B(-2;5) 6 T
C(-5;4) a+b
T b b-a =AB
b-a
...... 2y ABY),
-6 0 6 X
a-b "\ D(5:-4)
-6
1.10. abra Helyvektorok
v
6 B=A'
C=Ap 5
a’ @
-6 ~_\ 6 X
a’ a_>,
D=A"
-6

1.11. abra Az a) példaban szerep-

16 négyzet

139

2011.05.27. 13:49:17



“Koordinatasgeometria

y
61 B=A(25)
4
24 a’
6 4 20546 ¥
T a AG-2)
-4
-6

1.12. abra Az elsé 90°-os elfor-

gatas

y A

61 B=A(2H)
C=A"(-52

(22 (25)
suE S A
a (-g-5)/1a(5-2) A5-2) N

D=A"(-2:-5)

1.13. abra Es még kétszer

5-6:8) %1

D(0;-6)

1.14. abra A b) példaban szerepld
négyzet

C=A'(-5;2 L

-6 K(0;0) . G
A(5:-2)

D=A"'(~2:-5) _g

1.15. abra Az oldalvektor hossza

140
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Az a) esetben a kdzéppont az origd, igy az origo koriil kell elfor-
gatnunk az A pontot 90°-kal. Valasszuk a pozitiv forgasiranyt! Az A4
ponthoz megrajzolhatunk egy derékszogli haromszoget, amelynek be-
fogoi olyan hossztak, mint az 4 pont koordinatainak abszolut értéke,
atfogdja pedig a négyzet fél atloja. Ezt a haromszoget forgassuk el az
origo koriil 90°-kal pozitiv iranyba (1.12. abra)! Ezzel a haromszdg ol-
dalainak hossza valtozatlan marad, de ami az x tengelyre illeszkedett,
az most az y tengelyre illeszkedik, és ami az y tengellyel volt parhuza-
mos, az most az x tengellyel parhuzamos.

-
Vegyiik észre, hogy az elforgatott pont két koordinataja fol-
cserélodott, és az elsd koordinata ellenkezé elgjelt lett. Mi-
vel a pont koordinatai megegyeznek a hozza mutatd helyvektor ko-
ordinataival, ezért a vektor koordinataira is ugyanez az 0sszefiiggés

érvényes elforgataskor.

sl

............................................................................................

Tétel Ha egy koordinataival adott vektort elforgatunk az
i orig6 kortil 90°-kal pozitiv irdnyba, akkor a vektor két koordinataja :
i felcserélédik és az elsd koordinata ellenkezé eldjelil lesz. Matema- :
! tikai jelekkel: :
az d(a,;a,) vektor +90°-os elforgatottja az a’(—a,;qa,) vektor.

...................................................................................................

Az a) esetben tehat a négyzet négy csticsahoz mutatéd helyvektorok:
a(5;-2), @'(2;5), a’(-52) és a”(-2;-5). Igy a négyzet csucsainak
koordinatai is ugyanezek: A(5;-2), B(2;5), C(-5;2) és D(-2;-5)
(1.13. abra).

A b) esetben elészor meg kell hataroznunk a KA vektor koordin-
tait (a tanult modon: ez az 4 pont helyvektoranak és a K pont helyvekto-

ranak kiilonbsége): @(7;3) Ezutan forgassuk el ezt a vektort egymas
utan haromszor pozitiv irdnyba 90°-kal!

KA (=3:;7), @,,(—7;—3), @,”(3;—7). A B pont helyvektora
egyenld a K pont helyvektoranak és a EZ, vektornak az Osszegével
(1.14. 4bra). OB = OK + KA ((=3)+(=3):1+7), tehét OB(=6:8), ahol
O az origd. Igy a B pont koordinati is B(—6;8). Ugyanigy adodnak a
C ¢és a D pont koordinatai is: C(—10;-2) és D(0;—6).

Mindkét négyzet keriiletét megkaphatjuk, ha eldbb kiszamitjuk
egyik oldaluk hosszat. Ehhez egy oldalvektor hosszat hatarozzuk meg a

vektor koordinataibol. Az a) esetben pl. ZE(—3, 7). Ennek hossza:

|Z§| =J(=3) +7% =9+49 = /58 egység (1.15. dbra).
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............................................................................................

\ Tétel Koordinataival adott vektor hossza egyenld a koor-

: dinatainak négyzetdsszegébdl vont négyzetgyokkel.
pont tavolsiga:

Az Ala,,a,) és Blb,,b,)

A masik négyzet AB oldalvektora: E(—IO; 4), egy oldalanak hossza =
_ AB =|AB| =
tehat: |AB| =J(=10)* +4> =100+16 =116 = 2:4/29 egység.
Akét négyzet keriilete tehata) K =4- J58 egység; b) K =8- J29
egység.

=Jlb,—4,)" +b, —3,)*

LY

Vegyiik észre, hogy mindkét oldalhossz meghatarozasanal
két koordinataival adott pont tavolsagat szamoltuk ki. Oldjuk
meg altalanosan a feladatot! Legyen a kétpont A(a,,a,) és B(b,,b,)!

1.16. abra Két pont tdvolsaga

Ekkor az A-bol B-be mutat6 vektor: AB=b—a (b —a,,b,—a,).

Ennek a vektornak a hossza:

"k‘ Tétel Két koordinataival adott pont tavolsagat kiszamit-

: hatjuk a kovetkez6képpen: vessziik a két pont elsd koordinatdinak : = = =

: kiilonbségét €s a masodik koordinatak kiilonbségét, majd ennek a két :
: kiilonbségnek a négyzetdsszegébdl négyzetgy6kot vonunk. E
|4B| =6, - ) +(b, - a,)".

ES
...................................................................................................

Ezt az 0sszefliggést tehat kozvetleniil is alkalmazhatjuk két pont tavol-
saganak a meghatarozasara.

! .
?—F 9, 03l Hatarozzuk meg az ABC haromszog keriiletét és :
 teriiletét, ha A(-1;4), B(2;-2) és C(7;3) (1.18. dbra)! ff 117, dbra Tavolsag
Megoldas:
A kertilet kiszamitasahoz hasznaljuk az el6z6 feladat kapcsan tanult ta- /i
volsagképletet!

AB =\J(b,—a,) +(b, —a,)* =
= J@—(=1))* +(-2-4) =/9+36 =/45 =35,
BC=\(c,=b) +(c, —b,)* =
= J(7-2) +(3—(-2)) =/25+25 =+/50 =5-/2,
CA=J(a,—¢,) +(a, —c,)* =
= J(=1=7 +(4-3) =J64+1=1/65,

K =AB+BC+CA=3-5+5-2++/65.

<

1.18. abra Az ABC haromszog
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i

. A teriilet meghatarozasdhoz alkalmazhatjuk a trigonometridban tanul-
. takat: az oldalak ismeretében a koszinusztétel segitségevel kiszamit-
. hatjuk a haromszog valamelyik szogét, majd a két oldalt és a kdzbezart
¢ sz0g szinuszat tartalmazo tertiletképlettel a haromszog teriiletét. (Gya-
- korlasképpen ajanljuk a kedves olvasonak ezt az utat!) Most viszont
egy egyszer(ibb modszert fogunk hasznalni.

Rajzoljuk le a haromszoget a koordinata-rendszerben, majd a ha-
romszOg csucsain keresztiil huzzunk parhuzamosokat a koordinata-
. tengelyekkel! Igy kialakul egy téglalap, amelynek a teriiletét konnyen
¢ kiszamolhatjuk, majd a haromszogon kiviil es6 részek teriiletét vonjuk
¢ ki a téglalap teriiletébdl (1.19. dbra).

Az abra jeloléseit hasznalva a téglalap teriilete 7 = AD- AF =
¢ =8-6=48t.e., a,,folosleges” derékszogli haromszogek teriilete pedig:
1.19. abra Haromszog teriilete  : AD-DC 8.1 CE-EB 5.5

Typea ———7=4 t.e, T =T_T=12’5 t.e. és

BF-FA 3-6
Torun = =

—=0t.e.
2 2

A haromszog teriilete tehat:
Tipen =T —=Tipea = Toppn = Tgran =48—4-12,5-9=225t.e.

 Cuines B S

1. A derékszogili koordinata-rendszerben adott A4(2;-5), B(4;8), C(—6;3) és D(2;3) pont. E négy

ponthoz mutaté helyvektorok legyenek rendre a, b, ¢ ésd!

a) Adjuk meg koordinataival az @, b, ¢ és d vektort!

b) Adjuk meg koordinataivalaz G+b, G+¢+d, ¢—a, a—b+¢, a+b+c+d, —
54 +2b+3¢ vektorokat!

¢) A kovetkezd vektorokat rajzoljuk be a koordinata-rendszerbe, és szamitsuk ki a vektorok koordi-
natait: 4B, DB, BC és CB!

15, 3G+¢-2d,
3

2. Egy négyzet kdzéppontja az origo, egyik csucsa pedig a (—3;8) pont. Hatarozzuk meg a hianyzd
csticsok koordinatait!
Szamitsuk ki a négyzet keriiletét és teriiletét!

3. Egy négyzet kozéppontja a (4;—5) pont. Hatarozzuk meg a négyzet tobbi csucspontjanak koordina-
tait, ha ismerjiikk még az egyik csticsat: (—2;-2)! Szamitsuk ki a négyzet keriiletét és teriiletét!

4. Egy téglalap két szomszédos csucsanak koordinatai A(6;—1) és B(3;3), két szomszédos oldalanak
aranya pedig 1:2. Hatarozzuk meg a téglalap hianyzo csucsainak koordinatait! Hany ilyen téglalap
van? Szamitsuk ki minden esetben a téglalap keriiletét és teriiletét!

5. Szamitsuk ki annak a haromszognek a kertiletét és teriiletét, melynek csucsai:
a) A(8;4); B(2;7) és C(=1;-3);

b) A(—4;6); B(7;0) és C(2;4)!

S a2
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ZiliajekozodasiakoordinatarenusZerhEn|

|, p4ld Egy tavoli, nagyon nagy bolygon Planeorszag :
i egésze annyira sik vidék, hogy a konnyebb tijékozodas érdekében
i bevezették a nalunk matematikabol ismert derékszogli koordinata- :
i rendszert. Planeorszag utjai egyenesek. Allapitsuk meg, hogy az 4
varosbol B varosba vezetd Ut parhuzamos-e a C varosbol D varos-
i ba vezet6 uttal, ha a varosok koordinatai: A(10;-15), B(-16;27),
i C(-20;32) és D(1;-2)! ;

N

Megoldas:

1. méodszer:

Ha éabrazolni probaljuk a megadott pontokat egy koordinata-rendszer-
ben, akkor tobb nehézségbe is litkdziink.

El6szor is a koordinatak til nagyok, kényelmetlen az abrazolasuk,
féleg pontosan. Masodszor: ha sikeril egy jo 1éptéket talalnunk, amely-
nél minden pontot pontosan latunk, a két Gt parhuzamossagat akkor
sem tudjuk eldonteni ,,szemre”. Raadasul tigy néz ki a két ut, mintha
parhuzamos lenne. Tehat elsé ranézésre nem tudjuk cafolni a parhuza-
mossagot. De igazolni sem. Milyen eszkozt alkalmazhatnank tehat?

A két Gt irdnyat jellemezhetjiik az AB és a CD vektorral. A két
ut pontosan akkor parhuzamos egymassal, ha ezek a vektorok is par-
huzamosak. Vektorok hajlasszogének meghatarozasat mar tanultuk a
trigonometria fejezetben. Ezzel a modszerrel itt is dolgozhatnank. (Ha
végeredményként 0°-ot vagy 180°-ot kapunk, akkor parhuzamosak,
egyébként nem.) Tanultuk a vektorok merélegességének sziikséges és
elégséges feltételét is: két vektor akkor és csak akkor merdleges egy-

2.1. abra Ez egy tavoli, nagy
bolygd?

masra, ha skalaris szorzatuk 0. Ha példaul a CD vektort elforgatjuk
90°-kal és az igy kapott vektor merdleges lesz az AB vektorra, akkor

az AB ésa CD vektor parhuzamos.
Nézziik konkrétan: AB(—26;42) és CD(21;-34). A CD vektor : 2-2.4bra Planeorszag sik vidéke

+90°-0s elforgatottjanak koordinatai: CD (34;21). Vegyiik az AB és

4
a CD vektor skalaris szorzatat! A trigonometria fejezet 5. leckéjében

tanultak szerint a skalaris szorzat egyenlé az elsé koordinatak szor- Az i(u;u,) ésa v(v;v,)

zatanak és a masodik koordinatik szorzatinak az 6sszegével. vektor skaldris szorzatdnak
B kiszamitasa koordinatakbal:
AB-CD =-26-34+42.21=-2#0 FoF =¥, b,

A kapott skaldris szorzat nem 0, igy az AB ¢ésa CD vektor nem me-

réleges egymasra, tehat az AB és a CD vektor nem parhuzamos egy-
massal, vagyis a két it sem parhuzamos.

2.3. abra Skalaris szorzat
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2. modszer:
Ebben a megoldasban is az AB ésa CD vektor iranyaval foglalko-
zunk. Ha talalhato olyan (0-t6l kiilonboz6) valos szam, amellyel az
egyik vektort megszorozva a masikat kapjuk eredményiil, akkor a két
vektor parhuzamos. Fontos megjegyezni, hogy ha nem létezik ilyen
szam, akkor a két vektor nem parhuzamos.

Nézziik itt is konkrétan: ha van ilyen k valdos szam, akkor az

E(—26; 42) vektor k-szorosanak a @(2 1;—-34) vektorral kell egyen-

16nek lennie. igy a koordinatékra is fent kell allnia ennek. CD=k-AB,

tehat a 21=k-(-26) és a —34=+k-42 egyenléségnek ugyanolyan k
esetén kellene teljesiilnie, ha a két vektor parhuzamos lenne. Az elsd

egyenletbdl k = —2, a masodikbol k = 34 = —g. A két egyenlet-
26 42 21

bdl kapott k értékek tovabb mar nem egyszerlsithet6 kozonséges tort
alakban szerepelnek, igy latszik, hogy nem egyenldk. Errdl tigy is meg-
gy6zddhetiink, hogy feltételezziik, hogy egyenld a két szam, és néhany

azonos atalakitdst végziink rajtuk. —;—é = —% & 21-42=34.26
2.4. abra Van mésik! & —26-34442-21=0 & -2 =0.Mivel végeredményiil ellentmon-

dast kapunk, nem pedig azonossagot, igy a két szam nem egyenld, a két
ut nem parhuzamos.

L -

1 Vegyiik észre, hogy az atalakitasok utan ugyanazt a szamo-
last kellett mindkét esetben végrehajtanunk, a két modszer

0sszhangban all egymassal!

\g‘f’. ), p4lds Allapitsuk meg a kovetkezé vektorokrol, hogy :
i melyek parhuzamosak egymassal és melyek merdlegesek egymasra:

L d(-6:8), b(0;7), (9;-12), d(3;0), E3;4), F(1612), §(0;5)!

Megoldas:
Feltinhet, hogy harom olyan vektor is van, melyek egyik koordinataja
0. Ez azt jelenti, hogy ezek a vektorok valamelyik koordinatatengellyel

parhuzamosak. A b ésa g vektor az y tengellyel parhuzamos, igy egy-

massal is parhuzamosak. A d vektor pedig az x tengellyel parhuzamos,

igy merdleges a b ésa g vektorra is. (Ez esetben kar lett volna barmit

2.5. 4bra Parhuzamosok és mers- : 1S szamolnunk a koordinatakkal.) A tobbi vektor viszont biztosan nem

legesek parhuzamos egyik koordinatatengellyel sem, igy se nem parhuzamosak
az elobbi vektorokkal, se nem merdélegesek rajuk.

Ha az a vektort valamely 0-t6l kiilonb6z6 szammal megszoroz-

zuk, a koordinatai kiilonb6zd eldjeliek maradnak, igy az € és az f
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vektorral biztosan nem parhuzamos. Ugyanakkor kiilondsebb szamolas
y

~ 3 -
nélkiil észrevehetjiik, hogy az a vektornak —5-szerese a ¢ vektor,

)
=
—

ezek tehat parhuzamos vektorok. Az € ¢és az 7 vektor sem parhuza- =

f16f212 , _

mos egymassal, mert — = — # == =—=3. Mar csak azt kell meg- i %
e 3 e 4

<Q
@

ol

vizsgélnunk, hogy az e ¢és az 7 vektor koziil valamelyik meréleges-e

az a vektorra (akkor a ¢ vektorra is merdleges). Ehhez nézziik a ska-
laris szorzatokat: €-d=3-(—6)+4-8=—18+32=14#0, tehat élaﬂ
f-a=16-(—6)+12-8=-96+96 =0, tehat / L a.

Osszegezve: al|c, 7J_5, 7 le, I;|| g, d J_l;, d lg

2.6. abra A 2. p¢lda vektorai

Az el6z6 leckében foglalkoztunk a vektorok 90°-os elforgatasaval. igy

egy pont origd koriili 90°-os elforgatasat is végre tudjuk hajtani. Las- v
sunk most tovabbi példakat arra, hogy egy-egy geometriai transzforma- P(-2:5) 4- T P,(2:5)
ci6 hogyan modositja a pontok koordinatait! n4
: 2
!; 5, 02lda A P(=2;5) ponton hajtsuk végre kilon-kiilon az 4 P 20 .2 4 6 X
i alabbi transzformaciokat! Adjuk meg a képpontok koordinatait! : :
i a) Tiikrozziik a P pontot az x tengelyre (P,)! Pa(_z;_5)l___4_ o P=p.2:5)

i b) Tikrozziik a P pontot az y tengelyre (P,)!
| ¢) Tiikrdzziik a P, pontot az y tengelyre (P,)! :
i d) Tiikrdzziik a P pontot az origora (P,)! i 2.7, dbra Tiikrozések a)-t6l d)-ig
§ e) Tiikrozziik a P pontot az x és az y tengely szogfelezmre (P, esP,)!

f) Toljuk el a P pontot a v(6;—4) vektorral (P, 1

Megoldas:

a) Az x tengelyre tiikrozéskor az abszcissza valtozatlan marad, mig az
ordinata ellentettjére valtozik P, (-2;-5).

b) Az y tengelyre tiikrozéskor az abszcissza ellentettjére valtozik, mig
az ordinata valtozatlan marad £, (2;5).

¢) P.(2-5)

d) Az origora tiikrozéskor az abszcissza is és az ordinata is ellentettjére
valtozik P,(2;-5) (2.7. abra).

—
.+ Vegyiik észre, hogy az x és az y tengelyre vonatkozo tiikro-
' zéseket egymas utan végrehajtva ugyanazt a pontot kaptuk
eredményiil, mint amikor az origora tiikroztiink. A kapott eredményt
elemi uton is igazolhatjuk, de a koordinatak eljeleinek valtozasa

alapjan is nyilvanvalo. 2.8. dbra Tiikroz6dés
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2.9. abra Tiikrozés e)

P2;

0P(-25)

y A
5 6

S

-4

20 2 4 s
i)

2.10. abra Eltolas

X

2.11. abra Nagyitas origdbol

v
4

2 C2:4)

’
’

21 /o0 CA

2 0
-2

-4
-6
-8
-10

2.12. abra Nagyitas az orig6tol

LT
N AR

S\ CA =3Ch
\OA =0A+CA

v

\y

S A(5-11)

kiilonb6z6 pontbol
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oprdinata~geometrnal

e) Emeljiik ki azt a téglalapot, amelynek a P pontot és az origot ossze-
koto szakasz az atloja, oldalai pedig parhuzamosak a koordinatatenge-
lyekkel! A szogfelezokre vonatkozo tikrozéskor a koordinatatengelyek
egymasba mennek at, igy a tiikorképként kapott téglalapok oldalai is
parhuzamosak lesznek a koordinatatengelyekkel, az x tengellyel parhu-
zamos oldalakbol y tengellyel parhuzamos oldalak lesznek, és megfor-
ditva. A tiikrozés tavolsagtarto tulajdonsaga miatt az oldalhosszak nem
valtoznak. Az 1. ¢és I11. siknegyeden athaladd szogfelezore tiikrozéskor
a P pont koordinatai foleserélédnek: P, (5;-2), all és V. siknegyeden
athalado szogfelezore tikkrozéskor a P pont koordinatai folcserélédnek,
¢s ellenkezd eldjelet kapnak: P, (=5;2). (2.9. abra)
f) A P pont eltolasakor csak arra kell figyelniink, amit az el6z9 lec-
kében tanultunk: egy pont koordinatai azonosak a hozza mutato hely-
vektor koordinataival. gy a P pont eltoltja az OP+7v = @-Z vektor
végpontja lesz. P(-2;5) = E)(—z;s), ugyanakkor v(6;-4) =
OP+7 =O0P,(41). igy P,(4;1) (2.10. dbra).

| P

. 4}, 04ldz Hajtsunk végre az 4(3;—1) ponton egy kozéppon- :

tos hasonlosagot, melynek kdzéppontja §

i a) az origd (0), és aranya 4!

b) a C(2;4) pont, ¢és aranya 3!

Adjuk meg a kapott képpontok koordinatait!

Megoldas:
a) Az A pont képe (4”) rajta van az O kezd6pontu félegyenesen, és az
O ponttdl 4-szer olyan tavol van, mint az 4 (2.11. dbra). Hasznaljuk ki,

hogy az 04 helyvektornak az @, helyvektor éppen a 4-szerese. gy
@' koordinatai (12;—4), épp ugy, mint az 4" ponté A'(12;—4).

b) Az itt is teljesiil, hogy @, =3.CA, de ez most nem a helyvektora
az A’ pontnak (2.12. abra). Az 4" helyvektora: &, =0C+ @,. Mivel
OC (2:4) & CA (3:—15), igy OA (5;—11). Tehat A'(5:—11).

YR

5,04l Keressiik meg a koordinata-rendszer mindazon
 Pontjait, amelyekre az alabbi feltételek teljesiilnek! Rajzoljuk le a ko-
. ordinata-rendszerbe ezeket a pontokat, és adjuk meg koordinataikat! :
i a) Mindkét koordinatatengelyt6l 3 egységnyi tavolsagra vannak. :
| b) Két koordinatajuk egyenld, és az x tengelytél 5 egységnyi tavol- :
i sagra vannak.
i ¢) A két koordinatatengelyt6l egyenl6 tavolsagra, az origotol 8 egy-
i ségnyi tdvolsagra vannak. §
i d) Olyan 4 egység sugart korok kozéppontjai, amelyek a IL. és a IV.
i negyedben helyezkednek el, és érintik a koordinatatengelyeket.
i e) A két koordinatatengelyt6l egyenld tavolsagra vannak.

2011.05.27.
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Megoldas:

a) Négy ilyen pont van, mind a négy siknegyedben egy-egy: A(3;3),
B(-3;3), C(-3;-3) és D(3;-3) (2.13. abra).

b) Ha az x tengelytdl 5 egységnyi tavolsagra vannak, akkor ez azt jelen-
ti, hogy masodik koordinatajuk 5 vagy —5. S mivel a két koordinatajuk
egyenld, igy két ilyen pont van: az A(5;5) ésa B(—5;-5) (2.14. abra).

v VA
6 6 A(5;9)
*
B(-3;3) 4 A@3:3) 4 ;
2 2 :
; ——
6 4 20 2 4 5 X 64 20 2 4 5 X
ce33) 4] DE-9) N
-6 C(-5-5) -6
2.13. abra Ponthalmazok a) 2.14. abra Ponthalmazok b)

¢) A megoldas soran 6tvozziik elemi geometriai tudasunkat a koordi-
nata-rendszerrdl szerzett ismereteinkkel! A pontok pontos helyének
meghatarozasat végezzik szerkesztéssel! A két koordinatatengelytol
egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza a két tengely mint egyenes két
szogfelezd egyenese. Az origdtol 8 egységnyire 1évé pontok halmaza
pedig az origd kdzéppontu 8 egység sugaru kor. Ezek — dsszesen négy
— metszéspontja alkotja a keresett pontok halmazat.

Nézziik ezutan a koordinatakat!

Az A pont az abran (2.15. abra) kiemelt egyenldszara derékszogl ha-

romszodgnek az egyik csucsa, igy atfogoja, amely 8 egység, J2-szdrose
a befogoinak. fgy a befogok hossza, és ezzel egyiitt a koordinatdk nagy-

8 842

saga T = - =4-2. A tobbi csics koordinatai a szimmetriabol
2

adoddan konnyen meghatarozhatok.
A(AN2;442), B(—42;42), C(=42;-4/2) és D(42;-42).

d) A kordket elegendd elképzelniink, maris tudjuk, hogy a kdzéppont-
juknak egyenld (sugarnyi) tdvolsagra kell lennie mindkét tengelytdl.
Tovabba a II. és a IV. negyedben helyezkednek el, igy a keresett pont-

halmaz kételemii: A(—4;4) és B(4;—4) (2.16. abra).

e) A két koordinatatengelytdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmazat
megrajzolni konnyi: a két egyenes két szogfelez6 egyenese (2.17. abra).
Viszont mivel végtelen sok pont tartozik a ponthalmazhoz, ezért itt a
pontok koordinatait nem tudjuk egyenként felsorolni. Az alabbi médon

adhatok meg: minden P(x;x) és P(x;—x) alaku pont, ahol xe R.

Matematika_11_tk.indb 147
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1. Déntsiik el, hogy az alabbi vektorok koziil melyek parhuzamosak!
- - - 7
d(8;-3); b(-12;5); ¢(—4:1,5); d(10;,-4); e(—l&z].

2. Dontsiik el, hogy az alabbi vektorok kdziil melyek parhuzamosak egymassal, és melyek merélege-
sek egymasra: d(12;8); I;(—IO;IS); c(—18;-12); 3(6;9); e(21;-14), ?(6;—9) és g2(9;-12)!

3. Figyeljiikk meg alaposan a két abrat (2.18. abra)! Ugyanolyan sik-
idomokbdl all mindkettd. Az egyikben mégis kimarad egy kis
négyzet. Hogyan lehetséges ez?

(Otlet: helyezziik koordinita-rendszerbe az dbrakat! Alkalmazha- | e
tunk példaul vektorokat a megfejtéshez.)

4. A P(-7;-3) ponton hajtsuk végre kiilon-kiilon az alabbi transzfor-
maciokat! Adjuk meg a képpontok koordinatait!
a) Tikrozziik a P pontot az x tengelyre (P,)!
b) Tiikrozziik a P pontot az y tengelyre (£,)!
¢) Tikrozziik a P, pontot az y tengelyre (£,)!
d) Tiikrozziik a P pontot az origéra (P,)!
e) Tiikrozziik a P pontot az x és az y tengely szogfelezdire
(P, &P,
f) Toljuk el a P pontot a v(6;—4) vektorral (P)!
g) Tiikrozziik a P pontot a C(—2;-3) pontra (P,)!
h) Tiikrozziik a P pontot a C(-2;1) pontra (£,)!

2.18. abra A 3. feladat abraja

5. Tekintsiik a) az origd; b) a B(—3;-2); c)a C(4;1) kdzéppontt % aranyu kézéppontos hasonldsago-

kat! Mindharom esetben allapitsuk meg, hogy mi lesz az 4(—1;2) pont képe! Mindharom esethez
készitsiik el a rajzot a koordinata-rendszerben!

6. Keresslik meg a koordinata-rendszer mindazon pontjait, amelyekre az alabbi feltételek teljesiilnek!

Rajzoljuk le a koordinata-rendszerbe ezeket a pontokat, és adjuk meg koordinataikat!

a) Mindkét koordinatatengelytdl 4 egységnyi tavolsagra vannak.

b) Két koordinatajuk egyenld, és az y tengelytdl 2 egységnyi tavolsagra vannak.

c) A két koordinatatengelytdl egyenld tavolsagra vannak és az origdtol 6 egységnyi tavolsagra.

d) Olyan 3 egység sugart korok kdzéppontjai, amelyek az I. és a III. negyedben helyezkednek el, és
érintik a koordinatatengelyeket.

e) A két koordinatatengelytdl egyenld tavolsagra vannak, és koordinatik kiilonbozé eldjeltiek.

f) Olyan 5 egység sugaru korok kdzéppontjai, amelyek atmennek az origdn, és a koordinatatenge-
lyekbdl egyenld hosszisagu szakaszokat vagnak ki.

7. A koordinita-rendszer melyik pontja lehetett az, amelyre az A(—1;8) pontot tiikrozve az A(7;2)
pontot kaptuk eredménytil?

2.19. abra Vizpart tiikkrozédése

148
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s elyvektorok: |

escsee

Az 1. leckében bevezettiik a helyvektor fogalmat. Csak annyit kovetel-
tiink meg a vektortol, hogy a kezdépontja az origo legyen. Ezt az egy-
szerl elvarast koordinata-rendszer nélkill is meg szoktuk fogalmazni,
ami bizonyos problémak vizsgalatat jelentésen megkonnyiti.

| Nafluldd A sikon (vagy a térben) kijelolink egy tetszéle- : :
T ges pontot, ezt origonak vagy vonatkoztatasi pontnak nevezziik. :
Az origd kezddpontu vektorokat helyvektoroknak nevezziik.

...................................................................................................

Az origbt az altalunk vizsgalt feladatokban egy probléma megoldasa
soran nem szoktuk megvaltoztatni.

Példaul egy ABCD paralelogramma csucsaihoz mutatoé helyvek-
torokat csak akkor tudjuk berajzolni az abraba, ha valahol folvettiink
egy O pontot, amelyet origonak neveztiink ki (3.2. abra). Az origdbol

3.1. abra Nincs sziikség mindig a
koordinata-rendszerre?

LA
N

kiindulo6 vektorok a helyvektorok (5,1;,6 és 5’), a rajzon szerepld tob-
bi vektor nem az. Nem helyvektor az AB ésa DC vektor (amelyek
egyenlok egymassal), és a CB ésaz AD vektor sem (ezek pedig el-

lentett vektorok).
w/ 1, 024l Irjuk fel helyvektorok segitségével az elbbi para-
i Telogramma oldalvektorait a 3.2. bran feltiintetett iranyitassal!
, 3.2. abra Helyvektorok és nem
Megoldas: helyvektorok

Mivel mindegyik oldalvektor végpontjaba egy-egy helyvektor mutat,
amelyeknek kozos a kezdopontjuk igy mmdegylk oldalvektor két hely-

vektorkulonbsegekent irhat6 fol: AB=b—a, CB=b-¢, DC=¢—d,
AD=d —a.

% Vegyiik észre, hogy az el6z6 példank eredménye meg is for-
! dithat6: két helyvektor kiilonbsége a ,kivonand6” vektor
végpontja feldl a ,kisebbitendd” vektor végpontja felé mutato vektor
(3.3. abra).

2. v3ldz Fejezziik ki az AB szakasz F felezépontjanak hely- :
vektorat az 4 és a B pont helyvektoranak segitségével!
Megoldas:
Vegyiik fel az O vonatkoztatasi pontot! Az egyes pontokhoz mutassa-
nak a megfeleld kisbetis helyvektorok, tehat az 4, a B és az F' ponthoz

a
b
0
a-b
a
b
0
3.3. abra A kiilonbségvektor min-
dig a kisebbitendd felé mutat J0°%%e,

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009¢
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rendre az d@, b és ? helyvektor! (Ez egy gyakori szo6fordulat, amit a
helyvektorokkal megoldandé feladatoknal szoktunk hasznalni, érdemes
megjegyezniink.) Ezek utan két kiilonbdzé megoldast is mutatunk.

1. modszer:
Az eléz6 példaban két helyvektor kiilonbségérdl volt szo. Probalkoz-
zunk most az Osszeadassal (3.4. abra)! Adjuk Ossze paralelogram-

ma-modszerrel az @ ésa b helyvektort! Az dsszegvektor is a kdzos
kezd6pontbol (az origdbdl) indul, ezért az is helyvektor, az AOBC para-
lelogramma O-bdl indul6 atlovektora. Ugyanakkor tudjuk, hogy a para-

3.4. dbra A elsd 1épés a felezépont : lelogramma atloi felezik egymast, igy az oC helyvektor atmegy az AB
helyvektoranak meghatarozasaban : szakasz F felezépontjan, s6t az F pont is felezi az OC vektort. Tehat

iy “+b (3.5. 4bra).
: 2
¢ 2. modszer:

Az F pontba mutat6 vektort megkaphatjuk az 4 pont helyvektoranak és

: az AF vektornak az Osszegeként is. Az utdobbi nem mas, mint az AB
vektor fele (3.6. abra).
Ezutan mar csak alkalmaznunk kell a vektorok algebrajanak ismert

3.5. dbra A felezpont helyvekto- : SZabalyait: B
ra az 1. modszer segitségével : — — AB b—a

............................................................................................

Egy szakasz felezOpontjanak helyvektora egyenld : :
: a szakasz végpontjaihoz mutaté helyvektorok Osszegének felevel
(rov1den a szakasz végpontjaihoz mutaté helyvektorok ,,szamtam
kozepevel”)

3.6. dbra A felezSpont helyvekto- ¢
ra a 2. modszer segitségével

J,p4lda Fejezziik ki az AB szakasz B-hez kozelebbi H
s armadolopontjanak helyvektorat az 4 és a B pont helyvektoranak
: | segitségével! ’

¢ Megoldas:

Az el6z6 feladatban targyalt modszerek koziil az elsé itt nehezen alkal-
: mazhato.

A masodik moédszeren viszont alig kell valamit valtoztatnunk. Hasznal-

 juk ki, hogy AH = %E (3.7. ébra)!

: e == L 2= 2= . . 2
3.7. abra Harmadolopont hely- : h=a+AH=a+§AB=a+§(b—a)=a+§b—

JRTT TV vektora

ST
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1 |--I" Vegyiik észre, hogy az A4 ponthoz kozelebb esé6 G
" harmadol6pont helyvektorat hasonlé moédon kaphatjuk meg:
. 2d+b
&= 3

Ezzel a modszerrel tetszdleges osztopont helyvektora is eléallithatd, ha
ismerjiik a szakasz végpontjainak helyvektorat (3.8. dbra).

S T T e 3.8. abra Az AB szakaszt p:q
aranyban oszt6 K pont helyvektora

Megoldas:

A haromszog stlyvonala az egyik oldal felezépontjat a szemkozti cstics-
csal 0sszekotd szakasz. (A sulyvonalak egy pontban metszik egymast: a
haromszog stlypontjaban.) A sulypont a stlyvonalaknak a csticstol ta-
volabbi harmadoldpontjaba esik. Ezt és az el6z6 feladatunk eredményét
felhasznalva konnyen kezelhet6 a probléma (3.9. abra).

b+¢

A BC oldal F felez6pontjanak helyvektora 7 = , az AF suly-

vonalat 2:1 aranyban oszt6 sulypont helyvektora pedig:

G40 b+c -
§_”+2f_a T, a+b+é
3 3 3
,a-:. ............................................................................................ A
\ Tetel A haromszog sulypontjanak helyvektora egyenld a :

: haromszog csticsaihoz mutat6 helyvektorok dsszegének harmadaval
i (,,szdmtani kozepével™).
e s aE e E s R AR R RN R AR R R RN EE R RSN EEEEEEEEEEEAEEEEEEEEESEEEEEEAEEEEsEEEEEEEEEaEE® - 3.9. dbra Sl'llypont helyvektora
Ha visszatériink a helyvektor koordinata-rendszerbeli értelmezéséhez,
akkor a vonatkoztatasi pont ismét a koordinata-rendszer origdja. Mind
a felezOpont, mind a harmadoldpont (vagy tetszéleges osztopont), mind
a sulyvonal helyvektoranak felirdsakor a csucspontokhoz mutaté hely-
vektorokat csak Osszeadtuk, illetve valos szamokkal szoroztuk. fgy a
megfeleld koordinatakkal ugyanezeket a miiveleteket kell végezniink.
Egyszertien szamolhatova valik ismert végpontokkal rendelkez6 szaka-
szok felezépontjanak, harmadolopontjanak két koordinataja. Es ugyan-
igy ismert csticspontokkal rendelkezé haromszog stlypontjanak koor-
dinatait is ki tudjuk szdmolni.

Nigl

5, 04l Ismerjiik az ABC héromszdg cstcspontjainak ko- :
Dordinatait: A(5;7), B(—4;3) és C(2;-2). :
i a) Szamitsuk ki mindharom oldal felez8pontjanak koordinatait! :
i b) Szamitsuk ki kiilon-kiilon mindharom sulyvonal cstcstol tavolab- |
i bi harmadoldpontjainak koordinatait!

i ¢) Szamitsuk ki az ABC haromszog sulypontjinak koordinatait!

3.10. abra Az arny¢k éppen felezi
az ivet

151
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¢ Megoldas:
¢ Az egyes pontokhoz mutassanak a megfelel kisbetiis helyvektorok!
: a) Hasznaljuk az abra jeloléseit (3.11. abra)! Mivel a D pont a BC oldal

+é ~(—4+2.3+(—2))
2 9 H

felez6pontja, igy helyvektora: d= b 7 ezért d 5

> .S e 1
X < vagyisa d helyvektornak és ezzel a D pontnak koordinatai is (—1; 5 )

¢ Roviden: egy szakasz felezépontjanak koordinatai egyenlék a vég-
pontok megfelel koordinatainak szamtani kozepével (3.12. abra).
3.11. dbra Oldalfelezé pontok ko- © Az .AC oldal E felezépontjanak kogrdinétéit tehat mar gyorsab-
ordinatai ¢ ban is kiszamithatjuk. (Most és a tovabbiakban, ha egyebet nem mon-
¢ dunk, akkor értelemszerlien egy P pont abszcisszdjara p, -ként, ordi-
natdjara p, -ként hivatkozunk mindig a megfelelé pont betiijelével.)

2 2 2 2 2 2

>

2 2

B

E(al+c1 'a2+cz) it ate _5+2_7 & ate _T+(=2)_5

/B(bﬁbz)

4 :

a,+b, a,+b : 75 1

FE %2t S .2 : ~-51

B(a1;az)/ (&= =] 5 igy E(Z’ZJ Ugyanigy F(z,SJ

6 4 20 "2 4 6 x : . , s . A
) : b) Az AD, a BE ¢és a CF sulyvonal cstcstol tavolabbi harmadolopontjat

jelolje rendre S, S, és S.. Tudjuk, hogy ez a harom pont egybeesik: ez
¢ a haromszdg stlypontja, ezért az abran kiilon nem is tudjuk ezeket fel-
tiintetni. Viszont gyakorlasképpen mindharom harmadolopont koordi-
natait kiszamolhatjuk, s legalabb latjuk a végeredményeken, hogy nem
+2d +2d .
szamoltuk el! S, [%;%3—2} ezért az S, pont koordinatai:

3.12. abra Szakaszfelez6 pont ko-
ordinatai

[\S]

1
: T+2-—
P oa,+2d, :5+2'(—1):1 és a, +2d, _ 8, tehat Sa(1;§}

: 3 3 3 3

Ugyanigy szamolva S, (M;bfr% ), a megfeleld koordinatakat

7 5

: —44+2.— 3+2-—

: 2 2

: behelyettesitve: htle 21 és b +2e _ 2 =§,
3 3 3 3 3

¢ nagy megnyugvasunkra itt is az S, pontnal szamolt koordinatakat kap-
tuk eredményiil: S, (l; g J Az S pont koordinatainak kiszamitdsat mar

: az olvasora bizzuk.

¢ ¢) Ez mar valdban csak az ellendérzést szolgalja ezek utan, hiszen a b)
pontbeli harom harmadoldpont mind a stlypont is egyben.

: S ( St(H+2 ; T43+(=2) J, a koordinatakat kiszamolva S (1;2 )

3 3
To1s2
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_ 9, 03lda Hatarozzuk meg a haromszog ismeretlen csicsa-
i nak koordinatait, ha tudjuk két csticsanak koordinatait: (12;-5) és :
i (=3;0), valamint siilypontjanak koordinatait: (2;4). '

Megoldas:
Vezessiik be a szokasos jeloléseket: a két adott pont legyen A(12;-5)
és B(-3;0), a sulypont pedig S(2;4), és a C pont koordinatait keres-

a,+b +c¢

siik. Alkalmazzuk a tanult dsszefliggést: s, = , ahonnan ¢,

kifejezhetd: ¢, =3-s,—aq, —b =3-2-12—-(-3)=-3.

Ugyanigy kapjuk a ¢, értékét is: ¢, =3-s,—a,—b, =
=3-4-(-5-0=17.

A keresett pont tehat: (—3;17).

3.14. abra Ismeretlen csucs

.
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
B G
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
H
:

%’L vilds Az ABCD négyszog csucsainak koordinatai:
1 TA(=5;-2), B(0;—4), C(4;1) és D(=2;3). Mutassuk meg, hogy a
i szemkozti oldalak felezGpontjat 6sszekoté két szakasz felezGpontja :

egybeesik!
1/
Megoldas: Ak
Hasznaljuk az abra jeldléseit (3.15. abra)!
j j ( ) ) %c

. —5+0 2+(—4) . " . >

Eszerint E —;T , mivel az 4B szakasz felezGpontja. /A k7 4 X
A F
£ 8

A tobbi felezépontot is igy szamitjuk ki (kdvessiik onallo szamolassal),

s a kovetkezd négy végeredményt kapjuk: E [—%;—3 } F (2;—2),

G(L,2) és H (—1,1) Koziliik az E és a G pont két egymassal szem- : 3.15. 4bra Az EG felezSpontja J,
22 az FH felezépontja K
kozti oldal felezOpontja, jeldljikk az EG szakasz felezépontjat J-vel, az
FH szakasz felezOpontjat pedig K-val! Ezeket ugy tiintetjiikk fol az ab-
ran, mintha nem esnének egybe, hogy kiilon-kiilon tudjunk roluk be-
sz€Ini. Szamitsuk most ki a J és a K pont mint felez6pontok koordina-
tait! J(el-'_—gl;ez-l-—gzj és K(M;M), azaz J(—é;—lJ és
2 2 2 2 4 2

1 . g
K (_%;_5 ) Mivel a J és a K pont koordinatai rendre egyenldk, igy a

. Barmely konvex négyszig oldalfelezo
két pont valoban egybeesik.

pontjai egy paralelogramma csicsai.

Megjegyzés:

Az el6z6 problémat altalanosan is megoldhatjuk, sét, elegendd csak
helyvektorokat hasznalnunk hozza. Hasznaljuk itt is a 3.15. abra je-
161éseit! Minden ponthoz mutasson a megfeleld kisbetiis helyvektor!

3.16. abra Varignon-tétel
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Koordinata-geometrna

¢ Fejezziik ki eldszor az oldalfelezd pontok helyvektorait a csucsokhoz

: ) e . _d+b — b+ . i+d
- mutatd helyvektorok segitségével: é = a , f= < , &= < 2

: és ft=d—;a! Most pedig az EG ¢és az FH szakaszok felezOpontjai-

nak helyvektorat fejezziik ki, el6szor a szakaszok végpontjaba mutatd
: helyvektorok segitségével, majd a négyszdg csucsaiba mutatd hely-

G+b ¢+d

3.17. abra Felezés

_ . b+é dva
.%:f+h: 2 2 :b+c+d+a!

: 2 2 4
: Mivel (a vektorok Osszeadasanak kommutativitasat is folhasznalva) a
¢ két helyvektor egyenld, igy a sik ugyanazon pontjaba mutatnak. Tehat a

: vektorok segitségével: /=
: két szakaszfelezd pont egybeesik.

s odulves B 4

1. Az ABCD paralelogramma sikjaban rogzitsiik az O vonatkoztatasi pontot! Az 4, a B és a C csucs
helyvektoranak segitségével fejezziik ki a D cslicshoz és a paralelogramma kdzéppontjahoz mutatd
helyvektort!

2. Vegyiik fel a vonatkoztatasi pontot az ABCD paralelogramma kdzéppontjaban! Az A4 és a B csucs-
hoz mutaté helyvektorok segitségével fejezziik ki
a) a masik két csucsba mutatd helyvektort;

b) az oldalfelezé pontokba mutatd helyvektorokat;

¢) a BD atld B-hez kozelebbi harmadolopontjanak helyvektorat;

d) az AD oldal felez6pontjat a C csticcsal 6sszekotd szakasz C-hez kdzelebbi harmadoldpontjanak
helyvektorat!

3. Szamitsuk ki az 4ABC haromszdg sulypontjanak koordinatait, ha A(0;8), B(10;-3) és C(-7;1)!
Hatarozzuk meg az ABC haromszog oldalfelez6é pontjainak koordinatait is, majd az ezek altal alko-
tott haromszog sulypontjanak koordinatait! Mit figyelhetiink meg?

4. Tiikrozziik a P(% %) pontot a C(—1;4) pontra! Mik lesznek a P’ pont koordinatai?

5. Mik a koordinatai a haromszdg ismeretlen csucsanak, ha sulypontja: S(¥;_§)’ két csucsanak

koordinatai pedig: A4(4;5) és C(0;—-1)?

6. Szamitsuk ki az ABCDEF hatszdg AB, CD ¢és EF oldalanak felezépontja altal alkotott haromszog
sulypontjat, majd a BC, DE és FA oldalak felezOpontja altal alkotott haromszog stlypontjat, ha
A=19), B(—4;5), C(0;3), D(=2;-2), E(6;0) és F(4;9)!

Mit vehetiink észre?
7. Az eloz6 feladatbeli észrevételt altalanositsuk, ¢s mutassuk meg az allitas igaz voltat!

S 154 4
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gz Eegyenesinonmalvekiorosiegyeni eie]

A fejezet eddigi részében zomében azzal foglalkoztunk, hogy ponto-
kat és vektorokat hogyan tudunk koélcsondsen egyértelmiien jellemezni
a koordinata-rendszerben rendezett szamparok segitségével. Hasonld
kérdéseket megfogalmazhatnank egyenesekkel, korokkel, esetleg mas
ponthalmazokkal kapcsolatban is. Meg tudnank-e adni valamilyen
kolesonosen egyértelmli hozzarendelést az egyenesek és a rendezett
szamparok halmaza kozott? Elsé ranézésre nyilvan az okozza a nehéz-
séget, hogy az egyenesek (és a korok is) olyan ponthalmazok, amelyek
végtelen sok pontbdl allnak, igy sehogyan sem tudnank felsorolni az
Osszes rendezett szampart, amely az adott ponthalmaz elemeit jellemzi.
Csak abban bizhatunk, hogy az adott ponthalmaz pontjainak els6 és
masodik koordinataja kozott talalunk egy Osszefiiggést, amely minden
pontra és csak a ponthalmaz pontjaira jellemz6.

|, p4lda Adott a sikon egy 7 (nullvektortol kiilonbozd) :
i Vektor és egy P, pont. Hol helyezkednek el a sikon azok a P pontok,
i amelyek végpontjai egy olyan P, kezddpontu vektornak, mely mer§-
i leges az 7 vektorra? ’

e T
N

Megoldas:

Készitsiink rajzot (4.2. abra)! A sz6veg szerint 7# L ﬁ Tehat a P, pon-
ton at merdleges egyenest kell allitanunk az 7 vektorra (e egyenes),
ezen lesz minden ilyen P pont.

Megjegyzés: Az allitast konnyen megfordithatjuk: ha egy pont raj-
ta van a P, ponton atmend, 7 vektorra merdleges egyenesen, akkor
n J_PO—P. (Ez egyrészt az egyenes barmely P-t6] kiilonbdzdé pontja-
ra nyilvan igaz, masrészt, ha a P pont egybeesik a P, ponttal, akkor
ﬁ =0, amelynek az irdnya tetszdleges, tehat merdlegesnek is tekint-
heté az n vektorra.)

LY
Vegyiik észre, hogy ezzel talaltunk egy lehetéséget a kolcso-
nosen egyértelm jellemzésre! Ahhoz, hogy ezt precizen meg
tudjuk fogalmazni, sziikségiink lesz a normalvektor fogalmara.

..............................................................................................

Nafinlda  Egy egyenesre merdleges, nullvektortol kiilonbo-
+z0 barmely vektort az egyenes normalvektoranak neveziink. :

...................................................................................................
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4.3. abra Az e egyenes egy nor-
madlvektora az 7, vektor
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4.4. abra Egyenes

Adott:
n(n,,n,) és P,(x,,y,).

Az egyenes normélvektoros
egyenlete:
nXx+n,y=nx,+n,y,.

4.5. abra Normalvektoros egyen-
let

4.6. abra A talajra merdleges
egyenes rud

156
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A definiciobdl adodik, hogy egy egyenesnek végtelen sok normalvek-
tora van. Az el6z0 megallapitasunkat a normalvektor segitségével igy
irhatjuk le.

Adott egy egyenes egy pontja (P,) és egy normélvektora (7). Egy
P pont akkor és csak akkor eleme az adott egyenesnek, ha 7 L PO—P
Ez pedig egyenértékii azzal, hogy 7 é€s Ef’ skalaris szorzata 0, azaz
n- PO—P =0. Ez pedig mar egyenlet, amelyben a P, pont és az 7 vektor
adott, a P pont pedig az ismeretlen.

Ez persze akkor valik szamunkra hasznalhat6 egyenletté, ha atté-
rink ennek az egyenletnek a koordinatakkal kifejezett alakjara.

Ehhez adjuk meg éltalanosan az 7 vektor és a P, pont koordi-
natait: n(n,n,) és F(x,,5,)! Ha az egyenes tetszéleges pontja-
nak koordinatai P(x,y), akkor KP(x—xo, y—1y,), ¢és az egyenlet
n(x—x,)+n,(y—y,)=0. Ezt a zarojelek felbontdsa és az atrendezés
utdn mx+n,y =nx, +n,y, alakban is meg szoktuk adni. Ez a két-

ismeretlenes linearis egyenlet az egyenes egyenletének normalvek-
toros alakja, amelyet roviden az egyenes normalvektoros egyenleté-
nek szoktunk nevezni. A normalvektor koordinatait gyakran A-val és
B-vel jelolik, a legtobb képletgytijteményben, fiiggvénytablazatban is
igy talaljuk meg. Ezzel a jeloléssel tehat a normalvektoros egyenlet:
Ax+ By = Ax, + By,.

-
= Vegyiik észre, hogy minden kétismeretlenes lineéris egyenlet
valamely egyenesnek az egyenlete, kivéve, ha a két ismeret-
len egytitthatoja egyszerre 0.

Talaltunk tehat egy egyszerii 0sszefliggést az egyenes P(x,y) pontjai-
nak elsé és masodik koordinataja kozott.

P R R

o ", 0dldz Irjuk fel annak az e egyenesnek az egyenletét,
i amely atmegy a (8;-3) ponton és meréleges a (2;7) vektorra! :
Megoldas:

Itt most csak a szovegbdl dertil ki, hogy a két rendezett szampar ko-
zil melyik jeldl pontot és melyik vektort. A (8;—3) pont tolti be az e
egyenesen rogzitett pont szerepét, amelyet az iménti gondolatmenet-
ben Pj-lal jeloltink. A (2;7) vektor pedig az e egyenesre merdleges
(nullvektortol kiilonb6z6) vektor, vagyis az egyenes egy normalvek-
tora. Ezek utan csak be kell helyettesiteniink az egyenes normalvekto-

ros egyenletébe a megadott koordinatakat. n, =2, n,=7, x,=8 és
v, =—3, azegyenlet pedig: e: 2x+7y =2-8+7-(=3). Ajobb oldalon

még elvégezhetjiik a megfelelé 6sszevonasokat. e: 2x+7y =-5. Ezt
az egyenletet kerestiik.
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oy
A5k Vegyiik észre, hogy az el6z6 feladatban megkaptuk az

egyenes kétismeretlenes linedris egyenletét. Ez az egyenlet
azt jelenti tehat, hogy ha egy pont rajta van az egyenesen, akkor
koordinataparja megoldasa ennek az egyenletnek, és megforditva:
ha egy rendezett szampar megoldasa ennek az egyenletnek, akkor az
a pont, amelynek ezek a koordinatai, rajta van az egyenesen. Ha mas
ponthalmazoknal is taldlunk ilyen kdlcsondsen egyértelmii megfe-
leltetést a ponthalmaz és egy egyenlet kozott, akkor minden ilyen
esetben elmondhatjuk, hogy ez a ponthalmaz egyenlete.

4.7. abra Ponthalmaz. Mi lehet az

~ o 9, 04lda a)Dontsiik el a kdvetkezd pontokrol, hogy rajta van- : &

i ak-e a 2. példaban szereplé 2x+7y =—5 egyenletii e egyenesen:

L A(5;-2), B(1;-1) és C(—6;1)! :
i b) Hatarozzuk meg a hidnyz6 koordinatajat az alabbi pontoknak, ha tud- :
i juk, hogy rajta vannak az e egyenesen: A(—15;?), B(?;3) és C(?;2)!
Megoldas:

a) Egy pont pontosan akkor van rajta egy egyenesen, ha koordinatai
kielégitik az egyenes egyenletét. igy csak be kell helyettesiteniink az
egyes pontok koordinatait az e egyenes egyenletébe, és ha a két oldalon
egyenld szamokat kapunk, akkor a pont rajta van az egyenesen, ha pe-
dig kiilonbozoket, akkor nincs rajta. Nézziik az A(5;—2) pontot!

5
2-5+7-(-2)=-5,

?
10-14=-35,
?
—4=-5. 4.8. abra Rajta van?
Itt kiilonb6z6 szamokat kaptunk, tehat az 4 pont nincs rajta az e egye-
nesen.
Helyettesitsitk most be a B(1;—1) pont koordinatait!
?
2-1+7-(-1)=-5,
?
-5=-5.

Itt egyenldséget kaptunk, tehat a B pont rajta van az e egyenesen.

A C(-6;1) pont esetén a bal oldal értéke 2-(—6)+7-1=-5, igy ez a
pont is rajta van az e egyenesen.

b) Itt is csak be kell helyettesiteniink az ismert koordinatat, a masik
koordinatara nézve kapunk egy egyenletet, amelyet meg kell oldani.

. 25
A1 2:(-15)+7y =5, innen 7y =25, igy y="".

Az A pont tehat: A( 15; 275 )

B: 2x+7-3=-5, innen 2x =-26, igy x =-13.
A B pont tehat: B(—13;3).

C: 2x+7-2=-5, innen 2x =19, fgy x = - 4.9. dbra Es ez
A C pont tehat: C(—% ZJ

157
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4,08l Adjuk meg az e: 12x—15y=8; az f: 5x=14
esa g: —4y =12 egyenesek egy-egy normalvektorat és egy- egy
pontjat' Abrazoljuk az egyeneseket koordinata-rendszerben!
] IL_”:_, 5 Megoldas:

Az e egyenes egy normalvektora a (12;—15) vektor. De mivel ennek

T a vektornak csak az iranya fontos szdmunkra, igy akar a kisebb abszo-
1 / N ¢ lat értékii koordinatakkal rendelkezd (4;—5) vektort is megadhattuk
1 A b volna. Amikor egy tetszdleges pontot keresiink az egyenesen, akkor az
/ iﬁg * egyik koordinatat tetszdlegesen megvalaszthatjuk. Legyen példaul az

g : abszcissza 0! Ekkor az ordinata (az el6z6 feladatban hasznalt modszer-

rel): a 12-0—-15y =8 egyenlet megoldasa y-ra nézve, azaz y = —%

4.10. abra Egyenesek abrazolasa :

Az e egyenesnek egy pontja tehat a (0; —%) pont.

Az f egyenes normalvektoranak felirasakor az elso pillanatban za-
varba johetiink, hiszen nincsen az egyenletben y. Algebrailag ez nyil-
van azt jelenti, hogy az y egyiitthatdja az egyenletben 0. Tehat egy jo
normalvektor az (5;0) vektor, vagy akar az 6todrésze, az (1;0) vektor.

Ha f Ly, : Ezteljes 6sszhangban van a 4.10. abraval. Onnan is leolvashattuk volna
f L 7, valamint

g-Llng,

14
ezt a normalvektort. Az egyenlet 5-tel valo osztas utan az x = 3 ala-

aklor g\ f s kot 6lti. Tlyen egyenletii egyenesekkel korabbi tanulmanyainkban mar

f 1l ag. ¢ talalkoztunk. Ez egy y tengellyel parhuzamos egyenes. Igy normélvek-
tora nyilvan az x tengellyel parhuzamos. Vagyis példaul (1;0). Lathato:
teljes az 6sszhang!

Ugyanigy a g egyenes az x tengellyel parhuzamos egyenes, igy
egyik normalvektora a (0;1) vektor. Algebrai kdvetkeztetésekkel hason-
16 eredményre jutnank. Az f egyenes egyik pontja, példaul ahol az x

tengelyt metszi, a (%;0) pont. A g egyenesé pedig, példaul ahol az y

¢ tengelyt metszi, a (0;—3) pont.
4.11. abra Osszhang 2
5, 02l Irjuk £l az 4B szakasz felez6merbleges egyenesé-
ek egyenletét, ha A(—2;1) és B(4;4)! :
: Megoldas:
Készitsiink vazlatrajzot, hogy konnyebb legyen végiggondolnunk a
A megoldas menetét (4.12. abra)! Ehhez még koordinata-rendszerre sincs
F : feltétleniil sziikségiink.
‘1L Az egyenesnek most nincs megadva egyetlen pontja sem, de at-
: megy az AB szakasz F felezOpontjan, amelynek a koordinatait ki
: tudjuk szdmolni. o
: II. Normalvektor sincs megadva, de az AB vektor mer6leges a kere-
4.12. dbra Vizlatrajz a felezéme- = gett eovenesre, s ennek a koordinatait is ki tudjuk szamolni.

JRTT TV rBlegeshez III. Ezek utan mar felirhat6 a normalvektoros egyenlet.
o °
; 158 %
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Hajtsuk végre a tervet!

I F(l;z);
2

1L E(6; 3), ¢ helyett hasznalhatjuk a vele parhuzamos ;1(2;1) vek-
tort is;
III. a felezémerdleges egyenlete:

5 4 20 oN\4g 6 X
)
4

4.13. abra FelezOmer6leges a ko-
ordinata-rendszerben

2x+y:2~1+1%, azaz e: 2x+y=%.

Természetesen elhelyezhetjiik a szakaszt és felezomerdlegesét koordi-
nata-rendszerben is (4.13. abra), és ellendrizhetjiik, hogy a szamolassal
kapott egyenletnek megfeleld abrat lathatjuk-e. (Igen.)

w7

. Az alabbi pontokrol dontsiik el, hogy rajta vannak-e a —3x+4y =6 egyenletii e egyenesen:
A(=2;0); B(5;4); C(=6;-6); D(2;3); E(10;9)!
2. irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek
a) egy normalvektora az 7i(5;2) vektor, egy pontja pedig F,(12;—18);
b) egy normalvektora az 7(8;—4) vektor, egy pontja pedig A(0;-7);
¢) egy normalvektora az 7i(—15- J2 ;—10- V2 ) vektor, egy pontja pedig O(—11;7)!
3. Adjuk meg a kdvetkez6 egyenesek egy-egy normalvektorat és harom-harom pontjat:
a: 6x+5y=-3; b: 24x—18y=-30; c¢: -Tx—-Ty=35!
Abrazoljuk az egyeneseket koordinata-rendszerben!

\%
=

g

—

4. irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely merdleges az AB szakaszra, és dtmegy a szakasz
egyik végpontjan, ha A(5;-1) és B(0;4)!
5. irjuk fol az 4B szakasz felezémeréleges egyenesének egyenletét, ha 4(2;10) és B(—4;-2)!

6. irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a (4;—3) ponton, és parhuzamos a) az x
tengellyel; b) az y tengellyel! Adjuk meg az egyenesek egy-egy normalvektorat!

7. Ismerjiik az e egyenes két pontjat: A(—12;16) és B(9;—12). Irjuk fel az egyenes egy normalvekto-
rat, majd az egyenes egyenletét!

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

AZiegyenesiegyenieteimasididalokuois

ey

Az el6z6 lecke utolso feladatat oldjuk meg kozosen is!

1, g3l Ismerjiik az e egyenes két pontjat: A(~12;16) és :

A(-12;16)
\‘\5(\9;_12)

5.1. abra Ismerds pontok

B(9;-12). Irjuk fel az egyenes egy normalvektorat, majd az egyenes |

0000000000000 000000000000 0

i egyenletét!
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e ¥y Megoldas:
A & Az E(Zl;—28) vektor parhuzamos az e egyenessel (5.2. abra). Ennél
e kisebb abszolut értékli koordinatakkal rendelkezik, de szintén parhu-
/\\: 4 zamos az e egyenessel az AB vektor hetede: v(3;—4). Ha ezt 90°-kal
21 71 elforgatjuk, akkor az e egyenes egy normalvektorat kapjuk: 7(4;3).
o 4 5 ON 5 4 p ¥ gy mar konnyen felirhatjuk az egyenes normélvektoros egyenletét:
T 4x+3y=4-9+3-(-12), azaze: 4x+3y =0.
-4
B ] L1 ] -
AB(21-28)|v (3i-4) Ln(43) 1L Vegyiik észre, hogy (az 5.2. abraval 6sszhangban) az egyen-
5.2. 4bra Egyenes egyenlete két : let jobb oldalan all6 konstans érték 0, vagyis az egyenes at-
pontjabol megy az origon. (Ha elég szemfiilesek vagyunk, akkor ezt az elején

is észrevehettiik volna, hiszen az 4 pont helyvektora és a B pont
helyvektora parhuzamos egymassal.) Ez az allitas is megfordithato
(és a megforditasa is nyilvanvald): minden origén atmend egyenes
egyenletében 0 a konstans tag.

Az el6z0 példaban szerepld AB vektor éppugy kijeldli az egyenes ira-
nyat, mint egy normalvektora. Eppen ezért az egyenessel parhuzamos
vektoroknak is szoktunk kiilon nevet adni.

W Mafinlda  Egy egyenessel parhuzamos, nullvektortol kiilon-
: 7b06z6 barmely vektort az egyenes iranyvektoranak neveziink. :

...................................................................................................

Egy egyenesnek végtelen sok irdnyvektora van. Az irdnyvektort leg-
gyakrabban v-vel szoktuk jeldlni (5.4. abra).

-

‘"-.; Vegyiik észre, hogy ha adott egy egyenes iranyvektora és egy
4 pontja, akkor az 1. példa mintdjara fel tudjuk irni az egyenes
egyenletét.

Ha adott v(v;;v,) ¢és PF(x,;»,), akkor a v vektor 90°-os elfor-

gatdsaval normalvektorhoz jutunk: v(v;v,) Li7i(v,;—v,) (lehetne

¥(v;v,) Lii'(—v,5v,) is). gy a normalvektoros egyenlet felirhaté:
VX=WVY =V,X, =V, V.

Ezt az egyenletet az egyenes iranyvektoros egyenletének nevezzik.

e 5) vidlda Adotta 10x+7y =13 egyenletii egyenes.

a) [rjuk fel az egyenes egy normalvektorat és egy iranyvektorat! .

: b) Hatdrozzuk meg az egyenesnek az x tengely pozitiv felével bezart
sz0gét (—90° és +90° kozé esd érték)! '

5.4. abra Az e egyenesnek irany-
vektoraaz AB isésa v, is

160
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Megoldas:
a) Az ¢l6z6 leckében tanultak szerint egy normalvektor példaul az

71(10;7) vektor. Ebbdl is felirhatod egy iranyvektor (az n 90°-os elfor-

Adott V(v,;v,) és P,lx,:y,), az
gatottja), de az iranyvektoros egyenletbdl is felismerhet6: v(—7;10). egyenes irinyvektoros egyenlete:
VX =V =V, Xy = Vi

b) Az, hogy az iranyvektor két koordinataja kiilonbozo eldjelt, azt je-
lenti, hogy az egyenes meredeksége negativ, vagyis az x tengely pozitiv
felével bezart szoge is negativ. Kicsinyitsiik le gy az iranyvektort, hogy
az elsé koordinétaja 1 legyen. (Ehhez —7-tel kell osztanunk.) Az igy ka- © 5.5. abra Iranyvektoros egyenlet

pott vektor koordinatai: (1;—2 . Az elgjeles ¢ szbg tangense egyenld

az iranyvektor masodik koordinatajaval, ha az els6 koordinata 1.

o

1
Tehat itt tg(p=—70 = @=-55

J A
(A 9. osztalyban tanultak szerint ez azt is jelenti, hogy az egyenes me- \2\
10 __10
redeksége - ) ] ===z
Az elébbi gondolatmenetbdl ismét lesziirhetliink néhany altalanos érvé- 0 ¢1, <0.,¢ X
nyl fogalmat, sszefiiggést. .
.................................................................... "
Usfiul<ld Az egyenesnek az x tengely pozitiv felével bezart : -2 (=3
i szOgét az egyenes iranyszégének nevezziik. Az irdnyszog tangensét :

: pedig az egyenes iranytangensének nevezziik.

5.6. abra A 2. példa egyenese

# Vegyiik észre, hogy az egyenes iranytangense ugyanaz a fo-
J galom, amelyet korabban meredekségként ismertiink meg:
m=1tgo.

Az x tengelyre merdleges egyeneseknek nincs meredekségiik, s ezzel
Osszhangban iranytangensiik sincs. Iranyszogiik 90°. yA

Az iranytangens értékét annak az iranyvektornak a masodik koor-
dinatajaként kaptuk, amelynek elsé koordinataja 1. Ehhez pedig éppen
az els6 koordinata értékével kellett az eredeti iranyvektort osztanunk.

(Ez az osztas mindig megtehetd, amikor az elsé koordinata nem nulla, 0,>0°
azaz, ha az egyenes nem merdleges az x tengelyre.) Tehat ha az eredeti ¢1\ %
& X
- . V. °
iranyvektor (v;;v,) (ahol v, #0), akkor a vele parhuzamos [1;—2) / (=l
v]
iranyvektor masodik koordinataja adja meg az iranytangens értékét.
=t — Vs
m=1e¢= v 5.7. abra Iranyszog
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\%.g".. 5, 02ldz Adott az egyenes egy pontja: P,(—5;2) és a mere- !

: 2 ..
i deksege: m = B Irjuk fol az egyenes egyenletét!

Megoldas:

1. modszer

A meredekség éppuigy meghatarozza az egyenes iranyat, mint akar az

iranyvektor, akar az egyenes, tehat az adatok alapjan egyértelmiien

meghatarozott az egyenes. Az eldbbiek alapjan példaul egy jo irany-

vektor a ¥(3;2) vektor. igy az irAnyvektoros egyenlet:
2x-3y=2-(-5-3-2,

a jobb oldali miiveleteket elvégezve az egyenes egyenlete:

—110 1 2 3 4 5 X 2x—-3y=-16.
-2 ,
2. modszer:
A P, ponttol kiillonbozd P(x;y) pont akkor és csak akkor van rajta
5-8. dbra Az irdnytangens az egyenesen, ha m=tggp = Y70 szokasos az egyenlet tortmentes
xX—Xx,

alakjanak a hasznalata:

m(x—x,) =y =y,
(Ebben az alakban mar a P-lal is egybeeshet a P.)
Behelyettesitve az adatokat:

2 2
Adott m és P,, az egyenes g(x —(=5))=y-2, azaz E(X"‘ 5=y-2.
irdnytangenses egyenlete:

mix = x5)=y = . Megjegyzés:

Elsé ranézésre talan nem hasonlit az 1. megoldasban kapott egyenlet-
hez, de kdnnyen megmutathato, hogy a két egyenlet ekvivalens. A 2.
megoldasban kapott egyenlet mindkét oldalat 3-mal szorozva, majd a
kijelolt miiveleteket elvégezve a kdvetkez6 egyenleteket kapjuk.

5.9. abra Iranytangenses egyenlet 2(x+5)=3(y-2),
2x+10=3y—6,
2x—-3y=-16.

1. [rjuk fel az egyenes egyenletét, ha adott iranyvektora és egy pontja
a) ¥(8;-3) és B (-2;1); b) ¥(2;7) és PB,(0;0); c) \7(—%;4) és P,(6,2)!

Adjuk meg az egyenesek egy-egy normalvektorat is!
2. Allapitsuk meg a kovetkezd egyenesek irdnytangensét, iranyszogét és egy iranyvektorat:

a) 3x—5y =-6; b) 4x+9y =17; c) —13x+25y =8; d) y=—§x+§!
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3. Mekkora annak az egyenesnek az iranyszdge, amelynek

a) a meredeksége 2,5; b) a meredeksége 0;
c) egy iranyvektora (2;11); d) egy iranyvektora (—4;3);
e) egy normalvektora (8;—13); f) egy normalvektora (11;5);

g) két pontja A(-3;7) és B(8;0)!
4. irjuk fol az egyenes egyenletét, ha
a) egy pontja F,(3;7) és meredeksége 4;  b) egy pontja F,(3;7) és meredeksége —2;
c) egy pontja F,(3;7) és meredeksége 0;  d) egy pontja P,(12;-3) és meredeksége 4;
e) egy pontja F,(0;—5) és meredeksége 4; f) egy pontja F,(0;0) és meredeksége 4!
5. Hol metszi a koordinatatengelyeket
y

X x y .
a)az —+-—=1; b) az —+-— =1egyenletl egyenes?
Jaz iyl Dz gtyg =leay &

Mit vehetiink észre? Fogalmazzuk meg altalanosan!
Mekkora teriiletli haromszoget vagnak le az egyes egyenesek a koordinatatengelyekbdl?

bREgYEnesek parhuzamossaganak" aardlagusadgdnal falidialy,
egyenesekimetszespontja; = N

evece

@/ |, 04l Az alabbiakban megadtuk néhany egyenes egyen-
etét. Dontsiik el, hogy koziilik melyek parhuzamosak és melyek
: merblegesek egymasra:
a: 2x+6y=-5; b: 9x-3y=0; c: 4x-5y=7; d: —x—-3y=09;
Per —12x+4y=1; f 10x+8y=-3; g y=3x+2!

Megoldas:

Az eddig tanultak alapjan mindegyik egyenesnek fel tudjuk irni akar
a normalvektorait, akar az iranyvektorait, akar a meredekségét. Ezek
mindegyike kiilon-kiilon alkalmas arra, hogy az egyenesek iranyat 6sz-
szehasonlitsuk. Foglaljuk tablazatba mindharom adatot! (Vegytik figye-
lembe kozben, hogy ha 7(n;n,) egy normalvektor, akkor egy irdny-

vektor példaul v(n,;—n,), illetve ha V(v;;v,) egy iranyvektor, akkor

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000¢

lﬂa(v2 ;—Vv,) egy normalvektor, a meredekség pedig m = e _n_ haa
nevezd nem nulla.) wooon
6.1. dbra Parhuzamosok
a b @ d e f g
noo(26) (93 (%-5) (-1-3) (-124)  (10:8)  (3-1)
v (6:-2) (-3-9)(-5-4) () (#12) (&-10) (-1;-3)
m -l 3 5 L 3 3 3
3 5 3 4 0000,
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Az egyenld meredekségli egyenesek nyilvan parhuzamosak. Tehat
alld, és b]lell g. Mas parhuzamossag nem irhat6 fel az egyenesek

kozott. Az 2. leckében a vektorok parhuzamossagat és merdlegességét
tanulmanyoztuk, igy arra is vannak eszkodzeink, hogy az irdnyvektorok
(vagy akar a normalvektorok) parhuzamossagat vizsgaljuk. Két irany-
vektor (és ezzel egyiitt két egyenes is) akkor és csak akkor parhuzamos
egymassal, ha van egy olyan nullatél kiilonb6z6 valds szam, amellyel
az egyiket megszorozva a masikat kapjuk eredményiil. Ezt a modszert
normalvektorokra is alkalmazhatjuk.

Gyakran gyorsabban megy ranézésre ,,észrevenni”, hogy a két nor-
malvektor parhuzamos egymassal, mint meredekséget szamolni.
Nézziik példaul az a és a d egyenes egyenletét:

a: 2x+6y=-5
d: —x-3y=09,
6.2. abra Merdlegesek itt latszik, hogy a masodik egyenlet bal oldalat —2-vel megszorozva az

els6 egyenlet bal oldalat kapjuk. Tehat a normalvektorok parhuzamo-
sak, igy az egyenesek is azok.

EFET T T rFrEr LI A merdlegesség megallapitasahoz is hasznalhatjuk a 2. leckében
Bm &m sm ®® &® O tanultakat, hiszen két egyenes pontosan akkor merdleges egymaésra, ha
peR e &R 8" % normalvektoruk is merdleges egymasra. Ennek pedig sziikséges és elég-
P irfrIT ™ séges feltétele, hogy skalaris szorzatuk 0 legyen. Nézziik aza és a b egye-
O E O EE N NN - Lo . — =

etk bt b8 ¢ noSt: 7n,(2;6) és n,(9;-3) skaldris szorzata: n,-n, =2-9+6-(=3)=0.
M Ezek tehat merdlegesek, igy az a és a b egyenes is. (Ezzel egyiitt min-
b m ww wu = w w s . denairanyd egyenes merbleges minden b iranyu egyenesre.) Ugyan-
Oy igy megmutathatd, hogy a ¢ és az f egyenes is merdleges egymasra:
wensewew w7, =410+(=5)-8=0.

e e B - BLGIE. RGN

6.3. abra Parhuzamosok és mer6-

legesek Az 1. példa alapjan Osszefoglalhatjuk, hogy az Ax+By=C ¢s a
Dx+Ey =F egyenletii egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha
van egy olyan nullatol kiilonboz6 valos szam, amellyel az egyik egyen-
let bal oldalt megszorozva a masikat kapjuk. Es akkor és csak akkor
e: Ar+By=C merdlegesek egymdsra, ha 4-D+B-E =0.

f: Dx+Ey=F Mit mondhatunk a merdleges egyenesek meredekségérol?

A tablazat alapjan azt vehetjik észre, hogy egymas ellentett
e||f ha reciprokai, azaz meredekségeik szorzata —1. Ennek sem nehéz a ma-
kA=D kB=E gyardzata: ha a merdleges egyenesek egyikének v(v;v,) az irdnyvek-

tora, akkor ez a masik egyenesnek normalvektora lesz, tehat a masik
egyenesnek egy iranyvektora v'(v,;—v,). A meredekség az iranyvektor
masodik és elsd koordinatajanak hanyadosa, igy a két meredekség szor-

(keR & k+0)

elf ha

Zata' mm’—v_z__vl—_l
AD+BE=0 : v v, :
), 04l Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely :

i Tlleszkedik az A4(7;2) pontra és a) pirhuzamos az e: 5x—3y=9 |
. egyenletli egyenessel; b) merdleges az e egyenesre! :

6.4. abra Feltételek
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Megoldas:
a) Legyen a keresett egyenes a! Akkor és csak akkor parhuzamos a két
egyenes, ha normalvektoruk is parhuzamos.
alle=i, ||,

Tehat normalvektornak valaszthatjuk ugyanazt a vektort, amely az e
egyenesnek is normalvektora. 7 (5;-3), ezzel a normélvektoros egyen-
let: 5x-3y=5-7-3-2, azaz a: 5x—-3y =209.
b) Legyen a keresett egyenes b! Akkor és csak akkor merdleges a két
egyenes, ha normalvektoruk is meréleges egymasra.

bleen, Ln,
Az 1,(5;-3) vektorra merdleges példaul a 90°-os elforgatottja: 7, (3;5).
Ezzel a b egyenes normalvektoros egyenlete: 3x+5y=3-7+4+5-2, azaz
b: 3x+5y=3I.

#‘f S o4lk  Szamitsuk ki az  e: 4x+3y=18 és az ;: 65 dbraMetszés
1f 1 x+5y =—4 egyenletii egyenesek metszéspontjanak koordinatait!
Megoldas:
Olyan P(x;y) pontot keresiink, amelynek koordinataparja mindkét
egyenletet egyszerre igazza teszi. Vagyis egyszertien meg kell oldanunk
a két egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszert.

e: 4x+3y=18

fix+5y=—4 /-4.
Alkalmazzuk az egyenld egyiitthatok modszerét!

4x+3y=18
4x+20y=-16|
Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsdt!
17y =-34,
y=-2.

Hany
megoldas
van?

6.6. abra Az egyenletrendszer
Helyettesitsiik be ezt az értéket példaul az f egyenes egyenletébe, hogy : megoldasainak szama attél fiigg,

megkapjuk az els6 koordinatat is! hogy az egyenesek hogyan he-
xX+5-(=2)=-4, lyezkednek el
x=6.
Az egyenletrendszer megoldasa a (6;—2) rendezett szampar, tehat a két
egyenes metszéspontja a P(6;—2) pont.

Két egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszer mindig egy kétismeret-
lenes linearis egyenletrendszer. 9. osztalyban foglalkoztunk mar ilyen
egyenletrendszerekkel. Lattuk azt is, hogy az egyiitthatoktol fliggéen
eléfordulhat, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
van, ¢s az is lehet, hogy egyetlen egy sincs. Ezeket a specialis eseteket
leszamitva mindig egyetlen rendezett szampar a megoldas. Mit jelent az
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3 20
-1

=72

egyenesek kdlcsonds elhelyezkedésére nézve a végtelen sok megoldas,
illetve az, ha egyaltalan nincs megoldas? Ez éppen akkor kdvetkezhet
be, ha a két egyenes iranya azonos, normalvektoruk parhuzamos. Azaz,
ha az egyik egyenlet bal oldala a masik egyenlet bal oldalanak (nullatol
kiilonb6z6) szamszorosa.

Ezen beliil, ha a jobb oldalak kozt is ugyanez az 6sszefiiggés all
fenn (azaz a két egyenes egyenlete ekvivalens), akkor a két egyenes
egybeesik. Ha pedig nem ugyanannyiszorosa az egyik jobb oldal a ma-
siknak, mint a bal oldalak, akkor a két egyenes parhuzamos.

Példaul egybeesik a kdvetkezo két egyenes:

e:12x+18y =15 ¢és

6.7. abra Az egyenletrendszernek
végtelen sok megoldasa van, a két
egyenes egybeesik

[ 8x+12y=10.

. . .2
(A masodik egyenlet minden egytitthatoja 3 -a az elso egyenlet megfe-

lel6 egyiitthatoinak. A két egyenlet ekvivalens.) Ez persze nem jelenti
azt, hogy barmely rendezett szampar megoldéasa az egyenletrendszer-
nek. Csak azok, amelyek valamelyik egyenletet igazza teszik.

y
f 4 A kovetkezo két egyenes parhuzamos:
> 3 e:12x+18y =15 és
[ 8x+12y =20.
» : (A masodik egyenlet bal oldalanak minden egyiitthatdja —-a az els6
3 2 1 10 1 \2%( 3
_2 egyenlet megfeleld egyiitthatoinak. A jobb oldalon viszont ez nem tel-

6.8. abra Az egyenletrendszernek

nincs megoldéasa, a két egyenes

parhuzamos

jesil. A két egyenlet ellentmondo.)
Ha a két normalvektor nem parhuzamos, akkor pontosan egy met-
széspontja van a két egyenesnek. (Mint a 3. példaban is.)

\ 4, p4lds Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, :
i ‘amelyik parhuzamos az a: 10x—8y =—7 egyenletli egyenessel €s :
iaz e: 3x+6y=2 egyenletli egyenest annak —l-es abszcisszajl :

y h o n .
f : pontjaban metszi!

4

3 Megoldas:

1

Mivel az e egyenes nem parhuzamos az y tengellyel, ezért a —1 -es
abszcisszaju pont egyértelmiien 1étezik. Szamitsuk ki a hozza tartozo
ordinatat!

_/5/(_10 T~ 3% 3-(<1)+6y =2,
) 6y =5,

5

y—g-

6.9. abra Egy adott ponton atme-
né adott egyenessel parhuzamos

egyenes

166

Matematika_11_tk.indb 166

Tehat a [—1;%) pontnak a keresett () egyenesre is illeszkednie kell

(6.9. abra). Ugyanakkor az f normalvektoranak parhuzamosnak kell
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lennie az a normalvektoraval. Hasznaljuk a kisebb abszolut értékii ko-
ordinatakkal rendelkezd (5;—4) normalvektort!
f:5x—-4y= 5~(—1)—4%,

Sx— 4y——?

oo

1. Allapitsuk meg, hogy az alabbi egyenesek koziil melyek parhuzamosak és melyek merélegesek!
a: 10x—4y=0; b: 6x+15y=-22; c: 6x+10y=1; d: 8x+20y=3; e —-9x—-15y=14;
fi5x-3y=-9.
2. Adott az e: 16x+24y =—43 egyenletii egyenes. {rjuk fel annak a két egyenesnek az egyenletét,
amelyek atmennek az origdn, és az egyik parhuzamos az egyenessel, a masik meréleges ra!

3. I:rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik atmegy a (8;5) ponton, és az iranyszoge 60°!
Irjuk fel a (—=8;—5) ponton atmend egyenes egyenletét, ha
a) parhuzamos az adott egyenessel; b) merdleges az adott egyenesre!

4. Hatarozzuk meg az alabbi egyenesek metszéspontjat!
a)e: x+3y=12 ésf: Sx+2y=-5 b)e: x—-8y=—-1¢sf x+2y=9;
c)e: 6x+5y =44 ésf 8x+15y=-8; d)e: 3x—Ty=11¢ésf Sx+4y="7.

5. Egy haromszog oldalegyeneseinek egyenlete
a: x—4y=-14; b: 2x+y=-7 ésc: 4x+5y=".
Hatarozzuk meg a haromszog cstcsainak koordinatait! Igaz-e, hogy a haromszog derékszogii?
Szamitsuk ki a haromszog keriiletét és teriiletét!

6. irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos az 5x—8y =4 egyenletii egyenes-
sel, és atmegy a 7x—2y =13 ésa 2x+y =—1 egyenletli egyenesek metszéspontjan!

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

PEGYENESEKKel KaptsolatosSWegyESHElat diuki

eveee

1, 04l Szamitsuk ki az ABC haromszog magassagpontja-
i nak koordinatait, ha A4(0;8); B(7:1) és C(~6;-2)! '
Megoldas:
Rajzoljuk le koordinata-rendszerben a haromszoget (7.1. abra)! A ma-
gassagpont két magassagvonal metszéspontja. Barmelyik két ma-
gassagvonalat valaszthatjuk, legyen most pl.: az m, és az m,. Az m,
magassagvonal egyenletét felirhatjuk egy ismert pontja (4) és egy nor-
malvektora segitségével. Mivel a haromszog magassagvonala merdle-
ges a szemkozti oldal egyenesére, igy a CB vagy egy azzal parhuza-
mos vektor alkalmas az m, normalvektoranak. (Ugyanezt kell tenniink
az m, egyenletének felirasakor is.)

©000000000000000000000000000000000000000000909
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Koordinata=geometria

¢ frjuk le a megoldas tervét!

: L Szamitsuk ki a CB ésaz AB vektor koordinatait!

: IL frjuk fel az m, egyenletét egy pontjabél (4) és normélvektorabol
(CB):

C L frjuk fel az m, egyenletét egy pontjdbol (C) és normélvektorabol
(4B)!

¢ IV. Oldjuk meg az m, és az m, egyenletébdl allo egyenletrendszert!

¢ Hajtsuk végre a tervet!

‘1. CB(b —c;;h,—c,) = CB(13;3),
AB(b, —a,3b, —a,) = AB(T;=7) || (1;-1).
SIL CB(13;3) és A(0:8),
m,: 13x+3y=24.
SN AB(7:-7) | (15-1) és C(=6;-2),
m:x—y=-4.
IV, 13x+3y=24
x—y=—4}‘

7.2. abra Magassag

¢ Alkalmazzuk most a behelyettesité modszert!
¢ A masodik egyenletbdl x =y —4. Ezt helyettesitsiik az els6 egyenlet-
: ben az x helyére:

§ 13(y—4)+3y =24,

13y—52+3y =24,

. 16y =76,

7619
7.3. abra Lépésrol 1épésre hajtsuk 5 I E a I
végre a tervet : 19 3

¢ Innen x=—-4=—.
4 4

: , , 319

: A magassagpont tehat: M Z,Z .

:
:
: ‘

: ?2\
N |

:

¢ Amikor mar gyorsan atlatjuk a hasonl¢ feladatok megoldasat, akkor a
: rajz elemzése nem feltétleniil sziikséges. Kezdhetjiik mindjart a meg-
: oldas tervével. Az viszont nagyon fontos! Nélkiile konnyen belegaba-
lyodhatunk a szamolasba.

), 03l Hatarozzuk meg az ABC haromszog koriilirt kore
6zéppontjanak koordinatait, ha A(—4;2); B(2;4) és C(6;0)!

7.4. abra A 2. példaban szerepld :

héromszog Megoldas:
¢ A haromszog koriilirt korének kdzéppontja az oldalfelezé merdlegesek
Jeo0ce, ¢ metszéspontja. Egy-egy oldalvektor a megfeleld oldalfelezé merdle-
T 168 o
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gesnek egy normalvektora. Itt viszont az oldalfelezé merdlegesek egy-
egy pontjat nekiink kell meghataroznunk.

Megoldasi terv:

Hasznaljuk a 7.4. abra jeloléseit!

I. Az AB és az AC oldal felezépontjanak meghatarozasa (E és F)

II. AB és AC oldalvektor meghatarozasa

L. f, és f, egyenletének felirdsa egy pontbol és a normalvektorbol

IV. f. és f, egyenletébdl all6 egyenletrendszer megoldésa (K koordi-

natai)
Hajtsuk végre!
+b +b + +
I. E(%%szé E(-1;3) és F(%;%): F(L;).
7.5. abra Koré irt kor

II. AB(6;2) és AC(10;-2).
Il f.:egy normalvektora AB(6;2)| (3;1) és egy pontja E(-1;3),

3x+y=0,
f, : egy normalvektora AC(10;-2)| (5;-1) és egy pontja F(I;1), i
Sx—y=4.
IV. 3x+y=0
Sx—y=4|
Alkalmazzuk az ellentett egyiitthatok modszerét: adjuk Ossze a két
egyenletet!
8x =4,
1
X=—.

2 7.6. abra Ahogyan a kiegészitd
szinek egyiitt fehérre egészitik ki
egymast, ugy az ellentétes egyiitt-
hatok modszerével ,eltiintethet-
3. l +y=0, juk” az egyik ismeretlent

Ez a keresett pont elsé koordinataja. Helyettesitsiik most be az elsd
egyenletbe, s abbol hatarozzuk meg a masodik koordinata értékét!

y=—5.

Az ABC haromszog koré irhatod kor kdzéppontja tehat K (% ; —%)

?J 3,04l Tikrozzik az a: x—2y =—1 egyenletli egyenes- :

i rea P(5;-2) pontot! Adjuk meg a tiikorkép koordinatait! /

. 6 40 2 4 6 X
Megoldas: /2 “p

A P pont tiikorképét megkapjuk, ha merdélegest allitunk a P ponton at az
a egyenesre, majd ennek megkeressiik azt a pontjat, amelyik az egyenes
tuloldalan ugyanolyan tavolsagra van a-t6l, mint a P pont (7.7. abra).

N oS
»
=)

7.7. abra Pont ¢s tiikorképe
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Megoldasi terv:
. Megallapitjuk a normalvektorat, ez egyben PP’ iranyvektora is.
I. Felirjuk a P-n 4&tmend, arra merdleges egyenes egyenletét (e).
. Meghatarozzuk a és e metszéspontjat (F).
. F felez6pontja a PP’ szakasznak. Ebbdl meghatarozzuk P’ koordi-
natait.
Hajtsuk végre!
L 7n,(L-2)=v(;-2)=1n,(2]).
II. e:2x+y=8.
L a: x-2y=-1] /-2,
e: 2x+y=8 }

2x—4y=-2
2x+y=8 |

I
I
I
I

<=

Vonjuk ki a mésodik egyenletbdl az elsét!
S5y =10,

y=2.

Helyettesitsiik be a kapott értéket az elso egyenletbe!
x—2-2=-1,

x=3.

7.8. abra Toban tiikroz6do fak

Az F pont koordinatai: F(3;2).

V. f1=p1J2rp‘ =p =2fi-p=23-5=1],

PP
L= S =Py =22 () =6
A P’ pont koordinatai: P’(1;6).

: 4, valds Hatdrozzuk meg az  Sx—12y=-8 ¢és az
i 5x—12y =18 egyenletli egyenesek tavolsagat! '

Megoldas:
Els6 ranézésre szembeotld, hogy a két egyenes parhuzamos (7.9. abra).
Terv: két parhuzamos egyenes tavolsaga egyenld az egyik egyenes tetsz6-

};‘ t leges pontjanak a masik egyenestdl valo tavolsagaval, vagy irjuk fel egy
2 - mindkét egyeneste mer.éilege’s tc?tszéleges egyenes egyenletét. (Példaul az
’ s , A(Z% 1) pO{ltOl’l at.)'M'aJd s%am1tsuk ki mlnc’lket egy,enessel yett ryne"tszes-
- ¢ pontjat (B és C). Végiil hatarozzuk meg e két metszéspont tavolsagat (d)!
5 10 1 ; 4 X : A terv végrehajtasat az olvasora bizzuk. (A végeredmény: 2.)
A SRR

5,04l Egy egyenes a koordinatatengelyeket a (20;0) és
i (0;15) pontban metszi. Mekkora az atfogohoz tartozé magassaga '
i annak a derékszogli haromszdgnek, amelyet ez az egyenes az elsé
i siknegyedbdl levag? Mekkora részekre bontja az atfogohoz tartozo
| magassag az atfogot? 5

S
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Megoldas:
1. médszer:
Gondolkodhatunk tisztan elemi uton. A vizsgalt derékszogli haromszog

befogodinak hossza 20 és 15 egység. Ebbol egyrészt Pitagorasz-tétellel L? e
meghatarozhaté az atfogdja. Masrészt meghatarozhat6 a teriilete a be-

fogok szorzatanak feleként, de az atfogod és a hozza tartozd magassag &a_
szorzatanak feleként is, igy ebbdl ki tudjuk szamolni az atfogohoz tar- - 20~ X

tozd magassagot. Ezt kovetden vagy felirjuk ismét a Pitagorasz-tételt
a magassag két oldalan keletkezd két derékszogli haromszogre, vagy
alkalmazzuk a befogotételt. Javasoljuk a terv 6nallo kivitelezését!

2. modszer:

Az origdn (O-n) at allitsunk merdleges egyenest az adott egyenesre,
majd szamitsuk ki a metszéspontjukat! Ezek utan csak két-két pont ta-
volsagat kell kiszamolnunk.

Legyen a két megadott pont rendre 4 és B. AB(-20;15)| (4;-3), ez
normalvektora az atfogdhoz tartoz6é magassag egyenesének, ugyanak-
kor egy pontja az origd: m, :4x—3y =0.

Az atfogo (c) egyenlete: —3x—4y=-3-20—4-0= —3x—-4y =—-60.

7.10. 4bra Az 5. példa abraja

Az egyenletrendszer megoldasa:

4x-3y=0 /-4,
—3x—4y=-60 } /-=3,
16x—-12y=0
9x+12y =180 }
Adjuk Gssze a két egyenletet!
25x =180,
180 36
S5 s
Az els egyenletbe behelyettesitve: y = gx = g% = 48

. g 48
A magassagvonal talppontjanak koordinatai tehat: D (? ; 5 )

Az atfogbhoz tartozd magassag nagysaga:

2 2
OD = 36 + 48 =12.
5 5
2 2
, s 36 48 .
Az atfog6 két szelete: DA = 20—? + O—? =16 egység és

7.11. abra Derékszogli harom-

DB = AB—DA=~20"+15* =16 =25-16 =9 egység.

sz0g
a ouidlinect B NI 4
1. Szamitsuk ki az ABC haromszog magassagpontjanak koordinatait, ha
a) A(7;5); B(—4;5) ¢és C(3;-2); b) A(4;9); B(-6;4) és C(§;1)!
2. Szamitsuk ki az els6 feladatban megadott haromszogek koriilirt korének kdzéppontjat és annak sugarat! o0,
S
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3. A 4x—-5y =53 egyenletli egyenesnek melyik pontja van egyenld tavolsagra az A(—4;-3) ¢és a
B(2;5) ponttol?

4. Hatarozzuk meg, hogy milyen tavolsagra helyezkedik el a P(-3;—-12) pont az x+3y =10 egyen-
letli egyenestol!

5. Egy egyenl6 szart derékszogli haromszog egyik befogojanak egyenese a 4x—3y =—-21 egyenletii

egyenes. Az ezzel szemkozti csiicsanak koordinatai: (—13;-2). Hatarozzuk meg a masik két cstics-
pont koordinatait, valamint a haromszog keriiletét és tertiletét!

6. Milyen tavolsagra van egymastol az Sx—12y =—18 ésaz Sx—12y =133 egyenletli egyenes?

7. Adott egy trapéz egyik alapjanak (a) és két szaranak (b és d) oldalegyenese, valamint a negyedik olda-
lan egy pont (£). Hatarozzuk meg a trapéz csticspontjainak koordinatait, keriiletét és teriiletét, ha
a: x+3y=-2; b:x=4; d. x—-y=-2 és E(-2;4)!

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

8iAkoregyenlete

2 .o .

1, palds Milyen Osszefiiggés van azon pontok elsd és maso-

V4 .
i "dik koordinatéaja kozott, amelyek a) az origotol; b) a C(4;2) ponttdl :
Py) | 5 egység tavolsagra vannak? :
7 N EnEn———

1 _ : Megoldas:
05 1 X a) Ezek a pontok egy origd kozéppontu, 5 egység sugart korre illesz-

kednek (8.1. abra). Egy tetszdleges ilyen pont legyen a P(x;y) pont!
A P pontnak az orig6tol vald tavolsdga: OP =/x’ +y°. Ennek a

tavolsagnak kell 5 egységnek lennie. Tehat /x* +y” = 5. Szebb lenne
az egyenlet, ha nem szerepelne benne négyzetgyokjel. Mivel az egyen-

8.1. abra Origo kozépponta kor
let mindkeét oldala nemnegativ, ezért négyzetre emelhetjiik az egyenlet
mindkét oldalat. Ez ekvivalens atalakitas. fgy az x* + y* =25 egyenle-
tet kapjuk. Ez az Osszefliggés teljesiil tehat minden olyan pont koordi-
nataira, amelyeknek az origdtol vald tavolsaga 5 egység.

<

b) Ebben az esetben egy C(4;2) kdzéppontl 5 egység sugaru korre
illeszkednek a pontok (8.2. abra). Az el6z6 gondolatmenetet kdvet-
ve eldszor irjuk fel a CP tavolsagot a megfelelé koordinatak segit-

ségével: CP=./(x—4)*+(y—2)’. Ennek kell 5 egységnek lennie:

J(x=4)" +(y—2)* =5. A négyzetre emelés itt is ekvivalens atalaki-
tas, a keresett dsszefliggés: (x—4)" +(y—-2)’ =25.

Plxy)

_.
2
=
o

8.2. dbra Nem origé kdzépponta % Vegyiik észre, hogy eddig csak azzal foglalkoztunk, hogy ha

kor egy pont adott tavolsagra van egy adott ponttol, akkor koor-
s dinatai igazza teszik a kapott egyenletet. Ez az allitas megforditva is
. ° ° ..
; 172 %
: :
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igaz. Ha egy (x;y) rendezett szampar igazza teszi a kapott egyen-
letet, akkor a P(x;y) pont sugarnyi tavolsagra van az adott ponttdl,

vagyis illeszkedik a korre.
sugari kor egyenlete:

2 R L
A P(x;y) pont definicié szerint akkor eleme a C(u;v) kdzéppontl r 1 SR #.

sugaru kornek, ha a C ponttol r tavolsagra van, azaz CP = r. Koordina-

takkal kifejezve: /(x—u)’ +(y—v)* =r. Emeljiik négyzetre mindkét

oldalt (ez ekvivalens atalakitas, mivel mindkét oldal nemnegativ):
(x—u)’+(y-v)=r.

Ez a C(u;v) kézéppontu r sugaru kor egyenlete.

. 2, 04l Allapitsuk meg a kovetkezd egyenletii korok ko-
i zéppontjanak koordinatait és sugarat:
Pk (x+6) +(y—11)7 =49,

kX (p+2Y =13,

ke X0 —6x+y’+10y=2,

ke X —2x+y —8y+27=0!

8.3. dbra A kor egyenlete

Megoldas:
Atalakitjuk az altalanos koregyenlettel egyezd alakura az egyenleteket,
majd leolvassuk a megfeleld adatokat.

ki (x=(=6))" +(y=11)* =7,
igy a kozéppont C,(—6;11), a sugar pedig r, =7 egység.

2
ki (=0 +(y=(-2)" =(V13),
tehat a kozéppont C,(0;-2), a sugar: r, = J13 egység.

Az els6 két esetben kis gyakorlattal ranézésre is leolvashattuk volna a
valaszokat. A harmadik és negyedik egyenletben viszont 6sszegalakban
vannak megadva a tagok, igy a teljes négyzetté alakitas modszeréhez
kell folyamodnunk:

8.4. abra Korok?

ky: X" —6x+y>+10y =2,
¥ =2-3x+3+y*+2-5y+5"-9-25=2,

(x=3) +(y+5)* =36.
A kozéppont tehat C;(3;-5), a sugadr r, =6 egység.
A negyedik egyenlet esetében is hasonléan jarunk el:

ke x*=2x+)y" —8y+27=0,

X' =2x+1+)* =8y +16+10=0,

(x=1*+(y—4)> =-10.

Azt kaptuk, hogy a sugar négyzetének negativnak kellene lennie. Ez
nyilvan nem lehetséges, igy ez az egyenlet nem egy kor egyenlete.

8.5. abra Folyamodjunk a teljes
négyzetté alakitds modszeréhez! J0°%%e,
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A kor egyenlete kétismeretlenes masodfoku egyenlet. De az nem igaz,
hogy minden kétismeretlenes masodfoku egyenlet kornek az egyenlete.
Az ilyen egyenletek legaltalanosabb alakja ugyanis:

Minden kiir egyenlete Ax* + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+F =0, ami akkor mésodfoku, ha az
ké_ﬁs'"m”e““ 5 mé‘?‘“"' A, a B és a C egyszerre nem 0. Egy ilyen egyenletbdl csak akkor le-
ki egyanlat, ds nem minden het koregyenlet, ha nem szerepel benne xy, vagyis ha B =0; tovabba

kétismeretlenes &s masodfoki W . .. . .
agpenlet kimek az egyenlete. A=C. Ezek sziikséges feltételek ahhoz, hogy kor egyenletét kapjuk,

— de a 2. példa negyedik egyenlete mutatja, hogy nem elegendé ennyi
feltétel. Annak is teljesiilnie kell, hogy a teljes négyzetté kiegészités
8.6. abra Jol jegyezziik meg! és rendezés utan az egyenlet jobb oldalan 4116 konstans értéke pozitiv

legyen. (Ennek az a feltétele, hogy D*> +E* —4AF >0 teljesiiljon.) Ha
ezek a feltételek mind egyszerre teljesiilnek, akkor az mar elegendd is
ahhoz, hogy kor egyenlete legyen az adott egyenlet.

\;-'_‘". 3, 04lda Déntsik el, hogy az x*+24x+)*+10y=0 :
i Tgyenlettel megadott kérvonalra illeszkednek-e az aldbbi pontok, s
: ha nem, akkor azon beliil vagy kiviil helyezkednek-e el (azaz a kor-
i nek bels6 vagy kiilsé pontjai-e): '
L A(2L4); B(=5.6); C(1=3); D(0;0) és E(~12:8)!

Megoldas:

Azt, hogy egy-egy pont illeszkedik-e a korvonalra, egyszertien ugy
donthetjiik el, hogy megnézziik, a koordinataparja megoldéasa-e a kor
egyenletének (8.7. abra).

LY

- F'_a Vegyiik észre, hogy szamolas nélkiil is 1athatd, hogy a D pont
; (az origd) koordinatai igazza teszik az egyenletet, hiszen
nincs az egyenletben konstans tag. Mieldtt a tobbi pontot is szem-
iigyre vennénk, gondoljuk végig, hogyan lehet eldonteni azt, hogy
egy pont bels6 vagy kiilsé pontja-e a kdrnek! (A pontok és a kor
koordinata-rendszerbeli abrazolasa utdn még inkébb sziikségesnek
VA latszik a szamolds, hiszen az egyes pontok, ha nincsenek is a ko-
ron, akkor is nagyon kozel vannak hozza.) Vildgos, hogy akkor belsé
P p pont egy P pont, ha a kor kdzéppontjatol valo tavolsaga kisebb, mint
a sugar, ¢és akkor kiils6 pont, ha ez a tdvolsag nagyobb a sugarnal.

Vagyis ha O(u;v) a kozéppont és r a sugar, akkor:

8.7. abra Kiviil van vagy beliil?

0P
P0P<r 0 T Pbelsé pont & OP<r & (x—u) +(y—v) <r’

Pe kor & OP=r & (x-u)+(y-v)’=r

Pkiilsé pont & OP>r & (x—u) +(y—v) >r’.

8.8. abra Kiilsd és belsd pontok ¢ Ehhez célszerti eldszor a teljes négyzetté alakitisokat elvégezni:
X' +2-12x+144+ 17 +2-59+25-169 =0,
(x+12)* +(y+5)* =169.

174
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Az A(-21;4) pont koordinatait behelyettesitve a bal oldal értéke:
(=21+12)* +(4+5)> =(-9)* +9* =81+81 =162, ez kisebb a jobb ol-
dal értékénél (169-nél), igy az 4 pont a kor belsd pontja.

A tobbi pontnal kommentar nélkiil végezziik el a behelyettesitéseket,
majd az 6sszehasonlitadsokat.

B(=5;6): (-5+12)*+(6+5)" =7 +11" =49+121=170 > 169, igy B
kiils6 pontja a kornek.

C(1;-3): (1+12)* +(=3+5)* =13*+2° =169+4=173>169, igy C
kiils6 pontja a kdrnek.

A D pont koordinatait az eredeti egyenletbe volt érdemes behelyettesi-
teni, rajta van a koron.

E(-12;8): (—=12+12)’ +(8+5)> =0* +13* =169, igy az E pont rajta
van a koron.

% ¥ LS :
1 Vegyiik észre, hogy az E pont esetében gy is rajohettiink : g g & . Kiviil, beliil

' volna, hogy pontja a kornek, ha észrevessziik, hogy els6 ko-

ordinataja megegyezik a kor kdzéppontjanak elsé koordinatajaval,

vagyis E rajta van a kdzépponton atmend y tengellyel parhuzamos

egyenesen. Tehat elegendé a masodik koordinatak kiilonbségének

abszolut értékét dsszehasonlitanunk a sugar hosszaval, hogy meg-

tudjuk, rajta van-e az E pont a koron. A masodik koordinatak kii- v
lonbségének abszolut értéke: |[8—(=5)|=13 (sugarnyi), igy az E

pont rajta van a koron.

L A
Sl c
-\\:’,r r z g ] 2
= o b odldy Irjuk fel az ABC haromszog koriilirt korének : 0 7
i egyenletét, ha ‘

a) A8;4); B(—4;-5) és C(-10;3);
L b) A(-2;2); B(44) és C(10;—4)!

8.10. abra Der¢kszogli harom-
szog koriilirt kore

Megoldas:

Abrazoljuk koordinata-rendszerben a pontokat (8.10. &bra)! Sokat
konnyit a dolgunkon, ha észrevessziik, hogy ez a haromszog derék-
szogl. Persze nem elég, hogy annak latszik, meg is kell mutatni azt.

ﬂ(u; 9), %(—6; 8), e vektorok skalaris szorzata 12-(-6)+9-8 =0,

tehat valoban merélegesek. igy a koriilirt kor kozéppontja az atfo-

g6 felezépontja: F (—1,%), sugara pedig az atfog6d hosszanak fele:

lCA:l\/(cl—al)2+(cz—a2)2 L=l P2 fgy
2 2 2 2 4

2
a kor egyenlete: (x+1)2+(y—gj :%‘

b) Abrazoljuk itt is koordinata-rendszerben a pontokat! Mivel ez nem de-
rékszogii haromszog, ezért két oldalfelezd merdleges metszéspontjaként = 8.11. abra Koriilirt kor

175
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¢ kell meghataroznunk a koriilirt kor kozéppontjat. Az el6z6 leckében ezt
mar gyakoroltuk, igy csak vazlatosan irjuk le a megoldast (8.11. abra).

AB(6;2) =1,(3;1), E(1;3) = e: 3x+y=6,
AC(12;-6) = i,(2,-1), F(4-1) = f: 2x—-y=09.
: A két oldalfelez6 merdleges metszéspontja:
e:3x+y=6
f2x—y= 9}’
S5x=15,

x=3,

y=-3.

>

kor kozéppontjanak koordinatai: O(3;-3), sugaranak négyzete pedig
B> =17 +7° =50. Akor egyenlete tehat: (x—3)” +(y+3)”> =50.

S

3, p4lds Milyen hosszisaga hart vag ki az x tengelybl :
iz az 5 egység sugar( kor, amely érinti az y tengelyt és dtmegy a :
P(—8;-2) ponton? ]

8.12. abra Készitsiink rajzot!

Megoldas:
1. modszer:
Gondoljuk végig, hogyan szerkesztenénk meg a feltételeknek megfe-
lel6 kor kozéppontjat (8.13. abra)! Egyrészt az y tengelytdl 5 egység
¢ tavolsagra van a kozéppontja, tehat illeszkedik az y tengelytdl 5 egy-
ség tavolsagra 1évo, y tengellyel parhuzamos valamelyik egyenesre.
Ugyanakkor a kor egy pontja a IIl. siknegyedben helyezkedik el, igy
a kor ,,jobbrol” nem érintheti az y tengelyt. Masrészt a P ponttol is 5
egység tavolsagra van a kdzéppontja, igy a P kdzéppontu 5 egység su-
¢ garu korrel kimetszhetnénk a parhuzamosbol a kor kozéppontjat. Ebbol
lathato, hogy két olyan kor is lesz, amely eleget tesz a feltételeknek.

Az y tengellyel parhuzamos egyenes egyenlete: x =—5, ami azt is
¢ jelenti egyben, hogy a kor kozéppontjanak elsé koordinataja —5.
Az eddigi ismereteink alapjan a kor egyenlete:

(x+5) +(y—v)* =25.

A kozéppont ordinatajat (a szerkesztéstol eltérden) célszerli gy meg-
¢ hatdrozni, hogy kihasznaljuk azt a tényt, hogy a P pont illeszkedik a
korre, azaz koordinatai igazza teszik a kor egyenletét.

P(-8;-2) = (-8+5)" +(-2-v)’ =25.

>y

Ebben az egyenletben mar csak a v az ismeretlen. Hatdrozzuk meg az

: értéket!
9+4+4v+v? =25,
Vi+4v-12=0.
8.13. abra A szerkesztés f ) :—4im:—4im:—4i@:—4i8
b2 2-1 2 2 2
ROLLLTN : v, =2; v, ==6
T 176 ":
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Algebrai modszerrel is megkaptuk tehat, hogy két ilyen kor van. A két
kozéppont C,(=5;2) és C,(=5;—6). Mivel a masodik kor ordinatajanak
abszolut értéke nagyobb, mint a sugar, ezért ez a kor teljes egészében
az x tengely alatt helyezkedik el. fgy nem vag ki semmilyen hurt az x
tengelybdl. Csak az els6 korrel kell tehat foglalkoznunk.

Az x tengelyen 1év0 pontjainak masodik koordinataja 0, ezt a kor

egyenletébe helyettesitve megkapjuk a metszéspontok elsé koordinata-
jat. A kor egyenlete (x+5)° +(y—2)> =25, a metszéspontok masodik

koordinatajat behelyettesitve:

(x+5)> +(0-2)> =25,

8.14. abra Algebrai moddszerrel

x+10x+25+4 =25, vagy Pitagorasz-tétellel oldjuk
X +10x+4=0, meg?
o, o T10EN100-4-4 10284 _ 1042421 _ o
: 2 2 2
Az AB hir végpontjai tehat: A(=5—~/21;0) és B(—5++/21;0), ezek
tavolsaga: ]

AB==5+21=(=5-21) ==5+21 +5++/21 =2-21.

A feltételeknek megfeleld két kor kozil csak az egyik metszi az x ten-
gelyt, és az 2- V21 hossziisaga hurt metsz ki az x tengelybdl. c

2. modszer: 1/ >

. A E 1
A lehetséges korok meghatarozasaig ugyanaz a gondolatmenet. De ha U i

mar ismerjiik a kor kdzéppontjat €s a sugarat, akkor a Pitagorasz-tétel-
lel is dolgozhatunk (8.15. abra). Az AEC, derékszdgli haromszogben az

atfogd AC, =r=5, a befogd C,E=2. EbbSl AE =+/5—2% =+/21, : 8.15. dbra A kivagott szakasz
) hosszanak meghatarozasa
ami fele az 4B hurnak, igy AB=2- V21

¥ 4

1. Irjuk fol annak a kornek az egyenletét, amelynek
a) kozéppontja a C(2;7) pont, sugara pedig 3 egység;
b) kdzéppontja a C(—13;4) pont, sugara pedig 8 egység;
c) kdzéppontja a C(0;—-5) pont, sugara pedig 10 egység!
Adjuk meg a korok koordinatatengelyekkel parhuzamos atmérdinek a végpontjait, valamint a korok
egy belsd és egy kiilsé pontjat!
2. Az alabbi egyenletek koziil melyekre igaz, hogy kornek az egyenletei? Hatarozzuk meg a korok
kozéppontjat és sugarat:
a) (x—12)* +(y+9)’ =121; b) (x+10)* +y* = 64; ¢) x> +6x+y° —14y+54=0;
d) x* —16x+y° —16y—68=0; e) X’ —22x+y> +185=0!
3. irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelynek
a) kozéppontja a C(-3;2), és egy pontjaa P(5;2) pont;
b) kdzéppontja a C(9;0), és egy pontjaa P(—1;6) pont;
177
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c) egyik atmérdje az AB szakasz, ahol A(7;—4) és B(1;8);
d) harom érintéje az e: y=-2; az f:y=6 ésa g: x=1
e) két érintdje a két koordinatatengely és atmegy a P(8;9) ponton!
4. Hatarozzuk meg az ABC haromszog kortlirt korének egyenletét, ha
a) A(3;8); B(-8;2) és C(-8;8); b) A(-2;-1); B(-1;4) és C(4;3);
c) A(=5;-1); B(2;-1) és C(—4;5); d) A(4;-5); B(8;7) és C(—4;1)!
5. Az (x+9)* +(y—2)* =144 egyenletii kor milyen hosszisaga hurt vag ki a kovetkez6 egyenesekbdl:

x=0; x=-3; x=-9;, x=-11; x=3; x=5?

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

=45

oee e .

Megoldas:
. Az egyenesek metszéspontjanal tanultakat itt is alkalmazhatjuk. Olyan
pontot keresiink, melynek koordinatai igazza teszik egyszerre mindkeét
: ponthalmaz egyenletét. Vagyis itt is meg kell oldanunk a két egyenlet-
9.1. 4bra Korok és egyenes : bol allo egyenletrendszert.
: (x—4) +(y+2)° =25
x=2y=3 '
A masodik egyenletbdl fejezziik ki x-et, és a kapott kifejezést helyette-
: sitsiik be az elsd egyenletbe, majd oldjuk meg az y-ra vonatkozd ma-
: sodfoku egyenletet!
x=2y+3,
QQy+3-4) +(y+2)" =25,
Qy=1Y+(y+2)* =25,
4y> —4y+1+y* +4y+4 =25,

>
=
4
.o

5y2=20=0,
iz 0 o 2 _4-0
B E y —a=y,
: (y=2)(y+2)=0,
Y, =26ésy, =-2.

A megfeleld x értekek:
X, =2y, +3=2-2+3=7¢s

9.2. abra Kor és egyenes metszés- X, =2y, +3=2-(-2)+3=-1.
JRTTTION pontja Igy a metszéspontok: A(7;2) és B(~1;-2).
T 78
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% Vegyiik észre, hogy a kor és az egyenes abrazolasa nélkiil
~ tisztan algebrai eszkdzokkel meg tudtuk oldani a feladatot.
Ellendrzésképpen persze elkészithetjiik az abrat is (9.2. abra).

w/ J, 04l Hatarozzuk meg azon egyenesek egyenletét, ame- :
i Tyek parhuzamosak az 1. példaban megadott egyenessel, és érintik az :
i 1. példaban szerepld kort!

9.3. abra Kor és adott egyenessel
parhuzamos érint6i

Megoldas:

1. modszer:

El6szor kovessiik gondolatban azokat a 1épéseket, ahogyan megszer-

kesztenénk a parhuzamosokat!

. Allitsunk merélegest a kor kozéppontjan at az adott egyenesre ( f)!

II. Hatarozzuk meg a metszéspontjait a korrel (C és D)!

III. A metszéspontokon at huzzuk meg az adott egyenessel parhuzamos
egyeneseket (c és d)!

Hajtsuk végre az ennek megfeleld szamitasokat!

I. Az adott egyenes egy normalvektora az (1;—2) vektor. Erre merdle-

ges a (2;1) vektor, igy ez alkalmas az f'egyenes normalvektoranak.

n,(21) é O4-2)€ f,
f:2x+y=2-44(-2),
2x+y=6.
II. A korrel vett metszéspontjai:
f:2x+y=6
ki (x—4) +(y+2) = 25}
Az els egyenletbdl: y =6—2x, ezt a masodik egyenletbe irva:
(x—4)* +(6-2x+2)* =25,
(x—4)* +(8-2x)" =25,
X2 —8x+16+64—32x+4x> =25,
5x% —40x+55=0,

9.4. abra Kovessiik a tervet!

¥’ —8x+11=0,
8+4/(=8) —4-1-11 8++J64— +
- (2)1 _8 \/624 44 8 ;@=4iﬁ,

X =445 = y,=6-2-(4+5)=—2-2./5,
X, =4-5 = 3,=6-2-(4—/5)=2+2+5.
A leend¢ érintési pontok:
C(4++5-2-2:45) ¢s
D(4-45:-2+2:45).

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

9.5. abra Erintés J0°%%,
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¢ 1I. A ¢ és a d érint6 parhuzamos az adott egyenessel, igy normalvekto-
ruknak vehetjiik ugyanazt az (1;—-2) vektort.

¢ x=2y=4+5-2:(-2-2:45),

x=2y=4+-/5+4+4-45,
x—2y=8+5-5,

9.. éhra Pontok, egyenescl, k- ésd: x—2y=4-\5-2(-2+2.5),
x=2y=4-5+4-4.15,
x—2y=8-5-/5.

¢ 2. mébdszer:

Minden az adott egyenessel parhuzamos egyenes egyenlete felirhato
x—2y = p alakban, ahol p egy valds szam.

A kornek ¢és egy ilyen egyenesnek pontosan akkor van két met-
: széspontja, ha a kornek és ezen egyenesnek az egyenletébdl 4116 egyen-
letrendszer megoldésa soran kapott masodfoku egyenletnek két valos
: gyoke van. Ez pedig akkor teljesiil, ha a masodfoku egyenlet diszkri-
° min4nsa pozitiv. Ugyanigy elmondhat6, hogy akkor érintik egymast,
ha az emlitett diszkriminans 0, és akkor nincs k6z6s pontjuk, ha ez a
diszkriminans negativ. Ez alapjan meghatarozhato a p értéke tigy, hogy
: az adott iranyu egyenes éppen érinté legyen.

: Nézziik, hogy miikodik ez a gyakorlatban!
/6 ’ Az adott irdnyu egyenesek egyenlete: x—2y = p
a kor egyenlete: (x=4+(»+2)° = 25}’
6 Az elsd egyenletbdl x=2y+p.
1 : Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve:
Qy+ p=4)7 +(y+2) =25,
' 4y + p* +16+4py—16y—8p+y> +4y+4-25=0,
/ 532 +4(p—3)y+ p> -8p—5=0.
O ’ Ezen masodfoku egyenlet diszkriminansanak kell 0-nak lennie.
D=[4(p-3)] -4:5-(p*~8p-5) =0,
9.7. ;il,)ra Egy kor és egy egyenes : 16(p> —6p+9)—20p> +160p +100 =0,
pespian i G+ 76442040
—p2+16p+61=0,
16+ i A D)6l 16+
prae 16+ 126.(_411)( D-61 _ 16i;/%=8i5\/§'
Azt kaptuk tehat, hogy két ilyen p érteék van: p, =8+5- V56
p, =8-5- /5. Ennek megfelelden a két érint6 egyenlete:
180..':
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x—2y=8+5-/5 és x—2y=8-5-/5.
(Megnyugtato, hogy a kétféle megoldassal ugyanarra az eredményre
jutottunk.)

b= 9,04l Hatarozzuk meg a k : (x—6)°+(y-2)* =25
egyenleti kor és a &, : (x+ 4)2 +(y+ 3)2 =100 egyenletti kor met- 9.8. dbra Korok metszése
i széspontjanak koordinatait! Irjuk fel a két kor centralisanak egyen- :
i letét! :

Megoldas:
Itt is két ponthalmaz kdzos részét keressiik, azaz olyan pontokat, ame-

lyeknek a koordinataparja mindkét egyenletnek megoldasa. A két kor I ‘
egyenletébdl allo kétismeretlenes masodfoku egyenletrendszert kell « 4 <
megoldanunk (9.9. abra). / 9 m
(x=6)" +(y—2)" =25 N =
(x+4) +(y+3)* =100[ ‘
X' =12x+36+y" —4y+4-25=0
X +8x+16+1>+6y+9-100=0|

9.9. abra Két kor metszéspontjai

X' =12x+y" —4y+15=0
x*+8x+)° +6y—75 =0}
Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az els6t!
20x+10y-90=0,
2x+y=09.

Vegyiik észre, hogy ez az egyenlet egy linearis kétismeretlenes

egyenlet, tehat egy egyenes egyenlete. Milyen egyenes lehet
ez? A két kor metszéspontjainak koordinatai igazza teszik mindkét
koregyenletet, igy a két egyenlet kiilonbségeként adodo egyenletet
is. Vagyis a most kapott egyenlet a két kor két metszéspontjan atha-
lado egyenes egyenlete.

Folytassuk a megoldast! Fejezziik ki az y-t ebbdl az egyenletbdl, majd
helyettesitsiik be az els6 koregyenletbe!
y=9-2x,

(x—6)* +(9-2x—-2) =25,

(x—6)* +(7-2x)* =25,
x> —12x+36+49-28x+4x> —25=0,
5x* —40x+60 =0,
X2 —8x+12=0,

9.10. abra Korok a térben

181
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centrdls : 8+/64—4-1.12 8416
a X, = = =4+2,
' 2-1 2

x=6=y=9-26="3¢éx,=2=y,=9-2-2=5.
A két metszéspont: A(6;-3) és B(2;5).

A két kor centralisanak felirasahoz vagy meghatarozzuk a két kor
: kozéppontjat, majd a tanult eljarast alkalmazva a két ponton atmend
egyenes egyenletét, vagy kihasznaljuk, hogy a centralis nem mas, mint
0.11. 4bra A centrlis a kérok ko- a metszes;font.oka’t osszek?to szakasz felezémerdlegese. Dolgozzunk
zéppontjt dsszekdts egyenes : most az utobbi modszerrel!

: A centralisnak egy normalvektora tehat az E(—4; 8) || (,-2). Egy
pontja pedig az AB szakasz F'(4;1) felezOpontja. A centralis egyenlete:
x—2y=2.

JNpEIdE! frjuk fel az x> +2x+1y*—2y—6=0 egyenletuké
orhoz a P(5;—1) ponton at huzhat6 érint6k egyenletét! :

: Megoldas:
¢ Kovessiik itt is a megfeleld szerkesztési 1épéseket!
I. Az érintési pont megszerkesztéséhez a kor kozéppontjat a P ponttal
Osszekotd szakasz mint atmér6 f61é Thalész-kort emeliink (7).
II. A Thalész-kor és az eredeti kdr metszéspontjait meghatarozzuk (£,
és E,).
III. Megszerkesztjiik a PE, és a PE, egyenest (9.12. abra).
9.12. dbra Adott kiilsd ponton at- ¢ A kivitelezés ennél egy kicsit t6bb 1épésbdl all, de ezen vazlatpontok
mend korérinték : mentén haladunk.
I. El6szor meghatarozzuk a k kor C kdzéppontjanak koordinatait.
: k:x*+2x+1+)° —2y+1=8,
(x+D)*+(y-1>=8 = C(-LI).
Majd kiszamitjuk a CP szakasz K felez6pontjanak koordinatait.
+ +
2 2
Kiszamitjuk a Thalész-kor sugaranak négyzetét.
KP* =(5-2)" +(=1-0)* =10.
Most mar fel tudjuk irni a Thalész-kdr egyenletét.
k' (x=2)"+y* =10.
¢ II. Kiszamitjuk a két kor metszéspontjainak koordinatait.

X +2x+)y"-2y-6=0
(x=2)2+1* =10’
. 2 _
9.13. abra Korok a gombfeliile- : X +2x+y —2y-6=0]
ten X —4x+y"—6=0
T o1s2
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Vonjuk ki az elsé egyenletbdl a masodikat!
6x—2y=0,
3x=y.
Helyettesitsiik be példaul a &” kor egyenletébe!
x*—4x+(3x)-6=0,

10x* —4x—-6=0,
5x%=2x-3=0,
2+J4-45.(-3) 2464 248
x1,2 = = = s
25 10 10 9.14. abra Korok
x—E—l = y=3¢ésx 6.3 = =—=
[T N > 70 5 Y 5
. S . 3.9
A két leendd érintési pont: E, (1;3) és E, 575 |

II. A CE, ésa CE, rendre egy-egy normalvektora az e, és az e,
érintének, a P(5;—1) pont pedig mindkettdnek pontja.
CE (2:2)] (1) = ¢ :x+y=4,

——(2 14
CE, [g;‘?)” (L-7)= e, : x=Ty=12.

frjuk fel annak a P(4;0) koézépponta kornek az

i o ) 5 i ¢ 9.15. dbra A kutya mozgdsa soran
i egyenletét, amely érinti a k: (x+5)" +(v—06)" =52 egyenletli kort! i : egy kortirle

Megoldas:
Hasznaljuk ki, hogy két kor tengelyesen szimmetrikus a centralisuk
egyenesére (9.16. abra)! Itt is haladhatnank algebrai tton, valasszuk
most inkdbb a szerkesztésnek megfeleld 1épéseket (a centralisnak a &
korrel vett metszéspontjain at megrajzolhatoak a keresett korok)!

A centralis egyenletéhez keressiik meg elészor annak egy normal-
vektorat!

CP(9;-6) Lii(2;3).
CP egyenes egyenlete: 2x+3y =8.
Ennek metszéspontjait kell megkeresniink az adott korrel.

2x+3y=8
(x+5)+(y-6)?=52]

3
x=4-=y,
2)’

9.16. abra Korhoz adott kozép-
pontt érintd kor

2
(4—§y+5) H(-6) =52

3 2
(9—5y) +(y=6)" =52,
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2 . 4 .
Koordinata=geometna

81—27y+%y2 +y —12y+36=52,

?yz -39y +65=0,

Y =12y+20=0,
C12+144-4.1.20 12+-/64
2-1 2
»=10 = x,=-11¢és y,=2 = x,=1.
A két érintési pont: E, (1;2) és E, (—11;10).
Hatarozzuk meg a két sugar négyzetét!
BW=EP =3+2"=13 és r," =E,P* =15" +10> =325.
A feltételeknek két kor felel meg:
ki (x=1)7+(y=2)=13 és k,: (x+11)*+(y—10)" =325.

Via =614,

9.17. abra Golyodscsapagy

) Oldjuk meg! ,
1

. Hatarozzuk meg
a)az (x+3)"+)”> =25 kérés az x+y =2 egyenes;
b)az (x—8)* +(y+2)* =50 korésaz x—3y =4 egyenes
metszéspontjainak koordinatait!

2. Az x> +(y—7)" = 40 egyenletii kornek mely pontja van legkdzelebb az x—3y =9 egyenletii egye-
neshez?

3. irjuk fel az (x+2)* +(y—3)* =34 egyenletii kér 3x—5y =0 egyenletii egyenessel parhuzamos
érintdinek egyenletét!

4. Hatdrozzuk meg annak a kdrnek az egyenletét, amely koncentrikus az (x—9)* +(y—4)* =73
egyenletl korrel és érinti
a) az y tengelyt;
b) az x tengelyt;
c)az x+6y =20 egyenletl egyenest!

5. Szamitsuk ki az x> +(y—6)* =10 ésaz (x—3)’ +y> =25 egyenletii kor metszéspontjainak koor-
dinatait! Adjuk meg a két kor metszéspontjan atmend szelé egyenes egyenletét!

6. Hatarozzuk meg az (x+4)” +(y+7)° =45 egyenletii kor azon érintéinek egyenletét, amelyeknek

- 1
iranytangense —5!

7. Irjuk fel a (—4;—3) kozépponti 572 sugart kor P(11;—8) pontbol huzhato érintdinek az egyenle-
tét! Mekkora szoget zar be egymassal a két érint6?
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PFAparabolalKiegeszitopemel USZituanany=y)|

eocsee ses00e

_ 1, u4ld Tekintsiik azon kérok kozéppontjainak halmazat,
i amelyek atmennek az F'(0;1) ponton, és érintik az y =—1 egyenletii :
i v egyenest! Hatarozzuk meg ennek a ponthalmaznak az egyenletét!

Megoldas:
Készitsiink vazlatrajzot! A korok (C) kdzéppontja sugarnyi tavolsagra
van az F ponttdl is és a v egyenestdl is. Mas pontok nem is lehetnek
a vizsgalt korok kozéppontjai. Tehat egy C(x;y) pont akkor és csak
akkor eleme a ponthalmaznak, ha
(1) FC =d(C;v).

Az origd nyilvan eleme a vizsgalt ponthalmaznak. Az Gsszes

tobbi pontnak az x tengely ,,folott” kell lennie, hiszen a korok sugara

10.1. abra Adott ponton atmend,
adott egyenest érintd kor

. 1 . . g
nem lehet kisebb E-nél. Igy a korok kdzéppontjanak ordinataja csak

nemnegativ lehet (10.1. abra).
Koordinatakkal kifejezve az (1) dsszefiiggést:

X+ (=17 =y+1.

Mivel mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens atala-

kitas: X +(y=1)7 =(y+1)°.
Végezziik el a miiveleteket, majd hajtsuk végre a lehetséges 6sszevona-
sokat! ¥ +y =2y+1=p"+2y+1,

x'=4 Y.

Ezzel folirtuk a vizsgalt ponthalmaz egyenletét.

R

% Vegyiik észre, hogy az 1. példaban szerepl6 ponthalmazt egy-
szertibben is meg lehet adni: az F ponttol €s a v egyenestol

egyenlo tavolsagra levé pontok halmaza. Az ilyen médon megadott

ponthalmazt nevezziik parabolanak.

10.2. abra A parabola mint kup-
szelet

..............................................................................................

' Dajfluldld A parabola egy egyenest6l és egy ra nem illeszke-
ponttol egyenld tavolsagra levd pontok halmaza a sikban.

...................................................................................................

A megadott egyenest a parabola vezéregyenesének nevezziik, a rd nem
illeszked6 megadott pontot a parabola fokuszanak (vagy fokuszpontja-
nak) nevezziik, a fokuszpont €s a vezéregyenes tavolsaga pedig a pa-
rabola paramétere. A definicié alapjan nyilvanvalo, hogy a parabola
tengelyesen szimmetrikus a fokuszan at a vezéregyenesére allitott me-
réleges egyenesre. Ezt az egyenest a parabola tengelyének nevezziik,

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000009¢

10.3. 4bra Parabola L LT
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oordinata=geometria

10.4. abra Parabolaantenna

10.5. abra Parabola az tirben

10.6. abra Parabolapontok szer-
kesztése

186
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és a parabola egyetlen pontjat, amelyik erre illeszkedik, a parabola ten-
gelypontjanak hivjuk.

Az els6 példaban kapott egyenlet tehat egy parabola egyenlete,
melynek fokuszpontja az F(0;1) pont, vezéregyenese a v: y=—1
egyenletli egyenes, paramétere pedig 2 egység. A parabola tengelye az
y tengely, a tengelypontja pedig az origo.

‘ -
_'_g Vegyiik észre, hogy ha az 1. példat kicsit altalanosabban irjuk
fol, alig kell valamit valtoztatnunk az 1. példdban alkalma-
zott levezetésen!

Vegyiik fel az origo6tdl egyenld tdvolsagra az F fokuszpontot az y tengely
pozitiv felén és a v vezéregyenest, a paraméter legyen p! igy a fokusz-

pont koordinatai: F [O;g ), avezéregyenes egyenlete: v: y = —g. Az

FC =d(C;v) egyenlet koordinatakkal kifejezve:

2
2 p p
YHy-S | =y+E

Mivel mindkét oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens atala-

2 2
kitas. Sl y-L| =+ 2],

Végezziik el a miiveleteket, majd hajtsuk végre a lehetséges dsszevona-

2 2
sokat! x2+y2—py+%=yz+py+%,
(2) x> =2py.

Ez az egyenlet tehat egy origd tengelypontu, y tengely szimmetriaten-
gelyl parabola egyenlete, melynek fokusza az y tengely pozitiv felére
illeszkedik.

W J— i} z
v 2, pald Szerkessziink parabolapontokat, ha adott a parabo- :

‘Ta vezéregyenese ¢s fokusza!
Megoldas:
Mar az els6 példaban is lattuk, hogy a fokusztol és az egyenestdl valod
egyenld tavolsag nem lehet a paraméter felénél kisebb, egyébként vi-
szont tetszbleges (10.6. abra).

Vegyiink fel tehat egy (a paraméter felénél nagyobb) tavolsagot!

Szerkessziink az F' pont koriil ilyen sugaru kort! Ennek kell a met-
széspontjat venniink a vezéregyenest6l ugyanilyen tavolsagra 1évé par-
huzamossal.

(Két ilyen parhuzamos van, de a vezéregyenes fokusztol elté-
r6 oldalara esé parhuzamosnak nem lesz metszéspontja az elébb leirt
korrel.) Két ilyen metszéspont keletkezik a parabola tengelyére szim-
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metrikusan. Ezt az eljarast tetszolegesen sokszor megismételhetjiik, de
mivel az euklideszi szerkesztés csak véges sok pontot enged meg, igy
biztosan nem tudjuk megszerkeszteni a parabola minden pontjat.

9. ¢és 10. osztalyban a masodfoku fiiggvényekre azt mondtuk, a képiik
parabola. Nézziik most a legegyszeriibb masodfoku fiiggvényt!

!{ 4, 04l Mutassuk meg, hogy az f(x) =x’ hozzarendelési
 Szabalyu valos fiiggvény képe parabola! :
Megoldas:

Mivel valos fiiggvényrdl van sz, igy a gérbe pontjainak elsé koordina-
taja tetszleges valos szam lehet. A hozza tartozé masodik koordinata
y=x". Ez tehdt a gorbe egyenlete. Ehhez pedig meg tudjuk talalni azt

1
a p értéket, amellyel x> =2py alakura hozhaté az egyenlet. Ez p = 5
esetén teljesiil. Tehat egy olyan parabola lesz a képe az f fiiggvény-

. - . | .
nek, melynek tengelypontja az origd, paramétere —, fokuszpontja az

1 1
F (O;Z] pont és vezéregyenese az y = 3 egyenletli egyenes.

/1, 4ldz Hatérozzuk meg annak a parabolanak az egyenle- :
i Tet, amelynek vezéregyenese az y =4 egyenletii egyenes, fokusz- :
i pontja az F(3;8) pont! ;
Megoldas:
A tengelypont koordinatait konnyen meghatarozhatjuk: a szimmetria-
tengely parhuzamos az y tengellyel, és illeszkedik az F pontra, igy a

tengelypont a 7'(3;6) pont. A paraméter az F pont €s a vezéregyenes
tavolsaga: p =4.

Az olyan parabolak egyenletét mar fel tudnank irni, amelyeknek
tengelypontja az origd, szimmetriatengelye az y tengely (10.8. abra).
A most vizsgalt parabolat éppen ilyen helyzetbe tudnank hozni, ha el-
tolndnk a fé(—3; —6) vektorral (ahol O az origét jeldli). Igy a parabola
egy P(x;y) pontjanak az eltoltjaa P’(x—3;y—6) pont lesz. Ez mér az
origo tengelypontl, s szintén p =4 paraméterii parabolara illeszkedd

pont. A P” pont koordinatai tehat igazza teszik az origd tengelypontq, y
tengely szimmetriatengelyli parabola egyenletét:

(x—-3)*=2-4-(y-6),
(x—3)* =8(y—6).

Ezzel megkaptuk az eredeti parabola x és y koordinataja kdzotti dssze-
fliggést, vagyis a keresett egyenletet.
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10.7. abra A masodfoku fiiggvé-
nyek képe a parabola

10.8. abra Parabola eltolva

10.9. abra Parabola egy épiileten
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. o
VA % Vegyiik észre, hogy ha a tengelypont a 7'(3;6) helyett a
T(u;v) pont, akkor a megfeleld koordinatak helyére u-t és
v-t helyettesitve altalanosabb egyenletet kapunk a parabolara.

(x—u) =2p(y—v) (v>4)

Ez az y tengellyel parhuzamos tengelyi 7(u;v) tengelypontt, p para-
¢ méter(i ,,folfelé nyild” parabola egyenlete.

Ha ,lefelé nyilo”, akkor egyenlete: (x—u)* =-2p(y—v).

¢ Ezek az egyenletek is kétismeretlenes masodfoku egyenletek, csak mas
. feltételekkel, mint a kor esetében. Az egyik ismeretlen csak elsé hatva-

10.10. abra Negativ iranyba nyil6 - .
parabola : nyon szerepel benniik.

5, v4lda Egy parabola egyenlete: x* —8x+4y+20=0. .
. Hatérozzuk meg a parabola paraméterét, fokuszpontja koordi- :
- | natait és vezéregyenesének egyenletét! :

: Megoldas:

: Torekedjiink ra, hogy algebrailag olyan alakot ltsén az egyenlet, mint
a fentebb meghatarozott altalanos parabola-egyenletek.
x*—8x+16=—-4y—4

5 (x—4) ==2-2(y+1)

: : Ebbél kideriil, hogy a parabola tengelye az y tengellyel parhuzamos
: egyenes, leolvashaté a tengelypont két koordinataja 7'(4;—1) és a para-
méter p =2. Azt is latjuk az y negativ egyiitthat6jabol, hogy ,,lefelé”
¢ nyilo6 parabolarol van sz6. Tudjuk tovabba, hogy a tengelypont felezi a
¢ fokuszpontbdl a vezéregyenesre allitott merdleges szakaszt, a fokusz-
: pont is és a vezéregyenes is félparaméternyi tivolsagra vannak téle.
A fokuszpont tehat F(4;-2), a vezéregyenes egyenlete pedig y =0,

J / ¢ vagyis maga az x tengely.
I fe :

A parabola kifejezést napjainkban gyakran az antennaval 6sszekapcsol-
va szoktuk hallani, vagy hasznalni. A parabolaantenna (helyesebben
forgasparaboloid antennanak kellene hivni) arrdl kapta nevét, hogy egy
v y ¢ olyan forg:élsszimmetrikus feliilet, amelynek minden tengelymetszete
: parabola. Es azért érdemes hasznalni, mert a miiholdakrol a feliiletére
10.12. dbra A hullamok a fokusz- érkez6 elektromagneses hullamokat egy pontba veri vissza (ezzel f6l-

ba gytilnek ¢ erdsitve a jelet): a fokuszpontba (10.11. és 10.12. abra).

oo B S 4

1. Hatarozzuk meg az F(—5;6) fokuszpontu és 7'(—5;—2) tengelypontl parabola paraméterét, vezér-
egyenesének és maganak a parabolanak az egyenletét!

10.11. abra Parabolaantenna

2
.
\at

2. Milyen hosszusagt hurt metsz ki az (x+2)> = y—3 egyenletii parabolabol az x+y =3 egyenletii
oottt egyenes?

S 188 %
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Van szerencsém!?
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IRESEMERY EXAMUVEICTEKIESEM e EKKOZOT1

Mint arr6l mar 10. osztalyban is széltunk, a valdszinliség-szamitas gya-
korlati problémak tanulmanyozasa soran fejlodott ki, hisz gyokerei a
szerencsejatékok vizsgalataig nyulnak vissza. A szerencsejatékokban
— pl. egy szabalyos pénzérme vagy egy szabalyos jatékkocka feldoba-
sa, kartyajatékok, rulett — olyan jelenségek jatszanak fontos szerepet,
melyek eredményeit (kimeneteleit) nem tudjuk biztosan meghatarozni
elére. Az ilyen jelenségeket véletlen jelenségeknek nevezziik. Ha egy
véletlen jelenséget tobbszor egymas utan eldidéziink, akkor valészinii-

1.1. dbra Ha a pirosra és a feke- © 4o kisérletet hajtunk végre.
tére is tesziink, akkor biztosan

nyertink?

g 0 . —
. J. udlezr Feldobunk egy kek és egy piros dobokockat. ]
a) Adjuk meg a véletlen jelenség lehetséges kimeneteleinek halmazat!
i b) Adjuk meg a lehetséges kimenetelek koziil azoknak a halmazat, :
melyek esetén a dobott szamok szorzata 6-nal nem nagyobb! '

Megoldas:

a) Mivel a két dobokocka kiilonb6z6 szindi, ezért nem mindegy, hogy

melyik szamot melyik kockan dobjuk. Mivel a kék és piros kockan egy-

mastdl fliggetleniil hat-hat eredményt kaphatunk, igy a lehetséges kime-

netelek szama 6-6 = 36. Ezeket tablazatba foglaltuk (1.3. abra).

{1y 12y (13p (14y (1S} (16} b) A dobott szamok szorzata az 1.4. abran lathaté kimenetelek esetén

{21} {22} {23} {24} {25} {26} © |egy legfeljebb 6.

{31} {3;2} {33} {3;4} {35} {3;6}

{41} {42} {43} {44} {45} {46}

{51} {5:2} {5:3} {5:4} {55} {5:6}

(6:1} {62} {6:3} {6:4} {6:5} {6:6} : Az el0z0 feladat a) részeében megkaptuk a kisérlethez tartozo elemi ese-
mények halmazat. Ezt a halmazt nevezziik eseménytérnek.

1.2. 4bra Szamit, hogy kiil6nb6z6
a sziniik?

1.3. abra Az 1. példa kimenetelei

w Dailnidd  Akisérlet lehetséges kimeneteleinek halmazat ese-
Tménytérnek nevezzik. Jele T.
SO e e3Pt d

{21} {22} {2;3}

@31} (32} A b) részben az eseménytér egy részhalmazat adtuk meg. Ezt a halmazt
{4i1} ' eseménynek nevezziik.

Il ettt eteas et sas st aas e s ane st s aas st aanananane
{61} Dsflndd Az eseménytér részhalmazait eseményeknek ne-
1.4. abra A dobott szamok szorza- © : vezziik. Az eseménytér egyelemii részhalmazai az elemi események. :
ta 6-nal nem nagyobb R *

Az eseményeket altalaban nagybetiivel jeldljik.
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@ Dgilni<ld Azt az eseményt, amely mindenképpen bekovet-
: kezik, biztos eseménynek, amely sohasem kovetkezik be, lehetet- :
i len eseménynek nevezziik. A biztos esemény jele az /, a lehetetlen :
i eseményé a @. :

...................................................................................................

; eldobunk Jelentse A azt az eseményt, hogy a négy dobas kozott
legfeljebb egy fej van, B azt, hogy legaldbb harom irds, C azt, hogy !
i pontosan harom iras, és D azt, hogy legalabb két fej! ]
a) Hany elemi halmaz a kisérlethez tartozo eseménytér?

| b) Adjuk meg a kisérlethez tartozé elemi események halmazat!

c) Adjuk meg az 4 eseményhez tartozé elemi események halmazat!

i d) Adjuk meg a B eseményhez tartozé elemi események halmazat!

e) Adjuk meg a C eseményhez tartoz6 elemi események halmazat!

i f) Adjuk meg a D eseményhez tartoz6 elemi események halmazat!

Megoldas:

a) Az eseményteret négyhosszsagl fej-iras sorozatok alkotjak. Mivel
mind a négy helyre keriilhet iras is és fej is, ezért a lehetséges kimene-
telek szama 2* =16.

b) A kisérlethez tartozo eseménytér:

T = {FFFF; FFFL, FFIF; FIFF; IFFF; FFIL; FIFL, FIIF; IFFL; IFIF; 1IFF;
FIIL; IFIL; 11FL; IIIF; 111}

Itt F=fej, [ =iras.

¢) A={IIlI; FIII; IFIL; IIFI; IIF}

d) B ={FIIL; IFIL; IIFL; IIF; I}

e) C ={FIIL; IFIL; IIFL; IIIF}

f) D ={FFFF; FFFI; FFIF; FIFF; IFFF; FFIL; FIFL; FIIF; IFFL; IFIF;

IIFF}
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1.5. abra Pénzfeldobas

1.6. abra Esemény tér, ahol az
események zajlanak
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~ = Vegyiik észre, hogy az 4 és B eseményt ugyanazok az elemi

' ~ események valositjak meg! Ez azt jelenti, hogy a kisérlet bar-
mely kimenetelénél vagy mindkettd bekovetkezik, vagy egyik sem.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy a két esemény egyenld, azaz 4 = B. Azis
teljesiil, hogy C < A, ami azt jelenti, hogy valahanyszor a C esemény
bekovetkezik, mindannyiszor az A esemény is bekovetkezik. Ilyenkor
azt mondjuk, hogy C esemény maga utan vonja az 4 eseményt.

: Kisérlet barmely kimenetele esetén vagy mindkét esemény bekovet-
i kezik, vagy egyik sem. E

...................................................................................................

1.6. abra Egyenld események w Daflnidd Az 4 esemény maga utan vonja a B eseményt, ha
+ teljesiil, hogy valahanyszor az 4 esemény bekovetkezik, mindannyi- :
i szor a B is bekovetkezik. ]

A 2. példaban szereplé D esemény megadasabdl kideriil, hogy az pon-
tosan akkor kovetkezik be, mikor az 4 esemény nem kovetkezik be.
A D esemény az A esemény komplementere.

W Daflnfedd  Legyen T egy eseménytér, 4 pedig tetszéleges ese-
-t meény 7-n! Azt az eseményt, amely pontosan akkor kovetkezik be, :
i mikor az 4 esemény nem kovetkezik be, az A4 esemény komplemen- :

terének nevezziik. Jelolés: A

...................................................................................................

A definicio egyszer(i kovetkezményei az alabbi allitasok.

............................................................................................

Legyen T"egy eseménytér, 4 pedig tetszdleges ese-

i mény 7-n!

1.6. dbra Maga utén von Az A esemény komplementerének komplementere az 4 esemény, :

azaz A=A ]
A biztos esemény komplementere a lehetetlen esemény, azaz :
1=
A lehetetlen esemény komplementere a biztos esemény, azaz :
D=1 :

...................................................................................................

192

Matematika_11_tk.indb 192 2011.05.27.

W Daflnfeld  Két esemény egyenldé akkor és csak akkor, ha a :

13:54:56



4. uzldzi Egy szabalyos dobokockat egyszer feldobunk.
A Jelentse azt az eseményt, hogy paros szamot, B azt, hogy primsza- §
mot, C azt, hogy 1-nél nagyobb paratlan szamot és D azt, hogy 5-tel
i oszthat6 szamot dobunk!
i a) Adjuk meg a kisérlethez tartozé eseményteret!
b) Adjuk meg az A eseményt!
i ¢) A felsorolt események koziil melyek kozott all fenn, hogy az egylk
i maga utdn vonja a masikat? :

Megoldas:
a) Mivel egy szabalyos dobdkocka feldobasakor az 1, 2, 3, 4, 5, 6 sza-
mokat kaphatjuk eredményként, ezért ezek a lehetséges kimenetelek.

fgy az eseménytér T =11, 2, 3, 4, 5, 6}.

b) Mivel az 4 esemény az, hogy paros szamot dobunk, ezért az 4 ese-
mény akkor és csak akkor kdvetkezik be, ha paratlan szamot dobunk,
azaz A={l, 3, 5}.

c) Miel6tt erre a kérdésre valaszolnank, adjuk meg az egyes esemé-
nyekhez tartozé elemi események halmazat!

A={2, 4,6}, B={2,3, 5}, C={3, 5}, D={5}

Ez alapjan mar konnyen lathatjuk, hogy Dc C és Cc< B és D C B. 7

1.7. abra Kockadobas

Az el6z6ek alapjan nem meglepd az alabbi tétel.

............................................................................................

Tétel Legyen T egy eseménytér, 4, B, C pedig tetszole-
ges esemény 7-n! Ha Ac B és Bc C, akkor 4 c C. 3

...................................................................................................

A Venn-diagramon szemléltetett halmazok esetében
AUuB={2,3,4,56}, AnB={2}, AnC=0 és A\B={4,6}.
Mivel az eseményteret és az eseményeket halmazelméleti titon definial-
tuk, ezért a halmazok kozotti miveletek felhasznalasaval definialhatjuk
az események kozotti miiveleteket. 1.8. dbra A feladatban szerepld

Az alabbi definiciokban szerepld A és B esemény egy T'esemeénytér : paimazok szemléltetése Venn-diag-
két tetszOleges eseménye. ramon

@ Dafinidd  Események 6sszege: A+ B = AU B. Tehataz 4 ¢és : '
esemény 0sszege az az esemény, amely pontosan akkor kovetkemk
be mikor A4 vagy B bekovetkezik. Jelolés: A4+ B. 3

...................................................................................................

PL: A 3. példaban az A+ B esemény azt jelenti, hogy paros szamot
vagy primszamot dobunk, azaz A+ B = {2, 3,4, 5, 6}.
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..............................................................................................

Uaiinf<ld  Események szorzata: 4-B= AN B. Tehataz 4 ¢és :
esemenyek szorzata az az esemény, amely pontosan akkor kévet- :
kezﬂ( be, mikor 4 és B bekovetkezik. Jelolés A4- B. :

...................................................................................................

PL: A 3. példaban az A4-B esemény azt jelenti, hogy paros szamot és
primszamot dobunk, azaz A-B ={2}.

y w Usfinido Az A és B esemény egymast kizarja, ha egyszerre
: nem kovetkezhet be, azaz 4- B = Q. E

...................................................................................................

1.9. abra ,,Hatha most paros prim- : PL.: A 3. példaban az 4 és C egymast kizaré események.

szamot dobok!”
t@ Vsfinfdd  Események Kkiilonbsége: A— B = A\ B. Tehat az
: A és B események kiilonbsége az az esemény, amely pontosan akkor :
i kovetkezik be, mikor 4 bekovetkezik, de B nem. Jelolés A4\ B.

...................................................................................................

I[l Pl.: A 3. példaban 4 — B esemény azt jelenti, hogy olyan paros szamot
dobunk, amely nem primszam, azaz 4 — B = {4, 6}.
Ez alapjan 4=T— 4.

|

:% ~ % ﬂ" Mivel az események kozotti miiveleteket visszavezettiik a halmazok

s kozotti miiveletekre, ezért a 9. osztalyban tanultak alapjan igazak az
il =, -y ol 3 . ” . . 4

,JQ’-( . i"ﬁ, alabbi miiveleti tulajdonsagok:

b L

—‘Q‘s

............................................................................................

1.10. abra Egymast kizdrd ese- \ = étel Legyen T egy eseménytér, A, B, C pedig tetszéle-
mények ges esemény 7-n!
i A+B=B+A4 (Az események kozotti 6sszeadds miivelete kom- :
mutativ miivelet.)
(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C (Az események kozotti
Osszeadas miivelete asszociativ miivelet.) ;

A+A=4 E
A+ = A4 (A lehetetlen esemény egységelem az Osszeadasra
nézve.) 3

A-B=B-A (Az események kozotti szorzas miivelete kommu-
tativ miivelet.)
(4-B)-C=4-(B-C)=4 B-C (Az események kozotti szorzas :
miivelete asszociativ miivelet.) E

?

A-A=A4
A- D =D (A lehetetlen esemény zéréelem a szorzasra nézve.)
A+B=A4-B
‘ ~_ _ _ (de Morgan-azonossagok)
- ] B=A+B ;
1.11. 4bra Augustus de Morgan N ————— .
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. AL udlds A jelentse azt az eseményt, hogy egy csomag ma- :

tgyar kartyabol kihuzott lap zold, a B azt, hogy figura, C azt, hogy
 also. Mit jelent az :
ta) A+B  b) 4B ¢) B+C

id) B-C e) 4-C f) A— B esemény?

Megoldas:

a) Az A+ B esemény azt jelenti, hogy zold lapot vagy figurat htizunk,
azaz

A+B= {z7, 78, 79, 710, ZA, ZF, ZK, ZA, PA, PF, PK, PA,
MA, MF, MK, MA, TA, TF, TK, TA},

ahol a zarojelben a megfeleld lapok roviditései szerepelnek.
b) Az 4-B esemény azt jelenti, hogy z6ld lapot és figurat htizunk, azaz

A-B={ZA, 7F, ZK, ZA}.

¢) Mivel az als6 egyben figura is, ezért C c B, igy B+C =B.

d) Az elézéek miatt B-C = C.

e) Az A-C azt jelenti, hogy z6ld lapot és alsot huzunk, azaz a zold

alsot huzzuk.
A-C= {ZA}.

f) Az A— B esemény azt jelenti, hogy olyan z6ld lapot hiizunk, amely .
nem figura, azaz A—B = {Z7, 78, 79, ZIO}. 1.13. 4bra A magyar kartya lapjai

¥ 4

1. Adjuk meg az aldbbi eseményekhez tartozd elemi események halmazat és az események komple-
menterét!
A: egy érmét haromszor egymas utan feldobunk, és lesz a dobasok kozott legalabb két fej.
B: egy szabalyos dobdkockaval primszamot dobunk.
C:az 1, 2, 3 szamok véletlen sorrendje esetén az 1-es és a 2-es egymas mellé kertil.
D: egy szabalyos dobokockaval 3-nal kisebb szamot dobunk.
E: egy szabalyos dobdkockéval kdbszamot dobunk.

2. Jelentse A4 azt az eseményt, hogy egy kockaval kétszer egymas utan dobva és a kapott szamokat
egymas mellé irva a keletkez6 kétjegyii szam 3-mal oszthatd. Jelentse B azt az eseményt, hogy egy
kockaval kétszer egymas utan dobva és a kapott szamokat egymas mellé irva a keletkezd kétjegyti
szam 2-vel oszthato. Mit jelent az

a) A+B b) A-B ¢)A-B d) A e A+B ) A-B
esemény?

3. Legyen A4 az az esemény, hogy egy pakli magyar kartyabol véletlenszertien kihtzott lap piros, B az
az esemény, hogy z6ld, C pedig az, hogy figura. Mit jelent az

a) (A+B)-C b) A+B-C c) A-B+C d) 4-(B+C)
e) 4-B-C f) A+B-C g) A-B-C esemény?

195

Matematika_11_tk.indb 195 2011.05.27. 13:55:21



2RI aSSZIKUSVA1 OSZANUSEY) SNOU el AV SsZat BV ESESE AV ELS]

10. osztalyban mar foglalkoztunk az események valoszinliségével,
Relativ melyhez tapasztalati Gton jutottunk el. Ha egy kisérletet n-szer végre-
hajtunk, és kozben egy esemény k-szor bekovetkezik, akkor a k-t az

gyakorisig? / { Valosziniiséq!

esemény gyakorisaganak, a — hanyadost az esemény relativ gyako-
n

risaganak nevezziik. Minél tobbszor végezziik el a kisérletet, annal na-
gyobb eséllyel lesz az esemény relativ gyakorisaga egy az eseményre
jellemzd, [0,1] intervallumba esd szam ,kozelében”. Kordbban ezt a
szamot neveztiik az esemény valosziniiségének. fgy tapasztalat utjan
kaptunk egy nem tl pontos, de szemléletes valdszinliségfogalmat.
A tovabbiakban nézziik meg, hogy a gyakorlati tapasztalatok alapjan
milyen tulajdonsagokat varunk el a valoszinliségtol!

\q“.' ). yilits Dobjunk fel egy szabalyos dobokockét szizhar- |
2.1. dibra A nagy szamok tapasz- - | mincotszdr! Az 4 esemény jelentse azt az eseményt, hogy 1-est, a B :
talati torvénye : azt, hogy 2-est, a C azt, hogy 3-nal kisebbet, D azt, hogy 3-nal nem :
i kisebbet, az E azt, hogy 7-nél kisebb pozitiv egész szamot és végiil :
: az F azt, hogy negativ szdmot dobunk!
: Adjuk meg 30, 60, 90 és 135 dobas esetén az el6z6 események
i gyakorisagat és relativ gyakorisagat! :

Megoldas:

Egy alkalommal elvégezve a kisérletet az alabbi eredmények adodtak.
Készitsiink tablazatot!

S RN I I R IS R e I
n n n n n n

30 5 0,16 5 0,16 10 0,3 20 0,6 30 1 0 0
60 11 0,18 9 0,15 20 0,3 40 0,6 60 1 0 0
90 16 0,17 14 0,15 30 0,3 60 0,6 92 1 0 0
135 27 02 26 0,159259 53 0,39259 82 0,607 135 1 0 0

2.2. abra A kisérleti eredmények

Mivel C= A+ B és A-B =, azaz A és B egymast kizaro események,

k. k, k
igy nem meglepd, hogy k. =k, +k, és ~=—2+-L_ A Cés D ese-
n o n n

mények egymas komplementerei. Ennek megfeleld a tapasztalatunk is,
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k k,
L =1--X. Az E esemény az eseményteret
n n

adja, azaz biztos esemény, melynek relativ gyakorisaga 1, mig £’ lehe-
tetlen esemény, melynek relativ gyakorisaga 0.

ugyanis k, =n—k. és

Az eldz6 példa is sugallja, hogy az alabbi tulajdonsagokat varjuk el a
valdsziniiségtol:
Bdrmely esemény valésziniisége [0,1] intervallumba esd szam le-
gyen, azaz 0< P(A4)<1!
A biztos esemény valosziniisége I legyen, azaz P(1)=1!
Ha A és B egymast kizaro események, akkor dsszegiik valosziniisége
egyenld valosziniiségeik dsszegével, azaz P(A+ B)=P(A)+ P(B).
A lehetetlen esemény valoszintisége 0, azaz P()=0.
Ha A egy tetszoleges esemény, akkor P(Z) =1-P(4).
A valészintiség fogalmanak preciz meghatéro%ésa Andrej Nyikolajevics
Kolmogorov (1903—-1987) nevéhez flizédik. O az elsé harom tulajdon-
sagot axiomaként fogalmazta meg, melyekre tdmaszkodva be lehet bi-
zonyitani a maradék két tulajdonsagot.

10. osztalyban mar jo néhany példan keresztiil megismerkedtiink a va-
16szintiség-szamitas klasszikus modelljével. Az alabbiakban elevenit-
stik fel az ott tanultakat!

w Z,uzld:  Egy szabalyos dobokockat kétszer egymas utan
i Teldobunk, majd a dobdsok eredményét leirjuk egymas mellé. Mek- :
i kora annak a valoszinlisége, hogy olyan kétjegyli szamot kapunk, !
melynek elsé szamjegye kisebb a masodiknal? 5

Megoldas:

Legyen A4 a vizsgalt esemény! A kisérlethez tartozé eseménytér elemi
eseményei olyan rendezett szamparok, melyek els6 tagja az elso dobas,
masodik tagja a masodik dobas eredménye. Mivel mindkét dobas ki-
menetele hatféle lehet, igy az eseményteret 36 elemi esemény alkotja.
Egy szabalyos dobokocka ugyanakkora eséllyel fordul mindegyik ol-
dalara, igy mind a 36 elemi eseménynek ugyanakkora a valoszintisége.
Az ilyen esetekben alkalmazhatjuk a valésziniiség-szamitas klasszi-
kus modelljét. Ennek értelmében, ha az eseménytérhez tartozo elemi
események szama n, és az eseménytérhez tartozo 4 eseményt k elemi
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~
2.3. abra Andrej Nyikolajevics
Kolmogorov (1903—-1987)

{21} {22}
{31} {3;2} {33}
{41} {42} {43} {44}
{51} {52} {53} {5:4} {55}
{6:1} {62} {6;3} {6:4} {6;5} {66}

A z06ld szinnel jelolt részben talal-
hatok az 4 eseményt megvalosito
elemi események. Ezek szama
5+4+3+2+1=15.

2.4. abra A 2. példa kimenetelei

197
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2.5. abra Harom kocka

2.6. abra 9 vagy 10?
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esemény valositja meg, akkor P(4) = E Hatarozzuk meg, hogy jelen
n

esetben mennyi a k értéke! Mivel az egyik szamjegy nagyobb, mint a
masik, igy a két szamjegy kiilonbdzé. Barmely ilyen szampar esetén
azoknak csak egy sorrendje felel meg a feladatnak. Tehat azt kell meg-
hataroznunk, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki a 6 darab szambol

6 .
2 kiilonboz6t. A kivalasztasok szama (2]= % =15. Az 4 esemény
15 5
valészinlisége P(A)=—=—.
ge P(4) 36 12

Ha egy kisérlethez tartozd elemi események szama véges, és azok
egyenld esélyliek, akkor egy 4 esemény valdszinliségét a P(A) =—
n

képlet adja meg, ahol k az 4 eseményt megvalositd, n pedig az ese-
ményteret alkot6 elemi események szama. Ez a valésziniiség-szamitas
klasszikus modellje.

i dobunk, majd a kapott szdmokat dsszeadjuk. 9-es vagy 10-es dssze- :
i get kaphatunk nagyobb valosziniiséggel? :

Legyen A az az esemény, hogy a kapott 6sszeg 9, B pedig az, hogy 10.
Az eseménytér elemi eseményeinek a szama (szokas ezt dsszes esetnek
nevezni) 6-6-6 =216, melyek mindegyikének ugyanakkora a valoszi-
nlisége, tehat alkalmazhatjuk a klasszikus modellt. Készitsiink egy-egy
tablazatot (2.7. abra), amelyben feltlintetjiik, hogy a 9-es és a 10-es
0sszeg hanyféleképpen allithat6 elé harom ,,kockaszam” 6sszegeként,
figyelembe véve, hogy a kockak kiilonb6z6 szintiek.

Megoldas:

A dobott szamok Elemi események A dobott szamok Elemi események
Osszege 9. szama Osszege 10. szama
1+2+6 6 1+3+6 6
1+3+5 6 1+4+5 6
1+4+4 3 2+2+6 3
2+2+5 3 2+3+5 6
2+3+4 6 2+4+4 3
3+3+3 1 3+3+4 3

z: 6 x: 25 z: 6 x: 27

2.7. abra A kisérlet jellemz6i
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27 1

. 25
Igy P(A)=—— és P(B)=——=—, tehat 10-es Gsszeget kaphatunk
gy()216 ()2168 get kap

nagyobb valdszintiséggel.

10. osztalyban mar emlitettiik Toscana hercegének problémajat, ugyan-
is megfigyelései szerint harom egyforma kockaval dobva gyakrabban
jon ki a 10-es 6sszeg, mint a 9-es, pedig mindkettd hatféleképpen all
el6 ,,kockaszamok” dsszegeként. Ez is jelzi, hogy nem mindegy, milyen
matematikai modellt alkalmazunk a gyakorlati problémék leirdsara.
A valosagban két kocka mindig kiilonbozo, fiiggetleniil attdl, hogy meg
tudjuk-e kiilonboztetni azokat egymastol.

-"'L:.l!r‘* ) i ¢ 2.8. abra Toscanai t4j
M A ualds  Egy 32 lapos magyar kartyabdl kihuzunk egy lapot. :
i ) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a kihtizott lap z61d? :
i b) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a kihuzott lap figura? .
i ¢) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a kihuzott lap z61d figura? !
i d) Mekkora a valdszintisége annak, hogy a kihuzott lap z6ld vagy :
i figura? 5

Megoldas:

a) Jeloljiik A-val azt az eseményt, hogy a kihuzott lap zold. Mivel bar-
melyik lapot ugyanakkora valdszintiséggel huzhatjuk, alkalmazhatjuk a
klasszikus modellt. Az 6sszes eset szdma 32. Mivel 8 z6ld lap van, azért

a kedvezd esetek szama 8. Igy P(4) = % = i

b) Jeldljiik B-vel azt az eseményt, hogy a kihuzott lap figura. Most is
alkalmazhatjuk a klasszikus modellt. Az 6sszes eset szama 32. Mivel 16
16 1
32 2
c) Ez az esemény az 4 és B események szorzata, mint arrol az el6z6
lecke 4. példajaban mar meggy6zodtiink. A kedvezd esetek szdma 4, az

Osszes eset 32, igy a klasszikus modell alapjan P(A-B) = 41

32 8
d) Ezaz esemény az 4 és B események dsszege, mint arrol az el6zo lecke
4. példajaban is meggy6zodtiink. A kedvezo esetek szama 20, az dsszes
. . 20 5
esetek szama 32, igy a klasszikus modell alapjan P(A+ B) = oy = . 2.9. 4bra Klasszikus modell

figuras lap van, azért a kedvezd esetek szama 16. igy P(B) =

L

‘;.;I Vegyiik észre, hogy ha az 5. példa a) és b) részében kapott sza-
: mok dsszegébdl kivonjuk ac) részben kapott szamot, akkorad)
rész eredmény¢hez jutunk, azaz P(4+ B) = P(A)+ P(B)—P(A4-B).
Bizonyithat6 az alabbi tétel.
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2.10. dbra Huzzunk egy szamot a
kalapbol!

T
L
L .
b

T

2.11. abra A kartyalapok helyette-
sithetik a cetliket

A esemény

pr——

2

2
1

pr——

3

3
2

B esemény

2.12. abra Néhany példa az 4 és a
B eseményre

Matematika_11_tk.indb 200

Tétel Legyen T egy eseménytér, az 4 és B tetszdleges :
: események 7-n! Ekkor P(A+ B)= P(A)+ P(B)—P(A4-B). (A két:
i esemény Osszegére vonatkoz szitaformula.) :

...................................................................................................

= 3. udlels Otegyforma cédulara felirjuk az 1, 2, 3, 4, 5 szam-
i Jegyeket, ezutédn a cetliket beletessziik egy kalapba. Majd egymas
| utan négyszer huzunk ugy, hogy a cédulakat minden huzés utan visz- :
i szatessziik. A kihuzott szamjegyeket a hlizas sorrendjében egymas
: mellé irjuk.
: a) Mekkora a valoszinlisége annak, hogy a négyjegyli szam tartal- :
| maz 2-es szamjegyet?
i b) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a négyjegyli szam tartal- :
i maz 3-as szamjegyet?
i ¢) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a négyjegyti szam szamje- :

gyei kozott van 2-es vagy 3-as? :
i d) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a négyjegyii szam szdmje- :
i gyei kozott van 2-es és 3-as? :

Megoldas:

a) Legyen A az az esemény, hogy a négyjegyll szam tartalmaz 2-es
szamjegyet! Mivel minden hizés valoszinlisége egyforma, igy barmely
négyjegyll szam egyforma valosziniiséggel johet 1étre. Alkalmazhatjuk
a klasszikus modellt. Egyszeriibb a komplementer esemény valdszinii-
ségét meghatarozni. Az A jelenti azt az eseményt, hogy a négyjegyli
szam nem tartalmaz 2-est. Az Osszes eset 5 =625. Az A szempont-
jabol kedvezd esetek szama 4* =256 , hisz 2-es nem lehet benne. Igy

P(Z)—f—@—o 4096, igy P(A)=1-0,4096 = 0,5904

T = g5 — 0-4096, igy ) ,5904.
b) Legyen B az az esemény, hogy a négyjegyli szam tartalmaz 3-as
szamjegyet. Az el6z6h6z hasonldéan kapjuk, hogy P(B)=0,5904.

c) Ezt az eseményt az 4 és B esemény dsszegeként kapjuk. Valoszintisé-
gét konnyen meghatarozhatjuk, a komplementer esemény valdszintisé-

gébdl. A de Morgan-azonossagok alapjan 4+ B = 4 - B, ami azt jelenti,
hogy nincs benne sem 2-es, sem 3-as. Az ebbdl a szempontbol ked-

4

_— 1

vez( esetek szdma 3' =81, igy P(4+B)= 3—4 = 8L 01296, Tehit
5% 625

P(A+B)=1-P(4+B)=0,8704.

d) Ezt az eseményt az 4 ¢és B események szorzataként kapjuk.

A két esemény Osszegére vonatkozd szitaformula alapjan P(A4-B) =

= P(A)+ P(B)— P(A+ B), igy P(A-B)=2-0,5904-0,8704 = 0,3104.
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i, uiled:s Hét egyforma cédulara felirjuk az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7
szamjegyeket, ezutan a cetliket beletessziik egy urndba. Majd egy- :
i mas utdn Gtszor hiizunk ugy, hogy a cédulakat minden huzas utan :
i visszatessziik. A kihuzott szamjegyeket a huzas sorrendjében egy- :
: mas mellé irjuk. .

Mekkora a valészinlisége annak, hogy az igy kapott Gtjegyli 1 2 3 4 5
i szam els6 két szamjegye paros, a maradék harom paratlan?

Megoldas:

Legyen 4 az az esemény, hogy az 6tjegyii szam els6 két szamjegye pa-

ros. Akarcsak az el6z0 feladatban, most is alkalmazhatjuk a klasszikus

modellt. Az Osszes eset szama 7°. Mivel az elsd két helyre paros, a © 313, abra Egy lehetséges sor-
maradék haromra paratlan szamjegynek kell keriilnie, valamint harom : rend

paros és négy paratlan szamjegy koziil valaszthatunk, igy a kedvezd

2 43
esetek szama 3*-4°. Tehat P(A)= ¥ = ﬂ Ezt a valészinii-
7 16807

3.4 (3Y(4Y)
séget felirhatjuk az alabbi alakban is: P(A4) = E (7) (7) Az

egyes huzasok esetén a paros szamjegy valdszinlisége rE a paratlan

szamjegy¢ g Ha 4, -gyel, illetve A4,-vel jeldljiik azt az eseményt,

hogy az elsd, illetve a masodik helyre paros szamjegyet huzunk, va-
lamint 4,-mal, A4,-gyel és A -tel azt, hogy a harmadik, negyedik és
6todik helyre paratlan szamjegyet, akkor azt kapjuk, hogy

P(A)=P(4 -4, A - A, - A) = P(4) - P(4,)- P(43) P(4,) P(4).

Ilyen esetben azt mondjuk, hogy az 4,, 4,, 4,, A, és A, események
fiiggetlenck. Ennek a fogalomnak a véletlen jelenségek korében az fe-
lel meg, hogy az egyes események nem befolyasoljak egymast, ami
nem meglepd, mert itt sincs hatassal az egyik huzas a masikra.

A esemény

..............................................................................................

ENISHIN

VUsiini<ld  Legyen T egy eseménytér, az 4 €s B pedig olyan : :
:esemény a 7-n, melyekre fennall, hogy P(A4-B)= P(A4)- P(B). Az
11yen eseményeket fiiggetlen eseményeknek nevezzik.

................................................................................................... * 2.14. abra Néhény pelda az A ese-
ményre
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‘Ef 7. udlel Az el6z feladatban mekkora annak a valosziniisé-
ge, hogy a kapott szam két szamjegye paros, harom paratlan?
Megoldas:

Legyen B az az esemény, hogy a leirt 6tjegyli szam két szamjegye pa-
ros, harom paratlan! Hasznaljuk fel, hogy az egyes huzasok fligget-
len eseményeknek tekinthetok! Mivel 6t hely koziil kettdre paros és
haromra péaratlan szamjegynek kell kertilnie, igy az ennek megfeleld

5 L
események szama (2 . Ezek az események paronként kizarjak egy-
mast, ezért a keresett valoszinliség ezen események valoszinliségének

2 3
Osszege. Mivel mindegyiké ugyanakkora, méghozza (7J (7) , ezért

5 2 3
P(B)= 3[4 =370 ~0,3427.
2007 )\7 ) 16807

\%‘;J( 4. pdlds  Mekkora a 7. példdban annak a valsziniisége,
gy a leirt szam jegyei kozott legalabb két paros szamjegy van?

2.15. abra Ok nem fiiggetlenck
egymastol Megoldas:
1. modszer:
Legyen C az az esemény, hogy a leirt 6tjegyli szamnak legalabb két
szamjegye paros! Ez azt jelenti, hogy lehet pontosan kettd, pontosan
harom, pontosan négy és pontosan 6t. Ezek az események paronként
kizarjak egymast, igy valdszintiségeik dsszege megadja a C esemény

A péros valoszintiségét. Hasznaljuk fel az el6z6 feladatban latott gondolatme-
szamjegyek  Valosziniiség netet és szamitasainkat foglaljuk tablazatba (2.16. abra)!
szama Ez alapjan

+ (06 LB

1

(
L 7 2. modszer:
. Szamitsuk kia C esemény valosziniliségét és azt vonjuk ki 1-bdl. A c
[i esemény azt jelenti, hogy legfeljebb egy paros szamjegy van koztiik,
7 azaz egy vagy egy sem.

Készitsiink most is tablazatot (2.17. abra)!

2.16. abra Valosziniségek
202
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d

= r -li*f

Ez alapjan .
A paros

_ 5 0 5 5 1 4 b o
P(C)= SN2 )2 20,2804, tehét P(C)=~0,7106. : szdmjegyek  Valosziniiség
o7 7 1N7 L7 szama

5 3 0 4 5
o )
Az el6z6 feladatokban a szamjegyek paritasa jatszott fontos szerepet, o
ami két allapotot jelent. Ugyanilyen jellegli gyakorlati probléma az, 1 (SJ(EJ (f]
hogy valamely lizemben egy gép altal gyartott munkadarabok lehetnek LR7 )W)
selejtesek, illetve nem selejtesek. Egy mindségi ellendrzés soran nem
tudjak az dsszes terméket megvizsgalni, ezért véletlenszertien kivalasz-
tanak egyet, azt leellendrzik, majd visszateszik, ezutan megint kivalasz-
tanak egyet s igy tovabb. Kozben szamoljak a selejteseket €s statisztikai
modszereket alkalmazva kovetkeztetéseket vonnak le arra vonatkozo-
lag, hogy a gép altal gyartott termékek hanyadrésze selejtes. Mivel az
ellendrzés soran ugy vesziink mintat a gyartott termékekbdl, hogy azo-
kat minden hlizas utan visszatessziik, ezért hivjak az el6z6 feladatokban
alkalmazott matematikai modellt visszatevéses mintavételnek.

2.17. abra Az események valdszi-
nliségei

L]
Vegyiik észre, hogy a 8. példaban latott dsszefiiggésekben
mélyen benne gyokerezik az 1. fejezet 3. leckéjében szerepld

IR ;(JPT(;}Z

N7 7)) N 7

1
[)(3\(4\ (](ﬂ(i\ (E ﬂ\
k7J k7J L7J k7) k7 7) 2.18. 4bra 1dézziik fel a binomi-

alis tételt!

1. Egy dobokockat 6tszor egymas utan feldobunk és a kapott szamjegyeket egymas mellé leirjuk.
Mekkora a valdsziniisége annak, hogy az igy kapott 6tjegyli szam
a) paros;
b) oszthato 5-tel;
c) oszthato 4-gyel;
d) minden szamjegye kiilonb6z0;
¢) van benne azonos szamjegys;
f) tartalmaz 1-es szamjegyet?

2. Anna, Béla, Csaba, Dénes ¢és Elemér moziba mennek, ahol véletlenszeriien {ilnek le egymas mellé.
Mekkora a valoszinlisége annak, hogy Anna és Csaba egymas mellé G1?

3. A 32 lapos magyar kartyabdl kihtizunk harom lapot. Mekkora a valdsziniisége annak, hogy
a) mindharom piros;
b) mindharom 4sz;
c) két piros és egy makk van kozottiik;
d) két asz és egy kiraly van kozottik;
e) van koztiik als6?
203
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4. Egy dobozban 15 izz6 van, melyek 20%-a selejtes. Talalomra kivesziink koziiliik harmat. Mekkora
a valoszinlisége annak, hogy
a) van koztiik selejtes;
b) pontosan egy selejtes van koztiik;
c) mindharom selejtes?

5. Hat egyforma cédulara felirjuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyeket, ezutan a cetliket beletessziik egy
urnaba. Majd egymas utan 6tszor huzunk ugy, hogy a céduldkat minden huzas utan visszatessziik.
A kihuzott szamjegyeket a htizas sorrendjében egymas mellé irjuk.

a) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy a szamjegyek kozott van 1-es?

b) Mekkora a valoszinlisége annak, hogy a szamjegyek k6zott van 4-es?

¢) Mekkora a valdszintisége annak, hogy a szamjegyek kozott van 2-es vagy 4-es?
d) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a szamjegyek kozott van 2-es és 4-es?

6. Egy szabalyos dobdkockat haromszor egymas utan feldobunk, majd a kapott szdmokat dsszeadjuk.
A 7-es vagy a 6-os Osszegnek nagyobb a valdszintisége?

7. Egy szabalyos dobokockat hatszor egymas utan feldobunk, majd a dobasok eredményét egymas

mellé irjuk. Igy egy hatjegyii szamot kapunk.

a) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a hatjegyli szam szamjegyei koziil az els6 ketté prim-
szam?

b) Mekkora a valoszintisége annak, hogy a hatjegy(i szam szamjegyei kozott pontosan két primszam
van?

c¢) Mekkora a valosziniisége annak, hogy a hatjegyii szam szamjegyei kozott legalabb két primszam
van?

BRAKSZorodasimutatol

KORTE Kft. A sokasdgrol gytijtott adatok tablazatba foglalasa, diagrammal torténd
szemléltetése és a szdmsokasag kozépértekei (moddusz, median, atlag)
Gyakorisag : mar sokat elarultak a sokasdg adott ismérv szerinti eloszlasarol. A ko-
zépértékek vizsgalata soran azonban azt is lattuk, hogy ezek az értékek

Netto keresetek
(ezer forintban)

146 1 onmagukban nem jellemzik megfeleldéen a szamsokasagot. A tovabbi-
148 1 akban a szamsokasagok ujabb jellemzdivel fogunk megismerkedni.
149 1

1o ~ Iﬂj 1. udlds AKORTE és az ALMA Kft. dolgozoinak nett6 ke-
151 1 i ‘reseteit a 3.1. és a 3.2. tablazatban tiintettiik fel. §
152 1 . Hatarozzuk meg a sokasagok moéduszait, medidnjait ¢és az 4tla-
154 1 | gokat! ;

3.1. abra A dolgozdk nettd kere-

seteinek gyakorisagi eloszlasa a : Megoldas:

KORTE Kft.-nél A tablazatokbdl jol lathato, hogy mindkét sokasagban a 150 ezer forin-
tos keresetek fordulnak elé legtobbszor, ezért a moduszok egyenldk:
Mo = Mo, ys =150 ezer Ft. Mindkét adatsokasag 10 szambol

KORTE
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all, tehat a median a keresetek nem csokkend sorrendjében, az 6todik ALMA KHt.
¢és a hatodik adat szamtani kdzepével egyenld. A sokasagokban az 6t6- )

. . . , , . . , Netto keresetek .
dik és a hatodik adat is 150 ezer Ft, igy az atlagaik, vagyis a sokasagok (ezer forintban) Gyakorisag
medidnjai: Mey . = Me,;,,, =150 ezer Ft. Az atlagok: 51 1
_ 146 +148+149+4-150+151+152+154 . 52 1

= =150 ezer Ft és

KORTE 10 53 1

S1+52+453+54+2-150+ 246+ 247 + 248+ 249 54 1
X = =150 ezer Ft,

ALMA 10 150 2
azaz az atlagok egyenl6k. Mindkét szamsokasag esetén a modusz, a 246 1
median és a szamtani kozép 150 ezer Ft. 247 1
5 248 1

1w Vegyiik észre, hogy a fenti sokasdgok esetén mindharom 249 1

kozepértek egyenld, ugyanakkor a két sokasagban a szamok  © 3.2, abra A dolgozok netté kere-
eltérnek egymastol, a kozépértékek koriil eltéréen oszlanak el, azaz : seteinek gyakorisagi eloszldsa az
masként szorédnak. Szorédasnak nevezziik az adatok egymashoz : ALMAKft.-nel
viszonyitott kiilonbozoségét, illetve az atlagtol valo eltérését. A szo-
rodast tobbféle, in. mutatészammal jellemezhet;jiik.

A fenti példaban az adatok szorodasanak jellemzésére alkalmas lehet a

legmagasabb ¢és a legalacsonyabb fizetés dsszevetése, a keresetek atlag-

t6l valo eltéréseinek vizsgilata. A KORTE Kft. esetén a legmagasabb és

a legalacsonyabb fizetés kozott minddssze 8 ezer Ft, mig az ALMA Kft. R
esetén 198 ezer Ft a kiilonbség. Ezeket a kiilonbségeket a szorodas ter- p—— -
jedelmének (roviden terjedelemnek) hivjuk. Pontosabban fogalmazva: kozépértekek | | kozépértekek

v Uzilnfdd A szamsokasiag maximalis és minimalis szaima- : Szamtani Mddusz | | Medidn
Tnak kiilonbségét terjedelemnek nevezziik. Jelolése: R. (Matema- ; : | <076p.alag
: tikai jelekkel: R=x,, —x :

min') . 3.3. abra Kozépértékek

...................................................................................................

Elénye, hogy konnyen meghatarozhato, szemléletes. Hatranya, hogy
érzékeny a kiugréan magas vagy alacsony értékekre.

Az adatok atlagtol vett eltéréseinek 6sszege nulla. Emiatt amikor az
adatoknak az atlagtol valo kiilonbozdségét vizsgaljuk, praktikus az ada-
tok atlagtol vett eltéréseinek abszolut értékeivel szamolnunk. Ezen ab-
szolut értékek szamtani kozepét atlagos abszoliit eltérésnek nevezziik.

Usilifadd  Atlagos abszoliit eltérésnek nevezziik a szamok
Tvalamelyik statisztikai kozéptdl, példaul az atlagtol vett kiilonbsé- :
: geinek abszolut értékeibdl szamitott szamtani kdzepet. Jeldlése: &. :
(Matematikai jelekkel: x,,x,,...,x, szdmsokasag atlagos abszolut

[, —%|+[x, = ¥|+...+]x, - | ]

: eltérése & =

...................................................................................................

3.4. abra Terjedelem
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Foglaljuk tablazatba az adatok szamtani kdzéptdl (atlagtol) vett kiilonb-
ségeinek abszolut értékeit!

X, £ — —
(Nett6 keresetek ezer Ft-ban) (Gyakorisag) |xi a x| /i '|x" a x|
146 1 4 4
148 1 2 2
149 1 1 1
150 4 0 0
151 1 1 1
3.5. abra A két vallalat 152 1 2 2
154 1 4 4
Osszesen 10 — 14
3.6. abra KORTE Kft.
X. 7 - —
(Netto keresetelk ezer Ft-ban) (Gyak{;riség) |x" a x| S |x" a x|
51 1 99 99
52 1 98 98
53 1 97 97
54 1 96 96
150 2 0 0
246 1 96 96
3.8. abra , Keresem a keresetem” 247 1 97 97
248 1 98 98
249 1 99 99
Osszesen 10 - 780

3.7. dbra ALMA Kft.

A tablazatok alapjan az 4tlagos abszolut eltérés a KORTE Kft. esetén
Oxerte = 1,4 ezer Ft, az ALMA Kft. esetén d,,,,, = 78 ezer Ft. Ez azt
jelenti, hogy a KORTE Kft. esetén a keresetek atlagosan 1,4 ezer Ft-
tal, az ALMA Kft. esetén atlagosan 78 ezer Ft-tal térnek el a keresetek
atlagatol (a 150 ezer Ft-tol).

Ha a nagyobb eltéréseket hangsulyozni szeretnénk, akkor az ada-
tok atlagtol vett eltéréseinek négyzeteivel szamolunk. Ezen négyzetek
szamtani kozepének négyzetgydke éppen az eltérések négyzetes koze-
pe, amelyet szérasnak nevezziik. A széras a szorodas legfontosabb
mérdszama.

i/ Dafinidd  Szérasnak nevezziik a szamsokasag szamainak :
i a szamtani kozéptol vett kiilonbségeinek négyzetes kozepét. Jelo- :
i lése: o vagy D. (Matematikai jelekkel: az x,,x,,...,x, szdmsokasag :

B — — o
i o [T rarls Y |

n

3.9. abra Szoras IS ;
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A szoras az adatoknak az atlagtol vett négyzetes eltérését mutatja meg.

w Dailnfdd A szoéras négyzetét szorasnégyzetnek (varian- :
cianak) nevezziik. Jelolése: o* vagy D> :

...................................................................................................

)

Foglaljuk tablazatba az adatok szamtani kdzéptdl (atlagtol) vett kiilonb-
ségeinek négyzeteit (3.10. és 3.11. abrak)!

X, ;

(Netto keresetek (Gyak{;riség) x-% (x-X )2 S (x,—x )2
ezer Ft-ban)

146

148

149

150

151

152

154
Osszesen 10 — — 42

3.10. abra KORTE Kft.

e e " e e

% ﬂ-
(Nett6 keresetek ~ (Gyakorisag) x,-X (x,—-X )2 fi(x,—-x )2
ezer Ft-ban)

51 1 -99 9801 9801
52 1 —-98 9604 9604
53 1 -97 9409 9409
54 1 -96 9216 9216
150 2 0 0 0
246 1 96 9216 9216
247 1 97 9409 9409
248 1 98 9604 9604
249 1 99 9801 9801
Osszesen 10 = = 76060

3.11. abra ALMA Kft.

3.13. abra Eltérés 2.

A tablazatok alapjan a szorasnégyzet a KORTE Kft. esetén
& worre = 7606 (ezer Ft), az ALMA Kft. esetén o°,, ,,, = 4,2 (ezer Ft).
A szoras a KORTE Kft. esetén oy, = 87,21 (ezer Ft) az ALMA
Kft. esetén g, = 2,05 (ezer Ft) Mivel a két adathalmaz atlaga meg-
egyezik, ezért a szoérasok Osszevetésébdl megallapithatjuk, hogy a
KORTE Kft.-nél a keresetek szorodasa nagysagrendben kiilonbozik
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az ALMA Kft. kereseteinek szorodasatol. Az adatok szorodasardl a
szoras és az atlag hanyadosa is sokat elarul. Ezt az aranyt relativ szo-
rasnak hivjuk és altalaban %-ban adjuk meg. A fenti két adathalmaz

relativ szorasa: X0t - 8721 ggo o Tawn 205 100 pggs.
'xKORTE 150 'xALMA
ul a cj’*ﬂ ~1% azt jelenti, hogy az ALMA Kft. keresetei az atlagtol
'XALMA

(a 150 ezer Ft-t6l, a 100%-t61) atlagosan 1%-kal térnek el.

314 dbra Assords 0 g s e s e s,
w Uzilnido  Pozitiv szamokbol all6 szamsokasagok esetén a :
©8z6ras és a szamtani kozép hanyadosat relativ szérasnak nevez- :

ziik. Jelolése: v =<

=

...................................................................................................

Ez a dimenzi6 nélkiili mutaté alkalmas kiilonbdz6 mértékegységii ada-
tok szorodasanak dsszehasonlitasara.
Konnyen belathato, hogy egy szamsokasag atlagos abszolut eltéré-
sének €s a szorasanak értéke
csak akkor egyenl6 0-val, ha a szamsokasag azonos szamokbol all.
|c| -szeresére valtozik, ha a szamsokasag szamait megszorozzuk c-vel.
nem valtozik meg, ha a szdmsokasag szamaihoz ugyanazt a szamot
hozzaadjuk.
koziil a szoras értéke nem kisebb. (A szamtani kdzép €s a négyzetes
kozép kozotti osszefliggés alapjan: 6 <o)

s Vegyiik Ezre, hogy a szoras kiszamitasat megkéglylthetl, ha
a o =vx’—Xx azonossagot alkalmazzuk, ahol x* a szdmok

négyzeteinek atlaga és X° a szamok atlaganak négyzete.

“ o 2 uill Egy tejesflakon téglatest alaku, az alaplapjéanak :

i clei 8 cm és 6,25 cm. A flakon magassaga 21 cm, az eléirt mennyi- :
| ség betdltése esetén 20 cm magassagig van tele. A gyartasi folyamat
4 : ellenGrzése soran 16 mérést végeztek. Négyszer 20,2 cm, haromszor |
i 20,6 cm, Gtszor 19,8 cm és négyszer 19,4 cm t6ltési magassagot al-

990 5 i lapitottak meg. Szamitsd ki a betoltott tejtérfogat atlagat és szorasat :
4
3

x; f;
(Térfogat, cm’) (Gyakorisag)

970

: a mintéban!

1010
1030
5 c Megoldas:
sszesent A téglatest térfogata: V' =a-b-c, ahol a, b és c a téglatest egy csucsbol
3.15. abra Gyakorisagok kiindulo élei. Innen az eldirt toltési térfogat 1000 cm’, a mintaban levd

flakonok térfogatainak gyakorisagi eloszlasa:
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Az atlag és a szoras kiszamitasahoz bdvitsiik ki a gyakorisagi eloszlas
tablazatat az fx,, az x° ésaz f -x oszlopokkal (3.16. &bra)!

X /i

(Térfogat, om’) (Catiida) S
970 4 3880

990 5 4950
1010 4 4040
1030 3 3090
Osszesen 16 15960
¥ =997,

3.16. abra Tablazat a szorodasmértékekhez

A minta atlaga: ¥ =997,5 cm’, szorasa:

x,.2 f; ~x,.2
940900 3763600
980100 4900500
1020100 4080400
1060900 3182700
- 15927200
5 x* =995450

o =\x? —%* =4/995450-997,5% =~ 21,07 cm’.

A statisztikus altaldban nagyon sok adattal foglalkozik,

ma mar a vizs-

galt sokasagra jellemz6 kozépértékek, mutatok szamitasat szamitogé-
pek segitségével végzik. A kozépiskolaban hasznalatos szamologépek

is lehetdséget adnak bizonyos statisztikai jellemzdok

kiszamitasara.

Az alabbiakban a 2. példaban szereplé adatok szérasanak szamitasat
mutatjuk be 1épésrdl 1épésre, két kiilonbozo ,,logikaju” szamologépen.

Az egyik tipusnal:
Billentytik sorrendben
1. 1épés:
statisztikai
.. z 2ndF
tizemmod o
beallitasa

ATA
91700 x4
DAT/
2ipes: AN ENER
az adatok

. DATA
bevitele o et I IO NN I
DATA
0130

3. 1épés: .
a szoris
el6hivasa

3.17. abra gy szamolhatunk

Matematika_11_tk.indb 209

Kijelzé

STAT

9 3.18. abra ,,A” szamologép

STAT
16

STAT
(21,07~ c)
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3.20. abra ,,B” szamologép

3.21. abra Az adatok feldolgozasa

210
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Egy masik tipus esetén:

Billentytik sorrendben Kijelz6
1. 1épés:

" t‘pt‘k . 1:ab/c 2:d/c
statiszti %1 ) SHIFT MODE 3:STAT 4:Disp
szerkesztd kép- 5.<CONT>
erny6 megjele-
nitése

Frequency?
1:ON  2:0FF
Az “ billentyli megnyomasaval statisztikai modban, a
kijelz6n megjelenik a frekvencia (a gyakorisag) oszlopa.
MODE 1:COMP  2:STAT
3:TABLE
1:1-VAR 2:A+BX
3:-+CX2 4:InX
5:C"X
X__| FREQ
1| ——
2
3
2. 1épés: |y | FREQ
az adatok n n = 2| —

bevitele

N —

oE

Az x oszlopaba az adatok szamértékét

kell bevinni, a FREQ oszlopaba pedig

az adat gyakorisagat. Az oszlopok X  FREQ
mez6i a REPLAY billentyli megfelels [ °™ | *

- Y g 2| 990
iranyba mutat6 nyilanak lenyomasaval X
1010

4] 1030

w A W

érhetdk el.

épés: SHIFT T, 1:Type 2:Data
3. lepeS- i SHIFT Ihl \II S'Ezlj‘t s
statisztikai 1 :Edi :Sum
5:Var 6:MinMax

szamitasi kép-

ermnyo; 1:n  2:X
a szoras elGhi- 3:xon 4:xon-1
vasa
xon
= | STAT
21,07 cm®

3.19. dbra gy is szamolhatunk

2011.05.27.

13:56:38



# o _,f*'_{

-
’-.-"

" 4

1. Adjunk meg két olyan hételemli szamsokasagot, amelynek Me = Mo =X =6! Hatarozzuk meg a
sokasagok terjedelmét, atlagos abszolut eltérését, szorasat, relativ szorasat!

2. Hogyan valtozik az —1, -3, -3, -3, -3, -7, 2, 2, 5, 5, 5, szamokbol all6 sokasag atlaga, modusza,
medianja, terjedelme, atlagos abszolut eltérése, szorasa,
a) ha minden eleméhez hozzaadunk 6-ot?
b) ha minden elemét megszorozzuk 28-cal?

3. Egy osztaly lany és fiti tanuldinak matematika tantargybol elért félévi osztalyzatainak gyakorisagi
eloszlasa:

Osztdlyzatok (x,) 5 4 3 2 1
Gyakorisag ( f;) 3 6 4 2 -

3.22. abra A lanyok osztalyzatainak gyakorisagai

Osztilyzatok (x,) 5 4 3 2 1

Gyakorisag ( f;) 2 5 6 2 -

3.23. 4bra A fitk osztalyzatainak gyakorisagai
Szemléltessiik a matematika osztalyzatok megoszlasat nemek szerint oszlopdiagramon!

Hatarozzuk meg a lanyok ¢és a fitk osztalyzatainak moduszat, medianjat, atlagat!
Hatarozzuk meg a lanyok ¢és a fiuk osztalyzatainak szorodasat jellemz6 mutatokat!

3.24. dbra Az osztaly tanuldi
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% Fuggelek

@ Kiegészités

A hatvanyozas azonossagai tetszéleges R-beli kitevo esetén

(Feltételezziik, hogy az dsszes szerepld kifejezés értelmezve van.)

Azonos alapu hatvanyok: Azonos kitevéjii hatvanyok: A hatvany hatvinyozasa:
a"-a" =a"" a"-b" = (ab)" (a” )m =a""
—=a"" “_(a
b" b
Logaritmus

(Feltételezziik, hogy az dsszes szerepld kifejezés értelmezve van.)

Azonos alapu logaritmusok: log, (xy) =log, x+log, ¥ log, (f )z log, x—log, y
¥
n 1
log, x" =nlog, x log, 4x = —log, x
n
log,a=1 log, 1=0
R, . . - log, x "
Kapcsolat kiilonb6z6 alapu logaritmusok kozott: log, x = 1 log, x=1log , x
0g, a ¢

log, b-log, a=1 a =l
Kozepek
Ha a,,a,,...,a, >0, akkor a

+a,+..+
szamtani kozép: 4, = L7747 Th mértani kozép: G, =4/aa,..q,,
n
. - n , . a +a+..+a
harmonikus kozép: H, = ——, négyzetes kozép: Q = ,|[————*.
S S| 1 " n
—t—t.
a 4 a,

Co212%
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Nevezetes szogek szogfiiggvényei

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
sin 0 — Q ﬁ 1 0 -1 0
2 2
cos 1 ﬁ Q 1 0 —1 0 1
2 2 2
tg 0 ? 1 NE) = 0 = 0
ctg = 3 1 g 0 - 0 -

Statisztikai jellemzok

Terjedelem:
a legnagyobb és a legkisebb adat kiilonbsége.

Atlagos abszoliit eltérés egy adott a szamtél:
A(a)= |x, —a|+|x, —a|+..+|x, — 4| .

n

Atlagos négyzetes eltérés egy a szamtél:

n

>(x,—a)’
N(a)=%.

Empirikus széras a szamtani kozéptol valé atlagos négyzetes eltérés négyzetgyoke:
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% Fuggelek

% Szakkifejezések listaja

abszcissza*® 145  forgasszog szinusza* 92
addicios tételek 123 forgasszog tangense* 93
atlagos abszolut eltérés* 205  fiiggetlen események™ 201
bels6 pont* 174 graf* 31
binomialis egyiitthatd 17 graf éle* 31
binomidalis tétel 28  graf pontja vagy csucsa*® 31
de Morgan-azonossagok 194 haromszog kertilete* 127
egyenes egyenlete™® 155  haromszog koré irt korének sugara* 90
egyszerti graf* 32 haromszog sulypontja* 151
emelkedési szog (elevacioszog) 88  haromszog stlyvonala* 151
esemény* 190  haromszog teriilete* 89
események egyenlosége* 192 haromszog trigonometrikus teriiletképlete* 89
események kiilonbsége* 194 hatvany* 38
események sszege™ 193 hatvanyalap* 68
esemeények szorzata™ 194 hatvanykitevo* 75
esemény gyakorisaga™ 196  hegyesszog koszinusza* 88
esemény komplementere™® 192 hegyesszog kotangense* 88
esemény relativ gyakorisaga™ 196  hegyesszog szinusza* 88
eseménytér* 190  hegyesszog tangense* 88
exponencialis egyenlet* 56  helyvektor* 139
exponencidlis egyenletrendszer 62  hurokél* 32
exponencidalis egyenlotlenség 63 iranyszog* 161
exponencidlis fiiggvény* 50  iranytangens* 161
felezdmerdleges™ 168  irdnytangenses egyenlet™ 162
felezépont* 152 iranyvektor* 160
fokszam* 31 iranyvektoros egyenlet* 160
fokusz 185  ismétlés nélkiili kombinacid 16
forgasszog koszinusza* 92  ismétlés nélkiili permutacio 12
forgasszog kotangense* 93  ismétlés nélkiili variacio 15
214.°°:
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ismétléses permutacio
ismétléses variacio

két pont tavolsaga*

ket vektor hajlasszoge™
kimenetel*

kizaro események™
komplementer graf*
koszinuszfliggvény*
koszinusztétel *
kotangensfiiggvény
kor*

kor egyenlete™

kor kdzéppontja*

kor sugara*®
kozéppontos tiikrozés*
kiils6 pont*
logaritmikus egyenlet*
logaritmikus egyenletrendszer
logaritmikus egyenlétlenség
logaritmus*

logaritmus alapja™
logaritmusfiiggvény *
logaritmus numerusza*
maga utan von*
merdleges*
metszéspont™

n-edik gyok*
normdlvektor*
normdlvektoros egyenlet*
ordinata*

parabola*

parabola paramétere
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13
15
141
118
190
194
35
101
126
103
172
173
173
173
145
174
78
78
78
66
66
69
66
192
&9
147
39
155
156
145
185
185

paratlan fliggvény
parhuzamos*

paros fiiggvény
Pascal-haromszég
ponthalmaz egyenlete*
pont koordinatai*

pont koriili elforgatas™®
potszog szogfiiggvényei
relativ szords*

skalaris szorzat™
szamtani kozép*
szinuszfiggvény*
szinusztétel*

szoras*

szorasnégyzet (variancia)*
tangensfiiggvény*

teljes graf*

tengelyes tiikrozés*
terjedelem™*

tobbszoros el*
tortkitevo™®

tortkitevdjii hatvany *
valos kitevdjii hatvany*
valdsziniiség*
valosziniiség-szamitas klasszikus modellje™
vektor hossza*

vektor koordinatai*
vektor reprezentansa*
véletlen jelenség*
vezéregyenes

vonatkoztatasi pont

102
138
123

24
157
137

92
106
208
119
150
112
128
206
207
102

34
145
205

31

43

43

53
196
197
122

93
118
190
185
149
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Kiadja: Maxim Konyvkiad6 Kft., 6726 Szeged, Fiirj u. 92/b
E-mail: info@maxim.co.hu

Telefon: (62) 548 444

Fax: (62) 548 443

Felelds kiado: Puskas Norbert

Nyomda: General Nyomda Kft., felelés vezetd: Hunya Agnes
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