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Itt a vége!

Tankonyviink a 9., 10. és 11. osztalyosok szamara késziilt kdteteinkre épitve folytatja a megérthetd és
megszerethetd matematika bemutatasat. Ennek az elvont tudomanynak a fogalmait legtobbszor gya-
korlati problémakon keresztiil készitjikk eld, és csak ezutan adjuk meg a pontos meghatarozasukat.
A tételek alkalmazhatosagat is igyekeztiink mindennapi példakon szemléltetni. Boséges feladatanyag-
gal biztositottunk lehetdséget a megszerzett ismeretek elmélyitésére, megszilarditasara.

Tizenkettedikesként az érettségi vizsgara tudatosan €s komolyan kell felkésziilni, csak akkor sike-
riilhet a nagy megmérettetés.

Kotetlink segit a kozépszintli érettségi vizsgara vald felkésziilésben. Az egyes Gjonnan targyalt
anyagrészek elején attekintjiik a sziikséges, korabban tanult ismereteket, majd ezek utan kovetkezik az
Uj anyag targyalasa. Ennek soran a korabbi kdnyveinkben kovetett modszereinket alkalmazzuk. Igyek-
sziink konnyen érthetéek és ugyanakkor pontosak lenni. Sok példat és feladatot kozliink.

A kotetben jelents részt foglal el a rendszerezd 6sszefoglalas, amelyben a korabbi években tanult
anyagot ismételjiik at. Tekintettel arra, hogy a kozépszintli érettségi vizsgan a szamonkeérés elsdésorban
feladatokon keresztiil torténik, ezt az attekintést is kidolgozott példak segitségével végezziik el. A pél-
dakhoz kotddéen hivjuk fel a figyelmet a megoldashoz sziikséges elméleti ismeretanyagra. Ugy véljiik,
hogy ez a modszer lehet az eredményes felkésziilés biztositéka.

Hangsulyozzuk, hogy a legjobb konyv sem lehet egyediili eszkdz az érettségi bizonyitvany meg-
szerzésében. A lelkiismeretes tanulast nem potolhatja semmi!

Kivanjuk, hogy kdnyviink minél tobb segitséget adjon ehhez a lelkiismeretes tanulashoz!

A Szerzok és a Kiado

Hogyan hasznaljuk?

. . . . . oo oo . . . eeecccceccccee

Tankonyviink a kdzépszintl érettségi vizsga kdvetelményeinek megfeleléen késziilt. Az els¢ harom
fejezetben 0j ismeretek szerepelnek (Sorozatok, Térgeometria, Logika). Ezekben a leckék a korabbi
kotetekben megismert modon épiilnek fel. Az 0j fogalmakat példakon keresztiil vezetjiik be, és csak
ezutan kovetkezik a pontos meghatarozasuk.

A 12. osztalyos tanulmanyok {6 céljara koncentralva nagy figyelmet forditottunk az ismétlésre mar az
els6 harom fejezetben is. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az els6 harom fejezet anyagat, és az ott atismételt
korabbi ismereteket jol jegyezziik meg, mert azok sziikségesek a késdbbiekben és az érettségi vizsgan is.

A negyedik fejezetben (Rendszerezo dsszefoglalas) a korabbi évek anyagat ismételjiik at —a kdzép-
szintli érettségi vizsga elvarasainak megfelelden — példakhoz kapcsolva. Erdemes a kidolgozott példa-
kat egyediil megoldani, ha sziikséges atismételni a hozza kapcsolodo elméleti ismereteket, és csak akkor
megnézni a megoldast, ha ezutan sem boldogulunk vele. Az egyes leckék utan ,,0ldjuk meg!” cimmel
feladatokat talalunk, ezeket a tananyag elmélyitése céljabol 6nalldan érdemes megoldani.
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_ 1, u3lda A tananyagban szerepld kidolgozott kézépszintii : i A kordbban tanult definiciok
- példakat z5ld hattérszind keretbe foglaltuk. L a sdrga szivaccsal megjeldlt

e 3 tabldkon olvashatoak.

Kozvetleniil a kidolgozott példak alatt szerepel azok részletes megoldasa, =
melynek sordn félkovér kiemelésekkel hivtuk fel a figyelmet az Gjonnan $
megjelend fogalmakra, megallapitasokra, médszerekre.

T — -} A korabban tanult tételek a
Uzilifelo Az 0j fogalmakat Definicié cimszo alatt sirga : i parancssarga szivaccsal meg-
attérszind keretbe foglaltuk. It irtuk le a fogalmakkal kapcsolat- & jejs1t tablakon olvashatoak.

: ban hasznalt matematikai jeloléseket is. Ezeknek a pontos ismerete :
mmdket szintli érettségi esetén alapkovetelmény. 5 ﬁt

............................................................................................
'

A tételeket, azonossagokat, tulajdonsagokat na-
: rancssarga hattérszinii keretben fogalmaztuk meg. A tételek ismerete :
i mind kozép-, mind emelt szintii érettségi esetén elengedhetetleniil : P i

A korabban tanult egyéb isme-
retek a barna szivaccsal meg-
jelolt tablakon olvashatoak.

i fontos. ; P

L 3 Y

.................................................................................................. o :-_-I--.i-
—-ﬁ

i o : A matematikai miiveltség fontos részét képezi a matematika-

torténet ismerete, emellett ez a teriilet sok érdekességet is rejt 3

magaban. Ezért egy-egy anyagrészhez kapcsolodoan matematikator-
téneti érdekességek jelennek meg krémszint hattérrel.

&
- Vegyiik észre! Ezek a részek bizonyos fogalmak hasznalatara ¢

hivjak fel a figyelmet, mik6zben hasznos tanacsokat nytjtanak
a feladatok megoldasahoz, az Gsszefiiggések megértéséhez. A fontos

észrevételeket sziirke hattérszin(i keretben fogalmaztuk meg.

A tankdnyvben szerepld szakkifejezéseket a kotet végeén gytijtottiik ossze. Ddlt betiikkel jelenitet-
tiik meg a 12. osztalyban tanult fogalmakat. Ezeknek a fogalmaknak az ismerete kovetelmény a kozép-
szintll érettségi vizsgan, tehat ez a szakkifejezés-gyilijtemény segédeszkodz lehet az érettségi vizsgara
valo késziilésben.
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1.1. A szamsorozat fogalma

1.1. abra Bélyegsorozat

VA
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501 2 3 4 5

1.2. abra Az a fuggvény grafi-
konja

1.3. abra A b fiiggvény grafikonja

10
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A hétkdznapi életben sokszor el6fordul a sorozat szo Osszetett sza-
vak egyik tagjaként, pl. tévésorozat, sorozatgyartas, bélyegsorozat
(1.1. abra), sorozatszam, sorozatgyilkossag stb. Ezek alapjan olyan
kép alakult ki benniink, hogy a sorozat bizonyos dolgok egymasutanja,
tehat a szamsorozat is szamok egymasutanisagat jelenti. Ez azonban
matematikai szempontbol még nem preciz fogalom. A definicié megfo-
galmazasa el6tt nézziink néhany példat!

wooee . pdliy Legyen adott az a:7Z" - R; a(n)=5n-3 fiigg-
i vény! Adjuk meg az a fiiggvény 6t legkisebb fliggvényértékét!

Megoldas:

Az a figgvény hozzarendelési szabalya egy pozitiv meredekségii els6-
foku fiiggvény hozzarendelési szabalyaval egyezik meg. 9. osztalyos
tanulmanyainkbol tudjuk, hogy ez a fiiggvény szigorian monoton no-
vekvd, igy a legkisebb fiiggvényértékek az értelmezési tartomany leg-
kisebb értékeihez tartoznak. Tehat a keresett szamok (1.2. abra):

a(1)=2, a(2)=7, a(3)=12, a(4)=17, a(5)=22.

\b@- 4. uilda  Legyen a b fiiggvény értelmezési tartoméanya a |
D, =7Z" halmaz! A b figgvény rendelje hozzd minden ne D,
\ szamhoz a 4" utols6 szamjegyét! :
: a) Adjuk meg a fiiggvény értékkészletét! ;
: b) Milyen szamjegyre végzddik a b(2010)+b(2011)+b(2012)

0sszeg? :

Megoldas:
a) Szamitsuk ki az elsé 6t pozitiv egész szamhoz tartozo fiiggvényér-
téket!

b(1)=4, b(2)=6,b(3)=4, b(4) =6, b(5) =4.

Azt latjuk, hogy a 4-es és a 6-os szamjegy ismétlodik, méghozza paros
kitevo esetén a végzddés 6, paratlan esetén 4. Ez nem meglepd, mivel
két pozitiv egész szam szorzatanak a végzodése egyenld a két végzodés
szorzatanak a végzodésével, és a 4 minden pozitiv egész kitevojii hatva-
nya a nala eggyel kisebb kitevdjii hatvanyanak négyszerese. Ez alapjan a

fliggveény értékkészlete az R, = {4, 6} halmaz (1.3. abra).

2015.07.07.
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b) Mivel két pozitiv egész szam Osszegének a végzddése a két végzodeés :

Osszegének a végzodésével egyenld, ezért az a) részben leirtakat is fi-
gyelembe véve a b(2010)+5(2011)+5(2012) dsszeg végzbdése 6.

‘r;,é\

Az egyes helyeken felvett fliggvényértékeket az 1.4. dbran lathaté mo-
dokon is megadhatjuk.

Ezzel két rendezett szamotost kaptunk, melyet 6ttaga sorozatnak
neveziink. A két példaban szerepl6 fliggvény viszont végtelen sok tagot
general, melyek végtelen szamsorozatot, vagy roviden szamsorozatot
hataroznak meg.

Usfini<ld A pozitiv egész szamok halmazan értelmezett va-

: 16s érteki fuggvényeket szamsorozatoknak nevezziik. Az n pozitiv :
i egész szamhoz rendelt fiiggvényérték a sorozat n-edik tagja, vagy :
: altalanos tagja, melyet a,-nel jelolink. Az n-et, az adott tag inde-
xenek nevezzik. 3

Az a:7" - R; nt> a(n) fuggvénnyel meghatarozott sorozatot alta-
laban (a,)-nel jeldljik.

1. példa 2. példa
1. lehe- a, =2, b =4,
toség a,=1, b, =6,
a, =12, b, =4,
a, = 17, b4 - 67
as =22 b5 =4
2. lehe- (2,7,12, (4,6,4,
toség 17, 22) 6,4)

1.4. abra A sorozat megadasanak
lehetdségei

1.2. A szamsorozat megadasa

. eeecccccccoe

Az els6 példaban a szdmsorozatot az a: 7" — R; a(n) =5n-3 fiigg-
vénnyel hataroztuk meg. Ezzel megmondtuk, hogy az n € Z* értékhez
mely szamot rendeljiik hozza. Ez torténhet Gigy is, hogy a sorozat alta-
lanos tagjat, a,-et adjuk meg, pl. a, =5n—-3.

: 3. udlizl Az alabbiakban négy sorozat altalanos tagjat adtuk

: meg. Hatdrozzuk meg mind a négy sorozat elsé ot tagjat! i
: n—1

ra)a,=—;

: n

1)
by b =5 ——1;
e &
c) c, :cos(n‘ﬁj;
: 2

L d) d, =1+243+..+n.

Matematika_12.indb 11
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1.5. abra Sorozatgyartas

1
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1.6. abra Abrazoljuk az
a) a, sorozat,

b) b, sorozat,

¢) ¢, sorozat,

d) d, sorozat els6 5 tagjat!

12
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Megoldas:

a) Az altalanos tagbol Gigy szamolhatjuk ki a sorozat keresett tagjait,
hogy az n helyére beirjuk a megfeleld értéket.

Ez alapjan

1-1 2-1 1 3-1 2 4-1 3
a1:—:0, aZZ—:_’ a3:—:—, a4:—:—’
1 2 33 4 4
5-1 4
ag=——=—.
5 5

b) Az a) részben latottakhoz hasonloan jarhatunk el.
1y 5 1y 5 1y s
bl =5~ —_—— :——, b2 :5‘ —_—— :—’ b3 =5~ —_— :——’
2 2 2 4 2 8
4 5
hos(-4) -2 anes{-] -2
2 16 2 32
)¢ =cos(1-£j=0, c, =cos(2-£}=cosn =-1, ¢ =cos(3-£j
2 2 2

¢, =cos[4-%)=cos(2n)=1 és ¢, =cos[5-§j=0.

d) Az elsé tagot ugy kapjuk, hogy az Osszeg elsd tagjat vesz-
sziik, igy d, =1. A masodik esetén az Osszeg elsdé két tagjat kell

1]
=

tekinteni, igy d, =3. Ezt a gondolatmenetet folytatva kapjuk,
hogy d,=1+2+3=d,+3=6, d,=1+2+3+4=d,+4=10 ¢és
dy=1+2+3+4+5=d,+5=15.

5’5-&'\

A 3. példa c) részében a harmadik tagtol kezdve tgy szamoltuk ki az
egyes tagokat, hogy azt visszavezettilk az elézére. Ezt a gondolatot
alkalmazhatjuk sorozatok megadasanal is, melyet rekurziv megada-
si modnak neveziink. Ennek 1ényege, hogy megadjuk a sorozat elsd
néhany tagjat, a tovabbiakat pedig a naluk kisebb indexi tagok segitsé-
gével fejezziik ki.

e :pdlda Irjuk fel az alabbi sorozatok elsé ot tagjat!
a)a =2,a,=a, +5 (n>1);
5 a
b)ag=-=,a =—"L (n>1);
) 4 == = el

n

¢)a=1a,=1a,=a, +a, , (n>2).

Megoldas:

a) Az elsé tagot mar megadtuk, igy szamitsuk ki a masodikat!

A rekurzid alapjan a, =a, +5=2+5=7, a,=a,+5=T7+5=12,
a,=a,+5=12+5=17, a;=a,+5=17+5=22.

2015.07.07.
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b) Az a) részben latottakhoz hasonldan jarhatunk el.

3 Bl
4 2.3 o __4__3
a, = - = U3 = - = >
2 2 4 2 2 8
3 S
4 8_3 % 16_ 3

2 2 16 T 2T T T T
c) Ebben a feladatban az els6 két tag adott, és a harmadik tagtol kezd-
ve minden tagot a kdzvetleniil eldtte allo két tag segitségével fejeziink
ki. A rekurzio alapjan a, =a, +a, =1+1=2, a,=a,+a, =1+2=3,

;ﬁ

Az a,=1,a,=1,a,=a, +a,, (n>2) rekurzidéval megadott soro-
zatot Fibonacci-sorozatnak nevezziik. A Fibonacci-sorozatnak nagyon
gazdag irodalma van, hisz a Fibonacci-szamok megjelennek a kombi-
natorikdban, az informatikdban, a természetben (1.8. 4bra), s6t még a
zenében is. Az érdekl6ddk sok hasznos és érdekes informaciot talalhat-
nak a témaval kapcsolatban az interneten.

as=a,+a, =2+3=5.

1.7. abra Leonardo Pisano
(Fibonacci) (1170-1250)

i’;x Vegyiik észre, hogy a 4. példa a), illetve b) részében megadott

sorozat elsd ot eleme megegyezik az els6 példaban, illetve a

3. példa b) részében megadott sorozat elsé 6t elemével. Be lehet bi-

zonyitani, hogy ezen sorozatok azonos indexti tagjai egyenlok, azaz
a sorozatok azonosak.

o J,udlds Legyen adott az

a  +1
a=1,a=2a, =""—
] an—Z

i rekurziv sorozat! Hatarozzuk meg a sorozat 2012. tagjat és az elsé :

: 99 tagjanak az dsszegét!

Megoldas:
Hatarozzuk meg a sorozat elsé néhany tagjat, hatha azok alapjan tovab-
bi kovetkeztetéseket tudunk levonni!

a, +1 a,+1 a, +1
2 3 4
a3 = P ::3’ a4 = P ::2’ a5 = P = L
! 1 : | ’ 1.8. abra A Fibonacci-sorozat a
a. + a, + .
a, = 5 =1, a, = 6 -2 természetben
a, a

A hatodik tag egyenl6 az els6 taggal, a hetedik a masodikkal, azaz a
hatodik tagtol kezdve a sorozat tagjai ismétlédnek. Az ismétlodo sza-
kasz o6t tagbol all. Ebbdl mar ki tudjuk szdmolni a 2012. tagot, hisz
2012 =402-5+2, azaz a,,, =a, = 2.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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1.9. abra Hogyan szamoljam ki?

Egy peridduson belill a tagok 6sszege 9. Mivel 99 =19-5+4, ezért
az els6 99 tag Osszege Sy, =19-9+1+2+3+2=179.

&’ff\

Az is eléfordulhat, hogy a sorozat megadasa nem teszi lehetdvé tetszo-
leges tagjanak a kiszamitasatpl. a, =a NG végtelen tizedestort-kifejté-
sének n-edik tizedes jegye, vagy a, = az n pozitiv egész szamnal nem
nagyobb primszamok szama.

1.3. A szamsorozatok abrazolasa

ecececcccoe

A szamsorozatokat fliggvényként definialtuk, igy nem meglepd, hogy

az egyik abrazolasi méd a koordinatasikon torténd abrazolas, a masik

v pedig a szamegyenesen vald abrazolas. Az els6 esetben a koordinatasi-

; , 4 kon az A, (n;a,) pontokat vessziik fel, a masodik esetben a szamegye-
05 7 nesen jeloljiik be az a, pontokat.

1.10. abra Az a, sorozat grafikonja

0l05 D N e —
1 Y B Y %:'/ 4. udlds  Abrazoljuk az

n
a,=(-0)"——
E . n+l
i sorozat els6 ot tagjat a
. a) koordinatasikon; b) szamegyenesen!

Megoldas:
A sorozat elsd 6t tagja:
a3 a, a,d, 1 2 3 4 5
0,20 02 a, _5’ a2_§5 a, _Z, a, §5 as _g'
L.11. dbra Az a, sorozat szam- ¢ a) Lasd 1.10. dbra.
egyenesen b) Lasd 1.11. abra.
1.4. A szamsorozatok jellemzése

1.12. 4bra Monoton ndvekedés ¢ |

14
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iia) a,=7n +2;

A fiiggvények jellemzésénél megfogalmazott tulajdonsagok egy része a
sorozatoknal is megjelenik.

=) uild Az alabbi sorozatokban hatirozzuk meg az
i "n+1-edik és az n-edik tag kiilonbségét! 5

b) b _n+3
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Megoldas:
a) Az (a,) sorozat n+l-edik tagja a,, =7(n+1)" +2. Az n+l-edik
és az n-edik tag kiilonbsége
a, —a, =7(n+1)2 +2—(7n2 +2)=7n2 +14n+7+2-7n" -2 =
=14n+7.

Mivel a 14n+7 minden pozitiv egész n esetén pozitiv értékli, ezért

a, <a,,,, minden pozitiv egész n esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy a

n+lo y
sorozat szigorian monoton novekvé. !
b) A (b,) sorozat n+1-edik tagja b,,, = n T , igy az n+1-edik ésaz I
n+ .
n-edik tag kiilonbsége 5 T
n+4 n+3 (m+dHn—-(n+1)(n+3) P >
bn+l _-ZM = - = = 0 1 U
n+1 n (n+Dhn
_n2+4n—n2—4n—3_ -3
(n+1n (n+Dn 1.13. dbra Az a, sorozat grafikonja
Mivel ——— <0, minden pozitiv egész n esetén, ezért b, <b,. Ek-
(n+Dn

kor azt mondjuk, hogy a sorozat szigoriian monoton csékkend.

..............................................................................................

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Usilni€ld Az (a,) sorozat szigorian monoton névekvé, ha
* minden pozitiv egész n esetén a ,<a,,,.

..............................................................................................

Usilnidd Az (a,) sorozat monoton névekvé, ha minden
! pozitiv egész n esetén a ,<a,,,.

...................................................................................................

..............................................................................................

Usflni<ld Az (a,) sorozat szigorian monoton csékkend,
a minden pozitiv egész n esetén a > a,.,.

...................................................................................................

..............................................................................................

1.14. abra Latszolagos valtozas

...................................................................................................

A 7. példa a) részében szerepld sorozatrol megallapitottuk, hogy szi-
gortian monoton novekvd. Emiatt minden pozitiv egész n szam esetén
teljesiil, hogy a, =9<a,, azaz a 9-nél a sorozat egyetlen tagja sem

kisebb. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az (an) sorozat alulrél korlatos,
és a 9 egy alsé korlatja. Természetesen barmely 9-nél kisebb szam is

also korlatja az (a,) sorozatnak.

15
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A 7. példa b) részében szerepld sorozatrdl tudjuk, hogy szigoruan
monoton csdkkend. Ekkor minden pozitiv egész n szam esetén teljesiil,

hogy b, =4>b,, ekkor azt mondjuk, hogy a (b, ) sorozat feliilrél kor-
latos, ¢és egy felsé korlitja a 4. Természetesen barmely 4-nél nagyobb
szam felsd korlatja a sorozatnak. Mivel a (b,) sorozat minden tagja

pozitiv, ezért ez a sorozat alulrol is korlatos. Az ilyen sorozatot korlatos
sorozatnak nevezziik.

VA,

5 \ P .

T Usfluisld Az (a,) sorozat feliilrdl korlatos, ha létezik :
pod | 111 “olyan K valos szam, hogy minden pozitiv egész n esetén a, < K. :

! i A K szamot a sorozat egy felsé korlatjanak nevezziik.

0 ! z 5 R RS AR AR E AR RSN ESEAREEESESEEEERESEERERR R RS

Usfluield Az (a,) sorozat alulrél korlatos, ha létezik olyan :
valos szam, hogy minden pozitiv egész n esetén a, = k. A k szamot :

...................................................................................................

..............................................................................................

...................................................................................................

) Oldjuk meg!

1. Szamitsuk ki az alabbi altalanos taggal adott sorozatok elsd hat tagjat, és abrazoljuk azokat szam-

egyenesen!
a) a, =9—4n; b) bn:n+2; c) Cn:Sin(”'E}
n 3
(-2)’
dyd = ; e)e =1+34+5+...+(2n-1).
3n-2

2. Hatarozzuk meg az alabbi — rekurziv definicioval megadott — sorozatok els6 hat tagjat, és abrazoljuk
azokat szamegyenesen!

a) q, =%, a,=2a, , (n>1) b) b=1,b,=4-b,_, (n>1);
cnfl + cnf

2 (n>2) d)d,=1,d2=4,dn=%(n>2).

n-2

)¢ =2,¢=4c¢=

3a i
3. Legyen adott az a, =1, a, =3, a, === (n>2)! Hatdrozzuk meg a sorozat 2012. tagjat és az
n=2

elsd 32 tagjanak az dsszegét!
4. Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabol az alabbi sorozatokat!

a) a, = 6n—4; b) b, =2-Tn; ¢ ¢ =12
n+4

d) d, =log, n.
16
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5. Adjuk meg az
a) a, =7—3n sorozat egy fels6 korlatjat;
b) a, =2n" +1 sorozat egy alsé korlatjat;

+ .
c)a,= " 'I’ sorozat egy fels6 és egy also korlatjat!

" on+

2. A szamtani sorozat

. udlds  Egy tizem az els6 héten 600 terméket gyart, majd
mmden héten 15-tel tobbet.
: a) Hany hét alatt né 50%-kal a termelés?
i b) Mennyi terméket gyart az els6 8 hét alatt?

Megoldas:
Jelolje a, a kezdeti termékmennyiséget, és a, azt, hogy mennyi ter-

méket gyartanak n—1 hét elteltével! A feladat szerint @, = 600, mig
a, =1,5-600 =900. Hatarozzuk meg az n értékét! Mivel minden héten
15 termékkel tobbet gyartanak, mint az el6z6 héten, ezért a, = 600 +15,
a, =600+2-15, a, =600+3-15, és igy tovabb. Ebbdl mar jol latszik,
hogy a, =600+ (n—-1)15. gy a 600+ (n—1)15=900 egyenlethez ju-
tunk, melybdl azt kapjuk, hogy n—1=20. Tehat 20 hét alatt n6 50%-kal
a termelés.
b) Az a) részben latottak alapjan konnyen kiszamolhatjuk, hogy a 8 hét
mindegyikén mennyi termék késziil az tizemben. Igy

a, =600, a, =615, a, =630, a, = 645,

as =660, a, =675, a, =690, a; = 705.

Ennek a 8 szamnak az Osszege a valasz a b) kérdésre. Probaljuk ezt a
lehetd legegyszeriibben meghatarozni! irjuk le egymas ala a keresett
Osszeget az alabbi modon!

S; =600+615+630+ 645+ 660+ 675+ 690+ 705;

Sy =705+ 690+ 6754660+ 645+ 630+ 615+ 600.

% Vegyiik észre, hogy az egymas alatt allo szamok Osz-
~ szege minden esetben azonos, méghozzd egyenld

600+ 705 = 1305-tel! igy ha 6sszeadjuk a két egyenletet, azt kapjuk,
hogy 2S5, =8-(600+ 705).

S =

M = 4-1305 = 5220.

Tehat 8 hét alatt 5sszesen 5220 terméket gyartanak.

Matematika_12.indb 17

termékek szdma
A
900

800

700

600

500

400

300

200

100

0
12345 n
hetek szdma

2.1. abra Hany hét alatt lesz
50%-o0s a névekedés?

17
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Az 1. példa a) részében egy olyan sorozat tagjait hataroztuk meg, mely-
re teljesiil, hogy a masodik tagtol kezdve barmely tag és a kozvetleniil
elétte allo tag kiilonbsége 15, azaz allando. Az ilyen sorozatot szamta-
ni sorozatnak, a kiilonbséget pedig differencianak nevezziik, és d-vel
jeloljik.

Usiliiddd Az olyan (a,) sorozatot, melyre a masodik tagtol :
 kezdve teljesiil, hogy barmely tagnak és a kdzvetleniil elbtte 4116 tag-
nak a kiilonbsége allando, szamtani sorozatnak nevezziik. Rviden:
i a,—a,, =d=4llandd (n>1), ahol a d szam neve differencia.

...................................................................................................

A definiciobdl kovetkezden egy adott d differenciaju szamtani soro-
zat esetén a, =a,—d (n>1) és a,, =a,+d. Adjuk Gssze ezt
a két egyenletet és fejezziik ki beldle az a,-et! gy kapjuk, hogy

a, = % (n>1). Ez alapjan megfogalmazhatjuk az alabbi té-

n

telt, mely ravilagit a szamtani sorozat elnevezés eredetére.

““ln

Egy szamtani sorozatban a masodik tagtol kezdve :
2.2. dbra A ceruzak hossza szam- ¢ : barmely tag a kozvetleniil eldtte, illetve mogotte allo két tag szdmta- :

tani sorozatot alkot  +a
Lo

ni kdzepével egyenld, azaz a, = % (n>1).

Bizonyithato, hogy ennek a tételnek az alabb megfogalmazott megfor-
ditasa is igaz.

Ha az (a,) sorozat olyan, hogy a méasodik tagtol :

. - a, +a,, . e ]
i minden a, tagra teljesiil az a, = —~—"=1 §sszefliggés, akkor az :
i (a,) sorozat szamtani sorozat.

Ahogy az 1. példa a) részében kifejeztiik az a,-et az n és a differencia
segitségével, ugyanigy ezt minden szamtani sorozat esetén is megte-
2.3, ibra Hany szm alatt laknak he’:tjuk. Ez’t fc’)galme’tzza meg az alabt?1 tet?l, ’m.elynek bizonyitdsa az 1.
a 261d haz lakoi? példa a) részében latottakhoz hasonldan torténik.

©00000000000000000000000000000009°9001000000000000000000000000000000039°7010000000000000000000000000000000000000000000000000

Ha (a
tag]a a, =a, +(n—1)d, ahol a, a sorozat elsé tagja, d pedig a d1f-

) szamtani sorozat, akkor a sorozat n- edik

n

ferenmaja

...................................................................................................

18
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Az 1. példa b) részében az ott szereplé szamtani sorozat elsé 8 elemé-
nek 0sszegét hataroztuk meg. Az ott latott gondolatmenetet alkalmazva
meghatarozhatjuk egy szamtani sorozat elsé n tagjanak az Gsszegét —
tehataz S, =a, +a, +a, +...+a, Osszeget — az alabbi modon.

...........................................................................................

Ha (a,) szamtani sorozat, akkor az els n tagja-

al+an

nak Osszegétaz S, = -n képlettel szamolhatjuk ki.

...................................................................................................

Hafelhasznaljuk, hogy a szamtanisorozatn-edik tagja a, = a, +(n—1)d,
akkor az els6 n tag Osszegére a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:
a +a, e 2a, +(n—-1)d .

S =
2 2

2, udld: Az alabbi sorozatok koziil melyik szamtani soro-
: zat? Hatarozzuk meg a szamtani sorozatok differencidjat!

9—n’ )

n+3’

a)a, =5+11n; b) b, =

2.4. abra Ha minden nap eggyel
tobb tojas, akkor egy hét alatt
hany tojas?

; =" . Ay d =tg(4an-1)Z.
sc)c n+3 ), g( " )4

Megoldas:
Annak eldontésére, hogy egy sorozat szamtani sorozat-e vagy sem,

crer

O ®

irjuk fel az n-edik és az n—1-edik tag kiilonbségét, ha n>1! Haez a
kiilonbség allando, akkor a sorozat szamtani sorozat, kiilonben nem.

a) a,—a, , =5+11n—[5+11(n-1)]=5+11n—-11n+6=11, ha n>1.

Tehat az (an) sorozat szamtani sorozat, melynek differencidja 11.

n+2)(n+3)  (n+2)(n+3)°

b) Vegyiik észre, hogy #)
—pn? — ,
[t Cladl) I UL ) N ST VOV S S S S |
n+3 n+3

tehat a (bn) sorozat szamtani sorozat, melynek differenciaja —1.
¢)

D n—=1 _nn+2)-(m+3)(n-1)

T 43 42 (n+3)(n+2)
_n2+2n—n2—2n+3_ 3

.. ) . A .3
ami viszont nem alland6 —pl. n =1 esetén —, mig n =2 esetén — —,
4 20 2.5. abra Mi lehet a kovetkezd
elem?

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

tehata (c,) sorozat nem szdmtani sorozat.

19
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szam 6-o0s maradék
1541 5
1542 0
1543 1
1544 2
1545 3

2.6. abra Néhany szam hatos ma-

radéka
3, =80
A
- ™
oAV
\ a,=2a+2 :
2.

2.7. abra A nézotér és felosztasa

20
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d) Hatarozzuk meg a d, pontos értékét!

d, :tg(4n—1)%:tg[nﬂ—%j:tg(—%j:—l

Felhasznaltuk, hogy a tangens fiiggvény periddusa n. Azt kaptuk, hogy
(d,) sorozat konstans sorozat, ami viszont d =0 differenciaji szam-
tani sorozat.

Megoldas:

Ha két olyan szomszédos pozitiv egész szamot tekintiink, melyek hatos
maradéka 2, akkor ezek kozott a kiilonbség 6. Tehat a feladatban sze-
repld szamok egy olyan szdmtani sorozat egymast koveto tagjainak te-
kinthet6k, melynek elsd tagja a, =1544 és differencidja d = 6. A kér-
dés az, hogy ennek a sorozatnak hany tagja esik 1541 ¢s 2011 kozé.
Az utolso olyan 2011-nél kisebb egész szam, melynek a hatos mara-
déka 2, a 2006. igy a, =2006. Ennek ismeretében hatdrozzuk meg az
n-et! Haszndaljuk a szamtani sorozat n-edik tagjara vonatkozoé képletet:
2006 =1544+(n—1)6!

Ebbdl kapjuk, hogy n=78. Tehat 1541 és 2006 kozott 78 olyan
pozitiv egész szam van, melynek 2 a hatos maradéka.

4, uilly  Egy trapéz alaka néz6téren 30 sor van, és a mé- |
i Sodik sortél kezdve minden sorban 2-vel tobb szék, mint az eltte :
i levoben.
i a) Hany szék van az els6 sorban, ha az utols6 sorban 80 szék talal- |
. hato? 5
| b) Hany féréhelyes a nézotér?

Megoldas:
a) Jeloljik az n-edik sorban levd székek szdmat a, -nel! A feltétel

alapjan a,—a, , =2 (n>1), ezért az (a,) sorozat egy d =2 dif-
ferencidju szdmtani sorozat, melynek 30. tagja a,, =80, és keressiik
az a,-et! A szamtani sorozat n-edik tagjara vonatkozé képlet alapjan
a,, = a,+29d, ahonnan q, =a,,—29d =80—-58 =22, tehat az elsd

sorban 22 szék van.
b) A fér6helyek szamat megkapjuk, ha meghatarozzuk az a) részben
szereplé szamtani sorozat els6 30 tagjanak az Gsszegét.

s, =4t 3022780 551539
2 2

Tehat a nézdtér 1530 féréhelyes.
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Nh-- J.pdlks Mihail Bulgakov A Mester és Margarita cimi :

i Tegénye 587 oldalas. Hany nap alatt tudja elolvasni Tihamér ezt a '
i konyvet, ha az elsé nap 40 oldalt olvas el, majd minden tovabbi na- :
i pon 6 oldallal tébbet, mint el6z6 nap? Hany oldalt olvas el az utolso :
i napon?

Megoldas:

Legyen az n-edik nap elolvasott oldalak szama a,! A feltétel alapjan : 2.8. abra Mihail Bulgakov (1891
a,—a,, =6 (n>1), igy az (a,) sorozat egy d =6 differenciaj ; 1940)
szamtani sorozat, melynek elsé tagja 40. A feladat szerint meg kell ha-

tarozni azt a legkisebb pozitiv egész n szamot, mely esetén S, > 587.

2-40+(n—1)6

Eszerint a n>587 egyenldtlenség legkisebb pozitiv

egész megoldasat keressiik. Atrendezés utan a 3n® +37n—587>0
egyenl6tlenséghez jutunk.

Hatarozzuk meg a valés szamok halmazan értelmezett
f(x)=3x>+37x-587 zérushelyeit. Ezek x, ~ 21,45 és x, =9,12.
Mivel az f fiiggvény grafikonja egy az y tengely pozitiv iranyaba nyilo
parabola, ezért

f(x)=3x>+37x-587>0, ha x<-21,45 vagy 9,12<x. Igya
3n* +37n—587 > 0 egyenlétlenség legkisebb pozitiv egész megoldasa
n =10. Tehat Tihamér 10 nap alatt olvassa el a kdnyvet.

A masodik kérdésre megkaphatjuk a valaszt, ha eldszor kiszamol-
juk, hogy hany oldalt olvas el dsszesen az els6 9 nap alatt.

240486

S, -9=576

2.9. abra Tihamér olvas

Igy a 10. napra 587 -576 =11 oldal marad.

o G, udlds Egy haromszog szogei egy szamtani sorozat egy- !
mast koveto tagjai. Mekkora a haromszog legnagyobb szoge, ha a
i legnagyobb oldala kétszerese a legkisebb oldalanak?

Megoldas:
Legyenek a haromszog szogei o < ff <y, ekkor a feltétel alapjan

a=p—-d és y=[+d, ahol a nemnegativ d szam a szamtani sorozat
differencidja. Mivel a haromszog bels6 szogeinek Osszege 180°, ezért
180°=a+f+y=p—-d+ P+ p+d=30. Tehat a hdromszdg k6zEépso
szoge B =60°. A feltételek alapjan c =2a. irjuk fel a haromszog b

oldalara a koszinusztételt, és hasznaljuk fel az eddigi eredményeket!

2.10. abra Mekkorak a harom-
sz0g szogei?

b* =a* +c* —2ac-cos fB;

b* =a* +4a* —2a-2a-cos60°;

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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b’ =a2+4a2—2a-2a-%;

b’ =a’ +4a’ -2a°;
b* =3a°;
b=+f3a.

Tehat a haromszdg oldalai a, \/ga, 2a hosszisagiak. Mivel

90° 30°
3a

2
a’+ (\/ga) =a’+3a’ =4a’ = (Za)2 , ezért a Pitagorasz-tétel megfor-

2.11. abra A keresett haromszdg ¢ ditdsa alapjan a haromszog legnagyobb szoge 90°-os.

) Oldjuk meg!

1. Az alabbi sorozatok koziil melyek szamtani sorozatok? Adjuk meg a szamtani sorozatok differenci-
4jat!
e 14—4n 5+2m

a) a,=Tn-11; b) b, = ; ) c, ;
5 n

d)d, = COS[(“‘”%} e) e, = sin[%-n],

2. Adjuk meg az (a,) szamtani sorozat elsd tagjat és differenciajat, ha tudjuk, hogy

. a2+a8=16} b alo—a4=36} als—a8=56} 4 a5+a13:16+2a8}!

o4 ; _ a3 ; c) _ ; ,
a,+a, = a, +ag = Gyy = 24y 4G, =4

3. Egy iddszaki kiallitast a megnyitasa napjan 130-an néztek meg.
A masodik naptol kezdve a nyitva tartasanak minden napjan 30-cal
tobben lattak, mint az el6z6 nap. Hany latogato volt a 25. napon?
Hany latogato kereste fel a kiallitast az els6 30 nap alatt?

4. Osszeszoroztuk a 10 elsé tiz pozitiv egész kitevéjii hatvanyéat. Hany
jegyl a kapott szam?

5. Hany atloja van annak a sokszdgnek, melyben a legkisebb szog
100°-0s, ¢és a szogek egy d =10° differenciaji szamtani sorozat
egymast koveto tagjai?

2.12. abra Kiallitas

6. Jelolje S, a 100-nal nagyobb, de 300-nal kisebb egész szamok koziil azoknak az dsszegét, melyek
6tos maradéka 3, S, azoknak az Osszegét, melyek négyes maradéka 1. Hatdrozzuk meg az S, -5,
kiilonbséget!

7. Egy szamtani sorozat els6 10 tagjanak 6sszege harmada a kovetkezo tiz tag dsszegének. A sorozat
hatodik tagja 10-zel kisebb a negyedik tagjanal. Melyik ez a sorozat?

8. Egy derékszogli haromszog oldalai egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai. Mekkorak az olda-
lak, ha a haromszog teriilete 294 cm™?

9. Egy féreg kezdetben 10 mm hosszl. Az elsé oéraban megduplazza a hosszat, majd minden tovabbi
oraban 15 mme-rel tobbet nd, mint az el6z6 oraban. Legalabb hany oranak kell eltelnie, hogy a hosz-
sza legalabb 1,5 m legyen?

22
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3. A mertani sorozat

. l.uildy  Egy 0j iizemben célként tiizik ki, hogy a méasodik | £ temékek szama
{evt6l kezdve minden évben az el6z6 évihez képest 20%-kal novelik
| a termelést.
i a) Hanyszorosa lesz nyitas utdn hat évvel a termelés az els évi terme-

lésnek? (Két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg az eredményt!)
i b) Hanyadik évben lesz el6szor a termelés az elsd évi termelésnek '
i legalabb négyszerese?
i ¢) Ha az els6 évben 120 000 db terméket gyartottak, akkor hany ter- :
: meéket gyartanak az tizemben 6t teljes év alatt? 0

122 a
12a,

4,

e
évek szama
Megoldas: ) ) 3.1. abra Folyamatos fejlodés
a) Az elsé évben legyartott termékek szamat jeloljiik a,-gyel! A ma-
sodik évben a, =aq,-1,2 terméket gyartottak. A harmadik évben
a,=a,-1,2=a,-1,2> terméket gyartottak, és igy tovdbb a hatodik
évben a, =a,-1,2=a,-1,2° terméket. Ez az elsd évi termelésnek az

—

1,2° =2,48832 ~ 2,49-szorosa. Tehét nyitds utdn hat évvel a termelés
az els6 évi termelés 2,49-szorosa.

b) Az a) rész gondolatmenetét kdvetve kapjuk, hogy nyitas utan n évvel
a,=a,-1,2"" terméket gyartanak. A kérdés, hogy legalabb mekkora 0 5 X
az n, ha 1,2"" > 4. Vegyiik mindkét (pozitiv) oldal tizes alapt logarit-
musat! Mivel a tizes alapu logaritmusfiiggvény (3.2. abra) szigortan
monoton ndvekvé, ezért azt kapjuk, hogy 1g1,2""" >1g4. Ebbél a hat-
vany logaritmusara vonatkoz6 azonossag felhasznalasaval azt kapjuk,

hogy (n—1)Igl,2>1g4, azaz n> llg% +1~8,6. Tehata9. évben lesz
gl

a termelés az elsé évi termelés négyszerese.

c) El6szor adjuk meg, hogy hany terméket gyartanak az egyes években!

Legyen @, =120000! Ekkor a, =120000-1,2, a, =120000-1,2°,

a, =120000-1,2" és a, =120 000-1,2*. Ezek 8sszegét kell kiszdmol-

ni. Erre most adjunk egy olyan modszert, amely kdnnyen altalanosit-

hato!

Legyen S, =120000+120000-1,2+120000-1,2* +120000-1,2° +

+120000-1,2*!

Szorozzuk meg mindkét oldalt 1,2-del, majd a kapott egyenldségbdl
vonjuk ki az eredeti egyenldséget! G

1,28, =120 000-1,2+120 000-1,2> +120 000-1,2° +120 000-1,2* + :"E*’il

5
+120000-1,2 3.3. abra A hatvany logaritmusara
A kivonas utén kapjuk, hogy 1,2-S; —S; =120 000-1,2° —120 000, vonatkozd azonossig

L

-1

3.2. abra A tizes alapu logaritmus-
fiiggvény grafikonja

Iga® =xlga,haa>0
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120 000-1,2° —120 000

5_
=120 000'1’2 !
0,2 0.2

Ot év alatt 892 992 db terméket gyartanak.

wg\
=

Az 1. példaban olyan sorozatot vizsgaltunk, melyre teljesiil, hogy a ma-

azaz S, =892 992. Tehat

J=+ 07 ¢ sodik tagtol kezdve barmely tagnak és a kozvetleniil elétte allo tagnak
5o ok : a hanyadosa allando. Az ilyen sorozatot mértani sorozatnak nevezziik,
-yt ‘= ' azdllandot pedig kvéciensnek (hanyados) hivjuk és g-val jeldljiik. Eb-
® Ll L3 I-- =t =
P Fe e ‘_': .- ben a feladatban ¢ =1,2.
T {5 Pt g
o -: s W T e e e e e P e e e e e TP PP ET TP LN .
s Usiinf<ld Az olyan (a,) sorozatot, amelyre a masodik tag- :
Faatea® TR96) kezdve teljesiil, hogy barmely tagnak és a kozvetleniil elétte allo :

3.4. dibra A maghasaddskor beko- § : tagnak a hanyadosa allandd, mértani sorozatnak nevezziik. Rovi-

vetkezd lancreakcioban is mértani
sorozatot alkot az egyes lépések-
ben elbomlé atommagok szama

an

den: =g =4alland6 (n>1), ahol a g szam neve kvéciens.

A definiciobol kdovetkezik, hogy ¢ nem lehet 0.
A definicié alapjan egy adott ¢ kvociensli mértani sorozat esetén

a =2 (n>1) és a,,, =a,-q. Szorozzuk dssze ezt akét egyenletet,
és fejezziik kibeldle az a, -et! Igy kapjuk,hogy a; =a, ,-a,,, (n>1),

azaz |a,|=\/a,, -a,,,. Ez alapjan megfogalmazhatjuk az alabbi tételt,
mely ravilagit a mértani sorozat elnevezés eredetére.

|an| =y, (” >1)
Bizonyithato, hogy ennek a tételnek az alabb megfogalmazott megfor-
ditasa is igaz.

meértani sorozat .
Ha az (a,) sorozat olyan, hogy a méasodik tagtol :
=4a,  -a,, Osszefiiggés, akkor az

: minden a, tagra teljesiil az
i (a,) sorozat mértani sorozat.

3.5. abra Tétel és megforditasa a,

A mértani sorozat esetén is megadhatjuk az n-edik tagot az els6 tag és
a kvociens segitségével.

©00000000000000000000000009200l0000000000000000000000000000002¢90l1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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Az 1. példaban latott gondolatmenetet alkalmazva hatarozhatjuk meg
a mértani sorozat elsd n tagjanak az 0sszegét, ha ¢ nem 1. Ha ¢ =1,
akkor a sorozat konstans sorozat, igy S, =n-aq,.

-------------------------------------------------------------------------------------------

Ha (a,) mértani sorozat, akkor az els§ n tagjanak :

n

q

Osszegét az S, =q -1 képlettel szamolhatjuk ki, feltéve, hogyé

g#1,é S =n-a,hag=1.

3.6. abra Hany sz6l6szem van
a firtdn, ha feltételezziik, hogy
minden sorban 1,2-szeresére nd a
szemek szama?

2, 03l Egy mértani sorozat harmadik tagja 45, hetedlk
agja 3645. Hatarozzuk meg a sorozat els6 hét tagjanak dsszegét!

Megoldas:
A feltételek alapjan a, =45=a,q” és a, =3645=a,q°, ahol a, a so-
rozat elsé tagja, g pedig a kvéociense. Ha a masodik és az elsd egyenlet
megfelelé oldalait elosztjuk egymassal, akkor a ¢* =81 egyenlethez

jutunk, ahonnan kapjuk, hogy |¢|=3, azaz g, =3 és ¢, =-3. Tehat
két olyan sorozat van, amely megfelel a feltételeknek.

I. eset:

a]
a, 45 1 .
Ha ¢ =3, akkor a, = —=—-=35, az els6 hét tag Osszege @
q 3
45
-1 3 -1
S =ad =55 =5465. a,
q- - a;
II. eset: 45 a,
a
Ha g =-3, akkor ¢, =—= = P =5, az elsé hét tag dsszege 3645
q —
ag

7
1 (-3 -1

S, = q s = s
g1 T 3o

Ellendrzéssel meggydzddhetiink szamitasaink helyességérol.

3.7.4bra §,="?

34, udlds  Egy mértani sorozat elsd és masodik tagjanak osz- |
i szege 12, a harmadik és negyedik tagjanak dsszege 300. Hatarozzuk
meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat!
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Megoldas:
A feltételek alapjan az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel.
a,+a, =12
a,+a, = 300}
Hasznaljuk fel az n-edik tagra vonatkozo képletet!
a+a-q=12
a-q +a-q = 300}

A mésodik egyenlet bal oldalan emeljiink ki a,g-et, az elsé egyenlet-
ben a,-et!

a (1 + q) =12
3.8. abra Ha tobb ismeretlen van, )
akkor egyenletrendszerrel oldhato a -q (1 +4q ) =300
meg a feladat

Osszuk el a masodik egyenlet és az elsé egyenlet megfelelé oldala-
it! Ekkor azt kapjuk, hogy ¢* =25, amibdl |¢|=5, azaz ¢, =5 és
q, =—5. Tehat a feltételeknek két sorozat felel meg.

I. eset:

12
Ha g =5, akkor az els6 egyenletbdl g, = —— = 2.
I+gqg
II. eset:

Ha g = -5, akkor g, :11—2:—3.

+q
Ellen6rzéssel meggy6zodhetiink szamitasaink helyességérol.

e 2L udlds Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak dsszege
2, a masodik és az els6 tag kiilonbsége 6. Hatarozzuk meg az els6
| négy tag dsszegét! ’

Megoldas:

frjuk fel a feltételeknek megfelel$ egyenleteket!
a, +a,+a;, =42
a,—a, =6 }
Fejezziik ki a tagokat az elsd taggal és a kvocienssel!
a+aq+aq =42
aq—a, =6 }

&

O
G
&

3.9. abra A sejtosztodaskor kelet-
kez6 sejtek szama is mértani ha-
ladvany szerint n6

Mindkét egyenlet bal oldalan emeljiink ki a,-et, majd osszuk el az elsé
és a masodik egyenlet megfelel6 oldalait!

a1(1+q+q2)=42}

al(q—l):6
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1+q—i—q2

Azt kapjuk, hogy =7. Ezt dtrendezve a ¢° —6q +8 =0 ma-

sodfoku egyenlethez jutunk. Ennek megoldasai ¢, =4 és g, = 2. Tehat
két sorozat felel meg a feltételeknek.

I eset: a) log,(h-c)=log,b+log,c,
Ha g =4, akkor a masodik egyenletbdl a, = 5 =2. Az els6 négy ahola,b,c >0, a#1;
g-1 b
q4 1 44 _1 b) log, (—j =log,b—log,c,
tag osszege S, =g, ——=2——-=170. ¢
g-1  4-1 ahol a,b,c >0, a #1;

¢) log, (5°)=c-log,b,

ahol a,h >0, a#1;

II. eset:

Ha g¢=2, akkor a = 6 =06. Az els6 négy tag Osszege log, b
q-1 d) log, b=—2—,
log, a
S, =a g =1 _ 21 g ahol a,b,c >0, a,c % 1.
q-1 2-1

Ellendrzéssel meggydzddhetiink szamitasaink helyességérol.

-

3.10. abra A logaritmus azonos-
sdgai

o 3, udlds Harom pozitiv szam egy mértani sorozat els6 ha- !
i rom tagja. Tizes alapu logaritmusaik dsszege 3, a méasodik és az elsd |
i szadm kiilonbsége 5. Melyik ez a harom szam? '

Megoldas:
A feltételek alapjan az alabbi egyenleteket irhatjuk fel.

lga, +1ga, +1ga, =3
a,—a, =5

Az ¢lsé egyenletet az azonos alapt logaritmusok dsszegére vonatkozd

azonossag (3.10. abra) alapjan Ig(a,a,a,)=3 alakban irhatjuk, ami-

bl a logaritmus definiciéja alapjan kapjuk, hogy a,a,a, =10" =1000.

. a, . a
Mivel a, =-%, és a, =a,q, igy 1000 = q,a,a, =;2a2a2q =a;, azaz

a, =10. A masodik egyenlet alapjan 10—E =5.
q

10

10-—=35;
q
10g —10 = 5¢; 3.11. dbra A sorozat elsd harom
5 =10; tagja
q=2.

Tehat ¢ =2, igy a harom szam: 5, 10 és 20. Ellenérzéssel meggy6z6d-

hetiink ennek helyességérol.
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szamtani sorozat

mértani sorozat

3.12. abra Hogyan lesz a szamta-
ni sorozatbdl mértani sorozat

28
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__ 3.uil: Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak dsszege
0. Ha a masodik szamhoz 5-6t, a harmadikhoz 90-et adunk, akkor
i egy mértani sorozat elsd harom tagjahoz jutunk. Hatarozzuk meg a |
i mértani sorozat kvociensét! '

Megoldas:
A szémtani sorozat elsé hirom tagjat jeldlje q,, a,, a;, a mérta-

ni sorozatét b, b,, b,! A feltételek alapjan a, + a,+a, =60 ¢és
b =a, b =a,+5, by =a,+90.

Mivel a, = a,-d és a, =a, +d, ahol d a szdmtani sorozat differen-
cidja, ezért a, +a, +a, =a,—d+a, +a, +d =3a, =60, igy a, =20.
Mivel b, b,, b, egy mértani sorozat harom egymast koveto tagja, ezért
b; =bb,, azaz 25" =(20-d)(20+d +90). A miiveletek elvégzése és
rendezés utdn a d’ +90d —1575=0 mésodfoku egyenletet kapjuk,
melynek megoldasai d, =15 és d, =—-105.

L eset:
Ha d =15, akkor a, =5 ¢és a, =35. A mértani sorozat elsé harom tag-

ja b =5, b, =25 és b, =125, akvociens ekkor g =5.

IL eset:

Ha d =-105, akkor a, =125 ¢és a, =—-85. A mértani sorozat els6 ha-
. . 1

rom tagja b, =125, b, =25 ¢és b, =5, a kvociens ekkor g = 5 Ellen-

Orzéssel meggy6zodhetiink az eredmények helyességérol.

__ 7. uil: Egy mértani sorozat elsd harom tagjanak az dssze- |
i ge 399, ez a harom szam ebben a sorrendben egy szamtani sorozat
 elsd, nyolcadik és Stvenhetedik tagja. Melyik ez a harom szdm? '

Megoldas:
A mértani sorozat elsé harom tagja legyen a,, a,, a,, ezekrdl tudjuk,

hogy a, +a, +a, =399 és b, = a,, b, =a,, by, = a,, melyek egy szam-
tani sorozat megfeleld tagjai. Legyen a szamtani sorozat differenciaja d,
ekkor b, +b, +7d +b, +56d =399, azaz 3b, +63d =399. Osszuk el az
egyenlet mindkét oldalat 3-mal és fejezziik ki beldle b, -et!

b =133-21d

Mésrészt tudjuk, hogy a; = a,a,, azaz b, = bb,,. Felhasznalva a szam-

tani sorozat n-edik tagjara vonatkozo képletet kapjuk, hogy

2015.07.07.
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(b, +7d)" =b,(b, +56d);
b} +14b,d +49d* = b} +56b,d,
49d* - 42b,d = 0;

7d(7d —6b,) = 0.
6b
Tehat d, =0 és d, =—".
ehat d, és d, Z 21 —a,

=d

I. eset: b; _ 323

Ha d =0, akkor b, =133-21d =133. Ekkor mindharom szam 133.
b1

II. eset: by
b57

Ha d=67b', akkor b, =133—21d=133—2167bl=133—18b1.

Innen 19b, =133, azaz b, =7. Ebbdl azt kapjuk, hogy d =6, valamint szamtani sorozat

ay=b,=b +7d=T+42=49 és a, = b, =b +56d = 7+336 =343.

Tehat a keresett szamok 7, 49, 343.
Az eredmények helyességérdl ellendrzéssel meggy6zddhetiink.

), Oldjuk meg!

1. Szamitsuk ki a mértani sorozat els6 6t tagjanak az dsszegét, ha tudjuk, hogy

3.13. abra Hogyan lesz a mértani
sorozatbol szamtani sorozat

a) a =3,9g=2; b) a, =6, a, =54; ¢) a; =12, a, =192!
2. Hatarozzuk meg a mértani sorozat elso ot tagjat, ha
12 1 4
a) q=346s S, =484 b)q:2ésS7:—7; c)q:—ésS4:—O!
3 3 3
3. Hatarozzuk meg a mértani sorozat elso tagjat és hanyadosat, ha
a,+a, =10 @,y =27 a,+a,+a, =42
; b) 63p5  © !
as—a, =80 a1+a2+a3:T a,+a,+a, =210

4. Egy autot Gjonnan 2 690 000 Ft-ért vasaroltunk. Ha évente 10%-os
értékvesztéssel kalkulalunk, akkor mennyi lesz az autd értéke négy
év mulva? A vasarlastol szamitott hanyadik évben lesz az auto érté-
ke 1 500 000 Ft-nal kevesebb?

5. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak 6sszege 108. Ha az els6
tagjat 8-cal, a masodikat 20-szal csokkentjiik, mig a harmadikat
4-gyel noveljiik, akkor egy mértani sorozat els¢ harom tagjahoz ju-
tunk. Hatarozzuk meg a mértani sorozat kvociensét!

6. Egy mértani sorozat elsd harom tagjanak 6sszege 172. Ha az els6
tagjat 24-gyel, a masodikat 40-nel noveljilk, mig a harmadikat
44-gyel csokkentjiik, akkor egy szamtani sorozat harom egymast
kovetd tagjahoz jutunk. Hatdrozzuk meg a szamtani sorozat diffe-  3.14. dbra Uj auté
renciajat!

29
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A mértani sorozatok nagyon fontos szerepet jatszanak a kamatok, a
torlesztérészletek és életjaradékok kiszamitasanal, azaz a pénziigyi ma-
tematikaban. Miel6tt még konkrét példakon keresztiil megismerked-
nénk ezzel a témakarrel, tisztaznunk kell néhany fogalmat!

A toke a befektetett, azaz kezdeti pénzosszeget jelenti. A kamat
egyszerlien fogalmazva a toke szolgaltatasainak az ara. A kamat min-
dig egy pénzosszeg, amelyet a befektetésiink névértéke utan fizet meg
az, akinek a t6kénket kolcsonadtuk. A kamatlab egy szazalékban adott
szam, amely megmutatja, hogy a kamat hany szazaléka a tékének, azaz

kamat

a befektetett 0sszegnek, jele p. Tehat p = -100. A kdznapi élet-

7

téke

ben — és gyakran a szakirodalomban is — a kamat kifejezést a kamatlab
szinonimajaként is hasznaljak. Annak eldontésében, hogy a kamat a
4.1. 4bra Bank kifizetett pénzdsszeget vagy annak szazalékos kifejezését jelenti-e, a
szovegkornyezet értelmezése segit. A tékésités azt a folyamatot jelenti,
amely soran az iddszak végén a kamatot az alaptékéhez csatoljak és a
kovetkezd idészakban a megndvelt dsszeg fog tovabb kamatozni. Ezt
kamatoskamat-szamitasnak nevezziik.

1\@ 1, pdld Azegyik év elején betesziink 500 000 Ft-ot a bank-
i Da, évi 9%-o0s kamatldb mellett. Mennyi pénziink lesz 6 év eltelté-
. vel? Hany szdzalékkal tobb ez a pénz, mint a befektetett dsszeg? '

Megoldas:

Jeloljiik a tokét 7, -lal! A befektetett pénz tehat ¢, = 500000 Ft.

W% Egy ¢v elteltével ¢, =1,1,09 pénziink lesz.

w Kétév milva ¢, =(4,1,09)-1,09 =£,1,09°, és igy tovabb.

w Hat év milva ¢, =,1,09° = 500000-1,09° ~ 838550 Ft-unk lesz a

bankban.
Ez az 6sszeg w -100 = 67,71%-kal tobb, mint a befek-
4.2. abra A pénz a bankban ka-
matozik tetett pénz.

ﬁ

Ha a kamatlab p, a t6ke ¢, és n a kamatjovairasok szama (futamido),

akkora ¢, =t, (1 + %) képlet adja meg a futamidd végén a pénzdsz-

szeget.
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4, uilil Az el6z6 feladatot oldjuk meg ugy, hogy
") félévenként;
i b) negyedévenként;
: ¢) havonként tékésitenek
: valtozatlan toke és éves kamatlab mellett hat teljes évre szamolva!

Megoldas:

Ha az éves kamatlab p szazalék, akkor az évi k-szori t6késités esetén P
szazalékos kamatlabbal szdmolnak a pénziigyi gyakorlatban.

a) Az el6zoek alapjan a félévenkénti kamatlab 4,5%. A hat év alatt ez 12
tékésitést jelent, igy ¢, =1,1,045" =500000-1,045" ~ 847940 Ft-unk
lesz a bankban.

b) A negyedéves kamatlab 2,25%. A hat év alatt a tokésitések szama 24,
igy t,, =1,1,0225* =500000-1,0225"* ~ 852885 Ft-unk lesz a bank-
ban.

c) Ahavi kamatlab 0,75%, a tékésitések szdma 72, igy t., =1,1,0075" =
=500000-1,0075" ~ 856275 Ft-unk lesz a bankban.

4.3. abra Toke

. udldy  Tegyiik fel, hogy atlagosan évi 6%-os az arszinvo- :
i nal-emelkedés, azaz az inflacié. Ilyen feltétel mellett hany szazalék- :
: kal nétt az 1. példaban szerepl6 t6kénk vasarloérteke a 6 év alatt?

Megoldas:

Az elsé példdban kiszamoltuk, hogy a 6. év végén t,=1,1,09°=
'=500000-1,09°~838550 Ft-unk lesz a bankban. A jelenleg 500 000 Ft-
ba keriil§ aru 6 év mulva varhatolag é, =1,1,06° =500000-1,06° ~

~ 709260 Ft-ba fog kertilni. A téke vasarloértéke 838550
709260

~ 1,18 sze-

resére nott, azaz 18%-kal ndvekedett a 6 év alatt.

= 4. udlds Mekkora dsszeget kell betenniink a bankba, hogy 6t 4.4, abra Hova tegyem a pénzem?
i "ev mulva 600 000 Ft-ot vehessiink ki, évi 10%-os kamatlab mellett?
i (Ezt diszkontalasnak nevezik, a keresett értéket pedig diszkontalt ér- :

téknek.) (Az eredményt egész szamra kerekitve adjuk meg!)

Megoldas:
A feladatban a t; = 600000 Ft és a ¢, értéket keressiik. Ez alapjan a

600000 =1¢,1,1°, igy ¢, = % ~ 372553 Ft-ot kell betenniink.

>

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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. J.udlid Az egyik év elején 320 000 Ft-ot tettiink be a :
i Dankba, ahol az évi kamatlab 11%-o0s. Legalabb hany évig kell ka- i
| matoztatni a pénziinket évenkeénti tékésités mellett, hogy 500 000
. Ft-ot felvehessiink? ’

Megoldas:
Jelolje n az évek szamat! Mivel 500 000 forintot szeretnénk felvenni,
ezért ¢, > 500000 Ft és £, =320000 Ft, igy az alabbi egyenlStlenséget
irhatjuk fel.
500000 <320000-1,11%;

1,5625 < 1,11"
Vegyiik mindkét (pozitiv) oldal tizes alapu logaritmusat! Ekkor a tizes
alapt logaritmusfiiggvény szigoruan monoton novekedése miatt
1g1,5625 <1g1,1%;
Ig1,5625 < nlgl,1;

Igl,1

4.5. abra Hany évig kamatoztas-
suk a pénziinket?

20000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

o d.udlds Négy éven keresztiil minden év elején 50 000 Ft-
"0t tesziink be a bankba évi 9%-os kamatlab mellett. Mennyi pénzt |
i vehetiink ki 4 év elteltével, ha kamatos kamattal szamolunk? (Az '
eredményt egész szamra kerekitve adjuk meg!) 5

Megoldas:
Legyen t, =50000 Ft!

Az elsé év végeén: ¢, =1,1,09,

a masodik év végén:
1, =(t +14,)1,09 =(2,1,09+17,)1,09 = £,1,09% +1,1,09,
a harmadik év végén:
ty=(t, +4,)1,09=(£,1,09° +£,1,09+£,)1,09=£,1,09° +1,1,09° +£,1,09,

a negyedik év végén:
t, =(t, +1,)1,09 =1,1,09* +,1,09° +,1,09° +1,1,09.

Ezzel megkaptuk egy g =1,09 kvociensli mértani sorozat elsé négy
tagjanak Osszegét. Ez roviden

4 4
1, =t01,0911’(:)9 L _50000.1,002% !

> >

~ 249236.

4.6. abra Folyamatos novekedés

Tehat 249 236 Ft-ot vehetiink ki a negyedik év végén.

32
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Az el6z6 feladatban latott gondolatmenetet altalanositva megkaphat-
juk, hogy ¢, jaradéknak az n-edik év végére felnovekedett értéke, ha a
befizetés minden év elején esedékes és a kamatlab p szazalék:

(1+Lj -1
1, =t, (1+LJ-L.
100 pa
100
Az utols6 példaban az egyenld részletekben torténd hiteltdrlesztést tar-
gyaljuk, melyet a pénziigyi ¢letben annuitasnak neveznek.

7. oald:a Az egyik évben 500 000 Ft személyi kolesont ve-
1 Sziink fel évi 24%-os kamatlab mellett 5 évre. A torlesztés havon-
i ként torténik, az els6 torlesztérészletet a koleson felvétele utan egy
¢ honappal fizetjiik. Mennyi lesz a havi torlesztorészlet, ha a kamatlab :
| végig valtozatlan marad?

Megoldas:

Legyen a havi torlesztorészlet x, a kdleson dsszege K! Ha az éves ka-
matlab 24%, akkor a havi 2%.

[rjuk fel, hogy mennyi a kolcsonbél hatralévd sszeg:

1 hénap elteltével: K-1,02—x,
2 honap elteltével:

(K-1,02-x)-1,02-x=K-1,02* —x-1,02 - x,
3 honap elteltével:

(K-1,02* = x-1,02-x)-1,02—x = K -1,02° —x-1,02* — x-1,02 - x.
Ez alapjan mar konnyen felirhatjuk a 60. honap végén fennallo tartozas
Osszegét, amelynek az értéke természetesen 0.

0=K-1,02° —x-1,02” —x-1,02* —..—x-1,02—x =
=K 1,029 - x(1,02” +1,02 + . +1,02+1) =

=K -1.02% —x%
’ ,02-1 "
60
Ebbél K -1,02% =xM.
1,02-1
Fejezziik ki belble az x-et!
60 60
x:K-o,oz-%:sooooo-o,oz-%z14384.
1,02% -1 1,02% -1

Tehat havonta kb. 14 384 Ft torlesztOrészletet kell fizetni.
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4.7. abra Pénziigyi szamitasok

4.8. abra A kolcsont kamatostol

kell visszafizetni
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Az el6z6 feladat gondolatmenetét felhasznalva felirhatunk egy altala-
nos képletet a torlesztérészlet kiszamitasara. Legyen a kdlcson K, a ka-
matlab p, melyhez tartozo6 futamid6 »! Ekkor a torlesztérészlet:

4.9. abra Mekkora a torlesztd e
¢ 100 p
részlet? L)

) Oldjuk meg!

1. Betesziink a bankba 400 000 Ft-ot 10 évre, évi 12%-o0s kamatlab mellett. Mennyi pénziink lesz a
bankban 10 év mulva? Ez hany szazalékkal tobb, mint a betett pénziink?

2. Tegyiik fel, hogy atlagosan évi 9%-o0s az arszinvonal-emelkedés, azaz az inflacio. Ilyen feltétel mel-
lett hany szazalékkal nétt az el6z6 feladatban szerepld tokénk vasarloértéke a 10 év alatt? (Az ered-
ményt két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!)

3. Betesziink a bankba évi 15%-o0s kamatlab mellett 100 000 Ft-ot. Mennyi pénziink lesz a bankban
5 év mulva
a) félévenkénti;

b) negyedévenkénti;
¢) havonkénti
tokésités esetén?

4. Mennyi dsszeget kell betenniink a bankba, ha azt akarjuk, hogy 8 év mulva 400 000 Ft-ot vehessiink
ki évi 11%-o0s kamatlab mellett?

5. Milyen kamatlab mellett teljestil, hogy 250 000 Ft toke esetén 5 év mulva 400 000 Ft-ot vehetiink
fel a bankbol? (A kamatlab értékét egy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!)

6. Hat éven keresztiil minden év elején betesziink a bankba 150 000 Ft-ot. Mennyi pénziink lesz a
hatodik év végén, ha az éves kamatlab 10,5%? (Az eredményt egész értékre kerekitve adjuk meg!)

7. Az egyik banktol 200 000 Ft kedvezményes kolesont vesziink fel 10 évre. Mennyi legyen a havi
torlesztérészlet, ha az éves kamatlab 9%? (Az eredményt egész értékre kerekitve adjuk meg!)

4.10. abra Az iizleti ¢élet egyik kozpontja New York
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Lehet egy dimenziéval tobb?
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A geometriai értelemben vett testekkel, azok formajaval, felsziniik és

G :
0 0 térfogatuk kiszamitasaval talalkozhattunk mar altalanos iskolaban ¢s a
¢ 10. osztalyban is. Azdta boviilt a tudasunk bizonyos trigonometriai is-
b = /; 5 g meretekkel. Tekintsiink most 4t néhany képletet, gondolatot, amelyeket
H . . r terliletszamitasbol ismeriink!
P 2 /8 : |, 94l Hatérozzuk meg annak a sikidomnak a teriiletét,
¢ "amelyet igy kapunk, hogy egy 12 cm oldalhossziisag négyzet ol-
/ i dalaira kifelé

i a) egybevagd egyenlOszari haromszogeket szerkesztiink, melyek
i alapja a négyzet oldala, szaruk hossza pedig 10 cm!
| b) szabalyos haromszdgeket szerkesztiink!

1.1. abra Az 1. a) példaban sze-
repld sikidom

Megoldas:
a) Készitsiink rajzot (1.1. abra)!

Ennek az 6sszetett sikidomnak a teriiletét ugy hatdrozhatjuk meg,
ha osszeadjuk a négyzet teriiletét a négy egybevagd egyenld szaru
haromszog teriiletével. Ehhez hasznaljuk ki, hogy az egyenlé szaru
haromszog alaphoz tartozé magassaga két egybevagd derékszogli ha-
romszogre bontja a haromszdget, igy a Pitagorasz-tétel (1.2. dbra) se-
gitségével kiszamolhat6 az alaphoz tartozé magassag.

Barmely derékszogii harom-
sz0g befogoinak négyzet-
Osszege egyenld az atfogo
négyzetével. Vagy masként:
barmely derékszogli harom-
sz0g befogobira rajzolt négyze-
tek tertiletének Gsszege egyen-
16 az atfogora rajzolt négyzet
tertiletével.

=

1.2. abra Pitagorasz-tétel

PG*+PC* =CG*;
PG? +6> =107,
PG’ =64;
PG =8 (cm).

A sikidom teriilete:

12-8
T =T e T4 Thiromerse = 12° +4~T =144+192 =336 (cm?).

! A { b) Szinte ugyanaz a feladat, mint az el6z6 esetben. A kiilonbség csak
fi=So4 annyi, hogy a négyzethez csatlakoz6 haromszogek itt szabalyosak.

. 3
\ A szabalyos haromszdg magassaga az oldalanak ——-sz6rose (1.3.
) abra) (mar sokszor meghataroztuk, de a Pitagorasz-tétel segitségével

R akar most is kiszamolhatjuk Gjra), igy a keresett teriilet:

! T= T;wgyzet + 4 T;naromszog

3

12. X212
=12 +4-+=144+144-\/§ ~393,42 (cm?).

1.3. abra A szabalyos haromszog
teriilete

36
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7, u3ld Szamitsuk ki annak a haromszognek a keriiletét és :
a teriiletét, amelynek van egy 23 cm-es és egy 17 cm-es oldala, és a !
17 cm-es oldallal szemkozti szoge 39°-os!

Megoldas:

A keriilet meghatarozasahoz sziikségiink lesz a hianyzo oldal hossza-

nak kiszamitasara. Ehhez alkalmazzuk a szinusztételt (1.4. abra) a ha-
siny 23

romszog két ismert oldalara: — 39° = 7
sin

Innen siny = % -sin39°~0,8514. Ebbdl szamoldgép segitségével

visszakereshetjiik y értékét: y ~ 58,37°, ugyanakkor korabbi ismere-

teink alapjan tudjuk, hogy két oldal és a kisebbikkel szemkdzti szog
altalaban nem hatarozza meg egyértelmiien a haromszoget. Ezzel 6ssz-

hangban a siny = 0,8514 egyenletnek is két megoldasa van a ]0°, 1 80°[
intervallumon (1.5. abra). A masik megoldast a gép altal megadottbol
tudjuk kiszamolni: y'=180°—y ~121,63°.

c c

7

17 !

(1A b
M‘
39° B 39° g :

A A
2 g 23 B

1.5. abra Két haromszog felel meg a feltételnek

A két esetben nyilvan kiilonboz6 hossziisagu lesz a keresett oldal.
Ennek kiszamolashoz alkalmazzuk most a koszinusztételt (1.6. abra)!
Els6 esetben f ~82,63°, ahonnan

AC? = AB* + BC* —=2-AB-BC -cos B ~

~ 23" +17°—2-23-17-c0s82,63° ~ 717,7, igy AC ~26,79 cm.
A haromszog keriilete: K = 66,79 cm. Tertilete a trigonometrikus teri-
letképletet (1.7. abra) hasznalva:
AB-BC-sinf3 23-17-sin82,63°
2

T= ~193,9 (cm?).

A masodik esetben f’'~19,37°, innen az el6z6 esetéhez hasonlo sza-
AB-BC'-sin B’ _

molassal AC'~8,96 cm, K'~48,96cm és T = 5

N 23-17-sin19,37 ~ 64,8 (cm®).
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Béarmely haromszogben bar-
mely két oldal hosszanak
aranya egyenld a veliik szem-
kozti  szogek szinuszainak
aranyaval.

B

1.4. abra Szinusztétel

Béarmely haromszogben az
egyik oldal hosszanak a négy-
zetét megkaphatjuk, ha a ma-
sik két oldalhossz négyzetosz-
szegeébdl kivonjuk e két oldal
hosszanak és a kozbezart szog
koszinuszanak kétszeres szor-
zatat.

=

1.6. abra Koszinusztétel

A haromszog teriilete a szoka-
sos jelolésekkel:
_a-b-siny

2

T

-

1.7. abra Trigonometrikus terii-
letképlet

2015.07.07. 11:30:58
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1.8. abra Két eset van

B
a C
. = (04
C b A
o= az o szoggel szemkozti befogd hossza _a
atfogo hossza c
az o szog melletti befogd hossza b
c0Sa = ==
“« atfogd hossza @
o= az o szoggel szemkozti befogd hossza _a
az a szog melletti befogd hossza b
clge = az a sz0g melletti befogo hossza g
~ az a sz0ggel szemkozti befogo hossza  a

1.9. abra Hegyesszog szogfiigg-

vényei

Adott korben a koriv hossza
(korcikk teriilete) egyenesen
aranyos a hozza tartozd ko-
zépponti szoggel.

B 20

1.10. abra Koriv hossza, korcikk
tertilete a kozépponti szog ismere-

tében
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3, 0dlds Egy 25 cm sugar kor két parhuzamos hurjanak
ossza 48 cm és 30 cm. .
Mekkora kertiletii és teriileti a korlapnak az a része, amelyet a ket
hur és a koztiik 1év6 korivek hatarolnak?

Megoldas:

Ebben a feladatban is két esetre kell gondolnunk, hiszen eshet a két
parhuzamos hur a kor kézéppontjdnak ugyanarra vagy az ellenkezd ol-
dalara is (1.8. abra).

Itt most csak az elsd esetet szadmoljuk ki, a masik eset végigszamo-
lasat az olvasora bizzuk.

A keriilet a két hir hosszdnak ¢és a kozéjiik esd koriv hosszdnak
Osszege. A korivek hosszat pedig akkor tudjuk kiszdmolni, ha mar meg-
hataroztuk kdzépponti szogiiket, a p-t. Az els6 esetben ¢ =a — . Az a
és afaz AOB és a COD egyenld szart haromszog fél szarszoge. Az E,
illetve az F pont a hurok felezOpontja, igy az AEO és a CFO haromszog
derékszogli. Ezek egy-egy hegyesszdgét kell meghataroznunk.

Az AEO derékszogl haromszogben az a-val szemkozti befogot és
az atfogot ismerjik, igy célszerli a szinusz szogfiiggvénnyel szamol-
nunk (1.9. abra):

sina :%, innen a =73,74°. A CFO derékszogli haromszogbol:

sin 8 :%, igy B~36,87°. ¢=o0—p ~73,74°~36,87° = 36,87°.

Az AC iv hossza (1.10. abra):

AC = ¢ Ky, = ¢ -rnz36’87
360° 360° 360°

K =2-4C+ AB+CD ~110,18 (cm).

225w

~16,09.

A teriilet meghatarozasahoz el kell azon gondolkodnunk, hogy milyen ré-
szek teriiletének Osszegeként, illetve kiilonbségeként allhat elé a szines
rész teriilete. Az AOC és a BOD korcikkek teriiletéhez hozzaadva a COD
haromszog teriiletét a szines sav minden részét lefedtiik, de ekkor van ben-
ne egy folosleges rész: az AOB haromszog. Ennek a teriiletét tehat ki kell
még vonnunk. A két haromszog teriiletét a trigonometrikus teriiletképlettel
is kiszamolhatjuk, de mivel egyenld szart haromszogek, ezért elegansabb,
ha a Pitagorasz-tétellel kiszamitjuk az egyenld szara haromszogek alap-

hoz tartozé magassagat: EO =~ AO* — EA® =17, ugyanigy FO = 20.

@ CD-FO AB-EO
T=2-T,oc woreicx + Teon. = Tios. :2'36O°.r2ﬂ+ ) - 5 ~
<220 05 0B <5340 (o),

(Ne feledkezziink meg a masik eset végigszamolasarol!)
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2, 04l Egy hurtrapéz keriilete 32 cm, teriilete 40 cm’, szé-
i Tai egyenld hosszuak a trapéz kozépvonalaval. Mekkorak a trapéz
i oldalai és szogei?
Megoldas:
A hurtrapéz tengelyesen szimmetrikus az alapok k6zos felezdmerdlege-
sére, szarai egyenlok, és a feladat feltétele szerint a szarak a kozépvo-

nallal is egyenl6 hosszuak: b=k (1.11. abra). D‘%\C\
A trapéz kozépvonalarol tudjuk, hogy az alapok szamtani kozepé- b n k\ AN

vel egyenld, igy a trapéz keriilete A
K=a+2b+c=2b+2k =4b. Mivel a kerlilet 32 cm, igy: A E a CB

b=k =8 cm. A teriilet pedig a kdzépvonal és a magassag szorzata, eb-
bdl a trapéz magassaga is konnyen kiszamolhato:
T=40cm’ =k-m=8-m, igy m=5 cm.

1.11. abra A hartrapéz

Innen meghatarozhat6 az AE szakasz hossza:

AE =~ AD? — DE* =/8 —5% =+/39 (cm), ami éppen az a—k =
=k —c kiilonbséggel egyenld. Tehat a=k+ AE =8+ V39 (cm) és
c=k—AE =8-39 (cm).

Az o szog az AED derékszogli haromszogbdl: sina :g, igy
o ~38,68°.

Atrapézalapjai a =8 ++/39 ~ 14,24 cm és ¢ =8—+/39 ~ 1,76 (cm)
hosszuak, szarai 8 cm-esek. A hosszabbik alapon fekvd szo-
gei kb. 38,68°-0sak, a rovidebbik alapon fekvd szogei pedig kb.
141,32°-osak.

95,04l Bgy korgylirticikk belsd, illetve kiilsé ivének hosz-
:'5za 33 cm, illetve 51 cm. Szamitsuk ki a kérgyrticikk teriiletét, ha a :
i vastagsaga 15 cm! Ezek az adatok meghatarozzak-e egyértelmiien a :
i korgytrtcikk alakjat?

Megoldas:
Egy korgylri tertiletét kiszamolhatjuk, ha a kiilsé kor teriiletébdl ki-
vonjuk a belsé kor tertiletét:

T=Rrn-r'n=R -r)nr=(R+r)(R-r)r.
Ezt igy is fel lehet irni:

B

T=2.R+r

“(R-r)n=2-p-d-m, 1.12. Abra A korgyiiriicikk jellem-

z6 adatai
ahol p a kozépkor sugara ( p= %J ¢és d a korgylirti vastagsaga.
Mivel a korcikkek teriilete egyenesen aranyos a hozzajuk tartozo

kozépponti szoggel (1.12. abra), tovabba egy korgylricikk kiilsd és
belsd ivéhez ugyanaz a kdzépponti szog tartozik, ezért a korgytiriicikk

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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1.13. abra Korgytricikk teriilete

1.

40
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¢ teriilete is egyenesen aranyos a hozza tartozo6 kdzépponti szoggel. Ezért
¢ az a kdzépponti sz6ghdz tartozé korgylirticikk teriilete:

o« , oy«
Tkargyﬁrﬁcikk_36OO'(R -r )”—3600'2P”’d~

a

00

Ez azt is jelenti, hogy a kdzépkor kertiletének -S$ZOrosat szoroz-

zuk a korgytiriicikk vastagsagaval, vagyis a kiils6 és a bels6 iv szamtani
kozepét szorozzuk a korgyliri vastagsagaval (1.13. abra).

*

: A korgyturicikk teriilete egyenlé a kiils6 és belso :
- ¢ hatarol6 ive szamtani kozepének és a korgyliriicikk vastagsaganak :

szorzataval: T = l"Jrle-d.

...................................................................................................

33+51
2

A feladatban szerepld adatokkal: 7' = -15=630 (cm?).

Mivel a kisebb korcikk £ kdzéppont nagyitasaval megkapjuk a
nagyobb korcikket, ezért felirhato a I h aranypar. Igy L 3 = n
R i R 51 17

és R—r=15. Ez a két sugarra vonatkoz6 egyenletrendszer egyértel-

: milvé teszi a sugarak nagysagat (r=27,5cm és R=42,5cm). Az

: adott ivhosszak miatt a kdzépponti szdg is egyértelmii. Gyakorlaskép-
¢ pen szamitsuk ki az értékét!

 Qutinea B S 4

Egy téglalap oldalaira kifelé egyenld szara haromszogeket szerkesztiink, melyek alapja a téglalap
egy-egy oldala. Szamitsuk ki, mekkora az igy kapott sikidom teriilete, ha a téglalap oldalainak hosz-
sza 14 cm és 18 cm, a haromszdgek szarai pedig mind 15 cm hossztiak!

. Hatarozzuk meg egy szabalyos hatszog keriiletét és teriiletét, ha

a) koriilirt korének sugara 8 cm; b) beirt korének sugara 14 cm!

. Egy paralelogramma egyik oldala 4 cm-rel hosszabb egy masik oldalanal. Mekkorak a paralelog-

ramma szdgei, ha teriilete 62 cm’, keriilete pedig 36 cm?

. Mekkora a 26 cm sugart kor

a) 100°-os; b) 238°-0s
kozépponti sz6ghoz tartozo korszeletének keriilete ¢s teriilete?

. Mekkora azoknak a kdrszeleteknek a tertilete, amelyekre a 3 cm sugaru kort egy 4 cm hosszu htrja

bontja?

. Hatarozzuk meg a 146,3 cm keriiletii szabalyos kilencszog teriiletét!
. Kossiik 0ssze egy 85 cm sugart kor két parhuzamos htrjanak végpontjait! Szamitsuk ki az igy ka-

pott trapéz keriiletét és teriiletét, ha a hiirok hossza 51 ¢cm és 75 cm!

. Hany szazaléka a 7. feladatbeli trapéz teriilete azon sikidom teriiletének, amely a kor parhuzamos

hurjai kozé esik?
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PonthalmazoKaterhentayolSagokAsZog ek

Ahhoz, hogy a térben is tudjunk tavolsagokat, szogeket mérni, el6szor e
ismerkedjlink meg az egyenesek hajlasszogének fogalmaval! =0
Ha két egyenes egy sikban fekszik, akkor korabbi ismereteink f

alapjan tudjuk, mit értiink a hajlasszogiikon. (Ha parhuzamosak, akkor
a hajlasszogiik 0°, ha pedig metszok, akkor a metszéspont kortiil kelet-

kez6 két-két egyenld szog koziil a nem nagyobbat értjiik a szogiikon.) p>0
Kitérd egyenesek hajlasszogét a kovetkezoképp hatarozzuk meg: a h

két egyenest (esetleg csak az egyiket) eltoljuk ugy, hogy legyen k6zos i

pontjuk. Ekkor mar metszOk lesznek, s e két metsz6 egyenes hajlas- y>0

szOgét értjiik a kitérd egyenesek hajlasszogén (2.1. abra).

w 1, 0dlds Mekkora szoget zar be az M5-0s autopalya a folot- 2.1. abra Egyenesek hajlasszoge
¢ Kiskundorozsmar6l Zsombora haladé autouttal? E

Megoldas:
Természetesen mindkét Gtnak csak ezt a kis szakaszat nézhetjiik, hiszen

hosszabb tavon egyik sem egyenes. A két Gitszakaszra illeszkedd egyenes

kitérd. A megoldast akkor kapjuk meg, ha példaul a feliil halado Gt egye- /\A\J
nesét onmagaval parhuzamosan eltoljuk gy, hogy messe az autopalya y
egyenesét. Mivel az autopalya a siknak tekinthetd foldon halad, s az au- ‘/

tout is a f6lddel parhuzamosan halad, ezért oda érdemes eltolnunk az au- : )

tout egyenesét is. Ehhez elegendd merdlegesen vetiteniink a fold sikjara. ///\\

Ekkor éppen olyan abrat kapunk, amilyet a térkép is mutat (2.2. abra).
Itt mar egyszerlien megmérhetjiik a szoget (2.3. abra). Ennél a két

utnal ez koriilbeliil 48°. 2.2. abra Az 1. példaban szerepld

/é\ keresztez8dés térképe

3
ol

Egyenesek ¢s sikok, illetve két sik hajlasszogét az egyenesek hajlasszo-
gére vezetjiik vissza. Szemléletesen ugyan mindannyian ,,tudjuk”, mi-
kor neveziink egy egyenest merdlegesnek egy sikra, a matematikaban
ezt is definialni kell.

Dafinidld  Akkor mondjuk, hogy egy egyenes mer6leges egy
+ sikra, ha az egyenes a sik minden egyenesére merdleges. :
Ennek ellendérzése viszont komoly nehézséget jelentene, igy jo hasznat
vessziik a kovetkezo tételnek.

Ha egy egyenes merdleges egy sik két egymast =48
i metsz8 egyenesére, akkor merdleges a sik minden egyenesére. i ¢ 2.3.4bra Atérkép akapjan késziilt

‘, ¢ ¢ vazlat

..................................................................................................
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Ez a sikra meréleges egyenes tétele. (Ezt itt nem bizonyitjuk be.)

Igy tehat elegendé a sikon két metszé egyenest talalnunk, amelyekre az
adott egyenes merdleges, a tétel és a definicio alapjan igy ez az egyenes
a sikra is merdleges (2.4. abra).

i N, ) f
/| \%@j”' Z,paldu Mutassuk meg, hogy a 2.5. ébran lathato

ABCDEFGH kocka EH ¢éle mer6leges a DG lapatldjara!

Megoldas:

Ha csak a (sikban elkészitett) rajzot nézziik, akkor nem feltétleniil azt
latjuk, amit a feladat allit. De ha a sikra merdleges egyenes tételét al-
kalmazzuk, akkor gyorsan bebizonyithat6 a feladat allitasa. Az EH ¢l
ugyanis merdleges a HD ¢élre (hiszen EH és HD az AEHD négyzet két
szomszédos oldala) és a HG élre is (hiszen EH és HG az EFGH négyzet
két szomszédos oldala). Tehat az EH ¢l merdleges a HD élre és a HG
¢lre, igy a HD ¢és a HG ¢lt tartalmazé sik minden egyenesére. Ezen a
sikon fekszik a kocka HDCG lapja, igy a DG lapatlo is. A DG lapatld
tehat valoban merdleges az EH élre.

H G
E F
A merbleges vetiilet fogalma is el6kertilt mar 10. osztalyban. Tekintsiik
most egy P pontnak egy sikra vett meréleges vetiiletét! Gondolatban al-
’ litsunk mer6legest a P ponton at a sikra! Ennek a merdlegesnek a sikkal
C ¢ vett doféspontja (P) lesz a P pontnak a sikra vett merdleges vetiilete

(2.6. abra).

Ha egy egyenes merdleges egy sikra, akkor az egyenes minden
pontjanak merdleges vetiilete ugyanaz a pont: az egyenes meréleges
vetiilete a sikkal vett doféspontja lesz.

Ha pedig nem merdleges az egyenes a sikra, akkor a sikra vett me-
réleges vetiilete is egyenes.

Ez azért fontos szdmunkra, mert ennek a segitségével tudjuk értel-
mezni egyenes ¢s sik hajlasszogét.

2.5. abra A kocka

Daflnldld  Egy egyenes és egy ra nem merdleges sik hajlas-
: szbge az egyenesnek és az egyenes sikra vett merdleges vetiiletének :
i a hajlasszoge. :

(Ezzel két egyenes hajlasszogeként értelmeztiik ezt a szoget.)
B R PP PP PP PP PP TP
=

isebb tertiletdi lapjanak sikjaval, ha a téglatest éleinek hossza 8 cm,
i 11 cm, illetve 15 cm? -

X
>5<P' - 5, 04ld Mekkora szoget zar be a téglatest testatloja a leg-

2.6. abra Egy pont sikra vett me- : Megoldas:
réleges vetiilete A legkisebb teriiletii lap nyilvan az, amelyiknek az oldalai 8 cm és 11 cm.

42

Matematika_12.indb 42 2015.07.07. 11:31:14



A téglatestnek négy testatloja van, de kdnnyen lathato, hogy mind- b G
egyik ugyanakkora szoget zar be ezzel az oldallappal. (Gondoljunk : , 15 E=F 7
példaul az élek felezomerdleges sikjaira, amelyekre a téglatest szim- N
metrikus!) D\ (K

Hasznaljuk a 2.7. abra jeloléseit! Az EC testatlonak a BCGF lap c’'=C
sikjaval bezart szogét keressiik. Ehhez vessziik az EC testatlonak erre a A B
sikra vett mer6leges vetiiletét. Mivel a C pont rajta van a sikon, ezért a
C mer6leges vetiilete sajat maga: C' = C. Az E pont merdleges vetlilete
pedig az F pont lesz, hiszen EF merSleges a BCGF sikra. Igy az EC
testatld merdleges vetiilete a BCGF lap sikjara az FC lapatld. Tehat az
ECF X meghatarozasa a feladat. Az EFCa derékszogii, igy ha ismer-
juk két oldalanak hosszat, akkor a szogeit is meg tudjuk hatarozni. Raj- : £ 15 f
zoljunk egy ezzel a haromszoggel egybevagd haromszoget gy, hogy N
az oldalai eredeti nagysagban latsszanak, azaz készitsiink sikmetszetet
(2.8. abra)!

Az EF befogd 15 cm, igy elég kiszamolnunk példaul az FC be-
fogdt. Az FC szakasz pedig egyben atfogoja is egy masik derékszogii

hiromszognek, az FGC-nek. Ezért d = FC =~/8” +11° =185 cm.

2.7. abra A 3. példa abraja

L =8 1T

15 2.8. abra Egy hasznos sikmetszet
Innen: tgo = ﬁ = @~=47,8°.

A testatlo a legkisebb teriiletli oldallal kb. 47,8°-0s szdget zar be.

Két sik hajlasszogét is két egyenes hajlasszogére vezetjilk vissza. Ha
két sik parhuzamos, akkor szdgiiket 0°-osnak tekintjiik. Ha pedig nem
parhuzamosak, akkor egy egyenesben metszik egymast. Ennek az egye-
nesnek egy tetszbéleges pontjaban merdlegest allitunk a metszésvonalra
mindkét sikban. E két egyenes hajlasszogét nevezziik a két sik hajlas-
szogének. Ezt a két egyenest ugy is megkaphatjuk, ha egy harmadik
sikkal mindkét sikot merélegesen metssziik (2.9. abra). Az igy keletke-

70 két metszésvonal teljesiti az el6bb elmondott feltételeket. 2.9. dibra Két sik hajlasszoge

'.'I'r 4, 0élds Az ABCDEFGH kocka E, B és G csticspontja 4ltal :
i meghatarozott sik mekkora szoget zar be a kocka lapjaival? :

Megoldas:

Akockaban az EB, a BG és a GE ¢l paronként egymashoz csatlakozo lap-
atlok, melyek hossza egyenld egymassal. Tehat az EBG haromszog egy
szabalyos haromszdg. Ennek a haromszognek a sikja a BCGF oldallap
sikjat a BG atlo egyenesében metszi. (Ez nyilvanvalo, hiszen a BG atld
mindkét sikban benne fekszik.) Mivel az EBG haromszog is és az FBG D
haromszog is tengelyesen szimmetrikus a BG szakasz megfelel6 sikbeli
felezémer6legesére, ezért ha merSlegest allitunk a BG atloraaz E ésaz F : A
pontbdl, akkor mindkét esetben a BG 4tlo K felezépontjat kapjuk eredmé-
nytl. A két sik hajlasszdge tehat egyenld az EKF X -gel (2.10. abra). 2.10. 4bra A 4. példa 4brgja
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| 2

& 'I‘Ergeometria

E Az EKF a az F cstucsnal derékszogii, egyik befogoja (EF) a kocka
¢le, masik befogdja (FK) a kocka fél lapatloja, mivel a négyzet atloja

V2-szorose a négyzet oldalénak, ezért FK = QEF (2.11. abra). Az
: gy )

¢ EFK derékszogli haromszogbdl tgo = e 12 2 =
F o K - \/5 EF \/E \/E
2 : TE 5
2 D= o~ 54,74°

2.11. dbra Az EFK haromszog ~ : Az ABFE és az EFGH siknak ugyanolyan az elhelyezkedése az
EBG haromszoghoz képest, igy azok sikjaval is ugyanekkora szoget
zar be az EBG haromszog sikja. A kocka szemkozti oldallapjai pedig
: parhuzamosak, tehat az azokkal bezért sz3g is egyenld az imént megha-
: tarozott kb. 54,74°-kal.

:
H

: &

: =

:

Foglalkozzunk most ponthalmazok tavolsagaval!
: 9. osztalyban a kdvetkezéképpen definialtuk a fogalmat:

W Daflnldld  Két ponthalmaz tivolsagan a pontjaik kozotti ta—
1

sagok minimumat értjiik.

(Ez a minimum az altalunk vizsgalt egyszerli ponthalmazok esetében
- altalaban létezik.)

Ezt a definiciot alkalmazhatjuk a térben elhelyezkedé ponthalma-
2.12. abra Mekkora a tavolsag ko- zok esetében is (2.12. abra). gy altalaban két pont tavolsagara vezetjiik
z0ttiik? ¢ vissza két ponthalmaz tavolsagat.
: Ennek megfelelden pont és sik tdvolsaga egyenld a pont és a pont-
nak a sikra vett merdleges vetiilete kozotti tavolsaggal.

Két metsz6 ponthalmaz tavolsaga a definici6 értelmében 0. Ha egy
egyenes nem metsz egy sikot, akkor csak parhuzamos lehet vele, ekkor
minden pontja egyenld tavol van a siktdl: ez az egyenes és a sik tavol-
saga. Két sik esetén hasonld helyzettel allunk szemben: a két sik vagy
metsz0 (tavolsaguk 0) vagy parhuzamos.

A legérdekesebb kérdés: mi lesz két kitérd egyenes tavolsaga?

Bebizonyithatd, hogy pontosan egy olyan egyenes van, amely
mindkét kitéré egyenest metszi, és mindkettére meréleges. Ennek az
egyenesnek a kitér6 egyenesekkel vett metszéspontjai altal alkotott sza-
kasz hossza lesz a minimalis tdvolsag a két egyenes pontjai kozott, tehat
ez lesz a két egyenes tavolsaga (2.13. abra).

e Jopaldu Egy téglatest 18 egységnyi €lének felez8pontja
mllyen tavol van a téglatest lapjainak kozéppontjatol, ha a masik ket
¢ ¢l hossza 10 egység és 16 egység?

2.13. abra Kitéré egyenesek ta-
volsaga
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Megoldas:
Az el6z06 években mar talalkoztunk a térbeli Pitagorasz-tétellel, vagyis
egy téglatest éleinek (a, b és c¢) ismeretében ki tudjuk szamitani a tégla-

test testatlojat (e): e =~a’ +b> +c>.

Arra kell tehat torekedniink, hogy a keresett tavolsaghoz talaljunk
olyan szakaszt, amellyel parhuzamos, vagy olyan derékszogli harom-
szoget, amelynek atfogdja, vagy olyan téglatestet, amelynek testatloja
az adott szakasz.

A 2.14. abran kékkel jeloltiik a téglatest lapkdzéppontjait, L-lel a

18 egységnyi ¢l felezOpontjat. H - P
Konnyen leolvashatok: LR =10:2=5 és LM =16:2=38. =1
Az LQ tavolsag az LRQ derékszogl haromszog atfogodjaként szamol- P 0
hat6 ki: D|R S
N 10 T C
LO =LR + RQ* =+/5* +16> =~/281. A 18 B

Az LN szakasz pedig az LMN derékszogli haromszog atfogoja.

LN =JLM? + MN*> =/8 +10° = /164
Az EF ¢l felezémer6leges sikjara valo szimmetria miatt LO = LP.
Az LO szakasz testatloja az RSOT alapu téglatestnek. Ezért

LO=LP =+ LR> + RS? + SO* =+/5* +9* + 8> = /170.

2.14. 4bra Az 5. példa abraja

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
m
—
wal

b octieo B N 4

1. Hatarozzuk meg az ABCDEFGH téglatest
a) EF ¢lének és BG lapatlojanak;
b) BD és EG lapatlojanak;
c) AH lapatlojanak és HB testatlojanak a szogét, ha AB=3 cm, BC=5cm ¢és BF =14 cm!
2. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepld szakaszparok tavolsagat!
3. Milyen tavol vannak egymastdl annak a téglatestnek a lapkozéppontjai, amelynek élei 24, 30 és 36
egység hossziak? Hanyféle hosszisagot kapunk eredményiil?

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

gy Testekiesicsoportositasuk

A valdsagban eléforduld targyak alakja, formaja altalaban igen Ossze-
tett. Sok esetben ezek a targyak egyszer(ibb testekbdl allnak, amelyeket
matematikai szempontok szerint jellemezhetiink: rendelkezhetnek bi-
zonyos szimmetriakkal, mérhetd a térfogatuk, a felsziniik.

Tekintsiik at a legegyszerlibb matematikai testeket!
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b

Tergeometna

Azokat a korlatos térbeli ponthalmazokat, amelyeket sokszoglapok
hatarolnak, poliédereknek szoktuk nevezni (3.1. abra).

3.1. abra Polié¢derek

Vannak olyan testek is, amelyeket nem csak siklapok hatarolnak. Ezek
kozott kilon figyelmet forditunk az Gin. hengerszert, illetve kiipszerQ
testekre, valamint a gdmbre.

A hengerszeri testeket a kdvetkezOképpen értelmezziik. Vesziink
egy zart sikgdrbét és egy olyan egyenest, amelyik a gorbe sikjaval nem
parhuzamos. Gondolatban a gérbe minden pontjan at parhuzamost hu-
zunk az adott egyenessel. Ezzel egy végtelen hengerfeliilethez jutunk.
Ezt elmetssziik egy a gorbe sikjaval parhuzamos sikkal (3.2. abra).

A hengerfeliilet és a parhuzamos sikok altal hatarolt térrészt hen-
gerszeri testnek nevezziik. A parhuzamos sikokon fekvé zart gorbék
altal hatarolt sikidomot a hengerszert test alapjainak (alap- és fedélap-
janak) nevezziik. A parhuzamos sikok koz¢é es6 hengerfeliiletet palast-
nak nevezziik. A parhuzamos siklapok tavolsagat nevezziik a henger-
szer(l test magassaganak.

A sikgorbe lehet sokszog is — ekkor hasabokrol beszéliink; a meg-
adott irany lehet merdleges is a gorbe sikjara — ekkor egyenes hen-
gerszeri testet kapunk. Ha a sikgérbe kor, az irany pedig merdleges
ennek a sikjara, akkor egyenes korhengert, mas néven forgashengert
kapunk.

Hengerszeri test példaul: a téglatest (téglalap alapu egyenes hasab),
ennek specialis esetei a négyzetes oszlop (négyzet alap egyenes hasab)
és ennek is specialis esete a kocka; a haromszog alapu hasab; a hatszog
alapti hasab; a téglalap alapu ferde hasab; a forgashenger (3.3. és 3.4.
abrak).

A forgashenger alapkorének sugarat szoktuk a henger sugaraként
is emliteni.

Uagl

téglatest négyzetes oszlop kocka haromszog alapi hasab hatszog alapu hasab forgashenger

3.2. abra Hengerszert testek szar-
maztatasa

L7 '

téglalap alapd ferde hasab

3.3. abra Ferde hasabok

3.4. abra Egyenes hengerszert testek
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Egy masik nagy csoportot alkotnak a kupszert testek.

Vesziink egy zart sikgorbét és a gorbe sikjan kiviil egy pontot.
A gorbe minden pontjat egy egyenessel dsszekdtjiik a felvett ponttal.
Az 6sszekotd egyenesek egy végtelen (kettds) kupfeliiletet alkotnak.
A kupfeliilet és a gorbe sikja kozotti térrészt nevezziik kupszeri test-
nek (3.5 abra). Ha a gorbe egy sokszog, akkor gulat kapunk; ha pedig
kor, és a felvett pontnak a kor sikjara vett meréleges vetiilete a kor
kozéppontja, akkor egyenes korkuprol vagy mas néven forgaskuprol

beszéliink. (
Az adott sikgorbe altal hatarolt sikidomot alaplapnak nevezziik,

(forgaskup esetében alapkdrnek), a kupfeliiletnek a ktpszerii testhez

tartozo részét palastnak, a megadott pontot pedig a kupszert test csucs-

pontjanak. A csucspontnak az alaplap sikjatol vett tavolsagat nevezziik
a kupszert testek magassaganak. (Akkor is, ha ennek talppontja kiviil
esik az alaplapon 3.6. abra.)

Az alapgorbe pontjait a kupszerl test cstcspontjaval 6sszekotd © 35 410 Kiipszeri test szarmaz-
szakaszokat a test alkotoinak nevezziik. Forgaskup esetén minden alko- © 54444
to6 hossza egyenld (3.7 abra).

A gulak kozott is specialisak a szabalyos gulak (3.8. abra). Ak-
kor mondjuk, hogy egy gutla szabalyos n oldalu gula, ha az alaplapja
szabalyos n oldalu sokszdg, és a magassaganak talppontja a sokszog
kozéppontja. Igy minden szabalyos n oldalii gilanak n oldallapja és
egy alaplapja van. Oldalélei egyenl6 hosszuak, oldallapjai egybevagd
egyenld szari haromszogek.

3.6. abra Ferde korktp

<y

négyoldall hatoldald

3.8. abra Szabdlyos gulak

Ha egy gula alaplapja haromszog, akkor tetraédernek nevezziik (,,négy
lap” altal hatarolt test) (3.9. abra).

A szabalyos haromoldalu gula is tetraéder. S6t, ha egy szabalyos
haromoldalu gula oldallapjait alkoté haromszogek nemcsak egyenld
szartiak, hanem szabalyosak is, akkor szabalyos tetra¢dernek nevez-
zik.

Nem kupszeri testek, de azokbdl szarmaztathatoak a csonka gulak
¢és a csonka kupok. Messiik a kupszeri testet egy az alaplapjaval par-
huzamos sikkal. Ez két részre vagja a testet, egy az eredetihez hasonlo
kisebb kupszert testre és egy az alaplaphoz kdzelebb esé masik testre.
Ezt a masik testet nevezziik csonka gulanak, illetve csonka kupnak an-
nak megfelelden, hogy az alaplapja sokszog-e vagy sem. 3.7. abra Egyenes korkap
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P
b

3.9. abra Tetraéderek

3.10. abra Csonka gula és csonka
kip

3.11. abra Gomb

A csonka gula és a csonka kup két parhuzamos lapjat alap- és fe-
ddlapnak nevezziik, illetve ha a csonka kup forgaskupbdl szarmazik,
akkor alapkornek és fedékornek. A kuppalastnak a parhuzamos sikok
kozé es6 részét a csonka kiip palastjanak nevezziik, az eredeti kiipszerti
testet meghatarozd egyeneseknek a parhuzamos sikok kozé esé részét
alkotoknak. A csonka gulaknal és a csonka kupoknal is a parhuzamos
sikok tavolsaga a testek magassaga. A szabalyos giilabol szarmaztatott
csonka gulat szabalyos csonka gulanak nevezziik. Csonka kup esetén
altalaban a forgaskupbdl keletkezo testre gondolunk (hivatalosan ez az
egyenes csonka kup 3.10. abra).

A gombdt egyik eddig megadott médon sem tudnank eléallitani. Uj
definiciora van sziikségiink (3.11. abra).

Uaflildld A gdmb azon pontok halmaza (a térben), amelyek
: megadott ponttol adott tdvolsdgnal nem nagyobb tavolsagra van- :
: nak. A megadott pont a gdmb kdzéppontja, az adott tavolsag pedig :
a gdmb sugara.

A poliéderek és a hengerszerii vagy akar a kipszeri testek kdzott épp-
ugy lehetnek konvexek és konkavok, mint a sikidomok k6zott. S a meg-
fogalmazas is egészen ugyanolyan, mint sikidomok esetében volt.

..............................................................................................

Uaflnldld  Egy testet akkor neveziink konvexnek, ha a test bar-
ly két pontjat 6sszekotd szakasz minden pontja is a testhez tartozik.

A leckében szerepld testek koziil a 3.12. abran 6sszegyiijtott testek kon-

kavok, a tobbi pedig konvex.

>

3.12. abra Konkav testek

4

1. Valasszuk ki a felsorolt targyak koziil a konkav testeket: kulcs, labda, hurkapalca, gyirii, gyufasdo-

boz, olld!
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A legegyszeriibb testek térfogatat atismételtiik 10. osztalyban, és mas
tantargyaknal is el6bukkanhattak. Igy a kovetkezo feladattal Gij ismere-
tek nélkiil is megbirkozhatunk.

% 1, u3lde a) Szamitsuk ki a 4.1. abréan lathato test térfogatét és
i Telszinét! Alaplapja egy 23 cmx58 cm-es téglalap, elsd és hatso lapja
egymassal parhuzamos, az alaplapra merdleges derékszogil trapéz.
i b) Rajzoljuk le a test kiteritett halojanak kicsinyitett képét!

Megoldas:
a) Ezt a testet felbonthatjuk két részre: egy négyzetes oszlopra és egy
haromszog alapt hasabra. (Ez talan nem latszik ranézésre, mert eddig
a hasabokat tigy rajzoltuk le, hogy az alaplapjuk ,,vizszintes” sikon fe-
kiidt.) {gy a térfogatot konnyen ki tudjuk szamolni. Legyen a = 23 cm,
b =58 cm, és vegylik észre, hogy a megadott 46 cm-es magassag ép-
pen kétszerese a 23 cm-es éleknek.

a-a

V=V b=

négyzetes oszlop

=23’ -58+L223-58 = 46023 (cm’).

2
+Vhaséb =ab+

Vegyiik észre, hogy az egész test egyiitt is egy hasabot alkot: egy derék-
szOgl trapéz alapu hasdbot. A térfogatat igy is kiszdmithatjuk:

46+ 23

V=T -23-58 = 46023 (cm’),

trapéz

b=

A felszinhez csak 6ssze kell adnunk a hatarold lapok teriiletét.
Ehhez egy adatot kell még kiszamolnunk: a vizszintessel 45°-0s sz6-
get bezaro ,.tetd” ismeretlen ¢élét. Jeloljik ezt c-vel. Ez atfogodja egy
egyenld szaru derékszogli haromszognek (4.2. abra), amelynek be-
fogdi 23 cm hosszuak. Ezért az atfogo J2-szorose a befogoknak:
c=+2-a=~/2-23 (cm).

A testnek két egybevagod trapéz lapja van, ezek teriilete egyen-
ként: T = 20423
4.3. abran all, és az egyik oldallapja), teriiletiik egyenként: 7, = 23-58.

-23. Két egybevago téglalap lapja van (amelyen a

Tovabba még két kiilonbozo fajta téglalap hatarolja: a masik oldallap

T, =46-58 ésa tetd” T, = 23-+/2-58. Afelszin teht:
A=2-T1+2-T,+T,+T, =
=2-@-23%223~58+46-58+23'x/§'58=

=6923+1334-/2 ~ 8810 (cm?).
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4.1. abra Az 1. példaban szerepld
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4.2. abra Egyenl6 szaru derékszo-
gl haromszog
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4.3. abra A test és haloja
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yA

Tergeometna

b) Nevezziik el a test csticsait, hogy be tudjuk azonositani a megfeleld
részeket a kiteritett halon (4.3. abra)!
A halon természetesen egy-egy pont tobb helyen is megjelenik.

2

=

Az ¢léz6 feladatban felhasznaltunk néhany fontos gondolatot a térfo-
gat- ¢és felszinszamitas témakorébol. Ezeket most kiegészitve, altalano-
sitva foglaljuk 6ssze!
» Egybevago testek térfogata egyenld.
» Ha egy testet szétdarabolunk, akkor az egyes részek térfogatanak 6sz-
szege egyenld az eredeti test térfogataval.

Az el6z6 leckében targyalt testek koziil egyediil a gémb feliilete nem
terithetd ki sikba. Az Gsszes tobbinél a test felszine egyenld a sikba
teritett halojan szerepld sikidomok teriiletének dsszegével. Specialisan:
mivel a poliédercket csupa sikbeli sokszoglap hatarolja, ezért ott a ha-
tarolod lapok teriiletének 6sszege adja a felszint.
Nézziik ezutan az egyes testcsoportok térfogatat.
A hengerszeri testek térfogata egyenlé alapteriiletiik és magassa-
guk szorzataval: V=T-m.

Az egyenes hengerszerii testeknél a magassag egyenld az oldal-
¢lek, illetve az alkotok hosszaval (4.4. és 4.5. abrak).

4.4. abra Ferde hasab és magas-
saga

4.5. abra Egyenes hengerszerii testek és magassaguk

A kipszerii testek térfogata egyenlé alapteriiletiik és magassaguk

T-
szorzatanak harmadrészével (4.6. abra): V = Tm

: zéppontjait!

i a) Hany csiicsa, ¢éle és lapja van az igy kapott testnek? 5
i b) Hatarozzuk meg az igy keletkezo test térfogatat és felszinét, ha a
: kocka élének hossza 6 cm! ’

Megoldas:

4.6. abra Kupszer( testek és ma-
Készitsiink abrat (4.7. abra)!

gassaguk

50

Matematika_12.indb 50 2015.07.07. 11:31:30



a) Mivel a kocka minden lapjanak kézéppontja a test egy-egy csticsa (és
mas csucsa nincs a testnek), ezért a kapott testnek 6 cstcsa van.

A kocka két-két szomszédos oldallapjan 1évé pontot az uj testben
¢l koti 6ssze. A kockan pedig a két lap egy élben talalkozik. fgy a két
test élei kdlesondsen egyértelmiien egymashoz rendelhetdk, ugyanany-
nyi van bel6liik. A kapott testnek is 12 ¢le van. Lapja pedig ugyanannyi
van, mint ahany cstcsa a kockanak, hiszen a kocka harom, paronként
szomszédos oldallapja egyértelmlien meghatarozza a kocka egy csticsat
is, és az 0 test egy-egy lapjat is. Igy a test lapjainak szama 8. Ezért
szoktak ezt a testet (szabalyos) oktaédernek nevezni.

(Természetesen ranézésre is tudhatjuk ezeket a szamokat, de a fenti

Osszefiiggésekbe érdemes volt belegondolni.)
b) A térfogat meghatarozasanal az elsé példahoz hasonloan itt is azt
érdemes kihasznalnunk, hogy a test szétbonthato két testre: két egybe-
vago6 gulara. (Példaul az AE ¢l felezOmerdleges sikjara vonatkozd szim-
metria miatt.) Azt is észrevehetjiik, hogy ezen gilak kdzos alaplapja,
a KLMN négyszdg minden oldala egyenlé hossziisagu, és szomszédos
oldalai egyenld szdget zarnak be egymassal. Tehat a KLMN négyszog
egy négyzet, a KLMNO (és ezzel egyiitt a KLMNJ) gula pedig egy sza-
balyos négyoldalu gula.

A gula magassaga a kocka élének (a) a fele (4.8. abra). A KLMN
négyzet 4tloja pedig a kocka élhosszaval egyenld. igy a KLMN négyzet

2 2
KMALN @’ _6 o ey,
2 2

5=

tertilete: Ty, =

a’ a
Ty 'OP 2 2 183
w333
=2-18 =36 (cm?).
A felszin kiszamitasakor észrevehetjiik, hogy az oktaédert nyolc
egybevagd, rdadasul szabalyos haromszog hatarolja, hiszen a kocka

barmely két szomszédos lapkozéppontjanak tavolsaga egyenld. Egy
ilyen haromszog oldalhosszat kell tehat meghataroznunk.

=18 (cm?).

Egy gula terfogata: 7,

=2V

gula

Az oktaéder térfogata tehat: V

ktaéder

A KPL haromszog egyenld szari derékszogli, befogoinak hossza %
(4.9. 4bra). Igy atfogoja V2-szorose a befogodinak:

KL = & - ﬂ =3.42.
2 2
A KLO szabalyos haromszdg teriilete:
3
KL- - KL ) NG

== .KI*
4

T,

KLOa —

2
A felszin tehat:

*6'4“2 =2.3-K[? =2:\3-(3:42) =

=2.4/3:9:2=36-/3 (cm?) = 62,35 (cm?).

A=8-T =8
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51

2015.07.07. 11:31:31



: Megjegyzés:

C :

: 1. A felszin szdmitasakor ne essiink abba a csapdaba, hogy a két sza-

¢ bélyos négyoldalt gila felszinének dsszegét akarjuk venni. Hiszen

. ¢ cbben feleslegesen kétszer is megjelenik a KLMN négyzet teriilete.

a H

¢ 2. A megoldas menetébdl kideriilt, hogy a kocka térfogatanak 1 része

¢ az oktaéder térfogata. 6
——— Bltaeaseer

., p4lds Bgy forgaskip alapkorének sugara 12 cm, magas-
- Saga 16 cm. Szamitsuk ki a felszinét és a térfogatat! A felszint dm’- :
ben, a térfogatot dm’-ben, két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!

=)
I
=

alapkor

Y
eccccccccccccoce

Megoldas:
A kup térfogatanak kiszamitasahoz minden adat rendelkezésiinkre all:

2 2
Vmpzr;;mzu 7;' 16
Mivel a kiap minden alkotoja egyenlé hosszusagu, ezért a kup kiteritett
: palastja egy korcikk, amelynek a sugara a kip alkotdja. A koreikk hata-
¢ rold ivének hossza az alapkor keriiletével egyenld. A korcikk teriiletét,
: vagyis a palast teriiletét ezekbol az adatokbol mar meg tudjuk hatarozni.
Az alkoto hossza Pitagorasz-tétellel kaphaté meg, hiszen a kiip forgéasten-
gelyén at az alapkor sikjara allitott merdleges sik a kupbdl egy egyenld
szari haromszdget vag ki. Ezt roviden ugy is szoktuk mondani, hogy a
forgaskup tengelymetszete egyenld szara haromszog (4.10. abra).

=7687 ~2412,7 (em’) ~ 2,41 (dm®).

4.10. abra A forgaskip tengely-
metszete és haldja

Hasab ¢ Az alkoto hossza: a = \/r2 +m? = \/122 +16% =20 (cm).
A felszin:
Kaa or 4 2 .
A:Talapkér+7;alast = P2 g ek =4 rmea _

=r’r+rra=12°7+127-20 =
=3847 ~1206,4 (cm*) ~ 12,06 (dm?).

"2\
e
nd

A bemelegito példak utan tekintsiik 4t mindazon specialis testek térfo-
gat- és felszinképleteit, amelyeket hasznalni fogunk. (Ezek kozott csak
a csonka gulara és a csonka kuipra vonatkozo képletek jelenthetnek 1j-

A = ZTaIap\ap
V=T,

alaplap

+T,

oldallapok

m

4.11. abra A hasab felszine és tér-

~
000000000000000000000000000000000000000000000000

fogata donsagot) (4.11., 4.12. és 4.13. abrak).
Specialis téglatestek
Téglatest Négyzetes oszlop Kocka
: ¢ A=2(ab+be +ac) ol A=22 + 4ab a p-6a
j V =abc V=2abh V=a°
o b i
a a

4.12. abra Specialis hasabok felszine és térfogata
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Giila Szabalyos giila Csonka giila
(szabalyos sokszog az alapja)

5N

Felszin:  A=T,uyep + st A= Talanlap +n- Toluauap A=Tapap + trostiap T Tocatapo
. T-m T-m m
Térfogat: V=—r V=" V=lUT 4T+t
M : ()
Henger Kiip Csonka kip .
(egyenes korhenger) (egyenes korkup) Gomb
e
i,
RIS
4 o L t||.“. _“::\“‘\‘\
7 i N\
R[] [m
Felszin: A=2r’z +2rmm=2rz(r +m) A=r’m +rax =rx(r +a) A=(R*+(R+r)a+r’)x A=4r'z
2 3
Térfogat: V=rizm v=" ’;m V=%(RZ +Rr+1%)x V=4'3”

4.13. abra Tovabbi testek felszine és térfogata

: 4, paldz Egy szabélyos négyoldali csonka gila alaplapja- :
: nak és fed6lapjanak éle rendre 86 cm €s 32 cm, oldaléleinek hossza
i 50 cm. Hatarozzuk meg a felszinét és a térfogatat!

Megoldas:
A szabalyos négyoldaltl csonka gula alaplapja és fedblapja is négyzet,
oldallapjai egybevago hurtrapézok. A felszin kiszamitasahoz az oldal-
lapok magassagara van sziikségiink.

Hasznaljuk a 4.14. abra jeloléseit! Rajzoljuk meg az egyik oldalla-
pot alkoto hurtrapézt (4.15. abra)!

b

4.14. abra Szabalyos négyoldalt
csonka gtla

A Pitagorasz-tétel alapjan: E b F
2
[a—bj tm?=c S |m
2
5 90° 90°
m2=502—(Mj; A%b & a8
a 2 2 2

m, ~ 42,083 (cm). 4.15. 4bra Egy hasznos sikmetszet
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: Igy a felszin:

E_bV2 g :
: s s a+b
: A ];laplap fedolap + 4]:)ldallap =a + b + 4 ’ i,
c [
m .
ol m : ~867 +327 +4.50132 45 083183516 (cm?).
90° 90°

Aa-b)2 a2 (a-b)\2 © A test magassagat az ACGE hurtrapéz (4.16. abra) oldalainak segitsé-

2 e gével szamoljuk ki. AC és EG egy-egy négyzet atloja, igy hosszuk a
4.16. dbra Egy masik hasznos sik- négyzetoldal J2-szérose. A szamolas ugyantigy zajlik le, mint az el6z6
metszet ¢ esetben: R

: 2=502_((86—3.2)-x/5J ;
2

m~32,28 (cm).
: A térfogat:
V= ?(T—F\/E—H) ~ 3228 962 4 86 327 +327) ~

~120210,7 (cm’).

MegjegyzéS' a szabalyos négyoldalt csonka gula térfogata az elébbi
Jelolesekkel igy is felirhato: V' = 3 (a +ab+ bz)

: 3, udlds Van két darab 6 cm sugart piros fagolyonk és ha-
: rom darab 5 cm sugart kék fagolyonk (4.17. abra). Melyik nagyobb:
a) a piros golyok Ossztérfogata vagy a kék golyok ssztérfogata?

b) a piros golyok egyiittes felszine vagy a kék golyok egyiittes fel-
Megoldas:
‘ ¢ a) A gomb térfogatképlete alapjan
: 3 g3
: N 4R T _ 2.4 6’

piros
: A piros golyok dssztérfogata nagyobb, mint a kék golyok dssztérfogata.

4.17. abra A golyok ¢ b) A gdmb felszinképlete alapjan
24, =2-4R’% =2-4.6'x = 2887 (cm”),
34, =3-4r'1 =3-4-5" 7 = 3007 (cm?).

¢ A kék golyok egyiittes felszine nagyobb, mint a piros golyok egyiittes
felszine.

=576m (cm’),

4 4.51

Wy = 3-T =3. =500z (cm’).

Megjegyzés:

1. Vegyiik észre, hogy az a) rész megoldasabdl nem kovetkeztethettiink
a b) rész eredményére.

2. Nem volt sziikség a térfogat- és felszinértékek kozelité meghataroza-
sara. Elegendd volt azokat n-vel kifejezni.

54

Matematika_12.indb 54 2015.07.07. 11:31:38



Q) Oldjuk meg! ,

1. Szamitsuk ki a szabalyos hatoldal hasab felszinét és térfogatat, ha
alapélének hossza 10 cm, magassaga 3 cm! /’

2. A 4.18. abran lathato test ugy keletkezett, hogy egy 12 cm éli kocka
minden oldallapjanak kdzéppontjat a megfeleld oldallapra merdle-
gesen ,.kihuztuk™ attdl 2 cm-re, és ezeket a pontokat dsszekotottitk
az adott lap csticsaival. Szamitsuk ki az igy kapott test felszinét és
térfogatat!

3. Egy hengeres alaku oriasceruza egyik vége (a ,,hegye”) kupban,
masik vége félgdombben végzddik. Hatarozzuk meg a felszinét és a
térfogatat, ha tudjuk, hogy a ceruza atmérdje 16 mm, teljes hossza  4.18. abra A test

2

25 cm, és ebbdl 2 cm a ,hegye”!

4. Egy csonka kup alap- és fedokorének sugara R = 8 cm és r = 6 cm. Szamitsuk ki a felszinét és a
térfogatat, ha magassaga m =5 cm!

5. Tekintsiink harom testet: egy » sugara és 27 magassagu forgashengert (egyenld oldala henger), egy
r sugari gombot és egy r alapkor sugara, 2 magassagu forgaskupot! Hatarozzuk meg a harom test
térfogatanak aranyat!

6. Egy kocka minden oldallapjara ragasszunk egy vele egybevagd kockat! Hany csucsa, éle és lapja
lesz az igy kapott testnek? Mekkora lesz a felszine és a térfogata, ha a kocka éle 7 cm?

7. Egy négyzet alapt egyenes csonka gutila oldallapjanak parhuzamos oldalai 9 cm és 3 cm, szarai
10 cm hossztiak. Szamitsuk ki a csonka gula felszinét és térfogatat!

brVegyesifeladatokilt

% 1, 03lda Egy téglatest éleinek aranya 2:3:5. Szamitsuk ki a
- Térfogatat, ha a felszine 992 cm’!
Megoldas:
Jelolje a téglatest egy cstcsabol kiinduld éleinek hosszat a, b és c!
A megadott arany alapjan bevezethetiink egy x pozitiv szamot, melynek
a segitségével ki tudjuk fejezni az éleket: a=2x, b=3x és c=5x.
Igy x-szel kifejezhet a felszin is (5.1. abra):

A=2ab+2ac+2bc=2(2x-3x+2x-5x+3x-5x) = 62x°.

Ebbol
62x* =992;
Xt =16;
x =4 (cm). o
fgy a térfogata: 5.1. abra A téglatest haloja

V =abc =2x-3x-5x =30x’ =30-4° =1920 (cm’).
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), v4lds Egy haromoldald ferde hasab alapja egy olyan hé- :
romszég, amelynek egyik oldala 7 cm, a rajta fekvé két szdg 43,5°
i ¢és 33,2°. Mekkora szoget zarnak be az 5 cm hossza oldalélei az alap-
1appa1 ha a ferde hasab térfogata 36 cm’?

Megoldas:
A keresett szoget a CGF derékszogii haromszogbdl fogjuk tudni kisza-
5.2. abra Haromoldala ferde hasab ¢ mitani, ha annak a CF oldalan kiviil még egy oldalat ismerjiik. Ez a
magassag lehet, amelyre a térfogatbol és az alapteriiletbdl kovetkeztet-
hetiink (5.2. abra). Tehat elsddleges célunk meghatarozni az ABC alap-
lap tertiletét (5.3. abra).

Mivel a haromszog belsé szdgeinek Osszege 180°, igy az A-nal
1év0 szog: a =103,3°. Szinusztétellel kiszamolhatjuk példaul a b oldal

b i i in43,5°
hosszat: 2= 508 o g S0P 5 SnA35% 4 o5 (em).

a sina sina sin103,3°

; Az ABC haromszog teriilete trigonometrikus teriiletképlettel:
absin 7-4,95-sin33,2°
b Tipe, = ) Lx ~ 9,487 (sz).
5 B ™.C ¢ Ahasab térfogatképletébdl most meghatarozzuk a hasab magassagat:
a=7cm
V 36 cm’

B-435° y-332° V=T-m = m= T W 3, 795 (Cm)

A CGF derékszogl haromszogbdl meghatarozhato az oldaléleknek az
alaplap sikjaval bezart ¢ szoge:

m 3,795

5.3. abra Az alaplap

~ 0,759 = ¢@~49,4°.

pE=
\%/ 3, 0aldy Az ABCDEFGH téglatest AB, AD és AE elelnek
ossza rendre 20 cm, 12 cm ¢s 9 cm (5.4. abra). :
: a) Hatdrozzuk meg az 4 pont és a BH testatlo tavolsagat! g
i b) Milyen aranyban bontja két részre a BH testatlot az A pontbol ra |
\  bocsatott merdleges? :
: ¢) Mekkora szoget zar be a BH testatlé az AF lapatloval?
d) Mekkora a BEG haromszog teriilete?
i €) Mekkora az F pont és a BEG haromszog sikjanak tavolsaga?

Megoldas:
¢ : a) Mivel az AB él merbleges az ADHE négyszog sikjara, igy annak 4H
. 2 szakaszara is. Tehat a BAH haromszog derékszdgl. Ennek a haromszog-
/35\ nek az AB befogjat ismerjiik, az 4H befogdjat pedig ki tudjuk szdmol-
S ¢ : ni Pitagorasz-tétellel: AH =+/9*> +12° =15 (cm). Az 4 pont tavolsiga
4 B a BH szakasztol az A pontbdl a BH-ra éllitott merdleges szakasz hossza,
vagyis a BAH derékszogli haromszog atfogbhoz tartozd magassaga.

5.4. abra A példa a) és b) részéhez : A BH testatlo hossza: BH = JAH? + 4B* =+/15% + 20* =25 (cm).
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[rjuk fel kétféleképpen a BAH haromszog teriiletét:

AB-AH BH-AJ AB-AH 20-15 A
Ty, = = = AJ=———=——=12 (cm).
2 2 BH 25
Az A csucsnak a BH testatlotol vett tavolsaga 12 cm.
b) A kérdés megvalaszolasahoz folytathatjuk az el6z6 gondolatmenetet.
A HJ :JB arany a kérdés, vagyis az, hogy milyen aranyban osztja két ; L ;
J X

részre az ABH derékszogl haromszog BH atfogohoz tartozé magassaga
az atfogot. Jeloljitk a HJ szakasz hosszat x-szel (5.5. abra)! A derékszo-
gl haromszdgekre érvényes befogotétel szerint

2 2
AH =~x-BH = szH =1i=9(cm).
BH 25

5.5. abra A BAH haromszog

fgy BJ =25-9=16 (cm).
A keresett arany: HJ :JB =9:16.

c) Mivel a BH testatlo ¢s az AF lapatlo kitérok, ezért legalabb az egyiket
el kell tolnunk ugy, hogy legyen k6z6s pontjuk. Toljuk el az AF lapatlot

— H
az FB oldalélvektorral! Konnyebben lathato az eltolas eredménye, ha &
az egész téglatestet is eltoljuk ezzel a vektorral (5.6. abra). £ F
Igy az AF lapatlo eltoltja az A'B szakasz lesz, amelynek van k6zos 5
pontja a BH testatloval: a B. Az A'BH haromszog minden oldalanak ; % ¢
hosszat ki tudjuk szamolni a Pitagorasz-tétellel, igy a keresett y szog B
meghatarozhat6 a koszinusztétellel. g
o

A'B=~20"+9* =481, A'H=\/12>+(2-9)* =468, BH =25
(1asd: b) rész megoldasa).
A koszinusztétel az A'BH haromszogre:

AH? = A'B* + BH? —2. A'B-BH -cosy: 5.6. abra Az eltolas utan

468 =481+ 625-2-/481-25-cosy;
50-4/481cosy = 638;
cosy ~0,5818;
y = 54,4°.

A BH testatlo és az AF lapatlo altal bezart szog kb. 54,4°.
d) A megoldas vazlatat, részeredményeit és végeredményét kozoljik, a
részletes szamitasokat az olvasora bizzuk. A harom lapatléo hosszanak
meghatarozasa utan koszinusztétellel kiszamitjuk az EGBX =6 érté-
két, majd alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet a haromszogre H
(5.7. 4bra): &

EB =481, BG =15, EG =544 = £ F

= §~6569° = T, ~159,4cm’. >~ .
e) Az F pontnak a BEG haromszog sikjara vett merdleges vetiilete le- : A B

gyen F' (5.7. dbra)! Ekkor a BEGF tetraéder térfogatat felirhatjuk két-

!

T .
BEG: , masrészt, ha példaul az FBG

féleképpen. Egyrészt V' =
5.7. abra A d) ¢és e) feladat meg-
oldasahoz

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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haromszoget tekintjik a tetraéder alapjanak, akkor a hozza tartozo
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T -EF
magassag az EF él lesz: V = %. Az utdbbi képletben minden

mennyiség ismert, igy a térfogat kiszamolhato, ahonnan megkaphatjuk
Ty, -EF  FB-FG-EF

3 6
A BEG haromszog teriiletét a d) részben hataroztuk meg, innen
99,3-FF'

=360 (cm’).

az FF' szakasz hosszatis. V =

360 = FF'~10,88 cm.

5.8. abra Egyrészt — masrészt

Ha egy forgaskupot az alaplap kézéppontjan atmend, s arra merdleges
sikkal elmetssziik (ezt hivjuk a kup tengelymetszetének), akkor egy
egyenld szarti haromszoget kapunk. Ennek szarszogét nevezziik a kip

4 nyilasszogének (az 5.9. abran ¢).
y m o, 9dlds Egy forgaskip palastjanak teriilete 3-szor akkora, :

: mint az alaplapjanak teriilete. Szamitsuk ki a nyilasszogét!

r Megoldas:
A palast teriilete: P = rarm, az alapteriilet: T = r’7x.
A feltétel szerint P=3-T, azaz raxr =3r'nr = a=3r. A ten-
5.9. abra A kup nyilasszoge L, , . , , i
gelymetszeti képen az alkotd, az alapkor sugara és a kip magassaga egy
derékszogli haromszoget hataroz meg, innen:

9

. 1
sin2=C-- o ¢ =38,9°
a 3

— = 9,03l Egy szabalyos négyoldalt gula felszine 500 cm?,
oldallapjainak magassaga 14 cm. Hatarozzuk meg a gula térfogatat
i és a hatarolo lapok egymassal bezart szogét! ’

Megoldas:

£ Jelolje a gula alapélét a, oldallapjainak magassagat m,, a gila magas-
sagat m (5.10. abra)!
A felszin ismeretében kiszamithatjuk az a értékét:

A:a2+4.% — 500=d’+2-a-14;

a, =

2
a, =12,38, a, <0, igy ez nem megoldasa a feladatnak.

5',110‘ dbra Szabilyos négyoldalt : A t¢rfogathoz mar csak az m-et kellene ismerniink. Ezt az EDF derék-
guia sz0gl haromszogbdl szamolhatjuk ki (F az alapél felezOpontja.)

N ( a* +28a—-500=0;
27 a 2
‘ —28+/28% —4.1-(=500) —28++/
F _ (-500) 28 22784:_14i 696
a
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2
m= mj—(%) ~ /142 —6,19° ~12,56 (cm).

T -m 12,387 12,56
T

A hatarolo lapok hajlasszogénél elGszor azt a kérdést vizsgaljuk meg,
hanyféle szoget is kell meghataroznunk. Nyilvan minden oldallap
egyenld szoget zar be az alaplappal. Az is vilagos, hogy a szomszé-
dos oldallapok szdge is egyenld egymassal. Viszont nem (feltétleniil)
egyenld a szemkozti oldallapok hajlasszogével. A legutobbi szoget a
sikok hajlasszogére vonatkozd definicid miatt azért nehéz elképzel-
ni, mert e két siknak csak egyetlen kdzos pontjat latjuk: az E-t. Ezért
egészitsiik ki egy kicsit az abrat: helyezziink ra gondolatban egy olyan
satrat, amelyik csak egy-egy — a gula valamely alapélével parhuzamos
— egyenes mentén ,,hajlik”. Ez a hajtasél lesz a két sik metszésvonala, s
erre mindkét sikban meréleges az EF, illetve az EF’ szakasz. Igy ezek
szoge lesz a két szemkozti sik hajlasszoge (5.11. abra).

Egy oldallap és az alaplap metszésvonala a gula egy alapéle. En-
nek egy pontjaban, példaul F-ben allitsunk merdlegest az alapélre a két
sikban! Ezek szoge lesz az alaplap és egy oldallap hajlasszoge. Tehat az
5.12. abran az alaplap és egy oldallap szdge egyenld az EFD szoggel.
Igy az EFF' egyenl§ szarG haromszog alapon fekvé szoge és szarszoge
is egy-egy keresett szog lesz.

Az FDE derékszogi haromszogbdl:

A térfogat: V = ~ 641,7 (cm’).

5.11. abra Két szemkozti oldallap
sikjai

g
2

5.12. abra A hasznos sikmetszet

a
cosoz=iz6’19 a ~63,76°,
m 1

igy B~180°-2-63,76°=152,48°.

Az oldallapok az alaplappal kb. 63,76°-0s szoget zarnak be, a
szemkozti oldallapok pedig kb. 52,48°-osat.

A szomszédos oldallapok szogének megallapitasahoz egy alkalmas
pontot kell valasztanunk a két lap sikjanak metszésvonalan, vagyis az
oldalél egyenesén. Mivel az oldallapok egybevagd haromszogek, ezért
az ABE haromszogben az 4 csucsbol indulé magassagvonal talppontja
ugyanaz a pont lesz a BE élen, mint a BCE haromszdgben a C csucsbol
indulé magassagvonal talppontja (G). Tehat AG az ABE haromszog sik-
jéban, CG a BCE haromszdg sikjaban mer6leges a kozos BE élre. A két
sik hajlasszoge igy az AGC szdg lesz (5.13. abra).

Mivel AG az ABE haromszog egyik magassaga, igy ki tudjuk sza-
molni az ABE haromszog teriiletének kétféle felirasabol, ha tudjuk a BE
¢l hosszat is. Az EFB deré¢kszdgii haromszogbdl

2
BE = (gj +m> ~+6,19° +14’ ~15,3 (cm).

T _a-mazBE-AG

ABEs — 2

= AG=11,3 = CG=I11,3.

5.13. abra Oldallapok hajlasszoge

12,38-14=15,3- AG =

=

5.14. abra Piramisok

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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: Tovabba AC atloja az a oldalu négyzetnek, hossza tehat:
AC =~2-a~~[2-12,38 ~17,5 (cm).

Az AGC egyenld szari haromszdgben a szarszog meghatarozasat az
¢ olvasora bizzuk, értéke: kb. 101,6°.

 Quntines B S 4

1. Egy téglatest éleinek aranya: 1:2:4, térfogata 189 cm’. Szamitsuk ki a felszinét és lapatloinak hosszat!

2. Egy ferde henger alapkorének sugara 5 cm, térfogata 610 cm’. Milyen hossziiak az alkotoi, ha azok
az alaplap sikjaval 78,2°-0s szdget zarnak be?

3. Hajtsuk végre a 3. példaban leirt feladatokat, ha az AB, AD és AH élek hossza rendre 12 cm, 9 cm
¢s 20 cm! Mely kérdéseknél marad ugyanaz a végeredmény, mint a 3. példaban? Véletlen egybeesé-
sekrol lehet sz6 vagy sem? Sejtésiinket indokoljuk!

4. Egy téglatestnek kétféle hosszsagu lapatloja van. Mit mondhatunk a téglatestrol? Mekkora lehet a
téglatest testatloja, felszine €s térfogata, ha a két kiilonb6z6 hosszasagh lapatldo 7 cm és 8 cm?

5. Egy szabalyos négyoldala gila oldalélei kétszer olyan hossziiak, mint alapélei. Felszine 870 cm’.
Mekkora a gula térfogata? Mekkora szoget zarnak be a gula oldallapjai az alaplappal? Mekkora
szoget zarnak be a gula oldalélei az alaplappal?

BRVEgyEsifeladatoklt

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
o

S e 1L odlda A magyar kiralyi palast kiteritve majdnem ponto-

i San félkor alaku (6.1. abra).
i a) Mekkora annak a kiipnak a nyilasszoge, amelynek kiteritett pa- |
i lastja félkor alaka? E
| b) Igaz-e, hogy a kup nyilasszdge és kiteritett palastjanak kozépponti :
| szoge kozott egyenes ardnyossag van?
i ¢) Mekkora annak a kiipnak a nyilasszoge, amelynek kiteritett pa- |
 lastjaban a kdzépponti szog 130°? '

6.1. abra A magyar kiralyi palast

Megoldas:

¢ a) A félkoriv hosszanak és az alapkér keriiletének egyenlének kell len-
nie, azaz 2rm = arx, innen 2r = a.

: Vagyis egy olyan kupot kapunk, amelynek az alkotoi egyenld hosszaak
az alapkor atmérojével (6.2. abra). Igy ennek a kupnak a tengelymet-
szete szabalyos haromszog, a kap nyilasszoge tehat 60° (6.3. abra).

b) Ha egyenes aranyossag lenne a kup nyilasszoge és a kiteritett palast
kozépponti szoge kozott, akkor pl. egy 150°-o0s nyilasszogt kup kiteri-

 tett palastjanak kdzépponti szoge % -180° lenne, ami nem lehetséges,

6.2. abra Az els6 kip haldja ¢ mivel ez az érték nagyobb 360°-nal.
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c) A kiteritett palast hatarolo ive hosszanak és az alapkdor keriiletének
[e]

egyenlonek kell lennie (6.4. abra): 2rx = ;30 -2ar. Ebbdl meghata-

OO
rozhaté az ~ = 130 = E, ez pedig a kup fél nyilasszogének a szinu-
a 360 36

sza. sinﬂzE = @=42,3°.
2 36

Megjegyzés: a c) és az a) feladat megoldasanak Osszevetésébdl is ko-
vetkezik, hogy nem egyenes aranyossag all fenn a kip nyilasszoge €s
kiteritett palastjanak kdzépponti szoge kozott.

6.3. abra Az els6 kup tengelymet-

. 2, v3ldu  Egy szabalyos hatoldalu gula magassaga 24 cm, : szete

tTalapéle 5 cm (6.5. 4bra). Vagjuk el a gulat egy olyan sikkal, mely az '
 alaplappal parhuzamos ¢és atmegy a magassagnak az alaphoz legkd-
i zelebbi negyedeldpontjan (6.6. abra)! Hatérozzuk meg az igy kelet- :
i kezo két test térfogatanak és felszinének aranyat!

o =130°

Megoldas:

Legyen a gula alapéle: a, magassaga: m.
A két test koziil a gula csticsahoz kozelebbi egy, az eredetihez hasonld
kisebb gula, hiszen nagyitassal egymasba viheték. A kicsinyités aranya

3o X
pedig a magassagok aranyaval egyenldé: A = 4 - s A két gula térfo-
m
27
gatanak aranya a hasonlosag aranyanak a kobe, azaz Vi ., = 71 Vita®

Ebbdl mar latszik, hogy a csonka gula térfogata az eredeti gula masik : 6.4. abra A masodik kip haloja

része, azaz

V.

csonka gula

27 37
:Vgﬁla _Vkisgula :(l_ajV =—1V,

gula 6 4 gula*
Igy a kis giila és a csonka gula térfogatanak aranya:

27
Vids gita _ 64 Vi _27
I/csonka\ gula 37 37 '
a giila

Eddig a ghla adatait egyaltalan nem kellett felhasznalnunk, a cson-
ka gula felszinét viszont ki kell szamolnunk. A A =% aranyu ki-
csinyités miatt a csonka gula fedélapja is szabalyos hatszog, s ol-

. . . 3
dalainak hossza az eredeti hatszog oldalai hosszanak 7 része.

. 9 .
Igy teriilete Z=ET , ahol T az alapteriilet. Az alapteriilet pedig:

T=6T :6-£a2:6-£-52:M(cm2). igy a feds-

szabalyos haromszo;
v e 4 4 2

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.5. abra Vagas elott ...
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g 75V3 _ 67543

lap teriilete: ¢ = cm?). A csonka gula oldallapjai

: 2 32
egybevago hﬁrtrapezok (6.7. abra). Ezek alapjainak hossza 5 cm ¢s
%-5 =175 cm. Szarainak hossza az eredeti gula oldaléleinek megma-

rado i része. Ehhez ki kell szdmolnunk az oldalélek hosszat (b).

: Mivel a szabalyos hatszoget hat darab szabalyos haromszogre lehet
: bontani, ezért egy oldalélnek az alaplapon 1évé végpontja a tivolsigra
¢ van az alaplap kozéppontjatol. Az oldalél hossza a Pitagorasz-tétellel:

D h=a® +m? =57 +24> =701 (cm). A trapéz szérainak hossza (c):

6.6. abra ... s Vaghs utén ¢ _NT01
4

. e 1
tc= (cm). A trapéz tengelyes szimmetridja miatt AF = ga =

¢ Atrapéz magasséga'

2 (1 \/701 25 J2779 6,59 (cm).
: 16 64

H 5 + -
’ ga . Egy trapéz teriilete: T, ~ 5 4 -6,59 ~ 28,83 (cm?).
A csonka gula felszine:
ma § Acsonka gula T +1+ 6Tu—apez ~ # + 67352\/5 + 6 . 28, 83 ~ 274’ 47 (sz)'
c c H

A kis gula felszinének meghatarozasdhoz még ki kell szdmolnunk egy-
/] ¢ egy oldallap magassagat (m') (6.8. abra).

~/394,31-3,52 ~ 19,77 (cm).

6.7. abra Oldallap

15

19,77
N 6735\/_ ——— = 258,95 (em’).

A

kisgala

=t+6-T

oldallap

Akis gula 258 95
274 47

¢ Akis gula és a csonka giila felszinardnya: =~ 0,94.

csonka gula

Bl

"mérdje 6 cm, fedSkorének atmérdje 7,5 cm, alkotdja 10 cm (6.9. abra)
: Mennyl a benne 1év6 375 gramm 20% zsirtartalmi tejfol stirlisége!

: Megoldas:

¢ Szamitsuk ki el8szor a csonka kup térfogatat!
r=3cm,R=3,75cm,a=10cm = a csonka kip tengelymet-

6.8. abra A kis gula oldallapja szete egy hurtrapéz, s ennek magassidga egyenlé a csonka kup
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magassagaval. A magassagot ugyanugy hatarozzuk meg, mint az el6-
z6 feladatban:

2
m= az—(RZ_rj =102 -0,375% ~9,99 ~10 (cm).

Annyira kicsi a pohar két alapkdrének a sugara kozott a kiilonbség,
hogy az alkot6 hosszaval magassagként is szamolhatunk.

Veorin = = (R* + Rr+1? ) ~ &(3,752 +3,75-3+3% )7 ~359 (cm’).
3 3 6.9. dbra Tejfolospohar
A tejfol stirtisége:

_ tomeg  375g

~ térfogat “359m’ T em

2, u4)cl Egy szabalyos haromoldalt gila alapéleinek hosz- :
1 5za 6 cm, oldaléleinek hossza 9 cm (6.10. abra). '
i a) Szamitsuk ki a felszinét és a térfogatat!
i b) Mekkora szoget zarnak be az oldallapjai az alaplappal?
i ¢) Mekkora szoget zarnak be az oldalélei az alaplappal?

Megoldas:

a) Jeloljiik a-val a gula alapélét, és b-vel az oldalélét! Egy szabalyos ha-
romoldalu gtla magassaganak talppontja az alaplapon az alapot képezd
szabalyos haromszog kdzéppontja (egyben sulypontja). A stlypont a
sulyvonal csticstol tavolabbi harmadolépontjaba esik. Igy

6.10. abra Szabalyos haromolda-

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

la gala
W3, )
_ s_a _ 2 \/_a \/_ 3-6 -
= b - =V9? -3* =/72. 5
:‘/ma2 ~ES? :\/72—3 =/69;
Lin 56
pLm_a — _N336N69 4316 (em);
3 3 12
u; m
A=T+3Ty = ?az +3. ‘”;1“ =93 +972 91,96 (cm?).
b) és ¢) Mindkét feladat megoldhaté az ECD haromszog segitségével
(6.11. abra). Az oldallapok az alaplappal az o szdget zarjak be, az élek
pedig a f§ szoget.
m /69
tga=—=—7= = a~=7822% a B
ES 3 E——5 c
sa
smﬂ_%=@ = B ~67,36°. ’

6.11. abra Az ECD haromszog
63
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b oo B NI 4

1. Egy forgaskup kiteritett palastjanak kézépponti szoge 210°. A kup alapkorének tertilete 497 teriilet-
egység. Szamitsuk ki a ktip felszinét, térfogatat és nyilasszogét!

2. Egy forgaskup nyilasszoge
a) 90°;  b) 120°.
Tengelymetszetének teriilete 18 cm”. Mekkora a kiip magassaga, alapkorének sugara, felszine és
térfogata?
3. Egy szabalyos négyoldali gulat a magassag alaptdl tavolabbi harmadoldpontjan at az alappal par-
huzamos sikkal elmetssziik.
a) Hogyan aranylik egymashoz a levagott kis gtla és az eredeti gula felszine?
b) Hogyan aranylik egymashoz a levagott kis gula és az eredeti gula térfogata?
c¢) Hogy aranylik egymashoz az eredeti gula és a csonka gula térfogata?
d) Milyen magassagban kell elvagnunk ahhoz, hogy a keletkez6 két test térfogata egyenld legyen,
ha a gtla magassaga 12 cm?

4. Egy szabalyos négyoldalu csonka gula 8 cm hosszi oldalélei az alaplappal 70°-os szoget zarnak be.
Mekkora a csonka gula felszine és térfogata, ha fedélapjan az élek hossza 3 cm?

5. Forgassunk meg egy derékszogli haromszoget
a) az a befogoja,
b) a b befogoja;
¢) a c atfogdja koriil!
Szamitsuk ki a keletkez6 forgastestek térfogatanak aranyat! Hatdrozzuk meg az egyes esetekben a
felszin értékét, ha a =16 cm és b =30 cm! Melyik esetben kapjuk a legnagyobb felszinii forgas-
testet?

6. Egy csonka kup alapkorének és fedokorének atmérdje 10 cm és 6 cm. Szamitsuk ki az alkotdjanak
és a magassaganak a hosszat, ha tudjuk, hogy a felszine 66z cm’! Mekkora szdget zarnak be az
alkotok az alaplappal?

7. Melyik testnek nagyobb a térfogata: a 3 mm atmérdjii 2 m hosszu (hengeres) aluminium radnak
vagy a 3 cm atmérdjii vasgolyonak?

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
.

H G : 4, 02lda Adott egy 4 cm €1t kocka. :
E F a) Milyen messze van a kocka egyik cstcsa a bel6le kiindulé harom
¢l masik végpontja altal meghatarozott siktol?
: b) Milyen tavol van az ebbdl a cslicsbol a sikra bocsatott merdleges |
H talppontja az egyes csucsoktol?
: | Megoldas:
A 5 " Hasznaljuk a 7.1. abra jel6léseit! Legyen a kiszemelt cstcs az 4, a beld-
7.1. dbra A vizsgalt hiromszog a ¢ le kiindulo élek végpontjai B, D és E! A; ezeken étmen§ siknak a ko?-
kockaban ¢ kaval kozos része a BDE haromszog. Mivel a kocka minden lapatloja
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egyenld hosszu, ezért a BDE haromszdg szabalyos. Ha a kocka ¢lének

hosszat a-val jeldljik, akkor BD = DE = EB = V2-a! E
a) Hasznalhatjuk az 5. lecke 3. e) feladatara adott megoldas otletét, mi- = { [\
szerint egy tetraéder térfogatat kétféleképpen irjuk fel. Az egyik feliras- :
ban a BDE haromszog teriilete szerepel. Mivel szabalyos, ezért
2
T,pp. = ?BDZ = ?(ﬁa) = ?az.
Az ABDE tetraéder térfogata 4 ¢

T,, -AS 5 ¢ NE)
Visoe = BDE; =2 3 “AS = ?az -AS. 7.2. abra Parhuzamos sikok

Ugyanakkor, ha az ABD haromszoget tekintjiik alapjanak, akkor:
2

a
y Tw AE_ 30 & ﬁ; %
ABDE 3 3 6. .-.,‘%. --.L I{,
3 ) ik:jiﬁ{ié%é-
Akétfélefelirésbél:£a2-AS=a—.Ebb(')'lAS=i=iz2,3l(Cm A |,_.'.I"I |
6 6 NN

b) 1. modszer:

Mivel az AS szakasz merdleges a BED haromszog sikjara, ezért az ASE X,

az ASBX ¢és az ASDX derékszogek. Az ASE haromszogre, az ASB ha-

romszogre és az ASD haromszdgre alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt:
AS* + ES* = AE?; AS® + BS” = AB”; AS* + DS” = AD’.

Mivel AE = AB = AD, igy

ES =BS =DS =V AE* — AS? =\/a2 —%az =\/§a2 =\/%a.

2. médszer:

El6észor rajzoljuk meg az A cstiesbol induld testatlot. Képzeletben for-
gassuk el a kockat a testatlo koril (7.2. abra). Mivel az AEG és az ABG
haromszog egybevagd (az 4 cstcs feldl a befogdji, a G cstcs feldl

V2-a befogoju derékszogli haromszdgek), és atfogdja mindkettdnek
az AG forgastengelyre illeszkedik, ezért egy elegendden nagy szoggel :
vald elforgataskor az E csucs a B-be megy at. De pontosan ugyanigy a
B cstics atmegy a D-be, a D pedig az E-be. Az AG testatl6 koriili forga-
taskor a testatlora nem illeszkedd pontok a testatlora meréleges sikban
mozognak, igy a BDE haromszog sikja merdleges a testatlora, s az itt
elmondottakbol is kdvetkezik, hogy a BDE haromszog szabalyos. Ez
viszont azt jelenti, hogy a forgastengely csak a szabalyos haromszog
kozéppontjaban dofheti a haromszog sikjat. fgy az S doféspont a B, a
D és az E csucstdl egyenld tavolsagra van, amit konny(i kiszamitani,
hiszen a szabalyos haromszog kdzéppontja egyben a haromszog stly-
pontja is, igy harmadolja a sulyvonalakat:

2 \3 ﬁ'ﬁ.az\f
3

SB=SD=SE==-">BD= VO 4 ~3,27 (om)
302 3

7.4. abra A szemkozti lapkodzép-
pontokat 0sszekdtd egyenesek

()

A B

Megjegyzés: a CFH haromszog ugyanilyen helyzetli az AG testatlo-
hoz képest, tehat az is szabalyos, annak a sikja is merbleges az AG

7.5. abra A vizsgalt gala a koc-
kaban

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

65

Matematika_12.indb 65 2015.07.07. 11:32:06



¢ testatlora, tehat a BDE és a CFH haromszdg sikja parhuzamos egymas-
sal, a kocka pedig az AG testatld koriili harmadrendii forgasszimmetri-
aval rendelkezik. (A 2. megoldasban emlegetett elegendden nagy szog
: pedig nyilvan 120°.) Ez a gondolat szokatlan lehet, ha eddig csak a
szemkdzti lapok kozéppontjat 6sszekotd egyenesek koriili negyedrendi
forgasszimmetriat vettiik észre (7.4. abra).

: 7, udlda Hanyad része a kocka a térfogatanak egy olyan
S gula terfogata amelynek alaplapja a kocka egyik lapja, szemkozti :
i csucsa pedig a kocka tobbi négy csucsanak valamelyike (7.5. dbra)? |
. El tudnank-e helyezni ebben a kockaban még egy, az elébbivel egy-
: | bevago gulat? Es még egyet? ’

A B

7.6. abra Egy ujabb gula

Megoldas:
¢ Akockat hasabként tekintve térfogata az alapteriilet és a magassag szor-
: zata, mig a gulaé ugyanezen alapteriilet és ugyanezen magassag szorza-
tanak a harmada. A gula térfogata tehat harmada a kocka térfogatanak.
: Ha el tudunk helyezni még egy az eredetivel egybevagd gulat a
: kockéba, akkor annak az 6t hatérol6 lapja koziil az egyiknek ugyan-
: ugy egybe kell esnie a kocka egy teljes lapjaval, és két masik lapjanak
illeszkednie kell a kocka egy lapjara. Raadasul ennek a harom lapnak
¢ a kockan egy kozos cstcesal kell rendelkeznie. Igy kézenfekvonek lat-
: szik, hogy ez a kozds cstics a G cstcs legyen. El tudunk igy helyezni
egy masodik gulat (7.6. abra).
: Ekkor a két gula ossztérfogata a kocka kétharmada, s ettdl akar el
is lehetne helyezni a kockaban egy harmadik, az elézéekkel egybevagd
gulat, de jol lathatd, hogy nem maradt ép négyzetlapja a kockanak, aho-
¢ va el tudnank helyezni ezt a giilat.
Itt konnyen fel is adhatnank a probalkozast, de figyeljiink arra, hogy
: aharmadik galat tigy akartuk elhelyezni, hogy feltételeztiik, hogy a maso-
dik igy all. Ha figyeliink arra is, hogy miért nem tudtuk a harmadik gulat
elhelyezni a kockéban, akkor kereshetiink tudatosan egy olyan helyzetét
a masodik gulanak, hogy ,,maradjon ki” még ennek az elhelyezése utan
is egy teljes lapja a kockéanak. Egy ilyen megoldast mutat a 7.7. dbra.
Ebben az elrendezésben pontosan egymas mellé keriilt az ADE
egyenld szara derékszogli haromszog és a DHE egyenld szara derék-
szOgii haromszog, igy ezek egyiittesen kitoltik az ADHE négyzetet. Es
az egyetlen kockalap, amely teljesen kimaradt: a BCGF oldal. Ezzel
szemben egyediil az E cstucs maradt ki, amivel 6sszekotve a BCGF lap
¢ csucsait egy az el6zéekkel egybevago gulat kapunk, aminek nincs ko-
z0s belsé pontja a masik két galaval. (Ennek ellenérzése nem nehéz, az
¢ olvaséra bizzuk.)
Ez a harom gila ki is tolti a kockat (7.8. &bra).

B

: Megjegyzés:
7.8. 4bra A harom gila kitdlti a Ez a feldarabolas az alapja annak, hogy miért kell harommal osztani a
kockat ¢ glla térfogatképletében az alapteriilet és a magassag szorzatat.
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= 3, 03lda Szamitsuk ki az x éli szabalyos tetraéder magas- : :

1 Sagat (7.9. dbra)! /
: X o
Megoldas: : X e X
1. Itt is hasznalhatnank ugyanazt a megoldasi modot, amelyet a 6. lecke <
4. a) feladataban ismertettiink. Ezt most az olvasdra bizzuk. D
2. Térjlink vissza most a lecke elejére, az 1. példara! Azt mar megallapi- ¢ | X c

tottuk, hogy (az ott hasznalt jelolésekkel) példaul a BDE haromszog 2 B

SZ?ballyos. DF ugyanigy nyilvan a BDG, s6t a DEG és a BEG harom- 70, 4bra A tetracder a kockiban
sz0g is szabalyos. :

Igy tehat felfedezhetd egy szabélyos tetraéder a kockaban, amelynek
oldalélei x=~/2-a hossziisaguak. Innen is kétféleképpen fejezhetjiik
be a feladat megoldasat.

I. Mivel az AS tavolsag az AG testatldo hosszanak harmada, ezért

SGZEAG:%\/}a:%\/g_ J6 :

=—x
fgy az x segitségével kifejezve a tetraéder térfogata:

X
V203 :
V3. A6 :
:TBDGA'SG: 4 3 :£x3 §
3 3 127
II. A BDEG tetraéder térfogatat ugy is megkaphatjuk, ha a kocka tér- :
fogatabdl levonjuk annak a négy tetraé¢dernek a térfogatat, amelyeket
a BDEG szabalyos tetraéder lapsikjai levagnak a kockabodl. Ezeknek
egy-egy lapja a BDEG tetra¢der egy-egy oldallapja, negyedik csucsuk : i ]
pedig 4, C, F, illetve H. Ezt mar szintén kiszamoltuk az 1. példaban, : 7-10. dbra Egy tetraéder

tehat most alkalmazhatjuk:

Vv

3 3
VBDEG:a3_4'%:%' §
Ezt a tetraéder x ¢éle és a kocka a éle kdzti 6sszefliggést felhasznalva az
x-szel igy fejezhetjiik ki:
(&
vV - a_3 - \/E — Q X
BDEG 3 3 12 N §

°

°

°
o °
o °
to °
Y °

A 4. lecke 2. példajaban mar talalkoztunk a szabalyos oktaéder nevii :
testtel is.

Keressiik meg, mi a k6z0s a szabalyos tetraéderben, a szabalyos :
oktaéderben és a kockaban!

Azt fedezhetjiik fel, hogy mindegyik test oldallapjai egybevago :
szabalyos sokszogek. Tudunk viszont olyan példat mondani, amely 7.11. abra Platon filozofidjaban is
teljesiti ugyanezeket a feltételeket, mégis mas fajtanak érezhetjiik. : fontos szerepet kaptak a szabalyos

Ilyen példaul egy olyan test, amelyet 7 kockabol tigy épitiink fel, hogy : testek
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egyetlen kocka minden lapjara egy vele egybevagd kockat ragasztunk
ugy, hogy azok teljes lapjukkal érintkezzenek. Abban kiilonbozik ez az
el6zoektol, hogy a test nem egyforman viselkedik minden csucsa kdze-
Iében. Legyen akkor ez az uj feltétel, ahhoz, hogy a testet szabalyosnak
nevezhessiik.

7.12. abra Melyik nem szabalyos
szerencsehozo test?

..............................................................................................

Uaflulddd  Azokat a poliédereket nevezziik szabalyos testek-
% nek, amelyeket csupa egybevigd szabalyos sokszdglap hatarol és :

Sokszogla- E (icsb N . . z g
e e : minden szoglete is egybevago.

pok oldalai- talalkozo

hak ozima  lapok sofma |} e
3 3 (Azaz a csucsaibél ugyanannyi €l indul ki, és a szomszédosak egyenld
3 szogeket zarnak be.)

4 zet a szabalyos testekkel?
5 Hany oldaluak lehetnek azok a sokszodglapok, amelyek egy ilyen
testet hatarolnak? Ahhoz, hogy létrejohessenek a sokszdg csticsai, a test
7.13. dbra Szabilyos testek jel- © kiterftett halojan az egy csucshoz tartozo sokszogek egyiittesen nem
lemz6 paraméterei adhatnak teljes vagy annal nagyobb szoget. Es mivel legalabb harom
sokszognek kell talalkozni egy csucsban, igy hat vagy annal tobb oldalua

tetraéder h(ixaékde)r nem lehet a sokszdg (hiszen mar a szabalyos hatszognek is 120°-0s egy
0CKa,

belsd szoge, amelybdl harom darab mar egy teljes szog). Tehat csakis
szabalyos haromszogek, négyzetek vagy szabalyos 6tszogek lehetnek
az oldalak.

Kovetkez6 kérdés, hogy hany szabalyos sokszog talalkozhat egy
oktagder dodekagder csucsban. Ismét a kiteritett halon lathat6 szogekkel dolgozunk. A 60°-0s

belsd szogl haromszogbdl hat darab mar sok lenne, legfeljebb tehat 5
darab lehet beldle. A négyzetbdl €s a szabalyos 6tszogekbdl pedig mar

csak harom (7.13. 4bra).

4
3 5 A sikban végtelen sok szabalyos sokszdg 1étezik. Vajon mi a hely-
3
3

ikozagder Tobb lehetdség tehat ninces.
Ezek a testek mind 1éteznek is, bar azt mar nem ennyire konnyti meg-
@ mutatni. A szabdlyos testeket a hatarold lapjaik szamarol nevezték el.
A 7.13. tablazatbeli eléfordulasuk sorrendjében: tetra¢der (4 lapu),

oktaéder (8 lapu), ikozaéder (20 laptu), hexaéder (6 lapu, mas néven
7.14. abra A szabalyos testek kocka) és dodekaéder (12 lapu) (7.14. abra).

¥ 4

1. Mekkora annak a gdmbnek a sugara, felszine és térfogata, amelyik az a élii kocka
a) minden lapjat érinti; b) minden csucsan atmegy; ¢) minden ¢élét érinti?

2. Milyen téglatestekre igaz, hogy van olyan gdmb, amelyik a téglatest
a) minden lapjat érinti; b) minden csucsan atmegy?

3. Milyen testet kapunk, ha egy szabalyos oktaéder szomszédos lapkozéppontjait 6sszekotjiik? Hogy
aranylik egymashoz az oktaéder és a kapott test térfogata? (Vajon milyen testet kapunk, ha egy do-
dekaéder szomszédos lapkozéppontjait kotjiik 6ssze?)

4. Keressiik meg a kocka 6sszes szimmetriasikjat!
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1.1.
sziiléhelyén Sztageiraban

A

A paradoxonok fel-
oldhatatlan ellentmon-
dasok (pl.: Russel-
paradoxon).

A mindennapi sz6haszna-
lat gyakran hasznalja a ,,para-
doxon” kifejezést dilemmakra
vagy valamilyen meghdkkentd
jelenségekre (pl.: sziiletésnapi
paradoxon, Hilbert Grand Ho-
tel paradoxonja).

A paradoxonokrdl  to-
vabbi ismereteket szerezhetsz
Richard Mark  Sainsbury:
Paradoxonok és Raymund
Smullyan: Emlékek, torténetek,
paradoxonok cimtit miivekbdol.

1.2. abra Paradoxon

1.3. abra Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646—1716)

Matematika_12.indb 70

abra Arisztotelész szobra

A matematikai logika a matematika azon teriilete, amely a matema-
tikai rendszereket és az azokban szereplé bizonyitasokat matematikai
modszerekkel vizsgalja. Kezdetben a logikat a filozofia részének tekin-
tették, a logikai torvények els6 nagy rendszerezdje Arisztotelész gorog
polihisztor volt (1.1. abra). A paradoxonok felfedezése (1.2. abra) vetet-
te fel a helyes definicidk, illetve helyes kovetkeztetések vizsgalatanak
igényét. Ehhez a bizonyitasok formalizalasara volt sziikség, illetve arra,
hogy minden bizonyitasrdl belassuk, hogy leirhatok egy adott formalis
nyelven. A mai értelemben vett matematikai logika megsziiletése Leib-
niz (1.3. ébra) nevéhez flizédik.

A tovabbiakban a matematikai logika azon agaval foglalkozunk,
amely az egyértelmiien igaz vagy hamis kijelenté mondatokkal, az ité-
letekkel vagy — mas szohasznalattal — kijelentésekkel, allitasokkal
foglalkozik. Az itéleteket A4, B, C,... vagy p,q,r,... betiikkel jelol-
juk. Az ,jigaz”, illetve ,,hamis” az itélet logikai értéke vagy igazsagér-
téke. A logikanak azt az agat, amelynek alapfogalmai az itélet, a logikai
érték és az itéletek halmazan értelmezett logikai fliggvény, amely az
itéletekhez egy logikai értéket rendel, itéletkalkulusnak vagy itéletlo-
gikanak nevezik.

. ‘Juudlds Valasszuk ki az alabbi mondatok koziil az itélete-
i ket! Adjuk meg az itélet logikai értékét! '
i A=,2-2 egyenld 5-tel”
i B=,2-2 egyenld 4-gyel”
i C =,,De szeretnék okos lenni!”
i D=, Kata szép lany.”
i E =, Most hazudok.”

Megoldas:
Az A és a B kijelenté mondatok itéletek, az A logikai értéke hamis, a B
logikai érteke igaz. Jelekkel: [4|=h, |B|=i vagy A=h, B=i.
C nem itélet. (A felkialto, a felszolito, az 6hajtod és a kérdé mondatok
nem itéletek.)
D nem itélet, mert nem donthetd el egyértelmiien, hogy igaz vagy ha-
mis.
E nem itélet, mert ellentmondasos. Ha E igaz lenne, akkor nem mon-
danék igazat, tehat mégsem lenne igaz, ha pedig az allitas hamis lenne,
akkor igazat mondanék, tehat az allitas igaz lenne.

Ha az itéleteket tagaddszoval (nem) latjuk el, vagy kotdszavakkal
(és; vagy; ha..., akkor...; akkor és csak akkor..., ha...;) kapcsoljuk
Ossze, akkor ujabb itéleteket kapunk. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az
itéletek halmazan muveleteket hajtottunk végre. Ezeket a miiveleteket
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logikai miiveleteknek nevezziik. A logikai miiveleteket Un. igazsag-
tablazattal adjuk meg. Az igazsagtablazat a benne szerepl? itéletekhez
tartozo logikai értékek ismeretében adja meg a miivelet eredményének
logikai értékét.

Az alabbiakban a fent emlitett modon kapott itéleteket vizsgaljuk
meg logikai szempontbol.

A ,legegyszeriibb” mivelet a negacié (tagadas). Példaul az 4 =
»Forog a Fold.” itélet negacidja vagy tagadasa a ,,Nem forog a Fold.”

V4

A —A 1.4. abra Siit a nap
i h
h i

i Szavakkal: az 4 itélet negaciéja igaz, ha az 4 hamis, és hamis, ha :
i az A igaz.

; 2, uilds Fogalmazzuk meg az alabbi itéletek tagadasat!
174 =,,Siit anap.”

B =,,A 0 nem paratlan szdm.”

i C=,,A 30 oszthat$ 5-tel és oszthat6 6-tal.”

i D =,Esik az es6 vagy fuj a szél.”

E =, Minden primszam pératlan.”

i F =, Van olyan deltoid, amelyik nem trapéz.”

1.5. abra Esik az es6

Megoldas:

Tagadaskor nem egy mondatrészt tagadunk, hanem az egész mondatot.
Praktikus a ,, Nem igaz, hogy...” format alkalmazni, majd a kapott kije-
lentd mondatot a legegyszertibb alakban megadni.

—4 = ,,Nem igaz, hogy siit a nap.” = ,,Nem siit a nap.”
—B = ,,Nem igaz, hogy a 0 nem paratlan szam.” =
=,,A 0 pératlan szam.”
—C =,,Nem igaz, hogy a 30 oszthat 5-tel és 6-tal.” =
=,,A 30 nem oszthat6 5-tel vagy nem oszthaté 6-tal.”
—D =, ,Nem igaz, hogy esik az esd vagy fij a szél.” =
=,,Nem esik az s és nem fj a szél.”

—E =, Nem igaz, hogy minden primszam paratlan.” =

=,,Van olyan primszadm, amelyik nem pératlan.” =

=,,Van olyan primszam, amelyik paros.”

1.6. abra Fuj a szél
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—F =,,Nem igaz, hogy van olyan deltoid, amelyik nem trapéz.” =
=,,Nincs olyan deltoid, amelyik nem trapéz.” =
=,,Minden deltoid trapéz.”

-

_

L

Vegyiik észre, hogy a B itélet éppen a
G =,,A 0 paratlan szam.”  itéletnek a tagaddsa, azaz
B =-G. A fentiekbdl pedig —B =G, igy G = —|(—|G).

Belathato az alabbi tétel:

1.7. abra Igaz vagy hamis

Barmely itélet tagadasanak tagadasa az eredeti ité-
 let. Jelekkel: 4=—(—d4). Ezt a tételt a kettds tagadas torvényének :
: nevezik. :

...................................................................................................

necgeselisececccccccccceccccccceccccccccccccccccccccoce

~ = 4, uildl  Tekintsiik az 4 = ,,Forog a Fold.” és a B = , Mulik
1z 1d8.” {téleteket! Kapesoljuk dssze az 4, B itéleteket :
a) az ,,és” kotészoval!
i b) a,,vagy” kotdszoval!

Megoldas:
a) ,,A és B” itélet: ,,Forog a Fold és mulik az id6.”, amely akkor és csak
akkor igaz, ha a ,,Forog a F6ld.” és a ,,Mulik az id6.” itéletek mindegyi-
ke igaz.

Ezt az itéletet az A és B itéletek konjunkcidjanak nevezziik. Jelo-
Iése: A A B, olvasasa: A és B.

A B AANB

i i i
i h h
h i h
h h h

Szavakkal: az 4 és B itélet konjunkcioja az az itélet, amely akkor és
i csak akkor igaz, ha az 4, B itéletek mindegyike igaz. :

...................................................................................................

b) ,,4 vagy B” itélet: ,,Forog a Fold vagy mulik az id6”, amely akkor
¢ ¢és csak akkor hamis, ha a ,,Forog a F6ld” és a ,,Mulik az id6” itéletek
i l’:,.-' mindegyike hamis.

4 Ezt az itéletet az 4 ¢s B itéletek diszjunkeidjanak nevezzik. Jeld-
Iése: Av B, olvasasa: 4 vagy B.

1.9. abra Mulik az id6
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Dsfini<ld  Diszjunkcié
A B AvB

i i i
i h i
h i i
h h h

Szavakkal az A, B itéletek diszjunkcidja az az itélet, amely akkor & es :
csak akkor hamis, ha 4, B itéletek mindegyike hamis.

...................................................................................................

1.10. abra Az ,jigazsag szaja”.
A legenda szerint a szobor megha-
rapja annak a kezét, aki nem mond
igazat

A definiciok alapjan belathato, hogy tetszoleges A, B, C itéletek esetén
W AAB=BAA, Av B=Bv A, azaz a konjunkcid és a diszjunkciod
kommutativak;
w (A/\B)/\C=A/\(B/\C), (AvB)vC=Av(BvC), azaz a
konjunkcid és a diszjunkcid asszociativak;
% AA(BvC)=(AAB)v(AAC), azaz a konjunkcié disztributiv
a diszjunkciéra nézve;
® Av(BAC)=(AvB)A(AvC), azaz a diszjunkcié disztributiv
a konjunkciora nézve;

4. 0dlel Készitsiik el az alabbi miiveletek igazsagtablazatat! :
ia) An—d; b) Av—A.

Megoldas:

a) A -4 Anr—-4
i h h
h i h

Barmely A itélet esetén: AA—A4=h, azaz egy
: itélet és negacioja nem lehet egyszerre igaz. Ezt a tételt szokas az :
: ellentmondasmentesség elvének nevezni.

...................................................................................................

b) A -4 Av—d
i h i
h i i

Barmely 4 itélet esetén: Av —4 =1, azaz egy ité-
: let és negacidja nem lehet egyszerre hamis (legalabb az egyik itélet :
igaz). Ez a harmadik kizarasanak elve.

...................................................................................................

1.11. abra Az igazsagot gyakran
bekotott szemii, mérleget tarto fi-
atal néként abrazoljak, amellyel a
partatlansagara utalnak
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4 e Jipildy Mutassuk meg, hogy tetszéleges 4, B itéletek
¢ | esetén teljesiilnek az :
tia) —|(AVB)=—|A/\—|B; .
i b) ~(AAB)=—A4v—B azonossagok (a De Morgan-azonossagok).
Megoldas:
¢ Készitsiik el az azonossagok jobb, és bal oldalan allé miiveleteinek
¢ igazsagtablazatat!
:a)
1.12. abra Augustus de Morgan g 4 B —4 —B —4A—B
(1806—1870) : i i h h h
i h h i h
h i i h h
h h i i
4 B AvB —(AvB)
i i i h
b E i h i h
|: g 4 ] > :I h i i h
T 5 H ]
i, NCEEY .,,l : h h h i
a7 \\3 i b)
el FIENL. 9 A B AAB —.(A/\B)
: P i h
i h h i
1.13. dbra Az olyan logikai fel- : h i h i
adatok megolddsa, mint a sudoku, 2 h h h i
fejlesztik a gondolkodast :
i i h h h
i h h i i
h i i h i
h h i i i

A tablazatok alapjan az egyenldségek az A, B itéletek barmely logikai
: eértekeire fennallnak. Ezzel az éllitasokat belattuk.

&

% Vegyiik észre, hogy a 2. példaban a C és a D itéletek felirha-
toak C=PAQ, D=Rv S alakban, ahol P =,,30 oszthato
5-tel.”, O =,30 oszthat6 6-tal.”, R =, FEsik azesd.” és

S =,,Fujaszél.” itéletek.

1.14. abra Logikai aramkor

74

Matematika_12.indb 74 2015.07.07. 11:32:34



A De Morgan-azonossagok alapjan a C és a D itéletek negacidja:
—C = =P v =0 =,,30 nem oszthaté 5-tel vagy nem oszthat6 6-tal.”

—D = —R A—S =,,Nem esik az es8 és nem fj a szél.”

4, ualds Fogalmazzuk meg azokat az itéleteket, amelyek-
i nek az aldbbi itéletek a negacioi!
i A =,,Zenét hallgatok vagy nem tanulok.” és a B =, Nem irok és nem
: olvasok.” '

1.15. dbra Zenét hallgatok

Megoldas:
A De Morgan-azonossagok ¢s a kettds tagadas tdrvénye alapjan a ke-
resett itéletek:

—4 =, Nem hallgatok zenét és tanulok.”; —B =,,irok vagy olvasok.”

Nh.- %, udlils Tekintsiik az 4 = ,,Forog a Fold.” és a B =, Mulik

1"271d6.” itéleteket!

i Kapcsoljuk ssze az 4, B itéleteket

i a)aha..., akkor...” kotészavakkal!

i b) az ,,akkor és csak akkor..., ha...” kotészavakkal!

Megoldas:
a) ,,Ha A4, akkor B.” itélet: ,,Ha forog a Fold, akkor mulik az id6.”, amely
akkor €s csak akkor hamis, ha a ,,Forog a Fold.” itélet igaz és a ,,Mulik
az id6.” itélet hamis.

Ezt az itéletet az 4 és B itéletek implikacidjanak nevezziik. Az 4
itéletet az implikacio eldtagjanak, a B itéletet az implikacio utotagjanak
hivjuk. Jelolése: 4 — B, olvasasa: ha 4, akkor B.

1.16. abra Tanulok

A B A—B
i i

i h h
h i i
h h i

i Szavakkal: az 4 és B itéletek implikacioja az az itélet, amely akkor
i és csak akkor hamis, ha az 4 itélet igaz €s a B itélet hamis.

Konnyen belathato, hogy az implikaciéo nem kommutativ és nem asz- 1.17. 4bra Nem irok és nem ol-
szociativ. ¢ vasok
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b) ,,Akkor és csak akkor A, ha B” itélet: ,,Akkor és csak akkor forog
a Fold, ha mulik az id6.”, amely akkor és csak akkor igaz, ha az 4, B
itéletek logikai értéke egyenl('i.

Ezt az itéletet az A4 és B itéletek ekvivalencidjanak nevezziik. Jelo-
Iése: 4 <> B, olvasasa: akkor és csak akkor 4, ha B.

..............................................................................................

A B A< B
i i i
i h h
h i h
h h i

Szavakkal az A és B itéletek ekvivalencidja az az itélet, amely akkor
es csak akkor igaz, ha az 4, B itéletek logikai értéke megegyezik.

...................................................................................................

1.18. abra Esik a ho ., . , . L B
A definicioval igazolhato, hogy tetszdleges 4, B, C itéletek esetén:

¢ W A< B=B < A, azaz az ekvivalancia kommutativ;

iw (A¢> B)<>C=A4<> (B <> C), azaz az ekvivalencia asszociativ.

% Vegyiik észre, hogy a negacional egy itéletbdl, mig a tobbi
. miiveletnél két itéletbdl indulva kaptunk 1j itéletet. Ilyenkor
anegacio egyvaltozos miivelet, a konjunkcio, a diszjunkcio,

az implikacio és az ekvivalencia pedig kétvaltozos miiveletek.

)ececceccccecceccccccccceccee

4.udlilr Legyen az A4 = ,Esik a h6.”, a B = ,)F(j a szél.” |
Irjuk le logikai jelekkel a kovetkezé mondatokat! '
i a) ,,Esik a ho és fUj a szE1.”;

i b) ,,Nem esik a ho vagy fuj a sz¢él.”;

: ¢) ,,Ha esik a ho, akkor fuj a sz¢1.”;

i d) ,,Ha a szél fuj, akkor nem esik a ho.”.

Megoldas:
a) AAB; b) -4V B; c)A— B; d) B — —A.

Jeccceccccccccce

Y. 03ldst Az ABC A oldalainak hosszusaga: a =10, b =24
i és ¢ =26 egység. Tekintsiik az 4 = ,,Az ABCx tengelyesen szim-
i metrikus.”, B = ,,Az ABC A derékszogll.”, C = ,,Az ABCA egyik '
kozépvonalanak hossza egyenl6 a koréirt kor sugaranak hosszaval.”
 itéleteket! Fogalmazzuk meg az aldbb megadott formalis kifejezése- :
i ket, és adjuk meg logikai értékiiket! '
i a) AV B; b) =4 A C; ¢) B— 4; d) B« C.

1.19. dbra Fuj a szél
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Megoldas:

El6észor adjuk meg az itéletek logikai értékét! Nyilvanvalo, hogy A4 = A.
Mivel 10 +24° = 26> egyenldség fennall, ezért a Pitagorasz-tétel meg-
forditasa miatt a haromszog derékszogl, tehat B =1i. A haromszogek
kozépvonalara vonatkozo tétel alapjan az A BC haromszog ¢ oldalaval

parhuzamos kozépvonalanak hossza % =13 egység, Thalész tételének

a megforditasa miatt az 4 B C haromszog koréirt kdrének sugara c-13
egység hosszusaguy, tehat C =1. 2
a) Av B= ,,Az ABC haromszog tengelyesen szimmetrikus vagy de-
rékszogli.” A diszjunkcid definicioja alapjan:
AvB=i

b) =AAC = ,,Az ABC haromszog nem tengelyesen szimmetrikus €s
az egyik kdzépvonalanak hossza egyenld a koréirt korének sugaraval.”
A negacid és a konjunkcio definicidja szerint:

—AAC =1
¢) B—> A= ,Ha az ABC haromszdg derékszogii, akkor tengelyesen
szimmetrikus.” Az implikacio definicigja értelmében:

B—>A4=h
d) B <> C=,,AzABC haromszog akkor és csak akkor derékszogt, ha
az egyik kozépvonalanak hossza egyenl6 a koréirt korének sugaraval.”
Az ekvivalencia definicidja miatt:

BoC=1

"
=
-

A logikai feladatok, fejtorok megoldasaban is itéletekkel dolgozunk.
Erre mutatunk most egy példat.

1.20. abra A Pitagorasz-tétel és a
Thalész-tétel

b 1. u3lil Dolgozatiraskor X-et, Y-t és Z-t a feliigyeld tanar
- puskazassal vadolta. A kdvetkezé kijelentéseket sikeriilt bizonyité- :
i kokkal igazolni:

i (1) ,,X biinds vagy Z artatlan”;

i (2) ,,Ha X artatlan vagy Y biin6s, akkor Z biins”;

 (3) ,,Z akkor és csak akkor artatlan, ha Y btinds”.

i Ki vagy kik lehetnek a biindsok?

Baresak jol sikeriilne
a dolgozat!
Megoldas:

A (3) alatti itélet és az ekvivalencia definicidja értelmében az ,,Y biinds
és a ,,Z artatlan” itéletek logikai értéke egyenld. Ha az ,,Y biings” és a
,»Z artatlan” itéletek logikai értéke igaz, akkor a diszjunkcio és az imp-
likaci6 definicidja miatt a (2) alatti itélet logikai értéke hamis. igy az .Y
blinds” és a ,,Z artatlan” itéletek logikai értéke hamis. Az (1) alatti itélet
¢és a diszjunkcid definicidja miatt az ,.X blinds” itélet logikai értéke
igaz. Ekkor az (1), (2) és (3) alatti itéletek logikai értéke igaz. Tehat X
és Z blinds, Y artatlan.

ER)

1.21. abra Puskazik valaki?
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K, Oldjuk meg!

1. Valasszuk ki az alabbi mondatok koziil az itéleteket! Adjuk meg az itéletek logikai értékét!
Deak Ferenc allamférfi volt. De szeretnék gazdag lenni! Messi brazil focista. Van élet a F61don kiviil?

2. Tagadjuk a kovetkez6 itéleteket!
a) A foci-vb-t négyévente rendezik meg.
b) Ha esik a ho, akkor zenét hallgatok.
¢) Van olyan gimnazista, aki nem késziil az orakra.
d) Vasarnap olvasok vagy kirandulok.
e) Kék a i, és zold az ég.
f) Minden nyaron megrendezik a Szegedi Szabadtéri Jatékokat és a Szegedi Ifjusagi Napokat.
g) Minden haztartasban van legalabb egy szamitogép.
h) A 24 oszthatd 3-mal és 4-gyel.
i) Van olyan deltoid, amelyik hurnégyszog.

3. Tekint§1'ik az A= ,n oszthato 4-gyel.”, B =,n oszthaté 3-mal.” és C =,,n oszthatd 12-vel.” itéle-
teket! Irjuk fel a —, A, v, —, <> logikai miiveletek segitségével az alabbi kijelentéseket!
a) ,,n nem oszthato 4-gyel.”;
b) ,,n oszthatd 4-gyel és oszthat6 3-mal.”;
¢) ,,n oszthatd 4-gyel vagy nem oszthatd 3-mal.”;
d) ,,Ha n oszthat 12-vel, akkor oszthat6 3-mal.”;
e) ,,Ha n nem oszthat6 12-vel, akkor nem oszthat 3-mal.”;
f) ,,n akkor és csak akkor oszthat6 12-vel, ha n oszthato 4-gyel és oszthaté 3-mal.”.

4. Fogalmazzuk meg az alabb megadott formalis kifejezéseket!
A =,,A rabok atveszik a borton irdnyitasat.”;
B =,,A rabok legalabb 6 &rt leszerelnek.”;
C =,,ABBC és a CNN élében kozvetiti a 1azadast.”
a) (~4)vB; b) =(4AB); ¢) A—>C; d) (ArB)<C.
5. Andras, Béla és Csaba baratok. Az egyikiik épitész, a masik informatikus, a harmadik fizikus. Mind-
harman egy-egy sportagat tiznek: egyikiik uszik, a masik ejtéernydzik, a harmadik kerékparozik.

Béla és Csaba nem kerékparozik, Béla nem informatikus. A fizikus nem uszik, az informatikus
ejtéerny6zik. Kinek mi a foglalkozasa és milyen sportot tiznek?

6. Egyszeriisitsiik az alabbi formulakat igazsagtablazat segitsé¢gével!
a)Av(AAB); b) An(Av B); ¢) (—4)vB.

7. Mutassuk meg, hogy barmely 4, B, C itéletek esetén igaz, hogy
a) (AAB)AC=AN(BAC);
b) (AvB)szAv(BvC);
c) Av(B/\C):(AvB)/\(AvC);
d) A/\(BVC)=(A/\B)V(A/\C)!
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Rendszerezo osszefoglalas

A halmaz és a halmaz eleme
alapfogalom.

e

1.1. abra Alapfogalmak

Az A halmaz elemszama:
|4].

1.2. abra Halmaz szamossaga

2,3,5,7

1.3. abra Egyjegyli primszamok

Az olyan halmaz, amelynek
nincs eleme, iires halmaz.

Jeldlése: &, vagy { |.

\':-"-'
- -
-

1.4. abra Ures halmaz

Matematika_12.indb 80

o

Halmazokkal kapcsolatos fogalmak

: . udl:lkr Soroljuk fel, és szamoljuk meg az alabbi halmazok
i elemeit (1.1. és 1.2. abrak)! E
ia) A= {A romai szerzédést alaird éllamok};

b) B= {egyjegyﬁ prl’mek} (1.3. abra);

c) C= {az x’ —4x* =0 egyenlet megoldésai};

d) D ={a 26-ra végz3d8, 4-gyel oszthat6 egész szamok .

Megoldas:
a) A= {Belgium; Franciaorszag; Hollandia; Luxemburg; Németorszag;
Olaszorszag} .

Az A halmaz elemszama: |A| =6.
b) B={2;3;5,7}. A B halmaz elemszéma: |B|=4.
¢) Az x* —4x* =0 harmadfoku egyenlet alaphalmaza, értelmezési tar-
tomanya a valdés szamok halmaza.

Az egyenlet bal oldalan kiemeljiik az

xt-et: x*(x—4)=0.

Mivel egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamely tényezdje

0-val egyenld, ezért x* =0 vagy x—4=0. Innen C ={0;4}, |C|=2.

d) Egy egész szam akkor €s csak akkor oszthat6 4-gyel, ha az utolsé két
szamjegy¢bol képzett szam oszthatd 4-gyel.

Mivel a 26 nem oszthato 4-gyel, ezért a 26-ra végz6dd szamok
nem oszthatoak 4-gyel, tehat D =@, |D| =0 (1.4. abra).

c

:Tekintsiik az A:{a+3b;a—b;%;(£+d}[i—i];\/ﬁ} hal-

mazt, ahol a=2, b=9, ¢c=-4 és dz%!

a) Hany elemtia B={neN|ne 4} halmaz?

b) Milyen szamjegy szerepel a 0,5496 szamban a tizedesvesszd
utan a 101. helyen? frjuk fel a 0,5496 tizedes tortet % alakban,
éahola,beZ és b=0! |
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Megoldas:
a) A B halmaz az 4 halmaz azon részhalmaza, melynek elemei termé-
szetes szamok. A feladat megoldasahoz hatarozzuk meg az 4 halmaz

N: természetes szamok hal-
maza
Z: egész szamok halmaza

elemeit! Q: racionalis szamok hal-
_ _ . _ _ -, a_ 2 . maza

a+3b=2+3-9=29eN; a-b=2-9=-T€Z; b—9eQ\Z, 3 Sl Gl i
maza

7
(£+dj(i_ij=(_g+ZJ i.,.i :E.(i.}rljz
c 15a 5c 4 4)30 20 4 \10 80

R : valds szamok halmaza

e

1.5. abra Szamhalmazok

80 80) 64

Jbd = 9% = ¥ € Q". Tehat az B halmaz egyelemii (|B|=1).
Megjegyzés:

A természetes szadmok halmaza zart a szorzas és az Osszeadds, nem
zart a kivonas €s az osztas miiveletekre nézve. Ahhoz, hogy a kivo-
nast, illetve az osztast elvégezhessiik, béviteni kellett a szamfogal-
mat. Ez a gondolat vezetett az egész szamok, illetve a racionalis sza-
mok halmazahoz (1.5., 1.6., 1.7. és 1.8. abrak). A fentiek és a,b e N,

1.6. abra Szamhalmazok kap-
csolatanak szemléltetése Venn-

b > a miatt az A halmaz a+3b; a—b; % elemeirdl szamolas nélkiil : diagrammal
is eldonthetjiik, hogy mely szamhalmazba tartoznak:
a+3beN, a-belZ", %EQ\Z.
b) A 0,5496 szamban a tizedesvessz$ utan a masodik szamjegytol a
.. N . ; , ; Q=<s—|a.hecZésb=+0
kezdve 3 szamjegy ismétlodik. Mivel a 100 harmas maradéka 1, ezért a b

keresett szamjegy az ismétl6do szakasz elso jegye: 4. Tizedes tort alakjuk: véges

vagy végtelen szakaszos tize-
des tort.

=

1.7. abra Racionalis szamok

Legyen A = 0,5496! Ekkor 10000- 4 = 5496,496 és10- 4 = 5,496.
5491

A két szam kiilonbsége: 9990- 4 = 5491, ahonnan 0,5496 = 9990

o 4, udlds Az alabbi halmazok kozil melyek egyenlok? :
Van-e a halmazok kozott olyan par, amelyek koziil az egyik halmaz :
© a méasiknak részhalmaza?

A={2x\5$x<50,xeN};

= x|—2<x£5,er};

Q" =R\Q

Tizedes tort alakjuk: nem sza-
kaszos végtelen tizedes tort.

=

1.8. abra Irracionalis szamok

B={

C = {a 3-ra végz8d§ természetes szamok | ;
D=1-25];

E:{10k+3|keN};

F={

= {a kétjegyl pozitiv egész szémok}.
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Megoldas:
A matematikai szaballyal megadott halmazokat adjuk meg elemeik fel-
sorolasaval vagy szavakkal!

Az A halmaz megadasaban az x értékei 6tnél nem kisebb, 6tven-
nél kisebb természetes szamok, ezért az x lehet 5, 6, 7, ..., 48, 49.
A kifejezés szerint ezen szamoknak kell venni a kétszeresét, igy az
A halmaz:
A
B

Ha minden xe A4 esetén
x € B, akkor 4 c B.

1.9. abra Részhalmaz

={10; 12; 14; ...; 96; 98} = {a kétjegyli paros pozitiv szamok}.
= {a—2-nél nagyobb ¢és az 5-nél nem nagyobb egész szamok} =
={-1;,0;1;2;3;4;5};

A C halmaz elemei: 3; 13; 23; 33; ...

: A D ={a—2-nél nagyobb és az 5-nél nem nagyobb valés szamok }.

Tetsz6leges A4 halmaz esetén:
Ac A és D A.

N

]

>
N
txy
=
=R
=
[}
N
8
a
(]
[~
o
-
172}
o
g
=
o
=
o
=
[¢]
-+
(=)
P
[\
|93}

, ... 1gy a kifejezés

>

szerint az E halmaz elemei: a 3-ra végzddo természetes szamok, azaz
3;13; 23; 33; ... Tehat Ac F, Bc D (1.11. ébra) és C=F (1.12.

> s

1.10. abra Trivialis részhalmazok

o
o
=
o
—

Ha Ac B és A# B, ak- @"“‘J‘“

kor A< B. a) Hany részhalmaza van az 4 = {a;b;c} halmaznak (1.9. abra)?

- b) Hany olyan részhalmaza van a B = {1;2;3;4} halmaznak, amely-

nek a 2 eleme?

1.11. 4bra Valodi részhalmaz i ¢) Hany elemi az a halmaz, amely részhalmazainak szdma 5122

d) Egy 12 f6s csoportbdl vagy 6 tagu vagy 4 tagt delegaciot valaszt-
hatunk. A lehetséges 6 tagh delegaciok szama hany szazaléka a |

4 tagtiakénak?
Az A és B halmaz akkor : T UTTTmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
és csak akkor egyenld, ha
ACB é Bc A Megoldas
P ) 1. modszer
o ™ Adjuk meg az 4 halmaz részhalmazait!

-
- - e . ’ s . . .
Ld:- ¢ Praktikus az elemszamok alapjan szdmba venni a részhalmazokat:

1.12. dbra Halmazok egyenlGsége % Az lires halmaz részhalmaza az A-nak (1.10. abra).
i W Az egyelemi részhalmazok: {a}, {b}, {c}.
W A kételemii részhalmazok: {a;b} , {a; c} , {b; c}.
¢ % Héromelemii részhalmazbol csak egy van, az 4 halmaz.

Igy az A halmaz 6sszes részhalmazanak a szdma: §.

2. modszer:

|
cgocsececes

...........................................................................................

Az n elemii halmaz részhalmazainak szama 2", :
1.13. abra Részhalmazok Venn-

diagramon (A c B)
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b) Mivel egy elemet (a 2-t) mar kivalasztottuk a négy elem koziil, ezért
a maradék haromelemii halmaz részhalmazainak a szamat kell meg-
hatarozni. A fenti tétel miatt a B halmaznak 2° =8 olyan részhalmaza
van, amelynek a 2 eleme.
¢) Jelsljiik a halmaz elemszamat n-nel (n e N)! Ekkor a véges hal-

Egy n elemt halmaz k elemi
részhalmazainak a szama:

C¥ = " :n4!’ ahol
"k k!(n—k)!

nkeN é k" n.

-

1.14. abra Binomialis egyiitthato

mazok részhalmazainak szamara vonatkozo tétel és a feladat feltétele
alapjan: 2" = 512. Irjuk fel az exponencialis egyenlet jobb oldalat is
2 hatvanyaként: 2" = 2°! Az exponencialis fliggvény szigortian mono-
ton tulajdonsaga miatt: n =9. Tehat a halmaz kilencelemtl.

d) A feladat szovege szerint egy tizenkét elemii halmaz hatelemii és
négyelemi részhalmazainak a szamat (1.14. abra) kell 6sszevetniink:
a CS = 12 _ 121 taCt= 12 _ 121 sal. Ahalmazmiiveleteket egy alap-
12 6 6!-6! 12 4 4181 halmaz, U (univerzum) rész-

halmazai k6zott értelmezziik.

12!
i P ===
. 6 16! .81 1.61.7- . "Ei',:l"':
Igy C—f-100= 6r-6! -100 = 4! 8'-100= 467 8-100=186,6%‘
C, 12! 6!-6! 41-61-5-6
41.81 1.15. 4bra Alaphalmaz

Tehat a lehetséges 6 taghi delegiciok szima 186,6%-a a 4 tagtiakénak.

Miiveletek halmazokkal

e 2 pdldy Hatdrozzuk megaz AN B, AUB, A\B, B hal-
i mazokat! '
- a) 4= {szamjegyek},

i B= {két szabalyos dobdkockaval dobhatd szdmok Osszege},

P U= {17-nél kisebb természetes szamok} (1.15. abra);

| b) A=[-3;2], B=]-L3], U=[-44;

c) A= {Az (xy) sik azon pontjai, amelyeknek a (0;0) koordi-
: nataju ponttdl vett tavolsaga 5 egységnél nem nagyobb} ,

1.16. abra Venn-diagram az 5. a)
feladat megoldasahoz

B={(xy)|x-1<y<x+l, xeRéyeR},
U= {Az (xy) koordinatasik pontjai},

Megoldas:
a) Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal! Az 1.16. abra és a
halmazmiiveletek definicioi alapjan:

ANB={2;3;4,5,6,7;8,9},
AU B ={0;1;2;3;4;5;6,7;8;9;10;11;12},
A\B={0;1} és B={0;1;13;14;15;16}.

1.17. 4bra 5. b) feladat megolda-
sahoz

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

b) Abrazoljuk szamegyenesen a halmazokat!
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Az 1.17. ébra és a halmazmiveletek definicidi alapjan:
AN B=]-1;2] (1.18. 4bra),
AU B =[-3;3] (1.19. bra),
A\ B =[-3;—1] (1.20. abra),
B =[-4;-1]U]3;4] (1.21. dbra).

ANB =

={x|xeAésxeB}.

By
q:-

1.18. 4bra Halmazok metszete
c¢) Egy adott ponttol adott tavolsagnal nem nagyobb tavolsagra levd
pontok halmaza a sikon a korlap. gy az 4 halmaz elemei a (0;0) ko-
zéppontl, 6t egység sugart korlap pontjai.

Azon pontok, melyek koordinataparjai megoldasai az y=x+1
egyenletnek, egy olyan egyenes pontjai, mely az ordinatatengelyt az
y =1 pontban metszi és a meredeksége 1.

Hasonldéan az y = x—1 egyenletnek azon egyenes pontjai tesznek
eleget, mely az ordinatatengelyt az y = —1 pontban metszi és meredek-
sége 1.

A B halmaz elemi az y=x+1 és az y=x—1 egyenletii egyene-
sek kozotti ponthalmaz pontjai. A két egyenes pontjai nem elemei a
halmaznak.

A ponthalmazokat satirozassal jeloltik (1.22. abra). Az AN B,

AUB, A\B, B halmazokat az 1.23,, 1.24., 1.25., 1.26. abrikon ab-
razoltuk.

AUB=
:{x\xeAvagyxeB}.

i
\

1.19. 4bra Halmazok unidja

A\B =
={x|xedésxgB).

\
]

L
e

1.20. 4bra Halmazok kiilonbsége

P

A=U\4 f!’
(o g 3 X
= &
. u
1.21. abra Halmaz komplementere A~B
1.23.4bra ANB 1.24. 4bra AU B

1.22. abra Az 5. c¢) feladat meg-
oldasahoz. Ponthalmazok a koor-
dinatasikon

1.25.4bra A\ B 1.26. ibra B
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|4v B|=|4|+|B|-|4N B.

-

1.27. abra Szitaformula két hal-

» . 5 . . . . ;
i jobb, mig az 5 része kdzepesnél nem rosszabb osztalyzatot kapott :

{ matematikabol év végén.
i a) Hanyan jarnak az osztalyba, ha kozepes érdemjegye tizenkét ta- :

mazra

¢ nulonak volt?
i b) Hanyan kaptak legfeljebb kettes osztalyzatot?
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- [AuBULC|=
Megoldas: |4+ |Bl+|c]-
a) Ebben a feladatban az osztdly tanul6i alkotjak az alaphalmazt (U). -
Az alaphalmaz elemszdma legyen: [U|=x, ahol x € Z" ! Akdzepesnél |4 B|~[BAC|-|C 4+

+AnBNC|.

nem jobb osztalyzatu tanulok halmaza legyen A4, ennek elemszama a
feladat szovege alapjan | 4| =0,75x. A kdzepesnél nem rosszabb osz-

-

1.28. abra Szitaformula harom
halmazra

5 . .
talyzatu tanulok halmaza B, ennck elemszama |B| = gx. Mivel min-

denki kapott érdemjegyet az év végén, ezért U = AU B, igy az A és B
halmaz uniojanak elemszamat kell meghatarozni.
Az ANB halmaz a kozepes tanulok halmaza, a feladat szovege

alapjan |4 B|=12. Igy a logikai szitaformula (1.27. &bra) szerint:

Tetsz6leges A4, B, C halma-

zokra:

w AUB=BUA

" 4u(BUC)=
=(4AuB)uC

wAuA=4

w Aud =4

B 200

1.29. abra Az unid6 tulajdonsagai

x=0,75x+ gx—lz, ahonnan x =32. Az osztaly tehat 32 f6s. Az osz-

taly tanuloinak 75%-a legfeljebb kozepes, 32-0,75 =24 6.
b) A legfeljebb kettes osztalyzata tanulok szama 24 —-12 =12 0.

% 4. uilds Egy osztaly minden tanuldja tanul angolul vagy
i Trancidul vagy kinaiul. Egy olyan didk van, aki mindhdrom nyel- :
i vet tanulja. Az osztaly harmada tanul angolul, az angolul tanulok
i harmada csak az angol nyelvvel ismerkedik. Az angol nyelvet tanu- !
16k koziil 6ten két nyelvet tanulnak. A francia nyelvet tanulok ko- :
: zill harman tanulnak angolul, de nem tanuljék a kinai nyelvet. Akik
i pontosan két nyelvet tanulnak, ugyanannyian vannak, mint ahanyan !
az angol nyelvet tanuljak. A csak kinai nyelvet tanul6 didkok szama :
i kettével nagyobb a csak francia nyelvet tanulok szaméanal.

' a) Hany fos ez az osztaly? Tetszéleges A, B, C halma-

b) Hanyan tanulnak angolul? :Olji B=BrA
¢) Hanyan tanulnak franc.iéul? % An{BNC)=
: d) Hanyan tanulnak kinaiul? —(AnB)nC
wAnA=4
Megoldas: 2w AN =9

a) Ebben a feladatban is az osztaly tanuldi alkotjak az alaphalmazt (U).
Legyen az angolul tanulé didkok halmaza A4, a franciaul tanuloké B, a

=

1.30. abra A metszet tulajdonsa-
gai

kinaiul tanuloké pedig C! Jeloljik x-szel (x € Z*) az osztaly létsza-

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

mat! Mivel mindenki tanul valamilyen nyelvet, ezért U = 4UBUC,
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és U] = x. Készitsiink halmazabrat (1.31. abra)! Egy olyan diak van, aki

mindharom nyelvet tanulja, ezért az (5) jelii tartomany elemszama: 1.
,,Az osztalynak a harmada tanul angolul, az angolul tanulok harmada

csak az angol nyelvvel ismerkedik.” feltételek miatt |A4| zg és az (1)

jelli tartomany elemszama: g A francia nyelvet tanuldk koziil har-

1.31. dbra A 7. a) és b) példa { 1an tanulnak angolul, de nem tanuljak a kinai nyelvet.” feltétel miatt a

megolddsdhoz (2) jelt tartomany elemszama: 3.
A fentiek ¢és ,,az angol nyelvet tanulok kozil 6ten két nyelvet ta-
7] [B] nulnak.” feltétel alapjan a (4) jelii tartomany elemszama: 2. Az angolul

tanulé diakok szamat felirhatjuk kétféleképpen: gz g+6, ahonnan

x =27. Tehat az osztaly 27 f6s.

b) Az osztaly harmada, azaz 9 tanul6 tanul angolul.

c¢) Akik pontosan két nyelvet tanulnak, ugyanannyian vannak, mint aha-
nyan az angol nyelvet tanuljak. Emiatta (6) jelli tartomany elemszama: 4.
Jeloljiik y-nal a csak franciaul tanuld didkok szamat! Ekkor a (7) jeli
tartomany elemszama: y+2 (1.32. abra). Mivel U=A4UBUC ¢és
|U|=27, ezért 27=15+2y, ahonnan y=6. Tehat 14-en tanulnak
franciaul.

1.32. abra A 7. ¢) és d) példa
megoldasahoz

Tetszoleges 4, B, C halma-

kra:

% (z AT d) Az 1.32. dbra alapjan 15 diak tanul kinaiul.
=(Af\C)U(Bf\C) Tetsz6leges A halmazra:
(4nB)UC= AUB=ANB :jtgiﬁ
=(4UC)N(BUC) A~B=AUB " O\A=D

-

1.33. abra Disztributivitas

= 8=

1.34. abra A De Morgan-azonos- 1.35. abra A kiilénbség tulajdon-
sagok sagai

) Oldjuk meg! ,

1. Soroljuk fel az alabbi halmazok elemeit! Hany elemiiek az alabbi halmazok?
a) A={Az EU 2004. januar 1-¢ el6tti tagallamai};
b) B = {A 40-nél kisebb primek};

c) C= {az x* —4x* —5=0 egyenlet megoldésai};

d) D = {a 14-re végz8ds, 12-vel oszthato egész szamok .

N

. Az alabbi halmazok koziil melyek egyenlék? Van-e a halmazok kozott olyan par, amelyek koziil az
egyik halmaz a masik részhalmaza?

A={2n+1|5<n <50, neN};
B={x|-2<x,xeR};
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C= {a 7-re végz4do természetes szémok};

D= [3;00[;

E ={100k+7 |k e N};

F= {a kétjegyli pozitiv paratlan egész szémok}.

3. a) Hany részhalmaza van az A4 = {1;2;3;4} halmaznak?
b) Hany olyan részhalmaza vana B = {a; b;c; d;e} halmaznak, amelynek a b vagy a d eleme?
c¢) Hany elemi az a halmaz, amely részhalmazainak szama 40967
d) Egy 10 f&s csoportbdl vagy 6 tagu vagy 4 tagi delegaciot valaszthatunk. A lehetséges 6 tagu
delegaciok szama hanyszorosa a 4 tagtiakénak?
4. Hatarozzuk megaz ANB, AUB, A\B, A halmazokat!
a) A= {trapézok}, B ={deltoidok}, U = {négyszogek};
b) A ={20-nal kisebb primszamok}, B = {3k+1 [3<k<7, ke N}, U= {x|x <20, xe N};
c) A= {szamjegyek}, B = {kétszabalyos dobokockaval dobhato szamok szorzata},
U = {40-nél kisebb természetes szamok};
d) A=[-30;28], B=]-19;31], U =[-43;49[;
e) A= {az (xy) sik azon pontjai,amelyekbdl a (0;5) ésa (0; —5) koordinataji pontokat
Osszekotd szakasz tompaszogben létszik};
B= {az (xy) sik azon pontjai, amelyeknek az x tengelytdl vett tavolsaga legfeljebb 3 egység};
U= {az (xy) koordinatasik pontjai}.

5. Hatérozzuk meg az 4, B, C halmazokat, ha tudjuk, hogy 4N C ={23;28}, 4\C ={2;3;5;6},
B\C={6:T:11}, C\B={1%19;28}, (B\4)nC ={17:20}, (AUB)\C ={2:356,T:11} és
AUBUC ={2;3;5,6,7;11;13;17;19;20;23; 28}!

6. Egy hajcsatokat gyarto cég egy 0j csatkollekciot dob piacra.
A gylijtemény elemeinek tulajdonsagai a kdvetkezok:
% sziniik lehet: piros, sarga, zold vagy kék;
W alakjuk lehet: ovalis vagy egyenes;
% méretiik lehet: kicsi, kdzepes vagy nagy;
W fényezésiik lehet: csillogd vagy matt.
a) Hany csatbol 4ll a kollekcio, ha minden lehetséges szin, forma, méret, fényezés szerinti csatbol
pontosan egy van a gylijteményben?
Jeloljiik a piros csatok halmazat P-vel, az ovalis alakuak halmazat O-val, a matt fényezéstick halma-
zat M-mel! Hany elemtiek az alabbi halmazok?

b)M; ¢) PnO; d) PUM; e) {kicsiovilis csatok}; ) PAM; g) (PUO)NM.

7. Az 1000-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok kodzott hany olyan van, amely a 3, 4, 5 szamok
koziil
a) pontosan kettovel;
b) pontosan az egyikkel;
c) legalabb az egyikkel;
d) egyikkel sem oszthat6?
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Ry Szamelmelet;algebra

eoe ©00000000000000000000000000000000000000000

2.1. Hatvany, gyok, logaritmus

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Az egész kitevajii hatvany

W a"=a-a-..-a, ahol &£ 0 .. S
e ; Il paldla - Tegyiik ndvekvé sorrendbe az alabbi kifejezeseket! |

. =

ne(Z\{1}), acR; il 4-3765°,  B=(-2), C=G] :
% a'=a, ahol a eR; _______________________________________________________________________________________________________________
» a° =1, ahol

Megoldas:

Mivel barmely nullatol kiilonbozé valos szam nulladik hatvanya 1,
ezért A=3,765" =1.

A pozitiv egész kitevéjli hatvany definicioja alapjan (2.1. abra)
neZ', ae(R\{O}). B=(-2)"=-8.

e o o 1?
™ A negativ egész kitevojii hatvany definicioja alapjan C = (gj =3"=9,
: Tehat B< A<C.

ae (R\{O});

w a’ =Ln, ahol
a

2.1. abra Egész kitevdji hatvany

%, udldzl Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik
i 1gaz és melyik hamis!
i a) Van olyan negativ egész szam, melynek van 0-nal nagyobb, pozi- |
L tiv egész kitevjii hatvanya.
: b) Barmely pozitiv egész szam 2011. hatvdnya nagyobb, mint a :
i 2010. hatvanya. }
: ¢) Van olyan racionalis szam, amelynek negyedik hatvanya kisebb, :
{  mint a masodik hatvénya.
i d) Ha két valos szam 2012. hatvanya egyenld, akkor a két valds szam |
L is egyenld. :
e)Ha a" <b", akkor a<b, ahol a,beR és neZ'.
Megoldas:
a) Igaz, hiszen (=2)> =4 > 0.
b) Hamis, hiszen 1’"'* =1=1"",
¢) Igaz, hiszen 0,1* =0,0001<0,01=0,1°.
d) Hamis, hiszen a (=1)*"? =1=1"", de 1= —1.
e) Hamis, hiszen 1> =1< 4 =(-2)’, de -2<1.

: 3 h 5 AT 35,52 3‘38.3722 4
2.2. Igaz vagy hamis? Az A= 20272 _ ( ) [ 1 ] 9
; 222
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Megoldas:
Alkalmazzuk a hatvanyozas azonossagait (2.3. abra) és szamoljuk ki az
egyes kifejezések értékét!

222727 2
A=7272.24 :2—2=23=8; (an)m:anm’
5 (35_52)3_38_3—22 1 6 315.56_38‘3—22 1 3 32 9 (a»b)":a” b";
3 TR e (2] -, 0
Tehat 4 < B. o) b

o 4k pdldy Hozzuk egyszertibb alakra az alabbi algebrai kife-
| jezéseket!
(xs)’2 .(ye)z’ -y
2 - |
(xs_ys) -xgy 6

(a-s ‘b4)_4 _(am ‘b—l)—Z _(b-s )-3

2.3. abra A hatvanyozas azonos-
sagai

, x,yeR\{O};

Az x valés szam esetén
az x=a-10" alakot, ahol

Em , a,beR\{0}.

1S|a[<10 és nelZ, az x

szam normalalakjanak ne-
vezzik.

Megoldas:
Alkalmazzuk a hatvanyozas azonossagait!

(xs )‘2 .(y6)3 -(x3 ,y—5)4 .yz _ 10 _y1s 2 ‘y—zo .yz 2 -y°

Lo

2.4. abra Normalalak

a = = x;
) (xs - )2 X0y x0ytx ey x-)°
b) 10" tera- T
(a—S _b4)—4 '(al() 'b_l )—2 _(b—S)—3 3 a20 'b_16 .a—20 'b2 'bIS 3 aO b 3 b9 109 giga' ©
-4 - 4 18 4 70 48 9
(a'z'b4)2'(l) a’ b -a a-b 10° mega- M
________________________ N I (G kilo- k
o 3, udldn A 20. szazad végéig katodsugarcsovet hasznaltak a 10° hekto- h
tv—képerny(’ikben,. monitorokban, azota meg]ele.ntek a plazmaképer- | 10! deka- da
i ny6k, folyadékkristaly-képerny6k és mas technikak. . .
A Windows-alkalmazasokhoz vagy egyéb grafikus feliiletek : 100 deci- d
: hasznalatahoz legalabb egy 640x480 felbontasti 70 Hz képfrek- 102 eaiit ®
i vencidjii monitorra van sziikség. Ez azt jelenti, hogy a monitoron | 10° -
: masodpercenként N =70 kép jelenik meg, mely S = 640 sorbol és : e m
h 1 —6 9
i soronként K =480 képelembdl all. A képernySbe csapodo elektro- 1 mikro- H
nok szdma képelemenként X =5-10° (2.4. abra), az elektron tolté- 10° nano- n
se 0, =1,6-10" C. Hatid8 alatt Q=N-S-K-X-Q, a becsap6- 1072 piko- p
© do ossztoltés, akkor a katodsugarcsd atlagos dramerSssége [ = 0 10" femto-
i t
: képlettel szamolhat6 ki. Mekkora a katodsugarcsd arameréssége a : 10" atto- a

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

i megadott monitor esetén (2.6. abra)?

2.5. 4bra Prefixumtablazat
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Megoldas:

A feladat szovegébdl kideriil, hogy ha ¢ id6 alatt OQ=N-S-K-X -0,
a  becsapodd  Ossztoltés, akkor az  atlagos  aramerGsség
QO N-SK-X-Q,
ot t

t=1s alatt N =70 kép jelenik meg, mely képenként S =640 sorbol

% A katodsugarcsoves
képernyd

(CRT: Cathode Ray Tube)
,»Az elsé miikodoképes televiziot
1926. januar 26-an Londonban
mutattak be. Az els6 szines adast
1928. jalius 3-an tovabbitottak
nagy tavolsagra. A technika felta-
laloja Karl Ferdinand Braun volt,
aki 1897-ben mar meg tudott je-
leniteni igy egy képpontot. (Ezért
régi neve a Braun-cs6.) A toltés-
csatolt elvii CRT tévé és kamera
feltalaloja Tihanyi Kalman volt
(1928).

Miikodési elve: a CRT
monitorban egy katodsugarcs6
talalhato, elektronagyuval az
egyik végén, foszforral bevont
képernybvel a masik végén. Az
elektronagy  elektronnyalabot
16 ki, ezt elektromagneses térrel
téritik el. Az elektronnyalab a
foszforboritasba iitkozik és fel-
villan, majd elhalvanyodik. Ha
elég gyorsan kovetik egymast
az elektronnyalabok, akkor az a
pont nem halvanyodik el. Tehat
az elektronagyuk irnak a kép-
ernyfre a szamitogép utasitasa-
nak megfeleléen, balrdl jobbra,
egy masodperc alatt tobbszor is
frissitve a képpontokat. Az elsé
monitorok egyetlen szin arnyala-
tait tudtak megjeleniteni (mono-
kom): a fekete-fehér mellett a
borostyansarga ¢s a zold szintiek
is elterjedtek voltak.

Azt, hogy masodpercen-
ként hanyszor frissitik a képpon-
tokat, képfrissitési frekvencianak
nevezziik. (Az CRT monitorok-
nal a képfrissitési frekvencia
egy kicsit mast jelent, lasd az
LCD monitornal.) Ezt Hertzben
adjuk meg. A mai monitorok
60-130 hertzesek. A szines mo-
nitoroknak harom alapszine van:
a piros, a z6ld, és a kék (RGB).
Ezek keverésével barmelyik szin
eléallithato. Mindegyik szinhez
tartozik egy elektronagyt.”

http://hu.wikipedia.org/
wiki/Monitor

1 képlettel szamolhato. Mivel a feladatban

és soronként K =480 képelembdl all, valamint képelemenként atlago-
san X =5-10° elektron csapodik be, igy
_0_ 70-640-480-5-10°-1,6-10"° C _

t Is

1

=7-10-6,4-10°-4,8-10*-5-10°-1,6-107" E:
s

=7-6,4-4,8-5-1,6-10°° 9:1720,32-10*6 A=
S

=1720,32 pA.
Tehat a katodsugarcsd aramerdssége [ =1720,32 pA = 1,72 mA.

A gyokvonas

b 0. pili Végezziik el a kijeldlt milveleteket!
) 416; b) 3/27; ¢) 3/~100000; d) Y-8;

o) JJo.01; f) *%/0; g) V-1

Megoldas:

a) 16 = 2, mert 2* =16, és a 2 nemnegativ szam (2.7. abra).

b) /27 =3, mert 3° =27.

¢) 3(~100000 =-10, mert (~10)° =—100000.

d) "Y-8 nincs értelmezve, mert a gydkkitevd paros, és a gydkjel alatt
negativ szam all.

e) /0,01 =0,1, mert 0, 1> =0,01, ésa0,1 nemnegativ.
£) 2%/0 =0, mert 0*° =0, és a 0 nemnegativ szam.
g) V1 =1, mert (-1)"" =-1.

7 pdliks Végezziik el az aldbbi miveleteket!
o) (45 +543)(4V5-5V3); b (647 +3)(247-5):
o(Ve+2) +(V6-2): 9 (\/é/ﬁw)z—(\/i/ﬁ—l)z;
o) (1-¥4) (1+34) .

2.6. abra A katoédsugarcsorol
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Megoldas: : ”
a) Alkalmazzuk a két tag 6sszegének és kiilonbségének szorzatara vo- (Z{V/; ) =aq, ahol a>0 és
natkozd azonossagot és a négyzetgyok definicidjat (2.8. abra)! o
) ) : az=0.
(475 +5v3) (445 -5v3) = (445) ~(5¥3) = : sp
: (2]”\1/;) =a, kel
=16-5-25-3=80-75=5. : B
b) Végezziik el a kéttagh kifejezések sszeszorzasit, és alkalmazzuk a : as®
négyzetgydk definicidjat! ™
(6ﬁ+3)(2ﬁ_5) - 6ﬁ '2ﬁ+3.2ﬁ_5 . 6ﬁ_15 - g 2.7. abra Az n-edik gyok
=127+ 637 =30\7 =15 = 69— 24/7.
c¢) Alkalmazzuk a két tag 0sszegének, illetve kiillonbségének négyzetére
vonatkozo6 azonossagot, valamint a négyzetgyok definicidjat!
2 2 2 2 E
(Vo+2) +(Vo-2) =(Vo) +2:2d6+22+(V6) ~2:2J6+2* = | (arh)(a—b)=a’~b".
= 6+ 446 +4+ 646 +4=20. © (a+b) =d’ +2ab+ b,
d) Alkalmazzuk a négyzetgydk definiciojat, majd vonjunk 6ssze! (a _ b)2 —d’—2ab+ b,
2 2 E
(\/412+2) —(\/{‘/ﬁ—l) =</§+2—(4/§—1)= (a+b) =
222 +1=3. i =d +3a’h+3ab’ +b.
¢) Alkalmazzuk a két tag kiilonbségének, illetve osszegének kobére vo- (a - b)3 =
natkozd azonossagot és a kobgyok definiciojat! — & —3a2b+3ab — b,
3 3 2 2 5
(1-¥a) ~(1+44) =139 +3(¥4) _4_(1+3vz+3(v2) +4): : -
=1- 3%/Z + 3(%/2) —-4-1- 3%/1 - 3(%) —4= —6%/1 -8. g 2.8. abra Nevezetes szorzatok
o o pdldy Végezzilk el az alabbi miiveleteket, és adjuk meg
i ‘az eredményt egy racionalis szamként! Pe
| . ;
) V107 - Va3 {Vi07+V43;  b) (\/7+\/ﬂ+\/7—\/2_4) . i) 4a-yb=Yab;
Fopy Ya_ fa,
2 U128° -4 (Lj_3 Vb 4
5 g/(10+\/@) (10-Ves) Y T o 0T () ke
{10++/68 3216 ) Wa =ifa.
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" ¢ A azonossagokban szerepld
¢ betlik az n-edik gyok és az
Megoldas: : egészkitevdjii hatvany defini-
Mind a négy feladatban alkalmazzuk az n-edik gyok azonossagait (2.9. : cidjaban meghatarozott érté-
abra) ¢és az n-edik gyok definiciojat! i keket vehetik fel.
) V107 a3 V107 +43 = ¢[(V107 -3 ) (V107 +V83) = -l
= g/(,/107 )2 _(\/E)z =8107-43 = Q/a =2; g 2.9. abra Az n-edik gyok azonos-
¢ sagai
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Az a osztéja b-nek akkor és
csak akkor, ha létezik olyan c,
amelyre igaz:

a-c=b, a,b,ceZ

b) (\/7+\/ﬁ+\/7—\/ﬁ)2=
=(mr+2-\/7+\/ﬁ-\/7—\/ﬂ+(\/7—x/ﬁ)2=
=7+\/ﬁ+2~\/(7+\/ﬁ)(7-\/2_4)+7_\/2_=
=14+2 49—(\/ﬁ)2 —= 14+ 24924 =14+ 225 = 24,

{10+ 8)" (10-es) i/(m@)z (10-V&§)

2.10. abra Oszthatosag

A primszam olyan pozitiv

egész szam, amelynek ponto- c)
san két pozitiv osztoja van, J10++/68 10+/68
s \/(10+\/— 10-+/68) = 10068 = {32 = 2;
2.11. 4bra Primszam *3 1
128° - 4 12
8
oz . . d) 3 2 2 -
Az olyan pozitiv egész sza- 216 3 21 6)
mot, amelynek ketténél tobb
pozitiv osztdja van, Osszetett s (1
szamnak nevezziik. (2) : g 2533
; > = 7 5 7= 23 '3 = 2‘1
" (6) 3.2

20000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

2.12. abra Osszetett szam

2, Ul irjuk fel egy racionalis szamként!

) (V50 + /98 ~242 + 12 +/75 — 108 ) (V128 + 192 );
- b) Y22+ YB1-575.

Barmely Osszetett szam a té-
nyez6k sorrendjétdl eltekintve
egyértelmien irhat6 fel prim-
szamok szorzataként.
Megoldas:

Hozzunk ki az n-edik gyokjel alol! Ehhez irjuk fel az n-edik gyok alatti
szamok kanonikus alakjat (2.14. abra), és alkalmazzuk a szorzat n-edik

2.13. abra A szamelmélet alapté- gyGkére vonatkozé azonossagot!
a)

tele
(V50 +/98 — 242 + V12 +/75 /108 ) (V128 - 1192 =
(V5247 2 VI 242 35 3 -2 ) (V27 4273 =
=(5v2+7V2-11V2+ 2434532613 ) (8v2 -83) =
~ (V2 43) (V2 - )8 =((V2) ~(+3) Js=-s:

A primtényezos elballitasban
az azonos primek szorzatat
hatvanyként irjuk fel. Az igy
nyert eldallitast nevezziik az
Osszetett szam kanonikus
alakjanak.

PL: 3240=2°.3*.

=3
~

[
[ ] Fl -

P24 +3B1-3375 =22 3+3B -Y5* 3 =
=2.33+3-3-53B=0.

T
L] [}
19
v
LN |
I
@

2.14. abra Kanonikus alak
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=

Ha a,beZ", akkor

a) a legkisebb kozos tobbszo-
rostik a pozitiv kozos tobb-
szoroseik koziil a legkisebb.
Jeldlés: [a,b].

b) a legnagyobb kozds osz-
tojuk a kozos osztoik koziil a
legnagyobb. Jeldlés: (a,b).

3~ 4fr. %/5\/5
éa)m, b e

Megoldas:
a) Vigyilik be a kettét a negyedik gyokjel ala, majd alkalmazzuk az
n-edik gyok negyedik azonossagat!

Y213 =323 =8
b) Keressiik meg a gyokkitevok legkisebb kdzds tobbszorosét (2.15.
abra)! Ez lesz a kozos gyokkitevd, ami jelen esetben a 12.

A e

&=
T

2.15. 4abra Legkisebb kozos tobb-

sz0ros, legnagyobb kozos osztd

3. 12/74 12[~6 4 76
e e
6 .

%’ 1. pdlel: Gyoktelenitsiik az alabbi tortek nevezojét!
! 5 8 3 1

F Y"mnE 0°w Ywua

a-b =(a—b)(a2+ab+b2);
a +b =(a+b)(a2 —ab+bz).

=

Megoldas:
a) Bovitsiik a tortet ‘/g'mal! 2.16. abra Tovabbi nevezetes

szorzatok

5 5

B

b) Bévitsiik a tortet az (a+b)(a—b)
megfelelden Vi1 ++/3-mal!

8 8§ I+3

J-B -BAT+B

:8(\/1—18+\B):\/ﬁ 5

>

Sl

53
3 3

a’ —b* azonossagnak (2.8. dbra)

¢) Bévitsiik a tortet ¥/2* -nél!

333k 0

n h 2

d) Bévitsiik a tortet az a’ —b’ = (a—b)(a2 +ab+ bz) azonossagnak

(2.16. abra) megfelelden (%/5 )2 +32+ 1-gyel!

L (3/5)2”/5”:%#/5“:
21 %/E_I(Q/E)ZH/EH 2-1

Ya+32+1.

2.17. abra Kiilonbség
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Melyik nagyobb: a LE)

46
va a ——/
NN/ TIN 3

Megoldas:
Gyoktelenitsitk mindkét tort nevezdjét, majd hasznaljuk fel, hogy a
né

2.18. abra Az n-edik gyokfiigg-
sgyzetgyokfiiggvény szigorian monoton novekvo!

vény és igy anégyzetgyokfliggvény g

is szigoruan monoton novekve : 15 1 5\/_ \/_
: —= =5+3;
N

: = =48 +\2 =43 +12.
Ja8 -2 46

TehatT—S\/_ 43+ >43+2 = \/_ \/_

Megoldas:
: Hozzuk kozos gyok ala a két szamot! A kozos gyokkitevo a két gyokki-
tevd legkisebb kozos tobbszorose, ami jelen esetben 20. Igy 6 = 2\0/6_4

4 4
V3 = 2\/375 Mivel g 23 136 >1, ¢és a huszadik gyokfiiggvény

szigortian monoton novekvo, ezért J6 > 43.

2.19. abra Melyik a nagyobb? L .
A tortkitevdjii hatvany

% Jab pdlela frjuk fel 5 hatvanyaként!

1 5
9 1253625 b E‘E

4(3 ’
Legyen a pozitiv valds szam, Jg 35 _1 l
p egész szam, g pedig egynél 625 5
nagyobb egész szam! EKKOr & i
az a szaim £ -adik hatvanya ;
q Megoldas:

s

Hasznaljuk fel a tortkitevoji hatvany definicidjat (2.20. abra) és irjuk
fel az egyes tényezoket hatvany alakban, majd alkalmazzuk a hatva-

egyenld az a alap p-edik hat-
vanyanak g-adik gyokével,

P

azaz at = a7 nyozas azonossagait, melyek tortklteVOJu hatvanyokra is teljesiilnek!
e V1253625 _ 5 st _ 5. 53 M

N % =3

2
2.20. abra Tortkitevéjii hatvany 5
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1
.3 25 [=-3 {/_2 7% % 7§+27(7i71J 32 4 1
b) 125 = >V = 5%-5 =5 254 = 575+E+E+1 = _.

154 -1 4
il L L NS 5T s

b) [b%—z} +[b§+2} —2{1;%5)[13—5}, (b>0).

2.21. abra Tort, de nem kitevo

Megoldas:
a) Irjuk fel mindegyik tényez6t tortkitevdjl hatvany alakban, majd al-
kalmazzuk a hatvanyozas azonossagait!

3 3 4 03 3,43 61
1 5[+ [3 7 .5 3 132 2 2
a* Jat Na a*-a’-a? at 5?2 a2 -
3 T 7 2 715 7.2 B =a-,

5 7 2 i o 5 -
3 2 o = 614'6110'(15 (14 10 5 a20
a -a -a

b (b%_zj (sz —z(b%JrsJ(b%—S]:

5 5
=b"—4b> +4+Db° +4b> +4-2b" +50 = 58.

A logaritmus
1. g2lds Adjuk meg egy racionalis szamként!

i7) log, 8+log, 4—log .. 5;
i ) log, gl Bizs Legyen a 1-t6l kiilonbdz6 po-

2
i 1085 . 95083 zitiv valos szdm és b pozitiv
i'b) —_— valos szam! Az log, b (,,a ala-
78 pu logaritmus b”) az a kitevd,
log; 10+1 amelyre a-t hatvanyozva b-t ka-
H 3 loggy 27
)3 —4 i IOgl 3. punk. Az a a logaritmus alapja,
_________________________________________ St ab a logaritmus numerusza.
Jelekkel leirva: a'%:® = b,
Megoldés: a‘hol a>0,a#1, b>0.

a) log, 8 =3, mert 2’ =8.

2.22. abra A logaritmus definici-
oja

-2
log, 4=-2, mert (lj =4.
3 2
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1
=§, mert 1253 =5,

—
o
g
)
G
(9]

1. A szorzat logaritmusa:
log, be =1log, b +log, ¢;

. 1 2
a,h,c>0; a#l. fgy log,8+1log, 4—log,,;5=3-2—-—==.
2. A hanyados logaritmusa: 2 33

b * b) Mivel
log,—=log b—1 ; :
og,—=log,b~log,c; o s,
be>0; a=1. : ogs
! o : 25007 = (52)°7 = (57 ) =32 =9 és
3. A hatvany logaritmusa: :
loga bé = ClOga b, § - % log, 36 s % %
a,b>0;a#1; ceR. § 7 =49 :(49 ) =362 =6,
4.Az nl-edik gyok logaritmusa: g 10'5.2503 5.9
oy : ezért ———-——=—-=7,5.
log, b = —log, b; : 7'80 6
¢ ¢) Az el6z6ek alapjan azt kapjuk, ho
a’b - 0; a# 1; ne Z+\{O}' S ) log; 10+1 . . gylog 10
55 —4f? ylog 3=5.5 5 —4"%? y]og 3=
: 5 5
h 5 TR e
2.23. dbra A logaritmus azonos- § = {[gj } —[643J +(—5] =
sagai § 1
H log, 10 | 1
: 1) loges 27 \3 ( 1
: =5|=|" —(64°5 )3 | —— | =
s {[5) } (647 3
: !
=5.10*1_273_l=l_3_l=_3

4. udlel Irjuk fel csokkend sorrendben!
i T4 = 4log, 10 +log, 35-log, 16 —log, 175;

Ha a és ¢ -t kiilonbo-
z6 pozitiv valds szam és b
pozitiv valdés szam, akkor

: 1 1
log, b= iogf b. B= EIO& 99 +4log, 2 +1og, 25—1og, 100 —Elog3 176;
0g.a
s log, 7
C= —log, 2.
2.24. dbra Attérés mas alapu lo- Megoldas:
garitmusra Az els6 két esetben alkalmazzuk a logaritmus azonossagait, majd a ka-

nonikus alakok felirasa utan egyszertsitsiink!
A=4log,10+1log,35—log 16 —log, 175 =
=log, 10" +log, 35-log, 16 —log, 175 =
10*-35 2%.5%.5.7 3
Blears sy 0w

B= %bg3 99 +4log, 2 +1og, 25 —-log, 100—%10g3 176 =

=1lo

1 1
=log, 99 +log, 2* +log, 25—log, 100 —log, 176> =
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1

1
2.94. 1122452
log, B g IMZS 0 5o,

100-1762 22.52.2%.112

A C-nél eldszor irjuk fel mindegyiket 3-as alapt logaritmussal, majd
alkalmazzuk a logaritmus azonossagait!

log, 7 log. 2 — log, 7

log,18

0 —log,2=1og,7
log,, 7 & log, 7 & . log, 7

log,18

—log, 2=

=log, 18 —log, 2:10g3§:10g39:2.
Tehat A>C > B.

el 03l Ha a levegd tengerszinten pascalban mért nyoma- !

i'sat p, jeloli, és 7 méter magassagban a nyomas pascalban mérve p, |

i akkor ezen mennyiségek kozott az alabbi 6sszefliggést irhatjuk fel:
lgp=Igp,—5203-107 -h.

: a) Ha tengerszinten a nyomas 10° Pa, akkor mekkora a nyomés a :
i Mount Everest cstcsan, azaz 8848 m magasan?

| (Az eredményt két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!)
i b) Milyen magassagban lesz a nyomés 50%-a a tengerszinten mért :
i nyomasnak?

© (A megoldast egész értékre kerekitve adjuk meg!)

Megoldas:
a) Helyettesitsiik be a képletbe a megadott értéket!

lg p = 1g10° —5,203-107° -8848 ~ 50,4604 = 4,5396.
fgy p=10""" Pa~34641,76 Pa légnyomas mérhetd a Mont
Everesten.

b) Rendezziik at a formulat az alabbi modon!
lgp-lgp, =-5,203-10" - k;
g2 =-5203-10° - .
Po
Innen kapjuk, hogy

lgi

Po__ 1805 oo

h= -5 -5
-5,203-10 -5,203-10

Tehat megkozelitoleg 5786 m magasan lesz a légnyomas fele a tenger-
szinten mért nyomasnak.
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2.25. 4abra Tengerszint

2.26. abra Mount Everest
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1. Szamitsuk ki szamologép hasznalata nélkiil az alabbi kifejezések értékeit, és rendezziik azokat no-
vekvé sorrendbe!

A=(53 _252):,4(34,5553)2’ 5 ((—7) ) -(2°-3%) 5 C_(ij ( (2'595)34J |
(37-5)"-(5") (23.7)7.79.(72.33) 5 (5-2)-3

2. Szamitsuk ki!

1 - 2 N -2 -3 3 h -3 2 A3 . A-1
a)(zj ; b)(gj ;00,017 d)0,17; e)(Z) ;o D(4)s 937337

-1
b (5-22) @)% () D) Gj 27 (5020 @)
3. Végezziik el a kijelolt miiveleteket!
3
(aS‘bSZ.b45'a4 2.34 g 3
2) ()bs( 3;6( ) La%0,b=0; b)) f—b4 az0,b#0, c#0
.a a .

Cc
(a—3 .b2)—3 .(a5 _b2)—2 . (b—2)—6

c) o a#0, b=#0;
2 py2 [_J
(@ -b7) ;
(@ b)Y (& -2
d) m(b—zJ a;tO,b;éO.

4. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis! (Allitasunkat indokoljuk!)

a) Barmely valos szam 6todik és harmadik hatvanyanak az 6sszege egyenld a szam nyolcadik hat-
vanyaval.

b) Barmely nullatol kiilonbozo valds szam minusz masodik €s hetedik hatvanyanak a szorzata a
szam 6todik hatvanyaval egyenld.

¢) Van olyan valds szam, melynek minusz harmadik hatvanya egyenld a harmadik hatvanyaval.

d) Barmely két valos szam 6sszegének a négyzete egyenld a két valos szam négyzetosszegével.

e) Van olyan pozitiv valds szam, amelynek reciproka nagyobb a szam négyzeténél.

f) Van olyan valds szam, melyre teljesiil, hogy a minusz harmadik hatvanyanak az ellentettje nagyobb
a szam harmadik hatvanyanal.

. o . . 51 . o .
5. Az aluminium linearis hétagulasi egyiitthatéja a = 2,4-107° Pt Mivel a linearis hétagulasi egylitt-

hato értéke kicsi, ezért a 0 °C-on ¥ térfogatti aluminium test térfogatat t hémérsékleten — a homér-
sékletet Celsius fokban mérve — V =V, (1+3at) sszefliggés adja meg. Mekkora a 0 °C-on 10 cm’

térfogata aluminium kocka térfogata 250 °C-on? Héany centiméter ezen utobbi kockanak egy éle?
(A kocka ¢élét négy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.)

6. Végezziik el az alabbi miveleteket!

a) (312 +247) (312 -27); b) (211 +4V5) +(241T-45) ;
o) (‘{/Zi/g+6)4—(‘{/23/§—6)4; d) (i/§+2)3+(i/§—2)3.
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7. Végezziik el a kijelolt miveleteket!

DT, ) 3/(135—54\6)(%3%)

Jo-54
8. Adjuk meg egy racionalis szamként!

2) (3180 /500 /245 +44/27 =300 ) (3v20 — V125 + 1108 - 2/48
b) 32 + 162 - 1250

9. Gyoktelenitsiik az alabbi tortek nevezojét!

2

SRS (\/6+2\/§+\/6—2\/§)

I e L e S g
NCY 375 V83 +245° B’ P+l
10. Melyik nagyobb?

a) 33 vagy 1
J5 V180 -6’

11. Végezziik el a kijelolt miiveleteket!

) M (a>0); b (\/?—3)2+(c%+3]2—2[c%+7J(\/c7—4), (c>0).

b) &5 vagy 3.

Yo
12. Tegyiik novekvo sorrendbe az alabbi kifejezéseket!
A=log, 625+log, 2L ~log , 6; B =log, log, log, 81; C =77 -36"%% +11"2%,
36
13. irjuk fel egy racionalis szamként!
5
-4 3.4/ 3
a) log, ata Yo (@>0,a#1);  b) “lgl3+3lgl2+6lg5— 21117 2lg3:
a2g 2 2
0) log,, 5
log, 5

14. Egy radioaktiv anyag kis mennyisége 10> darab radioaktiv atomot tartalmaz. A felezési id6 1 6ra. Ha
1

egy radioaktiv anyag eredetileg N, db bomlatlan atomot tartalmaz, akkor ¢ idé malva N = N, 27 da-

-log, 7-log, 3.

rab bomlatlan atomot fog tartalmazni, ahol 7 a felezési id6. Mennyi bomlatlan atomot fog tartalmazni
a feladatban megadott anyagminta 15 perc miilva? Mennyi id6 alatt bomlik el az anyagminta 40%-a?

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

2.2, Algebrai egész és tortkifejezések

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Algebrai egész kifejezések

Ha valds szamokra és betlikre a négy alapmiiveletet véges sokszor al-
kalmazzuk, akkor algebrai kifejezést kapunk. Ha az algebrai kifejezés-
ben nem szerepel olyan tort, amelynek nevezdje tartalmaz hatarozat-
lant, akkor algebrai egész kifejezést vagy polinomot kapunk. Az el6z6
leckében mar atismételtiik, hogy a nevezetes szorzatok is algebrai egész
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¢ kifejezések. A tovabbiakban tobbek kozott ezek alkalmazasara is né-
zlink példakat.

1], udles Végezziik el a kijelolt miveleteket, majd 6sszevo-
nas utan szamitsuk ki a megadott helyen a polinomok helyettesitési
P értékeét! |
fa) (a—3)2a+5-(Ga+1)2a-5+#a-1)(2a+3), a=7,

b) (x=7)" +(3x+4)’ —10(x-5)(x+3), x=%;

) (y=2) +(y+3) -2(y+ 2)(y* -2y +4), y=—;
Megoldas:
a) (a=3)2a+5—-(GBa+1)2a-5+@la-1)2a+3)=
=2a" —6a+5a-15-10a” —2a+25a+5+8a> —2a+12a -3 =
2.27. abra Hatarozatlan —324-13:

Ha a =7, akkor a kifejezés helyettesitési értéke
32.-7-13=224-13=211.

b) (x—7)2+(3x+4)2—10(x—5)(x+5):
=x" —14x+49+9x* +24x+16—-10x" +250 =
=10x+315.
Ha x = %, akkor a helyettesitési érték 10-%+315 =320.
¢) (y=2) +(y+3) —2(y+2)(y* -2y+4)=

=y 6" +12y -8+’ +9y* +27y+27-2)’ -16 =
=3y +39y+3;

1 .
Ha y= 3 akkor a helyettesitési érték

2
3(1) +39-l+3:l+13+3:—.
W kiemelés 3 3 3
W csoportositas és kiemelés
% nevezetes azonossagok .-
alkalmazasa %, uilds  Alakitsuk szorzatta az alabbi polinomokat!

W gyoktényezos alak alkal- a) x* —3x; Yoax +2bx +ay +2by; ¢) 3xy—2zv—2zy+3xy;
mazasa (Ezzel a masod- : : d) 16x° —9)°; ) 25x” —30x+9; ) x> —8x+12.
foki egyenleteknél fog- = i
lalkozunk.)
Megoldas:

o T

2.28. abra Szorzatta alakitasi
modszerek

a) Mivel mindkét tagban szerepel az x tényezoként, ezért kiemelhetjiik
(2.28. abra).

x> =3x=x(x-3).
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b) Ennél a kifejezésnél csoportositassal és kiemeléssel végezhetjiik a
szorzatta alakitast.
ax+2bx+ay+2by = x(a+2b)+y(a+2b) = (a+2b)(x+y).
c) Eldszor rendezziik egymas mellé azokat a tagokat, amelyek tartal-
maznak azonos hatarozatlant, majd az el6z6 feladatban latott médon
elvégezhetjiik a szorzatta alakitast.
3xy—2zv—-2zy+3xv=3xy —2zy+3xv—-2zv =
=y(3x-2z)+v(3x—-2z)=(y+v)(3x—2z).
d) Alkalmazzuk a két tag négyzetének kiilonbségére vonatkozd azo-
nossagot!

1657 —9y = (4x)" = (3y)" = (4x—3y)(4x+3y).
e) Vegyiik észre, hogy ez a kifejezés egy teljes négyzet!
25x* ~30x+9 = (5x)" —2-5x-3+3% = (5x-3)".

f) Ezt a polinomot az azonossagok felhasznalasaval és kiemeléssel is
szorzatta alakithatjuk, igy nézzilink ra két megoldast!

2.29. abra Kiemelés

1. megoldas:
Egészitsiik ki teljes négyzetté, majd alkalmazzuk a két tag négyzetének
kiilonbségére vonatkozd azonossagot!

X —8x+12=x" ~8x+16-4=(x—4) -27 =
=(x-4-2)(x—4+2)=(x-6)(x-2).
2. megoldas:
Csoportositsuk a tagokat az alabbi modon!
X —8x+12=x"-2x—6x+12=
=x(x—-2)—-6(x—-2)=(x—-2)(x—0).

Tovabbi szorzatta alakitasi lehetdséggel a Masodfoku egyenletek cimii
leckében talalkozhatunk.

2.30. 4abra Teljes négyzet

Algebrai tortek

Ha az algebrai kifejezésben szerepld tort nevezdjében van hatarozatlan,
akkor azt a kifejezést algebrai tortnek nevezziik.

i ad’-a h> —25 d*c* —d’16
La) ——; b) A
P at -1 b* —10b+25 5¢° +20c
Megoldas:

a) Hatarozzuk meg az algebrai tort értelmezési tartomanyat!
Mivel a nevezé értéke nem lehet 0, ezért a” —1 = 0. Ebbdl kovetkezik,
hogy a#1 és a=—1.

2.31. abra Egyszert alak
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Tehat a tort értelmezési tartomanya R\ {—l, l}.

: Alakitsuk szorzatta a tort szamlalojat és nevezojét, majd egyszerisit-
stink! a’—a ala—1) a
az—lz(a—l)(a+1)=a+l.

: b) A nevezd ebben az esetben sem lehet 0, igy b*> —10b+25#0, ami-
bol kovetkezik, hogy (b—S)2 #0, tehat b #5.

¢ A tort értelmezési tartoméanya R \{5}.

p*-25  (b=5)(b+5) b+5
2.32. 4bra Szamlalé b2 —10b+25 (b—5)2 T p—5

¢) Az el6zdekhez hasonldan

5¢* +20c # 0;

c(502 + 4) #0.

: igy ¢ # 0. Tehat az értelmezési tartomany R\ {0}.
it —d16  d*(ct-16)

5¢% +20¢ 50(02 + 4)

d*(* -4)(c* +4) d*(c*-4)
5c (02 + 4) 5¢ .

o Lpdlda Végezziik el az alabbi miveleteket! Ha lehet, egy- :
szer{isitstink! 5
1 o 4 2 2
) 8 L x ) b) Sx2 180: x2+6x;
7x° =35x 2x°-50

-9 x-3 x*-3x’
: (3x+4 3x—4 95 j 19
i) - = : .

2x—10 2x+10 x"-25) x-5

2.33. abra Miveletvégzés

Megoldas:
a) Mivel a tortek nevezdje nem lehet 0, ezért X*=9%0, x-3=0,
: x’ =3x#0, ezalapjan az értelmezési tartomany R\{-3;0;3}.

Alakitsuk szorzatta a nevezdket, majd végezziik el a kdzds nevezdre
¢ hozast! Osszevonas és a szamlalo szorzatta alakitasa utan egyszertisit-
¢ stink, ha lehet!

8 1 x—4 8 1 x—4

x’ —9_x—3+x2—3x - (x—3)(x+3)_x—3+x(x—3) -
_8x—x(x+3)+(x—4)(x+3) 8x—x —3x+x’—x—12 B
(x—3)(x+3)x (x—3)(x+3)x

3 4x—-12 o 4x-3) 4

(x—3)(x+3)x (x—3)(x+3)x (x+3)x'

2.34. abra Tort
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b) Ahhoz, hogy értelmezett legyen a kifejezés, teljesiilnie kell, hogy
Tx*=35x#0, x*+6x#0, 2x*—50%0. Ez alapjan az értelmezési
tartomany R\{-6;-5;0;5}.
A tortek osztasi szabalya alapjan
5x°—180  x*+6x  5x’—180 2x*-50
75 —35x 22X —50 7x° —35x X +6x
3 5(x—6)(x+6) 2(x—5)(x+5) B 10(x—6)(x+5)
o 7(x-5)x . (x+6)x - 7x°
¢) Az értelmezési tartoméanyat konnyen meghatérozhatjuk: R\{-5,5}.
( 3x+4  3x-4 N 95 j 19
2x—10 2x+10 x*-25) x-5

3x+4 3x—4 95 19
= — + N =
(Z(x—S) 2(x+5) (x—5)(x+5)j x-5
(3x+4)(x+5)—(x—5)(3x—4)+190‘x—5 3

2.35. abra Kivétel

2(x=5)(x+5) 19
304 19x+20-3x +19x-20+190 x5 _
2(x—5)(x+5) 19

_ 38(x+5) 'x—5_1
T 2(x-5)(x+5) 19

D, Oldjuk meg! ,

1. Végezziik el a kijelolt miiveleteket, és szamoljuk ki a kifejezések helyettesitési értékét a megadott
helyen!

a) (3x-2)(2x+1)+ (2x—4)(x+2) - (4x—2)(2x—5), x =

b

W | N

b) (2x+5)" —(4x-3)" +(x—4)(x+4)+11x(x +8), x =0,

[\

5;
c) (x—l)3 —(x+1)3 —2(x—1)(x2 —)c-|-1)+2(x+1)()c2 +x+1), ng.

2. Alakitsuk szorzattd az alabbi kifejezéseket!
a) 4x° —16x%;
b) 4ax+4ay—y—x;
¢) 10a® +35xy — 70ax — 5ay;
d) x*z* -25y*;
e) x> +16x+64;
f) 81x* +108x +36;
g) x° —2x-15;
h) x> +5x—6.
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3. Egyszertsitsiik az alabbi algebrai torteket!

s=2 Sa® —45 2x2 +24x+72 d*-¢* X +2x-8 x> +3x-40
a) 5= b) — ;c p p d) p ; p :
s —4 da” —12a 4x” —144 d —c x -16 x°—6x+5
4. Végezziik el az alabbi miiveleteket!
3 X x+1

3+x 5
+

¥ =10x+25 4x-20’

5x° —125:x2 +5x

d B
) XX —4x x*-16

. 5x% +15x 4x? -12x

B

b - + ;
)x2—16 x—4 x+4 X’ —9x X

2_
¢) (L+2j:(1—8x 23}
x+1 1—x

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

Ha két pozitiv egész szam
legnagyobb ko6z6s osztdja 1,
akkor azokat relativ primek-
nek nevezziik.

2.36. abra Relativ primek

Egy pozitiv egész szam akkor
és csak akkor oszthato 2-vel
(5-tel), ha az utols6é szamje-
gye oszthato 2-vel (5-tel).
Egy pozitiv egész szam akkor
és csak akkor oszthatd 3-mal
(9-cel), ha a szamjegyeinek
Osszege oszthatd 3-mal (9-cel).
Egy pozitiv egész szam ak-
kor és csak akkor oszthato
4-gyel (25-tel), ha az utolso
két szamjegyébol képzett két-
jegytl szam oszthato 4-gyel
(25-tel).

Egy pozitiv egész szam akkor
és csak akkor oszthato 8-cal
ha az utols6 harom szamje-
gyébdl képzett haromjegyii
szam oszthato 8-cal.

-

2.37. 4bra Oszthatosagi szaba-

lyok
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Az n-edik gyok témakorén belill mar atismételtiik az oszthatdsag, a
primszam, Osszetett szam, legnagyobb kozos osztd, legkisebb kozos
tobbszoros fogalmat és a szamelmélet alaptételét. A tovabbiakban néz-
zlink néhany példat ezek alkalmazasara!

11, udl:lr Az alabbi hatjegy(i szamokban hatérozzuk meg az :
X, y szamjegyeket ugy, hogy a felirt oszthatosag teljesiiljon! :

 a) 12]37x25y;  b) 45|42x68y.

Megoldas:

a) Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthatd 12-vel, ha oszt-
hat6 3-mal és 4-gyel, mert a 3 és a 4 relativ primek (2.36. abra) és
szorzatuk 12.

Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthato 4-gyel (2.37.
abra), ha az utols6 két szamjegyébdl képzett szam oszthato 4-gyel, ezért

4|37x25y akkor és csak akkor, ha 4| 5/ Ez pedig pontosan akkor

¢ teljesiil, ha y =2 vagy y=6.

L eset: y=2.

Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthaté harommal, ha
szamjegyeinek az Osszege oszthaté harommal, igy 3|37x25y ak-
kor és csak akkor, ha 3[(3+7+x+2+5+y). Ha y=2, akkor

3+7+x+2+5+2=19+x. Ez pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha
x=2, x=5, x=8

II. eset: y =6.

Ekkor is hasonléan gondolkodhatunk. A szamjegyek osszege 23+ x.
Ez pedig pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha x=1, x=4 vagy x="7.
Ellendrzéssel meggydzddhetiink ennek helyességérdl.
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b) Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthato 45-tel, ha oszt-
hatd 9-cel és 5-tel, mert a 9 és az 5 relativ primek, és szorzatuk 45.
Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthato 5-tel, ha 0-ra vagy
S-re végzodik. Tehat y =0 vagy y=5.
L. eset: y=0.

Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthato 9-cel, ha szamje-
gyeinek az 0sszege oszthatd 9-cel, igy 9 | 42x68y akkor és csak akkor, ha
9|(4+2+x+6+8+y). Ha y=0, akkor 4+2+x+6+8+0=20+x.

Ez pontosan akkor oszthato 9-cel, ha x =7.
Il eset: y=35.

Ekkor a szamjegyek 6sszege 25+ x. Ez pontosan akkor oszthatd 9-cel,
ha x=2.

Két egytdl kiilonbozo pozitiv
egeész szam legkisebb ko6zos
tobbszoroseét eldallithatjuk a
két szam kanonikus alakjabol
ugy, hogy vessziik a benniik
szereplé primszamokat az
eléfordulo legnagyobb ki-
tevojli hatvanyon, és az igy
kapott primhatvanyokat 0sz-
szeszorozzuk.

2, valda 2012 darab 1-es és 5 darab 2-es szamjegybdl leir-
i Juk az Gsszes lehetséges 2017 jegyti szamot. '
i a) Hany primszam van a leirt szamok kozott?
i b) Hany négyzetszam van a leirt szimok kozott?

£

e
%

2.38. abra Két egytdl kiilonb6zo
pozitiv egész szam legkisebb ko-
z0s tobbszorose

Megoldas:

a) Mivel mindegyik szam 2012 db 1-esbdl és 5 db 2-es szamjegybdl all,
ezért a szamjegyek Osszege 2022, ami oszthatd 3-mal, igy mindegyik
altalunk leirt 2017 jegyli szam oszthatd 3-mal, és nem 3, tehat egyik
sem primszam. Igy nincs koztiik primszam.
b) Mivel mindegyik szdm szamjegyeinek dsszege 2022, amely oszthatd
3-mal, de nem oszthato 9-cel, ezért nincs koztiik négyzetszam sem.

Két egyt6l kiilonbozé pozitiv
egész szam legnagyobb ko-
z0s osztojat eldallithatjuk a
két szam kanonikus alakjabol
ugy, hogy vessziik a kozos
primtényezdket az el6éforduld
legkisebb kitevdjii hatvanyon,
¢és az igy kapott primhatva-
nyokat Gsszeszorozzuk.

£

e
o

Nh-- 4, il Hatarozzuk meg a 75 600 és a 17 820 legklsebb

0z0s tobbszorosét és legnagyobb kozos osztojat!

Megoldas:

[rjuk fel a két szam kanonikus alakijat:

75600 =2%-3".5".7 és 17820=2"-3*-5-11!

A két szam legkisebb kozos tobbszordse

[75 600;17 820] =2%.3".5%.7-11=2494800 (2.38. abra),
a legnagyobb kozos osztdjuk

(75 600;17820) =2%.3".5=540 (2.39.ébra). 2.39. 4bra Két egytdl kiilonbozd
pozitiv egész szam legnagyobb

R kozos osztoja
e 2l udlds Hatarozzuk meg a 75 600 pozitiv osztoinak a sza-
mat!
Megoldas:

A 75 600 pozitiv osztdinak kanonikus alakjaban a primek koziil csak a
2,a 3, az 5 vagy a 7 szerepelhet, méghozza a 2 legfeljebb a negyedik,

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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a 3 legfeljebb a harmadik, az 5 legfeljebb a masodik és a 7 legfeljebb
az els6 hatvanyon. Olyan is eléfordulhat, hogy ezek koziil valamelyik
prim nem szerepel a kanonikus alakban. Az 9sszeszamlalasban segit a
1 1 1 1 : 2.40. abra. A 75 600 barmely pozitiv osztojat eldallithatjuk tigy, hogy
¢ kivalasztunk a tabldzat minden oszlopébol pontosan egy szamot, és a

22 32 52 [ < kapott négy szamot Osszeszorozzuk. Mivel az elsé oszlopbdl 6t, a ma-
2= 3% 5 : sodikbol négy, a harmadikbol harom, a negyedikbél pedig ketté szam
23 33 ¢ koziil valaszthatunk, igy a 75 600-nak 6sszesen 5-4-3-2 =120 pozitiv
24 osztoja van.
2.40 abra Segitség a 4. példa
megoldasahoz
Megoldas:
: Mivel a két szdm legnagyobb kozds osztdja 1, ezért legkisebb kozos
¢ tobbszorosiik egyenld a szorzatukkal. Tehat a két szdm szorzata 2012.
Mivel a kanonikus alakja 2012 = 2% -503, ezért a lehetséges szamparok
279:2 =139 : 1652012, illetve 4 és 503.
1 H
139:2=69 N L R
1 S e 4. udldn Irjuk at kettes szamrendszerbe a 279 tizes szam- |
69:2=34 : | Tendszerbeli szdmot! :
1 i i
34:2=17
: Megoldas:
:2=8 ¢ Végezziik el a megfelel6 maradékos osztasokat (2.41. abra)!
Az utols6 nem 0 maradék a kettes szdmrendszerbeli szam elsé szamje-
A=d ¢ gye, és igy a maradékokon visszafelé¢ haladva megkapjuk a 279 kettes

szamrendszerbeli alakjat, ami 279 =100010111,.
Y e 7pdldy  Irjuk fel az 1100111, kettes szamrendszerbeli szé-
¢ i'mot tizes szamrendszerben! 5

—_
— —m O NO Ao~ o
[\

Il
\)

Megoldas:

: A kettes szamrendszerbeli helyi értékes szamiras alapjan
1100111, =1-2°+1-2° +0-2* +0-2° +1-2* +1-2" +1-2° =103.

: Tehat 1100111, =103.

1. Hatarozzuk meg az x, y szamjegyeket ugy, hogy az alabbi oszthatosagok teljesiiljenek!
a) 36|357x8y; b) 15]452x7y; c) 72|36yx72.

2. Osszeszoroztuk az elsd szaz primszdmot. Milyen szdmjegyre végzddik a szorzat?

2.41. 4bra Atirds kettes szam-
rendszerbe

3. Primszam, illetve négyzetszam-e a 10*"'* + 2021 szam?
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4. Lehet-e primszam 6t egymast kdvetd pozitiv egész szam 0sszege?
5. Hatarozzuk meg a 441 000 és az 58 212 legkisebb kozos tobbszorosét és legnagyobb kozos osztojat!

6. Két pozitiv egész szam legnagyobb kdzods osztoja 2, legkisebb kozds tobbszordse 2012. Melyik
lehet ez a két szam?

7. Hatarozzuk meg a 17 820 pozitiv osztéinak a szamat!
8. irjuk fel a 321 tizes szamrendszerbeli szamot kettes szamrendszerben!

9. frjuk fel a 10101011, kettes szamrendszerbeli szamot tizes szamrendszerben!

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------------------------------------------------------

f:A4—> B fuggvény olyan
hozzarendelés, amely a nem
iires 4 (értelmezési tartomany:
D)) minden eleméhez ponto-
san egy B-beli (képhalmaz)
elemet rendel. A hozzarendelt
elemek halmaza a fiiggvény
értekkészlete (R).

kapcsolatot. A halmazok elemei lehetnek: szamok, pontok, sikidomok,
testek, hOmérséklet, 1d0, emberek stb.

Fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak

Az alabbiakban néhany példa segitségével felelevenitjiik a fliggvények-
kel kapcsolatos ismereteinket.
= . pdlds Figgvényt adnak-e meg az alabbi hozzarendelések?
:"a) Egy iskola minden tanuléjahoz rendeljiik hozza azt a honapot, :
i amelyikben sziiletett!
i b) A sik pontjainak halmazat jeloljiik S-sel. Legyen adott az S sikon :
¢ egy Opont. Az S pontjaihoz rendeljiikk hozza az S pontjait gy, hogy
:  minden ponthoz hozzarendeljiik az O-ra vonatkozd tiikdrképét.
i ¢) Minden egész szamhoz hozzarendeljiik a pozitiv osztoit.
i d) Magyarorszag minden varosahoz rendeljik hozza a f6ldrajzi szé- |
i lességiiket! '

3.1. abra Filiggvény

Megoldas (3.1. abra):

a) Igen, mert minden didkhoz pontosan egy olyan honap tartozik,
amelyben sziiletett.

b) Igen, mert minden pontnak pontosan egy tiikorképe van.

¢) Nem, mert pl. a 6-hoz az 1-et, a 2-t, a 3-at és a 6-ot is hozza kell

rendelni.

d) Igen, mert minden varoshoz pontosan egy foldrajzi szélesség tartozik.

A tovabbiakban olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek a valos
szamok valamely részhalmazan értelmezettek, ¢és értékkészletiik rész-
halmaza a valds szdmok halmazanak. Ezeket a fiiggvényeket valés
fiiggvényeknek nevezziik.

3.2. abra Fligg6
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x ) Tl
05 G(X):2X2+1 . (D/ :Dg :R). 2 2x" +1 :
£ i , 4 (2) 5
) x ¢ a)Hatdrozzukmega —- f| = |- =-g kifejezés értékét!
05 S 3 5 2
1 b) Mely valds x-re teljesiil, hogy f (x)=2?
& : Megoldas:

: 2 2y 12 9
: a) Az f fiiggvény az x—g értékhez az f(gj E~g—2=—g—6t,
3.3. abra Az f és a g figgvény 5

grafikonjai : . 1 l 1

© agfiiggvény az x = — értékheza g| — |= —2— =~ ot rendeli.
: 2 2 1
: 2-—+1

v : 4
‘s 4 2) 5 1 4 9 5 1 277
¢ Igy a keresett érték: —- f| = |-=-g| = |==+| —= |-=— )
P 3 f(SJ 7 g(2j 3( 5] 73 105

: b) Ebben az esetben a kérdés tulajdonképpen az, hogy ,,Hol veszi fel a
¢ fiiggvény a 2 értéket?”. fgy az 1 (x) =2 egyenletet kell megoldanunk.

<y

Az egyenlet értelmezési tartomanya megegyezik az f fliggvény értel-
: ) 1
¢ mezési tartomanyaval (]R) A 2= Ex—2 egyenlet megoldasa: x =8.

A keresett x érték tehat: x =8.

4. o3zl Adott az f figgvény a grafikonjaval (3.4. abra).

i a) Hatarozzuk meg a fiiggvény értelmezési tartoméanyét és érték- i
készletét! :

i b) Allapitsuk meg a fiiggvény szélséértékeit és szélsdértékhelyeit!

Az f minimuma (maximuma) : | ¢) Hol vesz fel a fiiggvény 0 értéket?

az R, legkisebb (legnagyobb) : i d) Mely értelmezési tartomanybeli értékek esetén lesz a fuggveny
slame; TIMUm= (maX}- di helyettes1te51 értéke pozitiv? -
mum-) helye az értelmezé- : :

: | P ”
R i — : e) Irjuk le a fiiggvény monotonitasi viszonyait!

amelyhez a fiiggvény a mini- :
mumat (maximumat) rendeli. . Megoldas:

3.4. abra A 3. példahoz

, a) A fiiggvény értelmezési tartomanyat az x tengelyr6l, az értékkészle-
e ¢ tet az y tengelyrdl olvashatjuk le. A fiiggvény értelmezési tartomanya:
: D, =[-47], értékkészlete: R, =[-6;8].
3.5. abra Sz¢ls6értek : )
b) A fiiggvény (abszolut) szélséértékei (3.5. abra):
minimumhelye: x =3, minimuma: y =-6;
Az értelmezési  tartomany maximumhelye: x = -4, maximuma: y =8.

azon eleme, amelyhez a fiigg- o) A fiigovény a 0 értéket négy helyen veszi fel, azaz négy zérushelye
vény 0-t rendel. :

: van, ezek (3.6. dbra): x, =-2, x, =0, x; =2, x, = 4.

d) A fiiggvény pozitiv értéket vesz fel ott, ahol a grafikonja az x tengely
felett” halad. Ez alapjan a fiiggvény helyettesitési értéke pozitiv, ha
3.6. abra Zérushely : X € [—4§ —2[ o ]0; 2[ % ]4; 7[-
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e) A [—4;—1] intervallumon szigoruan monoton csdkkend, a [—1;1] f szigortan monoton ndveke-
dé (csokkend) az [ intervallu-
mon, ha /< D ), és barmely
X, %, €1, x, <x, esetén
f{x)<f(x)
(/(x)> 7 (x))
f monoton novekedd (csok-
kend) az [ intervallumon, ha
I < D, és barmely x,,x, €1,

intervallumon szigorian monoton ndvekvd, az [1;3] intervallumon

szigortian monoton csokkend, €s a [3; 7[ intervallumon szigortian mo-
noton noévekva (3.7. abra).

W 4. pdldy Egyenldk-e az alébbi fés g fliggvények?
P T RR\R, f(x)=]3-54]

 RAR\R- _ [5x-3,hax>0,6 x, < x; esetén /(x) < £ (x,)
SRR ()= o harcoss (f(x)2 £ (x))

Megoldas (3.8. abra):
Mindkét fiiggvény értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza.
Az abszolut érték definicidja alapjan:

f( ) 3-5x,ha3-5x>0 3-5x, hax<0,6
X)= =
—3+5x, ha3-5x<0 |5x-3, hax>0,6

3.7. abra A fiiggvény menete

f = g akkor és csak akkor, ha
D,=D,, ésbarmely xe D,
esetén f(x)=g(x).

Lathato, hogy a két fliggvény helyettesitési értéke az értelmezési tarto- @
many barmely elemére egyenlo.

A fentiek miatt a két fliggvény egyenld.

o

3.8. abra Fliggvények egyenlésége

Fiiggvénytipusok, fiiggvénytranszformacio

y
e adlds A 3.9.-3.13. abrakon lathat6 grafikonok a korabbi ;
i tanulményainkban szerepld, a valos szamok lehetd legbdvebb rész- :
i halmazan értelmezett fliggvényekhez kapcsolodnak. ol X
i a) Adjunk meg az egyes grafikonokhoz hozzarendelési utasitast!
i b) Adjuk meg az egyes fuggvények értékkészletét! !
i ¢) Jellemezziik a fiiggvényeket paritds €s periodikussag szempont- :
jabol!
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 3.9. abra Az f fliggvény
y 4 y y
g
h /\ 1 I
1 1 >
0 1 X 0 1 X \/
IS + -
R R
3.10. abra A g fiiggvény 3.11. abra A h fuggvény 3.12. abra Az i fuggvény
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¢ Megoldas:
r a) f(x)=-2. D,=R: g(x)=20-5. D, =R h(x)=2
X

>

D, =R\{0}; i(x)=sinx, D, =R; j(x)=—%|x, D, =R;

:b) R, ={-2}; R, =[-5[; R, =R\{0}; R =[-L1]; R, =R\R".
¢) Mivel barmely értelmezési tartoméanybeli x esetén: [ (—x)= f(x),
g(—x)=g(x), h(—x)=—h(x) (x;t 0), i(—x)=—i(x) és

j(=x)=j(x), ezért az f, g, j fiiggvények parosak (3.14. abra), a

=
=<V
oo

3.13. abra A fiiggvény

h, i figgvények paratlanok (3.15. abra). Az f, i fiiggvények perio-
Az fparos akkor és csak akkor,
ha barmely xe D, esetén

—xe_Df és f(fx)=f(x).

¢ periddusa 27. A g, h, j fiiggvények nem periodikusak.

dikusak, az f fiiggvénynek nincs periddusa, az i fliggvény (3.16. abra)

o

i halmazén értelmezett lineris fliiggvényt, amely grafikonjanak me-

3.14. 4bra Péros fliggvény : redeksége m, és grafikonja y tengellyel valdo metszéspontjanak or-
L dinAthia Bl .

Az fpératlan akkor és csak ak- dinataja b! 3

kor, habarmely x € D, esetén : ita)m=4, b=-3; b) m=0, b=6; c) m=—Z, b=3.

—YE_D/ és f(—x) = —f(x).

e : Megoldas:
L ¢ A linearis fiiggvények grafikonja egyenes, hozzarendelési utasitasa
3.15. 4bra Pératlan fiiggvény  f (x) =mx+ b alaky, ahol m az egyenes meredeksége és b az egyenes

y tengellyel valé metszéspontjanak ordinataja (m,beR). Igy a kere-

Az fperiodikus, ha van olyan
p>0 ugy, hogy barmely : sett fliggvények:
xeD, esetén x+peD, é :a) f:R>R, f(x) =4x-3 els6fokt fiiggvény;
f(x.+ ?) - e e el b) g:R—> R, g(x)=6 konstans fliggvény;
legkisebb ilyen p, akkor ez az
S periddusa.

¢) h:R->R, h(x)= —%x +3 elsofoku fiiggvény;

o

Az egyes fliggvények grafikonjai a 3.17. abran lathatoak.

3.16. abra Periodikus fuggvény .=
e Lopdldy Adjuk meg azokat a linedris fiiggvényeket, ame-
v : i lyeknek a grafikonjai a 3.18. abran lathatoak. ’

N f Megoldas:

: Az f fiiggvény értelmezési tartomanya [—4;00[, értékkészlete {-1}.

: Grafikonja olyan félegyenes, amelynek meredeksége 0, y tengellyel
¢ valo metszéspontjanak ordinataja —1.
J gy fi[40o] > {1}, f(x)=-1.

A g fliggvény értelmezési tartomanya [—1;4[, értékkészlete [—5;5].
3.17. dbra A 6. példa megoldass- : CGrafikonja olyan szakasz, amelynek meredeksége 2, y tengellyel valo
hoz ¢ metszéspontjanak ordinataja —3.

<)
o
Y
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Tehat g : [—1;4[ — [—5;5[, g(x) =2x-3.

A h fiiggvény értelmezési tartoméanya |—o0;6[, értékkészlete |-2;00[. \ ]
Grafikonja olyan félegyenes, amelynek meredeksége —%, y tengely- ;

lyel val6 metszéspontjénak ordinataja 2. Innen A :]-o0;6] — |-2;00], °/_o' /J \,)7
h (x) = —%x +2. /

o H.uildy A fiiggvénytranszformaciorél tanultak felhasz- | : 3-18-dbra A7. példihoz

nalasaval a megfeleld alapfiiggvényekbdl kiindulva, Iépésenként
| abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket! Adjuk meg a fiiggvények :
i zérushelyeit, sz€lséértékének helyeit és értekét!
L a) f(x)=3sin2x, D, =R;

Az f:R —> R linearis fiigg-
vény, ha barmely xeD,

: 1 ’ esetén f(x)=m-x+bh. Ha
b) g(x)z—tg[zx], D, :R\{ﬂ+k2ﬂ|keZ};

m= 0, akkor f konstans
fliggvény, egyébkeént f elséfo-
ku fiiggvény.

A linedris fiiggvény grafikon-
ja egyenes.

¢) h(x)=-log, [%] D, =10:8];

d) i(x):(%jx_"z’ D, :[_3;3[;
9 0 =—r 142, D, =[i10]

3.19. abra A linearis fliggvény

Megoldas:

a) Az f grafikonjat megkaphatjuk az x - sinx (D = R) alapfiiggvény- Ll

bl kiindulva fliggvénytranszformaciok segitségével. Az x > sin2x
(D = ]R) fiiggvény képét megkapjuk, ha a szinuszfiiggvény grafikonjat
az x tengely mentén felére zsugoritjuk. Ha az x> sin2x fliggvény

grafikonjat az y tengely mentén haromszorosara nyujtjuk, akkor az f

fliggvény grafikonjat kapjuk (3.20. abra).
3.20. abra A 8. a) példa megolda-
sdhoz

Az ffiggvény zérushelyeiaz f(x)=0, azaza 3sin2x =0 egyen-
let megoldasai: x = k~% (keZ),
% minimuma: —3, y 4 V=f(x+c),c>0

% minimumhelyei: x = —% +Ir (l IS Z);

% maximuma: 3,
X

# maximumhelyei: x =+ 7 (nez).
4 y=f(x+c),c<0

b) A h(x)ztglx (D, =R\{r+k2r |keZ}) figgvény képét
2 3.21. abra Viltoz6 transzforma-
ciok I.

megkapjuk, ha a tangensfiiggvény grafikonjat az x tengely mentén
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© a kétszeresére nytjtjuk. A g(x)=—h(x), igy, ha a h fiiggvény grafi-

y :
:y3 ! : konjit az x tengelyre tiikrozziik, akkor a g fliggvény grafikonjat kapjuk
/ : (3.22. dbra). |
- ! : A g fliggvény zérushelyeia — tg(z xj =0 egyenlet megoldasai:
7< 2 P x=k-2n (k€Z). A fiiggvénynek nincs szélsdértéke.
A Y : ©) A logaritmus azonossagai alapjan:

1
Vo =tg(§’(] h(x)=-log, (2) =—(log, 2-log, x) =—1+log, x. Ah fliggvény ké-
X
3.22. 4bra A 8. b) példa megoldd- pét megkaphatjuk, ha az x - log, x (D = R*) grafikonjat az y ten-
sahoz : gely mentén | egységgel a negativ iranyban eltoljuk, és az igy kapott
gorbének a ]O; 8] intervallumhoz tartozo részét tekintjiik (3.23. abra).

y =log, x : Ah fiiggvény zérushelye a —1+log, x =0 egyenlet megoldasa: x =2;
¢ maximuma: 2, maximumhelye: x = 8. Minimuma nincs. y
: / : y 1
0 = E —+ 2 =

» ¢ d)Ahatvanyozas definicioja és azonossagai alapjan: i(x)

y=log, x -1 -x . :
¢ = (2'1) +2=2"+2. Az fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk, ha az

X 2" (D = ]R) grafikonjat az y tengely mentén 2 egységgel pozitiv
: irdnyban eltoljuk, és az igy kapott gérbének a [—3;3[ intervallumhoz
3.23. dbra A 8. ¢) példa megolda- ¢ tartozo részét tekintjiik (3.24. dbra).

sdhoz : Az i fuggvénynek nincs zérushelye. A fiiggvénynek maximuma nincs
(a 3 nem tartozik az értelmezési tartomanyhoz!), a minimuma: 2, mini-
y : mumhelye: x =-3.

e) A j fiiggvény képét gy kapjuk, hogy az x> +x (D=R\R")
alapfiiggvény grafikonjat eltoljuk az x tengely mentén pozitiv iranyba
1 egységgel, majd a (—1)-es szorzo miatt ezt titkrozziik az x tengelyre,

y=2 :rz/ y=2" : végiil eltoljuk az y tengely mentén pozitiv irdnyba 2 egységgel, és az
: igy kapott gorbének az [1;10[ intervallumhoz tartozo részét tekintjiik
—— > i (3.25.dbra).
1 .

Zérushelye a —/x—1+2 =0 egyenlet megoldasa: x =5.
A fiiggvénynek minimuma nincs (a 10 nem eleme az értelmezési tarto-

: manynak!), a maximuma: y =2, maximumhelye: x =1.
3.24. bra A 8. d) pelda megolda- :

sahoz %

hogy a g fiiggvény (D‘g = R) képét az e vektorral eltoltuk. Abra-
: | zoljuk az ffiiggvényt! Adjuk meg az é vektort!

fia) g(x)=2)x], f(x)=2[x—5]-4. |
Adjuk meg azt a & fliggvényt, amelynek grafikonja az x — %cosx

(D =R) fiiggvény grafikonjanak ¢ vektorral eltolt képe!

b) g(X)=—%x2, f(x)=—%x2 _3x-2,5.

Adjuk meg azt az i fiiggvényt, amelynek grafikonja az x> 3-2"
3.25.4bra A 8. ¢) példa megolda- ¢ i (D =R) fliggvény grafikonjanak & vektorral eltolt képe!
sahoz EE OSSO
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Megoldas:
a) Az f figgvény grafikonjat a fliggvénytranszformaciorol tanultak fel-
hasznalasaval a g fliggvény képébdl kiindulva, 1épésenként abrazoljuk.
A 3.27. abra alapjan a keresett vektor: é(5;—4).

A feladat feltételének megfeleld trigonometrikus fiiggvény:

h:R—>R, h(x)zgcos(x—S)—4.

Vi=1(x)

Yo =f(-x)
ys=f(c-x),c>1
y,=f(c-x),1>¢>0

b) Abrazolas elétt alakitsuk teljes négyzetté az f fliggvény hozzarende-
1¢ési szabalyat:

f(x) =—%x2 —3)6—2,5:—%()62 +6x+5)=

3.26. abra Valtozo transzforma-

ciok I1.
1 2 1 2
=——|(x+3)" =4 |=—=(x+3)" +2.

CRE R R CR) ,
Az f fiiggvény grafikonjét a fiiggvénytranszforméciordl tanultak fel- : /o2 e
hasznalasaval a g fiiggvény képébdl kiindulva, 1épésenként abrazoljuk.
A 3.28. abra alapjan a keresett vektor: é(-3;2). /
A megfeleld exponencialis fiiggvény: i: R - R, i(x)=3-2" +2. - L\ >

v (0;—4)
"""""""""""""""""" R e=i+4(5-4

o U p2lida Tekintsiik a valos szamok halmazén értelmezett : y—2)x—5-4

i 3 5 21 I 5 ..
: x)==x —-3x—— ¢és g{x)=——x" +3x—— fliggvényeket!
: f( ) 2 2 g( ) 2 2 AT 3.27. abra A 9. a) példa megolda-

a) Abrazoljuk az f ¢és a g fiiggvényeket kozos koordinata-rendszer- sdhoz
i ben!
b) Mely x-ekre teljesiil, hogy f(x)< g(x)? Bl —%(x+3)2+2 y
T TNE 4
Vi g
X

Megoldas: L
a) Abrazolas el6tt alakitsuk teljes négyzetté az f és a g fiiggvények hoz- \ -
Zitendelési szabdlyait: f(x)=>(x—1) ~12, g(x)=—(x—3) +2. T

2 2 i(-3;0) y:’E(X'FS)
Az f figgvény képe pozitiv iranyba nyilo parabola, amelynek tengely- E=0+7(-32) 7(0;2)

tia: (1;-12). A g fiiggvé fikoni tiv iranyba nyilo parabola,
ponga ( ) gruggveny grarikonja negativ iranyoa ny1lo parabola 3.28. 4bra A 9. b) példa megoldé—

amelynek tengelypontja: (3; 2). A grafikonok a 3.29. abran lathatoak. sahoz
b) Az f(x)<g(x) egyenl6tlenség megoldasakor keressiik a valtozd
azon értékeit (x-cket), amely értékeknél az f fiiggvény helyettesitési
értéke nem nagyobb, mint a g fliggvény helyettesitési értéke. A gra-
fikonok kozds pontjainak abszcisszait az f(x)=g(x), vagyis az

Ex2 —3x- % = —%xz +3x— % egyenlet megoldasai adjak. A fen-

2
ti egyenletet O-ra redukéljuk: 2x° —6x—8 =0, majd 2-vel elosztjuk: :
x*=3x—-4=0, és felirjuk a megoldoképletet, ahonnan x, =—1 és S =i -3 +2

x, =4 adodik. A grafikonoknak két kozos pontja van: M, —1;—6)

., , B 3.29. abra A 10. a) példa megol-
és M,(41,5). A két fiiggvény helyettesitési értéke tehat x, =—1 és )P &

dasahoz

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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y=f(x)+cc>0

y=F(x) y=f(x)+cc<0

3.30. abra Fiiggvényérték-transz-
formaciok I.

Y, =C-f(x),c>1 ¥ =f(x)

Ys=c-f(x),1>¢>0 y,=(-1)-f(x)

3.31. abra Fiiggvényérték-transz- ¢

formacio II.

Az f valos fliggvény masod-

foku fiiggvény, ha barmely

x€ D, esetén:
f{x)=a-x*+bx+c,

ahol a # 0.

3.32. abra Masodfoku fliggvény

A valés szamok halmazan
értelmezett masodfoku fligg-
vény grafikonja parabola.

3.33. 4bra A masodfoku fliggvény
grafikonja

114
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x, =4 esetén egyenl8. A |-oo;—1[ intervallumon az f(x)>g(x), a
[—1;4] intervallumon f (x)s g(x) ¢és végil a ]4;00[ intervallumon
© f(x)>g(x) teljesiil. Tehat a megoldas: [~1;4].

\@, Jilgdldy Adottaz f:R > R; f(x)=x"—bh-x+10. Hata-

¢ i rozzuk meg a b értékét ugy, hogy

\ a) a fiiggvény —2 helyen vett helyettesitési értéke —6 legyen!
: i b) két zérushelye legyen!

| ¢) a fiiggvény széls6érteke 1 legyen!

. d) a fiiggveény értékkészlete [—6;00[ legyen!

Megoldas:

a) Mivel f(-2)=-6, igy —6= (—2)2 —b(-2)+10. Innen a feladat
megoldasa: b=-10.

b) A feltétel szerintaz x* —b-x+10=0 ( /(x)=0) masodfokii egyen-
letnek két kiilonbdzo valds megoldasa van. Ez pontosan akkor teljesiil,
ha az egyenlet diszkriminansa pozitiv, azaz D = b* —4ac = b* —40 > 0.
: Ebbol kapjuk, hogy |b| > 2410, tehat b > 2410 vagy b <—24/10.

c) A féegyiitthato pozitiv (a = 1), tehat az f figgvénynek barmely b va-
16s paraméter esetén (abszolit) minimuma van, maximuma nincs. igy a
legkisebb fiiggvényérték az 1. Az f(x)=x>—b-x+10=

H 2 2 2 2
Po= x—éj +10—b—210—b— és a fentiek miatt 10—b—:1, innen
2 4 4 4

: adédik a megoldas: b, =6, b, =—6.
2
: d) A c) részben azt kaptuk, hogy barmely valos x-re f (x)>10- % tel-
2
jesiil. Igy a feladat feltétele teljesiil, ha 10 —% =—06, ahonnan a meg-

oldas: b, =8, b, =-8.

oo 2 p3ldly Adjuk meg egy olyan, a valds szamok halmazin
¢ i eértelmezett fliggvény hozzarendelési szabalyat, amelynek '
i a) abszolut minimumbhelye: x =—1; b) nincs szélséérteke;

¢ i c) egy zérushelye van; d) értékkészlete: |-o0;2];

S i e) értékkészlete: [-2011;2011]; f) periédusa: 4.

Megoldas:

Korabbi tanulmanyaink ¢s az el6z6 feladatok alapjan tobb megoldast
is talalhatunk az egyes feladatrészekre, az alabbiakban egy-egy megol-
¢ dast adunk csak meg.
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a) f(x)=|x+1|-10;
b) f(x)=3%
) f( ):
d) f(x)=—x>+2; ‘/
e) f( ) 2011 sinx;
( ): [ j 3.34. abra Minimum, maximum

k!
%ﬁ 134, ualdy Jellemezziik az alabbi fiiggvényeket!
La) SRR x|y

L b) g: RO R, g(x)=2[x+1]+[x—5|.

Megoldas:
A fiiggvények jellemzését megkonnyiti abrazolasuk. Abrazoljuk az
f, g fuggvényeket!

ae L. . , , 3.35. abra Utasitas
a) El8szor az x” —4x -5 kifejezést alakitjuk teljes négyzetté:

X —4x-5 :(x—Z)2 -9,
majd abrazoljuk az x> (x—2)2 —9 maésodfoku fuggvényt! A kere- y 4y =|(x-2) -9
sett f fliggvény értékeit igy kapjuk meg, hogy vessziik ezen masodfo-
ku figgvény értékeinek abszolut értékét. Az abszolut érték definicioja

alapjan a nemnegativ fliggvényértékek abszolut értéke 6nmaga, a nega-
tiv fliggvényértékek abszolut értéke pedig a szamok ellentettje.

>V

fgy az f fiiggvény grafikonjat megkaphatjuk, ha az x — (x—Z)2 -9

figgvény képének az x tengely ,,f0lotti” részét helyben hagyjuk, az x y=(x-2f -9
tengely ,,alatti” részét pedig tiikrdzziik az x tengelyre (3.36. abra).
b) Az x+1 kifejezés x =—1-nél, az x—5 pedig x = 5-nél valt eldjelet.

Ennek megfelel6en tablazatba foglalhatjuk az egyes intervallumo- : 3-36- dbra A 13. ) példa megol-

kon érvényes hozzarendelési szabalyokat (3.37. abra), majd vazoljuk disahoz
fel a fiiggvény grafikonjat (3.38. abra) és jelemmezziik (3.39. abra)!
YA y=2x+1+|x-5|
x<-1 x=-1 -l<x<5 x=5 5<x
|x+1| —x—1 0 sl 6 x+1
|x—5| —x+5 6 —x+5 0 x=5 RN X
2|x+1|+|x—5| —3x+3 6 x+7 12 3x-3
3.38. abra A 13. b) példa megol-
3.37. abra Az egyes intervallumokon érvényes hozzarendelési szabalyok dasahoz
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fR-R,

xH|x2—4x—5

g:R->R,
g(x)=2[x+1|+|x -3

Ertékkészlet [0;00] [6;00]
Zérushely x,=-1x,=5 nincs
minimumbhelye: x, =-1, x, =5
KAk minimum: 3, =y, =0 minimumhelye: x = -1
Szélséérték . . ..
helyi maximumbhely: x =2 minimum: y =6
helyi maximum: y =9
]—oo;fl] -on szigortian monoton csokkend
[~1;2]-on szigortan monoton ndvekvé JFo0s—=1]-on szigoraan monoton csékkend
Monotonitas L, . . .
[2;5]-0n szigortian monoton csokkend [—1;00[-0n szigor@ian monoton névekvo
[5;00[ -on szigorGian monoton ndvekvé
Paritas nincs nincs

3.39. abra Az f'és g fliggvények jellemzése

w7

. Az alabbi hozzarendelések koziil melyek hataroznak meg fiiggvényt?
a) Minden osztalyzathoz hozzarendeljiik azt a didkot, akinek az el6z6 év végi torténelem érdemje-
gye ez az osztalyzat.
b) A 2011-ben megjelent versekhez hozzarendeljiik a vers koltdjét.
c¢) A Fold minden lakéjahoz hozzarendeljiik a testtomegiiket.

g

[

2. Legyen az f(x)z%x-i—Z ésa g(x)=2_—j_1 (Df =Dg =R),
X

a) Hatarozzuk meg a —% - f (gj + g(—%j kifejezés értékeét!
b) Mely valos x-re teljesiil, hogy f(x)=0?

3. Egyenldek-e az alabbi f'és g fliggvények?
x—3,hax>3

fiRSR\R, £(x)=p3-x], g R>R\R", g(X)={3_x hax <3

4. Abrazoljuk a kovetkez6, a valés szamok halmazan értelmezett figgvényeket derékszogii koordinata-

rendszerben:
a) f(x)=-2x+5; b) g(x)=x—4; 9) h(x)=—%x; d) i(x)=§x+5.

5. Egy els6foku f fliggvény (D = R) grafikonja athalad az A4(3;2) ésa B(—3;—5) ponton.
a) Adjuk meg a fiiggvényt!

b) Hatarozzuk meg azon x valds szamok halmazat, amelyekre teljesiil, hogy f (x) <0!

6. Abrazoljuk és jellemzziik az alabbi, a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!

a) x> x*=3x; b) x> x> +2x+8; ¢) x> 2x* +4x—6; d) xl—)—%x2+2x—%.
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7. Tekintsiik az 1 : [—2;4[ - R, f(x) =x" —4x-5 fiiggvényt!
a) Hatarozzuk meg f (—1)— f (2) értéket!
b) Adjunk meg egy olyan zart intervallumot, ahol az f fliggvény szigortian monoton né!
¢) Mely valtozohoz rendeli az f fiiggvény a —5 értéket?
d) Hatarozzuk meg az f fliggvény szélsdérték helyét, szélséértékének értékét!

8. Egy vallalkozas koltségét a C (x) =0,5x+500 figgvény irja le, a bevételét pedig az
R(x)=-5x"+1255x fiiggvény a gyartott mennyiség (x>0) fiiggvényében. (C(x), R(x)
értéke ezer forintban értendc’i.)

a) Irjuk fel a nyereséget (n (x)) a gyartott mennyiség fiiggvényében!

b) Mekkora mennyiség eldallitasa esetén lesz a termelés nyereséges?
¢) Mekkora mennyiség eloallitasa esetén lesz a nyereség maximalis? Mekkora ez a maximalis nye-
reség?

9. Tekintsik az f:R > R, f (x) =2x" +5x+ p fiiggvényt! Hatarozzuk meg a p valés paraméter ér-

tékét ugy, hogy
a) az ffiiggvény x = —% helyen felvett értéke 3 legyen;
b) az ffiiggvénynek egy zérushelye legyen;
¢) az f fiiggvény szélsdértékének értéke ;—; legyen!

10. Adjuk meg egy olyan, a valds szamok halmazan értelmezett fliggvény hozzarendelési szabalyat,
amelynek
a) abszolit maximumbhelye: x =4;
b) nincs zérushelye;
¢) két zérushelye van;
d) értékkészlete: [—1;00[;
e) értékkészlete: [-3;3];

f) periddusa: %

11. Abrazoljuk és jellemezziik az alabbi fiiggvényeket! Milyen értéket vesznek fel a fiiggvények —3-nal
¢és 0-nal?
a) f:[4 6] >R, x> 2x+1-3;

b) g RO R, x> —|x+5]+3;

¢ h:]4: 7 >R, xl—)—%|x|—5;
d)i:R>R, i(x):\x2—8x+12;
e) iR R, j(x)=|x+3-2[x-2|.

12. Abrazoljuk és jellemezziik az aldbbi fiiggvényeket!
a) f(x)=Vx-4, D, =[400[; b) g(x)=3Vx+2, D, =[-2;00[;
c) h(x) = %\/;—1, D, = [0;00[; d) i(x) = 2\/;—1, D, = ]—00;0].
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13. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezd fiiggvényeket!
a) [:R->R, f(x)= 3sin(x—%)—3;
b) g:[2m;7] > R, g(x)=—2cos3x;

3 w 1 T
h:|-—;—| >R, h(x)==—tg| x+—|;
¥ } 4 4[ ()=3 g(x 4J
d) i:}%;%[—)l&, i(x):1—2ctg[x+37ﬂj.

14. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények helyettesitési értékét az x = % helyen!
a) f(x)= sin(x+%)+ \/Ecos(%r—bcj, D, =R;

b) g(x)ztg(%x+%j—3, x;t%r+k-27r (keZ);

¢) h(x)= —ctg(x+%j, x# —%+k-7r (kez).

15. A fiiggvénytranszformaciorol tanultak felhasznalasaval az alapfiiggvényekbdl kiindulva, Iépésen-
ként abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket!
a) /R —)]R,f(x)=%|x+1|—3.

Adjuk meg azt a trigonometrikus fliggvényt, amelynek abrazolasanal az x > sin x (D = R) alap-
fliggvénybdl kiindulva ugyanezeket a transzformacios 1épéseket kell végrehajtani!
b) g:R->R, g(x)=2-3""-2.
Adjuk meg azt a masodfoku fiiggvényt, amelynek abrazoldsandl az x > x° (D = R) alapfiigg-
vénybdl kiindulva ugyanezeket a transzformacios lépéseket kell végrehajtani!

16. Az f fiiggvény (Df = R) grafikonjat tgy kapjuk meg, hogy a g flggvény (Dg = R) képét a
é (—2;—4) vektorral eltoltuk. Adjuk meg az f fiiggvény hozzérendelési utasitasat képlettel! Abra-
zoljuk az f fiiggvényt a [-4;0 intervallumon!

a) g(x)=2[xf; b) 8(x)=%|x; 0) g(x)=x" d) g(x)=%x2.

17. Hatarozzuk meg az f (x) >0 egyenlétlenség megoldasait!

a) f(x)=—2%x2+x+%, D, =R;

b) f(x)=§|x+5|—4, D, =]-7;4];
¢) f(x)=—log,(x-2)+1, D, =RR;
(x)

d) f(x)=2cosx+1, D, =[-m;2x].
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sElsofokulegyenletre;egyeniotiensegrenegyeni et EntbZEIdon
egyenlotiensegrendszerrevezeto feléril

A természettudomanyokban, a technikaban, a gazdasagi életben nagyon
sok olyan problémaval keriiliink szembe, amelyeknek a megoldasaban : Az egyenlet megoldasa grafi-
j6 eszkdznek bizonyul a probléma egyenletre, egyenldtlenségre, egyen- :  Kus uton.
letrendszerre forditasa, a matematikai modell megalkotasa.

Mielétt az egyenletek megoldasara ratérnénk, érdemes tisztazni,
hogy nem létezik olyan modszer, amelynek alkalmazasaval barmely ¢ 41 sbra Modszer 1.
egyenlet automatikusan megoldhatd lenne. Az alabbiakban néhany

olyan gondolatot elevenitiink fel, amelyek ismerete a kdzépiskolai ta-
nulmanyaink soran ,,felbukkano” problémak megoldasaban segithet.

w ), udlds Oldjuk meg grafikus modszerrel (4.1. abra) a
4x+ :%xz—x egyenletet! :

Megoldas:

Az egyenlet alaphalmaza R. A négyzetgydkvonds definicidja mi-

att az x+3>0 feltételnek fenn kell allnia, igy az egyenlet értel-

mezési tartomanya a [—3;00[ intervallum. Abrazoljuk az egyenlet

jobb ¢s bal oldalinak megfelels f(x)=4vx+3 (D, =[-3[) ¢s
1 1

g(x)= Exz —x= E(x—l)2 —% (Dg = R) fliggvényeket derékszogli

koordinata-rendszerben (4.2. abra)!
A grafikonoknak két kozos pontja van: M,(-2;4) és M,(6;12). A két
figgvény helyettesitési értéke x = —2-nél és x = 6-nal egyenld, amely-

16l ellendrzéssel meg is gyézOdhetiink: 3-2- abra Az 1. példa megoldasa-
0z
f(2)=4V2+3=4 és g(-2)= %(—2—1)2 —% =4,
F(6)=4v6+3=12¢s g(6)= %(6—1)2 —% =12.

Innen az egyenlet megoldashalmaza: {-2;6}.

b 2 pdlin Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket! '
La) Vx—2012442011-x=2;  b) B—x+(y+x-1)" =0

) =7 — 3 A = Egyenlet megoldésa értelme-

________________________________________________________________________________________________________________ z¢si tartomany vizsgalataval.

a) Az egyenlet alaphalmaza R. A négyzetgyokvonas definicidja miatt
az x—2012>0ésa2011-x>0 feltételeknek kell teljesiilni, ahonnan : 4.3. abra Modszer I1.
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: x>2012ésx <2011 adodik, ezeknek a feltételeknek eleget tevé va-

Egye‘ﬂet. mfego!dasa Gl ¢ 16s szam nem létezik. Az egyenlet értelmezési tartomanya tehat iires
készlet vizsgalataval. :

- ¢ halmaz, amelynek kovetkeztében az egyenlet megoldashalmaza is iires

o :
"E-;'a-"'il : halmaz (4.3. &bra).
b) Ez egy kétismeretlenes egyenlet. A négyzetgydkvonas definicidja

4.4. abra Modszer I11. : miatt 3—x >0, ahonnan x <3 adodik, igy az egyenlet értelmezési tar-

: toményéaban végtelen sok (x;y) szampér van. Vegyiik észre, hogy az
egyenlet bal oldalan kijeldlt miiveletek (négyzetgydkvonas, paros kite-
v6ju hatvanyozas) nemnegativ szamokat eredményeznek, érdemes tehat
megvizsgalnunk az egyenlet jobb és bal oldalanak értékkészletét. A bal
oldalon két nemnegativ szam 6sszege all, a jobb oldalon pedig 0. Mivel
nemnegativ szamok dsszege akkor és csakis akkor egyenld nullaval, ha
a szamok kiilon-kiilon 0-val egyenldk, ezért a bal oldal mindkét tagja

Egyenlet megoldasa értelme-

e PPy : 0, azaz
z&si tartomany ¢és értékkeszlet R _ . 2020
vizsgalataval. : 3-x=0 s (y tx- 1) =0;
{_-:’,_‘- 3-x=0 ¢&s y+x—-1=0;
L”&ﬂ x=3 ¢&s y=—x+1.
4.5. abra Modszer V. * Innen az egyenlet megoldasa: x =3,y =-2 (4.4. abra).

¢) Az egyenlet alaphalmaza a paros gyokkitevdjii gyokvonas definicio-

jamiatt x—72>0¢s 11-x2>0, ahonnan az egyenlet értelmezési tarto-

ménya az (1) 7<x<11 szamok halmaza. Vizsgaljuk meg a jobb és a
 bal oldal értékkészletét! A bal oldal értékkészlete (1) miatt a [ 0;v/2 ],
a jobb oldalé pedig [\/5 242 ], igy az egyenlet csak akkor allhat fenn,
¢ ha mindkét oldal V2 -vel egyenld, azaz

y Y-7=\2 ¢ 2+411-x=2;

. : x=11 ¢&s x=1I.
=2 X ) o A A
Az egyenlet megoldasa x =11 (4.5. és 4.6. abrak).

4o o pdli Oldjuk meg a raciondlis szamok halmazén az alabbi
i egyenleteket! '

i) (x-2)' =9x—18
Sio X3 Sx—l 8x+4 2x-1
: , i T g PR,
4.6. dbra A 2. ¢) példa megoldasa : 12 7 21 6
grafikus uton : b 1 44 3
i) + =—

x2—4_x—2 ¥ 4+2x  x’—2x

¢ Megoldas:

a) Az egyenlet alaphalmaza, értelmezési tartomanya a racionalis szamok

Egyenlet megoldéasa szorzatta : halmaza. Ha elvégeznénk a kijel6lt miiveleteket, akkor egy harmadfokt

alakitassal. : egyenlethez jutnank, amelynek megoldésa 4ltalaban meghaladja isme-
: reteinket. Az egyenlet bal oldalan egy szam kdbe, jobb oldalan a szam

--.;"I" H . ..
&I 5' ¢ 9-szerese all, eldszor emeljiik ki a jobb oldalon a 9-et:

3
4.7. abra Modszer V. : (1) (x—2) =9(x—2).
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Az egyenlet mindkét oldalan olyan tag all, amelynek egyik tényezdje
(x - 2), ilyenkor az 0sszes tagot az egyenlet egyik oldalara rendezziik,
az egyenlet masik oldalara ekkor 0 keriil, az egyenletet 0-ra rendezziik:

(2) (x-2)' -9(x-2)=0.
Akapott egyenlet bal oldalan kiemeljiik a kdzos tényez6t, az (x —2)-t:
(3) (x-2)[(x=2)"-9]=0.

A masodik tényezd két négyzet kiilonbsége, igy a két tag négyzeté-

nek a kiilonbségére vonatkozd azonossag alapjan az (x-— 2)2 -9=
=((x=2)=-3)((x=2)+3)=(x—5)(x+1) (4.7. 4bra).
Az egyenlet (4) (x—2)(x—5)(x+1)=0 alakba irhat6. Most ott tar-
tunk, hogy az egyenlet egyik oldalan egy szorzat, masik oldalan a 0 all.
Mivel egy szorzat akkor és csakis akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0,
ezért x—2=0 vagy x—5=0 vagy x+1=0. Az egyenlet megoldasa
soran ekvivalens atalakitasokat hajtottunk végre, igy az egyenlet meg-
oldashalmaza {2;5;—1} (4.8. abra).
b) Az egyenlet alaphalmaza és az értelmezési tartomanya is a raciona-
lis szamok halmaza. Mivel tortek helyett egész szamokkal konnyebb
dolgozni, ezért az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk a nevezok
legkisebb kdzos tobbszordsével, 84-gyel:
(1) 7(x+3)-12(5x—1) =168 -84x—4(8x+4)+14(2x—1).
Felbontjuk a zarojeleket:
(2) 7x+21-60x+12 =168 —84x—32x—16+28x—14.
Osszevonjuk az egynemii kifejezéseket mindkét oldalon:
(3) —53x+33=-88x+138.
Az egyenlet elséfoku, ezért az ismeretlent az egyenlet egyik oldalara, a

szamokat az egyenlet masik oldalara rendezziik. Az egyenlet mindkét
oldaldhoz hozzaadunk 88x-et:

(4) 35x+33=138 /=33;

(5) 35x =105 /:35;

(6) x=3.
Az egyenlet megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat hajtottunk vég-
re, tehat az egyenlet megoldasa x = 3.
c) Az egyenlet alaphalmaza Q. A nevezOk szorzatta alakitasa utan
kénnyen megallapithatjuk az egyenlet értelmezési tartomanyat és
az egyenletben szerepld tortek kozds nevezdjét is. Az x—2=#0,
az x*—4 =(x—2)(x+2) #0, az x*—-2x= x(x—2)¢ 0 ¢és az
x*+2x=x(x+2)#0 feltételek miatt az egyenlet értelmezési tarto-

4.8. abra A 3. a) példa megoldasa
grafikus uton

Egyenletmegoldas a mérleg-
elv alkalmazasaval.
P

o

4.9. abra Modszer V1.

ménya Q\{-2;0;2}, a kozds nevezd (a nevezok legkisebb kozds t5bb-

e —

szorose) pedig x(x—2)(x+2). Hozzunk kozds nevezore, iigyeljiink a
bdvitésre:
2x x(x+2) (x+4)(x—2) B 3(x+2)

—

)72 3G-2(12) x(G2)r2) *-2)(x12)

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

4.10. abra Mérleg
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4.11. abra Ellen6rzés

4.12. abra Atrendezés
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Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg az x(x—2)(x+2) kifeje-

f zéssel: (2) 2x—x(x+2)+(x+4)(x-2)=3(x+2).

Bontsuk fel a zarojeleket: (3) 2x—x* —2x+x* +4x—2x—8 =3x+6.

Vonjuk 8ssze az egynemii tagokat: (4) 2x—8=3x+6. Rendezziik az
egyenletet:

(4) 2x-8=3x+6 /-2x;

(5) -8=x+6 /-6

(6)  x=-14

Az x =—14 megoldasa az eredeti egyenletnek, errdl ellendrzéssel meg-
gy6zddhetiink. [Bal oldal: L + 1.5 = i; jobb oldal: ij

: 96 16 84 224 224

= 2 udlll Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
i “egyenleteket! 5

) 2Bx k143 =0; b) V2x—7 —x+21 = 0;

fic) Va?—10x+25=2x-1; d) Jx+3)+[x=7[=10.

Megoldas:

a) A gyokos egyenletek megoldasanal arra toreksziink, hogy kikiiszo-
boljiik a gyokot. Ez altalaban hatvanyozassal torténik.

A paratlan kitevdjii gyokvonas definicidja alapjan az egyenlet értel-
¢ mezési tartomanya a valos szamok halmaza. Az egyenlet kobre eme-
¢ 1ése el6tt rendezziik at az egyenletet Gigy, hogy a bal oldalon csak a

kobgyokos kifejezés szerepeljen: 23/5x+1=-3! Kobre emelés utdn
a 8(5x+1)=-27 egyenletet kapjuk, ahonnan rendezés utdn x = —%

adodik. Ez megoldasa az egyenletnek, melyrol ellendrzéssel meggyo-
z6dhetiink.

b) A négyzetgydkvonas definicidja miatta 2x—7>0 ésaz x+21>0
feltételeknek kell teljesiilniiik, igy az egyenlet értelmezési tartoma-
‘nyaa [3,5;00[ intervallum. Rendezziik 4t az egyenletet Uigy, hogy a
: jobb és a bal oldalon egy-egy négyzetgyokos kifejezés szerepeljen:

P 2x—7=Jx+211 A négyzetgyokvonas definicidja értelmében az
egyenlet mindkét oldalan nemnegativ szam all, ezért a négyzetre eme-
16s a [3,5;%0 intervallumon ekvivalens atalakitas lesz. Most emeljiink
¢ négyzetre! Ekkora 2x—7 = x+21 egyenlethez jutunk, innen rendezés
utan x = 28-at kapjuk. Mivel az atalakitasok ekvivalensek voltak és
: 28¢e [3,5;00[, ezért az x = 28 az eredeti egyenlet megoldasa.

¢ ¢) Az egyenlet alaphalmaza a R, értelmezési tartomdnya pedig mind-
: azon valds szamok halmaza, amelyekre a négyzetgyokvonas definicidja

: miattaz x* —10x+25 > 0 feltétel teljesiil. Az x* —10x+25=(x—5)’,
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ezért az x° —10x+25>0 feltétel barmely valés szam esetén fennall,
tehat az egyenlet értelmezési tartomanya R. Tovabba az egyenlet bal
oldalan a négyzetgydkvonas elvégezhetd, igy az |x—5|=2x-1 egyen-
lethez jutunk, amely az eredeti egyenlettel ekvivalens. Az abszolut ér-
ték definicidja alapjan:
x—5,ha x-5>0, azaz x> 5;
s~

—x+5,ha x—5<0, azaz x<5.

A feladat megoldasat két esetre kell bontanunk, egyik esetben az egyen-
let megoldasat az 5-nél nem kisebb valés szamok kodzott, a masik eset-
ben az 5-nél kisebb valds szamok kozott keressiik.

L eset: ha x > 5, akkor az egyenlet (1) x—5=2x—1 alakban irhato fel.

Az egyenlet megoldasara x = —4 adodik, ami nem tesz eleget az x > 5
feltételnek, ezért az eredeti egyenletnek nem megoldésa.

IL eset: ha x <5, akkor az egyenlet (1) —x+5=2x—1 alakban irhato
fel. Az egyenlet megoldasara x =2 adddik, ami eleget tesz az x <5
feltételnek, a vizsgalt tartomanyba esik. Mivel az (1) alatti egyenlet
megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért az x =2
az eredeti egyenletnek is megoldasa (4.13. abra).

4.13. dbra A 4. c¢) példa megolda-
sa grafikus uton

Az 1. és all. eset miatt az eredeti egyenlet megoldasa az x = 2. y
d) Az egyenlet alaphalmaza és értelmezési tartomanya R. A felirt egyen-
let két abszolut értékes kifejezést is tartalmaz, a definicid szerint: ,(-3:10)
A =|x—
x+3, hax+3>0, azaz x > -3 y=px=l
|x+3|=
—x-3, hax+3<0, azaz x < -3 ’ Q)
| 7| x—=7,hax—7>0, azaz x>7 0l 5 X
X — =
-x+7, hax-7<0, azaz x <7 y=10-jx+3

Az x+3 kifejezés az x =-3-nal, az x—7 kifejezés az x =7-nél valt
elgjelet. Ezért az egyenletet az x = -3 ¢és az x =7 altal meghatarozott
harom intervallumon (I. x < -3, azIl. -3<x<7 ésazIll. x>7) kell
vizsgalnunk (4.14. abra).

4.14. 4bra A 4. d) példa megolda-
sa grafikus uton

I. Ha x <-3, akkor II. Ha —-3<x<7, akkor III. Ha x>7, akkor

—x-3-x+7=10; x+3-x+7=10; x+3+x-7=10;
—2x+4=10; 0=0. 2x-4=10;
x=-3. x=17.
Az x=-3 nemesika Azonossagot kaptunk, Az x =7 avizsgalt
vizsgélt tartomanyba.  amelynek megoldashal-  tartomanyba esik.

maza egyenlé a vizsgalt
intervallummal: [73; 7[ .

4.15. abra Az egyes esetek

Mivel az egyenlet megoldasa soran ekvivalens atalakitasokat végez-
tiink, ezért a tablazat alapjan az eredeti egyenlet megoldashalmaza:
[-3;7].

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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4.16. abra Cipddiszkont

Egyismeretlenes egyenl6tlen-
ségek grafikus megoldasa.

%T :

4.17. abra Modszer VII.

Matematika_12.indb 124

= <, udldsr  Egy cipddiszkontban az egyik markaji néi cip6- :
6l mar csak 40 darab azonos fazonu, azonos méretii cipd maradt. :

¢ i A maradék cipdk 40%-a apr6 hibaval rendelkezik. A hibatlan cipdk !

eredeti ara darabonként 17 000 Ft, a hibas cipéké 12 000 Ft volt.

- | Egy viszonteladd megvésarolta a maradék cipdk felét, egységesen :
i 15000 Ft-os darabonkénti aron. A keresked$ a vasarolt cipéket :

. egyenld valosziniiséggel valasztja ki a maradék cipék kozil. Leg- |
i feljebb hany hibas cip6t vasarolt, ha kevesebbet fizetett, mintha a |
i cip8ket az eredeti aron vette volna meg? :

Megoldas:
A feladat szovege szerint a maradék cipok kozott 0,4 - 40 =16 darab hibas,

40 —16 = 24 darab hibatlan cip6 van. A viszontelado 4—20 =20 darab cip6t

vasarolt, dsszesen 20-15000 =300000 forint értékben. Jeloljik x-szel
a vasarolt hibas cip6k szamat! A feladat feltételei alapjan 0 <x <16 és

¢ x € Z. Mivel a kereskedd kevesebbet fizetett, mintha a cipdket az eredeti

aron vette volna meg, ezért a 300000 < 12000x +17000(20 — x) egyen-
I6tlenség all fenn. A zardjel felbontasa és az egynemii tagok Gsszevonasa
utan a 300000 < —5000x + 340000 egyenldtlenséget kapjuk, ahonnan
x < 8 adddik. Tehat a kereskedd legfeljebb 7 hibas cipdt vasarolt.

e d,uilds Oldjuk meg az alabbi egyenl6tlenségeket a valos
i Szamok halmazan! |

' a) VAx’ —12x+9 <5,

Megoldas:

a) Vegyiik észre, hogy az egyenl6tlenség bal oldalan a négyzetgyokvo-
nas elvégezhetd, igy az [2x—3| <5 egyenlétlenséghez jutunk, amely az
eredeti egyenl6tlenséggel ekvivalens. Innen kdnnyen adodik, hogy az
egyenldtlenség értelmezési tartomanya R. A [2x—3|<5 egyenlétlen-
ség megoldasakor keressiik azokat a valds szamokat, amelyek abszolut
értéke egyenld 5-tel vagy kisebb 5-nél. Ez akkor teljesiil, ha a szdm —5
vagy annal nagyobb, és 5 vagy annal kisebb, azaz

-5<2x-3<5 /43
—-2<2x<8 /:2
—-1<x<4

Az egyenlétlenség megoldashalmaza: [—1;4].

b) 1. megoldas:

Oldjuk meg az egyenlétlenséget algebrai uton!

Az egyenl6tlenség értelmezési tartomanya R. Az abszolut érték defini-
x—4,ha x—42>0, azaz x>4

cioja alapjin az |x_4|:{—x+4 ha x-4<0, azaz x<4
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A megoldast két esetre kell bontanunk, az egyik esetben az egyenl6t-
lenség megoldasat a 4-nél nem kisebb valds szamok kozott, a masik

esetben a 4-nél kisebb valos szamok kozott keressiik. T

I. eset: ha x >4, akkor az egyenl6tlenség x—4 < %x alakban irhato jmm

fel, ahonnan az x <6 adddik, amelyet Osszevetve az x >4 feltétellel b : »
(4.18. abra) az egyenldtlenség megoldashalmazat kapjuk: [4;6].

I1. eset: ha x <4, akkor az egyenl6tlenség —x + 4 < %x alakban irhato

fel, ahonnan az x >3 adodik, amelyet Osszevetve az x <4 feltétellel
4.18. abra A 6. b) példa 1. megol-

dasanak I. esetéhez

(4.19. abra) az egyenldtlenség megoldashalmazat kapjuk: [3; 4[.

Az 1. és a Il. eseteket Osszegezve az egyenldtlenség megoldashalmaza:
[3;6].

2. megoldas:

Oldjuk meg az egyenlétlenséget grafikus tton is (4.17. abra)!
Az egyenlétlenség bal oldalanak megfeleld fiiggvény:

/()=|x=4 (P, =R),
jobb oldalanak megfeleld fiiggvény:

g(x) =%x (Dg = R).

Abrazoljuk a fiiggvények grafikonjait kozos koordinata-rendszerben!
A 4.20. abrarodl leolvashatjuk a grafikonok k6z6s pontjait.

A koz0s pontok meghatarozasanak pontossagardl ellendrzéssel is meg-
gy6z6dhetiink. Az egyenl6tlenség megoldashalmaza: [3;6).

S
<y

4.19. abra A 6. b) példa 1. megol-
dasanak II. esetéhez

w 4. uilds Ha egy téglalap alaki néz6tér sorainak szamat
i 4-gyel csokkentenénk, és a soronként elhelyezett székek szamat
i 2-vel novelnénk, akkor a fér8helyek szama 32-vel csokkenne. Ha a !
i sorok szamat 6-tal novelnénk, és az egy sorban levd székek szamat |
i 2-vel csokkentenénk, akkor a fér8helyek szdma 48-cal nvekedne. :
i Héany szék van egy sorban? Hany sorbol ll a nézotér? Hany férdhely
i van a néz6téren? :

Megoldas:
Jeloljiik az egy sorban levo székek szamat x-szel, a sorok szamat pedig
y-nal, ahol x € Z", y e Z" A feladat szovege szerint:

(y—4)(x+2)=yx—32}
(y+6)(x—2)=)x+48 .

4.20. 4bra A 6. b) példa megolda-
sa grafikus uton

Kétismeretlenes egyenletrend-
szerek megoldasai rendezett
valds szamparok.

£

e
o

4.21. abra Modszer VIII.

egyenletrendszert irhatjuk fel. Végezziik el a kijelolt miveleteket:
yx—4x+2y—-8=yx-32
YX+6x—2y—12=yx+48]

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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" : —4x+2y=-24 2x+y=-12
Linearis egyenletrendszer s . . y (1 y
megoldasa grafikus tton. ' Rendezés utin 2 6x-2y =60 ( ) 3x—y =30

elséfokt (vagy linedris) kétismeretlenes egyenletrendszert kapjuk.

§ :
@ﬁ : Az elsdfoku kétismeretlenes egyenletrendszereket tobbféleképpen

4.22. abra Modszer IX. : megoldhajuk:
W grafikus uton,

% a behelyettesitd modszerrel,

W az egyenld egyiitthatok modszerével.

1. megoldas:

¢ Oldjuk meg grafikus ton (4.21. abra) az (1) alatti egyenletrendszert!

v y=2x-12 Mindkét egyenletbdl kifejezziik az y-t:
: , majd abrazoljuk az egyenletek 4ltal meghatarozott

6 ¢ y=3x-30

0 / % egyeneseket (4.23. abra). A két egyenesnek egy kozos pontja van: az
¢ M(18;24), ahonnan x =18, y=24.

y=3x-30 :
/ g L Yy=2:18-12=24 - .

: Ellendrzés: = a kozds pont valoban M (18;24),
: y=3-18-30=24

ésa 20-20=24-18-32, 30-16 =24-18+48 egyenldségek is teljestil-
: nek. Tehat egy sorban 18 szék van, 24 sorbol all a néz6tér, és a féréhe-

:éii.zébra A7. példa 1. megolda- ¢ lyek szdma: 18-24 = 432.

2. megoldas:
Oldjuk meg a behelyettesité modszerrel (4.25. dbra) az (1) alatti egyen-
letrendszert!
Fejezziik ki az y-t az els6 egyenletbdl:
2x+y=-12| < y=2x-12.
( ) 3x-y=30 }

Helyettesitsilk be a masodik egyenletbe: 3x—(2x—12) =30, innen
Egyenld egyiitthatok modsze- : x =18 adodik, ahonnan y =2-18-12 = 24-et kapjuk.

re ¢ Szamitassal ellendrizhetd, hogy egy sorban 18 szék van, 24 sorbol all a
P = nézbtér, és a féréhelyek szama 432.

ﬁ-! ﬂl ¢ Ez a megolddsmenet szamtalan mas problémara is jO, nem csak lineéris

egyenletrendszer megoldasakor alkalmazhato.
4.24. abra Modszer X.

¢ 3. megoldas:

Oldjuk meg az egyenld egyiitthatok (4.24. abra) modszerével az (1)
alatti egyenletrendszert! Vegyiik észre, hogy az y egylitthatoi egymas
ellentettjei! A két egyenlet dsszeadasakor az y-os tagok sszege nulla:
—2x+y+3x—y=-12+30, innen x =18 adodik.

Ahhoz, hogy az egyenletrendszerben az x egyiitthatoi egymas ellentettjei
legyenek, szorozzuk meg az elsd egyenletet 3-mal, a masodik egyenle-
tet pedig 2-vel, igy az alabbi egyenletrendszerhez jutunk:

—6x+3y=-36 , . .
Behelyettesitd modszer : , a két egyenletet Osszeadva y = 24-et kapjuk.

¢ 6x—2y=060
Gl :

j-ﬁl ¢ A kapott szampar megoldasa a feladatnak, err6l ellendrzéssel meggy6-

¢ z6dhetiink. Tehat egy sorban 18 szék van, 24 sorbdl all a néz6tér, és a

4.25. dbra Modszer XI. : féréhelyek szama: 18-24 = 432.
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Egy tort vagy egy szorzat ak-
kor és csak akkor pozitiv (ne-
gativ), ha benne paros (parat-
lan) negativ tényez6 van.

2x—1

kifejezés?

1. megoldas:
4.26. abra Egy tort vagy szorzat

A négyzetgydkvonas definicioja miatt a kifejezés nem értelmezhetd elicle

al 5 <0 egyenldtlenség teljesiil. Egy tort

azon x-ekre, amelyekre az

akkor és csakis akkor negativ, ha a szamlaloja és a nevezdje kiillonb6z6
eldjeld. Tehat két esetet kell megvizsgalnunk:

I. 2x—-1<0ésx+2>0 vagy II. 2x—-1>0¢ésx+2<0. Az egyenl6t-
lenségiink két-két Gjabb egyenlétlenséghez, két Gn. egyenldtlenség-
rendszerhez (1., I1.) vezetett.

Az egyenlbtlenség-rendszereket kiilon-kiilon megoldjuk:

I 2x-1<0 /41 ¢és x+2>0 /-2;
2x <1 és x>-2;

4.27. abra Egyenlotlenség

1 .
xX<— és x>-2; R
2 x 2x—1 x+2 Atort

el6- elg- cloje-

1
I. megoldasa: —2 < x < 5 jele jele le

vagy Xe ]—oo; —2[ — — 4
IL2x—-1>0 /+1 és x+2<0 /-2 Nem
2x>1 és x<-2 a= | = | o | S
1 me-
x>= és x<-2; zett.
2 1
II. megoldasa: &. *e }2;5[ - -
Az eredeti egyenlétlenség megoldashalmaza az egyenlétlenség-rend- ] . N .
. . .y 1. =5
szerek megoldashalmazainak unidja, igy a kifejezés }—2;—[ intervallu- 2
mon nem értelmezhetd. 2 } 1 {
X€E |—;0 +* < 4
2. megoldas: 2

A 2x—1 4.28. abra Elgjeltablazat
x+2

< 0 egyenlétlenség megoldasaban sokat segit egy eldjeltablazat

készitése. A 2x—1 kifejezés x = %-nél, az x+2 kifejezés x = —2-nél

valt elgjelet.

Mivel ugyanazon x érték mellett kell a szamlalo €s a nevezo elgjelét is-
merniink a tort eldjelének megallapitasahoz, ezért egy eldjeltablazatban
célszerli 6sszefoglalni a szamlalo és a nevezd eldjelét (4.28. abra).

A téblazat utolso sora alapjan a tort negativ eldjelli, ha x e }—2;—[,

tehat a feladat megoldasa: }—2;%[.

4.29. abra Elgjelek
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R, Oldjuk meg! ,

1. Forditsuk at az alabbi problémakat egyenletekre, majd grafikus modszerrel oldjuk is meg a felirt

egyenleteket!

a) Melyek azok a valos szamok, amelyek hattal kisebbek a négyzetiiknél?

b) Melyek azok az egész szamok, amelyeknek a negyedénél eggyel nagyobb szam egyenld a szam
abszolut értékénél kettvel kisebb szammal?

¢) Melyek azok a valds szamok, amelyeknek négyzetének az ellentettje a szam reciprokanak abszo-
lat értékével egyenlé?

d) Melyek azok a racionalis szamok, amelyek ellentettjének négyzetgyoke egyenld a szamnal ket-
tével nagyobb szammal?

2. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket, egyenlétlenségeket a valos szamok halmazan!
{5 3 411
dx——q=x—-=(x-1 =—|— -5
a) 4x 6{336 2(x 0)+5} 3|:12(x+36) 5},
b) (x-i—?;)2 —(x+1)(x—2)=(x+4)(2x—1)—2(x—5)(x+5);
7(x—5)+13—5x=(x—1)2_5—6x+l.

c) 3x-— ;
24 18 3 12 2
XX —12x+36 3x—12 1
d) = ==
6x—24 x =36 2
o 2 1 N z-4 3
22-9 z-3 2243z -3z
3 5z+2 7 5
o+t T

4z 32 6z 8%

g) 3x-2{x-3(x-1)+1} <5[3(x-8)-2];
x=3 x+5 x—4 6-5x

h) + —x> - .

12 20 6 5

3. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

18

D) V6—x =x=6; b foes)={ -3
o) Vx—3-4-x=1; d) x*—2x' +2=—z+4z -3.

4. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket és egyenldtlenségeket!

a) [x—13|=14; b)

§x+5
2

—%=O; c) [2x-1]<3;

d) |5—x|+12:0; e) |6—7x|—6:—x; f)‘%x+128;

g) Vxl +2x+1>3—x; h) |3x+4|>x+5.
5. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenségeket a valds szamok halmazan!
2+x 4—-3x 3x+7 x—6 1
a >0; b >0; ¢)(5x-3)(3x+7)<0; d <2 e) —>—.
) x— ) x+6 ) i ) ) x—1 ) x+1 3
6. Egy kereskedd 1000 darab cip6t vett 50 000 eurdért. A cipdk egy részét 12%-os haszonnal, masik

részét 6%-o0s veszteséggel adta el, igy 2400 euro haszonra tett szert. Hany cip6t adott el nyereséggel
¢és hanyat veszteséggel?
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7. Hany liter 20%-o0s és hany liter 36%-o0s toménységi soésavat keverjiink dssze ahhoz, hogy

a) 40 liter 28%-o0s tdménységili sooldatot kapjunk?
b) 32 liter 25%-o0s toménységli sdoldatot kapjunk?

8. Egy négyszog harom bels6 szogének aranya 3 : 4 : 5. Mekkorak a bels6 szdgei, ha a négyszog

a) deltoid; b) trapéz?
9. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket (x €Z,ye Q)!

)x+3y=6 b Tx—y=-8 3x—-4y=14
a ; 5 C 5
x-2y=1 3x+5y=2 Tx+5y=-39
3 1 x_E:7
2x+—y=14- 6
d) 2 203 e)

9y-8 7(x+12)
4 6

=11

S5x+y =60

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

brMasodfokulegyenletre;egyenlotiensedr;

%’ Jopzlds Az ABC  derékszogli  haromszog — befogoi:
i BC=30cm, AC =18 cm. A BC oldalnak melyik P pontjara telje- :
: siil, hogy a B-t8] és A-t6] vett tavolsagainak ardnya 1 : 52 :

Megoldas:

Legyen BP = x, ekkor a feladat feltétele alapjan AP = 5x, ahol x > 0!
Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével (5.1. abra)!

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt a PCA derékszogii harom-
szogre: (30-x) +18" =(5x)". A miveletek elvégzése utin az
x> —60x +1224 = 25x” masodfoku egyenletet kapjuk. Az egyenletet
0-ra rendezziik: 24x” +60x —1224 =0, majd az egyenlet mindkét ol-
dalat elosztjuk 12-vel: 2x* +5x—102=0. Az egyenlet diszkriminan-
sa: D=5"-4.2-(-102) =841, a megoldoképlet (5.2. abra) alapjan:

5841 —5+29
4

oldal azon P pontjara teljesiil, hogy a B-t6l és az A-tdl vett tavolsagai-
nak ardnya 1 : 5, amely a C pontt6l 24 cm, a B pontt6l 6 cm tavolsagban
van.

. Az x >0 feltétel miatt x = 6. Tehat a BC

X =

; 4, 0ill Oldjuk meg a valés szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket!
fa) x'-2x7-63=0; b) V3x—-8+2=x.

Matematika_12.indb 129

3, 2y yanlazeandsarss vaeaid faladazale

18

5.1. abra Az 1. példa megoldasa-

hoz

ax’ +bx+c=0; a,b,ceR; a=0;

D=5b>—4ac>0;
. _—bir\/bz—4ac
1,2 — .
’ 2a

=

5.2. abra A masodfoku egyenlet

megoldoképlete

129
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7Rendszerezolosszefoglalas

¢ Megoldas:

: a)Azelsd egyenlet egy hidnyos negyedfoku egyenlet (nem tartalmaz har-
2n n _ H .

Az ar® i ve=0 (o0 : madfoku éselséfokutagot)(5.3. dbra). Mivel x* = (x2 )2 , ezértaztmond-

7" \{1 lak let = .

2= W) st e : juk, hogy az egyenlet x’-re nézve masodfoku. Célszerii az x” helyett egy

y=x" helyettesitéssel vissza- : . 5 )

vezethetd masodfoku egyen- : U ismeretlent bevezetni, legyen y = x”! Igyaz y* —2y—63 =0 egyen-

letre. ¢ letbdl kell meghataroznunk y értékét, amelybdl kiszamolhatjuk x-et. Az

(= ¢ egyenlet diszkrimindnsa D = (—2)2 —4-1:(-63)=4+252=256. Igy
E:E;I_ © 2256 2+16

I = 3,=9¢és y, =—7. Ebb8l x* =9 = |x| =3,
5.3. abra Magasabb foku egyenlet : ’ 2 2
¢ azaz x, =-3, x, =3. Az x’ = -7 egyenlet ellentmond a barmely valés

: szamra fennalld6 x> >0 egyenlétlenségnek, az x* =—7 egyenletnek
nincs megoldasa a valos szamok halmazan. Az egyenlet megoldasa so-
ran ekvivalens atalakitasokat végeztiink, igy az egyenlet megoldasai:
¢ x,=-3,x,=3.

b) A négyzetgyokvonas definicidja miatt a 3x—8>0 feltételnek kell

teljesiilni, igy az egyenlet értelmezési tartomanya a [E ; oo[ intervallum.

Rendezziik 4t az egyenletet tigy, hogy a jobb oldalon egy négyzetgyokos

kifejezés szerepeljen: v/3x—8 = x—2! A négyzetgyokvonas definicioja

¢ értelmében az egyenlet bal oldalan nemnegativ szam 4ll, az x € [% ; oo[

feltétel miatt x —2 > 0 egyenlétlenség is teljesiil. Igy a négyzetre emelés

ekvivalens atalakitas lesz a {g ; oo[ intervallumon. Most emeljiik négy-

zetre az egyenlet két oldalat! Ekkor a 3x —8 = x* —4x +4 egyenlethez

¢ jutunk, innen rendezés utan x* —7x +12 = 0. Az egyenlet diszkriminan-

: 2 . 7+1
:sa D=(-7) —4-1:12=1. Ebbél x,, =——, ahonnan x, =4, x, =3.
’ 2

Az ax’ +bx+c=0, ahol
az adott a,b,ceR, a=0, . . .
mésodfoka egyenletnek : x, =4, x, =3 az eredeti egyenletnek is megoldasa.
» két valés megoldasa van,
ha a diszkriminansa pozitiv,
azaz D =b*> —4ac > 0; e 4. udldsl Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét ugy, !
» egy valés megolddsa vagy : :'hogy a 2x*+(p—1)x+p+5=0 masodfoka egyenletnek legfel-
két egyenld valos megolddsa : | jebb egy valds gyoke legyen! §
van, ha a diszkriminansa nul- ¢ :

la, azaz D = b*> —4ac =0; :
# nincs valés megoldasa,haa : Megoldas:

diszkriminansa negativ, azaz : Eoy masodfoki egyenletnek pontosan akkor van legfeljebb egy
D =b’—4ac <0. valés gydke, ha a diszkriminans nempozitiv (5.4. abra), azaz

i D=b"—4ac<0. Az egyenletben szerepld egyiitthatok a =2,
S b=p-1 ¢é c=p+5 lgy D=(p-1)-4-2-(p+5)<0, azaz

130 5.4. abra Megoldasok szama

. . 8
Mivel az atalakitdsok ekvivalensek voltak és x,,x, € [g;oo[, ezért az
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D=p*-10p-39<0. Vézoljuk fel a valés szamok halmazan értel-
mezett f ( p) = p> —10p -39 fiiggvény grafikonjat (5.5. abra)! Ekkor
az egyenldtlenség megoldasakor keressiik azokat a p értékeket, ame-
lyekhez tartozo helyettesitési értékek nempozitivak. Emiatt a parabola
felvazolasahoz elegendé meghatarozni azt, hogy milyen iranyban nyi-
lik, és mik a zérushelyei. Az a >0 miatt az f fiiggvény képe pozitiv
iranyba nyilo parabola. A fiiggvény zérushelyeinek meghatarozasahoz
oldjuk meg a p>—10p-39=0 egyenletet! Az egyenlet megoldasai

104256 10+16
Py = =

2

és p,=-3 (5.6. dbra). A D=p’—10p-39<0 egyenlétlenség a

<

y=p*-10p—-39

](13;0)

(-3:0) |{% P

L o——

, innen az f fiiggvény zérushelyei: p, =13

-3 < p <13 szamokra teljesiil. Tehat a megoldashalmaz: [-3;13].

5.5. abra A 3. példa megoldasa-
hoz

3x? +4x+1

Megoldas:

Elészor hatarozzuk meg a tort értelmezési tartomanyat! Mivel a ne-

vez6 nem lehet 0, ezért szamitsuk ki a nevezd gyokeit, azaz old-

juk meg a 3x*+4x+1=0 egyenletet! A D=4>-4.3.1=4, igy

444 442
6

tartomany: R\ {—%,—1}.

Az algebrai és a grafikus
megoldasi modok egyiittes
alkalmazasa.

o S

5.6. abra Modszer 1.

1 .
X, , tehat x, =—1 és x, =——. Az értelmezési
' 3

Ahhoz, hogy az algebrai tortet egyszerisiteni tudjuk, szorzatta kell
alakitani a szamlalojat és a nevezOjét is. Hasznaljuk fel a gyokté-

. . . 1
nyez6s alakot (5.7. abra)! Mivel a nevezd gyokei —1, illetve ——, igy

1
3x* +4x+1=3(x+1)| x+= | =(x+1)(3x+1).Hatarozzuk meg aszam- ,
3 Ha a > 0, b"—4ac=20 és

az ax’ +bx+c=0 egyen-
let valés megoldasai x,,
X,, akkor ax’+bx+c=

=a(x-x)(x-x,).

=

5.7. abra Gyoktényezds alak

1416 gyokeit! Ehhez megoldjuk az x* —5x — 6 = 0 masodfokti egyenle-
+ +
SV _SET
2 2
x, =—1és x, =6. A szamlalo szorzatalakja x* —5x—6 = (x+1)(x—6).
X =5x-6 (x+1)(x-6) x-6
3x7 +4x+1  (x+1)(3x+1) 3x+1

tet. A D=(-5)"—4-1-(~6) =49, innen x,, =

Tehat
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¢ 1. megoldas:
¢ Hasznaljuk a masodfoku polinom gyoktényezés alakjat! Legyen a = 1!

gMivel X, =—6 és xzzg, igy (x+6)[x—%j:x2+6x—%x—9=

9 . 9
=x"+ 2% 9. Tehat a keresett polinom p(x)=x"+ 25 9.
¢ 2. megoldas:
: Hasznaljuk a masodfokt polinomra felirt Viéte-formulékat (5.8. dbra)!
: b c
H = ! = —— & = — 14
Haa>0, b —4ac20 ésaz Legyen a=1! Ekkor az x +x, p és az xx, ; alapjan

ax’ +bx+c=0 egyenlet va- 3 3 9
16s megoldasai x,, x,, akkoraz 3 b= (_6)+5 & c= (_6)'5’ igy b= E ¢s ¢=-9. Tehat a keresett
9

c
X X, =—— és XX, =—
a a

: 2
.— e . u3lds Egy kétjegyli szam 27-tel nagyobb annal a szam-

5.8. abra Victe-formulak

nal, melyet Gigy kapunk, hogy a szamjegyeit felcseréljiik, és %—szer

: akkora, mint a szamjegyeinek a szorzata. Melyik ez a szam?

Megoldas:

: Legyen E a keresett kétjegyii szam! Ertéke: x_y =10x+ y. A szamje-
gyek felcserélésével kapott szam értéke: E =10y +x, aholazxésazy
¢ egyjegyl pozitiv egészek. Felirhato a kovetkezd egyenletrendszer:
10x+y =10y +x+27,

10x+y= %xy.

¢ Az elso egyenletbdl rendezéssel adodik: x—y =3, azaz x = y+3. Ezt
behelyettesitve a masodik egyenletbe:

16
10(y+3)+y =3(y+3)y.

¢ Rendezés utan az alabbi masodfoku egyenletet kapjuk:
16y* =51y —270 = 0.
: Az egyenlet diszkriminansa D = (—51)2 —4:16-(-270)=19881, in-

51+,/19881  51+141 45

, az egyenlet gydkei: y, =—— és
3 32 SYEIet 8YOREE N =76

: v, =6, amelyek koziil nyilvan csak az y, felel meg a feladat feltétele-

:nen y, =

¢ inek (y egyjegyii pozitiv egész). [gy x = y+3=9, ahonnan E =96.

¢ Ellendrzés: a 96 a 69-nél 27-tel nagyobb és E-szer akkora, mint a

) N S . 16 , ,
5.9. abra Frangois Viéte ¢ szamjegyeinek a szorzata: 96 = —-9-6. Tehat a keresett szam a 96.
(1540-1603) : 9
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o Lopilds Mely egész  x-ek  esetén  értelmezhetd aé

- log, (x> +5x-24) -2 + 4x+5 kifejezés?

Megoldas:
A feladat feltétele, a logaritmus és a paros gyokkitevojii gydokvonas de-
finicioja miatt a kifejezés azon egész x-ekre értelmezhetd, amelyekre az

YA yl=x*+5x-24

5
o |\5:0)

X +5x—24>0és —x’ +4x+5>0 egyenlétlenség-rendszer fennall. &) o >

Keressiik meg az x> +5x—24 ésa —x’ +4x+5 masodfoki polinomok
zérushelyeit!

Az x> +5x—-24 diszkrimindnsa: D =5"—4- 1-(—24) =121. Ez alap-
- . . =5+4/121 -5%11 ;

jén a zérushelyei: x,, = 5 =—F azaz x, =3 és x, =-8.
Mivel a valés szamok halmazan értelmezett f(x)=x" +5x—24 fiigg-

vény képe felfelé nyilo parabola, ezért a fliggvény helyettesitési értéke DA

a két zérushely kozott negativ, azon kiviil pozitiv.

. .. . 5.10. abra A 7. péld: ldasa-
A —x* +4x+5 diszkriminansa: D =4’ —4-(~1)-5=36. Ez alapjan a abra A /. pelda megoldasa

hoz
-4+ -4+
zérushelyei: x,, = 4_;/£ = 4;6, azaz x, =5 és x, =—1. Mivel
a valos szamok halmazan értelmezett g(x)=—x"+4x+5 fiiggvény
képe negativ iranyba nyilo parabola, ezért a fiiggvény helyettesitési ér-
téke a két zérushely kozott pozitiv, azon kiviil negativ (5.10. abra).
A fentiek alapjan készitsiik el az elgjeltablazatot!
x Joi8 -8 ]-&-1 -1 L3 3 B[ 5 5o
x° +5x—24 + 0 - - — 0 & o +
—x* +4x+5 - - - 0 + + + 0 -
2
logﬂ (x +5x - 24) - nincs nincs nincs nincs nincs nincs értelmez- értel- nincs
m értelme  értelme értelme  értelme értelme értelme  heté  mezhetd értelme
—N—X X

5.11. abra Elgjeltablazat

Az x €7 feltétel és a tablazat utolsé sora alapjan a kifejezés értelmez-
het6 a {4;5} halmazon.

w7

1. Hany oldalt az a konvex sokszdg, amelynek az atldinak szama
a)9; b) 20; ¢) 90; d) 350?

2. Egy cipd arat eloszor felemelték valahany szazalékkal, majd kétszer annyi szazalékkal csokken-
tették, mint amennyivel emelték, igy 5,5%-kal olcsobb lett, mint eredetileg volt. Hany szazalékkal
emelték az arat?

g
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. 1
3. Egy vallalkozas koltségét a C(x)=2x+60 fiiggvény, a bevételét pedig az R(x) = —Exz +12x
fiiggvény irja le, ahol x a kibocsatas nagysagat jeloli (x eR\R" ), C(x),R(x) értéke ezer forint-
ban értendd. Mekkora kibocsatas esetén lesz a termelés nyereséges?

4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a racionalis szamok halmazan!
a) (x—4)(2x+3)—(x=2)(x+9) = Tx +12; b) (x—4)" +(x+2)" =28—6x;

0 X—3_SX‘|2'1=0; d) x-i—4_‘_)c—4= 234)6 :
X 3x x—4 x+4 x -16

e) x'—80x* —81=0; f) 8x° —63x’ -8 =0;

) V3x—11+x=7; h) V2x* =3x+1-1=2x.

5. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!

o ¥T2y=3 } py VXTS5 =0 .

X =3x+4y’ =2y =0J’ 23 +7x—y —12y =57
10
)22? g V="
c)y ; .
4x2+y2=73

X' —6xy+9y°—25=0
6. Két pozitiv szam szamtani kdzepe 70, mértani kdzepe 56. Melyek ezek a szamok?

7. Egy kétjegyli szam szamjegyeinek dsszege 10. Ha a szamhoz hozzaadjuk a szamjegyei felcserélé-

. 2 . .
sével kapott szam reciprokat, akkor eredményként 37 -et kapunk. Melyik ez a kétjegyl szam?

8. Mekkora annak a rombusznak a keriilete, melynek a teriilete 24 cm’, és az egyik atloja 2 cm-rel
kisebb, mint a masik?

9. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenségeket a valds szamok halmazan!
a) ' —4x—12<0; b1 >, o XXl
—x" +3x+4 x+1 x-2
10. Hatarozzuk meg az a, b, illetve ¢ valdos paraméter értékét tigy, hogy az alabbi egyenleteknek két
kiilonboz6 valds megoldasa legyen!

a) ax’ —x+5=0; b) —%xz—bx+9:0; ¢) 3x* +7x—c=0.
11. irjuk fel elséfoku polinomok szorzataként az alabbi masodfok polinomokat!
a) x* —3x—88; b) —x* +x+20; ¢) 3x* +7x+10.
12. Egyszer(sitsiik az alabbi algebrai torteket, ha az alaphalmaz a valds szamok halmaza!
x*—6x+9 x” +11x+30 x” +19x
a 42 , b 2 7 C 2 °
X +2x-15 x~+10x+25 X" +9x-190
13. Adjunk meg olyan masodfoku egyenletet, amelynek megoldasai
a) 4 és g; b) -1 és 13; ) 2+4/3 és 2-4/3.

14. Hatarozzuk meg a 2x” —3x —2 = 0 masodfoku egyenlet esetén
a) a gyokok reciprokdsszegét; b) a gyokok négyzetdsszegét!
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brlrigonometrikusiegyenletekyegyeniotiEnse

: 1o gzl Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket! E

a)sin2x=§; b)2cos(x—%j+1=0; c) ctg’ x=2.

Megoldas:
a) Az egyenlet alaphalmaza és az értelmezési tartomanya a valds sza-

mok halmaza. A szogfliggvények definicidja alapjan a sin2x = 73

egyenlet megoldasa soran keressiik azokat a 2x forgasszogeket, amely
szogekkel az i vektorhoz képest elforgatott egységvektor maso-

dik koordinataja %—Vel egyenld az xy koordinatasikon (6.1. abra).
A sin2x = ? egyenletnek két megoldasa van a {—%,37”[ -on, ezek
a szogek zm-re egészitik ki egymast. Ezen az intervallumon az egyik
megoldas % A masik megoldast megkaphatjuk, ha az imént kapott ér-
téket 7-bol kivonjuk: 7 —% = 2% radian. Innen 2x = §+ k-2r vagy

2x = 2% +1-27, ahol k,I € Z. igy az egyenlet megoldasai:

X, =%+k-n, X, =§+l-n, ahol k,/ € Z.
b) Az egyenlet alaphalmaza és értelmezési tartomanya a valos szamok

halmaza. A 2cos (x - %) +1=0 egyenletet rendezve, a vele ekvivalens

cos (x—gj = —% egyenletet kapjuk. Oldjuk meg a kapott egyenletet
grafikus uton (6.3. abra)!

y
1 . A
y=cosa 2n 4n
1 1 3 1 3 1 A
Ly 0 n 1
2

20 _IN_ & 51
2 T Il 2 N__” 2 2

6.3. abra Az 1. b) példa megoldasahoz. A 2cos[x —Zj +1=0 egyenlet megoldasa
grafikus uton 3

Matematika_12.indb 135

NENEEEY:
/’ 2
2;”[[),5 %
SNAT L
0 70,5 X

6.1. abra A 1. a) példa megolda-

sahoz. A sian:? egyenlet

megoldasa az egységsugari kor
segitségével

szinusz-
csomad

6.2. abra Szinuszcsomd
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y=—V2

6.4. abra Az 1. ¢) példa megolda-
sahoz. A ctg’x = 2 egyenlet megol-
dasa grafikus Giton

y=1 (\/5;1) .

.

6.5. abra Az 1. c¢) példa megolda-
sahoz. A ctg’x = 2 egyenlet meg-
oldasa az egységsugara kor segit-
ségével

sina =sin 8

)

a=p+k 21

vagy
oatf=r+/-2r aholk, I €Z

e

6.6. abra Mikor egyenl6 két szog
szinusza?

cosa =cos f

g
a=F+k-2n

vagy
atf =2n+1-2r aholk,/ € Z

e

6.7. abra Mikor egyenl6 két szog
koszinusza?

Matematika_12.indb 136

Jeloljik o-val koszinuszfliiggvény argumentumaban allo6  szo-

get (a =x- %)' Az egyenlet bal oldalanak megfeleld fiiggvény:
fR—R, f(a)=cosa, ajobb oldalnak megfeleld fiiggvény:

1
g:]R—HR,g(a):—E.

A 6.3. abra alapjan x—% 2?ﬂ+m-27‘c vagy x—% 4?”+n~27r, ahol

m,n € Z. Innen a feladat megoldasa:
5
X, =m+m-27 vagy x, :?ﬂ+n-27t (m,neZ).
¢) A ctg’ x =2 egyenlet értelmezési tartoménya a kotangens szogfligg-

vény értelmezése miatt R\{kﬂ|k € Z}. Az egyenlet mindkét oldala

nemnegativ, igy négyzetgyokvonds utan |ctg x| =2 adodik. Innen

1
+
2

(x # %-I—kﬂ.’,k € ZJ adodik, amelybdl a szamologép segitségével, a

az abszolut érték definicidja miatt ctgx =+/2. Innen tgx =

szogek visszakeresésével hatarozhatjuk meg az egyenlet megoldasait:
x,=0,6+m-mw, x,=-0,6+[-m, ahol m,/ € Z. Mindkét gybksorozat

megoldasa az eredeti egyenletnek (6.4. és 6.5. abrak).

: %, 0dldzl Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket! '

. 7
a) s1n(x+zj

b) tg2x—tgx=0.

—sin 2x;

Megoldas:
a) Az egyenlet értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza.

A —sina =sin (—cx ) azonossagot felhasznalva az egyenlet sin (x + %) =

=sin(—2x) alakban irhato fel. A kapott egyenlet mindkét oldalan

egy-egy szOg szinusza all. Mivel két szog szinusza akkor és csak-
is akkor egyenld, ha a két szog a 2z (a szinuszfliggvény periodusa-
nak) egész szamu tobbszordsében tér el egymastol, vagy ha a két
sz0g m paratlan tobbszorosére egésziti ki egymast (6.6. abra), ezért

x+%=—2x+k~27t vagy —2x+x+% m+1-2m, innen az egyenlet

+k-2?ﬂ, X, =—3Tn—l-2n', (k,lez).

megoldasai: x, = —11

2015.07.07.



b) Az egyenlet értelmezési tartomanya a tangens szogfliggvény értel-

k,leZ}.

mezése miatt R\ {§+k-7r vagy%+l-%
a=B+k-m, aholkeZ

o

6.8. abra Mikor egyenl6 két szog
tangense?

A tg2x—tgx =0 egyenletet atrendezve az egyenlet tg2x =tgx alak-
ban irhato fel. Mivel két szog tangense akkor és csakis akkor egyen-
16, ha a két sz0g a « (a tangensfiiggvény peridodusanak) egész szamu
tobbszordsében tér el egymastol (6.8. abra), ezért 2x = x+n- 7, innen

x=n-n (neZ) adodik. Az x # %+k-7t (k eZ) feltétel miatt meg

kell vizsgalnunk, hogy az n- 7 # §+ k-m mely k,neZ eseténteljesiil.

A %(2;1) - %(1+2k) barmely k,neZ esetén fennall, mert bal ol-

dalon a = paros, a jobb oldalon a z paratlan tobbszordsei allnak.
2 2 ctga =ctg
g
a=B+k-n, aholkeZ

o

6.9. abra Mikor egyenl6 két szog
kotangense?

Hasonloan az x # %+l~% feltétel miatt (/€ Z): n-7 = %+l-%—nek

kell teljesiilni. A %(471) # %(1+21 ) barmely /,n € Z esetén fennall,

mert a bal oldalon a % paros, a jobb oldalon a % paratlan tobbszorosei

allnak. Tehat az egyenlet megoldasai: x=n-7 (neZ).

: 4. odlda Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi
i egyenleteket!
a) 2tgx+3ctgx =5; b) cosx-ctgx=%.

Megoldas:
a) A tangens ¢és a kotangens szogfiiggvények értelmezése miatt az

AN

egyenlet értelmezési tartomanya: R\{k % |k e Z}. Ebben az egyen-
letben ugyanazon szog tangense és kotangense szerepel, a kozot-

tik fennallo ctgx= % [x #k -%, ke Zj Osszefliggés alapjan :
gx
2tgx+ ti =5, atgx-szel vald szorzdsutana 2tg” x +3 = 5tg x egyen-
gx

. 6.10. abra Oldjuk meg!
letet kapjuk. A kapott egyenlet tg x-re nézve masodfoku, 0-ra redukalva:

_54425-4.2.3 511

2tg’ x—Stgx+3=0. Megoldésa: (tgx),, = 1 4

azaz tgx=1 vagy tgx=%. Innen visszakereséssel adodik, hogy

>

X, = Xl x, ~0,9828+m-n (I,meZ). AXkapott értékek eleget
4

tesznek az eredeti egyenletnek.
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b) A kotangens szogfiiggvény értelmezése miatt az egyenlet ér-
telmezési tartomanya: R\{k-m|keZ}. Ebben az egyenlet-
ben ugyanazon szog koszinusza és kotangense szerepel, a kozot-

COS X

tik fenndllo ctgx= (x#k-m,keZ) osszefiiggés alapjan:

cos X 3 . . . 3.
——-cosx=—, a sinx-szel vald szorzds utdn a cos” x =—sinx
sin x 2 2
egyenletet kapjuk. Ugyanazon szog szinusza ¢s koszinusza kozott
fennalld sin® x +cos’ x =1 azonossagot felhasznalva, a cos’ x helyére

1—sin® x-et helyettesitve az egyenletben egyféle szogfiiggvény lesz:

. 3. . . . ,
1—sin’ x = Esm x. A kapott egyenlet sinx-re nézve masodfoku, 0-ra

. 3. . .
redukalva: sin® x + Ssinx —1=0, azaz 2sin’x+3sinx—2=0. Meg-

35 0-22(2) 345

oldasa: (sinx) , = 1 == innen sinx =-2

. 1 .
vagy smx=5. A szinuszfliggvény értékkészlete a [—1;1], ezért

6.11. abra Ne felejtsd el a trigono-
metrikus azonossagokat

. I .. 5
csak a sinx =3 teljesiilhet. Innen x, = %+l-27r, X, = %+m-2ﬂ

(I,meZ). Akapott értékek eleget tesznek az eredeti egyenletnek.

2000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

b < pdlin Mely x valés szamok esetén ertelmezhetéek az
: alabbi kifejezések? '

a) lg(cosx); b) Jtgx+1.

Megoldas:
a) A logaritmus definicioja miatt cosx >0. A definicid értelmében a
cos x > 0 egyenldtlenség megoldasakor keressiik azokat a forgasszoge-

6.12. abra A 4. a) példa megolda-
sahoz. A cosx > 0 egyenl6tlenség
megoldasa grafikus uton

ket, amelyekkel az i egységvektort elforgatva a kapott egységvektor
els6 koordinataja pozitiv. Az egységsugara kor 4 és B pontjaiba huzott
egységvektorok x koordinataja 0, az AB iv belsd pontjaiba hiizott egy-
ségvektorok x koordinataja 0-nal nagyobb (6.12. abra).

L Az abra alapjan a Ig(cosx) kifejezés értelmezési tartoméanya:
E_yy:tgx. {—%+k-27r<x<%+k~2n|kez}.

L % 4? 13 § b) A tangens szogfliggvény és a négyzetgyokvonas definicidja miatt
“ / / At tgx+1>0 és x# %+k-n' (k €Z). Oldjuk meg az egyenlétlenséget
grafikusan! A tgx > —1 egyenl6tlenség jobb oldalanak megfeleld fiigg-

vény: g:R —> R, g(x)=-1, abal oldalnak megfeleld fliggvény:
6.13. abra A 4. b) pé¢lda megolda- T
sahoz. A tgx + 1 > 0 egyenlétlen- f: R\{5+k-7r ke Z} -> R, f(x) =tgx.

ség megoldasa grafikus uton
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A 6.13. abra alapjan a \/tgx+1 kifejezés értelmezési tartomanya:

{—£+k-ﬂSx<£+k-ﬂ|keZ}.
4 2

R, Oldjuk meg! ,

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

g; ) tgx—1=0; d) ctg(x+%}=—\/§;

( (x—4—ﬂ)
83

2. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!

a) sin(2x—37ﬂ) =sinx; b) cos2x—cos (x + %) =0;

a) sin(3x+%)+1=0; b) |Cos(x—7r)‘=

e) cos(x+37ﬂ]‘sin3x=0; f) cos’ 2x—%=0; g) =1 h) ctgdx—-2=0.

c) tg(2x+§J=—tgx; d) ctg(—x+%)=—ctg3x.

3. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) 2sin’ x +3sin(-x)+1=0; b) coszxz—gsinx+2;
c) 2tgx—3ctgx =—1; d) sinx-tgx =2.

4. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenlétlenségeket!

a) sinxﬁ—g; b) 2cosx—1<0; c) tg2x<x/§; d) ctg7x>1.

yaExponencialisiesilogaritmusosiegyenieteky
egyenletrendszerek

oo .
Ve SEe\E

E
=
g
E
(v

[(US

&

-

A természetben szamos folyamat leirdsa exponencialis fliggvények se-

gitségével torténik. Néhany példa:

W Idealis korilmények kozott (taplalékbdség, ragadozok hianya) kez-
detben exponencialisan ndvekszik sok populacio.

% A joindulati vagy rosszindulatti daganatok (rak) kialakulasakor a
sejtburjanzas exponencialis fliggvénnyel kdzelithetd.

% Egy homogén siiriiségii folyadékon athalado napfénybdl az elnyel6-
do6 energia lefelé haladva exponencialisan csokkend mértéki.

% Radioaktiv bomlaskor a bomlatlan atomok szama exponencialisan
csokken (7.1. abra).

W A vilag népessége exponencialisan novekszik.

7.1. abra Radioaktiv
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N

A sakk feltalalojanak
a monda szerint buza
lett volna a jutalma: az elsd
mez0re egy szemet, ¢s minden
tovabbi mezore kétszer annyi
szemet kellett tenni, mint az
el6zére. Hamar kideriilt, hogy
ennyi buza 2000 év alatt sem
terem a Foldon.

7.2. abra Legenda a sakkrol

o

Minden félbehajtas-
nal a folia vagy papir
vastagsaga a kétszeresére no.
Ha egy otszor félbehajtott fo-
lia vastagsaga 480 um, akkor
kiszamithato, hogy egy réteg
15 wm. Tizszeri Osszehajtas
utdn 15 mm, tovabbi tiz Osz-
szehajtas utan 15,7 m vastag
lesz. Kiilonboz6 mechanikai
tulajdonsagai miatt egy normal
rajzlap vagy irogéppapir sem
hajthat6 6ssze hétnél tobbszor,
még nagy papirfeliilet esetén
sem. Egy ennél vékonyabb
tipust papirt egy amerikai té-
vémusorban (MythBusters) ki-
lencszer sikeriilt félbehajtani.

7.3. abra Hajtogatas

Matematika_12.indb 140

1, udl:ly Oldjuk meg a racionalis szamok halmazén az alab- :
1 egyenleteket! '

L a) V82 =éG] ;b)) 7P 4+14-77 —31-7 =20;

Le) 2571 -5 45 = 1

Megoldas:

a) Az egyenlet alaphalmaza és értelmezési tartomanya a racionalis sza-
mok halmaza. Vegyiik észre, hogy mindkét oldalon 2 hatvanyai sze-
repelnek, és kozottiik a szorzas, az osztas és a hatvanyozas miiveletek
vannak kijelolve! irjuk fel tehat mindkét oldalt 2 hatvanyaként, a tortki-
tevdjl hatvany és a hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval!

8)(—2 — L l -
64\ 4)
3(x—2)
2 2 — 2—6 . 22):’
3(x—2)
2T _ 2—6+2x'
Az exponencialis fliggvény szigoruan monoton tulajdonsaga miatt:
3(x-2
3:=2) _ g, 2x,

3x—6=—12+4x,
x=06.

Ekvivalens egyenletekkel dolgoztunk, igy az eredeti egyenlet egyetlen
megoldasa: x =6.

b) Az egyenlet alaphalmaza és értelmezési tartomanya a racionalis sza-
mok halmaza. Az egyenlet bal oldalan azonos alapti hatvanyok dsszege
szerepel. Azonos alapu hatvanyokat altalaban akkor tudunk 6sszevon-
ni, ha a kitevoik is azonosak. A hatvanyozas azonossagainak felhasz-
nalasaval elérhetd, hogy minden tagban azonos alap azonos kitevdjl
hatvanya szerepeljen:

72 41477 =31.7F =20,

7 -7*+14-%-7*—31~7" =20,
49.7°+2-7" =31-7 =20,
20-7° =20,

7 =7

Az exponencialis fliggvény szigorian monoton tulajdonsaga miatt:
x =0. Az egyenlet megoldasa soran minden atalakitas ekvivalens volt,
igy az eredeti egyenlet egyetlen megoldasa: x = 0.

¢) Az egyenlet alaphalmaza és értelmezési tartomanya a racionalis sza-
mok halmaza. Az egyenlet bal oldalan azonos alapti hatvanyok dsszege
szerepel, igy hasonloképpen jarhatunk el, mint a b) feladatrészben:

2015.07.07.
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25x—1 _ 5x+1 + 5x—3 — 1’

zis-(sz)”—5~5u5i35>‘=1.

Vegyiik észre, hogy a kapott egyenlet 5*-re nézve masodfoka! Vezes-

stink be 0j ismeretlent, legyen y =5"! Az exponencialis fliggvény ér-
tékkészlete a pozitiv valds szamok halmaza, ezért az y >0 feltételnek : 7.4. abra Exponencialis

kell teljesiilni. Ekkor az egyenlet:
1 1
Sy,
25 T s
5-9°—625-y+y =125,
5.7 —624-y-125=0.
Az egyenlet diszkriminansa: D = (—624)2 —4-5-(-125)=626", innen
624 +626 1
==

Vi 0 y = —3 v, =125 adédik. Az y >0 feltétel miatt

1 .
az y, = 3 nem megoldas. Az y, =125 visszahelyettesitésébdl kap-

juk, hogy
125=5",
5 =5"
Az exponencialis fiiggvény szigorian monoton tulajdonsidga miatt
x =3. A kapott értéket ellendrizziik le! Az eredeti egyenlet bal oldala:
257 -5 1597 =625-625+1=1, jobb oldala: 1. Tehat a megoldas:
x=3.

7.5. abra Monoton

2, udldn Oldja meg a valdés szamok halmazan az alabbi

 egyenlétlenségeket!
x* x-12
a)74“52i; b) 2] (2}
32 3 8
Megoldas: y
a) Az egyenlet értelmezési tartoménya a valés szamok halmaza. irjuk y=e
fel mindkét oldalt 2 hatvanyaként!
7 4)c75 > L,
32
x_—5
(22)7 227,
M
2x-10 0 ) ;
27 227
Az x> 2" (D=R) exponencialis fiiggvény (7.6. abra) szigori-

2x-10

7.6. dbraAz x 2" (D =R) ex-
an monoton ndvekvd (az alap 1-nél nagyobb), ezérta 2 7 >27°

ponencialis fliggvény grafikonja
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7.. abra Az x — (%J (D=R)

exponencialis fliggvény grafikon-

ja
= x? +6x—72
4 y
M\(-12,0) 10 (6:0)
0 2 X

7.8. abra A 2. b) példdhoz. Az

X +6x-72<0
megoldasahoz

142
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egyenl6tlenség

egyenldtlenség ekvivalens a —10 > -5 egyenl6tlenséggel. Innen
kapjuk, hogy
2x—-10 > s,
7
2x—-102=-35,
2x>-25,
X2 —E.
2

Tehat a megoldashalmaz: [—?;oo[.

b) Az egyenlet értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza. frjuk

fel mindkét oldalt % hatvanyaként!
[2)x2 (27jx—12
— > J— ,
3 8
5 é 5 \el2
p— > J— N
53

XZ

B

Az XH(gj (D=R) exponencilis fiiggvény (7.7. 4bra) szigo-

ruan monoton csokkend (az alap 1-nél kisebb pozitiv szam), ezért a

x2

2

- —3x+36
( % j S (gj egyenldtlenség ekvivalens az % <-3x+36

egyenldtlenséggel. Ahonnan az x° +6x—72 < 0 masodfoku egyenlét-
lenséget kapjuk. Az @ > 0 miattaz f(x)=x"+6x—-72 (D=R) fiigg-
vény képe pozitiv iranyba nyil6 parabola. A fiiggvény zérushelyeinek
meghatdrozasihoz oldjuk meg az x*+6x-72=0 egyenletet!
Az egyenlet diszkriminansa D=6’ -4-1-(-72) =18, megoldasai

-6£18 . . . .
= — innen az f fliggvény zérushelyei: x, =6 és x, =—12

=

(7.8. 4bra). A megoldashalmaz: |-12;6[.

4o 5o pdli Oldjuk meg az egész szamok halmazan az alabbi
: egyenleteket! '
i a) log; V2x—1+log,/3x+10 =log, 751,

b) log, {10g3 [1+410g5 (x—Z)J} == c) lg’ x~lgx’ =8.
E 2
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Megoldas:
a) A logaritmus és a négyzetgyokvonas definicidja miatt 2x—1>0
és 3x+10>0, igy az egyenlet értelmezési tartomanya a Z'. A lo-

garitmus definiciéja miatt 1=1log,5', igy a logaritmus azonosségai

alapjan az egyenlet logs(\/2x—1\/3x+10)=log5? alakban irha-

t6 fel. A logaritmusfiiggvény szigorian monoton tulajdonsaga miatt: : 7.9 dbra Logarléc

75
V2x—14/3x+1 =?. Innen négyzetre emeléssel és egyenletrende-

zéssel kapjuk a kovetkezé masodfoku egyenletet:
(2x—1)-(3x+10) =225,
6x* +17x-235=0.

~17+
A diszkriminansa: D =17" —4-6-(-235) =777, ¢bb8l x, , = 177

12

. 47 . i .
azaz x;, =5 és x, = v Az x =5 eleme az értelmezési tartomany-

>

. . 4
nak és megoldasa az eredeti egyenletnek is. Az x = —?7 nem eleme az

értelmezési tartomanynak, igy nem megoldas. Tehat az egyenlet meg-
oldéasa az egész szamok halmazan az x = 5.

b) A log, {log3 [1 +4log; (x —2)]} =—1 egyenlet értelmezési tartoma-
2

nyanak meghatarozasa koriilményesebb, mint az egyenlet megoldasa.
Igy ettdl most eltekintiink, helyette a megoldas soran kapott értéket fog-
juk ellendrizni. A logaritmus definicioja alapjan kapjuk, hogy

log, [1+4log, (x—2)]=2.

crer

7.10. dbra Otlet kell a megoldas-
hoz

1+4logs(x-2)=9,
4log, (x—2)=8,
logs (x—2)=2.
Innen a logaritmus definicioja miatt kapjuk, hogy
x—2=25,
x=27.
Ellendrzés: az egyenlet jobb oldala —1, az egyenlet bal oldala

log, {log, [1+4log, (27-2)]| = log, {log, [1+4-2]} =log, {2} =-1.
2 2 2

Tehat az egyenlet megoldasa x =27.

¢) A logaritmus értelmezése alapjan x>0 és x° >0, igy az egyen-
let értelmezési tartomanya a Z*. A hatvany logaritmuséara vonatkozo
azonossag alapjan az egyenlet a lg” x—2lgx =8 egyenlettel ekviva-
lens. A kapott egyenlet Igx-re nézve masodfoki, legyen y=Igx!
Ekkor az egyenlet y*—2y—8=0 alakban irhato fel. Az egyenlet

7.11. abra Keressiik a megoldast!
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diszkrimindnsa: D = (—2)2 —4.1-(-8)=6", ebbdl kapjuk, hogy
2+6

Vo = — azaz y, =—2, y, =4. Innen egyrészt lgx = -2, ahonnan
a logaritmus definicidja szerint x, = 0,01, amely nem eleme az értel-
mezési tartomanynak, tehat nem megoldas. Masrészt 1gx = 4, ahonnan
a logaritmus definicidja szerint x, =10000, amely eleme az értelmezé-
si tartomanynak, €s eleget tesz az eredeti egyenletnek is. Tehat a feladat
megoldasa x =10000.

2000000000000000000000000000000000000

4 pdldkr Oldja meg a valoés szamok halmazan az alabbi

7.12. abra Egyenl6tlenség 3
: egyenldtlenségeket!

: 1
i a) log, (x—4)25; b)log,(4x—2)—log, x <1.
4

Megoldas:
a) A logaritmus definicidja alapjan x—4 > 0, igy az egyenl6tlenség ér-

telmezési tartoméanya a ]4;00[ intervallum. Mivel %= log, (%j * | ezért
2
az egyenl6tlenség log, (x—4)>log, (%jz alakban irhat6 fel. 1-nél ki-
n 4

4

sebb alap esetén a logaritmusfiiggvény szigorian monoton csokkend, igy

1
a log, (x—4) >log, (ij ’ egyenlétlenség ekvivalens az x—4 < (ij ’
4 4

4 1

egyenlétlenséggel. Innen adodik, hogy x—4 < [%) ’ , ebbdl

x—4

IA
Do N~

>

IA

X

7.13. dbra Ez sem egyenldség Ezt egybevetve az egyenl6tlenség értelmezési tartomanyaval a }4;5}

megoldashalmazt kapjuk.
b) A logaritmus definicidja alapjan 4x—2>0 ¢és x >0, igy az egyen-

. , 1 . .
16tlenség értelmezési tartomanya a }5;00[ intervallum. A logaritmus

azonossagai alapjan az egyenl6tlenség log, <log, 3" alakban ir-

hato fel. 1-nél nagyobb alap esetén a logaritmusfiiggvény szigoraan mo-

noton novekvd, igy a log, <log,3' egyenlétlenség ekvivalens a

4x-2

<3 egyenl6tlenséggel. A kapott egyenldtlenséget 0-ra redukal-

juk, majd az ismeretlent tartalmazé oldalt kdzds nevezdére hozzuk:
144
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Mivel xe }E;w[, ezért a tort nevezdje pozitiv. Igy a tort pontosan

akkor nempozitiv, ha a szdmlaloja nempozitiv, azaz x—2 <0. Innen
x <2 adodik. Ezt az egyenldtlenség értelmezési tartomanyaval dssze-

vetve az }%;2} megoldashalmazt kapjuk.

©00000000000000000000000000000000000000000000

= 3, u0dldz  Elhelyeziink a bankban egy bizonyos 0sszeget évi :
i 8%-0s kamatra. Hany évig kell kamatoztatni a pénziinket évenkénti :
| tokésités mellett, hogy a betétben levé pénziink az elhelyezett 6sz- :
i szeg 10-szerese legyen? (Az eredményt egész szamra kerekitve ad- :
- juk meg!)

Megoldas:
Jelolje n az évek szamat, ¢, az elhelyezett Osszeg nagysagat! Mivel
t, =10-1,, ezért az alabbi egyenletet irhatjuk fel:
10-2, =1,-1,08"
10=1,08"
Tekintettel arra, hogy az egyenlet oldalai pozitivak, vehetjilk mindkét

oldal tizes alapu logaritmusat!
1g10=1g1,08";

1=nlgl,08;
1 .
n= ~ 30 év.
1g1,08

Tehat 30 évig kell kamatoztatni a pénziinket ahhoz, hogy a betétben
levo pénziink az elhelyezett 6sszeg 10-szerese legyen.

~ e G,u3lda Az Uvegszalas tavkozlésre gyakorlatban az |
: 1300 nm-es, illetve az 1550 nm-es hullimhosszakat alkalmazzak, :
i az ot talalhato csillapitasi minimumok miatt. Mikozben a fény az
i ivegen athalad, energidja a megtett uttal ardnyosan csokken. Egy !
| z tAvolsig megtétele utan a fény energidja P(z)=F -e **, ahol :

P, a kezdeti energia, az e~ 2,718 (Euler-féle szam vagy Napier- '

allando), és a K allando az tn. csillapitasi tényezd. Mekkora ut meg-
: L 1, ¢
: tétele utan csokken a fény energidja 10%-kal, ha K =0,0027 a? §

(Az eredményt egész km-re kerekitve adjuk meg!)

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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.14. abra A bizonyos 0sszeg

7.15. abra Uvegszalak
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Rendszerezo osszefoglalas

¢ Megoldas:
¢ A feladat szovege szerint P(z)=0,9-F,, amelyet a P(z)=F,-e

—Kz

egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy
059‘Po _ E) .e—0,0027z’
0’9 _ e—0,0027z‘
Vegyiik mindkét oldal tizes alapti logaritmusat!
1g O, 9 — lg e—0,0027z;
120,9 =-0,0027z1ge;
3 1g0,9
©0,00271ge
Tehat 39 km megtétele utan csokken a fény energiaja 10%-kal.

~

7.16. abra A fény energiaja
7. udldz Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket! '
T -3 =22 lgx—lgy=2
) , ; b .
11:7°2 42:3" =13 slgx’ +7lgy* =5

Megoldas:
a) Az egyenletrendszer barmely valos x és y esetén értelmezhetd. Alakit-
suk at az egyenleteket a hatvanyozas azonossagainak alkalmazasaval!

7F 3 =20
11-75242.3" =13 |
75 -27.3" =22

£l

x

Lo o3|
49
Legyen a=7", b=3"! Az exponencialis fliggvény értékkészlete a

pozitiv valos szdmok halmaza, ezért a >0, b>0 feltételeknek kell
teljesiilni. Ekkor az egyenletrendszer

a-27-b=22

1n-Li2.p=13
49

alakban irhato fel.
Az elso egyenletbdl fejezziik ki az a-t: a =27b+22. Ezt a kifejezést
helyettesitsiik be a masodik egyenletbe!

11.M+2b -13,
297b+242 +98b = 637,
395bh =395,
b=1.

Innen a =27-1+22=49. Az exponencialis fliggvény szigorlan mo-
noton tulajdonsadga miatt x =2, y=0. A megoldas soran ekvivalens
atalakitasokat végeztiink, ezért ezek és csak ezek a megoldasok.

7.17. abra Ki vagy Te szép isme-
retlen?
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b) 1. megoldas:

A logaritmus definicioja alapjan x >0 és y > 0. Alkalmazzuk a loga-
ritmus definicigjat és azonossagait!

lgx-lgy=2
5lgdx’ +71gy =5

lgf =1gl0’
y

1g(x9y14) =1g10”’ ‘

A logaritmusfiiggvény szigor monoton tulajdonsaga miatt: 7.18. dbra Uj ismeretlen beveze-

x _10° tése
Y
x9y14 -10°

Az elsé egyenletbdl fejezziik ki az x-et: x =10 y. Ezt a kifejezést he-
lyettesitsiik be a masodik egyenletbe!

(10°y) ' =107,
10%y°y" =107,
yH =107,
y=10"

Innen x =10 adddik. A kapott szampar helyességérdl ellendrzéssel meg-
gy6zodhetiink. Az egyenletrendszer megoldasa: x =10 és y =0,1.

2. megoldas:

A logaritmus definicidja alapjan x >0 és y >0. Alkalmazzuk a loga-
ritmus azonossagait!

Ilgx—Igy=2
513 +71g y? =5
lgx—1gy=2

5-%1gx+7-21gy=—5 ‘

Legyen a=I1gx, b=1gy! A kapott egyenletrendszer elsé egyenleté-
nek mindkét oldalat szorozzuk meg 14-gyel, majd adjuk 6ssze azokat!

a—-b=2
9a+14b=-5|"

14a—14b=28}

7.19. 4bra Azonossag

9a+14b=-5
23a =23,
a=1.

Ekkor b =—1. Innen a logaritmus definicidja alapjan x =10, y =0,1.
Ezek megoldasai az egyenletrendszernek.
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R, Oldjuk meg! ,

1. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!

3-8x
2) %{/3433*2 =(%) . b) 4712271 13.47 = 48;
c) 37 +37 =28; d) 5lg” x—3lgx” =11;
¢) log, (3x+4)—log, V3x—11=1log,3+2;
f) log, {3+log3 [10g2 (x+12)]} =-2.
2

2. Oldjuk meg az alabbi egyenldtlenségeket!

x—6 3x-1
2) i(ij >3 (ﬁj . b) 9 -3 <54
255 8

¢) log, (3x—4)> d) log, (x—2)—log, x>2.
2 2 2
3. 7, éalland6 homérsékletli kdrnyezetben, kezdetben 7, hdmérsékletli anyag ¢ (6ra) id6 milva T ho-

W | N

mérsekletre hill, ezt a folyamatot az in. Newton-féle lehilési torvény 7 =17, + (II) -7 )e’K’ irja le,

1 . ‘ .
ahol K (—j héatbocsatasi tényezd. Allando, 22 °C-os hémérsékletii lakdsban mennyi id8 alatt
ora

,»hiill le” a 85 °C-os kavé 28 °C-ra? (K = 13;, er 2,718)
ora
-1
4. A radioaktiv bomlast az m =m, -27 egyenlet irja le, ahol m a pillanatnyi bomlatlan témeg, m, a

kezdeti tomeg, ¢ az eltelt id6, és T a felezési id6. A “Ra izotopmennyiségének fele 1614 év alatt

bomlik el, azaz a felezési ideje 1614 év.
a) Egy régi fa lelet cm’-enként 9375 *Ra-izotépot tartalmaz. Milyen dreg lehet ez a lelet, ha
ugyanilyen é18 fa 10 000 *;Ra-izotépot tartalmaz cm’-enként?

b) Legalabb mennyi id6 sziikséges ahhoz, hogy egy adott mennyiségnek tobb mint a g-éid része
elbomoljon? 5

5. A fényer8t (I) a fényforrastol d(m) tavolsagban I(d)=1,-a" fiiggvény adja meg, ahol /, a
kezdeti fényerd; ,,a” a kozegtdl fiiggd allando (O <a< 1). Tudjuk, hogy egy helyen egy motorke-

rékparos lampaja még a kodben is észrevehetd, ha ott a fényerd az eredeti fényerejének legalabb a
60%-a. Legfeljebb milyen tavolsagbol lehet latni a motorkerékparost, ha a = 0,947

6. Oldja meg a kovetkezd egyenletrendszereket a valos szamok halmazan!
2°+3 =13 lgx—lgy=-2
a 5 5
5.21-2.3" =4 Slgx* +31g3fy =23
Y _ 2

log, Z- log, —
v x

—2x

4«/x2+3y—3 -0, 57

9)
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8.1. Elemi geometria

%‘r ), udlsl Hogyan szerkesztenénk meg az ABC hegyesszogi
tTharomszog BC oldalanak azt a pontjat, amely :
i a) egyenld tavolsagra van a B és a C csucstol;

i b) egyenld tavolsagra van az 4 és a C csucstol;

i ¢) egyenl6 tavolsagra van az AB és az AC oldal egyenesétol;

i d) a legkdzelebb van az 4 csticshoz?

Megoldas:

8.1. abra Az 1. a) példahoz. A BC
szakasz felezopontja (F)

8.2. dbra Az 1. b) példahoz. Az AC
oldal felezomer6legesének és a BC
oldalnak a metszéspontja (E)

A

8.3. dbra Az 1. c) példahoz.
Az A-nal 1év6 szog szogfelezojé-
nek és a BC oldalnak a metszés-
pontja (D)

8.4. abra Az 1. d) példahoz. Az 4
csucsbol induld magassag talp-
pontja: az A pontbol a BC oldal
egyenesére allitott merdleges és a

BC oldal metszéspontja (P)
Z,u3lds Mekkora az a szog,
:72) amelyik haromszorosa a potszogének (8.8. dbra);
i b) amelyik egyenl6 a mellékszogével; :
i ¢) amelyikhez hozzdadva a szog masfélszeresét, egyenesszoget ka- |
i punk eredményuil? ;

Matematika_12.indb 149

8.5. abra Két ponttol egyenld ta-
volsagra 1évé pontok halmaza a
sikban a szakaszfelez6 merdleges

8.6. abra Két metsz6 egyenestol
egyenlé tavolsagra 1évé pontok
halmaza a sikban a két szogfelezo

8.7. abra Kozépparhuzamos egye-
nes: két parhuzamos egyenestol
egyenld tavolsagra 1évé pontok
halmaza a sikban

2015.07.07. 11:39:54
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e

csucsszogek
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mellékszogek

T

potszdgek

e

8.8. abra Szogparok

Ha egy haromszog két oldala-
nak négyzetdsszege egyenld a
harmadik oldalanak négyzeté-
vel, akkor a haromszog derék-

szogl

8.10. abra A Pitagorasz—tételf

megforditasa

150
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¢ Megoldas:
: a) Jeldljiik a szoget a-val! A potszdge 90°—o. Az dsszefiiggés:

a=3(90°-a) = a=67,5°
¢ b) Egy szoget a mellékszoge 180°-ra egészit ki. A keresett szog 90°.
c) Legyen a keresett szog . Egyenlettel: f+1,58 =180° = f =72°.

d.udlda  a) Bgy egyenld szart haromszog egyik mellékszo- |

i "ge 110°-0s. Mekkorak lehetnek a szogei?

| b) Egy haromszdg szdgeirdl tudjuk, hogy o < B <y. Melyik szdg :

§ melyik oldallal szemkozt van, ha a hiromszog oldalai 20, 17 és 19
| egység hossziak?
: i ¢) Dontsiik el a kovetkezd szamharmasokrol, hogy egy derékszogi :
¢ | haromszog oldalhosszai-e vagy sem (a valaszt indokoljuk): 15, 18 és :
$123:8,156s 17; 6, 15 és 22! 5

Megoldas:

¢ a) A haromszogben egyenld oldalakkal szemben egyenld szogek talal-
¢ hatok (8.9. abra) és megforditva (egyenl6 szogekkel szemben egyenld
oldalak), igy a haromszognek van két egyenld nagysagu szoge. Ugyan-
¢ akkor a bels6 szogek Osszege 180°, és a megadott mellékszog alapjan
az egyik bels6 szog 70°-os. Ez lehet alapon fekvo szog, s akkor a ha-
romszégnek van két 70°-os ¢s egy 40°-0s szdge, vagy lehet szarszog is,
ekkor van egy 70°-os és két 55°-os szoge.

a=bs a=p A a<besa< p

8.9. abra Osszefiiggés a haromszog oldalai és szogei kozott

b) A haromszdgben nagyobb oldallal szemkozt nagyobb szog fekszik és
megforditva (nagyobb szoggel szemkozt nagyobb oldal). Ez alapjan: a 20
¢ egység hosszu oldallal szemkdzt a y sz6g van, a 17 egység hosszu oldallal
szemkozt az o sz0g, a 19 egység hosszu oldallal szemkozt a f szog.

¢) Ha egy haromszog derékszogt, akkor a két rovidebb oldalanak (a be-
fogoinak) négyzetdsszege egyenld a leghosszabb oldal (atfogd) négyze-
¢ tével. Itt 157 +18% =549, de 23° = 529, igy mivel ezek nem egyenldk,
: ezért a Pitagorasz-tétel szerint ez nem derékszogli haromszog.

A Pitagorasz-tétel megforditasa (8.10. abra) szerint ha egy ha-
romsz0g két rovidebb oldalanak négyzetdsszege egyenld a leghosz-
szabb oldalanak négyzetével, akkor a haromszog derékszogi. Itt
8> +15° =289 =177, vagyis a haromszdg derékszogii.

Mielé6tt elkezdenénk az oldalak négyzetosszegét vizsgalni, vegyiik ész-
re, hogy a két rovidebb oldal 6sszege kisebb, mint a leghosszabb oldal,
: igy a hdromszog-egyenlétlenség miatt nincs ilyen haromszog.

2015.07.07.
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. 2, udllr Dontsiik el, melyik igaz az alabbi allitdsok koziil!
:72) Minden haromszog belsejében van olyan pont, amelyik a harom-
| sz0g csucsaitol egyenld tavolsagra van.

i b) Minden haromszog belsejében van olyan pont, amelyik a harom-
i szog oldalegyeneseitdl egyenld tavolsagra van.

i ¢) Minden haromszdgnek van olyan magassagvonala, amelyiknek
 talppontja (a szemkozti oldalegyenessel vett metszéspontja) valame-
i lyik oldal belsd pontja. .
i d) Van olyan haromszog, amelynek a magassagpontja egybeesik a :
: haromszog valamelyik cstcséval. :
i e) A haromszog sulypontja 2:3 aranyban osztja a siilyvonalakat.

Megoldas:

a) A sik barmely harom, nem egy egyenesbe esé pontjahoz talalhato
pontosan egy olyan pont a sikon, amelyik mindharom ponttol egyen-
16 tavolsagra van. Ez azt is jelenti, hogy minden haromszdgnek van
koriilirt kore. De ennek kdzéppontja nem feltétleniil esik a haromszog
belsejébe. Az allitas hamis.

b) Két-két oldalegyenestdl egyenld tavolsagra 1évo pontok halmaza a két
oldalegyenes altal bezart szog(ek) szogfelezdje. A haromszog belso szog-
felez6i egy pontban metszik egymast, ez a hdromszog beirt korének kdzép-
pontja. Ez mindig a haromszog belsejébe esik (8.12. abra). Az allitas igaz.

8.12. 4bra A 4. b) példahoz

c) Igaz: a leghosszabb oldalhoz tartoz6 magassag talppontja mindig a
szemkozti oldalszakasz bels6 pontja. (A leghosszabb oldalon fekvo szo-
gek hegyesszogek 8.13. abra.)

d) Igaz: a derékszogli haromszdg magassagpontja a derékszog cslcsa

(8.14. 4bra). 8.11. abra A 4. a) példahoz. A ha-

romszog koré irt kor kdzépontja
az oldalfelez6 merdlegesek met-
széspontja

C

A | B~74 B

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

8.14. abra A 4. d) példahoz. A haromszog magassagpontja 8.13. abra A 4. ¢) példahoz
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¢ ¢) Hamis. A haromszdg sulypontja 2:1 aranyban osztja a sulyvonalakat,
¢ ¢ ez a pont a stlyvonalaknak a csticstol tavolabbi harmadolopontjaba esik
: (8.15. 4bra).

E 3 " e J.pdlds Mennyi a belsd szogek Osszege abban a sokszog-
2 : | ben, amelynek 65 atloja van? ’
A 3 B Megoldas:
Egy n oldalti sokszognek n(n=3) atléja van (8.16. abra) (n > 3). igy
8.15. 4bra 4. ) példédhoz : (n-3) 2
CS:SF=2:1 ¢ az nnT =65 egyenlet megoldasabol megkaphatjuk n értékét.

n’ -3n-130=0, n, =—10 és n, =13.

: Negativ szdm nem lehet megoldéasa a feladatnak, igy a sokszog 13 ol-
: dali. Belsé szogeinek Osszege (n—2)-180°=(13-2)-180°=1980°
(8.17. abra).

Az n oldalu sokszog atloi-
nak szama:
n- (n - 3)

2 : B L
d.03ldz Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e :

¢ {vagy sem.
: a) Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor a négyszog parale-

8.16. dbra Atlok szima : : logramma, :
: i b) Ha egy négyszog atloi merdlegesek egymasra, akkor a négyszog !
¢ | deltoid. ]

c) Ha egy négyszog két-két szoge egyenld, akkor a négyszog parale-
: : logramma. :
Az n-oldalt sokszog belsd : i d) Ha egy négyszog egyszerre deltoid és téglalap is, akkor négyzet.
szogeinek dsszege: : i e) Minden téglalapnak van két parhuzamos oldala.

(n - 2) -180°. : i f) Nem minden négyzet rombusz.
: g) Van olyan paralelogramma, amelynek atl6i merdlegesek egymasra.

. i h) Van olyan trapéz, amelynek a szérai is parhuzamosak.

8.17. abra Belso szogek Osszege : Megoldas:
: a) Igaz.
: b) Hamis. Ellenpélda: 8.18. abra. Olyan négyszog, amelynek 4tl6i me-
4 : r6legesek egymasra, de nem deltoidok.

o

D :e)lgaz
: f) Hamis. Minden négyzet oldalai egyenldk, igy rombusz.
: g) Igaz. A négyzet.
h) Igaz. A paralelogrammak.

¢ ¢) Hamis. Ellenpélda: a hurtrapéz két-két szomszédos szoge egyenld.
¢ d) Igaz. Az atlojara szimmetrikus téglalap csak négyzet lehet.
-/

/. pili Helyezziik el az alabbi négyszogeket a 8.20. dbra :
@ : i halmazainak megfeleld rekeszeibe! Melyik részbe nem keriilhet
8.18. abra A 6. b) példihoz : | semmilyen négyszog? '
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Trapézok
Deltoidok

teglalapo

8.19. abra Gorbe vonalu négy-
szog kartyan

8.20. abra A 7. példa halmazai
Megoldas:
Trapézok

Deltoidok

Téglalapok

8.21. 4bra A megoldas

8.22. abra Thalész-tétel

A trapézok ¢€s deltoidok halmazanak metszetébe csak paralelogrammak
tartoznak. Tehat a satirozott rész iires halmaz.

Aopalds Egy 3,7 cm sugaru kor P pontja a kor AB atmér6-
i Jének A végpontjatol 2,4 cm-re van. Milyen messze van a P pont az :
| atmérd B végpontjatol? '
Megoldas:
A Thalész-tétel (8.22. abra) szerint az APB£ = 90°. Igy az APB derék-
szogl haromszogre alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt.

AB=17,4cm, AP =2,4 cm

AP? + PB* = AR’
PB=NAB - AP =\1,4 -2.4
PB =17 (cm).

A

)
\_/

8.23. dbra APB =?
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‘Rendszerezo osszefoglalas

8 odibives B S 4

1. Egy téglalap oldalainak hossza 12 cm és 18 cm. Hogyan szerkesztenénk meg a téglalap hatarold
vonalanak azokat a pontjait, amelyek az egyik atlo végpontjaitdl egyenld tavolsagra vannak? Sza-
mitsuk ki, mekkora ez a tdvolsag!

2. Egy derékszogii haromszog befogdinak hossza 36 cm és 48 cm. Szamitsuk ki a haromszdg magassaga-
inak és stilyvonalainak a hosszat, valamint a haromszog koré és a haromszogbe irhato kordk sugarat!
Mekkora tavolsagra van a haromszdg sulypontja a magassagpontjatol?

3. Egy konvex sokszdgnek 18-cal tobb atldja van, mint oldala. Mennyi a bels6 szogeinek Osszege?
Mennyi a kiilsé szogeinek osszege?
Mekkora annak a valdszintisége, hogy ha a sokszog két csticsat véletlenszertien kivalasztjuk, akkor
azokat atlo koti 0ssze?

4. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis!
A) Ha egy haromszog szogei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a haromszog hegyesszogi.
B) Ha egy haromszog szogei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a haromszognek van 60°-o0s szoge.
C) Ha egy haromszog szdgei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a haromszog szabalyos.
D) Ha egy négyszog szogei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a négyszognek van 90°-os szoge.
E) Ha egy négyszog szogei szamtani sorozatot alkotnak, akkor a négyszog konvex.

5. Az ABC haromszog korlirt korének kézéppontja a haromszogon kiviil van. Melyek igazak az alab-
bi allitasok koziil?
A) Az ABC haromszog beirt korének kdzéppontja a haromszogon kiviil van.
B) Az ABC haromszdg magassagpontja a haromszogon kiviil van.
C) Az ABC haromszog oldalfelezé merdlegesei a haromszogon beliil metszik egymast.
D) Az ABC haromszog kozépvonalai tompaszogii haromszoget alkotnak.
E) Van olyan pont az ABC haromszog belsejében, amelyik mindhdrom cstcstol egyenld tavolsagra
van.

6. a) Hogyan aranylik egymashoz a szabalyos haromszog beirt korének sugara, koriilirt korének suga-
ra és a sulyvonala?
b) Hogyan aranylik egymashoz a beirt kor sugara, a koriilirt kor sugara és az atfogdhoz tartozo
sulyvonal abban a derékszogii haromszogben, amelynek van egy 30°-os szoge?

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

8.2. Geometriai transzformaciok

A geometriai transzformdcio olyan fliggvény, melynek értelmezési tar-
tomanya és képhalmaza is ponthalmaz. Egy P ponthoz a fiiggvény altal
hozzarendelt pontot a P képének nevezziik, és P'-vel szoktuk jel6lni.

Kozépiskolai tanulmanyaink soran kiilondsen fontosak voltak az
egybevagosagi és a hasonlosagi transzformaciok. Az alabbiakban né-
hany példan keresztiil felelevenitjiik az ebben a témakorben szerzett
ismereteinket.

Egybevagodsagi transzformaciok a sikon:

8.24. 4bra Transzformacié ¢ widentitas (van 3, nem egy egyenesre illeszkedd fixpontja)
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W tengelyes tiikrozés (van 2 fixpontja, és nincs 3 olyan fixpontja, amely
nem egy egyenesre illeszkedik)
W pont koriili forgatas (pontosan 1 fixpontja van)
(A kozéppontos tiikkrozés specialis pont koriili forgatas.)
W eltolas (nincs fixpontja)

b lopsldy Az 4BC haromszég a oldalan fekvd szogeinek
i nagysdga: 40°,80°. A haromszg magassigpontjinak az a oldal |
i egyenesére vonatkozo tiikorképe: M'. '
i a) Hatarozzuk meg az ABM'C négyszog belsd szogeit!
i b) Az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?

(1) Az MBM'C négyszog rombusz.

(2) Az MBM'C négyszog deltoid.

(3) Az ABM' haromszog egyenlészar.

Megoldas:
a) A haromszog hianyzo6 szogének nagysaga a haromszog belsd szo-
geinek Osszegére vonatkozo Osszefiiggés alapjan 60°. A haromszog
magassagpontja a magassagvonalak kdzos pontja. Készitsiink abrat, és
hasznaljuk annak jel6léseit (8.25. abra)!
Az AT MT, négyszdg belsé szdgeire vonatkozé tétel alapjan

T,MT £ =360°-90°-60°-90°=120°. A T,MT X ¢és a BMCX
csticsszogek, tehat BMCA =T, MT, £ =120°. A haromszog bels6 szo-
geinek Osszege 180°, igy a BC7, haromszogben a CBT, £ =10° a
BCT, haromszogben a T,CBX =50°. A tengelyes tiikrozés szogtarto
tulajdonsaga miatt: M'BCx =10°, BCM'X =50° és CM'BL =120°.
Innen az ABM'C négyszog belsd szogei rendre: 60°, 50°, 120° és
130°.
b) Az 8.25. abra alapjan az (1) alatti allitas hamis, a (2) alatti allitas
igaz. Mivel az ABT, derékszogli haromszogben BAT, X =50° és
MBAX =50°, igy az ABM' haromszog egyenl6szara. Tehat a (3)
alatti allitas igaz.

8.25. abra Az 1. példa megolda-
sahoz

4, uildy  Hany szimmetriatengelye van, és hany kiilonb6z6
i hosszusagh 4tldja van egy
i a) egyenl6szart haromszognek,
' b) téglalapnak,
i ¢) rombusznak,
i d) szabalyos kilencszognek,
i €) szabalyos szazszognek?

8.26. abra Hopelyhek

Megoldas:
Az a), b), ¢) részek megoldasa az 8.27. abran lathato.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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8.28. abra A szabalyos kilencszog
egy csucsabol huizhato atlok

y:(x+12—
y
(+19) 1049
Z ’
0
y=—(x+1)] ¥9
(419)

8.29. abra A 3. példa megoldasa-
hoz

Y -9
——(x=17+9
X

156
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-1 szimmetriatengely, - 2 szimmetriatengely, « 2 szimmetriatengely
ha nem szabélyos a haromszdg ha nem négyzet + 2 killénb6zé hosszusagu atlo,
«nincs atlo + 2 egyenlé hosszlisagu &tlo ha nem négyzet

8.27. abra A 2. a)-c) példahoz

Mivel egy szabalyos n-szognek n darab szimmetriatengelye van, ezért a
szabalyos kilencszognek 9, a szabalyos szazszognek pedig 100. A sza-
balyos n-szogek forgasszimmetrikusak, ezért elegendd az egy csucsbol
kiindulo atlok hosszisagait vizsgalnunk. A szabalyos kilencszog egy
csticsabol 6 atlo huzhato, ezek kozott 3-3 egymas tiikorképe (8.28.
abra), igy ezek paronként egyenld hosszusaguak. Tehat egy szabalyos
kilencszognek 3 kiilonbozé hosszusagh atloja van. A szabalyos szaz-
sz0g egy cslicsabol 97 atlo hiuzhato, ezek kozott 48—48 egymas tiikor-
képe a csticsbol a szemkdzti csucsba hiizott atlora, igy ezek paronként
egyenld hosszisaguiak. Tehat egy szabalyos szazszognek 48+1=49
kiilonbdzo hosszusagh atloja van.

i, udlldlr Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazén értel-
- ezett g fliggvény hozzarendelési utasitasat képlettel, ha a g fiigg- :
. vény grafikonjat Gigy kaptuk, hogy az f(x)=—x"+2x+8 fiiggvény |
. grafikonjat (D, =R) tiikroztiik i
i a) az origora,
| b) az y tengelyre?

Megoldas:
Az f fiiggvény hozzarendelési szabalyat teljes négyzetté kiegészités-
sel az f(x)= —(x—l)2 +9 alakra hozhatjuk. Az f fiiggvény grafi-
konja negativ iranyba nyild parabola, amelynek tengelypontja: (1;9)
(8.29. abra).
a) Az ffuggvény grafikonjanak az origora vonatkozo tiikorképe pozitiv
iranyba nyilo parabola, tengelypontja (—1;—9). Megoldas:

g(x)= (x+1)2 -9 (D, =R).
b) Az ffiiggvény grafikonjanak az y tengelyre vonatkozo tiikkorképe ne-
gativ iranyba nyil6 parabola, tengelypontja (—1;9). Megoldas:

h(x)=—(x+1)'+9 (D, =R).
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~ e A udldr Az ABC haromszog a = 6 m oldalan fekvé szoge- |
i Inek nagysaga: 40°, 80°. A haromszog beirt korének kozéppontjat :
i tilkroztiikk a haromszog oldalainak felezOpontjaira. E harom pont a
\ haromszog csticsaival egyiitt egy konvex hatszoget alkot.
i a) Mekkorak a hatszog szogei?
i b) Hany négyzetméter a hatszog teriilete?

Megoldas:

a) A haromszog hianyzo6 szogének nagysaga a haromszog belsé szoge-
inek Osszegére vonatkozo Osszefliggés alapjan 60°. A haromszog beirt
korének kdzéppontja a belsé szogfelezk kdzos pontja. Készitsiink ab-
rat és hasznaljuk annak jel6léseit (8.33. abra)!

8.30. abra Mandelbrot-halmaz
(tengelyesen szimmetrikus)

8.31. abra Mandelbrot-halmaz
mas szinezéssel

8.33. abra A 4. példa megoldasahoz

Az OBC haromszogben a BOC K =180°—20°—-40°=120°, COA ha-
romszogben COAX =110° és AOB haromszogben AOBx =130°.
A kozéppontos tiikrozés szogtartd tulajdonsaga miatt
CPBX =BOCX =120°, AQCX =COAX =110°,
BRAX = AOBX =130°, PBCX =BCOX =40°,
QACKX =0CAX =40°, ACOX =CAOX =30°,

Pont kortili forgatas:
Adott O, a. Ha P=0, ak-

kor P'=0.
OABX = RBAX =30°, BARX = ABOX =20° és Egyébként: PO=PO és
BCP£ = CBOX =20°. POP'X =a.

Innen a kapott hatszog belsé szogeinek nagysaga: QARX =120°,
ARBX =130°, RBPX =110°, BPCx =120°, PCQX =130° ¢és
COAx =110°.

8.32. abra Pont koriili forgatas

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

157

Matematika_12.indb 157 2015.07.07. 11:40:15



. - £ 77 ee 4
rRendszerezoosszefoglalas
/ * P N N N L. L L s, ATy

b) A kdzéppontos tiikkrozés miatt
& ol Ll ioggeiey i BOCA = CPBA, COAA= AQCA és AOBA = BRAA.
lajdonsagai: egybevagdsagi

transzformacio; irdnyitastar- i 6% -sin 40° - sin 80°
to; egy fixpont (O). Igy nalszﬁg =2-Type =2 2 -sin60° ~26,31 (m2 )

h 3. udldn  Egy téglalap atloinak hajlasszoge 30°, az atlok

8.34. abra Tulajdonsagok ossza 20 cm. A téglalapot az 4tlok metszéspontja koriil 30° nagysa- |
i gt szoggel elforgatjuk és megjeldljiik az eredeti téglalap és az elfor- !
gataskor kapott téglalap oldalainak metszéspontjait (ha 1éteznek).
i a) Milyen sokszoget hatdroznak meg ezek a metszéspontok?

i b) Mekkorak ennek a sokszognek a szogei, oldalai?

Megoldas:

a) Készitsiink abrat (8.37. abra)! A téglalap atloinak hossza egyenlo,
¢és az atlok hajlasszogének nagysaga egyenld a forgatas szogével, a
pont koriili forgatas definicidja miatt B'=C és D'= A. Az eredeti
téglalap és az elforgataskor kapott téglalap oldalainak metszéspontjai
a CEAG négyszoget hatarozzak meg. A téglalap szemben levé olda-
lai parhuzamosak, igy a CEAG négyszdg paralelogramma. Mivel az
AOB egyenlészarti haromszognek a BOCX =30° kiilsé szdge, ezért
GAOX =15°. Hasonloan adodik, hogy OAE X =15°. A fentiek miatt a
CEAG négyszdg rombusz.

o
8.35. 4bra Forgatas ’ E 300\ B =C
I
10cm __.--""/ S
ERR
P 1]
D'=A G 8
0

8.37. abra Az 5. példa megoldasahoz

b) A CEAG rombusz bels6 szogeinek nagysaga: 30°, 150°. Az AGO de-
rékszogli haromszogben a koszinusz szogfiiggvény definicidja alapjan:
10 10

G= ~ ~10,35 (cm).
cosl5°  0,9659

A CEAG rombusz oldalainak hossza kozelitéleg 10,35 cm.

8.36. abra ,Forgasszimmetria”
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Eltolas:
Adott egy vektor: v Minden P
pontnak olyan P’ pont legyen

a képe, amelyre PP'= 7!

b 2 pdldhl A valds szamok halmazin értelmezett g fiigg- |
i vény grafikonjat ugy kaptuk, hogy az f fliggvény grafikonjat :
. (D, =R) az e vektorral eltoltuk (8.38. dbra).
ta) Adjuk meg az é vektor koordinatait, ha f(x)=-x" és
g(x) = —(x+3)2 +4!
b) Hatarozzuk meg a g fliggvény hozzarendelési utasitasat képlettel,

ha f(x)= %|x és e(2;-3)!

8.38. abra Eltolas

Az eltolas tulajdonsagai:
egybevagosagi transzforma-
cio; iranyitastartd; nincs fix-
pont; barmely egyenes ¢és
képe parhuzamos.

Megoldas:
Készitsiink abrat!
a) Az 8.39. dbra alapjan a megoldas: e(-3;4).

. , 1
b) Az 8.40. 4bra alapjén a megoldas: g(x)= E|x -2|-3 (D, =R). -I
8.41. abra Tulajdonsagok
VA
y=—(x+ 3)2 +4
1
6(-3,4 y=5l
> 1
X >
— _y2 =
y=-x o INe@ -3
y= E|x -2/-3
8.42. abra Modell
8.39. abra A 6. a) példahoz 8.40. abra A 6. b) példahoz

Hasonldsagi transzformaciok Ko6zéppontos hasonlosag:

adott O és A #0.
OP'=|2|OP, P'€1(OP), ha
2>0, O¢ PP, egyébként

A hasonlosag egyik leggyakoribb alkalmazasa a modellek, makettek
készitése. A mérnoki tervezéskor a nagyon nagy vagy nagyon kicsi dol-
gok hétkdznapi méretli modelljei segitenek elképzelni a targyak alakjat,

tulajdonsagait. OePP'.
A modelleken végzett tesztek eredményei alapjan alakitjak ki pél- _—
daul a repiildgépek, autdk alakjat (kis 1égellenallasi tényezo). o

8.43. abra Kozéppontos hason-
losag

: , o 2 - 5
i fel a k kornek az origobol valo 3 aranyu kdzéppontos hasonlosaggal :
DA kozéppontos hasonlosag tu-
lajdonsagai: aranytarto; szog-
tartd; iranyitastartd; barmely
egyenes és képe parhuzamos.

B2

8.44. abra Tulajdonsagok

kapott képének egyenletét!
Megoldas:
A kor minden P pontja r tavolsagra van a kor C kdzéppontjatol, a ko-
zéppontos hasonldsag aranytartdé tulajdonsaga miatt mindegyik pont

2
P' képe gr tavolsagban lesz a kozéppont C' képétdl. Tehat a kor
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pontjainak képe illeszkedik egy C' kozépponth r'= %r sugaru k' kor-
re (8.45. abra). El16szor hatarozzuk meg a k kor C kdzéppontjanak koor-
: dinatait, sugaranak nagysagat!
A kor egyenlete: x>+ +12x -6y =36,

X i (x+6)" +(y-3)" =8l
SR Ahonnan C(—6;3) ¢és r=9. A C pont képe az OC szakasz C-hez ko-

zelebbi harmadolépontja. A harmadoldpont koordinataira vonatkozo

2:(-6)+1-0 2. .
osszefliggés alapjan C'[ ( 3) ;2 3;1 OJ, azaz C'(—4;2) és

0)5 (0;0)

8.45. dbra A 7. példahoz

B

cr'= 3 r = 6. Innen a k kor k' képének egyenlete:

(x+4) +(y-2)" =36.

. 4, udly  Egy forgasktipot az alaplapjaval parhuzamos si-
i kokkal 3 részre osztottunk. A keletkezd térrészek térfogatainak ard-
i nya 8:19:37 (kis kup, csonka kup, csonka kiip), a kip magassaga 20 !
: i cm. Milyen tdvolsagban vannak a metszé sikok az alaplapt6l? '

fl;:lz& abra A 8. példa megoldasa- . Megoldas:

¢ Készitsiink abrat (8.46. abra)!

A T teriiletli alaplappal parhuzamos sikok az eredeti forgaskupbol a T,

Hasonlé sikidomok teriilets- alapteru’let’u, m, ’magass’agu (V’l tertrfogatu), 1lle'tve , alapteriileti, m,
¢ magassagu (V, térfogatu) forgaskupokat metszik le. A keletkezett for-

nek ardnya egyenldé a hason- : . L . ,
16s4g aréi]lyénga{( négyzetével. gaskupok hasonldak az eredeti forgaskuphoz, mert az O kdézépponta

5 iné . m . m AT Lo
H?SODIO ) RS ,felszmenek ¢ A =—, illetve A, =—= aranyt kdzéppontos hasonlosagi transzfor-
(térfogatanak) aranya egyen- : m m
16 a hasonlosag aranyanak : m4cid az eredeti forgaskiipot a keletkezett kiipokba viszi 4t. Jeldlje V

négyzetével (kobével). : az adott forgaskup térfogatanak nagysagat! A feladat feltétele alapjan
a keletkezd kupok térfogatainak aranya V, :V =8:64 (8.47. abra) és

L V,:V =27:64. Mivel hasonlo testek megfelelé szakaszainak ardnya

8.47. abra Hasonl6 ponthalmazok megegyezik a hasonlésag aranyaval, és hasonld testek térfogatainak
mértékei . . f s w1 s , 1.7 &
aranya egyenld a hasonldsag aranyanak a kobével, igy m, :m=1:2 és

m, :m=3:4. Innen m, =10cm, m, =15cm adoddik. Tehat a metszd
sikok az alaplaptol 10 cm, illetve 5 cm tavolsagban vannak.

. 2, udldn  Egyiptomban a kereskeddk az odalatogato turistak-
nak emléktargy gyanant olyan piramis alaka gyertyakat (négyoldalu
: i szabalyos gulakat) kinalnak, amelyek a Kheopsz piramis 1:1500 ara- |
P nyu masai. A Kheopsz piramis magassaga kozelitleg 138 m, alapéle
} 228 m. :
: a) Mekkora egy gyertya alapéle, oldaléle? :
: i b) A piramis palastjanak tertilete hanyszor akkora, mint egymillio :

8.48. abra Szabal cgyoldalu ¢ 210z .
gtila abra Szabalyos negyoldai ¢ | gyertya palastjanak teriilete?

B C
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Megoldas: . .
g Hasonlosagi transzformacio:

egy egybevagosagi transzfor-
macio és egy kozéppontos ha-
sonléség egymasutanja.

a) A feladat feltétele alapjan a hasonlosag aranya A = ﬁ Mivel ha-

sonlo testek megfeleld szakaszainak aranya egyenld a hasonlosag ara-

nyéval, igy a gyertya alapéle, magassaga: a' = la = % m=15,2 cm

-
L:.:_
8.49. abra Hasonlosagi transzfor-
macio

és m'=Am=9,2 cm. Az oldalél hosszanak meghatarozasahoz készit-
siink abrat (8.48. abra)!

A DFE derékszogl haromszog egyik befogoja a glila magassaga, a
masik befogoja az ABCD négyzet fél atlja és atfogodja a gla oldaléle.
Erre a haromszogre alkalmazva a Pitagorasz-tételt:

A hasonlosagi transzforma-
cid egyenestartd; szogtarto;
aranytarto.

2

8.50. abra Tulajdonsagai

b?* =m" +(afJ , innen b’ ~ 14,15 cm.

b) Hasonl6 sikidomok teriiletének aranya egyenl6 a hasonlosag aranya-
nak négyzetével. Igy egy gyertya egy oldallapjanak teriilete és a piramis : Két ponthalmaz hasonld, ha
van olyan hasonlosagi transz-

2
. . . 1
egy oldallapjanak teriilete ugy aranylik egyméshoz, mint A* = (—J . ¢ formécio, amely az egyiket a

1500 masikba atviszi.
o . 1 1500° ‘
Innen a piramis palastjanak teriilete 5 = — =2,25-szor ak- § [l
10°2% 10 Roess
kora, mint egymillio gyertya palastjanak teriilete. 8.51. abra Ponthalmazok hason-
l6saga
) Oldjuk meg! ,

1. Hany 4tloja van annak a szabalyos sokszognek, amelynek pontosan
26 szimmetriatengelye van?

2. Egy négyzet oldalanak harmadolopontjait sszekotottiik a 8.52. ab-
ran lathaté modon. Igaz-e, hogy az igy kapott két négyszog kozos
részeként kapott nyolcszog szabalyos?

3. Tiikrozziink egy szabalyos haromszoget a kozéppontjara! Milyen
sikidom az eredeti és a képharomszog k6z0s része, és hanyad része
a teriilete az eredeti haromszog teriiletének?

4. Az A(8;—4), B(0;12) és C(—4;0) pontok altal meghatarozott harom-

szO6gon hajtsunk végre egy origd kdzéppontia A = 3 aranyu k6-  g52. abra A 2. feladat abréja

zéppontos hasonlésagot! Mik lesznek a képként kapott hdromszog
csucsai? Hanyadrésze a képharomszog teriilete az eredeti hdromszdg teriiletének?

5. Adjuk meg a valos szamok halmazan értelmezett g fliggvény hozzarendelési utasitasat képlettel! A g
figgvény grafikonjat ugy kaptuk, hogy az 1 (x) =x" —6x+5 valds fiiggvény grafikonjat tiikroztiik
a) az origora, b) az y tengelyre, c) az x tengelyre.

6. Egy szabalyos négyoldali ghlat az alaplappal parhuzamos sikkal két egyenld térfogata részre va-
gunk. Hogy aranylik egymashoz a két test magassaga?

7. Egy trapéz alapjainak hossza 15 cm és 7 cm. Milyen aranyban osztjak egymast két részre az atloi?
Milyen aranyban osztja két részre az atlok metszéspontja a rajta &tmend magassagot, illetve a rajta
atmend alapokkal parhuzamos egyenesnek a trapézba es6 szakaszat?
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9.1. abra Hegyesszogek szog-

fiiggvényei
B
B
a c
90°
c™p A
9.2. dbra Az 1. a) példa megolda-
sahoz
4 = 7732
a=c-sina c
90°
() A
b=c-cosa

9.3. abra Az 1. b) példa megolda-
sahoz
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A haromszogek oldalai és szogei kozotti 0sszefiiggésekkel a matemati-
ka egyik aga, a trigonometria foglalkozik. Az aldbbi feladatok segitsé-
gével attekintjiik az ebben a témakorben megszerzett ismereteinket.

%‘— i, pdl:kr Valamely derékszogi haromszog keriilete 90 cm,

: : a g Ao 7 , 9 G 5
i az egyik befogd ¢és az atfogd hosszanak aranya —. Hatarozzuk :
i 41 E
| meg

i a) a haromszog szogeinek nagysagat!

i b) a hdromszog oldalainak hosszat!

i ) a haromszog koré irt korének sugarat!

Megoldas:
a) A feladat feltétele és a hegyesszogek koszinuszanak definicidja (9.1.

abra) miatt cosa = il’ ahonnan «a =~ 77,32° adédik. A f=90°—«

Osszefiiggésbol kapjuk, hogy S ~12,68° (9.2. abra). Tehat a harom-
sz0g szogeinek nagysaga: 12,68°, 77,32° és 90°.
b) 1. megoldas:
A hegyesszogek szinuszanak és koszinuszanak definicioja alapjan
a=c-sina, b=c-cosa egyenlségek irhatok fel (9.3. 4bra). fgy a
haromszog keriiletébol:
c+c-sin77,32°+c-cos77,32° =90,
¢(1+0,9756+0,2195) = 90,
c=4l.

Innen a=c-sin77,32°~40cm, b=c-cosa 9 cm addodik. Tehat a
haromszog oldalainak nagysaga: 9 cm, 40 cm, 41 cm.
2. megoldas:

Az o hegyesszog szinusza a sino =+/1—cos’a azonossag alapjan

egyenld % -del. Innen a kertilet felirasabol

c+tc-—+c-—=90,
41 41
c-%:90,
41
c=41.

Ebbdl pedig b =9 cm, a =40 cm adodik.
¢) A Thalész-tétel megforditasa értelmében a derékszogii haromszog

koré irt korének sugara: R = % =20,5 cm.
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':_: 2, paldy Egy 1489 m magas hegycsucsrol egy 1éghajé
15,26°-0s emelkedési szogben, mig a Iéghajonak a hegy melletti to- :
: ban levé titkorképe 63,74°-0s depresszioszogben latszik. :
i a) Milyen magasan van a léghajo a t6 viztiikre felett?

i b) Milyen tavol van a léghajé (Iégvonalban) a hegycstcstol?

Megoldas:

a) Készitsiink abrat az adatok feltiintetésével és hasznaljuk a jeldléseit
(9.5. abra)! Az ABC és az A'BC derékszogli haromszogekben a tan-
gens szogfliiggvény definicidja szerint:

a5, 260 - X148
y

g 63,740 = 1489
y

Osszuk el a két egyenletet egymassal, majd a kapott egyenletbdl fejez-
ziik ki az x-et!

tg15,26° x—1489
1963,74° %1149 9.4. dbra Léghai6
(x+1489)-tg15,26° = (x—1489)- tg 63,74°,
x-1g15,26°+1489-tg15,26° = x-tg 63,74° — 1489 - tg 63, 74°,
1489 (tg15,26° + tg 63,74°) = x-(tg 63, 74° — tg15,26°),
1489-(tg15,26°+tg 63,74°)
T (63,74°—1g15,26°

Tehat a 1éghajo 1952,18 méter magasan van a t6 viztiikre felett.

~1952,18 m.

b) Az ABC derékszdgli haromszogekben a szinusz szogfiiggvény defi- Léghaj6
nicidja szerint: Megfigyeld 5 c A
sin15,26° = 21489, i
c
_ 1489 m AD =
_ 19521871389 105081 m. :
sinl5,26° 6
Tehat a léghajé és a hegycsics tavolsaga légvonalban 1759,81 méter.  : |\ (D
B = 15,26° AC
= e 3, uodlda Anna vasarolt két tiveggolyot. Mekkora nyilasszo- : AC=x—1489
- gli forgaskupba helyezhet8k el az iiveggolyok ugy, hogy a golyok :: AC=x+1489
i egymast és a kip paldstjat is érintsék, ha a golyok atmérdi 2 cm és "
8 cm? 9.5. abra A 2. példa megoldasédhoz

Megoldas:

A térgeometriai feladatok megoldasakor megfeleld sikmetszeteket és
azokban derékszogli haromszdgeket keresiink. Ezek segitségével hata-
rozzuk meg a keresett szakaszokat, szogeket. Ennél a feladatnal egy, a
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kuip csucsat és a gombok kozéppontjait tartalmazo sikmetszettel dolgo-

zunk. fgy a példa feltételei miatt két egymast kiviilrol érinté kor kozos

kiils6 érintdinek hajlasszoget keressiik. Készitsiink abrat! Az abra ké-

szitésekor hasznaljuk fel, hogy:

W az érintd merdleges az érintési pontba hiizott sugarra,

W két egymast kiviilrél érintd kor esetén a kozéppontok tavolsaga
egyenld a sugarak 0sszegével,

% akup cstlicsa és a gdmbok kozéppontjai egy egyenesre illeszkednek,
¢és az abra szimmetrikus erre az egyenesre (9.7. abra).

9.6. abra Uveggolyok

9.7. abra A 3. példa megoldasahoz

Az ABC derékszogl haromszog A, B csucsa a korok (gombok) kozép-

pontjai, a C cstcs pedig a D pont E4 vektort parhuzamos eltolassal
kapott képe. A fentiek miatt, az ABC derékszogli haromszogben a he-

. . , L, , .o 3
gyesszogek szinuszanak definicidja értelmében: smz =§’ ahonnan

% ~36,87°. Tehat a kup nyilasszoge: o ~ 73,74°.

4 udldy  Bgy satortetds haz padlasterének alapja olyan tég- :
alap, amelynek oldalhosszisagai 12 m és 16 m. Az alap 16 m-es ol-
i daléra illeszkedd tetésikok a vizszintessel 50°-0s szoget zarnak be. |
\ a) Hany darab cserép sziikséges a tetéfedéshez, ha egy cserép |
1 0,075 m’ teriiletet fed le, és az elméletileg szamitott cserépszamot :
i gyakorlati okokbol 10%-kal meg kell novelni? :
! b) Hany m’ a padléstér térfogata?

i (Az eredményeket egészre kerekitve adjuk meg!)

9.8. abra A satortet0s haz
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Megoldas:

A satortetd egy egyenl6szara haromszog alapu egyenes hasab. Készit-
stink abrat, és hasznaljuk a jel6léseit (9.9. abra)!

a) A befedend®¢ teriilet nagysaganak meghatarozasahoz ki kell szamol-
ni a b oldal hosszat. A CAG derékszogli haromszogben a hegyesszo-

gek koszinuszanak definicidja értelmében: cosSO°:%, ahonnan

b= 6 ~ 9,33 m. A befedendd teriilet nagysaga:
cos50°

2T epp =2ab=2-9,33-16 = 298,56 m?.

298’556 =3980,8 darab cserép kellene, de gyakorlati okok-

Elméletileg

bol e mennyiség 110%-a, azaz 1,1-szerese kell: 4378,88 darab. Tehat
4379 darab cserép sziikséges.

b) A hasab térfogatanak kiszamitasahoz az alaplapjanak teriiletét és ma-
gassagat kell meghataroznunk. A hasab magassaga egyenld a téglalap a
oldalaval: M =16 m. A hasab alaplapjanak teriilete a trigonometrikus
teriiletképlet alapjan:

7 _BC-AC- smy 12-9,33-sin50°

T, e = > > ~42,88m’. Innen a

alaplap

=T . -M=~636m’.

padlas térfogata egészre kerekitve: V. laplap

padlas

ﬁlggvenyertekelt ha tudjuk, hogy
! 7 9
fa) sina=—; b) ctga =—!
2 25 ) e =g

a) 1. megoldas:
Egy hegyesszog szinusza és koszinusza kozétta sin” o + cos” a = 1 8sz-
szefliggés all fenn. Mivel hegyesszég koszinusza csak pozitiv érték lehet,

ezért cosa =+/1—sin*a = ’ - 25 /226 . Innen az o he-

, sino
gyesszOg tangense, szinusza és koszinusza kozott fennalld tgo =
cosa
7
o 25 7 . .
azonossag miatt tgo = oy a Az o hegyesszog tangense ¢s kotan-
25 24
gense kozott fennalld ctga = P azonossag miatt ctgo = -
go

2. megoldas:

A feladat feltétele és az o hegyesszog szinuszanak definicidja mi-
att az o hegyesszoggel szemkozti befogd hossza 7x, az atfogd hosz-
sza 25x, ahol x>0 teljestil (9.11. &bra). A Pitagorasz-tétel alap-

jan: (7x) +b* = (25x), ahonnan b =24x adodik. Igy az o
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y="50°
a=FC=16m
GC=6m

9.9. abra A 4. példa megoldasahoz

Barmely xeR estén
sin” x +cos’x =1.

Ha xeR \ {k%‘keZ}, ak-

kor tgx = L
ctgx

=

9.10. abra Trigonometrikus 6sz-
szefuiggések

¢ =25x b

B ©
a=7x

9.11. abra Az 5. a) példa megol-
dasahoz

a 0° 30° 45° 60° 90°

sinaa 0 l ﬁ ﬁ 1
22| 2

cosa | ﬁ ﬁ l 0
2 2 2

tgar 0 £ -

3

cga — 3 1 ﬁ 0

3

9.12. abra Nevezetes szogek
szogfiiggvényértékei
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Rendszerezo osszefoglalas

24x 24
hegyesszog szogfiiggvényeinek definicidi szerint: cosa = —— = —,
b-ox C A ; TICBYCSSZOR SZOZTUEEVERY 25x 25
o x 71, 24x 24
‘ tgo=——=—2¢s ctga =——=—.
a=40 24x 24 x 7

9.13. abra Az 5. b) példa megol-
dasahoz

b) 1. megoldas:
Az o hegyesszog kotangense, szinusza €s koszinusza kozott fennalld

cosa . . . .
ctga =———, a sin’ o +cos” o =1 azonossagok és a feladat feltétele

sino
alapjan:
(1) sin® o +cos’ o =1

Ha x e R , akkor sinx (cosx) 9 cosa
az x iranyszogl egységvektor (2 ) E = sina
masodik (els6) koordinataja. 1
=y 3 tgo =
o ( ) & ctga

9.14. 4bra Tetszdleges szogek szi-
nusza (koszinusza)

A (3) alatti egyenletbdl a tgo = ?-et kapjuk. Az (1) és a (2) alatti

egyenletekbdl allo egyenletrendszert kell megoldanunk: az egyik is-
meretleniink a sz0g szinusza, a masik a szog koszinusza. A (2) alatti

egyenletbdl kifejezziik a cosa-t: cosa = 2 sin o, majd behelyettesit-
juk az (1) alatti egyenletbe: 40

. 1 .
sin® a + sino =1,
. 1600
Ha x#—+kn, k eZ, akkor 1681 . ,
2 ——sin‘a =1,
sin x 1600
tgx =
cosx . 1600
sin“a@ =——.
\ 1681

. . . 40
] Innen négyzetgydkvonas utan a sino >0 miatt sina =— adodik,
9.15. abra A tangens definicidja 41

ahonnan azt kapjuk, hogy cosa = 2 sina = e = 2
40 40 41 41

2. megoldas:

Az o hegyesszog kotangensének definicidja és a feladat feltétele miatt
az o hegyesszog melletti befogd hossza 9x, az o hegyesszoggel szem-
kozti befogd hossza 40x, ahol x > 0 teljestil (9.13. abra).

A Pitagorasz-tétel alapjan: (9x)2 +(40x)2 =¢?, ahonnan c=4lx

Ha x=#kn, keZ, akkor

adodik. fgy az o hegyesszog szogfliggvényeinek definicioi szerint:

40x 40 . 40x 40 , 9% 9
=—=— a=——=— és cosaa=— =—.
9% 9 41x 41 41x 41

tga

>

9.16. abra A kotangens definicioja
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% 4, ualesy  Szamologép és tablazat hasznalata nélkiil adjuk sin(7 —x)=sinx,
“meg egyetlen valds szamként az alabbi kifejezések értékét! :

)

COS(27T = x) =cosx,

L 1-2c0590°+sin120° tg(~x)=~tgx,
¢ 1-2¢0890°+sin o o aqzo o
: Fs prrone (3tg210°+4ctg(—225°) + tg(~315°) + 2c0s 300°); e —
i o tg(x+7)=tgx,
i b) (l+cos36°)~(1—sin54°)+c0354°~cos36°-ctg36°+ﬂ. ( )
; ctg 70° ctg(x+m)=ctgx,
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" sin{x+27)=sinx és
Megoldas: cos(x+2m)=cosx,
1—-2c0s90°+sin120° o o o oy _ ¢ ha a kifejezeések értelmezve
8) —— oo (3tg210°+4ctg(-225°) + tg(-315°) +2¢0s300°) = & .-
\/3 (2+\/?_) )(\/g —2) 1 9.17. abra Trigonometrikus azo-
= 1+7 (\/§—4+1+1)=f=—5. nossagok

b) Vegyiik észre, hogy a 36° és az 54°, valamint a 20° és a 70° egymas
potszdgei. Innen a potszogek szogfiiggvényeire vonatkozd azonossa-
gok alapjan (9.18. abra), a kijelolt miiveletek elvégzése €s dsszevonas
utan adodik:

(] - o o o o tg 200

(1+c0836°)-(1—5in54°)+ cos 54°- cos 36°- ctg 36° + ——— =
ctg 70°
cos36° N tg20°
sin36°  tg20°
=1-cos’36°+cos’ 36°+1=2.

Tehat a kifejezés értéke 2.

= (1+¢0836°)-(1—c0s36°)+sin36°-c0s36°

Barmely szog szinusza (koszi-
nusza) egyenlé potszogének
koszinuszaval (szinuszaval).

=

9.18. abra Potszog szinusza és
koszinusza

4. palda Vélasszuk ki az alabbi koordinataparok kéziil azo- :
kat amelyek az i vektorhoz képest —1110°-kal elforgatott egyseg—

 vektor ( ) koordinatait adjak meg!

a) 5[£;1} b) 5[1;—£];

Ha xcR\{Im+ ‘keZ}

2 2 2 2
= \/5 1 akkor tgxzctg[zfx].
) == |3 d) e| cos sin 2
2 2 Ha x+# kn, k€ Z, akkor
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ctgx = tg(Z = xj
Megoldas: 2 )

A szogfiiggvények definicigja alapjan az e eclsd koordinataja:
x, =cos(—1110°), a masodik koordinatdja: y, =sin(-1110°),

B2

9.19. abra A poétszogek tangense,
kotangense

azaz Z(cos(—1110°); sin(—1110°)). A szinuszfiiggvény pératlan, a

koszinuszfliggvény paros, ezért y, =—sinl110° és x, =cos1110°.
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rRendszerezoosszefoglalas
— T et bt et e e et T s B e e

) ) ) ¢ A szinusz- ¢és a koszinuszfliggvények periodusa 360°, ezért
Egy haromszogben a szokasos  : \/3
: T

e o : . 1, , . .
jelolesekkel a=2rsina. ¢y, =-sin30°=—— és x, =cos30°=—. A 30°=— ésa fentiek mi-

- : 2 2 6
att az e koordinatait a ¢) és a d) pontok alatti koordinataparok adjak

¢ meg helyesen.
9.20. abra Egy hasznos tétel :

iyl Az egység sugart kdrbe irt szabalyos hatszog csu- |
s csai rendre: 4, B, C, D, E, F. Hatarozzuk meg az alabbi skalaris
o : | szorzatok értékét! E

-
i

a-b=lal-lBl-cos

[ :ia) AE-DC;  b) DB-CF.
9.21. abra Két vektor skalaris :
szorzata :

Megoldas:
Két vektor akkor és csakis ak- : @) Készitsiink abrat (9.23. dbra)! A skaldris szorzat kiszdmitisahoz meg

kor merdleges egymasra, ha a kell hataroznunk a vektorok abszolut értékeit és hajlasszogiiket. Az ‘E|
skaldris szorzatuk 0. : .

- : egyenld a 120°-o0s kozépponti szoghdz tartozo hiir hosszaval, a |DC‘ pe-

: dig a szabalyos hatszog oldalanak hosszaval. Mivel a KCD haromszog

9.22. abra Vektorok merdleges- :

sége : .

: romszogbelsd szoge, e szoggel szemkozti oldal és akore irtkorének suga-

ra kozotti 6sszefiiggést azt kapjuk, hogy ‘E| =2Rsin120° =+/3. Akét

szabalyos, ezért ‘D—C| =R =1. Az AKE haromszogben alkalmazva a ha-

: vektor hajlasszoge 150°-os. Felhasznalva a coso = —cos(180°—a)
: azonossagot: AE -DC = |E‘ |D—C" -c08150° = —/3 -1 c0s30° = —%

adodik.

b) Az CF vektor egyenese a szabalyos hatszdg egyik szimmetriatenge-
: lye, a B és a D pontok egymas tiikkorképei erre a tengelyre. Tehat DB és

: CF vektorok egymasra merdlegesek, ezért a skalaris szorzatuk 0-val

egyenlo: DB-CF =0.
9.23. abra A 8. példa megoldasa- :

hoz
M e U uildn Egy négyszog csucsai:  4(0;0), B(25-10),
y C(24;7), D(10;10)! Hatérozzuk meg ’
D a) az atlok hajlasszogét, b) a négyszog teriiletét!
(. S
B s g :

5 - > Megoldas: o -
- : a) A négyszdg atlovektorai: e = AC(24;7) és f = DB(15-20) (9.24.
1 : 4bra)! Ekkor az atlok hajlasszoge egyenld az e és 7 vektorok hajlas-

: szogével.
¢ A vektorok hajlasszogét skalaris szorzatuk kétféle felirdsabol

9.24. abra A 9. a) példa megolda- ¢ . .
sahoz )P £ ¢ (9.25. 4bra) hatdrozhatjuk meg az e -f +e,-f, = ‘e‘ ~|f‘-cos<p
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Osszefiiggés alapjan. Behelyettesités el6tt hatarozzuk meg a vektorok
Két vektor skaldris szorzata

egyenlé a megfeleld koordi-
natak szorzatanak osszegével.

-

9.25. abra A skalaris szorzat ko-

hosszait! [¢[=Je} +e] =247 +7° =25 & |f| = 15" +(-20)" =25.

fgy 24-15+7-(-20) =25-25-cos g, ahonnan cosg = 0,352.
A 0°< @ <180° miatt a két atlo hajlasszoge: ¢ ~ 69,39°.
b) A négyszogek teriilletének kiszamitasara vonatkozo Osszefiiggés

alapjan (9.28. abra): ordinatakkal
. f s 25.25.si °
7=°% Jsing = 5:25:5in69,39 ~292,5 teriiletegység.
2 2
ol udll Egy jacht Palermobol (Szicilia szigetérdl) elindul- y
i va észak felé haladt, majd az eredeti haladasi irdnyhoz képest 80°-ot 6l_10 15 e
é k : 1
i nyugat fel¢ fordulva 1,5 éran at 40Tm egyenletes sebességgel foly- : 510 ¢ B
tatta Gitjat. Az indulas utan 2,5 oraval a jacht zatonyra futott. - i X
i a) Mennyi utat kell a mentShajonak megtennie, ha a legrvidebb
i uton kozeliti meg a jachtot, és északnyugati irdnyban kell utnak in- | H 25 B

: ditani Palerméb6l?
i b) Mekkora a jacht atlagsebessége?

10-25 1-20 15-3 10-10
T=208-—— -

9.26. abra Az ABCD négyszog
teriilete a derékszogii koordinata-

Megoldas: rendszerben
Készitsiink abrat a feladat szovege alapjan és hasznaljuk jeldléseit (9.27.
km
abra)! Az elfordulas utan megtett ut a =40—-1,5h =60 km, azel- : )
h északnyugat észak

fordulas sz6ge az ABC haromszog kiils6 szoge: [ =180°—-80°=100°.
A mentbhajo északnyugati iranyban indul, igy o =45°. A hdromszdg

belso szogeinek dsszege 180°, innen a y = 35°. Alkalmazzuk az ABC g
haromszogre a szinusztételt: b 51.n lfs()o ! Innen b ~83,56 km. Te- ¢
sin

hat a mentéhajonak 83,56 km-t kell megtennie. o=ty )
b) A jacht atlagsebességének meghatarozasahoz ki kell szamitanunk az f - ;580 - 80°=100 Palerrﬂo
elfordulas el6tt megtett utat. Alkalmazzuk ismét az ABC haromszogre a km

. a=40-—-15h=60km
. i ¢ sin35° . , . i
szinusztételt: — = — ! Innen ¢ = 48,67 km. A jacht atlagsebessé-

60 sin45°

Osszesut  60+48,67 _ 433471%1-

9.27. abra A 10. példa megolda-
sahoz

gel v=— P
osszes 1d6 2,5

\N:;J/ 1 pilel Egy cég logoja egy 35 mm, 43 mm és 48 mm ol-
: dalhosszisagh hiromszog. Készitésekor a haromszog csticsai koriil :
i egymast érinté koroket rajzolnak. A korok haromszogbe es6 kor-
i cikkeit a kék arnyalataira szinezik, a haromszog megmarado részét !
i aranysziniire festik.
i a) A hdromszdg teriiletének hany szazaléka aranyszin{i? (A végered- ﬁl
i ményt egészre kerekitve adjuk meg!)
| b) Kivaghato-e a logo egy 50 mm atmérdji korlapbol? _ ?231 tébra A konvex négyszog
] i o teriilete

A négyszog teriilete:
7o f- sinq).
2
e; f: atlok
@: az atlok hajlaszoge

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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Rendszerezo osszefoglalas

Megoldas:
a) Készitsiink abrat, és hasznaljuk a jeldléseit (9.30. abra)!
Az aranyszini rész teriiletének meghatarozasahoz ki kell szamitanunk
a haromszog teriiletét és az egyes csucsoknal keletkezett korcikkek te-
riileteit. Ehhez sziikségiink lesz a haromszog belso szogeire és az egyes
korcikkek sugaraira. E19szor a haromszog szogeit szamitjuk ki.
frjuk fel az ABC haromszog oldalaira a koszinusztételt (9.31. dbra):

a* =b* +c* —2bccosa, b’ =a’ +c* —2accos f.

Barmely haromszogben két
oldal hosszanak aranya egyen-
16 a veliikk szemkozti szogek
szinuszainak aranyaval.

B2

9.29. abra Szinusztétel

Ezekbdl az §sszefliggésekbdl fejezzik ki a cosa-t, a cos B-t, majd
helyettesitsiink be a formulakba:

b’ +c* —a® 487 +35°-43" 1
cosa = = =—,
2bc 2.48-35 2
2 2_ 2 2 2_ 2
cos f = *C b? 43" +35" - 48 ~0,2558.
2ac 2-43.35

Innen azt kapjuk, hogy a =60°, S =~ 75,18°. A haromszog belsé szo6-
geinek Osszegére vonatkozo tétel szerint: y =180°—o — 8 = 44,82°.

Az abra alapjan a haromszdg a oldala: 43 =48-x+35—x, innen
x =20 mm, ahonnan az A4, B, C kozépponti korcikkek sugarainak
hossza rendre: 7 =20 mm, 7, =15mm és r, =28 mm. A korcikkek

teriiletére vonatkozo Osszefiiggés alapjan a kékre festett rész teriileté-
nek nagysaga:

X

¢ =35mm rorea rz'n'-ﬂ r2-7r-7/
9.30. abra A 11. példa megolda- Ty = +-2 +=2 ~
hos 360°  360°  360°
~ ——(20°-60°+157 -75,18°+ 28" - 44,82°) = 663,70 (mm®).
360°

A haromszog teriilete a trigonometrikus teriiletképlet alapjan:

b.c.zsma _ 48-35-sin 60 :420\/§z727,46 (mm?).

Az aranyszini rész teriiletének nagysaga:

Tipe =

Barmely haromszdgben a szo-

kasos jelolésekkel _ - 2
2 =a2+b2—2abcosy Tarany _TABC_]}(ék ~ 63,76 (mm").
63,76 o
Vigi’ b Tehat a haromszog teriiletének a -100 = 9%-a aranyszind.
a —C
cosy =————— L o iy . L e e
2ab b)Az a =2R-sina O6sszefliggés alapjan a haromszog koré irt kor atmé-

a 43 433
sinoe  sin60° 6
ezért a logd kivaghato egy 50 mm atmérdjii korlapbol.

R, Oldjuk meg! ,

1. Egy derékszogli haromszog atfogojat a hozza tartozd magassag 25:144 aranyu részekre bontja. A ha-
romszdg legkisebb oldalanak hossza 10 cm. Mekkorak a haromszdg oldalai és szogei, koréirt kdrének
sugara, beirt korének sugara?

réje: 2R = ~ 49,65 mm. Mivel 2R <50 mm,

=

9.31. Koszinusztétel
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2. Marcsi rombusz alaku faliképének egyik belsé szoge: 30°, rovidebb atlojanak hossza 50 cm.
a) Milyen hosszusagu palcakat kell az oldalak mentén elhelyezni?
b) Hany cm” vaszont kell vasérolnia a képhez, ha a felhasznalt anyagmennyiség 5%-a hulladék?

3. Az n oldalt szabalyos sokszog beirt korének sugara 10 cm. Szamitsd ki a szabalyos sokszdgnek az ol-
dalat és a leghosszabb atlojanak hosszat! Hany szézaléka lesz a kor teriilete a sokszog teriiletének, ha
a) n=0; b) n=8; c)n=157?

4. Egy dombtetdre vezetd egyenes Ut a vizszintessel 24°-ot zar be. A domb magassaga 248 m. Milyen
hosszt az Gt? Hany szazalékos az ut emelkedése?

5. Egy szabalyos hatoldalt hasab legrovidebb testatloja 20 cm, és az oldaléllel 30°-os szoget zar be.
a) Mekkora a hasab térfogata, felszine? b) Mekkora szoget zar be a leghosszabb testatlo az alaplappal?

6. Valamely torony CT magassaga a T talpponttal egy vizszintes sikban levé 120 m hosszisagu 4B alap-
vonal 4 pontjabol 45°-0s emelkedési szogben, a C pontbol a B pont 60°-0s depresszioszogben latszik.
Tudjuk tovabba, hogy TBAX =30°.

a) Mekkora a torony magassaga? b) Mekkora szog alatt latszik az AB alapvonal a C pontbdl?

7. Egy szabalyos négyoldalu gula magassaga 30 cm, oldaléle 34 cm hosszsagl. Mekkora szoget zar be
a) az oldallap és az alaplap; b) az oldalél és az alaplap; c) az oldalél és az alapél?

8. Hatarozzuk meg az alabbi vektorok hajlasszogét!
a) a(4;-3) és b(-1;1,25); b) a(12;5) és b(-10;24).

9. Egység sugart korbe irt szabalyos nyolcszdg cstcsai rendre: 4, 4,, 4;, 4,, A, 4, 4,, A, . Hatdrozzuk
meg az alabbi skalaris szorzatok értékét!
a) A A A ; b) A As- A4, ;

10. Szbgei szerint milyen az a haromszog, amelyben a szokasos jeloléseket hasznalva fennall, hogy

a) a:gb, b=gc;b) a=6,7cm, b=49cm és y =53°;¢c) a=35cm, h=18 cm és f =40°?

11. Egy trapéz oldalai rendre a =45 cm, b=30cm, c¢=d =25 cm és tudjuk, hogy a|| c. Hatarozzuk
meg a trapéz szdgeit, teriiletét!

12. Egy haromszog két oldalanak hossza 32 dm és 28 dm, a harmadik oldalhoz tartozé stlyvonal hossza
29 dm. Hatarozzuk meg a haromszog hianyzo oldalat, koré irt kdrének sugarat, szogeit €s teriiletét!

13. Egy haromszog kozépvonalainak hossza 12,5 cm, 17,5 cm és 20 cm. Szamitsuk ki a haromszog
teriiletét és belsd szogeit!

14. Egy paralelogramma egyik atloja 16 cm, az egyik oldala 20 cm, ez az oldal a paralelogramma ko-
zéppontjabol 110°-os szogben latszik. Hatarozzuk meg a paralelogramma oldalait és teriiletét!

15. Egy haromszog teriilete 180 m’, egyik oldalanak hossza 360 dm, mésik két oldal hosszanak négyzet-
osszege 950 m’. Hatarozzuk meg a haromszog hianyzé oldalait, koré irt korének sugarat, szogeit!

16. Mekkora a tga +ctga értéke, ha cosa = i—; ?

3sina -2
17. Mekkora a M értéke, ha tga = 2?
2sino —coso 8

18. Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszog esetén
cosa +\/1—sin2a
V1-cos® a sina

a) (sinot—Zcosoc)2 +(2sina +cosa)’ =5 b) 2ctga =
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§0Vektorok, koordinatageometria

10.1. Vektorok

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.1. abra A szabalyos hatszog
alapt egyenes hasab

10.2. abra Az 1. példa megolda-
sdhoz

b

L S

N
WSt

10.3. abra Két vektor 6sszege para-
lelogrammamodszerrel

10.4. abra Két vektor 6sszege ha-
romszogmodszerrel

Matematika_12.indb 172

Akovetkezd példak a 10.1. abran lathato szabalyos hatszog oldalu egye-
nes hasabra vonatkoznak, amelynek minden ¢éle egységnyi hosszu.

. . udlda Legyen AB=5b, AG = g & AF = f! Fejezziik ki
- ezekkel a vektorokkal az 4O, FP, BK, DG és LB vektorokat! '
Megoldas:
A vektordsszeadas paralelogrammamodszerrel: A0 =b+ 7’ (10.3. 4bra).
A vektordsszeadas haromszogmodszerrel: FP =FO+OP. (10.4. abra)
Egyenl6 vektorok behelyettesitésével: FP=b+ §
Hasonloképpen BK = BE + EK = 27 + §

DG = DA+ AG =204+ AG = -2(b

LB =FB—-FL= (b ?)—§=b—7—g.

: %, udldz Keressiink az alabbi vektorok kozott egyenloket,
i ellentetteket! ’

Megoldas:
LH = EC,KG = DB.
DB és AE ellentett vektorok.
%r 4. odlds Adjuk meg a kovetkez6 vektorok abszolut értékét!
i OC,BD,EH,FP i
Megoldas:

|&’| =1, egységnyi oldall szabalyos haromszog oldala.

1\/_

|Fl§| = =3, egységnyi oldalu szabalyos haromszog magas-

saganak a ketszerese.
A Pitagorasz-tétel az EBH haromszdgben:
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|E17‘|=\/EBZ+BH2 =27+ =5. a vektor és A valés szam.
Aa olyan vektor, amelyre
|4-a|= , és ha 1>0,
akkor A-af1a, ha A<0,
akkor A-af|a. (Ha A=0,
akkor 0-3=0.)

|FP‘ 2 egységnyi oldalu négyzet atloja.

: 4 ualds Adjuk meg az alabbi skalaris szorzatokat egyetlen
i 'valos szamként!

FB-KL, FC-EJ, AB-FE, FO-IL

10.5. abra Vektor szorzasa szam-
mal

Megoldas
FB-KL =0, mert mer6leges vektorok.

R‘-ﬁzZ-x/ﬁcos45°=2-\/§%=

ZE-?E:l-l-comm:%
FO-IL=1-2-cos180° =2

““2\
o
P

Ezen a ponton elbucstzunk a szabalyos hatoldali hasabtol, és sikbeli
vektorok koordinataival kapcsolatos problémakat oldunk meg. Tekint-

Koordinataival adott vektor
hossza egyenld a koordinata-
inak négyzetosszegébdl vont
négyzetgyokkel.

=

10.6. abra Vektor hossza

siik a szokésos (f; ]) bazisban a kovetkezd vektorokat:

a(-1;2),b(3;4), c(3;-4)!

%’ 3, udlls Adjuk meg a kdvetkezd vektor abszolut értékét!
: 2a-3b+4c

Megoldas: (10.5. abra) ~
2a(-2,4),-3b(-9,-12), 4c(12,-16) =

2a-3b+4¢(1,-24) = |2a 3b+4c‘ J1+24> =577 (10.6. abra).

L

\

%’ 3, udlekr  Adjuk meg a kovetkez6 vektorok hajlasszogét!
i ~3,5a+2b—3c és a—2b+5¢

Megoldas:

—3,55+2B—3EG;13) = |—3,55+2B—3Z-| =—“6277

11-'-. _'

L.

10.7. abra Két vektor hajlasszoge

a-2b+5¢(8;-26) = [a—~2b-+5¢| = 2/185
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-—F -

A sikon (vagy a térben) kije- : R S Sir e W Sl S e

v ke | (-3,5a+2b-3c)-(a—2b+5¢)= S -8+13:(-26) =334

ezt origonak vagy vonatkoz- § _334

tatasi pontnak nevezzik. : cosp = ~—0,9438 = ¢ =160,7°

Az origd kezdSponti vekto- ¢ Vo677 2185

rokat helyvektoroknak ne- §

vezzik. :

™ 7. uilds  Legyen az 4 helyvektora a, B helyvektora b és C

 helyvektora ¢! Adjuk meg

a) az AC szakasz F felezdpontja

i b) a BC szakasz B-hez kozelebbi A harmadolopontja
: ¢) az ABC haromszog S stlypontja

: helyvektoranak koordinatait!

10.8. abra Helyvektor

= f(;-1) (10.9. abra)

>
Il

=h 3;%) (10.10. 4bra)

a+b+c

:;(5;3) (10.11. bra)
33

0 0
10.10. abra Harmadolopont hely- 10.11. 4bra Haromszog sulypont-
vektora jénak helyvektora

10.9. abra Felezépont helyvek-
tora

0000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
© |
Il

R, Oldjuk meg! ,

1. Legyen a korabban targyalt hasab F' csticsanak P-re vonatkozd tiikdrképe F'!
a) Legyen AB=b, AG = g és AF = f Fejezziik ki ezekkel a vektorokkal az AF", F'C,F'G, HF '
vektorokat!
b) Adjuk meg a kovetkezd vektorok abszolut értékét!

OF'.F'D,F'H,FF'
¢) Adjuk meg az alabbi skalaris szorzatokat egyetlen valds szamként!
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2. Az A helyvektora a, aB helyvektora b! Fejezziik ki ezek segitségével az AB szakasz B-hez koze-

lebbi negyedeldpontja helyvektoranak koordinatait!

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.2. Koordinata-geometria

---------------------------------------------------------------------------------------------

Ebben a leckében egy, a csticsaival adott haromszogre vonatkozo prob-
1émakat vizsgalunk, és igy ismételjiik at a koordinata-geometriai isme-
reteinket. A haromszog csucsai a Descartes-féle derékszogii koordina-
ta-rendszerben (10.12. abra): A4(-3;-2),B(5;1),C(1,5). Felhivjuk a
figyelmet arra, hogy a korabbi megoldasokban alkalmazott jeloléseket
a késobbiekben hasznaljuk.

%— ), udlds Adjuk meg a haromszog kertiletét!
Megoldas:

Egy szakasz hossza egyenld a végpontok koordinatakiilonbségei négy-
zetdsszegeébdl vont négyzetgyokkel, igy

a=BC=(5-1) +(1-5) =32 =412,
b =65,
c=T73.

Ebbdl kovetkezden a haromszog kertilete: K = 432 +65 ++/73.

’2\
o
g

A példa megoldasaban megadtuk a haromszog oldalainak hosszat.
Ezeknek ismeretében a trigonometria eszkozeivel kiszamithatoak a ha-
romszodg szdgei, teriilete és a beirt kdrének sugara. Gyakorlasképpen
érdemes elvégezni ezeket a szamolasokat. Az eredmények kozelito ér-
tékét lathatjuk a 10.13. abran.

w 4, plils Adjuk meg a haromszog 4-ra illeszkedd stlyvona- |
i Tanak hosszat, meredekségét és a stilypontjanak koordinatait! :

Megoldas:
Szakasz felezépontjanak koordinatai a végpontok koordinatainak szam-
tani kozepeli, igy a BC szakasz felez6pontja:

Fg(nsﬂ

= j:Fu(w)
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Tk 5

10.12. abra A vizsgalt hdromszog

r=1,98

10.13. abra A haromszog jellem-
z6 adatai

A(-3-2)

10.14. abra A vizsgalt stlyvonal

175
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A-ra illeszkedd sulyvonal az AF, szakasz, amelynek hossza Jel.

Az
, 3-(=2) 5 .
A stlyvonal meredeksége: m, = ———==— (10.15. abra).
© 3-(-3) 6
A haromszog sulypontjanak koordinatai a végpontok koordinatainak
szamtani kozepei, igy

s —3+5+1;—2+1+5J N S(I;EJ.
3 3 3

. udldy Adjuk meg a haromszdg magassagpontjanak ko- :
- “ordinatait! 5

= N w &~ oS

-
o=
10.15. abra Meredekség
Megoldas:

A magassagpont a magassagegyenesek metszéspontja. Az A-ra illeszke-
dd magassagegyenes (m,) normalvektora barmely olyan nem nullvektor,

amely parhuzamos a CB(5-1;1-5) = (4;-4) vektorral. Legyen a nor-
malvektor ﬁ(l;—l)! Az m, egyenes egyenlete (10.17. abra):
l-x-1-y =1~(—3)—1(—2) = x-y=-1
Hasonloképpen a B-re illeszkedd magassagegyenes (m,) egyenlete:
4x+7y=27.

A két egyenes metszéspontjanak koordinatdit az egyenletiikbol allo
egyenletrendszer megoldésa adja:

x—y=-1 }:>y=x+1

10.16. abra A 3. példahoz

)0 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Adott: 4x+7y =27
n(n.m) és By(x,.5,). _
Az egyenes normalvektoros Ax+7 (x * 1) =27
egyenlete: 11x =20
mx ar n,y = nx, ar 1Y, 20
xX=—
= 00 )
_ 31
10.17. abra Normalvektoros egyen- Y= 11
et 20 31
A haromszdg magassagpontja tehat: M 'l
. 4. udlsl Adjuk meg az M pont BC oldal egyenesére és a C
§ pontra vonatkozo6 tiikorképét! :
b :
04 O
% : Megoldas:
m, : Az M és annak a BC oldal egyenesére vonatkozo tikrképe (M'(1,v))
e St altal meghatarozott szakasz felezOpontja a haromszog A-ra illeszkedd

magassaganak talppontja (7). Ennek meghatarozasahoz sziikség van
a BC oldal egyenesének egyenletére. Ennek iranyvektora példaul az

10.18. abra A 4. példahoz
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m, normalvektora: ;(1;—1). A BC-re illeszkedd egyenes iranyvektoros
egyenlete (10.19. abra):
I'-x+1-y=1-5+1-1=x+y=6.

Adott (v;v,) és Rix;y,), az
egyenes iranyvektoros egyen-
lete:

VX =V Y = VX = Vido-

-

10.19. abra Iranyvektoros egyen-
let

A T, koordinatait az alabbi egyenletrendszer megoldasa adja:
X+y=6
xX—y= —1} (m, egyenlete)
2x =

X =

N[Q |

y =
A felezdpont koordinataira vonatkozo tétel szerint:

—+t —+v
11

7
2

Az M és annak a C pontra vonatkoz6 tiikkorképe (M "(k,l )) altal meg-
hatarozott szakasz felezOpontja a C, igy

2, 3

Sy
10.20. abra Magassag

%’ 3, il Adjuk meg a haromszog koré irt kor egyenletét!

Megoldas:

A koreé irt kor (K) kozéppontja az oldalfelezOmer6legesek metszéspont-
ja. Az a oldal f, felezdmerdlegese illeszkedik az F -ra és parhuzamos az
m_-val, ezért az egyenlete:

x—y=13-13=x-y=0.

A b oldal felezépontja: F, (_3;1 ; _22+5] =F (—l;%). A b oldal f,

felezOmerdlegese illeszkedik az F,-re és parhuzamos az m,-vel, ezért
az egyenlete:

10.21. abra Az 5. példahoz
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4x+7y:4-(—1)+7%:>4x+7y=§.

A K koordinatainak meghatarozasa a kovetkezé egyenletrendszer meg-
oldasaval torténhet:

x—y=0
13
dx+7y=—
7 2

11x=E
2

A C(u;v) kozéppontl, r suga-
ra kor egyenlete:
(x 71,1)2 +(y 71’)2 =

=

10.22. abra A kor egyenlete

A kordilirt kor sugara:

k= [[s13) L(1_13) _ [0409 81 _ [4745
22 22 484 484\ 242
13 _ 4745
2) 242

~
Il

2
A k kor egyenlete: (x - gj + (y - (10.22. abra).

g.udlds Hol metszi masodszor az m, egyenes a k kort?

¢

Megoldas:
Megoldando az alabbi egyenletrendszer.

x—y=-1

13Y 13 4745 =>y=x+1
X—— | | y—| =——
22 22 242
( 13)2 [ 13}2 4745
X—— | +|x+l-——| =——
22 22 242
13Y 9\ 4745
X——| +|x+—| =——
22 22 242

11x* =2x-105=0
x=-3 y=-2
xzzﬁ yz=ﬁ
11 11
P(35 46)
11 11

Ezzel a ponttal talalkoztunk mar korabban?

mx—y=-1

10.23. abra A 6. példahoz

178

Matematika_12.indo 178 2015.07.07. 11:41:55



%ZA pilds Adjuk meg a k kor B-beli érintGjének egyenletét!
Megoldas:
Az érintési pontba huzott sugar merdleges az érintdre, ebbdl ko-
vetkez6en a keresett (e,) érintd normalvektorai parhuzamosak az

ﬁ(5 _13. 1- Ej = [9_7 : ij vektorral, ezért az e, egyenlete:

227 22 22722
97x+9y =494,

10.24. abra A 7. példahoz

4. uoaldz Az alabbi, egyenleteikkel megadott ponthalmazok
0ziil az egyik kor. Adjuk meg ennek és a k kornek a k6zos pontjai

koordinatait!

i p:2x’-3y*—12x+12y-5=0
g:x"+y" —12x-12y+46=0
0:3x> +3y> —12xy 12y +46=0
wix’+3y*+2x+4y+50=0

Megoldas:

A p nem kor, mert a masodfoku tagok egytitthatdi nem egyenldk. Az
o nem kor, mert az egyenletnek van xy-t tartalmazo tagja. A g és a w
egyenletei teljesitik a sziikséges feltételeket, ezért alakitsuk w egyenle-
tét teljes négyzetté.

X+ +2x+4y+50=0
(x+1)2—1+(y+2)2—4+50=0
(x+1)" +(y+2) =45

Az egyenlet jobb oldalan negativ szam all, ezért nem kor egyenlete, igy
w nem kor.
A g egyenletét teljes négyzett¢ alakitva kapjuk, hogy

10.25. abra Korok

(x- 6)2 +(y —6)2 =26, ami azt jelenti, hogy a ¢ olyan kor, amelynek
kézéppontjaa Q(6:6) pont, sugara /26.

A g ¢és k kozos pontjait az egyenleteikbdl allo egyenletrendszer megol-
dasaval kaphatjuk.

(x—6)" +(y—-6)" =26

13Y 13\ 4745
X—— | +y—-—| =——
22 22 242

Elvégezziik a négyzetre emeléseket és a lehetséges dsszevonasokat.
¥ +y"—12x—12y +46 =0
13 13 208

2 2
X4y ——x-—y-——=
4 11 lly 11
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Kivonjuk egymasbdl a két egyenletet, és azt kapjuk, hogy
x+y=6

y=6—x

: Visszahelyettesitve az elsé egyenletbe egy masodfokt egyenlethez ju-
tunk, amit megoldunk.

X +(6-x) —12x-12(6-x)+46=0

X2 —6x+5=0
x=5 x,=1
»=1 y,=5

10.26. abra Szamolni tudni kell A kozds pontok a B és a C.

§

2 1
Lo gdlbl A qott a d;(x—gj +(y+3) =? kor. Adjuk !

\ meg az A-ra illeszkedd érint8inek egyenletét!

Megoldas:

A dkorkdzéppontja: D [% ; —3) . Az érintési pontok az OD szakasz Tha-

1ész-korének (k,) és a d kornek a kozos pontjai. Az OD szakasz felezés-

. . 7 5
pontja, a Thalész-kor kozéppontja: O, (Z’_E) A Thalész-kor sugara:

72 S

10.28. abra A 9. pé¢lda megolda-
sahoz

§ v 2 2
P =Ad0, = V365 Thatész-kor (k,): A y+§ _3%
. : 4 4 2 16
10.27. abra Erinto H . .
¢ Az érintési pontok megadasahoz megoldando6 egyenletrendszer:
7Y’ 5\ 365
: x——| +|ly+=| ==—
: 4 2 16
13Y . T3
: x—— | +(y+3) =—
( 2j 3=
i Teljes négyzetté alakitis és Gsszevonas utan:
y :
x2+y2—zx+5y—2—7=0
¢ : 2 2
¥ +y*—13x+6y+33=0
7 Kivonva a két egyenletet egymasbol:
e 19x—2y =93
_19x-93
2
Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe, az Osszevonasokat elvégezve

azt kapjuk, hogy:
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5x% —46x+105=0

21
x =5 xzz?
33
=1 yzz_?

Az érintési pontok tehat a B és az E (% ; —?j

Az érinték egyenlete: 3x—8y =7 és 23x+36y =—-141.

Q) Oldjuk meg! ,

1. Adjuk meg a haromszog kdzépvonal haromszogének sulypontjat!

2. Adjuk meg a C-re illeszkedd stlyvonal egyenesének ¢és az m, egyenes kozos pontjanak koordina-
tait!

3. Adjuk meg az SOM haromszog teriiletét!

4. Dontsiik el, hogy az M’ és az M”’ pontok a k korhoz viszonyitva hol helyezkednek el!

5. Adjuk meg az M pont F -ra vonatkoz6 tikorképének koordinatait és azt, hogy hol helyezkedik el a
k-hoz viszonyitva!

. Az a oldal egyenesének mely pontjaibol latszik derékszogben az AB szakasz?
. A g kor mely pontjai vannak egyenld tavolsagra a B és C pontoktol?
. Adjuk meg a g kor C-re és B-re illeszkedd érintinek metszéspontjat és hajlasszogét!

o 0 I &

. Adjuk meg a ¢ kor A-ra illeszked6 érintdinek egyenletét és hajlasszogét!

HsGondolkodasiimodszerekpkombinator:

%

Barhogyan is helyeziink el n
skatulyaba n-k +1 darab tar-
gyat, lesz legalabb egy olyan
skatulya, amelybe legalabb
k+1 targy keriil.

=

11.1. abra Skatulyaelv

% ‘Juuilln Egy osztalyban kiosztottak a matematikadolgozato-
- kat. Mindenki elérte a kettes szintet, de volt hdrmas, négyes és 6tds ér- :
i demjeggyel értékelt dolgozat is. Legalabb hanyan jarnak az osztalyba, :
i ha biztosan éllithatjuk, hogy van kdztiik hét olyan didk, akik azonos ér- :
© demjegyet kaptak a dolgozatukra. (Csak egész érdemjegyek sziilettek.) :

Megoldas:

A feladat szovege szerint négyféle érdemjeggyel értékelték a dolgoza-
tokat. A skatulyaelv értelmében 6-4 +1=25 didk esetén biztosan allit-
hatjuk, hogy van koztiik 7 tanulo, akik azonos jegyet kaptak a dolgoza-
tukra. Mivel 24 = 6-4, ezért 24 didk esetén eléfordulhat, hogy csak hat
olyan tanul6 van, akik azonos érdemjegyet kaptak a dolgozatukra. igy
legalabb 25-en jarnak az osztalyba.
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11.2. abra Cukorkak

A négyzetszamok

# harmas maradéka 0 vagy 1;

# négyes maradéka 0 vagy 1;

# 6t6s maradéka 0, 1 vagy 4;

W végzbdése 0, 1,4, 5, 6 vagy
9.

e
y

L

11.3. abra A négyzetszdmok ma-
radékai

Ha egy rendezett elempar elsd
tagjat m-féleképpen valaszt-
hatjuk ki, a masodikat n-féle-
képpen, akkor az elemparokat
a megadott sorrendben - n-
féleképpen.

-

11.4. abra A szorzasi szabaly

182
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. 2, uil:ks Egy zacskoban 10 epres, 8 citromos és 7 narancsos |
i Tukorka van. Legaldbb hény cukrot kell csukott szemmel kivenni
i ahhoz, hogy biztos legyen koztiik '
| a) egy epres;
| b) citromos vagy narancsos;
¢) citromos és narancsos;
i d) mindhdrom fajtabol legalabb egy?

Megoldas:

a) Ha csak 15 cukorkat vennénk ki a zacskobol, akkor még eléfordul-
hatna, hogy nincs kozottiik epres, mivel ezutan mar csak epres cukorka
lenne a zacskoban, ezért 16. hlizasra biztosan epres cukorkat htiznank.
Tehat legalabb 16 cukorkat kell kivenni a zacskobol.

b) Mivel 10 epres cukorka van a zacskdban, ezért 10 hlizas esetén még
el6fordulhat, hogy nem vettiink ki sem citromos, sem narancsos cukor-
kat. 11. huzasra viszont biztosan lesz koztiik legalabb az egyikbdl, ami
azt jelenti, hogy ha 11 cukorkat vesziink ki a zacskobol, akkor biztosan
lesz a kihtizottak kozott ciromos vagy narancsos.

¢) Mivel mind citromos, mind narancsos cukorkanak kell lennie a kihu-
zottak kozott, ezért az elézdekhez hasonldan kdnnyen végiggondolha-
to, hogy legalabb 19 cukorkat kell kihtizni a zacskobol.

d) Ez Iényegében azonos a feladat el6z6 részével, tehat ebben az eset-
ben is 19 cukorkat kell kihuzni.

. udlds Véletlenszeriien lefrunk egy papirra 7 db kiilonboz6
i négyzetszamot. Az aldbbi allitisok koziil melyik igaz, melyik hamis?
i a) Biztos van koztiik hArommal oszthato. ’
i b) Kozilik barmely kettdnek a szorzata négyzetszam.

| ¢) Van koztiik kettd, melyek kiilonbsége nullara végzédik.

© d) Van koztiik négy szam, melyek szamtani kozepe egész szam.

Megoldas:

a) Mivel a négyzetszamok harmas maradéka 0 vagy 1 (11.3. ébra), ezért
el6fordulhat, hogy egyik sem oszthatd 3-mal. Tehat ez az allitas hamis.
b) Ez az 4llitas igaz, hisz barmely kettd felirhaté o’, illetve b” alakban,

ahol a,b € N. Ezek szorzata a*-b* =(a-b)’, ami négyzetszdm, mert a

¢és b természetes szam, igy szorzatuk is az.

c) A négyzetszamok lehetséges végzddései 0, 1, 4, 5, 6, és 9. Ez hatféle
lehetdség. Mivel hét négyzetszamot irtunk a papirra, igy a skatulyaelv
értelmében biztosan lesz koztiik kettd, melyek végzddése azonos. Ezek
kiilonbsége nullara végzodik, igy az allitas igaz.

d) A négyzetszamok négyes maradéka 0 vagy 1. Mivel hét négyzet-
szamot valasztottunk ki és 7=2 -3 + 1, ezért a skatulyaelv értelmé-
¢ ben biztosan van koztiik négy, melyek négyes maradéka azonos. Ezek
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Osszege oszthato néggyel, igy szamtani kozepiik egész szam, tehat igaz

17es Az n elemii halmaz ele-
az allitas.

meib6l képezett rendezet
k-asokat (k<n) az n elem
k-adosztalyu ismétlés nélkii-
li variacioinak nevezziik.

i eayikébsl egy diakot delegdlnak. A didkénkormanyzat vezetdséget :
i valaszt: egy titkart, egy titkarhelyettest, egy pénztarost és egy kultur- :
i felelést. Hanyféleképpen alakulhat a vezetdség Osszetétele, ha egy !
© diak legfeljebb csak egy funkciot tolthet be?

-

11.5. abra Ismétlés nélkiili vari-
aciod

Megoldas:
A feltételek alapjan a diakdnkormanyzatnak 27 tagja van. Titkari funk-
cidra 27 diak koziil valaszthatunk, helyettest 26, pénztarost mar csak
25, mig kultarfelelést 24 diak koziil. igy a szorzasi szabaly (11.4. abra)
értelmében V) =27-26-25-24 = 421 200-féleképpen (11.5. és 11.6.

abrak) alakulhat a valasztas eredménye.

Egy n elemti halmaz k-ad-
osztalyt ismétlés nélkiili vari-
acidinak a szama:

- n!
T (n—=k)!

-

11.6. abra Ismétlés nélkiili varia-
ciok szama

i1, 2 szamjegyeket hasznaljak.
i a) Hany darab legfeljebb otjegyti harmas szamrendszerbeli nem ne- :
i gativ egész szam készithetd?
: ¢) Ezek kozott hany darab olyan van, mely szamjegyei kozott van |
i 2-es?

Megoldas:
a) Mivel legfeljebb 6tjegyli nem negativ egész szamokat készitiink, igy
mind az 6t helyre valaszthatjuk mind a harom szdmjegyet. gy a szor-
zasi szabdly értelmében V) =3 =243 ilyen szdm készithetd (11.7.
és 11.8. abrak).

b) Szamoljuk meg ezek koziil azokat, amelyek nem tartalmaznak 2-es
szamjegyet, majd az dsszeadasi szabaly (11.9. dbra) értelmében vonjuk
ki ezek szamat az eldz6 feladatban kapott értékbol.
Olyan legfeljebb 6tjegyli harmas szamrendszerbeli szam, melynek a
szamjegyei kozott nincs kettes, ;" =2° =32 darab van. Igy azok

Adott egy n elemti halmaz.
Ha tigy hozunk létre rendezett
k-asokat, hogy egy elemet
tobbszor is kivalaszthatunk,
akkor az n elem k-adosztalyid
ismétléses variaciéit kapjuk.

11.7. abra Ismétléses variacio

szama, melynek a szamjegyei kozott van 2-es 243 -32 =211.

Egy n-elemii halmaz k-ad-

i 3,4,5 ¢és 6 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval készithetd.
i a) Hany 6tjegyli szamot irtunk le?
i b) Ezek kozott hany olyan van, amely &ttel oszthat6?

i ¢) Hanyféleképpen valaszthatunk ki a leirt 6tjegy(i szamok koziil tet- :
i sz8legesen harmat? (Nem szamit kiilonbozonek a kivalasztott sza-

i mok kiilénboz sorrendje.)

i d) Hany esetben lehet a kivalasztottak kozott legfeljebb egy paratlan?
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osztalyl ismétléses variacio-
inak a szama

ki) _ k
V=Y =n".

-

11.8. abra Ismétléses variaciok
szama
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endsZerezo 65528'09'3'53

Ha egy 4 ,,objektumot” n-fé-
leképpen lehet megvalositani,
egy masik B ,objektumot”
pedig m-féleképpen, ¢és a
ketté egyiitt nem valosulhat
meg, akkor a ,,vagy A, vagy
B” megvalositasa n+m-
féleképpen lehetséges.

11.9. abra Osszeadasi szabaly

Egy n(neZ') elemii hal-
maz elemeib6l képzett rende-
zett n-es az n elem ismétlés
nélkiili permutacidja.

S

Megoldas:

a) A feladat szerint mindegyik szam képzésénél fel kell hasznalni az
Osszes szamjegyet, igy egy-egy szamban egy szamjegy csak egyszer
szerepelhet. Mivel 0-val nem kezdddhet egy 6tjegyli szam, ezért az elsé
helyre négy szamjegy koziil valaszthatunk. A masodik helyre is négy
szamjegy kozil valaszthatunk, mert amit az els6 helyre leirtunk, nem
irhatjuk a masodikra, de a 0-t mar igen. A harmadik helyre harom, a
negyedik helyre kettd, az 6todikre egy szamjegy koziil valaszthatunk,
igy a szorzasi szabaly alapjan 4-4-3-2-1=96 &tjegyli szamot készit-
hetiink a 0, 3, 4, 5 és 6 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval.
b) Egy pozitiv egész szam pontosan akkor oszthato ottel, ha 0-ra vagy
S5-re végzodik.

Ha az utolso6 helyi értéken 0 all, akkor az els6 helyre négy, a masodikra
harom, a harmadikra kettd, a negyedikre egy szamjegy koziil valasztha-
tunk, igy a szorzasi szabaly alapjan 4! = 24 (11.11. abra) ilyen 6tjegyt
szam képezhetd (11.10. és 11.12. abrak).

Ha az utols6 helyi értéken 5-6s all, akkor az els6 helyre harom, a ma-
sodikra is harom, a harmadikra kettd, a negyedikre egy szamjegy koziil

: valaszthatunk. Eszerint ilyen 6tjegy(i szam 3-3!=18 darab képezhetd.

11.10. 4bra Ismétlés nélkiili per- 2

mutacio

0!=1'=1. HaneZ és n>l,
akkor n!=1-2-...-(n—1)-n.

S

11.11. abra Faktorialis

Egy n elemii halmaz ismétlés
nélkiili permutdcidinak a sza-
ma P =n!

=1

11.12. abra Ismétlés nélkili per-

mutaciok szama

Egy n (neN) elemii hal-
maz k (keN,k<n) ele-
mi részhalmazait, az n elem
k-adosztalyu ismétlés nélkiili
kombinacioinak nevezziik.

S

binacio

Matematika_12.indb 184

Az Osszeadasi szabély szerint a leirt szamok kozott 24 +18 =42 S-tel
oszthatd szam van.

¢ ¢) Mivel nem szamit kiilonbozonek a kivalasztott elemek kiillonb6zo sor-

rendje, ezért egy 96 elemii halmaz 3 elemii részhalmazainak a szamat kell
96) 96! 96-95-94
3 ) 31931 3!

=142 880

megadni. Ezek szama pedig C,, = (

(11.13., 11.14. és 11.15. abrak).

d) A feladat szerint a kivalasztottak kozott legfeljebb egy paratlan lehet,
ami azt jelenti, hogy nincs kozottiik paratlan, vagy csak egy paratlan
van kozottiik.

El6szor adjuk meg, hogy hany paratlan, illetve paros 6tjegyd szamot

¢ irtunk le!

Ahhoz, hogy pératlan szamot kapjunk, az utols6 szamjegynek paratlan-

¢ nak kell lennie, igy az utolso6 helyi értékre két szamjegy koziil valaszt-

C o 60 _ 60! =60‘59-58
. 60
3 357!

oo _[36)(60)_ 36! 60! . 6059
Tl 2 ) 1135121581 2!

¢ egy paratlan. Azaz legfeljebb egy paratlan szdm 34 220+ 63 720 = 97 940

11.13. abra Ismétlés nélkiili kom- :

hatunk. Amit ide irtunk, valamint a 0-t nem irhatjuk az els6 helyre, igy
oda csak harom szamjegy koziil, a masodikra is harom koziil — hisz ide
keriilhet a nulla is —, a harmadikra ketté koziil, mig a negyedikre egy
koziil valaszthatunk. Igy 6sszesen 2-3-3-2-1=236 paratlan szdm van a
papirra irt 6tjegyti szamok kozott.

A parosak szdma 96 —36 = 60.

A kivalasztott szamok kozott

3 =34 220 esetben nincs paratlan és

=63720 esetben lesz

: esetben lehet a kivélasztott szamok kozott.
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-------------------------------------------------------------------------------------------------------- Binomialis egyiitthaté: Ha
n,k € N és k <n, akkor

W

e oualdn Az 1,2, 3, 4 szamjegyekbdl olyan tizjegyli szamo- :
: kat képeziink, melyekben mindegyik szamjegy annyiszor fordul eld, :
i amennyi az értéke. '
i a) Hany ilyen tizjegy(i szimot készithetiink?
| b) Ezek koziil mennyi oszthato 12-vel?

L H'--l-,

Megoldas:
a) Mivel minden szamjegyet annyiszor hasznalunk fel, amennyi az ér-
téke, ezért a tizjegyll szamok mindegyikében egy darab 1-es, két darab
2-es, harom darab 3-as és négy darab 4-es szamjegy szerepel. Tehat
annyi ilyen szamot készithetiink, ahanyféleképpen sorbarendezhetiink
egy darab 1-es, két darab 2-es, harom darab 3-as és négy darab 4-es
szamjegyet. Ezek szama

11.14. abra Binomialis egyiittha-
to

Y23 - _ 10" 15600
11-21.31.41

Tehat 12 600 ilyen tizjegyli szamot készithetiink.
b) Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthato 12-vel, ha oszt-
hat6 3-mal és 4-gyel, hisz a 3 és a 4 relativ primek, és 3-4 =12. Mivel
a szamjegyek Osszege 1+2-2+3-3+4-4=30, igy mindegyik szam
oszthat6 3-mal.
Egy pozitiv egész szam akkor és csak akkor oszthato 4-gyel, ha az utolsoé
két szamjegyébdl képzett szam oszthato 4-gyel. Jelen esetben ez akkor
teljesiil, ha a tizjegy(i szam 12-re, 24-re, 32-re vagy 44-re végzodik.
A 11.16. tablazatban megadjuk ezek szamat.

Egy n elemt halmaz k elemi
részhalmazainak a szama

cl - [Z]
B

11.15. abra Ismétlés nélkiili kom-
binaciok szama

Végzédés Megmaradt szamjegyek A tizjegyli szamok szdma

|
12 2,3,3,3,4,4,4,4 B39 - 5L o5
113141 Adott n darab elem, me-
lyek kozil n, egyforma, n,
egyforma, de az el6z6ektol
kiilonbozo, n,; egyforma,
de az el6zdektdl kiilonbo-
z6, ..., n, egyforma, de az
el6z6ektdl kiillonbozo, ahol
n+n,+n, +.+n =n.
Ezen n darab elem egy lehet-
séges sorrendjét, az n elem
egy ismétléses permutacio-
janak nevezziik.

(1;1;3,3) _ 8' _
24 1,2,3,3,3,4,4,4 12 11113031 1120

(1:1:2.4) _ L =
32 Il % 35, 3y Ay A Al 5 C1L1L214) 540

2az) __ 81
44 1,2,2,3,3,3,4,4 K T 11213121 1680

L H'--l-,

11.16. abra A lehetéségek szama

Tehat 6sszesen 280 + 1120 + 840 + 1680 = 3920 szam oszthatd 12-vel.

11.17. abra Ismétléses permuta-
cio

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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d 00 foglala
YRENUSZEIEZ0I0SSZEeI0gialdS

Az el6z6 definicioban meg-
adott n elem esetén az ismét-
1éses permutaciok szama

- iyl Egy 30 f6s osztaly minden tagja jar a kovetkezd
arom délutani foglalkozas valamelyikére: matematika-, fizikaszak- i
¢ | kor, kosarlabdaedzés. Az osztaly 10 szazaléka vesz részt mindharom
i foglalkozason. Azok, akik matematika- és fizikaszakkorre is jarnak, |
| kétszer annyian vannak, mint akik mindharomra jarnak. Az osztaly :
| 20 szazaléka jar matematikaszakkorre is és kosarlabdaedzésre is, és i
11.18. dbra Ismétléses permutici- ugyan:ennyien csak. a .rflatematikaszakkért létoge.ltjék. CSflk fizika-
6k szdma : i szakkdrre feleannyian jarnak, mint csak matematikaszakkérre. Csak
i kosarlabdaedzésre kett6vel tobben jarnak, mint csak fizikaszakkorre. |
: a) Hanyan jarnak fizikaszakkdrre és kosarlabdaedzésre?
: b) Ha az osztalybol kivalasztunk harom diakot az Gsszes lehetséges
¢ i modon, akkor hany esetben fordulhat az eld, hogy a kivalasztottak !

| kozott legalabb kettd olyan van, aki legaldbb két foglalkozasra jar?

P("h'lz ----- m) _ n!

. =

L bon
7 oy bocoe @, |

Megoldas:
: a) Mivel az osztaly 30 {0s, ezért 3-an vesznek részt mindharom foglal-
kozéason. Ebbdl kovetkezik, hogy matematika- és fizikaszakkorre 6-an
jarnak. Matematikaszakkdrre ¢és kosarlabdaedzésre is 6-an jarnak, mint
: ahogy csak matematikaszakkérre is. Csak fizikaszakkorre 3-an, mig
11.19. 4bra Halmazabra a 8. pél- csak kosarlabdazni 5-en jarnak. Készitsiik el az eddigi adatok alapjan a
dahoz ¢ Venn-diagramot (11.19. abra).
Mivel az eddig beirt szdmok 6sszege 23 és mindenki jar valamilyen
foglalkozasra, ezért csak fizikaszakkorre és kosarazni 7-en jarnak, tehat
: a Venn-diagramrol hianyz6 szam a 7. Igy kosarlabdaedzésre és fizika-
szakkdorre dsszesen 10-en jarnak.
: b) Az eldzéek alapjan legalabb két foglalkozdsra 16-an jarnak.
Véges graf: egy véges pont- : Két eset lehetséges. Az egyik, amikor a harom koziil pontosan egy
halmaz pontjai koziil néhany : jar egy szakkorre, kettd legalabb kettdre, ezen lehetéségek szama

élekkel osszekotve. . (14j(16j 16-15

o )m 14 5 =1680. A masik, amikor mindharman legalabb

-'-;-_: 16 _]6-15-14
3

11.20. abra Graf : két szakkorre jarnak, ezek szdma BT 560.

Tehat 1680+ 560 = 2240-féleképpen valaszthatunk ki koziiliik harom
diakot gy, hogy koziiliik legalabb kettd legalabb két foglalkozason ve-
¢ gyen részt.

M e 4, pil:a Egy iskolai sakkbajnoksag dontéjébe hatan jutot-
tak be: Aladar, Béla, Csaba, Dénes, Ferenc és Emil. Délutan két ora-
: | ig a kdvetkezd mérkézéseket mar lejatszottak: Aladar-Béla, Dénes— |
5 i Csaba, Emil-Ferenc, Aladar-Dénes, Csaba—Emil.
¢ i a) Szemléltessiik ezt az allapotot graf (11.20. abra) segitségével! Két :
pontot akkor és csak akkor kdssiink dssze vonallal, ha a nekik meg-
| feleld diakok mar jatszottak egyméssal.
F : i b) Amérkézések hanyad részét jatszottak mar le, ha a dontében min-
1121 dbra A 9. példa grafia ¢ | denki jatszik mindenkivel?

Cs

186

Matematika_12.indb 186 2015.07.07. 11:42:24



Megoldas:
a) A dont6é délutan két orai allapotat a 11.21 abran lathaté graf szem-
1élteti.
b) Mivel mindenki jatszik mindenkivel, igy a dontében Osszesen

Graf pontjanak fokszama a
pontra illeszked6 €lek szama.

o

6 .
( )= 63 =15 (11.29. dbra) mérkdzeést jatszanak le, igy délutan K€t 1199 sbra Fokszam

2 2!
oraig a mérkézések harmadat jatszottak le (11.28. abra).
Tobbszoros él: két pont ko-
Z0otti tobb €L
Hurokél: olyan ¢l, amelynek
kezdo6- és végpontja azonos.

ol uzldl Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?
:72) Létezik olyan hétf8s tarsasag, melyben mindenkinek harom isme- :
| rése van tarsasagon beliil.
i b) Létezik olyan 6tf6s tarsasag, melyben az ismeretségi szamok 2, :
12,2,3,3.
i ¢) Létezik olyan négycsticsu graf, melyben az egyes csucsok foksza-
i ma 0 (izolalt cstics), 2, 3, 5.
i d) Ha egy hétcsticst egyszerti grafban paratlan sok élt huztunk be,
i akkor a komplementerében is paratlan sok ¢l van.

o

11.23. abra Tobbszoros €1, hurokél

2
3
3
2
2

11.24. 4bra A 10. b) gréfja

3
&
0
2

Megoldas:

a) Hamis, ugyanis a tarsasaghoz tartozo ismeretségi grafban (11.26.
abra) a fokszamok Osszege paratlan lenne, ami ellentmond a fokszam-
tételnek (11.27. abra).

b) Igaz, a tarsasagnak megfeleld ismeretségi graf (11.24. dbra).

c) Igaz, pl. (11.25. &bra).

d) Hamis, mivel a hétcsucsu teljes graf éleinek a szama (11.29. dbra):

7 .
LY
2) 2

tehat ha egy hétesticsu egyszerii gratban paratlan sok ¢l van, akkor
komplementerében paros sok élnek kell lennie (11.30. abra).

Egyszerti graf: olyan graf, Bérmely véges grafban a csu-

amelyben nincs tobbszords €l csok fokszamanak oOsszege

és hurokél. egyenlé az ¢élek szdmanak

s kétszeresével.
" - 11.25. abra A 10. ¢) grafja
L

11.26. abra Egyszerii vagy isme- Ha két egyszerli graf csucsai
retségi graf 11.27. abra Fokszamtétel azonosak, de az egyik graf-

ban pontosan azok a csucsok
vannak Osszekotve, melyek

Teljes graf: olyan egyszer ) °
a masikban nincsenek, akkor

E sost teli AF élei-
graf, amelyben barmely két gy 1 csucsu feyes grat clet

c(n—1 . ,
pontot é1 kot dssze. nek a szdma m a két grafot egymas komple-
- 2 menterének nevezziik.
o ™ 8 - —
Co = -
o
11.28. abra Teljes graf 11.29. abra Teljes graf éleinek

szama 11.30. abra Graf komplementere
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rr ee L
»Rendszerezojosszefoglalas
— ol e b it

R, Oldjuk meg! ,
1.

Igaz-e, hogy egy 25 f8s osztalyban biztosan van legalabb harom olyan diak, akik ugyanabban a
hénapban tinneplik a sziiletésnapjukat?

N

. Igaz-e, hogy négy négyzetszam kozott biztosan van kettd, amelyek kiilonbsége 5-re vagy 0-ra vég-
z6dik?
3. Egy dobokockat négyszer egymas utan feldobunk, és a kapott eredményeket egymas mellé irjuk.
a) Hany olyan négyjegytli szamot kaphatunk, amelyekben van harommal oszthat6 szamjegy?
b) Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha egy szamjegy csak egyszer szerepelhet a szamban?
4. Egy lézerbemutaton 6t kiilonbozo alaku csillagot vetitenek ki egymas mellé, melyek lehetnek piros
vagy kék szinliek. Hany kiilonboz6 diszitésort lehet késziteni ebbdl az 6t elemb6l?

5. Egy urnaba betesziink 25 db papirlapot, melyekre 1-t61 25-ig irtuk ra a szamokat.
a) Hanyféleképpen htuzhatunk ki bel6le harmat ugy, hogy kozottikk legalabb kettd olyan legyen,
amelynek szamjegyei k6zott van 7-es vagy a szam 7-tel oszthatd?
b) Az el6z6 urnabol hanyféleképpen hiizhatunk ki négy cédulat ugy, hogy tobb olyan cédula legyen
a keziinkben, melyen paros szam van, mint olyan, amelyen paratlan?

6. Szemléltessiink graffal négy olyan telepiilést, melyek koziil egybol 3, kettébol 2 és egybdl 1 1t indul
ki a t6bbi harom telepiilés felé!

7. Legfeljebb hany éle lehet egy olyan egyszer(i négycsucsu grafnak, melynek tobb éle van, mint a
komplementerének? Rajzoljunk fel egy ilyen grafot!

2. Statisztika, valoszinuseg:szamitas

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.1. Statisztika

Sokasag: a vizsgdlt egyedek : Adatok Osszegzésére, elemzésére, tudomanyos elméletek adatok segit-

dsszessége. ségével torténd igazolasara vagy megcafolasara szamtalan természet- és
Ismérv: a vizsgalt tulajdon- ¢ tarsadalomtudomdanynak sziiksége van. A tomegesen eléforduld jelen-
sag. ségek és folyamatok szambavételével, az igy nyert adatok elemzésével
‘_‘; e foglalkozo6 tudomany a statisztika.

- -

1, udlds Adjunk meg egy olyan 7 pozitiv egész szambol
1 7allo, egymodusz sokasagot (12.1. abra), amelynek medianja 4, at- |
: laga 2011 ¢és a modusz ’
ia)2, b)4, ¢)2000, d)maximalis!

12.1. abra Sokasag, ismérv

Gyakorisag ( f): adatfajta el6-
fordulasanak szama a soka-

sdgban. Megoldas:
- A szamsokasag elemszama 7, atlaga 2011 (12.3. abra), igy az atlag defi-
'a : e ¢ nicidja miatt az elemek Osszege: 7-2011=14 077. A median definicio-

ja értelmében a hételemii sokasag harom eleme nem nagyobb, és harom

12.2. abra Gyakorisag
188
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eleme (12.4. dbra) nem kisebb a 4-nél. Ha a Mo # 4, akkor a médusz
(12.5. abra) gyakorisaga (12.2. abra) 3 vagy 2. Mo = 4 esetén a modusz
gyakorisaga legalabb 2 és legfeljebb 7.

Igy a fentiek miatt a keresett sokasagok példaul:

a) 2,2,2,4,4,7031,7032.

b) 4,4,4,4,4,4,14 053.

¢) 1,2,3,4,2000,2000,10 067.
d) Ha azt szeretnénk, hogy a modusz a lehetd legnagyobb legyen
az adott feltételek mellett, akkor a gyakorisagat 2-nek, a tobbi sza-
mot pedig a lehetd legkisebbnek kell valasztanunk. Ugyelniink
kell arra, hogy a modduszon kiviili adatok gyakorisaga 1. Ekkor

1+2+3+4+5+2-Mo=14077, innen adodik, hogy a modusz maxi-
malis értéke 7031.

Nh-- 2, ualds Egy aquaparkba egy forrd nyari napon 2500 fize- :
i T8vendég latogatott el. Az eladott jegyek 30%-a 3600 Ft-os (felnétt, :
i nem helyi lakos), 25%-a 3000 Ft-os (feln6tt, helyi lakos), 20%-a
£ 2000 Ft-os (diak, nyugdijas, nem helyi lakos), 15%-a 1800 Ft-os !
© (diak, nyugdijas, helyi lakos), 10%-a bébijegy volt. Az eladott belé- :
i pok atlagosan 2600 Ft-ba keriiltek.
i a) Mennyibe keriilt egy bébijegy?
: b) Abrazoljuk kordiagramon az eladott jegyek ar szerinti szazalékos :
i megoszlasat!
Megoldas:
a) Jeloljiik a bébijegyek arat x-szel (x > 0)! Az atlag kiszamitasara vo-
natkozo képlet alapjan:
2600 = 0,3-3600+0,25-3000+0,2-2000 +0,15-1800+0,1- x,
100=0,1-x,
x =1000.

Tehat egy bébijegy 1000 Ft-ba keriilt.
b) Az abrazolashoz ki kell szamolnunk az egyes adatfajtdknak megfe-
lelé korcikkek kozépponti szogeit az «,° =360°-g, Osszefliggés alap-
jan, ahol g, az egyes adatfajtak relativ gyakorisaga (12.6. abra). Az egyes
jegyaraknak megfeleld korcikkek kozépponti szogei:

360° 360°

X360 = 100 30=108°, Q3000 = 100 25=90°,

360° o 360° .
a2000F1=W'20=72 > a1800Ft=W~15=54,
Qoo e = % -10=36°. (12.7. abra)
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Atlag (X): a szamsokasag
elemei Osszegének és elemei
szamanak hanyadosa.

-
-
-

—
12.3. 4bra Atlag

Median (Me): nem csokkend
sorrendbe rendezett szamso-
kasag kozépsé eleme, ha az
elemszam paratlan, két ko-
zeps6 elemének atlaga, ha az
elemszam paros.

-
-
-

—
12.4. abra Median

Moédusz (Mo): a sokasag ma-
ximalis gyakoriagu eleme(i).

-
i’ &
-
[ ~ —"""*J

12.5. abra Moédusz

Relativ gyakorisag (g): a
gyakorisag és a sokasag elem-
szamanak hanyadosa.

L H'--l-,

12.6. abra Relativ gyakorisag

1000 Ft-os
10%

3600 Ft-0s
30%

1800 Ft-os
15%

2000 Ft-0s

20% 3000 Ft-0s

25%

12.7. abra Az eladott belépdk ar
szerinti eloszlasa
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3, udldh 85 embert megkérdeztek, hogy hany napot volt be-

=2 -
9 .
é 20 egszabadsagon az elmult évben. A valaszokat az alabbi oszlopdiag- |
210 : ramon abrazoltak (12.8. 4bra).
0 i a) Készitslink tablazatot a betegszabadsagon eltoltott napok elosz- |
0-1 23 45 6-7 89 lasarol! :

napok szama ! :

: b) Becsiiljiik meg, hogy a megkérdezettek atlagosan hany napot vol-

12.8. 4bra A 3. példahoz . tak betegszabadsagon az elmult évben!

a) A betegszabadsagon eltoltott napok eloszlasat a 12.9. tablazat mu-
tatja.

b) Osztalykozos gyakorisagi sor esetén, egyenld osztalykdzoknél, az
egy osztilyba esé adatokat a felsd hatarokkal becsiiljiik. igy az atlag:

Koottt = 32:1+15-3+ 1;)5.5 £20:7+8-9 ~ 4. Tehat a megkérdezettek

atlagosan négy napot voltak betegszabadsagon.

Megoldas:

Napok SZAma  GYaKOTISAZ s sl ------==neeeesers e s

0-1 32 2L udlel A 12.10. tablazat harom portfolio realhozamamak
23 15 alakulasat mutatja az el6z6 évhez képest szazalékban. -
i a) Abrazoljuk az adatokat oszlopdiagramon! :
S i i b) Hatarozzuk meg az egyes portfoliok atlagos évi realhozamait!
6-7 20 : Melyik portfolionak a legnagyobb az atlagos éves redlhozama? '
8-9 B
12.9. abra A 3 a) példa megoldasa .
Ovatos Kiegyenstlyozott Fortuna
2004 10% 11% 12%
2005 8% 9% 11%
2006 1,4% 1,6% 1,9%
2007 -1.2% -1,4% - 1,6%
2008 —10% - 18% —30%
2009 6% 12% 20%
2010 2% 4% 7%

12.10. abra A realhozamok alakulasa

Megoldas:
a) T '
Portfoliok realhozamai 20042010
20
10
Terjedelem (R): a szamsoka- - 0
sdg maximélis és minimalis 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
elemének kiilonbsége. _gg
[l - ) by
Ovatos Kiegyensulyozott Fortuna

Sy

12.12. abra Terjedelem
190

12.11. abra A 4. a) példa megoldasa
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b) Az egyes portfoliok 2004 év elejéhez viszonyitott értékét a 2010 ev
végén, kamatoskamat-szamitas alapjan kaphatjuk meg. Az Ovatos
portfolio értéke 2010 év végén: 1,1-1,08-1,014-0,988-0,9-1,06-1,02 =
~1,1581- szerese a 2004 év eleji értéknek.

A Kiegyensulyozott portfolio érteke 2010 év végén:
L11-1,09-1,016-0,986-0,82-1,12-1,04 ~ 1,1577-szerese a 2004 év ele-
ji értéknek.

A Fortuna portfolio érteke 2010 év végén:
1,12-1,11-1,019-0,984-0,7-1,20-1,07 =~ 1,1204-szerese a 2004 ¢év
eleji értéknek. Mar ezekbdl az adatokbol is latszik, hogy az Ovatos
portféliénak a legnagyobb az atlagos évi realhozama.

Az Ovatos portfolio értéke évente atlagosan:

Z/l,l-1,08 -1,014-0,988-0,9-1,06-1,02 ~ 1,0212-szeresére nétt, innen a
portfolio atlagos évi realhozama (7 évre) 2,12%.

A Kiegyensulyozott portfolio értéke évente atlagosan :

{1,1577 ~1,0211-szeresére nott, igy a portfolio atlagos évi realhozama
(7 évre) 2,11%.

A Fortuna portfolio értéke 2010 év végén: {/1,1204 ~1,0164-szeresére
nétt, tehat a portfolié atlagos évi redlhozama (7 évre) 1,64%.

o 3, udlds  Egy iskola 9. évfolyamos tanuldinak félévi mate- :
matika és fizika osztalyzatait osszesitettiik (12.14. abra).
i a) Osszesen hany tanulot kérdeztek meg?
i b) Adjuk meg a matematikajegyek medidnjat, moduszat, terjedel- :
i mét!
i ¢) Adjuk meg a fizikajegyek atlagat, atlagos abszolut eltérését, szo- :
i rasat!

Megoldas:

a) Az egy-egy sorban levl szdmok Osszege rendre megadja a fizika

tantargybol elégtelen, elégséges, kozepes, jo és jeles osztalyzatot ka-

pott tanulok szamat. Az oszlopokban levd szamok 6sszege pedig ma-

tematika elégtelen, elégséges, kdzepes, jo ¢s jeles osztalyzatot kapott

tanulok szamat adja meg (12.15. abra). A sordsszegek (oszlopdsszegek)

Osszege a megkérdezett tanulok szamaval egyenld. Tehat 240 tanulot

kérdeztek meg.

b) A 12.15. 4bra utolso sora és a sokasag statisztikai jellemzdinek defini-
+

cidi alapjan a matematikajegyek medianja: Me = % = % =3,

modusza: Mo = 3, terjedelme (12.12. dbra): R =x,_—x_, =4

c) A fizikajegyek atlaganak, atlagos abszolut eltérésének (12.13. abra)

¢és szorasanak (12.16. abra) meghatarozasahoz bovitsiik ki a gyakori-

sagi eloszlas tablazatat az ‘x,. —-x|, az f; -|xl. —Xx|, az fx, az xl.2 és az

£, -x” oszlopokkal!
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Atlagos abszolut eltérés: a
szamsokasag elemeinek atlag-
tol valo eltéréseinek atlaga.

@
=

=
-

=
"

12.13. abra Atlagos abszolit el-

térés

fizika
WA W N =

12.14.

fizika
W AW N =

12.15.

sahoz

1
5
6
6

matematika

2 3 4

12 - -
25 26 6
13 38 17
6 18 14
4 6 13

5

0 O N N

abra Az 5. példahoz

1
5
6
6

17

matematika

2 3 4

12 - -
25 26 6
13 38 17
6 18 14
4 6 13
60 88 50

5
- 17
2 65
6 80
9 47
8 31
25 240

abra Az 5. példa megolda-
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‘Rendszerezo osszefoglalas

12.17. abra A kibovitett tablazat

A fizika osztalyzatok atlaga: x ~3,04, atlagos abszolut eltérése:

5 ~ 0,88, szordsa: o = \Vx* —x ~1,13.

Szords (o): a szdmsokasdg : X, f; fix, |xl. —x‘ f; ~Ix,. —J_C| x” fx’
clemeinck dtlagtol val6 elte- 2 1 17 17 2041667 3470833 1 17
réseinek négyzetei atlaganak :
negyzetgyoke 2 65 130 1,041667  67,70833 4 260
—— 3 80 240  0,041667 3333333 9 720
- 4 47 188 0,958333 4504167 16 752
12.16. abra Szoras § 5 31 155 1,958333 60,70833 25 775
i Osszesen: 240 730 211,5 2524
x~3,04 5 ~0,88 X’ ~10,52

S ouulvea B S 4

1. Van-e olyan tizenegy pozitiv egész szambol allo6 szamsokasag, amelynek medianja 11, az atlaga 2012 és
modusza

a) 6; b) 496; c) 42987
2. Hogyan valtozik az 1,2,3,3,2,5,6,2,2,2,5,6,5,3,5 szamokbol all6 sokasag atlaga, médusza, medianja,
ha minden

a) eleméhez hozzaadunk —5-6t? b) elemét szorozzuk %-del?

3. Az alabbi tablazat (12.18. abra) 30 ti- 54-3 49-5 51-5 54-3 55-3
zenhat éves lany adatait tartalmazza, 56-3 50-2 523 54-4 56-4
az Osszetartozo adatok rendre: testto- 47-4 50-2 533 54-4 57.2
meg — az el6z0 tanév végi torténelem 47.5 513 542 54.4 57.3
osztalyzat. A testtomegeket egész kg-

. 48-4 51-4 54-2 55-3 48-2
ra kerekitve adtuk meg.
49-3 48-4 49-3 50-4 51-5

12.18. abra A lanyok adatai

a) Adjuk meg a testtomegek gyakorisagi eloszlasat tablazattal, szemléltessiik oszlopdiagrammal!

b) Adjuk meg a torténelem osztalyzatok gyakorisagi eloszlasat tablazattal, szemléltessiik kordiag-
rammal!

¢) Hatarozzuk meg a testtomegek terjedelmét, atlagos abszolut eltérését, szorasat!

d) Hatarozzuk meg az osztalyzatok atlagat, moduszat, medianjat!

4. Egy osztaly matematika dolgozatanak eredménye a kovetkezOképpen alakult: 5 jeles, 4 jo, valahany
kozepes, 5 elégséges és 3 elégtelen.
a) Hanyan irtak kozepes osztalyzati dolgozatot, ha az osztalyatlag 3,105-nél nagyobb és 3,110-nél
kisebb?
b) Abrazoljuk kordiagramon az osztalyzatok gyakorisagat!
¢) Adjuk meg az osztalyzatok moduszat, medianjat, atlagos abszolut eltérését, szorasat!

192
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5. A 12.19. abra egy nyolcosztalyos gimnazium kor és nem szerinti

closzlasat adja meg.

a) Hany lany és hany fiu diak jar ebbe a gimnaziumba?

b) Melyik korcsoport a legnépesebb?

¢) Abréazoljuk kozos oszlopdiagramon, a lanyok és a fiuk
korcsoportok szerinti eloszlasat!

d) Szamitsuk ki a lanyok szazalékos aranyat a 14 évnél

fiatalabbak korcsoportjaban!

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.2. Valosziniiség-szamitas

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

A véletlen jelenségek vizsgalataval a matematika egyik legfiatalabb
aga, a valoszinliség-szamitas foglalkozik.

w ). udlds Dobjunk fel egy piros és egy zold dobokockat!

i "Az A esemény jelentse azt, hogy a két kockan dobott szdmok szor- :

| zata paratlan!

i a) Adjuk meg a kisérlethez tartoz6 eseményteret! (12.22 abra)

! b) Adjuk meg az 4 eseményt!
i ¢) Szamitsuk ki az A esemény valoszintiségét!

Megoldas:

a) Mivel a két dobokocka kiilonb6zd, ezért nem mindegy, hogy melyik
szamot melyik kockan dobjuk. Mindkettén hatféle szamot dobhatunk
egymastol fiiggetleniil, igy a szorzasi szabaly értelmében 6-6-féle ki-
menetel lehetséges. A kisérlethez tartozd eseménytér elemi eseményei
olyan rendezett szamparok, amelyek els6 tagja a piros dobokockaval
dobott szam, a masodik tagja pedig a z6ld dobokockaval dobott szam.

Ezt szemléltetjikk a 12.21. abran.

1
10
2.1
3.
“.1
.1
6 6,1)

N A W N

12.21. abra Az 1. példa kisérletéhez tartoz6 eseménytér
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2
(1,2)
2.2)
(3.2)
4.2)
(.2
(6,2)

3
(1,9
(2,9
(3,3
(4.9
(.3
(6,9

4
(1,4)
(2,4)
(3:4)
(4,4)
(5.:4)
(6,4)

(1,5
(2,9
(3.5)
(4.5
(5.9
(6,5)

(1,6)
(2,0)
(3,6
(4,0)
(5,60)
(6,0)

Korcsoport Lanyok  Fiuk

(év) szdma  szama
10-11 3 2
12-13 85 130
14-15 139 91
16-17 123 87
18-19 108 79
19-20 12 21

12.19. abra A gimnazistak adatai

ececcccccce

ececcccccce

Valoszintiségi kisérlet:

# kimeneteleinek bekovetke-
zése a véletlentdl fiigg.

# azonos koriilmények kozott
akarhanyszor megismétel-
hetd.

12.20. abra Kisérlet

Eseménytér (H): a lehetséges
kimeneteleinek halmaza.
Esemény: az eseménytér rész-
halmaza.

Elemi esemény: egyelemil
esemény.

Biztos esemény: H

Lehetlen esemény: <.

o

12.22. abra Eseménytér
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b) A 12.24. abran a kis négyzetekbe irt szamok a dobott szamok szor-

zatat adjak meg. A dobott szamok szorzata pontosan akkor paratlan, ha

mindkét tényez6 paratlan. Az 4 esemény :
A={(1.1):(1,3)5(1,5):(3,1)5(3,3)3(3,5):(5,1)5(5,3)3 (5:9)}-

c) A 12.24. abraban kékkel szineztiik azokat a mezdket, amelyekben a

dobott pontok szorzata paratlan. Ezek szama 9. Feltételezhetjiik, hogy

Az események relativ gya-
korisaga egy, az eseményre
jellemz6é szam ,kozelében
van”. Ez a szam a [0;1] inter-
vallum eleme. Ezt a szamot
az esemeény valoszintségének

nevezziik.
A valosziniiségtél elvarjuk, barmelyik elemi esemény ugyanakkora valoszintiséggel kovetkezik be,
hogy: igy alkalmazhatjuk a klasszikus valoszinliség-szamitasi modellt. Tehat
I. Bérmely 4 eseményre 9 ,

0= P(4)<1 P(A)=£=O,25 (12.25. abra).

Il. P(H)=1(Abiztos ese-
mény valosziniisége 1.)

II1. Ha A és B egymést kizar6 :
események, akkor
P{A+B)=P(A4)+P(B)

6l all. Jelentse az A4 azt az eseményt, hogy az elsé futészalag miko-
i dik, B azt, hogy a masodik futdszalag iizemképes, C pedig azt, hogy
i a szeletelé miikodik. Mit jelentenek az alabbi események?
a)A+B+C; b)A4-B-C; ¢)B-C; d)A+B; ¢)(A-B)-C (12.26.

Cm
-
| -

=" i!

12.23. abra Valosziniiség

N
LS

Megoldas:

a) A két futdszalag és a szeletel koziil legalabb az egyik miikodik.

b) A futdszalagok is és a szeleteld is miikodik.

¢) A szeleteld miikodik, a masodik futészalag nem miikodik .

d) Egyik futdszalag sem tizemképes.

e) Az els6 futdészalag miikodik, a masodik nem és a szeleteld is miiko-
dik.

3 3 6 9 1215 18 . . .
Az alabbi feladatokban feltételezziik, hogy barmelyik elemi esemény
ugyanakkora valdszinliséggel kovetkezik be, igy alkalmazhatjuk a
klasszikus valdsziniiség-szamitasi modellt.

4 4 8 12 16 20 24

5 5 10 15 20 25 30

6 6 12 18 24 30 36

12.24. abra Az 1. példa megolda-
sahoz

= . udllsl Egy csomag magyar kartyabol kivalasztunk négy
apot. Jelentse 4 azt az eseményt, hogy a kivalasztott lapok kozott :
! van 4sz, a B azt, hogy van piros és C azt, hogy koztiik van a piros
i asz! '
i a) Az 4, a B és a C események koziil melyek kozott 4ll fenn, hogy az :
i egyik maga utdn vonja a masikat (12.27. abra)? '
i b) Fiiggetlenck-¢ az 4 és a B események?

Ha H véges, elemeinek szama
n, elemi eseményei egyenld

valoszintiségliek, és A ese- Megoldas:
mény elemeinek szama k, ak-~ 2 a) Mivel C < 4, C B, igy a C esemény maga utdn vonja az 4 és a B
kor P(A4)= 5 eseményeket.

n

-

12.25. abra Klasszikus valdszi-
niliség

194

b) A kivalasztasnal a lapok sorrendje nem szamit, ismétlédés nem lehet-
séges, ezért az sszes eset szama 32 elem 4-ed osztalyu ismétlés nélkiili

32
kombinacioja: ( : J =35960.

Matematika_12.indo 194 2015.07.07. 11:42:46



Mivel az 4, a B és az A+ B események valoszinliségeinek meghataro- :  Események sszege:

zasanal tobb esetet kell vizsgalni, mint az eldbbi események komple- A+B=AUB
menter eseményeinek valdszintiségeinél, ezért praktikusabb az esemé- : Események szorzata:
nyek komplementereinek valészintiségeit meghatarozni. Az 4 jelenti i A4-B=ANB
azt az eseményt, hogy a kivalasztott lapok kzott nincs 4sz. Az ezt meg- : Lsemenyek kiilonbsege:
valositd elemi események szama: A-B=A\B
28 Komplementer esemény:
(4]=20475. A=H\ 4

Ha A-B=(, akkor 4 és B

igy P(Z) = % = %, ahonnan e‘gymést kizaro események.
P(4)=1- % - % (12.28. dbra). A B esemény komplementere | |~ I

12.26. abra Miiveletek esemé-

jelenti azt az eseményt, hogy a kivalasztott lapok kdzott nincs piros, az el
nyekke

24
ezt megvaldsitod elemi események szama ( 4 J =10 626.

— 10626 5313
Innen P(B|=——=—"—,1
() 35960 17980 &y
p(B)zw.
17980

A maga utan vonja B-t, akkor
Az A+ B jelenti azt az eseményt, hogy a kivalasztott lapok kozott : és csak akkor, ha 4 < B.
nincs piros €s nincs asz, az ezt megvalosito elemi események szama: :

32-11) (21
=| =" |=5985.
O

12.27. abra Maga utan vonas

Innen P(A+B)=1- 985 3995 ) wat esemény Osszegére vonat-
35960 7192
kozo6 szitaformula (12.29. dbra) alapjan az 4- B esemény szorzatanak

valdszinisége:

P(4-B)=P(A)+P(B)-P(A+B)

_ 3097 ,12667 5995 _ 2711
7192 17980 7192 8990

P(4)=1-P(4).

Mivel P(A4- B) # P(A4)- P(B) teljesiil, ezért az A és B események nem
fiiggetlenek.

12.28. abra Komplementer ese-
mény valosziniisége

4 uilely  Egy hatfOs barati tarsasag szinhazba ment, az egy- :
- mas mellett levd helyeket véletlenszeriien foglaltak el. Mekkora an- :
i nak a valosziniisége, hogy
a) Gabor és Tamas (a tarsasag két tagja) egymas mellé tilt?
b) Gabor és Tamas (a tarsasag két tagja) nem iilt egymas mell¢?
i ¢) a harom hazasparbdl 4ll6 tarsasagban a hazastarsak egymas mellé |
| iltek le?

P(4+B)=
=P(A4)+P(B)-P(4-B).

=

12.29. abra Szitaformula esemé-
nyekre

Megoldas:
a) Legyen az 4 az az esemény, hogy Gabor és Tamas egymas mellé {ilt.
Az bsszes eset szama: P, = 6!. Gabort és Tamast egy kettds székre iiltetve
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¢ atarsasag 5!-féleképpen foglalhat helyet. Gabor és Tamas cseréje a le-

A ¢és B fiiggetlenek ak- ¢ ) 2.51 1
kor és csak akkor, ha : hetséges esetek szamat megkétszerezi. Igy P(4) = — =z
P(4-B)=P(4)-P(B).  : oo 3
: : b) Ez az esemény az 4 esemény komplementere, innen
e P(Z)zl—P(A)z%.
12.30. abra Események fiigget-

c) Legyen a B az az esemény, hogy a hazastarsak egymas mellett iilnek.
Az Gsszes eset szama: 6!. 3 hazaspar sorban 3! szamu ,kettés” széket
foglal el. Minden hazaspar férfi- és nétagjanak cseréje a lehetséges ese-
tek szamat megkétszerezi, tehat a feltételeknek megfelelé esetek sza-

231 1

6l 15

lensége

ma: 2 -3\, Tehat P(B)=

S, udldsl Hét egyforma cédulara felirjuk az 1, 2, 2, 2, 5,
15, 5 szamjegyeket, ezutan a cetliket beletessziik egy urnaba. Egy-
| mas utdn hétszer hiizunk gy, hogy a céduldkat nem tessziik vissza. |
i A kihuzott szamjegyeket a huzas sorrendjében egymas mellé irjuk. |
i Mekkora a valosziniisége annak, hogy az igy kapott hétjegyili szam !
¢ | oszthaté néggyel? :

Megoldas:

Legyen a C az az esemény, hogy a kapott hétjegyii szam oszthatd négy-
gyel. A néggyel vald oszthatdsag szabalya értelmében az utolsod két
szamjegy altal alkotott szam 12 vagy 52. Legyen az 4 az az esemény,
hogy a kapott hétjegyii szam utolso két szamjegye 12, B az az esemény,
hogy a kapott hétjegyli szam utolsé két szamjegye 52! Ezen esemé-
nyek Osszege a C esemény. Az Osszes eset szamat hét elem ismétlé-

71

12.31. abra A szinhaz

ses permutacidinak szama adja: P7(1’3’3) 331 =140. Az 4 eseményt
. 5!

: megvalositd elemi események szdma: 1[’5(2’3 ETET =10, a B eseményt
51

¢ megvalosito elemi események szdma P (122) 1' o 2'

Ezek az események paronként kizarjak egymast, igy a

: 10 30 2
P(C)=P(4A+B)=P(A)+P(B)=—+—=—.
(C)=P(4+B)=P(4)+ P(B)= 10 0 2

Mo . uildy  Bgy palyazatra 35 palyamunka érkezett, 5 katego- :
: riaban hirdettek 1-1 gydztest. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy
¢ | Toth Béla palyéazata nyer, ha

a) egy palyamunka csak egy kategoridban lehet gyoztes;

’ m 2.9 . ,, 9
12.32. dbra Kizrd g o) e bl Gl Lozt dosin & [t gguiaiesh

11:42:56



Megoldas:

Legyen az 4 az az esemény, hogy Toth Béla palyazata nyer! Ekkor az
A jelenti azt az eseményt, hogy Toth Béla palyazata nem nyer.

szama adja: V3 =35-34-33-32-31=38 955 840. Az A eseményt
megvaldsito elemi események szamat 34 elem 5 taga ismétlés nélkiili

34-33-32-31-30 _ 1

adodik, hogy P(A)=1 .
ey P =1- 55331~ 7

.....

.....

Vi =345 = 45 435 424,
5

fgy P(A)=1—% ~0,1349.

12.33. abra Ki lesz a gydztes?

% 7. o3l Egy lampat gyarto cég 200 lampajabol 8 selejtes.
: Mindségellendrzéskor a 200 l&mpabol 4 darabot vélasztanak ki. :
i Mekkora annak a valoszintisége, hogy a kivalasztottak kozott leg- :
i alabb két selejtes van, ha a mintavétel visszatevés nélkiili? '

Megoldas:

Legyen az 4 az az esemény, hogy a kivalasztottak kozott legalabb két se-
lejtes van! Az 4 esemény komplementere jelenti azt az eseményt, hogy
a kivalasztott lampak kozott legfeljebb egy selejtes van. Az dsszes eset
szamat 200 elem negyedosztalyu ismétlés nélkiili kombinacidinak sza-

200 —
ma adja [ 4 j .Az A esemény bekovetkezik, ha a kivalasztott lampak
kozott 0 vagy 1 selejtes van. 0 darab selejtes van a kihtizott lampak kozott,

192
ha mind a 4 darabot a 192 jo lampa koziil huztuk. Ezek szama: ( 4 ] .

1 darab selejtes van a kihuzott lampak kozott, ha a 8 selejtes darab

koziil hiiztunk 1-et, és 3 lampat a 192 jo lampa koziil huztunk. Ezek

81(192
szdma: ( 1]( 3 ] Tehat az 6sszeadasi szabaly alapjan legfeljebb egy

o -
12.34. abra Mindségellendr

192) (8)(192
selejtes lampat 4 + s -féleképpen huzhatunk. Innen

P(4)=1-P(4) 1—[132}@(122J ~0,0081.

e
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" 4,04l Egy tavoli bolygén himnemd, illetve nénem
i Tgyedek élnek. A statisztikai adatok szerint egy himnemii egyed szii-
i letésének a valdsziniisége 0,6. Egy csaladban az egyik utod neme |
! fiiggetlen a tobbi utdd nemétdl. Mekkora annak a valdszinlisége, |
| hogy egy négy utédot neveld csaladban az utodok kozott :
\ a) egy himnemii ut6d van?

i b) legfeljebb egy himnemii utéd van?

Megoldas:
a) Legyen 4 az az esemény, hogy a négy utdd kozott egy himnemi és
harom nénemii utéd van. Mivel a sziiletési sorrendben egy helyre him-
nemu és harom helyre ndnemil utdodnak kell keriilnie, ezért az ennek
4

1

niiségtiek: 0,6'-0,4°. Mivel paronként kizarjak egymast, igy a keresett
valoszinliség ezen események valosziniiségeinek dsszege:

megfeleld események széma( j . Ezek az események egyenld valoszi-

4
P(4)=|  |-0,6'-0,4* =0,1536.
1

b),,Legfeljebb egy” azt jelenti, hogy a négy utdd kozott 0 vagy 1 himne-
mii utéd van. Legyen B az az esemény, hogy mind a négy utdéd nénemti!
Igy az az esemény, hogy egy négy utodot nevel6 csaladban az utédok
kozott legfeljebb egy himnemti utdd van, egyenld az 4 és B események

12.35. abra Egy tavoli bolygd

4
osszegével. Az a) rész alapjan P(B) = (0)0, 6°-0,4* =0,0256. Az 4

¢és B események paronként kizarjak egymast, igy az dsszegiik valoszi-
nlisége egyenld az egyes események valoszintiségének az dsszegével:

4 4
P(A+B) =(0j-0,6° -0,4° J{I)O,él -0,4° =0,1792.

1. Ot kartyara felirjuk a 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyeket, majd betessziik azokat egy dobozba. Ezutan kihu-
zunk beldliik kett6t egymas utan, majd a huzas sorrendjében letessziik azokat az asztalra.
a) Adjuk meg az eseményteret!
b) Az A jelentse azt az eseményt, hogy kétjegyli primszamot kapunk. Mekkora az 4 esemény valo-
szintisége?

2. Anna, Béla, Cecil, Dezsd, Emese véletlenszertien letilnek egy kor alakt asztalhoz. Mekkora a valo-
szinlisége annak, hogy a két fiti nem il egymas mellett?

3. Egy pénzérmét hatszor egymas utan feldobunk, és a dobasok eredményét leirjuk. Mekkora a valo-
szinlisége annak, hogy
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a) nem dobtunk irast;
b) legalabb négyszer irast dobtunk?

4. Egy dobokockat haromszor egymas utan feldobunk, majd a dobott szamokat leirjuk egymas mellé.
Mekkora a valdsziniisége annak, hogy az igy kapott haromjegyl szam
a) oszthato kilenccel,;
b) nem tartalmaz 5-6s szamjegyet;
c) a szamjegyek kozott nincs 4-es vagy nincs 6-0s;
d) a szamjegyek osszege 11;
e) a szamjegyek szorzata négyzetszam?

5. Mennyi a valoszintisége annak, hogy egy lottdszelvénnyel jatszva az 6t6s lotton
a) nincs talalatunk;
b) legalabb négyesiink;
c) legfeljebb harmasunk van?

6. Mennyi a valdszintisége annak, hogy egy totdszelvénnyel egy oszlopot kitdltve
a) nincs talalatunk;
b) legalabb 12 talalatunk;
c) legfeljebb 12 talalatunk van?

7. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy egy n f0s tarsasagban van két olyan ember, akik az év ugyan-
azon napjan tinneplik a sziiletésnapjukat, ha

a) n=366;
b) n =16;
c)n=247

8. Egy kockajaték egy menete legfeljebb két dobasbdl all. A jatékosnak minden dobasért harom fa-
batkat kell fizetnie. Az elsé dobas utan a jatékos eldontheti, hogy dob még egyet vagy kéri a nye-
reményét. Ekkor a nyereménye annyi fabatka, mint a dobott szam nagysaga. Ha a masodik dobas
lehetdségét valasztja, akkor a nyereménye annyi fabatka, mint a dobott szamok dsszege.

Adjuk meg a jatékos két dobas utani lehetséges egyenlegeit!
Mekkora annak a valdszintisége, hogy egy menetben legalabb két fabatkat nyeriink?

9. Egy dobozban 300 telefon van, melyeknek az 5%-a selejtes. Visszatevéssel egy hatelemii mintat
vesziink. Mekkora a valoszinlisége annak, hogy
a) van koztiik selejtes;
b) pontosan egy selejtes van koztiik;
c) legalabb négy selejtes van koztiik?

10. Egy dobozban 100 izz6 van, melyeknek 4%-a selejtes. Visszatevés nélkiil egy dtelemii mintat ve-
sziink. Mekkora a valészinlisége annak, hogy
a) nincs koztiik selejtes;
b) pontosan két selejtes van koztik;
c) legfeljebb két selejtes van koztiik?
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Fuggelek

% Szakkifejezések listaja

alap

alaphalmaz

alaplap

algebrai egész kifejezés
algebrai kifejezés
algebrai tort

allitas

also korlat

alulrol korlatos sorozat
annuitds

aranytartd

asszociativ

atfogd

atlag

atlagos abszolut eltérés
atlo

befogd

bels6 szog

binomialis egylitthatd
biztos esemény

csonka gula

csonka kip

csticsszogek

De Morgan-azonossagok (halmazok)
De Morgan-azonossdagok (logika)
deltoid

derékszogli haromszog
differencia

diszjunkcio
diszkriminans
disztributiv

dodekaéder

egész szamok

egyallasu szogek
egybevagosagi transzformacio
egyenes és sik hajlasszoge
egyenes hengerszerii test
egyenes korhenger
egyenes korkup

egyenes

egyenesek hajlasszoge
egyenlet
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83,

95
83
47
99
99
101
70
16
16
33
159
73
150
189
191
152
150
150
185
193
47
47
150
86
74
153
150
18
73
129
73
68
81
150
154
4
46
46
47
111
41
119

egyenletrendszer
egyenldszart haromszog
egyenlétlenség
egyenlétlenségrendszer
egyismeretlenes egyenl6tlenség
egységvektor

egyszert graf
egyszerisités
ekvivalencia

elemi események
ellentmonddasmentesség elve
elsofoku fliiggvény
eltolas

érintd

értékkészlet

értelmezési tartomany
esemény komplementere
esemény

események kiilonbsége
események Osszege
események szorzata
eseménytér
exponencialis fliggvény
faktorialis

fedolap

felezémerdleges
felezOpont

felsé korlat

felszin

feliilrdl korlatos sorozat
Fibonacci-sorozat
fixpont

fokszam

fokszamtétel
forgashenger

forgaskup

forgasszog

fliggetlen események
fliggvény
figgvényérték-transzformacio
gomb

graf

125
155
124
127
124
166
187
131

76
193

73
110
159
180
107
107
195
193
195
195
195
193
141
184

48
149
149

16

49

16

13
154
187
187

46

47
135
196
107
114

48
186
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gula

gyakorisag

gyok

gyoktényezds alak
gyokvonas

halmaz eleme

halmaz

halmazok kiilonbsége
halmazok metszete
halmazok uni6ja

hamis

harmadik kizardasanak elve
haromszog alapt hasab

haromszog koré irt kor kdzépontja

haromszog

hasab

hasonlo

hasonloséagi transzformacio
hatarozatlan

hatszog alapu hasab
hatvany

hatvanyozas azonossagai
helyettesitési érték
helyvektor

henger sugara
hengerszerii test
hexaéder

hozzarendelési utasitas (szabaly)
hur

hurokél

hurtrapéz

identitas

igaz

igazsagerték
igazsagtablazat
ikozaéder

implikacio

index

intervallum
iranyitastarto
iranyvektoros egyenlet
irracionalis szamok
ismeretlen

ismeretségi graf
ismétlés nélkiili kombinacid
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47
188
91
131
90
80
80
84
84
84
70
73
46
151
150
46
160
159
99
46
88
89
100
174
46
46
68
109
38
187
39
154
70
70
71
68
75
11
109
158
177
81
141
187
184

ismétlés nélkiili permutaciod
ismétlés nélkiili variacid
ismétléses permutacio
ismétléses variacio

itélet

itéletkalkulus

iteletlogika

izolalt csucs

kamat

kamatlab
kamatoskamat-szamitds
kanonikus alak

képhalmaz

keriilet

keét kitéro egyenes tavolsaga
két metsz6 egyenes hajlasszoge
két ponthalmaz tavolsaga
keét sik hajlasszoge

kettos tagadas

kiemelés

kijelentés

kisérlet

kitéré egyenesek hajlasszoge
kitevo

kizar6 események

kocka

kommutativ

komplementer esemény valdszinlisége
komplementer graf
komplementer halmaz
konjunkcio

konkav test

konstans fiiggvény

konvex test

koordinata

korlatos sorozat

koszinusz

koszinusztétel

kotangens

kor egyenlete

kor

koreikk

kordiagram

korgytricikk

koriv

184
183
185
183

70
70
70
187
30
30
30
92
107
38
44
41
44
43
72
120
70
193
41
88
194
46
73
195
187
84
72
48
110
48
175
16
166

37,170
166
178
159
189
189

39
38
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Fuggelek

korlap

kozépparhuzamos egyenes
kdzépponti szog
kdzéppontos hasonlosag
kozéppontos tiikrozés
kodzépvonal

kupszerii test

kuapszeri testek magassaga
kvociens

lapatlo

legkisebb kdzos tobbszoros
legnagyobb k6zos 0sztd
lehetlen esemény

linearis fliggvény grafikonja
linearis fiiggvény
logaritmus azonossagai
logaritmus figgvény
logaritmus

logikai érték

logikai fiiggvény

logikai miivelet

maga utdn vonas
magassagpont

maradék

maradékos osztas
masodfoku egyenlet
masodfoku fliggvény grafikonja
masodfoku fliggvény
matematikai logika
maximum

maximumbhely

median

megoldas

mellékszogek

mérlegelv

merdleges vetités

mértani kdzép

mértani sorozat
metszésvonal

minimum

minimumhely

modusz

monoton csdkkend fliggvény
monoton csokkend sorozat
monoton novekedo fiiggvény
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38
149
39
159
155
39
47
47
24
42
93
93
193
110
111
96
112
95
70
70
71
195
155
106
106
129
114
114
70
108
108
189
130
150
121
42
24
24
43
108
108
189
109
15
109

monoton névekvé sorozat
n-edik gyok azonossagai
negacio

négyszdgek

négyzet

négyzetes oszlop
négyzetszam
normalalak
normalvektoros egyenlet
numerusz

oktaéder

oldallap

oszlopdiagram
oszthatosag

0SZt0

osztopont

Osszeadasi szabaly
Osszegvektor

Osszetett szam

palast

parabola

paradoxon
paralelogramma
paratlan fiiggvény
parhuzamos

paros fiiggvény
periodikus fliggvény
piramis (szabalyos négyoldalu gtila)
Pitagorasz-tétel megforditasa
Pitagorasz-tétel
poliéder

polinom

pont koriili forgatas
potszogek

pozitiv egész szamok
prefixum

prim

racionalis szamok
rekurziv megadas

relativ gyakorisag
relativ prim

részhalmaz

rombusz

sikidom

sikmetszet

15
91
71
152
152
46
182
89
176
95
68
47
190
104
92
174
184
172
92
47
114
70
153
110
149
110
110
58
150
36
46
99
157
150
81
89
92
81
12
189
104
82
152
160
43
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skalaris szorzat 168  tavolsagtarto 154

skatulyaelv 181  téglalap alapu ferde hasdab 46
sorozat altalanos tagja 11 téglalap 153
statisztika 188  téglatest 46
statisztikai sokasag 188  teljes graf 187
sulypont 174 teljes négyzet 101
szabalyos csonka gula 48  tengelyes tiikrozés 155
szabalyos gula 47  tényezd 121
szabalyos haromszog 36  térfogat 49
szabalyos hatoldalu gula 47  terjedelem 190
szabalyos hatszog 168  természetes szamok 81
szabalyos kilencszog 156  teriilet 36
szabalyos négyoldalt gula 58  test alkotdi 47
szabalyos test 68  test haldja 49
szakaszfelez merdleges 149  testatlo 42
szamelmélet alaptétele 92 tetraéder 47
szamjegy 106 Thalész-tétel 153
szamrendszer 106 tobbszords €l 187
szamsorozat 11 tobbszords 93
szamtani kozép 18  tdke 30
szamtani sorozat 18  tokesites 30
Szarszog 58  trapéz 153
szelséeérték 108  trigonometria 162
szigortian monoton csokkend fliggvény 109 trigonometrikus Pitagorasz-tétel 165
szigoruian monoton csokkend sorozat 15  trigonometrikus teriiletképlet 37,169
szigortian monoton novekedo fliggvény 109  univerzum 83
szigoruan monoton névekvé sorozat 15  valddi részhalmaz 82
szimmetriasik 68  valds fliggvény 107
szimmetriatengely 156  valos szamok 81
szinusz 166 valosziniiség 194
szinusztétel 37,170  valodsziniiség-szamitas klasszikus modellje 194
szitaformula 85,195  valtészogek 150
szoras 192 valtoz6 transzformacio 111
szorzasi szabaly 182  vektor hossza 173
sz0g 152 vektor szorzésa szammal 173
szogfelezd 149 vektorok hajlasszoge 173
szogtartd 159  vektorok kiilonbsége 173
tag 11 vektorok dsszege 172
talppont 47  Viete-formulak 132
tangens 166  zérushely 108
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Kiadja: Maxim Konyvkiado6 Kft., 6728 Szeged, Kollégiumi ut 11/H
E-mail: info@maxim.co.hu

Telefon: (62) 548 444

Fax: (62) 548 443

Felelds kiado: Puskas Norbert

Nyomda: General Nyomda Kft., felelés vezetd: Hunya Agnes
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