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A modul célja

A kozépszintl érettségi vizsgakovetelményeiben szerepld ismeretanyag ismétlése feladatokon keresz-
tiil.

Idokeret

14 foglalkozas (14x2x45 perc)

Ajanlott korosztaly

12. évfolyam

Modulkapcsolodasi pontok

Tagabb kornyezetben: Fizika, bioldgia, f6ldrajz, gazdasagtan, szocioldgia

Sziikebb kornyezetben: A kdzépiskolai matematika tananyag a modulcimek altal megadott témako-
rokben.

Ajanlott megel6zo tevékenységek: A 12-edik osztalyos tananyag ismétlése.
Ajanlott kovetd tevékenységek: Probaérettségi feladatsor megirasa.

A képességfejlesztés fokuszai

Rendszerezés, érvelés, bizonyitas, probléma-érzékenység, probléma-reprezentacid, abrazolds, térlatas,
prezentacio, kombinativitas, induktiv és deduktiv kdvetkeztetés, mennyiségi kovetkeztetés, valoszinii-
ségi kovetkeztetés, szovegértés, szovegértelmezées, relacidszokincs, értelmes memoria, metakognicid

AJANLAS

A 12. tanév masodik féléve az ismétlés idészaka. A délutdni matematikafoglalkozéasokat is erre szanjuk. Egy-egy foglalkozas anyaga messze

meghaladja a 45 perces munkaid6t, éppen amiatt, hogy a feladatanyaga hasznalhat6 legyen a délel6tti matematika orakon is. Gyakran talalhaté a

tanari mellékletben a foglalkozas témakoréhez kapcsolodo u. n. tudasproba, amellyel a tanulok lemérhetik ismereteik mélységét.

A modulban az ismétlés kizarolag feladatok megoldasan keresztiil valosul meg.
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A MODUL FOGLALKOZASAINAK JAVASOLT SORRENDJE
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Kombinatorika és valésziniiségszamitas
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MODULVAZLAT

Lépések,

i bSZSE & 5 Eszkoz/ Feladat/
tevékenységek Kiemelt készségek, képességek

Gyilijtemény

I. Halmazok

1. | Halmazok megadésa, halmazmiiveletek, halmazok |Rendszerezés, szovegértés, szovegértelmezes, metakognicié | Feladatlap:
szamossaga 1-15. feladat

2. | Tudaspréba Metakognicio Feladatlap:

1-4. feladat

II. Szamok kiilonb6zo alakban

1. | A négyzetgyodk, n-edik gyok, abszolutérték, recip- | Rendszerezés, metakognicio Feladatlap:
rok, hatvany, logaritmus, szogfliggvények fogalma, 1-11. feladat
azok tulajdonsagai

2. |Tudasproba Gondolkodasi sebesség, metakognicid, logikus gondolkodas | Feladatlap:
1-10. feladat

I11. Fiiggvények

1. | A masodfoku, négyzetgyok-, n-edik gyok-, Rendszerezés, metakognicio, probléma-reprezentacio, abrazo- | Feladatlap:
abszolutérték-, reciprok-, hatvany-, logaritmus-, és | las, szovegértés, szovegértelmezés 1-4. feladat
szogfliggvények. Fiiggvények abrazolasa transzfor-
maciéval. A fliggvények néhany tulajdonsaga.

2. | Tudéspréba Gondolkodasi sebesség, metakognicid, logikus gondolkodas | Feladatlap:
1-7. feladat
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IV. Szoveges egyenletek

1. | Szoveg leforditasa az algebra nyelvére. Szoveg alap- | Rendszerezés, metakognicid, szovegértés, szovegértelmezés | Feladatlap:
jén egyenletek felirdsa kis segitséggel, majd segitség 1-14. feladat
nélkiil.

. Egyenletek

1. | A tanult alapfogalmak (abszolutérték, hatvany, Rendszerezés, metakognicio, probléma-reprezentacio, deduk- | Feladatlap:
négyzetgyok, logaritmus, szogfiiggvények), és azok |tiv kdvetkeztetés, mennyiségi kovetkeztetés 1-11. feladat
tulajdonsagainak alkalmazésa egyenletek megoldasa
soran.

V1. Egyenlotlenségek

1. | Az ismert alapfiiggvények monotonitasanak vizsgd- | Rendszerezés, metakognicio, dbrazolas, deduktiv és mennyi- | Feladatlap:
lata, annak alkalmazasa egyenl6tlenségek megoldasa | ségi kdvetkeztetés 1-8. feladat
soran. Grafikus megoldas. Sz¢lséérték feladatok
megoldasa elemi uton.

VII. Sorozatok

1. | A sorozat fogalma, néhany tulajdonsaga. Szamtani | Rendszerezés, metakognicio, probléma-reprezentacio, abrazo- | Feladatlap:
€s mértani sorozat alkalmazasa szoveggel megadott |1as, szovegértés, szovegértelmezés, modell-alkotas 1-10. feladat
problémdkban. Modell-alkotés.

2. |Tudasproba Gondolkodasi sebesség, metakognicid, logikus gondolkodas | Feladatlap:
1-7. feladat
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VIII. Hiromszog

pontjai és korei

nevezetes vonalai,

A haromszdg nevezetes vonalai, pontjai, korei, és
azok néhany tulajdonsaganak attekintése feladato-
kon keresztiil. Szerkesztési és szamolasi feladatok.

. Hasonlosag

Hasonl6 sikidomok felismerése, szerkesztése, terii-
letaranyuk kiszamitdsa Hasonl6 testek térfogatara-

nyanak meghatérozasa.

Rendszerezés, metakognicio, probléma-reprezentacio, abrazo-
las, kreativitas

Rendszerezés, metakognicio, probléma-reprezentacio, abrazo-
las, szOvegértés, szovegértelmezés

Feladatlap:
1-12. feladat

Feladatlap:
1-14. feladat

X. Trigonometria

1. | A szogfliiggvények fogalma, néhény tulajdonsaga. A | Rendszerezés, metakognicio, probléma-reprezentacio, abrazo- | Feladatlap:
hegyesszogek szogfliggvényeinek alkalmazasa de- | las, szovegértés, szovegértelmezés, deduktiv kdvetkeztetés 1-15. feladat
rékszogli haromszogben. A kovetkezd foglalkozas
anyaganak (szogfiiggvények alkalmazasa tetszOleges
haromszdgben) elokészitése.

2. |Tudasproba Gondolkodasi sebesség, metakognicio Feladatlap:

1-7. feladat

XI. Geometriai szamolasi feladatok

1. | A koszinusz- és szinusztétel alkalmazasa haromszd- | Rendszerezés, metakognicio, probléma-reprezentacio, szoveg | Feladatlap:
gekben, sokszogekben. Poliéderek térfogatanak és | alapjan alakzat rekonstrualasa, szovegértés, szovegértelme- 1-7. feladat
felszinének kiszamitasa. z¢s, szdmolas, térfogat és teriilet becslése

2. |Tudasproba Gondolkodasi sebesség, metakognicid, logikus gondolkodas | Feladatlap:

1-5. feladat
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XII. Koordinatageometria

1. |Koordinatageometriai alapismeretek ismétlése fel- | Rendszerezés, metakognicid, probléma-reprezentacid, induk- | Feladatlap:
adatokon keresztiil. Egyenletrendszerek megoldasa. |tiv és deduktiv kovetkeztetés, szamolas 1-11. feladat
A sziikséges elemi geometria és a vektorokkal kap-
csolatos ismeretek felelevenitése.

XIII. Statisztika

1. | A tanult statisztikai alapfogalmak meghatarozasa Metakognicio, szovegértés, szovegértelmezés, szamolas, Feladatlap:
kiilonb6z6 szovegkdrnyezetben. becslése 1-6. feladat

XIV. Kombinatorika és valosziniiségszamitas

1. |Kiilonb6z6 kombinatorikai feladatok, a klasszikus | Metakognicid, szovegértés, szovegértelmezés, szamolas, va- | Feladatlap:
valoszinliségi modell alkalmazésa. Binomidlis elosz- | 16szinliségi kovetkeztetés, kombinativitas 1-9. feladat
1as.
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. HALMAZOK

Modszertani megjegyzés: Sok érv szol amellett, hogy az ismétlést a halmazokkal kezdjiik.
Tapasztalat szerint az adott tananyag elméletének attekintése nem eléggé hatékony, igy ajan-
latos, hogy a kiilonb6z6 halmazjelolések megbeszélése utan, feladatokon keresztiil elevenit-
tessiik fel a csoporttal az eldkeriild fogalmakat, ismereteket! Célszerii egy-egy feladat megol-
dasanak megbeszélése utan dsszefoglalni a legfontosabb ,,tanulsdgokat”, rogzitendd ismerete-
ket. Hivjuk fel a tanulok figyelmét, hogy otthon ismét nézz¢ék at (tankonyvbdl, vagy a megfe-
lel6 modul kislexikonjabol) az adott tananyaggal kapcsolatos ismeretanyagot!
A tanari mellékletben szerepel egy tudasproba. Ezt — ha a tanar jonak latja — a kovetkezd fog-
lalkozas elején lehetne megiratni. A tandri mellékletben megtalalhaté a megoldasa, illetve az
értékelése is.
A feladatokat 6nalloan vagy parban oldjak meg a tanulok.
1. Hatarozd meg

a) az 1 224 555 hétjegyli szam szamjegyeinek halmazat!

b) a pozitiv paros primszamok halmazat!

¢) az egyjegyl négyzetszamok halmazat!

d) a 15-tel oszthat6 kétjegyli szamok halmazat!

e) a 7 szam egy tizedes jegyre, 2 tizedes jegyre, 3, 4, illetve 5 tizedes jegyre kerekitett ér-

tékeinek halmazat!
f)a {— 3;-2:-1;-0;1; 2; 3} —>Z;x—> 2- |x - 1| fliggvény értékkészletét!
g) a valds szamok lehetd legbdvebb részhalmazat, amely megoldéshalmaza a
(x—2)(4—x) > 0 egyenldtlenségnek!
Megoldas:
a) {1;2;4;5 }; b) {2 }; C) {0;1;4;9 }; d) {15;30;45;60;75;90 };
e) {3.1;3,14;3,142;3,1416;3,14159 }; ) {~2:-1;0;1;2}; o) |2:4].

2. Az A és B halmazrdl a kovetkezoket tudjuk:
o A\B={0;1;3;4}
e B\A={6:7:8}
e AU B az egyjegyl természetes szamok halmaza.

Add meg az 4, a B, és az AN B halmazokat elemeik felsorolasaval!

Megoldds: A=1{0;1;2;3;4;5:9}, B={2:5,6,7:8;9}, AnB={2;59}.
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3. Az 4 és a B halmaz is 4 elemii, és minden elemiik pozitiv egész szam. Az A" B halmaz-
nak 3 eleme van, és elemeinek szorzata 12. Az 4 halmaz elemeinek szorzata 60, a B hal-

maz elemeinek Osszege 12. Hatdrozd meg az A és a B halmazt!
Megoldas:
12=1-2-6=1-3-4, tehat kétféleképpen irhaté fel harom kiilonb6z6 pozitiv egész szam
szorzataként. Az AN B # {1;3 ; 4} , mert a négyelemil B halmaz elemeinek 6sszege 12,

ésa4 mareleme. HoAN B = {1;2 ; 6}, tehat a B halmaz még hidnyzo6 eleme 3. Mivel az

A halmaz négyelemdi, és az elemek szorzata 60, igy 4\B=1{5}.

A={1;2;5;6} és B={1;2:3;6}.

4. Jeloljiik A-val a 630 primosztdinak halmazat, B-vel a 300 egyjegyli pozitiv osztdinak hal-
mazat, és legyen C = {y € Z| y=2x+1,xeNésx < 4}.

a) Add meg mind a hdrom halmazt elemeik felsoroldséaval is!
b) Szemléltesd a harom halmazt Venn-diagrammal! Mindharom halmaz elemeit ird be a

halmazabraba!

¢) Add meg elemeik felsorolasavalaz ANC, BNC, AU BUC ¢és A\(BuUC) halmazo-

kat! é B
Megoldas: 5 4
a) A:{2;3;5;7}, B:{1;2;3;4;5;6}, C:{1;3;5;7;9}. 3 6
7\ 1
¢) AnC={3;5;7}, BN C={1;3;5}, .

AUBUC ={1;2;3;4;5;6;7;9}, A\(BUC)=2.

5. Egy kozépiskola tanulokozdsségének néhany — nem tlires — részhalmaza a kovetkezo:
A: akitind tanulok halmaza;
B: kollégiumban laké tanulok halmaza;
C: a kozépiskola leanytanuldinak halmaza.
Add meg az 4, B, C halmazok és a halmazmiiveletek segitségével két kiilonb6zd modon is

a ,,nem kitiin6, nem kollégista fiutanulok™ halmazat!

Megoldas: ANBNC=AUBUC.



Matematika ,C” — 12. évfolyam — 5. modul: Ismétlés... — 1. Halmazok Tanari Gtmutaté 10

6. Jelolje D az x2—x-6<0 egyenldtlenség valos megoldasainak halmazat, és legyen

E={xeR| (x+3)1-x)>0}.

a) Add meg intervallummal a D és E halmazokat, tovabba a D|E halmazt!

2
b) Oldd meg a valés szamok halmazanaz * 6<0

egyenlétlenségrendszert!
(x+3)(1-x)=0

Megoldas:
a) D=]-2;3[, E=[-3;1], D\E=]1;3].

b) Megoldashalmaza DNE, és DNE=]-3;1].

7. Jelolje A a trapézok, T a téglalapok, R a rombuszok ¢és P a paralelogrammak halmazat.
a) Szemléltesd a négy halmazt Venn-diagrammal!
b) Milyen négyszdgek halmaza a 7' R halmaz?
¢) Add meg halmazmiiveletek alkalmazéasaval a nem derékszogii paralelogrammak halma-

zat!

d) A derékszogii trapézok D halmazat is vegylik hozza a négy halmazhoz, és szemléltesd az

6t halmazt Venn-diagrammal!

Megoldas:

o [

b) A T N R halmaz a négyzetek halmaza.

¢) A nem derékszogl paralelogrammak halmaz: P\T .

d) _ |4]
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8. Egy munkahelyen 52 n6 dolgozik. A tablazat a s | R | 1EE

nddolgozok hajanak szinérdl és csaladi allapota-

N . . Barna
16l készilt felmérés adatait tartalmazza.

Jelolje B a barndk, V a vorosek, S a szokék, F a Voros

feketék, Z a hazasok, H a hajadonok és E az elval- Széke

tak halmazat.

Fekete

a) |[H|=? b) (HUE)NS|=?
¢) (BUV)\H|="?

d) Hany olyan n6 dolgozik a munkahelyen, aki szoke vagy fekete, és hdzas vagy elvalt?
Add meg ezt a halmazt az S, F, H, E halmazok és halmazmiiveletek felhasznalasaval is!
Megoldas:
a) [H|=14; b) [(HUE)NS|=7; ¢ |[(BUV)\H|=18;

d) (SUF)N(ZUE),és |(SUF)N(ZUE)=20.

9. Legyen 4= {a :bie } és C= {a ;bid e } Hany olyan B halmaz allithat6 eld, amelynek az
elemei szintén az abécé betiii, és B < C, tovabba az 4 N B halmaz kételem(?
Megoldas: Négy, mégpedig: B = {a;b }, vagy B = {a;b;d }, vagy B = {a;b;e }, vagy

B= {a;b;d;e}:C.

10. Tegyiik fel, hogy van olyan tévé tulajdonos, akinek nincs radidja. Tovabba tételezziik fel
azt is, hogy akinek van autdja, de nincs radidja, annak nincs tévéje sem.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy van olyan tévé tulajdonos, akinek nincs autdja?
Megoldas:
Legyen a tévé tulajdonosok halmaza T, a radioval rendelkezdk halmaza R, és az autotu-

lajdonosok halmaza 4. Szemléltessiik a harom halmazt Venn-diagrammal! Az 4bran he-

lyezziink el egy *-ot abba a reszhalmazba, amelyiknek a feltétel sze- 4 T
rint biztosan van eleme. Ha van olyan részhalmaz, amelyik biztosan i i
iires, satirozzuk be! )
A feltételezés szerint nincs olyan autdtulajdonos, akinek nincs radio-

R

ja, de van tévéje, viszont van olyan tévé tulajdonos, akinek nincs ra-
didja. Igy van olyan tévé tulajdonos, akinek nincs autéja.

A feltételekbdl tehat kovetkezik az allitas.
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11. Egy 35 {0s osztaly minden tanuldjadnak — egy vizitara el6tt — harom kérdésre kellett vala-

szolnia. A kérdések a kovetkezOk voltak:

1) Szereted-e a szilvasgombdcot?

2) Este 11 o6rakor legyen-e a takarod6?

3) Végig tudsz-e iszni egy 200 m-es tavot pihenés nélkiil?
A kérdésekre az osztaly minden tagja valaszolt, igennel vagy nemmel.
A valaszadas utan kidertilt, hogy az 1. és 3. kérdésre egyarant 18-18 igen valasz érkezett,
mig a 2. kérdésre 12. Az 1. kérdésre igennel véalaszolok koziil 12-en a 2., 8-an pedig a 3.
kérdésre feleltek nemmel. Igent mondott a 2. és 3. kérdésre 6 tanuld, de koziiliikk 2-en az
elsd kérdésre nemmel valaszoltak.
Legyen I = {az osztaly tanul6i}, I, = {az 1. kérdésre igen-nel valaszolok}, 7, = {a 2. kér-
désre igen-nel valaszolok}, 7, = {a 3. kérdésre igen-nel valaszolok} halmaza.
a) Milyen valaszt adtak az 1. kérdésre az 7\ I, halmazba tartozok?
b) Hany eleme van az /, \ I, halmaznak?
c¢) Hany eleme van az I, N/, N/, halmaznak?
d) Szemléltesd a négy halmazt Venn-diagrammal, és ird be mindegyik részhalmazba an-

nak elemszamat!

¢) Hanyan valaszoltak mind a harom kérdésre nemmel?

Megoldas: [7]
a) Nem vélaszt; b) |Il \12| =12; ¢ |11 NIy NIz =4; [ 2\ 41,

e) Mivel 6+6+2+4+4+2+6=30, azaz|l{ Ul, Ul3| =30, és az osztaly létszama

35, és minden tanul6 vélaszolt a kérdésekre, igy 5 tanuld vélaszolt mindhédrom kér-

désre nem-mel.
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TUDASPROBA - I. Halmazok

1. Add meg elemeinek felsorolasaval az 4 = {1;2;4;8} ésa B= {xz‘ xeN;0<x< 4} halma-
zok uniojat, metszetét s kiilonbségeit! (5 pont)

2.1rdlea C = {a ;biesd } halmaz 6sszes kételemii részhalmazat! Hany 3 elemii részhalmaza
van a C halmaznak? (4 pont)

3. Szamegyenesen jelold kiilonboz6 szinnel az A=[2;4[ ésa B =]1;2,5] halmazokat, majd
egy-egy szamegyenesen az AU B, AN B, A\ B, illetve B\ 4 halmazokat! (6 pont)

4. Egy 32 {0s osztalyban a német nyelvet 16 tanul6 tanulja. Csak az angol nyelvvel 6, csak a
francia nyelvvel 7 tanul6 foglalkozik. Minden tanul6 legaldbb egy idegen nyelvet tanul a

harom koziil. Hanyan tanulnak pontosan két nyelvet: angolt és franciat? (5 pont)
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A tudasproba feladatainak megoldasa, értékelése

1. Add meg elemeinek felsorolasaval az 4 = {1;2;4;8 } ésa B= {xz‘ xeN;0<x<4 } hal-

mazok unidjat, metszetét €s kiillonbségeit!

Megoldas:
B=1{0;1;4;9;16 } 1 pont*
AU B={0;1;2;4:8;9;16 } 1 pont
AN B={1;4} 1 pont
A\B:{2;8} 1 pont
B\A={0;9;16} 1 pont
Osszesen: 5 pont
Megjegyzés:

1. A *-gal jelolt pont akkor is jar, ha kiilon nem irja le a B halmaz elemeit, de a felhasznalés-

bol kideriil, hogy jol hatdrozta meg azokat.
2. Ha a B halmaz elemeit rosszul hatarozza meg (pl. B = {0:1;2;3,4}), 5sszesen legfeljebb 4

pont adhato.

2.1rdlea C= {a ;bie;d } halmaz 6sszes kételemii részhalmazat! Hany 3 elemii részhalmaza
van a C halmaznak?
Megoldas:
A kételemu részhalmazok: {a;b }, {b;c },{c;d }, {a;c }, {b;d }, {a;d } 3 pont

A C halmaznak 4 db haromelemi részhalmaza van. 1 pont

Osszesen: 4 pont

3. Szamegyenesen jelold kiilonbozé szinnel az A=[2;4[ ésa B =]1;2,5 | halmazokat, majd
egy-egy szamegyenesen az AU B, AN B, A\ B, illetve B\ A halmazokat!
Megoldas:

Az A intervallum helyes megjeldlése: 1 pont
A B intervallum helyes megjelolése: 1 pont
AuB=]l;4[ 1 pont
AnB=[2;25] 1 pont
A\B=]2,5;4 1 pont
B\A=]1;2] 1 pont

Osszesen: 6 pont
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Megjegyzés:

1. Az 1-1 pont csak akkor adhatd, ha az intervallumok mindkét végpontja helyesen van beje-
161ve.

2. Ha az 4 vagy a B intervallum valamelyik végpontjat nem helyesen jeldlte be, és a miivelet-
tel kapott intervallumok helytelen végpontjeldlése ennek kdvetkezménye, akkor azokra

megadhato6 az 1 pont.

4. Egy 32 {6s osztalyban németiil 16 tanul6 tanul. Az osztalybol csak az angol nyelvet 6, csak
a franciat 7 tanul6 tanulja. Minden tanul6 legalabb egy idegen nyelvet tanul a harom koziil.

Hényan tanulnak pontosan két nyelvet: az angolt és a franciat?

Megoldas:
Ha Venn-diagramon helyesen irja be
a csak angolul tanuldk szamat (6); 1 pont*
a csak francidul tanuldk szamat (7). 1 pont*
Mivel minden diak legalabb egy nyelvet tanul a harom koziil, 1 pont
¢s 16 +6+7 =29, igy 3 tanuld tanulja csak az angolt és a franciat. 2 pont

Osszesen: 5 pont
Megjegyzés: A *-gal jelolt pontok akkor is jarnak, ha nem rajzol a tanul6 Venn-diagramot, de

a gondolatmenetébdl kideriil, hogy e szdmossagokat helyesen alkalmazza.

Az elérhet6é maximalis pontszam: 20 pont.
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1. SZAMOK KULONBOZO ALAKBAN

Modszertani megjegyzés: A tanulok tanulmanyaik sordn a szamok tobbféle alakjaval megis-
merkednek. Az algebra tanulasi folyamata sordn a tanulok egy-egy 4j fogalommal mélyebben
foglalkoznak, megismerik annak miiveleti tulajdonsagait is. Am ezek a , talalkozasok” idében
elkiiloniilnek, nem alkotnak egységes rendszert. Az ismétlésnek éppen az az egyik fontos cél-
ja, hogy az egymassal Osszefiiggd ismereteket egylitt targyalva, a tanulok tudasanak ujabb
mindsége johessen létre. Ezen a foglalkozason, feladatokon keresztiil a szamok ellentettjével,
abszolutértékével, reciprokaval, négyzetgyokével, hatvanyaval, logaritmusaval és szogfiigg-
vényeivel foglalkozunk részletesebben.

A tanari mellékletben megtalalhato tudasprébaval a tanulok onélldan is lemérhetik az adott

témakorben ismereteik mélységét.

1. 1rd fel a % szamot

a) egy szam négyzetgyokeként! b) egy szam ellentettjeként!

¢) egy szam négyzeteként! d) egy szdm 20%-aként!

e) egy szam abszolutértékeként! f) egy szam 5-6dik hatvanyaként!

g) a 4 hatvanyaként! h) a 10 hatvanyaként!

1) egy szam 8-as alapu logaritmusaként! j) egy valos szam szinuszaként!
Megoldas:

5
5 |1 1 1 PP
—_—=—|=|—-—|=]| 3— :42:10 2:10 »\/_:
2 ‘ ‘ ‘ ‘ [2] -

LT ()
2 4 2 2 5
=sin(%+2nnj=sin(%+2nnj,haneZ.

Megjegyzés: Az e) esetben kétféleképpen, a j) esetben végtelen sokféleképpen allithato

elo a szam.

2. Allitsd eld a 12-t és a 37-et a 2 kiilonbozé egész kitev6jli hatvanyainak 6sszegeként! Ird fel

e két szamot a 3 kiilonbozo egész kitevdjli hatvanyainak 6sszegeként is!

Megoldas: 12=2° +22 és 37=2>+22+20; 12=324+31 45 37=3% +3%2 +30.
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3. Allitsd el6 a 10-et

a) két négyzetszam Osszegeként! b) két szam négyzetének dsszegeként!

Megoldds: a) 10 =17 +3%;  b)PL 10=(V/3)? + (W7)?.

4. Az alabbi szamokat add meg egy-egy primszam hatvanyaként!

a) V625 ; b) Y81; o) W-16)*; dy 71087123, e) logy 232

4 8
Megoldas: a) 625 =5%; b)I81=35; ¢) W(-16)* =25; d) 79871 =53,

e) logy 232 =24,

5. Dontsd el, hogy az alabbi alakban megadott szamok koziil melyek raciondlis szamok! Don-

tésedet indokold!

1 = . V3 A5
a) 4. E—\/§, b) 2-+/80 — /45 —/125 +1; C)ﬁ_ﬁ R

=27 44/
d) (\/2_—\/§)-[x/8_4—3-\/§+2-\/§} e)—\/;; f)(2v/3 =3+/2)* + 6424 .

1

16
Megoldas: Mindegyik szam racionalis.

1 16 o o
R

b) 2-4/80 — /45 4125 +1=85 —34/5 - 55 +1=1;
V315 BGS5+A3E) I5 V1543 V153

VBB 2 BPB) 2 2 22

@ (@—ﬁ)-(@—s-\gu-ﬁ}(M-&)(z.ﬁ-mwg):

= (V21 -8 V21 +48)=13;
SR

4
1

1
16 4

£)(24/3 —3v/2)% + 6324 =12 -124/6 +18 + 1224 = 30.
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6. Melyik szam a V2 reciproka?

NG

A:2; B: 7; C: —2; D: Egyik eddigi valasz sem helyes.

Megoldas: A V2 reciproka az a szam, amellyel a V2 -t megszorozva 1-et kapunk, igy B a

helyes valasz.

7. Melyik szdm a V3+42 reciproka?

A: —+2-3; B: ! ; C: 342 ; D: Egyik vélasz sem helyes.
3-42
1 32
NCFSVCR NEINGY RS

Megoldas:

)= J3-42,Ca helyes vélasz.

8. Az alabbi hatvanyok kozo6tt vannak olyanok, amelyeket nem értelmeziink. Valaszd ki kozii-

liik azokat, amelyek értelmezve vannak! Dontésedet indokold!

3 _l ,l . Ir
ED7 (=1 s Y 3 ()3 v T a0, sin(=3)
€l ,(2j,<ﬁ>,(zj : @,(2),(3) ; (sin3)"; (-3)

-3 _3
Megoldds:(_—zl) ——l=_0,5; (_lj =-8; (\/5)—3: 1 :

22

1
(— %} ’ kifejezést nem értelmezziik; — [%) S 2 ; (— 2)_3 = —%;

sin’* . . . . Iz 3 , ,
(=3) 3 :nem értelmezziik, mivel smT = - nem egeész szam.

(sin3)"’: értelmezziik, mert B <3< m,igy 0<sin3, és a pozitiv alapt hatvany tetszo-

leges valos kitevdjli hatvanyat értelmezziik.

(=3)¥"3) : nem értelmezziik, mert sin(-3) nem egész szam.
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9. Igazold, hogy az alabbi alakban megadott szamok mindegyike racionalis szam!

log, 2 1
3. . log, 3. 4—-log, 9
3 3 ) 10g3%3 0325 2 9 (\/E) 2 .
Megoldas:
log, 2 —log, 2 1
- 1 1 1 1 1
303 == 3o=—; logy— =1log33 4 =——;
G -3 g1 - loga3 -
logy3 _ »—2log,3 _ 1 4-log,9 _ 427 l0829 4
0259823 =2 25 =§; (ﬁ) 08,9 _ 9 2 :g

10. Vezessiik be a kdvetkezd jelolést: log, 3 = k. Fejezd ki k-val az alabbi kifejezéseket!

a) log, 144 ; b) log3 6 —1log;3?
Megoldas:
2 log, 3 k
a) log4 144 =log, 12° =2log412=2-(1+1log4 3)=2-| 1+ =2-1+—=1;
log, 4 2

b) log% 6— log% 3 =(logy 6 —log, 3)(log, 6 +1og, 3) =

=[log2 gj-logz 18 =logy 2+2log,3=1+2k.

11. Ko6zelit6 értékek hasznalata nélkiil rendezd ndvekvd sorrendbe az alabbi szamokat! Allita-

sodat indokold!
sin 4; sin 4°; tg (—495°); cos 28,5m; cos 6,3; sin’2 + cos?2.
Megoldas:
Mivelzz<4<37”,igy—l<sin4<0; 0<sin4® <1;

tg(—495) = tg(-135°-360°) = —1;

cos 28,57 =cos (0,57 +287)=0;
Mivel 27 < 6,3 < %71’, igy 0 <cos6,3<1; sin? 2 +cos?2=1.
A sorbarendezéshez mar csak a sin4° és cos 6,3 szamokat kell megvizsgalnunk. Az

o , 1
egységkoron szemléltetve a megfeleld egységvektorokat, sin4” < % és 5 <c0s6,3.

tg(—495°) < sin4 < c0s 28,57 < sin4° < cos 6,3 <sin’ 2 +cos’ 2.
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TUDASPROBA — II. Szamok Kkiilonb6z6 alakban

Az alabbi tesztfeladatok mindegyikére adott 4 valasz koziil pontosan egy helyes. Karikazd be
a helyesnek vélt allitas betlijelét! Helyes valasz 6 pont, hibas valasz 1 pont levonas, ha nincs

valasz, 0 pont. A teszt megirasakor szdmologép nem hasznalhatd!

1. Az els6 100 primszam szorzata

A: oszthato 25-tel.  B: oszthatd 12-vel.  C: oszthatd 26-tal.  D: oszthatd 100-zal.

2. Mennyia (/3 +2)> —=2(+/3 + 2)(v/3 = 2) + (/3 — 2) kifejezés értéke?

A: 4, B: 16; C:§; D: 2.
3. Melyik szam a /2 — V3 reciproka?

A: 2+43 ; B: L ; C: 2+43 ; D: A tobbi valasz nem helyes.

V2443
4. Melyik allitas igaz? A: 8° nyolcadik gyoke 4*; B: 8° négyzetgyoke 4°;
C: 8 negyedik gyoke 4°; D: 8° kobgyoke 4°.
1 .8 o
5.Legyen a =——, b= V50 =18 és c ==, Melyik allitas az igaz?
V2 -1 2
Ata>b>c; B:a>c>b; C:b>a>c; D:c>b>a.

6. Allitsd névekvd sorrendbe a kovetkezd szamokat!
. o o 37[ . 37[
a =sin? 25° + cos? 25 ; b=cosT+1; c=sm7+coszr.

Arc<b<a; B: b<c<a; Cia<b<c; D:c<a<b.

7. Mivel egyenld (Igsin30°)(Igcos60°)(1gsin907)(Igsin120°) ?

NG

A: Nem értelmezhet6; B: lg?; C:1; D: 0.
47 4
8. Mivel egyenld lg(\/g D+ lg(ﬁ th+ lg(\/§ L) ?
g2
A: 0,5; B: 1; C:lg2; D: —1.

9. Hanyszorosa a log, 3 a log, 3 -nak? A: i; B: 2; C: 4, D:

10. Legyen 4"? = g . Ird fel a 2'¢* + 48" kifejezést a-val!

A a’+a’; B: 5a; C:a+a’; D: a+4a”.
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A tudasproba feladatainak megoldasa

1. Az els6 100 primszam szorzata
A: oszthato 25-tel.  B: oszthatd 12-vel.  C: oszthato 26-tal.  D: oszthatd 100-zal.
Megoldas: Csak olyan szam lehet osztdja, amelyik maga is kiillonb6z6 primek (az els6 100

primszam koziil valok) szorzata.

2. Mennyi a (v/3 +2)> —=2(+/3 +2)(\/3 = 2) + (/3 = 2) kifejezés értéke?
A: 4 B: 16; C:§; D: 2.

Megoldas: (3+2)> —263+2(3-2)+(3-2)> = [3+2-(3-2f =16,

3. Melyik szdm a /2 — NE) reciproka?

A: 2+\/§; B: ;; C: 2+\/§; D: A tobbi valasz nem helyes.

2+\/§
Megoldds: \2—~3 \2+3 =+4-3 =1.

4. Melyik allitas igaz? A: 8 nyolcadik gyoke 4*; B: 8% négyzetgyoke 4*;
C: 8 negyedik gyoke 4*; D: 8° kobgyoke 4°.

Megoldds: 8° nyolcadik gydke 8; 8° négyzetgydke 4%; 8° negyedik gyoke 4°.

5. Legyen a =L b =+/50 =18 és c=ﬁ. Melyik allitas az igaz?
V2 -1 2
Ara>b>c; B:a>c>b; C:b>a>c; D:c>b>a.
Megoldds:a=ﬁ=\/§+l;b:\/%—\/§=5\/§—3\/§=2\/§=\/§+\/§>\/§+1;

C:—8:\/§_
2
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6. Allitsd novekvd sorrendbe a kovetkezd szamokat!

a =sin?25° + cos® 25°; b=cos37”+l; c=sin37ﬂ+cos7z;
A:c<b<a; B: b<c<a; Cia<b<ec; D:c<a<b.
Megoldas: a=sin?25° +cos?25° =1, b=cos37ﬂ+l=—g+l, C=Sin37ﬂ+COS7T=—2.

7. Mivel egyenld (Igsin30°)(Igcos60°)(1gsin 907 )(Igsin120°) ?
A: Nem értelmezheto; B: lgg; C: 1; D: 0.

Megoldas: A szorzat mindegyik tényezdjében pozitiv szam logaritmusa all, és mivel

sin90° =1, a logaritmusa, és igy a szorzat is nulla.

g3 -1 +1g@/3 + D) +1g(W3+1),

8. Mivel egyenld
g2
A: 0,5; B:1; C:lg2; D: —1.
Megoldas:
g3 -D+1g@3+D +1g(V3+D) _1e@B-DAB+DEB+) _1g(3-DR3+D _,
g2 g2 g2 '
, 1 1
9. Hanyszorosa a log, 3 a log, 3 -nak? A: Z; B: 2; C: 4; D: 3
log, 3
Megoldas: logy 3 = 0g25 1, log, 3.
logr,4 2

10. Legyen 4" =g . Ird fel a 2'¢* + 42" kifejezést a-val!

Az a’+at; B: 5a; C:a+a’; D: a+4a’.

4
Megoldds: 2'8% + 41816 = 92182 4 441e2 _ 4lg2 +(41g2) —a+a*.
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1. FUGGVENYEK

Modszertani megjegyzés: A fiiggvények ismétlésére érdemes tobb iddt forditani. Most is cél-
szerli feladatokon keresztiil feleleveniteni a tanult ismereteket, fogalmakat. A *-gal jelolt fel-
adatokat csak a legjobbaknak tlizziik ki megoldasra! A tanulok onalldan, vagy parban dolgoz-
hatnak.

A fiiggvényekkel valo foglalkozast ismét tudasproba koveti. Nem kell feltétleniil a tudasproba
mind a 7 feladatat megoldatni, a csoport szinvonalatdl fiiggden el is hagyhatunk egy-két fel-
adatot. Ha a szaktanar a feladatsor 7. feladatat tul nehéznek itéli ebben a formaban, alakitsa at
a kovetkezOképpen: Hagyja el a D halmazt, és legyen a feladat a kovetkezo: ,,Igazold, hogy az
alabbi halmazok mindegyikének van legnagyobb eleme!”

A tudasproba a tanari mellékletben szerepel.

Fuggvények megadasa keéplettel
1. Az alabbi feladatokban szoveggel megadott fliggvények szerepelnek. Add meg képletével a
kérdezett fiiggvényt! (Az értelmezési tartomany megadésarol se feledkezz meg!)

a) Tekintsiik azokat a téglatesteket, amelyeknek egy csucsbol kiindulo élei egy d =2 dif-
ferencidjii szdmtani sorozat szomszédos tagjai. Jeloljik x-szel a téglatest leghosszabb
¢lének hosszat. Add meg e téglatestek térfogatat x fliggvényében! Hogyan fligg x-tdl e
téglatestek felszine?

b) Hogyan fligg a sokszogek atloinak szama a sokszog oldalszamatol?

¢) Hogyan fligg a kor ¢ teriilete a k keriiletét6l?

d)* Az tires 50 literes kad lefolyonyilasat lezarjuk, és kinyitjuk a csapot, amelybdl egyenle-
tesen, percenként 4 liter viz folyik a kadba. 2 perc utan kihtzzuk a lefoly6 nyilasabol a
dugdt, de nem zérjuk el a csapot. A lefolyon &t percenként 1 liter viz folyik ki. Hogyan
fligg a kaddban 1évd viz mennyisége a csap kinyitasatol eltelt idoto1?

Megoldas:
a) V: |4+l > R; V(x)=x(x-2)(x—4);
A: J4400] 5 R; A(x) =2-[x(x —2) + x(x —4) + (x = 2)(x —4)| = 6x* —24x +16.
n(n—3)

b) {3;4;5;...} —>Z;n—

¢) k =2rr . Ebbdl r=i.
2



Matematika ,C” — 12. évfolyam — 5. modul: Ismétlés... — III. Fliggvények Tandri Gtmutaté 24

A =
Igy a kor teriilete: 7' = rlr=|—| z=".
2 4
k2
Tehat a kérdéses fiiggvény: 7: R™ - R, k- e
V4
d) Jeloljiik x-szel a csap kinyitasatol eltelt idot. Az elsd 2 percben egyenletesen 4 liter
viz folyik percenként, tehat, ha 0 < x < 2, akkor a kadban 1év6 viz V' mennyisége
V' =4x mddon szamithatd ki. Az els6 2 percben Osszesen 8 liter viz folyik a kadba.
2 perc utan a kadba percenként 3 liter keriil. Ha 2 < x, akkor x —2 percen keresztiil

3(x —2) liter viz keriil a kadba a 8 literhez. De a kad 50 literes, és a
8—3(x—2) =50 egyenlet megoldasa 16. Tehat 16 perc alatt megtelik a kad, és in-

nentol kezdve a kadban valtozatlanul 50 liter viz lesz.

A kérdezett fiiggvény tehat:

4x, ha0<x<2
Vi [0:400[ > R; V(x)={8+3(x—2),ha2<x<16
50, ha 16 < x

Alapfuggvények
2. Add meg a valdés szdmok halmazanak lehetd legbdvebb részhalmazat, amelyen az alabbi

kifejezésekkel fiiggvény adhatéo meg!

fo=xi  g@=x: B =Vxi K@= m) =
n(x)=3%; p(x)=log, x; r(x)=sinx; r(x)=cosx; tx)=tgx.

a) Vazold az igy értelmezett fiiggvények grafikonjat egy-egy koordinata-rendszerben!
b) Ha—2 < x <3, akkor milyen értékeket vehetnek fel a kdvetkezo fliggvények:

2

x .
x7; |x; 3*; sinx?

¢) Oldd meg a valos szamok halmazén az alabbi egyenldtlenségeket, egyenletet!

log, x <3; l<1; x224;
X
\/;+4=0; sinx =-0,5; Smx:l.
cosx

d)Az f: {% ; 4} > R,x— i fliggvény fiiggvényértékei kozott hany egész szam van?
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Megoldas:
fw=x | g@=x | H=VE | kKo=T | m@=x]
omn | R R | el | mio) R
n(x)=3" | p(x)=log, x | r(x)=sinx | r(x)=cosx t(x)=tgx
sl I o O RS B SO e

b)Ha—2<x£3,akk0r0£x2£9,O£|x|£3,é<3x£27.

Mivel -7 <-2< —%, és % <3< &, aszinuszfiiggvény grafikonjarol leolvashato,

hogy ha —2 < x <3, akkor —1<sinx <1.

¢) loghx<3 < 0<x<8, xeR;

l<1 < l<x vagy x<0¢és xeR;
X

X224 o 2<x vagy x< -2 és xeR;

Jx +4=0. Nincs megoldasa, mivel minden nemnegativ x esetén 0 < Jx.
sinx =-0,5 < xz—%+2n7z, n € Z vagy x:—%[+2k7z, kel;

S10 X =l o tgx=1< x:%+n7z,ah01 nel.

COS X
d) Az f fiiggvény f (%j =65 és f(4)=0,25. A fiiggvény grafikonjardl leolvashato,

hogy 6-t6] 1-ig minden egész értéket felvesz. A fliggvénynek tehat hat egész fligg-

vényértéke van.

Fuggvények abrazolasa transzformacioval
3. a) A valos szdmok halmazan értelmezett f(x) = x? fiiggvény grafikonjabol kiindulva ab-
razold fiiggvénytranszformaciéval a g(x) = (x + 2)2 -3 fliggvényt, ahol x € R!

b) Abréazold fiiggvénytranszformacioval a h(x) = X2 +4x+1 fliggvényt, aholx € R!

¢) Abrazold fiiggvénytranszformacioval a k(x) = ;2 -3 figgvényt, aholx € R\ {— 2}!
X+
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d) Abrazold fiiggvénytranszformaciéval az m(x) = |log 7 (x+ 2)| fiiggvényt, ahol x € R és

-2<x!

e) Told el a valos szamok halmazan értelmezett »(x) = sinx fliggvény grafikonjat a

k(— % ; 1) vektorral! Add meg képlettel is a kapott fiiggvényt!

f)* Forgasd el a valds szamok halmazan értelmezett n(x) = 3" fiiggvény grafikonjat a ko-

ordinata-rendszer origdja koriil negativ iranyba 90° -kal! A kapott fiiggvényt add meg
képlettel is!

Megoldas: h(x) = x? +dx+1= (x+ 2)2 -3.

Az a), b), illetve c) feladatban megadott fliggvény grafikonja mindhdrom esetben a meg-
feleld alapfiiggvény grafikonjanak k(—2;-3) vektorral val6 eltolasaval kaphato.
d)

m ||

e) Az eltolassal kapott fliggvény: v(x) = sin(x + %) +1 vagy v(x)=cosx+1.

f) Néhany pont elforgatasa utan kialakulhat a tanulokban a sejtés, hogy a kapott fligg-

vény a t(x) =log| x (vagy t(x) = —logs x). A sejtés igaz, és ennek egy lehetséges
3

bizonyitasa a kdvetkezd:

Jeldljiik az n(x) =3" fiiggvény grafikonjanak tetszéleges pontjat P-vel. A P pont ko-
ordinatai: P(p;3”). Ha a P pontot negativ irdnyba 90°-kal elforgatjuk, a kapott P,
pont koordinatai: F(3”;—p). Ez mar az ,,0j” fliggvény grafikonjanak pontja. Ha a

0<3? = x jelolést alkalmazzuk, akkor ebbdl — p = —log; x.
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Ez azt jelenti, hogy a keresett fliggvény grafikonjan barmelyik pont koordinatai:

(x;— log, x). A keresett fliggvény: #(x) =—log, x =log, x , ahol x e R.

Nehany fuggvénytulajdonsag

4. a) A valds szdmok halmazan értelmezett d(x) = pSin ¥—cos x fliggvény melyik szdmot ren-
deli a nulldhoz?

b) Az f fiiggvény minden kétjegyli, tizzel oszthatd pozitiv egész szamhoz hozzéarendeli a
szam kiilonboz6 primosztoinak szamat. Pl. a 10-hez 2-t rendel, mert a 10-nek két kiilon-
b6z6 primosztdja van (2 €s 5). Melyik szamot rendeli a fiiggvény a 60-hoz? Hanyszor
veszi fel a fliggvény a 3 értéket? Add meg a fiiggvény értékkészletét!

¢) Hatdrozd meg a g: ]2 ;400 [—) R, g(x) =log,,(x—2) fliggveny zérushelyeit!

d) Allapitsd meg a valds szamok halmazan értelmezett /(x)=3—2- |x - 4| fliggvény szél-
soértekét, és annak helyét!

e) Allapitsd meg & : R — R; k(x) = x? +3x-2 fliggvény minimumat, és annak helyét!

f) Szédmitsd ki az n: R > R;x > (2—-x)(x+6) fiiggvény zérushelyeit, szélsdértékét, €s
annak helyét!

g) Hatdrozd mega p: R — R;x > (x —3)(x - 5) + 3 fiiggvény minimumat!

Megoldas:
) d(0)=
2
b) (60)=3;
Négyszer veszi fel a fliggvény a 3 értéket: f(30)=3, f(60)=3, f(70)=3 és
f(90)=3.
A fliggvény értékkészlete: {2;3 }
¢) logp4(x—2)=0 < x=3.Zérushely a 3.
d) Mivel 2- |x - 4| > 0 minden valos x-re, igy 3—-2- |x - 4| <3.

A legnagyobb fiiggvényérték 3, és ezt a fliggvény a 4 helyen veszi fel.

Minimuma nincs a fliggvénynek, mert alulrol nem korlatos.
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2 2
e) X2 +3x-2= x+3 —2—2: x+é —1—72—1—7
2 4 2 4 4

A fliggvény minimuma (— 177) , a minimum helye (— %) .

) 2-x)(x+6)=0 < x=2 vagy x =—6. A fiiggvénynek két zérushelye van: 2 és
(=6).
2-x)(x+6)= —x% —4x+12. Mivel a kifejezés foegyiitthatdja negativ, igy a ma-

sodfoku fliggvénynek maximuma van. A maximum helye a zérushelyek szdmtani

kozepe: (—2). Ehhez a szamhoz a fliggvény 16-ot rendel, tehat a fliggvény maximu-
ma 16.
g2) (x-3)(x-5)+3= x2-8x+18.A fliggvénynek nincs zérushelye, mert az
X2 —8x+18=0 egyenlet diszkrimindnsa: D = —8 negativ.
Mivel x> —8x+18 = (x— 4)2 +2 2> 2, igy a fliggvény minimuma 2, és ezt a 4 helyen

veszi fel.



Matematika ,C” — 12. évfolyam — 5. modul: Ismétlés... — III. Fliggvények Tandri Gtmutaté 29

TUDASPROBA - I11. Fiiggvények

1.Az f: [— 2;1] — R, x> 1-2x fiiggvény melyik szamhoz rendel 3-at? (2 pont)

2. Vizsgaljuk a kovetkez6 fliggvényt!

f:{1;2;3;4;5;6;7;8;9}—)Z,xHazxpozitivosztéinakszéma.

a) Az ffiiggvény milyen szamot rendel a 6-hoz? (2 pont)
b) Hanyszor veszi fel a fliggvény a 2 értéket? (2 pont)
¢) Add meg a fiiggvény értékkészletét! (2 pont)
3. Hogyan fligg a négyzet teriilete (¢) a keriiletétol (k)? (5 pont)

4. Ha 4 < x ¢és x valos szam, akkor mekkora az (1 —x)(x +5) kifejezés értéke? (7 pont)

5. Mi a leheto legb&vebb értelmezési tartomanya az f(x) = x? —4x képlettel megadott fligg-

vénynek, ha az értékkészlete a [— 4; 5] intervallum? (7 pont)

6. Egy, a valos szamok halmazan értelmezett exponencialis fliggvény grafikonjanak részlete

lathat6 az dbran. Add meg képlettel a fliggvényt! (7 pont)
.r
3

-

I

7. Melyik halmazban nincs legnagyobb elem? Dontésedet indokold! (9 pont)

A: Az 1 alak( szamok, ahol n e N*.
n

1
B:N->R,n— o fliggvény értékkészlete.

C: A |:%,%7Z’:| — R, x > cosx fliggvény értékkészlete.

D: A negativ racionalis szamok halmaza.



Matematika ,C” — 12. évfolyam — 5. modul: Ismétlés... — Ill. Figgvények Tanari Gtmutaté

30

A tudasproba feladatainak megoldasa, értékelése

1.Az f: [— 2;1] — R,x > 1-2x fiiggvény melyik szdmhoz rendel 3-at?

Megoldas:
1-2x=3 1 pont
x =—1-hez 1 pont

Osszesen: 2 pont

2. Vizsgaljuk a kovetkezo6 fliggvényt!
f {1;2;3;4;5;6;7;8;9 } — Z,x — azXx pozitiv osztéinak szdma.
a) Az ffiiggvény milyen szdmot rendel a 6-hoz?
b) Hanyszor veszi fel a fliggvény a 2 értéket?
¢) Add meg a fiiggvény értékkészletét!

Megoldas:
a) A 6-hoz 4-et rendel a fiiggvény. 2 pont
b) Annyiszor, ahany primszam van az értelmezési tartomanyban, 1 pont*
tehat 4 esetben (2, 3, 5, 7). 1 pont**
c) Ertékkészlete: {1;2;3 04 } 2 pont
Osszesen: 6 pont
Megjegyzés:

A *-gal jelolt pont akkor is jar, ha a valaszt a tanul6 szoveggel nem fogalmazza meg, de kide-

riil, hogy a primszdmokra gondol.
A **-gal jelolt pont csak akkor jar, ha a tanul6 hibatlanul felsorolja a primszdmokat.

A c¢) kérdésre adhat6 2 pont nem bonthato.

3. Hogyan fligg a négyzet teriilete (¢) a kertiletétdl (k)?

Megoldas:
t=a’és k=4a. 1 pont
2
a= 5, tehat ¢ = [E} . 2 pont
4 4
2% k>
A fiiggvény: RT > Rk — (Zj , vagy t(k) = o’ ahol 0 < k. 2 pont*

Osszesen: 5 pont
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Megjegyzés: *Legfeljebb 1 pont adhat6, ha elmarad (vagy hibas) a fliggvény értelmezési

tartomanya.

4. Ha 4 < x és x valos szam, akkor mekkora az (1—x)(x +5) kifejezés értéke?

Megoldas:
Az f(x)=(1—-x)(x+5) fliggvény zérushelyei: x =-5 és x =1 2 pont
Az f figgvénynek maximuma van, a maximum helye: x = -2 2 pont
f(4)=-27 1 pont
A fiiggvény a [4;+oo[ intervallumon szigoruan csokkend, 1 pont*
igy 1-x)(x+5)<-27. 1 pont*

Osszesen: 7 pont
Megjegyzés: A *-gal jelolt pontok akkor is jarnak, ha a tanul6 jol vazolja a fliggvény grafi-

konjat, és abbol helyesen kovetkeztet a kifejezés értékeire.

5. Mi a lehetd legbdvebb értelmezési tartomanya az f(x) = x? —4x képlettel megadott fligg-

vénynek, ha az értékkészlete a [— 4; 5] intervallum?

Megoldas:
fx)=x%—4x=(x-2)> -4 2 pont
A fiiggvény grafikonja 2 pont
Ertelmezési tartomany: [—1;5] 3 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a lehetséges értelmezési tartomanynak egy részhalmazat adja meg (pl.
[— 1;2]), akkor a 3 pont helyett legfeljebb 1 pont adhat6. Viszont adjuk meg a 3 pontot, ha

hibas grafikonrdl jol adja meg a lehetd legbovebb értelmezési tartomanyt.

6. Egy, a valos szamok halmazan értelmezett exponencialis fiigg- -
vény grafikonjanak részlete lathaté az dbran. Add meg képlettel
a fliggvényt!

Megoldas: 2 -l 12 33X

Ha felismeri, hogy a fliggvény az % alapt exponencialis ~  ---------- G ! e hat

fliggvénybdl transzformacioval adodik, 3 pont
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(0;—2) vektorral valo eltoléassal. 2 pont

X
A figgvény: R > R;x > (%) -2. 2 pont

Osszesen: 7 pont

7. Melyik halmazban nincs legnagyobb elem? Dontésedet indokold!

A: Az 1 alakt szamok, ahol n e N".
n

B:N->R,n— 2% figgvény értékkészlete.

C: A |:§,%7Z:| — R, x > cosx fliggvény értékkészlete.

D: A negativ racionalis szamok halmaza.

Megoldas:

1 <1,ha neN", tehat e szamok k6zo6tt van legnagyobb, az 1. 1 pont
n

A B halmaz legnagyobb eleme 1, 1 pont

| S 111

mertaz N > R,n > 2_,, fliggvény értékkészlete: I;E;Z;g;... . 1 pont
A C halmaz legnagyobb eleme a 0, 1 pont
mert a {%,%7[} — R, x > cosx fliggvény értékkészlete: [— 1;0]. 2 pont
A D halmaznak nincs legnagyobb eleme, 1 pont
mert barmelyik negativ racionalis szam fele is racionalis,

¢€s nagyobb, mint a szam. 2 pont

Osszesen: 9 pont
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IV. SZOVEGES EGYENLETEK

Modszertani megjegyzés: A jo szovegértés, a szovegben rejld 0sszefliggések helyes felismeré-
se olyan képesség, amelyet az élet minden teriiletén hasznosithatunk. A matematikai tanulma-
nyok sordn e képesség fejlesztésére szamtalan lehetdség nyilt mar. Az Un. szoveges egyenle-
tek megoldasanak elsddleges célja éppen ez, hiszen a kozépiskola utolsd évében a tanulok
szamara a szoveg alapjan felirt egyenlet megolddsa mar nem jelenthet igazi gondot.

Ezen a foglalkozason a hangsulyt a szoveg algebra nyelvére valo leforditasra helyezziik. Ezért
az els6é harom feladatban prébaljuk elérni, hogy a tanuldk a helyes egyenletet ne annak meg-
oldasaval (és a kapott eredmény ellendrzésével) valasszak ki!

Szoveges feladatok megoldasakor elengedhetetlen az egyenlet megoldéasaval kapott eredmény
szoveg szerinti ellendrzése. Errdl talan ugy gyodzhetjiilk meg legjobban a tanuldkat, ha olyan
szoveges feladatot is adunk, amelyre a tanulo latszolag kap megoldast, csak éppen az egyenlet
gyoke nem tesz eleget a szOvegben megadott Gsszes feltételnek. PI.

»Egy gylimolcsdsben 5 év alatt dsszesen 223 t alma termett. Az egyes évek termésérdl azt
tudjuk, hogy az elsd €s az 6todik évben ugyanannyi volt, a méasodik évben negyedannyi, mint
az elsében. A harmadik évben kétszerannyi termett, mint a masodik évben, ¢és a negyedik év-
ben 50 t-val kevesebb, mint az el6z6 évben. Mennyi gyiimdlcs termett az els6 évben?”

Ha a tanul6 az els6é évben termett mennyiség fliggvényében felirt egyenletet megoldja, ered-
ményiil 84-et kap. Csak akkor deriil ki, hogy a feladatnak nincs megoldésa, ha a tanul6 a szo-
veg alapjan ellendrzi a kapott eredményt.

A feladatokra adott megoldasban az ellendrzésre nem utaltunk, de ezt minden esetben a tanu-

16ktol feltétlentil koveteljiik meg!

Szoveg leforditasa az algebra nyelvére

A kovetkez0 feladatok szovegében rejld feltételek alapjan négyféle egyenletet irtunk fel. Ko-
ziilik pontosan egy felel meg a feltételeknek. Dontsd el, hogy melyik!
A helyteleniil megadott egyenletek koziil valassz egyet, és valtoztasd meg a szoveget ugy,

hogy a kivalasztott egyenlet jol irja le az 01j szovegben rejld Osszefiiggéseket!

1. (Ez a feladat mar Eukleidész konyvében is megtaldlhatod, persze nem pontosan ebben a
megfogalmazasban.)
Egy 0szvér és egy szamdr terhet cipelve beszélgetett. A szamar igy szolt: ,,Ha atvennék a

terhedbdl 100 kg-ot, az enyém kétszer olyan nehéz lenne, mint a tiéd.” Az 6szvér igy felelt:
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,»Az am, de ha te adnal at nekem 100 kg-ot, akkor én haromszor annyi tomeget cipelnék,
mint te.”

Jeldlje x a szamar, €s y az dszvér terhének tomegét kilogrammban. Melyik egyenlet irja le

helyesen a feladatot?

+100=2

A I, B: 1% 100 =3(x—100)-100:
y+100 =3x
2(x+100) =y —-100

c; 2 +100=y : p: 2190 160 = 3(x=100)+100.
y+100 =3(x—100)

Megoldas:
x+100 . . (o a4
az a teher, amelyet az 6szvér cipelne a 100 kg levétele utan, igy az 6szvér hatan
.. x+100 s N . .

eredetileg +100 teher van. A 3(x —100) értéke az 6szvér akkori terhével lenne

megegyez0, amikor 100 kg tobbletterhe lenne, ezért a 3(x —100) —100 kifejezés értéke
x+100

szintén az 6szvér eredeti terhével megegyez6. igy +100 =3(x—-100)-100.

B egyenlet a helyes.
Szévegmodositasok:

A: A szamar igy szolt: , Ha-atvennéka-terhedbéH00-kg-ot Ha még ramraknanak 100

kg-ot, az enyém kétszer olyan nehéz lenne, mint a tied.” Az 6szvér igy felelt: ,,Az

am, de ha-te-adnél-dtnekem100-ke-ot ha ¢nram raknanak még 100 kg-ot, akkor én
haromszor annyi tdmeget cipelnék, mint te.”

C: A szamar igy szolt: ,,Ha atvennék a terhedbdl 100 kg-ot, azenyémkétszerolyanne-
hézlenne; mintatiéd. a tied még mindig kétszer olyan nehéz lenne, mint az enyém”
Az 6szvér igy felelt: ,,Az &m, de ha te adnal 4t nekem 100 kg-ot, akkor én-héremszer

annyHtomeget-eipelnélamint-te- ¢n haromszor akkora terhet cipelnék, mint te.”
D: A szamar igy szolt: , Ha-dtvennékaterhedbélH00-kg-ot Ha ram ¢és rad is tennének

még 100-100 kg-ot, akkor az enyém kétszer olyan nehéz lenne, mint a tiéd.” Az 6sz-

vér igy felelt: ,,Az am, de ha te-adnél-dtnekem100-kg-ot rolad és rolam is levenné-

nek 100-100 kg terhet, akkor én haromszor annyi tomeget cipelnék, mint te.”

2. Az osztalykirandulas egyik napjara egy 24 km-es tarat tett meg az osztaly. A lanyok és a
fiok egyszerre indultak, és ugyanazon az Utvonalon haladtak, de a fitk 6ranként 2 km-rel

tobbet tettek meg, mint a lanyok, és igy éppen egy oraval hamarabb célba értek.
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Jelolje v a lanyok sebességét km/h-ban (illetve ¢ azt az id6t 6raban, amennyi id6 alatt a 14-

nyok megtették a 24 km-es utat). Melyik egyenlet irja le pontosan az elmondottakat?

t =24
A: 24 -1= %; B: Y ;
v+2 v (v=2)(t-1)=24
C:E:A+2; D: 24 +1:E.
t  t-1 v+2 v
Megoldas:
, . . . s 24,
A fiuk a 24 km-t v+ 2 sebességgel 5 ora alatt teszik meg, mig a lanyok — o6ra
v+ v
, e . , . .. 24 24
alatt. A fitk menetideje 1 o6raval kevesebb, mint a lanyoké, tehat 5 +1=—
v+ v
A D egyenlet a helyes.
Szévegmodositasok:

A: Formalisan a kdvetkez6 modositast lehet tenni: A lanyok és a fiuk egyszerre indul-
tak, és ugyanazon az utvonalon haladtak, de a fiuk oranként 2 km-rel tobbet tettek
meg, mint a lanyok, és igy éppen egy oraval hamarabb késobb értek célba.

A feladatnak nincs megoldésa.

B: Formadlisan a kovetkezé modositast lehet tenni: A lanyok és a fiuk egyszerre indul-
tak, és ugyanazon az utvonalon haladtak, de a fiak 6ranként 2 km-rel t6bbet keve-
sebbet tettek meg, mint a lanyok, és igy éppen egy 6raval hamarabb célba értek.

A feladatnak nincs megoldasa.

C: Formalisan a kovetkez6 modositast lehet tenni: A lanyok és a fiuk egyszerre indul-
tak, és ugyanazon az Gtvonalon haladtak, de a fik lanyok oranként 2 km-rel tobbet
tettek meg, mint a lanyek fiuk, és igy éppen-a fitk egy oraval hamarabb célba értek.

A feladatnak nincs megoldasa.

3. Egy kétjegyli szdm szamjegyeinek Osszege 5. Ha a két szamjegy kozé beirunk egy 1-est, és
a kapott haromjegyli szamot elosztjuk 8-cal, a hanyados az eredeti kétjegyl szam lesz, a
maradék pedig 2. Jeloljiik x-szel a kétjegyli szam utolsoé szamjegyét. Melyik egyenlet irja
le helyesen a szamok kozotti kapcsolatot?

A: 100(5-x)+10x+1=8-[105-x)+x]+2; B: 10(5-x)+10+x=80(5—x)+x+2;

. 100(5-x)+10+x

C: 100(5-x)+10+x=8-[105-x)+x]+2; D -

=10(5—-x)+x+2.

Megoldas: A C egyenlet a helyes.
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Szévegmodositasok:

A: Egy kétjegyli szdm szamjegyeinek 6sszege 5. Ha a két szamjegy kézé-beirunk utan
irunk egy 1-est, és a kapott haromjegyli szamot elosztjuk 8-cal, a hdnyados az erede-
ti kétjegyli szam lesz, a maradék pedig 2.

A feladatnak nincs megoldasa.

B: Egy kétjegyli szam szamjegyeinek Osszege 5. Ha akét-szamjegykozé beirunkegy1-
est az elsd szamjegyhez hozzdadunk 1-et, és a kapott haremjegydt kétjegyli szdmot
elosztjuk 8-cal, a hanyados az eredeti kétjegyli szam elsé szamjegyének 10-szerese
lesz, a maradék pedig2 az utolsé szamjegynél 2-vel nagyobb szam.

A feladatnak nincs megoldasa.

D: Egy kétjegyli szdm szdmjegyeinek Osszege 5. Ha a két szdmjegy koz¢ beirunk egy 1-
est, s a kapott hdromjegyli szamet-elosztiuk-8-eal szam oszthatd 8-cal, a hanyados
az eredeti kétjegyli szémlesz-szamnal 2-vel nagyobbs;-amaradélpedie2.

A feladatnak nincs megoldasa.

Egyenletek felirasa kis segitséggel

4. Balazs mesélte, hogy 4 év mulva félannyi id6s lesz, mint amennyi az apja 6 évvel ezeldtt

volt, amikor 6 harmadannyi éves volt, mint amennyi az apja most. Hany éves most az apa

és a fia?
Segitség:
Balazs Apja
6 ¢ve
Most
4 év mulva i
2
Megoldas:
Balazs Apja
6 éve xX+6 X
3
Most xX+6
4 év mulva i
2
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Az % =2 ; 6 +10 egyenlet megoldasa: x =72.

Az apa most 78 éves, Baldzs pedig 32 éves.

5. Egy 12-edikes osztalyba jar6 barati tdrsasag minden tagja masolatokat készitett a tabloké-
pérdl, és a fényképeiket kdlcsondsen kicserélték egymassal. Erre a célra dsszesen 480 kép
késziilt, de a cserék utan kidertilt, hogy 100 kép felesleges maradt. Hany tagja volt a barati
tarsasagnak?

(Segitseg: Ha a barati tarsasagnak x tagja volt, akkor egy tanuld hany képet osztott szét?)

Megoldas:

Az x(x—1) =380 masodfoku egyenlet egyetlen pozitiv megoldasa: x = 20.

A baréti tarsasagnak 20 tagja volt.

6. Egy cink-réz 6tvozetben 82% réz van. Ha az 6tvozetbe még jabb 1,8 kg cinket tesziink,
akkor az 6tvozet réztartalma 70%-ossé valik. Hany kilogramm cinket és rezet tartalmazott
eredetileg az 6tvozet?

(Segitseg: Ha az 6tvozet tomege kezdetben x kg volt, akkor az 0j 6tvozetben hany kilogramm

réz lesz?)

Megoldas:

A réz mennyisége nem valtozott, igy 0,82x =0,7(x +1,8) . Az egyenlet megoldasa:

x =10,5. Az eredeti 6tvozetben 8,61 kg réz, és 1,89 kg cink volt.

Egyenletek felirasa segitseg néelkil
7. Egy osztaly tanuloinak %-a gyalog, 25%- kerékparral, a tobbi 10 didk pedig busszal jar

iskolaba. Hany tanuldja van az osztalynak?

Megoldas: Jeloljiik x-szel az osztaly 1étszamat.

Az %x + ix +10 =x egyenlet megoldasa: x =24 . Az osztalyba 24 tanulo jar.

8. Egy benzinkut 1800 literes tankjat egyszerre toltik fel két tartalykocsibol. Az egyik tartaly-
kocsibdl percenként 20 literrel kevesebb benzint lehet attdlteni, mint a masikbol. Egyszerre
kezdik el az iires tank toltését, és 15 perc alatt a benzinkt tankja 75%-ig telik meg. Hany

liter benzin folyik 4t a benzinkutba az egyik, illetve masik tartalykocsibol percenként?
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Megoldas:
Ha a gyorsabban t61t0 tartalykocsi percenként x litert tolt at a tankba, akkor a szoveg

szerint 15x +15(x —20) =1350. Az egyenlet megoldasa: x =55.

Az egyik tank percenként 55 litert, a masik 35 litert tolt at percenként.

9. Egy aruhaz raktaraban piros ¢és kék kelme van dsszesen 160 000 Ft értékben. A piros kelme
ara méterenként 600 Ft, a kék kelméé¢ 500 Ft. Egyik nap eladtak a piros kelme 25%-at és a
kék kelme 20%-at dsszesen 35 000 Ft értékben. Mennyi piros és mennyi kék kelme maradt
a raktarban?

Megoldas: Ha a raktarban eredetileg p méter piros és £ méter kék anyag volt, akkor

600 p + 500k =160 000 6p + 5k = 1600
1 1 , azaz 3
P60+ k500 =35000 S p+k=350

Az egyenletrendszer megoldéasa: p =100 és k£ =200.

Piros kelmébdl 75 méter, kék kelmébdl 150 méter maradt a raktarban.

10. Egy haromtagl csalad (apa, anya ¢€s a lanyuk) tagjainak az életkora most dsszesen 80 év.
Az apa hadromszor annyi idds, mint a lanya. Két éve az anya életkora volt haromszorosa a
leany akkori életkoranak. Hany évesek most?

Megoldas: Jeloljiik x-szel a leany mostani életkorat. Ekkor az apa életkora 3x, az anyaé
80—4x.Kétévealany x—2,az anya 78 —4x éves volt. Az 78 —4x =3(x —2) egyen-
let megoldésa: x =12. Az apa 36, az anya 32 ¢és a lanyuk 12 éves most.

11. Egy kereskedd 50 kg sz616t vett 8000 forintért. A sz816t szétvalogatta, és egyik részét 15%-
os haszonnal, masik részét 5%-os veszteséggel adta el, igy 1008 Ft haszonra tett szert.
Hény kilogramm sz616t adott el nyereséggel és hany kg-ot veszteséggel?

Megoldas:

A kereskedd 1 kg sz616t 160 Ft-ért vett. Jeloljiik x-szel annak a sz616nek a mennyiségét,
amelyet 15% haszonnal adott el.

Ekkor 160-1,15x +160-0,95(50 — x) = 9008

(vagy 160-0,15x —160-0,05(50 — x) =1008).

Az egyenlet megoldasa: x =44 .

Tehat 44 kg-ot adott el nyereséggel, és 6 kg-ot veszteséggel.
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12. Egy kereskedd nagyobb tételben cukrot akart vasarolni. Halogatta a vasarlast, és mire ész-
bekapott, a cukor mazsajanak ara 2000 Ft-tal emelkedett. Sziiksége volt ra, igy megvette a
sziikséges mennyiséget, de ekkor ugyanannyi cukorért 120 000 Ft-ot kellett fizetnie, mig

korabban ugyanennyi pénzért 2 mazsaval tobbet kaphatott volna. Hany mazsa cukrot véasa-

rolt?
. , . L . 1, 000 .
Megoldas: Ha x mazsa cukrot vasarolt, akkor az 01j ara mazsanként , arégi, kedve-
z6bb ar mazsanként 1200(2)0 . A kett kiilonbsége 2000 Ft. fgy
X+
120000 - 120000 =2000, azaz @ — 60 —1.Ebbdl az x* +2x —120 = 0 masodfokii
X x+2 X x+2

egyenlet adodik. Ennek egyetlen pozitiv megoldasa a 10.

Tehat 10 mazsa cukrot vasarolt.

13. Egy kétjegyli szdm szamjegyeinek az 6sszege 13. Ha a szamot 12-vel osztjuk, akkor a
hanyados megegyezik a szam utols6 szamjegyével, a maradék pedig ennél 2-vel kisebb.
Melyik ez a szdm?

Megoldas: A kétjegyli szdmban az egyesek helyén all6 szamjegyet jeldlje x. Ekkor a tizesek
helyén 13 —x 4ll, a szam értéke 10(13 — x) + x, tehat 10(13 —x) +x =12x+(x—2).
Ennek az egyenletnek a megoldasa x = 6.

A keresett kétjegyli szam a 76.

14.* Az apa ¢€letkora most 5 évvel tobb, mint a harom fia ¢letkoranak az 6sszege. 10 év mulva
az apa kétszer olyan idds lesz, mint a legiddsebb fia, 20 év mulva kétszer olyan id6s lesz,
mint a kozépso fia, 30 év milva pedig kétszer olyan idds lesz, mint a legkisebb fia. Hany
éves most az apa? Es a fitik?

Megoldas: Jelolje a fiuk mostani életkorat: x, y és z (x > y > z ). Ekkor az apa életkora most
2(x+10)=x+y+z+15
X+y+z+5.Aszoveg szerint 2(y+20)=x+y+z+25
2z+30)=x+y+z+35
Adjuk 6ssze a harom egyenlet megfeleld oldalait. Ekkor
2(x+y+2z)+120=3(x+ y+z)+ 75 egyenlethez jutunk. Innen x+ y+z =45.

A harom fit életkoranak 6sszege most 45 év, igy az apa most 50 éves.
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A harom egyenletbdl allo egyenletrendszer elsé egyenletébdl azt kapjuk, hogy a legid6-
sebb fit most 20 éves, a masodik egyenletbdl adodik, hogy a kdvetkezd fit most 15

éves, mig a legfiatalabb 10 éves.
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V. EGYENLETEK

Modszertani megjegyzés: A tanult alapfogalmak (abszolutérték, hatvany, négyzetgyok, loga-
ritmus, szogfiiggvények) pontos ismerete elofeltétele dsszetettebb feladatok sikeres megolda-
sédnak. Ezen a foglalkozéason ezeknek a fogalmaknak az elmélyitse a célunk.

Célszerti a foglalkozas elején az idevago alapfiiggvények grafikonjat felrajzoltatni a tablara.
Keét legyet Utunk egy csapasra

1. Oldd meg a valés szamok halmazan a kdvetkezo egyenleteket!

a) 4x—3=10x; b) 2°+2 =102 +3; ¢) 4Jx—1-3=10x—1;

d) 4sinx—-3=10sinx; e) 1gx4—3=101gx; f)i_322_
X X

Megoldas: Egy-egy 1j valtozo bevezetésével mindegyik egyenlet az a) egyenlet alakjaval

egyezik meg.
1
a) x=——;
) 2
b) 0<2¥ = —% , az egyenletnek nincs megoldésa.

c) 0<vx-1= —% , az egyenletnek nincs megoldasa.

d) sinx = —% . Az egyenlet megoldasai: x = —%4- 2nx (nel),x= —%Jr 2km
(keZ).

e) lgx = —% . Az egyenlet megoldasa: L .

V1o

f) 1 = —% . Az egyenlet megoldasa: x = -2.
X

2. Oldd meg a valds szdmok halmazan a kdvetkezd egyenleteket!
a) (x—=1)(x+2)=0; b) 32X +3¥-2=0; ) x+/x-2=0;
d) (logy x—1)(logy x+2)=0; e) cos” x—sinx+1=0.
Megoldas: Mivel minden valés x-re (x —1)(x+2) = x24x-2 , mindegyik egyenlet alakja
ezzel analog.

a) x=1 vagy x=-2; b) 3* =1 vagy 0<3* #-2. Egyetlen megoldas: x=0.
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c) Jx =1 vagy 0 < Jx =2, Egyetlen megoldas: x=1.

d) log, x =1 vagy log, x = -2. Az egyenlet megoldasai: x =2 vagy x = % .

e) cos”x—sinx+1=0 < sin’x+sinx-2=0 < sinx=1 vagy —1<sinx #-2.

Az egyenlet megoldasai: x = %-‘r 2nzw (nel).

3. Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkezd egyenleteket!

X x—1
+_
x—1 X

=2.

; -
a) tgx+ctgx=—; b) —— =3; c)
2 x+2

Megoldas:
a) Nincs megoldésa a valds szamok korében. (tgx +ctgx :% & 2tg’x—3tgx+2=0,

¢s az egyenlet diszkrimindnsa negativ. Masik lehetdség: mivel tgx és ctgx eldjele
megegyezik, csak tgx >0 lehet, és tudjuk, hogy egy pozitiv szam ¢és reciprokanak

Osszege legalabb 2 .

x—1
b)Hale,akkor%:3 < x—1=3x+6 és 1< x. Ebbdl x:—%,aminemmeg-
X+
oldas.
, 1] , 5
Ha x <1 és x # -2, akkor —2:3 < 1—-x=3x+6 ¢és 2# x<1.Innen xz—Z.
X+

Ez a szam megoldésa az egyenletnek.

-1 -1 —
c) T A e AT vagy B 1=—2 Az els6 egyenletnek
x—1 b x—1 X x—1 X
; 1 )
nincs megoldasa: a+—=2 < a=1,de L;ﬁl.AméSOdlk egyenlet megoldéasa
a X —
1 _
x=, mertpl. 1+x—1=—2 o 262 —2x+rl=2x%+2x & (2x-1)2=0.
X — X

Az egyenlet egyetlen megoldasa: x = % .
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Ha ez ennyi, akkor az mennyi?
4. Ha (x -3)(x+5) =0, akkor mivel egyenld X% +2x?
Megoldas: A feltételben megadott egyenletnek van megoldasa.

(x=3)(x+5)=0 < x> +2x-8=0.Tehat x° +2x = 8.

5. Ha +/x+3 =2, akkor mivel egyenld (x + 3)4 ?

Megoldas: A feltételben megadott egyenletnek van megolddsa, mert a nemnegativ szamok

négyzetgyoke nemnegativ. (x + 3)4 =256.

6. Ha sin” x = 0,3, akkor mivel egyenld cos? x ?

Megoldas: A feltételben megadott egyenletnek van megoldasa, mert —1<sinx <1.

Mivel cos® x =1—-sin> x , gy cos? x = 0,7.

7. Ha cosx = —0,6, akkor mivel egyenld sin x ?

Megoldas: A feltételben megadott egyenletnek van megoldédsa, mert —1<cosx <1.

Mivel sin? x = 1—cos” x , 1gy |sin x| =0,8. Tehat sinx = 0,8 vagy sinx =—-0,8.

8. Ha Ig(x +36) = 2, akkor mivel egyenld log, x?
Megoldas: A feltételben megadott egyenletnek van megoldésa, ha —36 < x.

lg(x+36)=2 < x=064.1gy log, x=6.

9.Ha 2¥*2 = % , akkor mivel egyenld log, x?

Megoldas: A feltételben megadott egyenletnek van megoldasa, mégpedig x =-3. Ennek a

szamnak a 2-es alapu logaritmusa nincs értelmezve a valos szamkdorben, tehat a log, x -

nek nincs értéke.

10. Ha x> +4y2 =9+ 4xy, akkor mivel egyenlé x—2y?

Megoldas: x? +4y2 =9+4xy < (x—2y)2 =9.[gy x—2y =3 vagy x—2y=-3.
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Az egyenletnek nincs megoldasa?

11. Igazold, hogy az alabbi egyenleteknek, illetve egyenletrendszernek nincs valos gyoke!

a) lgx—lg(x+2)=0,5; b) Vvx—-3++42-x=5;

c) (2"+4X0,5"‘1+1)=0; gy =l
COS X
x—yl=2
e)|2 |2 : D* Vx +/x+9 +/x—16 =8.
x“+y =1
Megoldas:

a) Mivel a 10-es alapt logaritmusfiiggvény szigorian névekvo a pozitiv szamok halma-
zan, ezért lg(x+2) > lgx, igy lgx —Ig(x+2) <0, azaz lgx —1g(x+2) #0,5.

b) Az egyenlet alaphalmaza az iires halmaz, mivel a bal oldali kifejezés nincs értelmez-
ve egyetlen valds szamra sem.

¢) A szorzat mindkét tényezdje minden valds x-re pozitiv.

d) smx—l:O < sinx—1=0 és cosx = 0. A két allitas egyszerre nem teljesiil.
cosx
x—y|=2 xX—y=2vagyx—y=-2

e)|2 |2 e, & 2x% —4x+3=0 vagy
xX“+y =1 X" +y =1
2x% +4x+3=0.

Mindkét méasodfokt egyenlet diszkriminansa negativ.

f)* Az egyenlet alaphalmaza: [16;+ 0 [ Ezen a halmazon az egyenlet bal oldalan 4ll6
haromtagu kifejezés mindegyikével egy-egy szigoruan ndvekvo fliiggvény képezheto.
fgy 4<Jx, 5</x+9 és 0<+/x—16. Ebbél adodik, hogy
9<x +4/x+9+/x—16, tehat Vx +Vx+9 +/x 16 8.
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VI. EGYENLOTLENSEGEK

Modszertani megjegyzés: Az egyenlbtlenségek, a szeélsdérték-feladatok megoldésa kivalo le-
hetdséget nyujt a kiilonbozo fogalmak és fiiggvények tulajdonsagainak felelevenitésére. Az
utolsd kozépiskolai évben, ismétléskor mar nem célszerli az egyenldtlenségek tematikus kitii-
zése, hiszen a kiilonb6z6 fogalmak ismeretét feltételezd egyenltlenségek egymads utdni meg-
oldasa soran jobban kitlinik, hogy minden esetben elsésorban a megfeleld fiiggvény monoto-
nitdsanak ismerete sziikséges. Erre még olyan esetben is érdemes ravilagitani, ha tisztan al-
gebrai megoldast alkalmazunk. Az egyenletek, egyenldtlenségek grafikus megoldasa nem
tartozik a kozépszintli érettségi kdvetelményrendszerébe, de egyszeriibb esetben érdemes al-
kalmazni, hiszen egyrészt sokkal szemléletesebb, masrészt segit elmélyiteni a fliggvényabra-
zolas ,.technikajat”, a fliggvény grafikonjanak érté vizsgalatat. Ne feledjiik azonban, hogy a

grafikus megoldas pontossaga igen sok kivannivalot hagy maga utan.

1. Oldd meg a valds szamok halmazén a kovetkezd egyenldtlenségeket!

a) (4x—1)2 —6x <(3—4x)? ; by XL, ¢) 2r—1>4—x;
2x-5
d) 2x2 - 7x+520; e) —x2 +4x—5>0; f) 3-v2x—1>0%
2 . . 2 . . x+2
g) log; x—log; x° <2; h) sin® x-0,25<0; 1)1<0,5 <4.

4 4
Megoldas:

a) (4x—1)? —6x < (3—-4x)% < 16x% —8x+1—6x <9—24x+16x>. Az elsdfoku
egyenl6tlenség megoldasa minden olyan x valos szam, amelyre x < %

b) 1. megoldas: Esetszétvalasztassal.

Ha 2x-5>0, azaz x>§,akkor 3x+1>4x-10,azaz x<11.
, 5
Innen a megoldas: E< x<l11.

Ha 2x-5<0, azaz x<§,akkor 3x+1<4x-10,azaz x >11. A }—oo;%[ halma-

zon nincs megoldasa az egyenldtlenségnek.
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2 megoldds: XL 50 o 3XFL_Ax=10 o mxrll g
2x-5 2x-5 2x-5 2x-5
-x+11>0 -x+11<0 L ., . )
vagy . A masodik egyenlétlenségrendszernek nincs meg-
2x-5>0 2x-5<0

oldasa, elsd, és igy az eredeti egyenldtlenség megoldasa: % <x<II.

c¢) Grafikus megoldas: f(x) = 2|x — 1| és g(x)=4-x.
f(x)=g(x) pontosan akkor, ha x =2 vagy x=-2.
A grafikonrol leolvashato, hogy 2|x - 1| > 4 — x akkor

¢s csak akkor, ha 2 < x vagy x<-2.

x—1,hal<x

Algebrai megoldas: |x—1| :{ Lhax<l
—x+l,hax<

Ar-1|24-x & 2(x—1)24-x é 1<x,vagy

2(—x+1)>4—x és x <1. Innen adddik, hogy a megoldas: 2 < x vagy x <-2.

d A 2x2 —7x+5=0 egyenlet megoldasai: % ¢és 1. A masodfoku kifejezéssel definialt

fiiggvény grafikonja felfelé nyilo parabola, zérushelyei x, zg és x, =1. Az egyen-
16tlenség megoldashalmaza: ]— ;1 ]u [ 2,5;+© [

e) A — X2 +4x-5=0 egyenlet diszkriminansa negativ, ezért az f(x) = —x% +4x-5
fiiggvénynek nincs zérushelye. Mivel az f fliggvény képe egy lefelé nyilé parabola,
ezért az f fliggvény minden értéke negativ, tehat a — X2 +4x-5>0 egyenldtlenség-
nek nincs megoldasa.

) A 3-42x-1>0 < 3>+2x—-1. A négyzetgyokos kifejezés az [%;-ﬁ-w[ halma-

zon van értelmezve, €s ezen a halmazon minden értéke nemnegativ. Az egyenldtlen-
sé¢g mindkét oldalat négyzetre emelve a relaciojel nem valtozik, mert a négyzetfiigg-

vény szigoriian ndvo a nemnegativ szdmok halmazan, igy 9 > 2x—1, azaz 5> x.
S L 1
Megoldas minden olyan x valos szam, amelyre 5 <x<S5.

g) Az egyenlftlenség pozitiv x szamokra értelmezett. A pozitiv szamok halmazéan

log, x* =2log, x, igy a megoldand6 egyenlétlenség: log, x —2log, x < 2. Ebbdl

4 4 4 4
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log, x>-2,azaz log, x>log, 16 . Mivel az i alapu logaritmusfliiggvény szigoruan
4 4 4

csokkend a pozitiv szamok halmazan, ezért 0 < x <16.

Célszert abrazoltatni az f(x) =log, x fiiggvényt.
2

h) sin? x — 0,250 < —-0,5<sinx<0,5. Az egyenldtlenségrendszer megolddsa min-

N Vs V2
den olyan x valos szam, amelyre % +nr<x< s +nm,ahol neZ.

)1<0,5*"? <4 < 0,5° <052 <0,572. A 0,5 alapt exponencialis fiiggvény szi-

goruan csokken a valds szamok halmazén, igy 0 > x+2>-2,ebbdl —2>x>—4.

Erdemes abréazoltatni az f(x) = 0,5* 2 figgvényt.

2. Oldd meg a valos szdmok halmazan a kovetkezd egyenlétlenségeket!

a) 3sin? x+2cosx <2 —3cos’ x; b) (2x —8Xlog0)5x+1)<0.
Megoldas:
.2 2 1 2 4
a) 3sin“ x+2cosx<2-3cos” x < cosx<—§ = ?+2n7r<x<?+2n7r

(neZ).

b) (2* —8)log, cx+1)<0 < > agy > <%
- X V .
S0 log, x<-1 & log, sx>-1

2°>8 x>3 L o
= . Megoldas minden olyan x valos szdm, amelyre: x > 3.
log, s x <1 2

2" <8 x<3 o o .
= . Ebbdl ad6dnak a tovabbi megoldasok: 0 < x < 2.
log,x>-1 0<x<2

Az egyenl6tlenség megoldashalmaza: ]0;2 [u ] 3;+00 [

Célszerti kozos koordinata-rendszerben abrazoltatni az f(x)=log, x és g(x) =2" fligg-

vényt.
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3. Hatarozd meg a val6s szamok halmazanak lehetd legb6vebb részhalmazat, amelyen a ko-

vetkezd kifejezéssel megadott fliggvény értelmezhetd!

a) p(x) = 21 ; b) k(x) =vx* —x; c) l(x)=10gﬁ(x—x2).

Megoldas:
a)ET, =R\{0;1}; b)ET;=]-w0;0]u[l;+o[; *)ET,=]-0;0[U]l;+o].

4. 11j a kovetkez6 egyenletekben p helyére olyan valds szamot, hogy a kapott masodfoku

egyenletnek pontosan két megoldésa legyen!
a) xz—px+4=0; b)x2+(p+1)x+p:O.
Megoldas:
a) Az egyenlet diszkrimindnsa: D = p2 -16>0 & p<—-4vagy 4<p.

b) D=(p+1)2 —4p=p>-2p+1=(p-1)2>0 < p=1és peR.

5. Hany olyan haromszog van, amelyben az oldal mérdszama harom egymast kovetd paratlan
egész szam, ¢€s a kertilete kisebb 1000-nél? (Az egybevagd haromszogeket nem kiilonboz-
tetjiilk meg.

Megoldas:

Legyen a haromszdg oldalainak hossza 2n—1, 2n+1, 2n+ 3. Ezekre a hosszakra telje-

stilnie kell a haromszog-egyenlétlenségnek: (2n—1)+(2n+1) > 2n+3. Innen n > % .

Mivel n egész szamot jelol, igy n {2;3;4;... } A haromszog keriilete:

(2n—1)+(2n+1)+(2n+3) <1000, ebbél n<%z166,17.igy 2<n<166 ésnel.

Tehat 165 ilyen hdromszog van.

6. Egy allolampahoz téglatest alaktl lampaburat szeretnénk késziteni. Eldszor egy 400 cm
hosszu drotbol elkészitjiik a téglatest vazat. Az egyik €lét 30 cm hosszunak valasztjuk. Ho-
gyan valasszuk meg a tobbi ¢l hosszat, hogy a lampabura térfogata a lehetd legnagyobb le-
gyen?

Megoldas:

Az élek hosszanak 6sszege 400 cm, igy az egy csucsbol indulo élek hosszanak Gsszege

100 cm. Az egyik é1 30 cm, a masik ketté hosszat jeldlje b és c. Igy b+c =170.
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A téglatest térfogata: V' =30bc . Mivel ¢ =70-b, ezért V' (b) =30b(70 - b) , ahol
0<b<70.AV fliggvény képe egy lefelé nyilo parabola nyiltvégli darabja (végpontjai:
(0;0) és (70;0)). A fiiggvény maximumhelye b =35, maximuma 36 750.

A téglatest térfogata akkor a lehetd legnagyobb, ha az egy csticsbdl indul6 éleinek hosz-
sza 30, 35 és 35 cm.

7. Egy telek — nevezziik 4-nak — derékszogl trapéz alaka. Méretei: az alapok 12 m és 27 m
hossztiak, a nem derékszogili szar hossza 30 m. Ezen az utobbi oldalon csatlakozik a telek-
hez egy masik telek (B). A két telek kozos hatdran még nem épitették meg a keritést. A B
telek tulajdonosa tesz egy ajanlatot a szomszéd telek tulajdonosanak: Megépitteti a keritést
a kozos oldalon, ha atenged neki egy kis darabot a telkébdl. Ugy gondolta a javaslatot tevd,
hogy a keritésnek azt a végét, amely a szomszéd telek 27 m-es oldalan lenne, néhany mé-
terrel beljebb helyeznék el, igy egy haromszog alaku telekrész az 6vé lenne. Mindkét gaz-
da tudja, hogy a kerités folyométerének megépittetése 3000 Ft-ba keriil, tovabba azt is,
hogy ezen a vidéken a telek m*-nek ara 20 000 Ft. Legfeljebb hany méterrel tegyék beljebb

a kerités végét, hogy az 4 telek tulajdonosa jarjon jobban?

Megoldas:

Jeloljiik x-szel azt a hosszat, amennyivel (méterben szamitva) a kerités végét arrébb he-

lyeznék. Az A telek b oldaldnak hossza, a 30 m atfogo6ju és 15 m befogdju derékszogii
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haromszdgbdl Pitagorasz tételével kiszamitva: b =+/675 = 25,98 (m). Az ,.elcsatolan-

25,98x

do” haromszog teriilete: . Ennek kereskedelmi értéke: 259800x (Ft).

A megépitendd kerités ¢ hossza: ¢? =302 + x2 —60xcos 60° , azaz

¢ =900+ x2 —30x .

A Kerités megépitése 3000-+/900+ x> —30x Ft-ba keriilne.

A kérdés az, hogy a 3000 - \/ 900 + x2 —30x > 259800x egyenldtlenség milyen pozitiv x

szamokra teljesiil.

V900 + x2 —30x > 86.6x < 900+ x2 —30x > 7499,56x2 <

0 > 7498,56x +30x —900.
A masodfoku kifejezésnek egyetlen pozitiv zérushelye van: x = 0,34. A madasodfoku
egyenldtlenség pozitiv megoldésai: 0 < x <= 0,34 .

Az A telek tulajdonosa akkor jar jobban, ha kb. 3,4 dm-n¢l kevesebbel viszik arrébb a
kerités egyik végét.

8. Adott a koordinatasik két pontja: A(1;2) és B(3;0). Hatarozd meg az x +2y =9 egyenes-

nek azt a P pontjat, amelyre a PA? + PB? minimalis!
Megoldas:

A P pont koordinatai: P(x; 2 ; xj .

2 2
A% = (x—1) +(9_Tx—2j ,azaz PA> = (x—1)? + & _4") .
2 2 (9-x?
PB* =(x-3)" +— .
2 2
PA? + PB? = (x-1)* + 507, (x=3)+ O=07 A kijelslt mitveletek elvégzése

utan: PA% + PB? = %xz —15x+ ? . Ennek a kifejezésnek keressiik a minimumat és

minimumanak helyét.

Ismert, hogy az f(x) = ax® +bx+c (a # 0) fiiggvény minimumhelye: x = —2i.
a
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A PA? + PB? = %xz —15x+ % fiiggvény minimumhelye: x = 3. (A minimuma: 14).

A keresett pont: P(3;3).
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VII. SOROZATOK

Modszertani megjegyzés: A szamtani sorozat fogalmaval mar altalanos iskoldban talalkoznak
a tanulok. Kozépiskoldban megismernek kiilonbozoféle sorozatokat, osztalyozzak azokat tu-
lajdonsagaik alapjan, de a tanari gyakorlat azt mutatja, hogy kiemelten a szamtani és a mérta-
ni sorozattal foglalkoznak, hiszen a kdzépszintii érettségi vizsgakdvetelményében e két speci-
alis sorozat kap hangsulyt. Indokolt, hiszen az ezekkel kapcsolatos ismeretek jol alkalmazha-
tok a gyakorlati életben is. A foglalkozas feladatai is elsésorban e két sorozat ismeretére ta-
maszkodnak, bar néhany feladat a sorozatok egy-két tulajdonsaganak felelevenitésére is lehe-
tdséget nyujt. A tanari mellékletben megtaldlhatd tuddsprobaval a tanuldk onélldan is lemér-
hetik tudasukat az adott témakdorben.
1. A kovetkez6 sorozatok koziil valaszd ki azokat, amelyek grafikonjanak minden pontja

egyetlen egyenesre illeszkedik!

(a,) = (Az nszam legkisebb pozitiv osztoja) ;

(b,) =(Azn+2 oldali konvex sokszog atldinak szdma) ;

(c,) =(Az n egység oldalhosszl szabalyos haromszog harom magassaghosszanak dsszege);

(d,)) =(Az n+2 oldalu szabalyos sokszdg szimmetriatengelyeinek szama);

(e,;) =(A k(n)=2n sorozat els6 n tagjanak dsszege).

Megoldas:

_ (2= 33

a, =1; b, > > Cn >

nyd,=n+2;e,=2+4+6+..+2n=~1+n)n.

Az (a,), (c,), (d,) sorozatok grafikonja illeszkedik egy egyenesre.

2. A kovetkezd sorozatok koziil valaszd ki azokat, amelyek
a) szigoruan novekvok vagy szigoruan csokkendk; b) korlatosak;

¢) periodikusak; d) szamtani sorozatok!

_(@2n-5)-lgn+1)*

a, =—-1+(mn-2)-3; b ¢, =sinnr;
p =1+ (1-2) T ] :
_ 1 0,5"!
_(_1\"H—n. _ . _5.2> .
dn _( 1) 2 H en n2 s fn 5 0’5n+1 b

gn=cos%n; hn=(n—2)2—n2+7n.
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Megoldas:

a,=3n-7; b,=4n-10; ¢, =0; fn=20; h, =3n+4.
Szigortan novekvé: (a,), (b,), (h,).
Szigortan csokkend: (e,,).

Korlatos: (c,,), (d,), (e,), (fn)> (g)-

Periodikus: (c,), (f;,) és (g,). Az els6 két sorozat periddushossza tetszéleges pozitiv

e . T Vs
valos szam, a (g,,) sorozaté 6, mert cosg(n +6) = cosgn .

Szamtani sorozat: (a,), (b,), (¢,), (f,), (h,).

3. Adj meg képlettel olyan sorozatot, amelyik

a) feliilrél korlatos, de alulrél nem korlatos;

b) nem korlatos;

c)* feliilrdl korlatos, a legkisebb felsd korlatja 1, és szigortian névekvo!
Megoldas:

a) P1. Minden olyan szamtani sorozat, amelynek a differenciaja negativ szam.
b) Pl a, =(-1)"-2".

V¥ PL b, =1- .
n

4. a) Egy szamtani sorozat 6t egymast kovetd tagjanak dsszege 60. Tagja-e ennek a sorozat-

nak a 12?

b) Egy mértani sorozat 6t egymast kdvetd tagjanak szorzata 1024. Tagja-e ennek a soro-

zatnak a 4?

Megoldas: Szamtani sorozatban az egymast kovetd paratlan szadmu tag 6sszegének ismereté-

ben célszerli a kozEépso tagbol kiindulva jeldlni a tagokat.

a)a—2d,a-d, a, a+d, a+2d jeloléssel azonnal adodik, hogy az dsszeg:

S5a=060,igy a =12 . Tehat a 12 tagja a sorozatnak.
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b) Mértani sorozat esetében az egymast kovetd paratlan szamu tag szorzatanak ismere-
tében itt is célszerli a kozépsd tagbdl kiindulva jeldlni a tagokat.
b
2 b
q

A b ,b,bq, qu jelolés esetén a szorzatuk: b> =1024 ,igy b=4.Tehat a 4 tag-
q

ja a sorozatnak.

5. Panni sélat kot. Az elsé napon 4 cm hosszi darabot kotétt meg. Minden tovabbi napon 2
cm-rel tobbet, mint az azt megeléz6 napon.
Milyen hosszl lenne a sal 2 hét alatt?
Megoldas: A naponta kotott hosszusdgok olyan szamtani sorozatot hataroznak meg, amelynek
elsd tagja 4, differencidja 2. A kérdés a sorozat elsé 14 tagjanak osszegére vonatkozik.

4430 14933,

Ha a; =4,¢és d =2, akkor aj4 =30, ¢és Si4 =

A sal 2 hét alatt 238 cm hosszu lenne.

6. Agi is salat kot, de 6 a masodik naptol kezdve minden nap kétszer akkora darabot két, mint
az azt megel6z6 napon. Az elsé harom nap alatt a sal mar 21 cm hosszu lett.

a) Mennyit kotott az elsé napon? b) Hanyadik napon lenne a sal 240 cm hossza?

Megoldas: A naponta kotott hosszusagok mértani sorozatot hatdroznak meg. A sorozat ha-
nyadosa 2, az els6 hdrom tagjanak 6sszege 21. Ha az els6 tagjat a-val jeloljiik, akkor
a+2a+4a=21,ebb6dl a=3.

a) Az els6é napon 3 cm hosszu darabot kotott meg.
b) A kérdés az, hogy a sorozat elsé hany tagjanak 6sszege 240. Mivel a hanyados 2, igy

2" —1
2-1

S, =3 =302" -1).

32" —1)=240, azaz 2" =81. 2" =81 < nlg2=1g81 < n=%z6,34.
g

A sal a 7-edik napon éri el 240 cm hosszusagot.

Természetesen eljuthatunk a megoldashoz logaritmus alkalmazasa nélkiil is:

64=2°<81<27 =128, tehat 6<n<7.
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7. Egy csokkend szdmtani sorozat elsd 15 tagjanak az dsszege 0.

a) Hany pozitiv tagja van a sorozatnak? Mely tagok ezek?

b) Ha még azt is tudjuk, hogy az elsd tiz tag dsszege 50, mekkora az elsd hlisz tag dsszege?
Megoldas:
a) Ha a nyolcadik tagot ag -cal jeloljiik (és a differenciat d-vel), akkor az els6 15 tag
Osszege: S5 =15ag, és mivel S5 =0, igy a nyolcadik tag nulla. Csokkend a soro-

zat, tehat az elsd hét tag pozitiv.

9d
b) S0 =%1+)-10 és Sip =50, igy 2a; +9d =10. Mésrészt

ag =a1+7d:0.

2a; +9d =10 , ,
A egyenletrendszer megoldésa: a; =14 és d =-2.
ap + 7d =0
2 19d
Syo = % 120 = —100. Az elsé 20 tag dsszege (=100) .

8. Egy téglatest egy csucsban Osszefuto éleinek hossza egy szamtani sorozat egymast kovetd
tagjai, és e harom ¢l hosszanak 6sszege 30 cm. Mddositsuk a téglatest éleit: a legrovideb-
bet nem valtoztatjuk, a leghosszabb élek mindegyikét 10 cm-rel, mig a kdzépsok mind-
egyikét 2 cm-rel megndveljiik. Az igy 1étrejott téglatest egy csucsban Osszefutd éleinek
hossza egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai. Hany cm® az 0] téglatest térfogata?

Megoldas: Legyen az egy csucsbol indulo élek hossza: a—d, a és a+d . Mivel a harom

szam Osszege 30, igy a =10, tehat az eredeti téglatest egy csticsbol induld élei hossza:

10—d, 10 és 10+d . Az uj téglatest ¢élei: 10—d, 12 és 20+d (0<d <10). E harom

pozitiv szam akkor mértani sorozat egymast kovetd tagjai, ha 122 = 10-d)20+d). A
masodfoku egyenletnek egyetlen pozitiv megoldésa van: d = 4.
Az Gj téglatest térfogata: ¥ = 6-12-24 =1728 (cm’).
Megjegyzés: Ha 10 —d a leghosszabb €1, ez azt jelenti, hogy d < 0. Ekkor a masodfoku
egyenlet: 122 = (20—-d)(10+d) . Ennek egyetlen negativ megoldasa: d = —4, és az 0j

téglatest egy csucsbol indulo élei: 24, 12 és 6 cm.
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9. Egy erd6 fadllomanya 3500 m’. A mindenkori allomany évenként 3%-kal gyarapodik.

a) Feltételezve, hogy 10 év alatt egyetlen fa sem pusztul el, és nem vagnak ki egyet sem,
hany m’ lesz a fadllomany 10 év elteltével?

b) Ha viszont minden év végére az el6zd évi fadllomany 1%-at kivagjak (a gyarapodas
most is minden évben az el6z6 évi fadllomany 3%), akkor mekkora lenne a fadllomany
10 év elteltével?

¢) A b) kérdésben megfogalmazott feltételek esetén hany m® fat vagtak volna ki sszesen
az els6é harom évben?

Megoldas:

a) 3500-1,03'0 ~ 4703,7 (m?).

b) 3500-1,02!0 ~ 4266,5 (m°).

¢) Az elsé évben 3500-0,01 =35 (m’) fat vagtak ki.
Az els év végén 3570 m’ fa lesz, igy a masodik év végéig 3570-0,01 = 35,7 (m) fat
vagnak ki.
A masodik év végén 3500 - 1,022 =3641,4(m’) a faallomany, igy a harmadik évben
36,414 m’ fat vagnak ki.

A harom év alatt dsszesen 107,114 ~ 107 m® fat vagnak ki.

10. Egy 8 egység oldalhosszii négyzetet két, egymasra merdleges
egyenessel 4 egybevagd négyzetre bontunk. A kapott négyzetek

koziil a bal fels6t kifestjiik. A tobbi harom négyzet mindegyikét

ismét felosztjuk 4-4 egybevagod négyzetre, €s ismét mindegyikben

a bal fels6 négyzetet kifestjiik. Az eljarast hasonld6 médon folytat-

juk tovabb.

Jelolje ¢, az n-edik (n tetszdleges pozitiv egész szdmot jelol) alkalommal befestett négyze-

tek teriiletének Gsszegét.

a) Ird fel a (t,,) sorozat els6 Ot tagjat!

b) A tizedik alkalomkor hany teriiletegység lenne befestve 6sszesen?
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Megoldas:
3
a) tlzl-64:16; t2:§-64-l:12; t3:§-64-i-l:9; ty =64 3 l:2—7;
4 4 4 4 4 4 4) 4 4
4
NP E )
4) 4 16

n—1
b) Az n-edik alkalommal befestett négyzetek teriiletének Osszege: ¢, = 64 % (%) .

Az egyes alkalmakkor befestett négyzetek teriiletének 6sszegei olyan mértani soroza-

tot hataroznak meg, amelynek az elsd tagja 16, a hdnyadosa % . Az els6 10 tag Ossze-

10
(3
_\4)

l_i
4

ge: Sjp =16- = 60,4. Tehat az els6 10 alkalommal dsszesen kb. 60,4 terii-

letegység lenne befestve.

11. Az utébbi par év mindegyikében 500 ezer Ft prémiumot kaptam, de sajnos rovid id6 alatt
el 1s koltottem. ,, Takarékoskodjunk!” — gondoltam, és nyitottam egy szdmlat, €s lekotottem
500 ezer Ft-ot évi 10%-os kamatra. Eppen egy év mulva ujbol kaptam 500 ezer Ft prémi-
umot, azt is r0gton beraktam a szdmladmra. Takarékoskodasom kezdete 6ta Osszesen egy-
mas utan 4 évben kaptam ugyanilyen 0sszegli prémiumot, melyet rogton el is helyeztem a
szamlamra. Az 6todik évben egy fillért sem kaptam, mérgemben azonnal felvettem a szam-
lamrol 500 ezer Ft-ot. A kovetkezd évben sem kaptam prémiumot, ekkor Gjbol kivettem a
,»szokasos” 500 ezer Ft-ot. Ezt kdvetd két évben ugyanigy jartam. Amikor a 4-edik alka-
lommal vettem fel 500 ezer Ft-ot, 6rommel lattam, hogy még maradt pénz a szdmlamon.

Mennyi maradt?

Megoldas: Vezessiik be az 5:10°=4 jelolést!

1 évmualva: LL14A+ 4;

2évmilva: (LIA+ A) L1+ A=112 A+114+ A4;

4 évmilva: L4 A+ LA+ 117 A+114+ 4;
sévmilva: (LY A+ LB A+ 117 A+ 114+ A)- 11— A=

1P A+ A+ 1P 44112 441144
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gévmualva: LIBA+ 117 A+ 1104410 A+ 114 4114117 4—1]4- 4 =2

LA+ A+ LI A+ LP A+ L1 A- 1P A- 1P A-114- A=
LA L+ L+ L+ D) - AP + L+ L1+ 1) =

5 4
L1 l—Al’1 1z429748;

=1,1"4-
0,1 0,1

A szamlan kb. 429 748 Ft maradt.
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TUDASPROBA — VII. Sorozatok

1. Egy szamtani sorozat els6 tagja 5, differenciaja 2. Mennyi a sorozat 9. és 15. tagjanak

szamtani kdzepe?
2. Egy mértani sorozat elsé tagja és hanyadosa is 2. Mennyi a 7. és 13. tag mértani kdzepe?

3. Egy nem konstans mértani sorozat elsd két tagjanak 0sszege 6-szorosa a harmadik tagjanak.

Mennyi a sorozat hanyadosa?

4. Egy sorozat els6 ot tagja ebben a sorrendben: 1, 2, 3, 4, 5. A sorozat periodikus, periddus-

hossza 5. Mennyi az els6 202 tag 6sszege?

5. Egy trapéz egymads utdn kovetkezd szdgei rendre egy szamtani sorozat szomszédos tagjai.

Ha a legkisebb szoge 75° -os, mekkora a trapéz tobbi szoge?

6. A szinhaz nézdterén az egymast kovetd sorokban 1€vé férdhelyek szama egy szamtani so-
rozat egymast kovetd tagjai. Mennyi a sorozat allandoja, ha az elsé négy sorban 48-cal ke-

vesebb hely van, mint a masodik négyben?

7. 10 éven keresztiil minden év janudr elsején 300 000 Ft-ot rakunk a bankba. Mennyi pén-
zlink lesz a 10-edik év végén, ha az évi kamatlab 7,5%-0s?

A: 300000-1,075°; B: 300000-1,075";
C: 300000(1,075" +1,075° +...+1,075+1);  D: 300000(1,075" +1,075° +...+1,075).
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A tudasproba feladatainak megoldasa, értékelése

1. Egy szamtani sorozat elsé tagja 5, differencidja 2. Mennyi a sorozat 9. és 15. tagjanak

szamtani kdzepe?

Megoldas:
a,=5+8-2=21¢s a,; =5+14-2=33, 1 pont
%:27. 1 pont

Osszesen: 2 pont
Megjegyzés: A feladat megoldhat6 annak ismeretében is, hogy a kérdezett tagok szamtani

kozepe a sorozat 12. tagjaval megegyezd: a,, =5+11-2=27.

2. Egy mértani sorozat elsé tagja és hanyadosa is 2. Mennyi a 7. és 13. tag mértani kozepe?

Megoldds:  a, =2-2°(=128) és a,, =2-2"(=8192), 1 pont

Va5 =427 =2' =1024. 2 pont

Osszesen: 3 pont

Megjegyzés: Mivel a sorozat minden tagja pozitiv, megoldhatja a tanul6 a feladatot annak

ismeretében is, hogy a kérdezett tagok mértani kozépe a sorozat 10. tagjaval megegyezo:

a,=2-2"=2",

3. Egy nem konstans mértani sorozat elsd két tagjanak 0sszege 6-szorosa a harmadik tagjanak.
Mennyi a sorozat hanyadosa?

Megoldas: A sorozat els6 tagjat a-val, hanyadosat g-val jeldlve:

a+aq=6aq2. 2 pont

Mivela;éO,igyl+q=6q2. 1 pont
2 . , I B 1

A 6g° —q—1=0 masodfoku egyenlet gyokei: 5 és 3/ 2 pont

Tehat a sorozat hanyadosa % vagy (— éj .

Osszesen: 5 pont
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4. Egy sorozat elsO 6t tagja ebben a sorrendben: 1, 2, 3, 4, 5. A sorozat periodikus, periddus-
hossza 5. Mennyi az els6 202 tag 6sszege?
Megoldas:
A sorozat 1, 2, 3, 4, 5 tagjai ismétlddnek. 1 pont

Az els6 202 tagban a periddushossz 40-szer jelenik meg,

¢s az utolso két elem sorrendben 1 és 2. 2 pont
Mivel az egy periodusba tartoz6 tagok dsszege 15, 1 pont
az els6 202 tag 6sszege: 40-15+1+2 =603. 1 pont

Osszesen: 5 pont

5. Egy trapéz egymas utan kdvetkezd szogei rendre egy szamtani sorozat szomszédos tagjai.

Ha a legkisebb szoge 75" -os, mekkora a trapéz tobbi szoge?

1. megoldas:
A trapéz egy szaron nyugvo szogeinek dsszege 180°. 1 pont
fgy a trapéz legnagyobb szoge 105° -os. 1 pont
A szomszédos szogek differenciajat d-vel jelolve, 105 =75+3d . 1 pont
Ebbdl d =10. 1 pont
A trapéz tobbi szoge: 85°, 95° és 105°. 1 pont
2. megoldas:
75+ (75+d)+(75+2d)+(75+3d) =360 2 pont
Ebbdl d =10. 1 pont
A négyszog szogei: 75°, 85°, 95° és 105°. 1 pont
Mivel 75° +105° =85° +95° =180°, a négyszog valoban trapéz. 1 pont

Osszesen: 5 pont
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6. A szinhaz nézoterén az egymast kovetd sorokban 1€vo féréhelyek szama egy szamtani so-
rozat egymast koveto tagjai. Mennyi a sorozat dllandoja, ha az elsé négy sorban 48-cal ke-
vesebb hely van, mint a masodik négyben?

Megoldas: A sorozat els6 tagjat a-val, differencidjat d-vel jelolve,

Sg=a+(a+d)+(a+2d)+(a+3d)=4a+6d, 1 pont
S8=W~8=8a+28d, 1 pont
S4 I(Sg —S4)—48, 2p0nt
4a+6d =4a+22d —48, 1 pont
d=3. 1 pont

Osszesen: 6 pont

7. 10 éven keresztiil minden év janudr elsején 300 000 Ft-ot rakunk a bankba. Mennyi pén-
zlink lesz a 10-edik év végén, ha az évi kamatlab 7,5%-0s?
A: 300000-1,075°; B: 300000-1,075";
C: 300000(1,075" +1,075° +...+1,075+1);  D: 300000(1,075" +1,075° +...+1,075).
Megoldas:
A helyes valasz: D 6 pont
(Mert a 10-edik év elején még betesz 300 000Ft-ot, és a 10-edik év végén kérdezi az 6sz-
szeget.)

Osszesen: 6 pont

Az elérheté maximalis pontszam: 32 pont
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VIII. HAROMSZOG NEVEZETES VONALAI, PONTJAI ES
KOREI

Modszertani megjegyzés: A tanitasi orak csokkenése, és a vizsgakovetelmények megvaltozasa
miatt az elemi geometriai ismeretek tanitdsara kevesebb id0 jut annal, mint amennyi sziiksé-
ges lenne. Ennek az anyagrésznek a tanitasakor kiilondsen fontos a tanuldi tapasztalatszerzeés.
Ezen a foglalkozason — feladatokon keresztiil — attekintjiik a haromszdg nevezetes vonalait,

pontjait, koreit, és azok néhany tulajdonsagat.

1. Dontsd el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik igaz, és melyik hamis. Dontésedet indo-
kold!
a) A haromszog barmelyik magassagvonala két derékszogli haromszogre bontja a harom-
szoget.
Megoldas: Hamis, hiszen pl. a tompaszogli haromszognek van olyan magassagvonala,

amelyik a haromsz9gon kiviil halad.

b) Minden hadromszdgnek van olyan magassagvonala, amely két derékszogli haromszogre
bontja a haromszoget.
Megoldas: 1gaz, mert a haromszog legnagyobb szdgének cstucsabol htizott magassag talp-

pontja a szemkozti oldalnak belsé pontja.

¢) Van olyan haromszog, amelynek magassaga egybeesik a haromszog egyik oldalaval.
Megoldas: 1gaz, a derékszdgii haromszog mindkét befogodja a haromszog egy-egy magas-

saga.

d) A haromszog bels6 szogének szogfelezdje két, egyenld teriiletii részre bontja a hdrom-
szoget.
Megoldas: Hamis, mert van olyan haromszog, amelynek a belsd szdgfelezdje a szemkozti

oldalt nem egyenld hosszu szakaszokra bontja.

e) A haromszognek, ha van szimmetriatengelye, az csak a haromszog egyik magassagvo-
nala lehet.

Megoldas: Igaz, hiszen ha a haromszdgnek van szimmetriatengelye, akkor annak at kell
mennie a haromszog egyik csucsan, €s merdlegesen kell feleznie a csuccsal szemkozti

oldalt.
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f) Van olyan haromszdg, amelyiknek pontosan 2 szimmetriatengelye van.

Megoldas: Hamis, mert ha a hadromszog egyik csucsdn atmend egyenes a haromszog
szimmetriatengelye, akkor a cstucsbol indul6d két oldal egyenld hosszll. Ha van egy ma-
sik szimmetriatengelye is, akkor e masik csticsbol induld két oldal is egyenld hosszq, te-
hat a haromszog szabalyos, de annak a harmadik csucsdn dtmend magassagvonala is

szimmetriatengely.

g) A haromszog kozépvonala két, egyenld teriiletli részre vagja a haromszoget.
Megoldas: Hamis. A harom kozépvonal négy egybevagd haromszogre bontja a haromszo-

get, tehat egy kozépvonal 1:3 teriiletardnyu részekre vagja a haromszdget.

h) A haromszog sikjaban pontosan hdrom olyan pont van, amelyik a haromszog mindha-
rom csucsatol ugyanakkora tavolsagra van.
Megoldas: Hamis,egyetlen ilyen pont van, mivel a hdrom oldalfelezd merdleges egy pont-

ban metszi egymast.

1) Van olyan haromszog, amelynél a koriilirt korének kozéppontja a haromszog egyik ma-
gassagvonalan van.

Megoldas: 1gaz. A korilirt kor kozéppontja rajta van a haromszog mindharom oldalfelez6
merdlegesén, €s van olyan haromszog (az egyenldszart), amelynek egyik oldalfelezd

merdlegese szimmetriatengelye, tehat magassdgvonala.

J) A haromszog beirt korének kozéppontja rajta van a haromszoég egyik belsé szogének
szogfelezdjén.
Megoldas: 1gaz, mert a haromszog beirt korének kdzéppontja a belsd szogfelezok metszés-

pontja.

k) A haromszog stilyvonala harmadolja a haromszog egyik oldalat.

Megoldas: Hamis, a haromszog sulyvonala felezi a haromszog egyik oldalat.

1) A haromszog sulypontjan atmend egyenes két egyenld teriiletli részre vagja a haromszo-
get.

Megoldas: Hamis. Huzzunk a stlyponton at a haromszog egyik oldaldval parhuzamos

egyenest! Az egyenes a haromszogbdl egy hozza hasonlé haromszoget metsz le, a ha-

2 .
sonldsag aranya 3 Tudjuk, hogy a hasonlé haromszdgek teriiletének aranya a hasonlo-
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sdg aranyanak a négyzetével egyezik meg, tehat a lemetszett haromszog teriilete az ere-

deti haromszog teriiletének 5 -szerese.

m)* A haromszog egyik cslicsabol induld belsd szdgfelezOnek van olyan pontja, amelyik
egyenld tavolsagra van a haromszog masik két csucsatol.

Megoldas: 1gaz.
Az egyenlOdszaru haromszog szarszogébdl induld belsd szogfelezd barmelyik pontja
egyenld tavolsagra van a masik két cstcstol.
Ha a szogfelez6t kozrefogd két oldal hossza kiilonb6z6, akkor azt kell beldtnunk, hogy
az altaluk kozrefogott szog szogfelezd félegyenese és a szoggel szemkozti oldal oldalfe-
lez6 merdlegese metszi egymast. C
Az ABC héromszogben (CA < CB) huzzuk meg a C
csucsbal induld belsé szog f szogfelezdjét. Tiikrozzik a
haromszoget az f szogfelezore (tiikkorkép: az 41B,C ha-

romszog)! Jeloljik E-vel a szdgfelezd és az AB oldal

metszéspontjat.
Ha megmutatjuk, hogy az AEC , nagyobb derékszognél, A,
akkor az f'metszi az 4B oldal felezOmerdlegesét. Mivel a szogfelezd merdleges az 44,
szakaszra, ezért az AEC , tompaszog.
Modszertani megjegyzeés: Ha a tanulok ismerik a kertileti szogek tételét, akkor annak felhasz-
nalasaval konnyebben igazolhat6 az allitds. (Ha megrajzoljuk a haromszog koriilirt korét, a
haromszog egyik oldalanak felezOmerdlegese athalad az oldal végpontjait 6sszekotd kisebb
koriv felezOpontjan. Az oldallal szemkozti szog szogfelezdje is athalad a kor e pontjan, mivel

egyenld kertiileti szogekhez egyenld ivek tartoznak.)

2. Szerkeszd meg az abran lathaté haromszog két magassagvonalat!

Modszertani megjegyzés: Ekkor érdemes megbeszElni a tanuldkkal, hogy az irasbeli érettsé-

gin, ha ,,véletleniil” nincs naluk korzé és vonalzo, és az egyik feladat egy szerkesztés végre-
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hajtasat kéri, akkor a szerkesztés végrehajtasat helyettesithetik a szerkesztési

val.

3. Szerkessz tompaszogl egyenldszara 4ABC haromszoget, amelynek az alapja

eljaréas leirasa-

AB, majd szer-

keszd meg az AC széar Thalész-korét! A kor az AB alapot, a T pontban, a BC oldal egyene-

sét a O pontban metszi.

a) Milyen aranyban osztja a 7 pont az AB alapot?

b) Az AQ és CT egyenesek metszéspontjat jeloljiik P-vel. Milyen nevezetes pontja az ABC

haromszégnek ez a P pont?
Megoldas:
a) Jelolje T a kor és az AB alap metszéspontjat. Tha-
1ész tétele szerint CT merdleges az AB oldalra,
CT egyenese tehat magassagvonala, igy szimmet-

riatengelye az egyenldszara haromszognek, tehat

a kor felezi, azaz 1:1 aranyban osztja az AB ala-

/&

pot.

b) A P pont az ABC haromsz0g magassagpontja, ugyanis a C7T egyenes a haromszog

egyik magassagvonala, és mivel AP merdleges a BC oldalegyenesére, igy az AP

egyenes a haromszdg masik magassagvonala. A magassagvonalak metszéspontja pe-

dig a haromszdg magassagpontja.

4. Az 4bran lathaté ABC haromszog 4 és B csucsabol induld magassagok talppontjat jeldlje

rendre T, és T} . Bizonyitsd be, hogy az ABT,T; négyszdg koré kor irhato!
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Megoldas:
Mivel ABT, és ABT), kozos atfogoju derékszogli haromszogek, Thalész tétele szerint a
haromszogek derékszogének csicsa az AB atmérdjii kor pontja. Tehat a négyszog koré
valdban irhat6 kor.

Megjegyzés: Az allitas a huirnégyszogek tételével is igazolhat6, kiszamithato, hogy a négy-

sz0g szemkozti szogeinek 0sszege 180°.

5. Vizsgéld meg, hogy a 4. feladatban megfogalmazott allitas igaz-e tompaszogli haromszog
esetében is! Sejtésedet indokold!
Megoldas: Az el6z6 feladatban megfogalmazott allitds tompaszogii haromszogre is igaz. Bi-
zonyitdsa analdg a hegyesszogli hdromszogre adott bizonyitassal.
Modszertani megjegyzés: Az éllitads derékszogii haromszdgre is igaz. Ha ennek vizsgalatat a

tanulok nem vetik f6l, mi kérdezziink ra!

6. Szerkessz egy hegyesszogl, egy derékszogii €s egy tompaszogli haromszoget, majd szer-

keszd meg mindhdrom haromszog koriilirt korét!

Modszertani megjegyzés: A feladat célja ismét észrevétetni a tanulokkal, hogy a haromszog
koriilirt korének kozéppontja hegyesszogli haromszognél annak belsd tartomanyéaban, derék-
szO0gl haromszognél az atfogod felezOpontjaban, és tompaszogii haromszognél a kiilso tarto-

manyban helyezkedik el.

7. Az dbran a K pont az ABC haromszog kortilirt korének kozép- y /‘\ a

pontja. Az AKC haromszdg teriilete 3 teriiletegység. Hany terii-

letegység az ABC haromszog teriilete? K

Megoldas: Az ABC haromszdg teriilete 6 teriiletegység.

Hangstlyozzuk ki, hogy a CK szakasz a hdromszdg egyik sulyvonala.

8. Jelold meg egy ABC haromszog beirt kdrének érintési pontjait! Ez a harom pont meghata-
roz egy POT haromszdget. Az ABC haromszdg belso szogeinek szogfelezdi milyen neve-

zetes vonalai a POT haromszégnek? Sejtésedet indokold!

Megoldas: Az ABC haromszog barmelyik belsé szogének szogfelezdje a POT haromszognek

oldalfelez6 merdlegese.
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A kor kiilsé C pontjabdl huzott érin- C 0
todszakaszok hossza egyenld, igy |

CT =CQ. Az ABC haromszég C

csucsabol huzott belsé szogfelezd a d B

TOC egyenldszari haromszog szarszogének szogfelezdje, errdl tudjuk, hogy merdlege-
sen felezi a 7Q alapot. Hasonldan lathato be az ABC haromszég masik két szogfelezojé-

r6l is az allitas.

9. Az ébrén lathaté ABC haromszog kozépharomszdge egy DEF haromszognek (azaz, AB, BC
¢és AC egy-egy kozépvonala a DEF haromszognek).
a) Szerkeszd meg a DEF haromszoget!
b) Az ABC haromszdg magassagvonalai milyen nevezetes vonalai a DEF haromszognek?

Sejtésedet indokold!

Megoldas:

a) A haromszog kozépvonala parhuzamos a haromszog harmadik oldalaval, és fele
olyan hosszl. A kozépvonal e tulajdonsdganak ismeretében a DEF haromszog kony-
nyen megszerkeszthetd: az ABC haromszog csucsain at parhuzamost hizunk a ha-
romszdg csuccsal szemkozti oldalaval. Ezeknek az egyeneseknek a paronkénti met-
széspontjai a keresett DEF haromszog csucsai.

b) Mivel az 4, B és C pontok a DEF haromszog oldalainak felezOpontjai, €s az ABC ha-
romsz0g magassagvonala merdleges a DEF haromszég megfeleld oldalara, igy az

ABC haromsz6g magassagvonalai a DEF haromszog oldalfelezd merdlegesei.
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10. Az ABC haromszog beirt kore az AC oldalt a Q pontban, a BC oldalt pedig a T pontban
érinti. Igazold, hogy az ABTQ négyszognek van olyan oldala, amelynek hossza két masik
oldal hosszanak 6sszegével egyenld!

Megoldas:

Erintse a kor a haromszog AB olda- C

lat P pontban.

Mivel a kor kiilsé pontjabol hiizott

érintészakaszok hossza egyenld, I

igy AQ= AP és BT = BP. Vi-
szont AP+ BP = AB, tehat
AQ+ BT = AB . Ezzel belattuk,

hogy a négyszdgnek van két olyan P
oldala (4Q és BT), amelyek hosz- B
szénak 0sszege a négyszog AB ol-

dalanak hosszaval egyenld.

11. Egy derékszdgii haromszdg befogoinak hossza: 5 cm és 12 cm. Mekkora a haromszog beirt
korének sugara?
1. megoldas:
Pitagorasz tételének alkalmazéasaval adodik, hogy a haromszog atfogdja 13 egység hosz-

5-12 K

szU. A haromszog teriilete kétféleképpen is felirhatd: 7 = és T = Tr , ahol r a be-

irt kor sugaranak hossza, T a haromszog teriilete, K a keriilete. Igy

5:-12=(5+12+13)r. Ebbdl r = 2. A haromszdg beirt korének sugara 2 egység hosszu.
2. megoldas:

Jelolje C az ABC haromszog derékszogl csuicsat, €s a haromszog befogodin a kor érintési

pontjait 7 és T».

A kor kiilsé pontjabol huzott érinté A
szakaszok hossza egyenld, tovabba

a kor kozéppontjabol az érintési

pontba vezetd sugar merdleges az

érintdre, igy 4 pont — a beirt kor ko-

zéppontja, a T és T, pontok, tovabba a haromszdg C csucsa — olyan négyzetet hataroz
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meg, amelynek az oldalhossza a kor » sugaraval megegyez6. Ha AC =12 és BC =5,
akkor AT, =12-r és BT} =5—-r.

Mivel AT, = AT és BT} = BTz, igy (12—-r)+(5—r)=13. Az egyenletet megoldasa:
r=2.

A haromszdg beirt korének sugara 2 egység hosszu.

12. Egy derékszogl haromszog atfogdja 5, keriilete 12 egység. Hany egység a haromszog beirt

korének sugara?

Megoldas: A
Jeldlje C az ABC haromszog de-

rékszogli csucsat, és Ty és T, a ha-

romszog befogdin a kor érintési

pontjait.

A kor kiils6 pontjabol huzott érintészakaszok hossza egyenld, tovabba a kor kozéppont-
jabol az érintési pontba vezetd sugar merdleges az érintdre, igy a beirt kor kdzéppontja,
a T és T, pontok, valamint a haromszog C csucsa olyan négyzetet hataroz meg, amely-
nek az oldalhossza a kor » sugaraval megegyez6. Legyen BC =a, AC=b és AB=c.

Ekkor AT, =b—r és BTy =a—r.

Mivel AT, = AT; és BT} = BT3,igy (b—r)+(a—r)=c, és mivel az atfogd 5 egység

hosszu, igy a+b—-5=2r.

Tudjuk, hogy a+b+c=12 és c=5,ezért a+b="7.Tehat 2r =2,azaz r =1.

A haromszdg beirt korének sugara 1 egység hosszu.
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IX. HASONLOSAG

Modszertani megjegyzeés.: A kozépszintli érettségi vizsgakovetelményei kozott a ,,Hasonlosagi
transzformaciok” témakorben a hangsuly az ismeretek gyakorlati alkalmazdsan van.
(,,...Szakasz adott aranyu felosztasa. Hasonl6 alakzatok felismerése, (pl. haromszdgek hason-
l6sagi alapesetei) alkalmazasa, arany felirasa. Tudja és alkalmazza feladatokban a hasonld
sikidomok teriiletének aranyardl és a hasonlo testek felszinének és térfogatdnak aranyarol
sz0106 tételeket.”)

Az anyagrész ismétlését ezen a foglalkozason is feladatokon keresztiil hajtjuk végre. A meg-
oldasra felkinalt feladatsor utolso feladata mar eldkésziti a kovetkezd foglalkozas témakorét, a

szogfliggvények alkalmazasat.

1. Egy 10° -o0s szoget 3-szoros nagyitasu nagyiton at néziink. Hany fokos a szdg a nagyiton at
nézve?
Megoldds: A hasonlésagi transzformacio szogtarto, igy a nagyiton at nézve a szdg 10° -os.
C
2. Az abran lathato ABC haromszog teriilete 18 cm”.
a) Szerkessz a haromszog AC oldaldnak harmadolo
pontjain atmend, az 4B oldallal parhuzamos egyeneseket!
b) A megszerkesztett egyenesek mekkora

teriiletl részekre vagjak az ABC haromszoget?

Megoldas:
a)

B

A harmadolopontokat egy segédegyenesen tetszélegesen felvett szakasz haromszori fel-

mérésével a szaggatott vonalakkal jelolt parhuzamosok szerkesztésével jelolhetjiik ki.
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b) Az abran harom, k6zos C csucst hasonld haromszog keletkezett. Hasonld haromszo-
gek tertiletének aranya a hasonldsag aranyanak négyzetével egyezik meg. A harom-

szogek koziil a legkisebbnek a teriilete: ¢, = éT BC = é 18 =2 (cm?). A kovetkezéd

haromszog esetében a hasonlosag aranya 3 igy a teriilete:

t, = iT LBe = g 18 =8 (cm?). A kozépsé négyszog (trapéz) teriilete tehat 6 cm?,

A harom rész teriilete rendre: 2 cmz, 6 cm’ és 10 cm”.

3. Egy 8 cm’-es diaképet a falon 0,32 m*-es képnek latjuk. Milyen magasnak latszik az a bet,
amelyik a dian 3 mm magas?
Megoldas: A falon lathato kép a diakép kozéppontosan hasonlo képe. Mivel

0,32 m’ =3200 cm”, a két hasonld négyszog teriiletének aranya 400. Hasonld négyszo-

gek teriiletének aranya a hasonldsag aranyanak négyzetével egyezik meg, igy a hasonlo-
sdg aranya 20. A dian 3 mm-nek latsz6 szakasz kozéppontosan hasonlo képe

20-3 mm =60 mm =6 cm hosszu.

4. Egy parkban egy kor alaku viragagyat fehér arvacskakkal tiltettek tele. A virdgagyat korbe-
iltették lila arvacskakkal. A lila arvacskak virdgagya korgytirti alakt volt, amelynek tertile-
te 8-szorosa volt a kor alaka viragdgynak. Hanyszorosa a lila virdgokkal betiltetett korgyti-
rtt hatarolo kiils6 kor kertilete a bels6ének?

Megoldas: A két koncentrikus kor hasonlo. A kiilsé kor teriilete 9-szerese a belsé kornek, igy

a hasonlosag aranya 3. Mivel a korok kertilete egyenesen aranyos a korok sugaraval, a

korgytriit hatarold kiilsé kor keriilete 3-szorosa a belsd kor kertiletének.

5. Egy épitkezésre az egyik nap 2 tonna homokot hoztak. Leszortak ugy, hogy a homokdomb
kup alaku lett. Masnap még hoztak valamennyi homokot, és ugyanoda ledntotték. Azt vet-
tem észre, hogy az igy kialakult kiip hasonld a tegnap latott kiiphoz, de a magassaga két-
szer akkora. Hany tonna homokot szallitottak masodik alkalommal?

Megoldas: A két kup hasonld, €s a hasonlosag ardnya 2. Hasonl6 testek térfogatanak aranya a

hasonlosag aranyanak kobével egyenld, igy a két kup térfogatanak aranya 8. A kipok
tomege egyenesen aranyos a térfogatukkal. A nagyobb kiip tomege 8-szorosa a kisebb-

nek, tehat 16 tonna. Igy masnap 14 tonna homokot szallitottak.
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6. Egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza: 3 cm és 9 cm. Mekkora a trapéz atloi altal 1étre-
hozott két hasonld haromszdog teriiletének aranya?

Megoldas:

A két hasonlo haromszdg megfeleld oldalainak aranya % , igy a tertiletiik ardnya é .

7.% Tiikrozd az abran lathatdo ABC haromszoget a sulypontjara! Az eredeti és a tiikorkép ha-
romszog oldalai paronként metszik egymast. E hat metszéspont, az eredeti haromszog és a
tilkorképharomszog csucsai egy csillagalakzatot (12 oldali sokszoget) hataroznak meg.
Mekkora a csillagalakzat teriilete, ha az eredeti haromszog teriilete 12 cm>?

Megoldas:

A 12 oldalu sokszog teriiletének ki-

szdmitasahoz sziikséglink van a tii-

korkép haromszog ABC haromszog
kiilsé tartomanyaba esd részének
(hédrom kis haromszog) teriiletére,

hiszen a kérdéses teriilet e harom

kis hdromszog és az eredeti harom-

szoOg teriiletének Osszegével egyen-

16.
E kis haromszdgek oldalai parhuzamosak az ABC haromszog oldalaival, hiszen pontra

tilkkrozéskor a szakasz képe parhuzamos az eredeti szakasszal, igy e haromszdgek hason-
l6ak az ABC haromszoghoz. A hasonldsag aranya %, hiszen a haromszog stlypontja a
stlyvonal oldalhoz kozelebbi harmadold pontja. A tertiletiik tehat az ABC haromszog te-

L 1
rilletének §-szerese.

A 12 oldalu sokszog teriilete: 7 =T . +3%TABC =12+4=16(cm’).

8. Az AB szakasz bels6 C pontjarol tudjuk, hogy AC:CB = 1:4. Az AC, CB ¢és AB szakaszok
mint oldalak f6l¢ szabalyos haromszogeket rajzolunk. Mi lesz a harom haromszog tertile-

tének 7, : T, :T,, aranya?
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Megoldas: F
Barmilyen két szabalyos haromszog hasonld egy-
mashoz, a hasonlosdg aranya pl. az oldaluk ara-
nyaval egyezik meg. Az abra szerinti ACD harom-

sz0g hasonl6 az ABF haromszoghoz, a hasonldsag D

aranya l A CBE és ABF hasonldé haromszogek
4 A C B

hasonlésadganak aranya 7 Mivel a hasonld sikidomok teriiletének ardnya a hasonlosag

1 9
aranyanak négyzetével egyenld, igy Ty cp :ETABF» és Tepp :ETABP Tehat

TACD :TCBE :TABF =1:9:16.

9. Egy téglalap alaku telek oldalainak hossza 10 m és 24 m. A tulajdonos a telek egyik sarka-
ban el szeretne keriteni egy négyzet alakt részt konyhakertnek. Az abran a tulajdonos vaz-

latrajza lathato. Mekkorédk a tervezett négyzet oldalai?

(0 m

Z4 m

Megoldas: Jeloljiik x-szel a négyzet oldalanak hosszat. Az abran (az egybevagoaktol eltekint-
ve) harom hasonlé derékszogli haromszog van. Pl. a 10 és 24 befogo6ji hasonld az x és
24 — x befogo6ji haromszoghdz. A két haromszog megfeleld oldalainak aranya meg-

egyezik, igy % = Lx_x . Az egyenlet megoldasa: x = % ~ 7,059.

A négyzet oldalai kb. 7,1 m hossztak.

10. Egy derékszogii haromszog atfogdhoz tartozd magassaga az atfogot 7 cm €s 9 cm hosszu
szakaszokra bontja. Mekkora a haromszog hosszabbik befogoja?

Megoldas: A derékszogli haromszog atfogdja 16 cm hossza. Jeldlje b a haromszog hosszabb
befogdjanak hosszat. Alkalmazzuk a haromszogre a befogotételt: Mivel a haromszog
hosszabb befogdja a hosszabbik szelet végpontjabol indul, igy b =~/9-16 =12
A hosszabb befog6 hossza: 12 cm.
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11. Egy derékszdgii haromszdg befogoi 8 cm és 15 cm hossztiak.
a) Mekkora a haromszog koriilirt korének sugara?
b) Mekkora a haromszdg 4tfogohoz tartoz6 magassaga?
c¢) Mekkora a haromszog beirt kdrének sugara?
d) Milyen tavolsagra van a haromszdg stulypontja a haromszog koriilirt korének kozéppont-
jatol?
Megoldas:
a) A derékszogli haromszog atfogoja 17 cm hosszi. A koriilirt kdr sugaranak hossza:
R=8,5cm.

b) A derékszogii haromszdgre alkalmazzuk a befogotételt: A 8 cm hosszu befog6 atfo-

gora esd merdleges vetiiletét x-szel jeldlve 82 =17x. Ebbél x = % Az atfogéhoz

tartozo magassag az atfogot 2—1 (= 0,2656) ¢és % = %(z 16,73) hosszu szele-

tekre osztja. A magassagtétel szerint m_ = 2—1\/@ ~ 2,1 (cm) hosszu.

c) A T =rs (ahol T a haromszog terlilete, s a félkeriilete,  a beirt korének sugara) kép-

8-15_r.8+15+17

, ahonnan r =3.
2

let alapjan szamolva:

A haromszdg beirt kdrének sugara 3 cm hosszu.
d) Mivel az atfogo felez6pontjat a derékszog cstucsaval 6sszekotd sugar a haromszog
egyik stulyvonala, és a sulypont a stilyvonal oldalhoz kdzelebbi harmadold pontja, igy

a stulypont és a koriilirt kor kdzéppontjanak tavolsaga 1 cm.

12. Egy derékszogii haromszog atfogojat a magassag két olyan szakaszra bontja, amelyek
kiilonbsége 1 cm. A haromszdg kisebbik befogoja 1 cm-rel rovidebb az atfogonal. Mekko-
ra az atfogo?

Megoldas:

Jelolje az ABC haromszog derékszognél 1€vo csucsat C, rovidebb befogojat AC. Az at-
fogohoz tartozd CT magassag az AB atfogét AT = x és TB = x + 1 hosszl szakaszokra

bontja. Ekkor AC = x+ (x+1)—1=2x. Alkalmazzuk az ABC haromszég AC befogdja-

ra a befogdtételt: (2x)2 =x(2x+1), azaz 2x? —x=0. Ennek az egyenletnek egyetlen

o) . 1
pozitiv megoldésa van: x = 3
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A haromszdg atfogdja: 2 cm hosszu. (A de-
réksz0gli haromszog befogoi 1 cm €s

\/g cm hosszuak.

x+1

13. Az ABC haromszog BC oldalanak C-n tili meghosszabbitasan 1évé D pontra az
ABC, = CAD, teljesiil. Milyen kapcsolat van az AD, CD és BD oldalak koziil? Dontése-
det indokold!
A: CD mértani kdzepe a masik kettének; B: BD mértani kozepe a masik kettonek;
C: AD szadmtani kdzepe a masik kettonek; D: AD mértani kozepe a masik kettonek;
E: Az oldalak kozotti kapcsolat nem felel meg sem az A, sem a B, sem a C, sem a D vala-
szoknak.
Megoldas: A helyes valasz: D.
Az ABD és ACD haromszogek
hasonloak, mert egy szogiik k6zos

(ADB szdg), és ABC, = CAD,. A

két haromszog megfeleld oldalai:

ABD haromszog: ACD haromszog:
AB = AC Y| B
BD = AD
AD > CD

A megfeleld oldalak hanyadosa ugyanakkora: g—g = % .Innen AD =~BD-CD .

14. Az R =10 cm sugart kort kiviilrdl érinti a 10 cm-nél kisebb r sugara kor. A két kor kozos

kiils6 érintSinek hajlasszoge 60°-0s. Hany cm hosszu az r sugar?
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Megoldas:

Az abran lathato jelolést hasznalva: Az OK; T, derékszogli haromszogben a 30° -os
szoggel szemkozti befogd hossza fele az atfogonak, és mivel K77 =r, igy OK; =2r.
fgy OK, =3r+10.

Az OK,T, hdromszog hasonlé az OK,T, derékszogli haromszoghdz, ezért a megteleld

- . Az egyenlet megoldasa: r = m .

oldalak hanyadosa megegyezik:
Y geeyez 3r+10 2r

A keresett sugar hossza ? cm.
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X. TRIGONOMETRIA

Modszertani megjegyzés: Ezen a foglalkozason felelevenitjiik a szogfliggvények fogalmat,

né¢hany tulajdonsagat, a hegyesszogek szogfiiggvényének alkalmazasat derékszogii harom-

szogben, és a kovetkezd foglalkozas elokészitéséiil a szogfiiggvények alkalmazasat tetszole-

ges haromszogben.

A tanéri mellékletben szerepld tudasprobéaval a tanulok lemérhetik az ezen a teriileten szerzett

ismereteiket. Ugyanitt talalhat6 a tudasproba feladatainak megoldasa és értékelése.

1. Az i bazisvektor (-200°)-os forgatasaval eldallitott vektor koordinatait jelolje(e,;e,). A
kovetkezd szogek koziil melyikre igaz, hogy

a) koszinusza egyenld e, -gyel?
b) szinusza e, -vel egyenl6?

¢) koszinusza egyenld e, -gyel, a szinusza pedig e, -vel?

740°; -20°; 1280°; —880°; 160°.
Megoldas:
€ 200~ €600 €400
€250 € 830 € 2

a) e = cos(—200°) = cos1280° = cos(—880°) = cos160°;
b) e, =sin(—200°) =sin 740° =sin160°;

¢) e} =cos(—200°) = cos160° és ey =sin(—200°) =sin160°.

2. Szerkeszd meg az alabbi egységvektorokat!
e =(c0s2730%)i +(sin2730°)j
k = (cos(—450°);sin(—450°))
n = (cosa)i+(sina)j, ahol tga =-1
Megoldas:
e =(c0s2730°)i+(sin2730°)j = (cos210°)i + (sin210°)j
Egyetlen ilyen vektor szerkeszthetd.

k = (cos(—450°);sin(—450°)) = —j, egyetlen ilyen vektor szerkeszthetd.
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tga=-1 < a=135"+360" -n vagy a =-45° +360° -k, ahol n és k tetszbleges
egész szamot jeldl. Igy kétféle n egységvektor szerkeszthetd, az egyik az i vektornak pl.

135° -0s, a masik az i vektor (—45°)-os elforgatottja.

3. Szamitsd ki az e (-0,5;e, ) és g(g1;—1) egységvektorok hidnyzo koordinatajat!

Megoldas: Ha az e egységvektor iranyszoge « , akkor mivel cos?a+sina =1 , €s

cosa =-0,5, igy sin? a = % Ebbdl sina = ﬁ vagy sina = —ﬁ
Tehat e, =§ vagy e, = —g.

Hasonléan g12 + (—l)2 =1,azaz g; =0.

4. Dontsd el az x értékének kiszamitasa nélkiil, hogy a kdvetkezd négy allitas koziil melyik

igaz! Dontésedet indokold! Ha cosx = cos170°, akkor

A) cosx =cosl0°; B) cosx =co0s190°;
C) sinx = sin(-10°) ; D) cosx =co0s370°.
Megoldas:

A) éllitds hamis, mert cos10” = —cos170° # cos170”. ¢

'e][] = e}?[]'
1
B) allitas igaz, mert a 170°-0s és a 190° -os irdnyszd- €0 €

gli egységvektor elsd koordinatdja megegyezik.

C) allitas hamis, mert ha cosx = cos170°, akkor
sinx =sin10° vagy sin x =sin(—10°).

D) allitas hamis, mert cos370° = —cos170° # cos170°.

5. Oldd meg az egyenleteket a megadott alaphalmazon!

a) 2cosx —1=0, ahol x e[600°,1000°]
b) 2sinx+1=0, ahol x 6[6000,10000]
¢) (2cosx —1)(2sinx +1) =0, ahol x €[4 47|

d) (2cosx—1)+(2sinx +1) =0, ahol x e[-47 47]
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M =0, ahol x e[—47r ,47[]
2sinx +1

Megoldas: (Az egyes egyenletek megoldashalmazat M-mel jeloljiik.)
a) 2cosx —1=0, ahol x e[600°,1000°] :

1

2eos—1=0 < cosy=_: M= {660°:780° }.

b) 2sinx+1=0, ahol x 6[6000,10000].
. . 1 [e] [e]
2sinx+1=0 < sinx=——; M={690 ;1930 }
2
¢) (2cosx—1)(2sinx+1) =0, ahol x e[—47z ,47z] .

(2cosx—1)(2sinx+1)=0 < cosx = % vagy sinx = —% . Az adott alaphalmazon

16 megoldésa van:

X = %+ 27 n,ahol ne {— 2;—1;0;1}, vagy x = —%+ 27k ,ahol k e {— 1;0;1;2}, vagy

xX= —% + 27 m,ahol me {— 1;0;1;2} vagy x = %T +27r,ahol re {— 2;—1;0;1}.

d) (2cosx—1)+(2sinx+1) =0, ahol x e[—47z,47r] .

(2cosx—1)+(2sinx+1)=0 < cosx+sinx=0 < cosx=-—sinx.
Az adott alaphalmazon 8 megoldasa van:

Vo) 3r Or 3r _m x 3w Oz 137
47 47 47 44747 4° 4

e M=O, ahol x e[—47z,47z].
2sinx+\/§

2cosx—1 1, . V3 { 1z Sz = 77r}
—— =0 & cosx=—¢éssinx=——; M = ; -
2sinx++/3 2 2 37 37373
6. Egy zsebszamologéppel csak a szogek szinuszat lehet kiszamitani, a tobbi szogfliggvényt
nem. A gép még tovabbi négy miiveletet képes végrehajtani. Az alabbiakban megadtunk
néhéany lehetdséget a négy miiveletre.
Vialaszd ki a megadott lehetdségek koziil azt, amelyik esetben a négy megadott miivelettel

biztosan ki tudjuk szamitani a géppel olyan tetszéleges szam koszinuszat, tangensét és ko-

tangensét, amelyiknek mind a négy szogfiiggvénye értelmezve van!
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A: Osszeadas, szorzas, kivonas, reciprokképzés

B: négyzetgyokvonas, 0sszeadas, kivonas, reciprokképzés
C: négyzetgyokvonas, szorzas, kivonas, reciprokképzés
D: négyzetgyokvonas, Osszeadds, szorzas, reciprokképzés

E: Az eddig megadott négy miivelettel nem lehet kiszamitani.

Megoldas: A helyes valasztas: C.
, oS
es ctgx =

[ ) sin x X V4 w1,
cosx == 1—51n2x, tgx = ——, ha x#n-—, ahol n e Z. Sziiksé-
CoSX sin x 2

ges a négyzetgyokvonas mivelete, igy A nem megfeleld. Sziikséges tovabba vagy a
négyzetre emelés, vagy a szorzas miivelete, ezért B nem megfeleld. A reciprokképzés és
a szorzds milveletek egymas utani végrehajtdsa az osztds miiveletet ,helyettesiti”, vi-
szont az Osszeadas €s kivonds miiveletek koziil csak a kivonas ismerete a jO, mert az
Osszeadas mellett nem szerepel az ellentett képzése, igy D nem megfeleld, viszont a
C-ben szerepld négy miivelettel a megadott alaphalmaz minden elemének mind a harom

szogfiiggvénye kiszdmithato.

(A cosx = —1-sin? x is, hiszen cosx =0—+/1 —sin? ).

7. Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazén!
a) sinx = cos0°; b) tgx-(cosx+0,5)=0; c) sin®x—cos*x=1.

Megoldas:

a) sinx=cos0’ < sinx=1 < x:%+2n7z,ahol nel.
b) tgx-(cosx+0,5)=0 < tgx=0 vagy cosx =—-0,5 és x¢%+n7r,ahol nel.

X =nsx vagy x:irz?”+2k7z,ahol nelé kel.

¢)sin>x—cos’x=1 < l-cos’x—cos’x=1 < cosx=0.

x=%+2nﬂ,ahol nel.

8. Egy 80 m hosszu lejtds ut felsé végén 1évo templomot 3,7° -os szog alatt 1atjuk az ut elejé-

r6l. A lejtd hajlasszoge 21,3° . Milyen magas a templom?
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Megoldas:

3,7°

21,3°
A D

Az abra szerinti jelolést hasznalva: Mivel AB =80 m, az ADB derékszogli haromszog-
ben BD =80sin21,3° ~ 29,06 és AD =80c0s21,3° ~ 74,54 .

Az ADC derékszogii haromszogben BC = x jelolés esetén

DB +x=AD-cos25° ~67,55. Igy x ~67,55-29,06 = 38,49

A templom kb. 38,5 méter magas.

9. Egy haz ablakabdl, a talajtél 2 m magassagbol egy, a haztol 25 m tavolsagra 1évo fa csucsa
44.3°-0s emelkedési szog alatt latszik. A haz alapjat a faval 6sszekoto egyenesen, a fa til-
oldalan egy kisfiu jatszik a homokban, ahonnan a fa 29,8° szog alatt latszik. Milyen tavol

van a kisfia a hazt61?

Megoldas:

29,8°

Alkalmazzuk az 4bra jeloléseit, és legyen tovabba CF = x.
A BED derékszogl haromszogben DE =25-1g44,3" = 24,4, igy DC = 26,4. A DCF de-

DC

~ 46,1 . Igy AF ~71,1.
1g29,8°

rékszogli haromszogben tg29,8° = bc , €s ebbdl x =
X

A kisfia kb. 71 m-re van a haztol.
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10. Egy 40 m sugaru, kor alakt park egy kerek orat jelenit meg. A 2 6rat, az 5 orat és a 9 orat
jelolo (4, B és C) korpontokbdl egy-egy egyenes Ut vezet a kor K kozéppontjaba, tovabba
e hadrom pont koziil barmelyik kettdt egyenes ut kot dssze.
a) Milyen messze van az AC ut a kor kdzéppontjatol?
b) Szamitsd ki méter pontossaggal az 4B + BC + CA Utvonal hosszat!
Megoldas:
a) Az AKC, =150°, BKA, =90° és BKC, =120°. Bo-
csassunk merdlegest a K pontbol az AC hurra. A hir F fe-

lez6pontja, a K és az A pontok altal meghatarozott derék-

szogli haromszog atfogdja 40 m, a K csucsndl 1évd he-

gyesszoge 75°-0s.
KF =40-cos75° ~10,35.
Az ACut kb. 10,4 m tavolsagra van a kor kozéppontjatol.
b) Az AKF derékszdgli haromszogben FA =40-sin75° ~ 38,64 . gy AC ~77,28.

Az AKB derékszogli haromszogben 4B = 2+/40 =~ 12,65.

A BCK haromszdgben a koszinusztételt alkalmazva
BC? =2-40% —2-40% cos120° =3-40%, igy BC = 40+/3 ~ 69,28.
Tehét AB + BC +CA ~159,21.

A harom utszakasz hosszanak 6sszege kb. 159 m.

11. Egy derékszogli haromszog teriilete 27 cm?, tovabba ismerjiik az o hegyesszog kotan-
gensét: ctga = % . Mekkorak a haromszog befog6i?

Megoldas: Jelolje a haromszog befogoit a és b, tovabba az a oldallal szemkdzti szogét o .

Ekkor ab =54 és 2=2, azaz b=g-a.
3 a 3
ab =54
Az . 2 egyenletrendszer megoldasa: a =9 és b=6.
=—-a
3

A haromszdg befogo6i 9 cm és 6 cm hossztak.
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12. Oldd meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan!

(2 cos’ x —1)sin(2x — ) — 1]
tgx —1

=0

Megoldas:

(2 cos’ x—llsin(Zx—;z)—l] ~0 & [eos|= Q

és sin(2x—m)=1 és tgx#1.
- 5 ( ) gx

|cosx|:£ & x:%—i-n-z,ahol neZ.Deakapottszégekkézétta%—i—kﬂ,ahol

k € Z. alakban megadhat6 szogek tangense 1, igy x = 377[ +nm,ahol neZ.

sin2x-7)=1 & 2x—ﬂ:%+2k7r,ahol k € Z . Ebbol x:%+k7r,ahol kel.

Ezeknek a szogeknek a tangense nem 1.

Az egyenlet megoldésai: x = 377[ +nm,ahol neZ.

13. Egy haromszog oldalai 2 cm, 3 cm és 4 cm hossztuak. Mekkora a legnagyobb szogének

koszinusza?

Megoldas: Alkalmazzuk a haromszogre a koszinusztételt!

42 =22 4+3%-2.2.3.cosy < cosy=-0,25. Mivel 0° < y <180°, az egyenlet
egyetlen megoldasa: y ~104,48°.

A haromszdg tompaszogii, a legnagyobb szoge kb. 104,48° .

14. Egy haromszog egyik oldala 3-szorosa egy masik oldalnak, s e két oldal altal kozrefogott
sz0g 1207 -0s. A haromszog leghosszabb oldala hanyszorosa a legrovidebbnek?

Megoldas: A haromszdg leghosszabb oldala a 120" -os szdggel szemkozti oldala. Jeldljiik ezt
az oldalt c-vel. A feladat szerint a masik két oldalt jeldlhetjiik a-val és 3a -val. Alkal-

mazzuk a haromszdgre a koszinusztételt!
¢? =a® +9a% —6a” c0s120° < ¢? =13a’.Ebbél c =13 -a.
A haromszdg legrovidebb oldala a, igy a leghosszabb oldal V13 -szorosa a legrovidebb-

nek.
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15. Az ABC haromszdg oldalai a =5cm, b =13 cm és ¢ =15cm hossziiak. Hatdrozd meg a
haromszog teriiletét, belso szogeit, és a legrovidebb oldalahoz tartozo6 sulyvonalanak
hosszat!

absiny

Megoldas: Ha a haromszog teriiletét a 7' = Osszefiiggés segitségével akarjuk kisza-

mitani, sziikségiink van az egyik szogének ismeretére. Alkalmazzuk a koszinusztételt a

haromszog leghosszabb oldalara: 152 =52 +13%2 -2-5-13-cos y . Ebbol

cosy = —% ~-0,2385,1gy 7 ~103,79°, és siny ~ 0,9712. (Pontos értékkel szamol-

341771

va: siny :T.

A haromszog teriilete: 7 = % =31,56 (cm?). (Pontos értéke: T =

31771 )
S

A haromszog szogeinek kiszamitdsahoz alkalmazzuk a haromszogre a szinusztételt! A

13 cm hosszu oldallal szemkozti széget S -val jeldlve:
sin103,79° 15
sin #~0,8417 ,igy 8 ~57,32°.

A haromszodg bels6 szogeinek mértéke kb. 103,79°, 57,32° és 18,89°.

A legrovidebb oldalhoz tartozo s, stlyvonal annak a haromszognek a leghosszabb ol-

dala, amelynek két oldala 2,5 cm és 13 c¢m, a kozbezart szogiik pedig y ~103,79°. Ko-
szinusztételt alkalmazva e haromszogben az s, oldalra:
52 =2,5% +13%2 —65¢c0s103,79°, ebbél s, ~13,81.

A haromszdg legrovidebb oldalahoz tartozo sulyvonal hossza kb. 13,81 cm.
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TUDASPROBA — X. Trigonometria

1. Egy hegyesszdgli haromszdgben szerkessz olyan félkort, melynek kézéppontja a hdrom-

sz0g egyik oldalan van, és amely érinti a haromszog masik két oldalat!

2. Dontsd el a derékszogii haromszdgre vonatkozé allitdsok igazsagtartalmat! Dontésedet in-
dokold!
A: A befogok 6sszegének négyzete egyenld az atfogd négyzetével.
B: Magassagpontja a derékszog cstcsa.
C: A stlyvonalainak metszéspontja egyenld tavolsagra van a haromszog oldalaitol.

D: Az egyik stlyvonaldnak hossza az egyik oldalhosszanak felével egyenld.

3. Rajzolj egy 3cm sugaru kort, €s jelolj meg annak K kézéppontjatol 5 cm tavolsagra egy P
pontot!
a) Szerkeszd meg a kor P ponton atmend érintdit! (Jelold az érintési pontokat E-vel, illetve
G-vel!)
b) Szamitsd ki a PE, illetve a PG szakasz hosszat!

¢) Szamitsd ki az EG szakasz hosszat!

4. Deré¢kszogli haromszoget egyik oldalanak egyenesére tiikkrozve, az eredeti és a képharom-
szOg egyesitésével olyan téglalapot kapunk, amelynek a teriilete 36 cm”. Hany cm hosszt a

haromszog legrovidebb oldala?

5. Az ABCD paralelogramma BC oldalanak E pontjara teljesiil a BE : EC =2:3 arany.
a) Szerkeszd meg az abran lathato paralelogramma E pontjat!

b) Szamitsd ki, hogy milyen ardnyban osztjak egymast az AE és a BD szakaszok!

6. Egy gulabdl az alaplapjaval parhuzamos sikkal levagunk egy harmadakkora magassagu

gulat. Hanyszorosa a visszamarado csonkagula térfogata a nagy gulaénak?

7. Egy egyenldszara haromszog alapja 6 cm, a szarhoz tartozé magassaga 4,8 cm. Mekkorak a

haromszog szogei?
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A tudasproba feladatainak megoldasa és értékelése
1. Egy hegyesszogii haromszdgben szerkessz olyan félkort, melynek kdzéppontja a hdrom-
sz0g egyik oldalan van, és amely érinti a hdromszog masik két oldalat!
Megoldas:
Ha a haromszég BC oldalan van a félkor kdzéppontja,
mivel hegyesszogii a haromszog, a keresett félkor kozéppontja
egyenld tdvolsagra van az AB és AC oldalaktol. 1 pont
Igy rajta van a BAC szog szogfelezgjén. 2 pont
A keresett félkor kozéppontja e szogfelezd és a BC oldal metszéspontja. 1 pont

A félkor megszerkesztése. 2 pont

Osszesen: 6 pont

2. Dontsd el a derékszogii haromszogre vonatkozo6 allitdsok igazsagtartalmat! Dontésedet in-
dokold!
A: A befogdk dsszegének négyzete egyenld az atfogd négyzetével.
B: Magassagpontja a deré¢kszog csticsa.
C: A sulyvonalainak metszéspontja egyenld tdvolsagra van a haromszog oldalaitol.
D: Az egyik sulyvonaldnak hossza az egyik oldalhosszénak felével egyenld.
Megoldas:
A: Hamis, mert ez azt jelentené, hogy a haromszog két oldalhosszanak
Osszege egyenld a harmadik oldal hosszaval, ami nem lehetséges. 2 pont
B: Igaz, mert egy-egy befogd egyenese a haromszog egy-egy
magassagvonala, és a magassagvonalak egy pontban,
a magassagpontban metszik egymast. 2 pont*
C: Hamis, mert a stlyvonalak metszéspontja a haromszog sulypontja,
¢s az csak egyenld oldalu hdromszognél esik egybe a belsd
szOgfelez6k metszéspontjaval. 2 pont*
D: Igaz, mert az atfogohoz tartozo sulyvonal a koriilirt kor sugaraval,

az atfogo pedig e kor atmérdjével egyezik meg. 2 pont*

Osszesen: 8 pont
Megjegyzés: A *-gal jelolt pontok akkor is jarnak, ha dontését a tanuld helyes dbraval indo-

kolja.
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3. Rajzolj egy 3cm sugaru kort, €s jelolj meg annak K kdzéppontjatol 5 cm tavolsagra egy P
pontot!
a) Szerkeszd meg a kor P ponton atmend érint6it! (Jelold az érintési pontokat E-vel, illetve
G-ve!)
b) Szamitsd ki a PE, illetve a PG szakasz hosszat!
¢) Szamitsd ki az EG szakasz hosszat!
Megoldas:
a) Mivel a keresett E (illetve G) pontbdl a KP szakasz
derékszogben latszik, 1 pont
igy mindkét pont rajta van a KP szakasz Thalész-korén 1 pont
A Thalész-kor megszerkesztése, a PE és PG érintdszakaszok
megrajzolasa. 1 pont
b) A KPE derékszogii haromszdgben Pitagorasz tételét alkalmazva:
PE? +3% =52, 1 pont
PE =PG=4 cm. 1 pont
c) A KP és EG szakaszok metszéspontjat 7-vel jelolve, ET a KPE

derékszoglh haromszog atfogohoz tartoz6 magassaga. 1 pont
Alkalmazva a KPE haromszogre a befogotételt: 32 =KT-5

(illetve 42 =pT-5 ). 2 pont

9 9 16
KT =—,ésigy PT=5—-—=—. 1 pont
5 gy 5 5 p

Alkalmazva a KPE derékszogli haromszdgre a magassagtételt:

ET:‘/2-E:£. 2 pont
55 5

EG:Z-ET:%:9,6 (cm) 1 pont

Osszesen: 12 pont
Megjegyzés: A c) kérdés megoldhato gy is, hogy a tanulo kiszamitja a KPC szoget szog-
fiiggvénnyel (3 pont), az EPG sz6g az EPK szog 2-szerese (1 pont), és a GPE hdromszog EG
oldaldra alkalmazza a koszinusztételt (2 pont), és abbol jol szamolja ki a kérdéses szakasz

hosszat (1 pont).
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4. Derékszogl haromszdget egyik oldalanak egyenesére tiikrozve, az eredeti és a képharom-
szOg egyesitésével olyan téglalapot kapunk, amelynek a teriilete 36 cm?. Hany cm hosszu a
haromszog legrovidebb oldala?

Megoldas:

Az eredeti €s a tiikrozott haromszog egyesitése csak akkor alkot

négyszoget, ha a tiikkortengely az atfogo egyenese. 2 pont*
A négyszog két szemkdzti szoge derékszogl.

(A tengelyes tiikrozés szogtarto.) 1 pont*
A négyszog masik két szoge csak ugy lehet derékszog, ha a

haromszog hegyesszogei 45° -osak, mert a tengelyes tiikrozés szogtartd. 3 pont™®

A négyszog tehat csak négyzet lehet, melynek oldala 6 cm hosszu. 2 pont

Osszesen: 8 pont
Megjegyzés: A *-gal jelolt pontok akkor is jarnak, ha szoveggel nem fogalmazza meg, de a

gondolat pl. a tanul6 abrajabal kidertil.

5. Az ABCD paralelogramma BC oldalanak £ pontjara teljesiil a BE : EC =2:3 arany.
a) Szerkeszd meg a paralelogramma E pontjat!
b) Szamitsd ki, hogy milyen aranyban osztjak egymast az AE és a BD szakaszok!
Megoldas:
a) Az E pont helyes szerkesztése. 2 pont
b) Az AE és BD szakaszok metszéspontjat G-vel jeldlve, az

EGB haromszdg hasonlé az AGD haromszoghoz, 1 pont

mert van egy csucsszogparjuk, és két valtoszogparjuk. 1 pont

Mivel GE = GB = 2 , a hasonlosag aranya 2 . 2 pont
GA GD 5 5

Az AE és a BD szakaszok 2:5 aranyban osztjak egymast. 1 pont

Osszesen: 7 pont

6. Egy gulabdl az alaplapjaval parhuzamos sikkal levagunk egy harmadakkora magassagu
gulat. Hanyszorosa a visszamarado csonkagula térfogata a nagy gulaénak?
Megoldas:

A levagott gula hasonl6 az eredeti gulahoz, 1 pont

a hasonlésag aranya % . 2 pont
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: 1
A kisgula térfogata a nagy gula térfogatanak 57 -€.
fgy a visszamarado csonkagiila térfogata a nagy gula

, , 26
térfogatanak > -szerese.

7. Egy egyenldszart haromszog alapja 6 cm, a szar-
hoz tartozd

magassaga 4,8 cm. Mekkorak a haromszog szogei?

3 pont

2 pont

Osszesen: 5 pont

Megoldas: D
a
A B

Az abra jeloléseit hasznalva: AB =6 m, AD =4,8 m.

Az ABD derékszogli haromszogben: sina = % = 488 =0,8, 2 pont
igy a ~53,13°. 1 pont
A haromszdg alapon fekvo szogei kb. 53,13° -osak, 1 pont
a szarszoge 73,74° -os. 1 pont

Az elérheté maximalis pontszam: 54 pont.

Osszesen: 5 pont
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XI. GEOMETRIAI SZAMOLASI FELADATOK

Modszertani megjegyzés: A foglalkozas feladatanyaga sik- és térgeometriai problémakat tar-

talmaz. A tanari mellékletben ismét szerepel tudasproba.

1. Az Ad-es papir méretei egészre kerekitve: 30 cmx21 cm. A lapot, az atloja mentén elvag-
juk, igy két egybevagd haromszoglapot kapunk. Az alabbi kérdések az egyik derékszogii
haromszoglapra vonatkoznak.

a) Hogyan vagjuk el ezt a haromszdget, hogy két egyenld teriiletli haromszoglaphoz jus-
sunk?

b) Hogyan ¢€s hol vagjuk el a haromszoget, hogy két hasonldé haromszoglapot kapjunk?
Mekkora a két keletkezé haromszdg hasonldsdganak ardnya?

¢) A rovidebb oldalaval parhuzamosan ugy szeretnénk elvagni a haromszoglapot, hogy két
egyenld teriiletli laphoz jussunk. Hol vagjuk el? Milyen hossza a metszésvonal?

d) A haromszdglapbol levagunk egy hozza hasonlé, 35 cm? teriiletii haromszdglapot. Ho-
gyan ¢és hol vagjuk el az eredeti haromszdglapot? Milyen hosszi a metszésvonal?

e) A haromszoglapbol két vagassal vagjuk ki a lehetd legnagyobb tertiletii négyzetet. Mek-
kora ennek a négyzetnek a teriilete?

f) A haromszoglapbol kivagjuk a lehetd legnagyobb tertiletti kort. Mekkora ennek a kdrnek
a sugara?

g) A haromszdglapbol kivagunk egy olyan, lehetd legnagyobb sugarti negyed korlapot,
amelynek a kdzéppontja a derékszog csucsa. A kivagott lapot tekintsiik egy kip palast-
janak. Mekkora ennek a kupnak a térfogata?

Megoldas: (Jelolés: Az eredeti haromszog csucsai 4, B és C, ahol C a derékszog cstcsa.

a) Ahhoz, hogy az ABC haromszoglap elvagasa utan két haromszdget kapjunk, a vago
egyenesnek az 4, B és C csucsok koziil pontosan az egyiken kell athaladnia. A kelet-
kezd két haromszognek tehat lesz egy kozOs magassaga, igy ahhoz, hogy a két ha-
romszOg teriilete egyenld legyen, a vago egyenesnek feleznie kell a kdzds csuccsal
szemkozti oldalt.

Tehat a lapot haromféle modon vaghatjuk el: az ABC haromszdg stlyvonalai mentén.

b) Ahhoz, hogy a két haromszdg hasonld legyen, szogeiknek paronként meg kell egyez-
ni. Mivel az ABC haromszog derékszogli, a vagd egyenesnek at kell haladnia a ha-
romszog derékszogének C csucsan (masik csticsan athaladd egyenes egy derékszogii

¢és egy tompaszOgl haromszoget hozna 1étre), €s a haromszog AB atfogojat merdlege-
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sen kell metszenie, mert ellenkez6 esetben a keletkezd két haromszog egyike tompa-
sz0gli, a masik hegyesszogli haromszdg lenne.

fgy az ABC haromszoget az atfogohoz tartozo magassiga mentén kell elvagni.

A két derékszogli haromszog hasonlosaganak ardnya a haromszogek atfogoi hossza-

nak aranyaval egyenlo: 2—1
Y By 30 " 10

¢) Az ABC haromszdgbdl oldalaval parhuzamos véagassal egy, az eredeti haromszoghoz
hasonlo, fele akkora teriiletii haromszoget kell levagnunk. Mivel hasonlé sokszogek

teriiletének ardnya a hasonldsag aranyanak négyzetével egyenld, igy a keletkezd ha-

romszOg oldalai az eredeti haromszog megfeleld oldalanak 1 -szerese. Haromféle-

V2
képpen hajthatjuk végre a vagast. Ho AC=21cm ¢és BC =30cm, akkor az AC-vel

parhuzamos PQ egyenes altal levagott POB haromszog befogoinak hossza:

BQ:£=15\/5 (cm) és BP=2L 10542

V2 V2

A PQ egyenes megszerkeszthetd pl. annak alapjan, hogy a 15+/2 cm hosszu szakasz
a 15 cm oldalhosszusagu négyzet atlojanak a hosszaval egyenld.

d) Az eredeti ABC haromszog teriilete: T = % =315(cm”). Az ABC haromszoghdz

hasonl6 haromszog teriilete 35 cm”. Tudjuk, hogy hasonl6 sokszdgek teriiletének ara-
nya a hasonldsag aranyanak négyzetével egyenld és mivel % =9, igy a két harom-

sz0g hasonlosagéanak aranya 3.
Tehat haromféleképpen hajthatjuk végre a vagast, mégpedig az ABC haromszdg egy-

egy csucsabol induld oldalak csucshoz kozelebbi harmadoldpontjain at. A metszévo-
nalak hossza: az AB atfogdval parhuzamosé V149 cm, a BC =30 cm oldallal parhu-

zamosé 10 cm, és az AC =21 cm oldallal parhuzamosé 7 cm hosszu.
e) Két vagassal tigy hozhatunk létre négyzetet,
hogy a keletkezd négyzet egyik csucsa a ha-
romsz0g derékszogének csucsa, ¢€s két

szomszédos csucsa a CA és CB befogd egy-

egy pontja. A teriilete pedig akkor lesz a le-

hetd legnagyobb, ha a negyedik cstcsa a ha-

romszog AB atfogdjanak pontja.
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Ekkor pl. a C; BB; haromszdg hasonld az ABC haromszoghdz. A négyzet oldalat x-

szel jeldlve, BB =30—x és B|C| =x,igy 30-x = % Az egyenlet megoldasa:
X

x= % ~12,4. A négyzet oldala kb. 12,4 cm hosszu.

f) A lehetd legnagyobb sugaru kor (ezért a legnagyobb teriiletii is) a haromszog beirt ko-

re. A haromszog beirt korének » sugarat kiszamithatjuk pl. 750 =r-s képlet alap-

jan, ahol s a hdromszog keriiletének fele. Mivel T, =315 cm?, és

5= 2”30; VI3 438 (em). fgy r~7.2.

A haromszdglapbol kivaghato legnagyobb teriileti kor sugara kb. 7,2 cm hosszu.

g) A negyedkoriv érinti a haromszdg atfogojat, igy annak sugara a haromszog atfogdhoz

\1341-
tartozo magassagaval egyenld. Mivel Typo =315 és Typc = Tmc , ebbdl
(1 . 630 ; ,
adodik, hogy a keresett magassag: m, = ~17,2. A negyedkdrlap sugara tehat

V1341

kb. 17,2 cm hosszq, és ezzel megadtuk a keletkez6 kap alkotdjanak hosszat is. A
negyedkor ivének hossza a kiip R sugaru alapkorének kertiletével megegyezd, ebbdl

adodik, hogy R = ”;c

~ 4,3 (cm) . A kup m magassaga Pitagorasz tételének alkalma-

zésdval meghatarozhato: m ='m’ — R* 16,7 (cm).

R*7-m

A kup térfogata: V = ~323,4 (cm’).

2. Az ABC haromszog teriilete 36 cm”, 4B oldalanak hossza 6 cm. A haromszog az AB oldal
felezOmerdlegesébdl 4 cm hosszu szakaszt vag ki.
a) A C csucsbol huzott magassag talppontja hany cm-re van 4B felez6pontjatol?
b) Hany cm hosszi a haromszog AB oldalédhoz tartozo stilyvonala?
¢)* Milyen hosszu az 4 csucsbol indul6 sulyvonal?

d)* Mekkora a haromszog masik két oldalanak hossza?
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Megoldas:

a) Az 4B oldalhoz tartoz6 m,. magassag a haromszog teriiletének ismeretében kiszamit-

o6m
hat6: <

=36, igy m, =12 (cm). Ha az ABC haromszdg 4B oldalanak F' felezo-

pontjan 4tmend felezOmerdleges a BC oldalt D-ben metszi, €s az m,. magassag talp-

. FD FB
pontja 7, akkor mivel FBD haromszog hasonl6 a 7TBC hadromszoghoz, igy — = —

TC TB’

azaz % = % , €s ebbdl 7B =9 (cm). A keresett TF tavolsag tehat 6 cm. Ez azt is je-

lenti, hogy az m_. magassag T talppontja az AB szakasz kiilsd pontja és igy a BAC

sz0g tompaszog.
b)

Az FTC derékszogli haromszog FC stlyvonaldnak hossza Pitagorasz tételének alkal-

mazasaval kiszamithato: CF =62 +122 =180 = 6+/5 (= 13,5).

A héromszog 4B oldaldhoz tartozoé stlyvonala kb. 13,5 cm hosszu.

2 :
c)* Az AS szakasz hossza a keresett sulyvonal hosszanak 3 -szorosa. Az AS kiszamitha-

to az AES derékszogli haromszogbdl, Pitagorasz tételének felhasznalasaval. Ehhez
meg kell hataroznunk az ES és AE oldalak hosszat. Mivel az FES haromszog hasonlo

1 T 12
az FTC haromszoghdz, és a hasonlosag aranya 3’ igy ES:CTz?:4 és

FE:FTz

5 =2.Tehat AE=AF -FE=3-2=1.

w |

Az AES derékszogii haromszogben: AS =+ 12 +4% =J17.
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~ 6,2 cm

3 317
2

Az ABC haromszog A4 csticsabdl indulod sulyvonal hossza: 3 AS =

d)* Az EFS derékszogli haromszogben tg EFS, =%:2, ebbdl az EFS hegyesszog:

EFS , ~63,4°. Ezzel ismert az AFC haromszdg két oldala és az éltaluk kdzrezart

sz0g. Az AC oldal hossza koszinusztétel alkalmazasaval kiszdmithato:
AC? ~3% +(63/5)% —6-61/5c0863,4° ~ 153, és igy 0< AC ~12,4cm.

Hasonléképpen BC a koszinusztétel alkalmazasaval kiszamithato a BFC haromszog-
bol:

BC? ~3% +(6v5)% +6-64/5c0s63,4° ~ 225, igy BC ~15¢cm.

3. Lacika, els6 osztalyos kisiskolas rajzolt egy szép nagy
A betiit. A betli szarai 60°-os szoget zarnak be egy-
massal, és a kiils szarak hossza 6 cm, a betli ,,talpai”
1 cm hosszuak. A szarakat 6sszekotd vonalak koziil
az alsot a rovidebb szar talphoz kdzelebbi negyedeld

pontjabol kiindulva hizta meg, és a két Osszekotd

szakasz tavolsaga 0,5 cm lett.

Lacika szeretné kifesteni az A betiijét. Hany cm’ terii-

letet kell ehhez lefestenie?

Megoldas:

Az A betl kiilsd szarai egy 6 cm oldalhosszusagu, szabalyos haromszoget hataroznak
meg. Mivel az A betii ,,talpai” 1-1 cm hosszlak, a betii bels6 szdrai is egy szabalyos ha-
romszoget hatdroznak meg, de ennek oldalhossza 4 cm. A betll szarai és ,talpai” altal
meghatarozott hatszog teriiletét megkapjuk, ha a 6 cm oldalhosszisagu szabalyos ha-

romszog terlikletébdl kivonjuk a 4 cm oldalhosszisagl szabalyos haromszog teriiletét.

t =#—#:§(z 0,87 cm?).

A bels6 szarakat osszekotd trapéz hegyesszogei 60° -osak, a hosszabbik alapja pedig % -

szerese a szabalyos haromszog 4 cm oldalhosszanak, tehat 3 cm hossza. A trapéz ma-

gassaga a feladat szerint 0,5 cm. A trapéz rovidebb alapjanak végpontjaibol meghtizva a
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trapéz magassagat, a kapott derékszogli haromszogben ctg60” = % , ebbol

2

V3 V3

X = o ~0,3. A trapéz rovidebb c alapja: ¢ =3-2x=3 Y ~24.

3+(3—\/g

3J 1
— 7. ~136(cm?).
5 5 (cm”)

A trapéz teriilete: ¢, =
T=t+t,~223(cm’).
Lacika kb. 2 cm” teriiletet fest be (ha sikeriil csak a szandékanak megfelel sikidomot

kifestenie).

4. Egy szabalyos nyolcszog oldala 8 cm hosszl. Hiny cm hossztiak a sokszog atl6i? (Az
eredményeket tizedre kerekitve add meg!)

Megoldas:

A szabalyos nyolcszog belsd szogei 135° -osak. A nyolc-

sz0g szimmetriak6zéppontjat egy oldal végpontjaival 6sz-

szekotve egy 45°-0s szarszogl egyenldszari haromszoget

kapunk, amelynek az alapja 8 cm hosszl. A hdromszog

szimmetriatengelye altal 1étrehozott derékszogli harom-

sz0g atfogdja a nyolcszog leghosszabb e atlgjanak felével

egyenld. Igy ©_ 4 , ebbdl e = 8 ~209.
sin 22,5° sin 22,5°

A leghosszabb atloja kb. 20,9 cm hosszu.

A nyolcszog két szomszédos oldala édltal meghatarozott haromszog 135°-os szogével
szemkozti oldal a nyolcszog legrovidebb g atldja. Ennek hossza a haromszogbdl koszi-

nusztétel alkalmazasaval kiszamithato:

g2 =2.82-2-8%¢c0os135° =128+ 64+/2 ~ 218,5, ebbdl g =842 +/2 ~1438.
A nyolcszog legrovidebb atlojanak hossza kb. 14,8 cm.

Az e 4tlo felezOpontjat (a nyolcszdg szimmetriakozéppontjat) 0sszekotve az f atlo vég-
. o 1 , L .. e
pontjaival, a kapott egyenldszari haromszog szarszoge 135°-os, szarai 5 ~10,45cm

hosszuak.
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A haromszog szarszogét felezd szimmetriatengely altal 1étrehozott derékszogli harom-

f

szdgben: sin67,5° = 2 _ i, ahonnan f =esin67,5° ~19,3.
e e
2

A nyolcszog f~fel megegyezd hosszusagu 4tloi kb. 19,3 cm hosszuak.

5. Parizsban a Louvre udvaran lathato iivegpiramis kiilsd méretei: magassdga 21,67 m, az
alaplapjat alkoto négyzet oldala 35,40 m hosszii. Hany m? teriilet(i a piramis feliilete, ha el-
tekintiink a bejarat ,,beszogellésétol”?

Megoldas:

A piramist tehat tekinthetjiik egy ABCD négyzet alapu, egyenld oldaléli ghilanak. A gu-
la 6todik csucsat E-vel jeloljiik. A gala EK magassaga ¢és az egyik alapél F felez6pontja

altal meghatarozott EKF derékszogli haromszogben Pitagorasz tétel alkalmazaséaval ki-
szamithatjuk az oldallap EF magassagat: EF = 21,672 + 17,72 ~ 7829, azaz

EF =2798.

A gula négy oldallapjanak teriiletosszege: T = 4~w ,azaz T =1980,98.

A piramis feliiletének teriilete (a bejaratot is a glila oldallap egy részének tekintve) kb.

1981 m>.

6. Dan Brown: A Da Vinci-kéd cimii kdnyve részint a Louvre-ban jatszodik. A kdnyvben
szerepel egy mondat, amely a piramis livegtabldira vonatkozik. ,,...a piramist, Mitterrand
elnok kifejezett kivansagara, pontosan 666 ilivegtablabol épitették — kiilonds kivansag,
amelyet széltében-hosszdban targyaltak az Osszeeskiivés-elméletek kedveldi, arra hivat-
kozva, hogy a 666 a Satan szama.” (GABO Kiado, 2004, ford. Bori Erzsébet).
A Louvre-muzeum t4jékoztatasa szerint a piramis 6sszesen 673 iivegtablabol all, 603 rom-
busz és 70 haromszog alakd, amelyek 2,1 cm vastagok. [.M. Pei tervezdirodéja ugy nyilat-

kozott, hogy a piramisban 1évé tiveglapok szdma 698.
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Az abra az livegpiramis egyik oldallapjanak lefedését mutatja be.
Az 5. feladat adatainak felhasznalasaval valaszold meg az alabbi kérdéseket!
a) Mekkora a rombusz alaku livegtabla hegyesszoge?
b) Ha elfogadjuk a Louvre adatait, akkor az 5. feladat szdmolasi eredményét felhasznalva
kb. hany m*-nek adodik egy rombusz alaku iivegtabla teriilete?
Megoldas:
a) Az abra szerinti boritas esetén a rombusz hegyesszoge a piramis oldallapjanak szar-

szogével megegyezd. A eldzo feladat szerint az oldallap alaphoz tartoz6 magassaga:

EF ~2798; alapja 35,40. Igy a keresett a szarszogre: tg% ~ 2177 58

~0,6329,

ahonnan o ~ 64,6° .

A rombusz alaku iivegtabla hegyesszdge kb. 64,6° -os.

b) Az abra szerint a haromszog alaku tlivegtabla a rombusz alakunak a rovidebb atloja
altal létrehozott haromszoggel egybevagd. A 70 db haromszog alakt tébla teriilete
megegyezik 35 db rombusz alakt teriiletével. Ezért gy szdmolhatunk (a Louvre ada-
tainak ¢és az el6z6 feladat eredményét felhasznalva), hogy 635 rombusz teriiletének

osszege 1981 m*-rel megegyezd. igy egy rombusz teriilete kb. 3,12 m” -nek adodik.

7. Egy 4 cm oldalhosszisagl szabalyos hatszoget elforgatunk a szimmetriakdzéppontja koriil
30°-kal. Mekkora az oldalhossza ¢és teriilete az eredeti és az elforgatott hatszog egyesitésé-

vel kapott csillagalakzatnak (huszonnégy oldalu konkav sokszognek)?



Matematika ,C” — 12. évfolyam — 5. modul: Ismétlés... — XI. Geometriai szdmoldsi... Tandri Gtmutaté 99

Megoldas:
A szimmetriakdzéppont koriili forgatassal a hatszog ol-
dalanak tavolsaga a forgatas kozéppontjatdl nem valto-
zott, tehat az dbrdn szaggatott vonallal rajzolt hatszog ol-

daldnak tavolsaga a szimmetriakdzépponttol szintén

4~§=2\/§ . A hatszogek cslicsai a szimmetria-

kozépponttdl 4 cm tavolsagra vannak. A csillagalakzat-

ban a ,kiszogell6” haromszdgek egybevagd egyenldszari haromszogek, amelyek alap-
hoz tartoz6 magassaga 4 — 2+/3 hosszu. E haromszogek hegyesszoge 30°-os, igy a sza-

4-243

sin30°

, azaz 8—4\/5 ~1,07.

ruk a csillagalakzat oldala:

A csillagalakzat (a huszonnégy oldalu sokszog) minden oldalanak hossza kb. 1,07 cm.

A csillagalakzat teriilete a hatszog teriileténél a hat kis haromszog teriiletosszegével na-

423
4

gyobb. A hatszog teriilete: 7, =6- =243 (z 41,57) .

(8 —4+/3)? sin120°

> =28+4/3 - 48 ~ 0,497 .

Egy kis haromszog teriilete: ¢ =

A hat kis haromszdog teriilete 6sszesen: 168\/5 —288~299.

A csillagalakzat teriilete: 24+/3 +(168+/3 —288) =192+/3 — 288 ~ 44,55 (cm?).
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TUDASPROBA — XI. Geometriai szamolasi feladatok

1. Az egységoldali négyzet atellenes cstcsai 4 és C. A C-bdl indul6d oldalak C-hez legkdze-
lebbi 6t6dol6 pontjai: E, F'. Az AEF haromszdg teriilete:

A Y B: Y2 p: U

P — P — C: 018; P —.
11 10 60

2. Ha egy négyszdglapot egyetlen egyenes vagassal harom haromszdglappa darabolhatunk,

akkor a négyszogre biztosan nem igaz, hogy

A: atloi egyenld hossziak; B: van egyenl6 hosszisagl oldalparja;

C: van egyenld nagysagu szogparja,  D: szemkozti belsd szogeinek dsszege 180°.

3. Egy derékszogli haromszog befogoja haromszorosa e befogo atfogora esé merdleges vetii-
letének. A haromszdg atfogdhoz tartozd magassaga 4 egység. Hany egység hosszll a ha-

romszog atfogoja?

A: 742 B: 9.5V2; C: 92 ; D: 82 .

4. A haromszog egyik szoge 120°, a kozrefogo oldalak aranya 1:2. A haromszog leghosszabb

oldala hanyszorosa a legrévidebb oldalanak?

A:\/g; B:ﬁ; C:\/g; D:\/E.

5. Egy tomor kockat elvagunk egy olyan sikkal, amely illeszkedik a kocka egyik csucsabol
indul6 ¢l felez6pontjara, tovabba e csucsbdl induld masik két él nem kdzos végpontjaira.

Az igy levagott test felszine hdnyszorosa a visszamarado test felszinének?
A: 4+\/€; B:1+\/g; C: —4+\/g;
20 5 5446

DN | —
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A tudasproba feladatainak megoldasa

1. Az egységoldali négyzet atellenes csucsai 4 és C. A C-bdl induld oldalak C-hez legkoze-

lebbi 6t6dol6 pontjai: E, F'. Az AEF haromszdg teriilete:
A: ﬁ; B: Q;
11 10
Megoldas:

C: 0,18;

Az ABE ¢és ADF derékszogli haromszdgek egybevagoak, te-

riiletiik: % teriiletegység. Az ECF deré¢kszogli haromszog

tertilete: % terliletegység.

Az AEF haromszog teriilete: 1—-2- % — % = 2 =0,18.

50

2. Ha egy négyszdglapot egyetlen egyenes vagassal harom haromszoglappa darabolhatunk,

akkor a négyszdgre biztosan nem igaz, hogy

A: atloi egyenld hossziak;

C: van egyenld nagysagu szogparja;  D: szemkozti belsd szogeinek dsszege 180°.

D

D: 1 )
60

B: van egyenl6 hosszusagu oldalparja;

Megoldas: A négyszoglap nem lehet konvex, mert a konvex négyszog csak

» két haromszogre (az atloja mentén), vagy

» egy haromszdgre €s egy négyszogre (egy csucsan €s egy ezt nem tartalmazo oldal

belsd pontjan atmend egyenes), vagy

» egy haromszogre és egy otszogre (két szomszédos oldal belsé pontjan atmend egye-

nes) vagy

» két négyszogre (szemkozti oldalak belsé pontjan a&tmend egyenes) vaghatd szét

egyetlen vagassal.

A négyszog tehat csak konkav lehet. Konkav négyszog szétvaghat6 egyetlen vagassal

harom haromszogre:
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3. Egy derékszogli haromszog befogoja haromszorosa e befogo atfogdra esé merdleges vetii-

letének. A haromszdg atfogdhoz tartozd magassaga 4 egység. Hany egység hosszll a ha-
romszog atfogoja?
A: T2 B: 9,52 ; C: 92 ; D: 8V2.

Megoldas: Ha a befogd hosszat 3p, ennek atfogéra esé merdleges vetiiletének hosszat p jelo-

11, akkor 16 + p2 =9 p2 ,azaz p = V2.Ac atfogd hossza pl. a befogététel alkalmazasa-

val meghatarozhat6: 9 p2 = pc,ebbdl c=9p, azaz c = 92 .

4. A haromszog egyik szége 120°, a kozrefogo oldalak aranya 1:2. A haromszdg leghosszabb

oldala hanyszorosa a legrovidebb oldaldnak?
A: 43 B: V7 ; C: 5 D: 2.
Megoldas: A 120° -os szoget kdzrefogd oldalak hosszat jelolhetjiik a-val és 2a-val. Ekkor a

120°-0s szdggel szemkozti ¢ oldalra ¢ = 5a” —4a’ cos120°, azaz ¢> =7a’ teljesill.

Ebbél adodik, hogy ¢ =+/7a .

5. Egy tomor kockat elvagunk egy olyan sikkal, amely illeszkedik a kocka egyik csticsabol

indul6 ¢l felezépontjara, tovabba e csucsbdl induld masik két él nem k6zos végpontjaira.

Az igy levagott test felszine hdnyszorosa a visszamarado test felszinének?

4+\/g.

4++6 1+/6 1
A ———; B: ; C: ; D: —.
20+/6 5 20 5
Megoldas: A levagott testet hatarold harom derékszogli haromszog teriiletének Osszege:

2 2
a a ¢ geeqe r1r ’
—+2- R azaz a’ , ahol a jeldli a kocka élének hosszat.

2
A gula negyedik lapja olyan egyenlészaru haromszog, amelynek alapja a2 , a hozzé-

. 2 : .
tartozd m magassag pedig az a £ és & befogdju derékszogli haromszog atfogoja. Igy

2

2
\/EJ a’ 7 3a
+—,azaz m :T.

m hossza Pitagorasz tételével kiszamithato: m? = (a ey

Ebbol m=?-a.
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2
A gula negyedik lapjanak teriilete tehat: a2 - % . %, azaz & ;/g .

2 azx/g _ a2(4+\/g)
2 .

fgy a levagott gula felszine: a* + 1

2 a’6 a2(20+\/g)
EE—

A kockabol visszamaradé test felszine: 6a> —a> + I azaz

4+46
20446

A levagott és a visszamarad¢ test felszinének aranya:
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XIl. KOORDINATAGEOMETRIA

Modszertani megjegyzes: A foglalkozas elején célszerli atismételni a témakor fogalmait.

1. Add meg az e:3x—2y + 5 =0 egyenletii egyenes hdrom pontjat és harom normalvektorat!

Megoldas: e:y = 3X+3 egyenes pontjai pl. £(1;4), A (-3;-2), P{O;%).

Normalvektora pl. n; (3; -2), n, (=3; 2), n3 (6; —4).

-2 3 :
2. Add meg az al 3 Y x: egyenletl egyenes két pontjat, egy vektort, amely merdleges

az egyenesre, és egy vele parhuzamos vektort! Hatdrozd meg az egyenes iranytangensét!
Szamitsd ki a kivalasztott két pont tavolsagat!

x=2y x+3

Megoldas: < x—8y=9. Az egyenesre merdleges vektor pl. n (1; 8), az

egyenessel parhuzamos vektor pl. v (8; 1). Az egyenes irdnytangense m = % .

3.1rd fel a P(-2;—5) ponton atmend, és az E(S;— 1) vektorra merdleges egyenes egyenle-
tét!

Megoldas: 3x—y =—1.

4.1rd fel az e: x—3y =4 egyenletii egyenessel parhuzamos, és az F(4;0) ponton athalado f
egyenes egyenletét!
Megoldas: ne(1; -3), és az f egyenes parhuzamos az e egyenessel, igy az f egyik normalvekto-
ra ng(1; -3), egyik pontja pedig az F'(4;0) pont.
Az fegyenes egyenlete: x—3y =4.

5.1rd fel az A(-1;2) és B(3;4) pontokon atmend g egyenes egyenletét, tovabba a C(-3;11)
ponton atmend, a g egyenesre merdleges f egyenes egyenletét!.
a) Szamitsd ki a két egyenes F' metszéspontjanak koordinatait!
b) Milyen ardanyban osztja az F pont az AB szakaszt?
c¢) Hatarozd meg annak a ponthalmaznak az egyenletét, amelynek barmelyik pontjabdl az
AB szakasz derékszogben latszik!

d) Mekkora teriiletli haromszoget hatdroz meg az x tengely, a g egyenes €s az f egyenes?
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Megoldas: Mivel E(4;2) , igy a g egyenes egyik normdalvektora n,(—1; 2), az egyenlete
g:—x+2y=5. A C ponton atmend, g egyenesre merdleges f egyenes egyik normal-
vektora n(2; 1), az egyenlete f :2x+y=>5.

a) A két egyenes metszéspontja: F(1;3).

—1+3 =1 és 2+4 =3, ezért az F pont az AB szakasz felezOpontja, igy 1:1

b) Mivel

aranyban osztja az AB szakaszt. (Masként: AF =+ 22 +1=4/5 ¢s

BF =22 +1=45))

c) A keresett ponthalmaz az AB szakasz Thalész-kore, amelynek egyenlete

(x=1)% +(y-3)? =5, ahol x = —1, illetve x # 3.

d) A g egyenes az x tengelyt G(-5;0) pontban, az ' egyenes E (%;O) pontban metszi.

Mivel GE = % , s az EG oldalhoz tartoz6 magassag hossza 3, igy az EFG harom-

sz0g teriilete 11,25 teriiletegység.

6. Igazold, hogy a P(—8;3), 0(692;503), R(192;303)¢és S(492; 203) pontok egy parale-
logramma csucspontjai!
Megoldds: Mivel PS(500;200) és RO(500;200), igy a PS és RO szakaszok egyenlé hosszi-

ak, és ha a négy pont nem esik egy egyenesre, akkor parhuzamosak is. A PS egyenes

egyenlete: —2x+5y =31, és az R pont nincs rajta ezen az egyenesen, tehat a két sza-

kasz parhuzamos, és igy a PSOR négyszdg paralelogramma. (Masként: A PQ szakasz
felezOpontja K(342;253), az RS szakasz felezOpontjanak a koordinatai is (342;253),

tehat ha a 4 pont nem esik egy egyenesre, akkor a négyszog kdzéppontosan szimmetri-

kus, ezért paralelogramma.

7. Szamitsd ki az x? + y2 —6x—4y—16 =0 egyenletli kor x tengelyen 1év6 4 és B pontjanak
koordinatait!
a) Hatarozd meg az ABC haromszog M magassagpontjanak koordinatait, ahol C(1;7)!

b) Hol metszi az AB szakasz Thalész-kore az ABC haromszog BC oldalegyenesét?
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¢) Az ABC haromszog koriilirt kore a hdromszdg 4 csticsan dtmend m, magassagvonalat a
D pontban, a C csticsan 4tmend m,. magassagvonalat pedig az £ pontban metszi. Igazold

koordinatageometriai eszkozokkel, hogy a D és E pontok egyenld tavolsagra vannak a
haromszog B csucsatol!

d)* Szamitsd ki az 4ABC haromszdg A cstcsabol indulé magassag 7, talppontjanak, és a
B csucsabol induld magassag T, talppontjanak koordinatait! Igazold, hogy a T,7; sza-

kasz mer6leges a haromszog koriilirt korének kozéppontjat a haromszoég C cstcsaval
0sszekotd sugarra!

Megoldas:

Az y=0 ¢és X2+ y2 —6x—-4y—-16=0 egyenletrendszer megoldasait keressiik. Az

x2—6x-16=0 egyenlet megoldasai: —2 és 8. Legyen A(—2;0) és B(8;0).

a) A C cstcson at halado magassagvonal parhuzamos az y tengellyel, az egyenlete
x=1. Mivel B—C(—7;7), igy az A(-2;0) csticson atmend m, magassagvonal egyik
normalvektora n(—1; 1), az egyenlete m, :—x+y=2.

Az x=1 ¢ —x+y=2 egyenletrendszer megoldasa (1;3), és mivel a haromszog
magassagvonalai egy pontban metszik egymast, az M (1;3) pont a hdromszog magas-
sadgpontja.

b) Mivel R’(—7;7), a BC egyenes egyik normalvektora n(1; 1), az egyenlete pedig
x+y =8. Az AB szakasz Thalész-korének kozéppontja F(3;0), sugara 5, az egyen-
lete: (x—3)2 + 2 =25, ahol x#-2 és x#8. Az (x—3)> +y2 =25 és x+y=8
egyenletrendszer, ahol x # —2 és x # 8 megoldasat keressiik.

Behelyettesitd modszerrel megoldva (x — 3)2 +(8— )c)2 =25 < x2 —11x+24=0.
x =8 vagy x =3.Mivel x # 8, az egyenletrendszer megoldasa a (3;5) szampar. Az
AB szakasz Thalész-kore a BC egyenest a T,(3;5) pontban metszi.

(Mésként: Thalész tétele szerint a keresett pontbdl az AB szakasz derékszdgben lat-

szik, igy a keresett 7, pont az ABC haromszdg 4 csucsabdl huzott magassag talp-
pontja. Az A(-2;0) csucson atmend m, magassagvonal egyenlete m, :—x+y =2,

a BC egyenes egyenlete x + y = 8. A két egyenes metszéspontja 7 (3;5).
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c) Mivel a C(1; 7) pontot megadd szampar megoldéasa az adott,
x? +y2 —6x—4y—-16 =0 egyenletnek, ezért az X2+ y2 -6x-4y-16=0 <
(x— 3)2 +(y-— 2)2 =29 egyenlet az ABC haromszog koriilirt korének egyenlete. Az
m, :—x+y =2 egyenes ¢és a kor D metszéspontjanak koordinatai az

x2+y? —6x—-4y-16=0

egyenletrendszer megoldasa.
-x+y=2

Az X%+ (x+ 2)2 —6x—4(x+2)—16=0, azaz x? -3x-10=0 egyenlet megoldasai:
5, illetve —2. A D pont koordinatai: (5;7). Az m, magassagvonal egyenlete x =1,

igy ennek a kortlirt korrel valo E metszéspontja E(1;—3).

BD =+3% +7%2 =/58 és EB =472 +32 = /58 , tehat valoban DB = EB..

d)* Mar kiszamitottuk a 7, (3;5) pont koordinatait. Mivel ATC(3;7) , 4Z mjy magassag-
vonal egyenlete: 3x+7y =24.
Az AC oldalegyenes egyik normalvektora n(7;-3), az egyenlete 7x -3y =—-14.

Az my magassagvonal és az AC oldalegyenes metszéspontjanak koordinatai, a

3x+7y =24 és Tx -3y =-14 egyenletrendszer megoldasa: (—% Ej i

29
r(-13.105)
29 29

A KC és T, T, szakaszok merdlegességét a vektorok skaldris szorzatanak felhasznala-

saval mutatjuk meg. KC( -2;5) és TbT 100,40 , €s mivel
29729
1,7, KC = —22—090 + 22—090 =0, a két vektor, és igy a két szakasz valoban merdleges

egymasra.

8. Az ABC haromszog C cstcsa az y tengelynek pontja, és A(—2;3) tovabba B(0;-3). A ha-

romszog koriilirt korének egyenlete X2+ y2 +8x+2y-3=0.

a) Hatarozd meg a hdromszdg oldalfelezd merdlegesei metszéspontjanak koordinatait!
b) Add meg a C cstcs koordinatait!

c¢) Szamitsd ki a haromszdg sulypontjanak koordinatait!
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d) Hany teriiletegység a haromszog tertilete?
e) Szamitsd ki a koriilirt kor 4 és B pontjdban megrajzolt érinték £ metszéspontjanak ko-
ordinatait!
Megoldas:

a) A haromszdg oldalfelezé merdlegeseinek metszéspontja a haromszog koriilirt koré-
nek kozéppontja, igy mivel x> + y2 +8x+2y-3=0 < (x+4)>+(y+1)?=20,a
keresett K pont koordinatai: K(—4;—1).

b) Kereshetjiik a C pont koordinatait C(0;c) alakban. Ekkor ¢? +2¢-3=0. A masod-
foku egyenlet megoldasai: 1 és —3. Mivel a (0;—3) pont a haromszdg B csucsanak
koordinatai, igy egyetlen ilyen ABC haromszdg van, és C(0;1).

¢) A hdromszog stulypontjanak koordinatai: (— % ; %} .

d) Mivel a haromsz6g BC oldaldnak hossza 3 egység, a hozza tartoz6 magassag pedig
2 egység hosszi, a haromszog teriilete 3 teriiletegység.

e) Az A pontban megrajzolt e érintd egyenlete: ﬂ(2;4) ,igy mn,(1;2), az egyenlete
e:x+2y=4.
A B pontban megrajzolt f érintd egyenlete: 6(4;—1) , igy n(4; —1), az egyenlete

fidx—-y=2.

A két egyenes metszéspontja E (g,%} .

9. A P(— 1, O) pontbdl az x> + y*> —10x +2y +10 = 0 egyenletii kérhdz milyen hossz érin-
tészakasz huzhato?

Megoldas: A P pontbdl huzott érintd, az érintési pontba huzott sugar, és a P pontot a kor

K kozéppontjaval 6sszekotd egyenes olyan derékszogli haromszoget hataroz meg,

amelynek atfogdja a KP szakasz. Mivel x° + 3> —10x +2y +10=0 <
(x— 5)2 +(y+ 1)2 =16, 1igy K(5;—-1), és a kor sugara 4 egység hosszu. A ﬁ(—6;1) ,
és ennek a vektornak a hossza KP =+/37 . Pitagorasz tételét alkalmazva, az érintdsza-

kasz hossza /21 egység.
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10. Egy haromszog egyik cstucsa A(—3;—1). A C csticsbol indulé m, magassagvonal egyenle-
te 2x+ y =3, és az ugyanonnan indul6 s, stlyvonal egyenlete x —y =1. Szadmitsd ki a
hianyz6 két csticspont koordinatait!

Megoldas: A haromszog C csicsa az m, magassadgvonal és az s, sulyvonal metszéspontja,
P it . 4.1
koordinatai a két egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldéasa: C E,E .Az AB

oldalegyenes merdleges az m, magassagvonalra, és mivel ennek egyik normalvektora
nmc(2; 1) az AB egyenes egyik normalvektora n (— L 2). Az AB egyenes egyenlete:

—x+2y=1. Az AB egyenes ¢€s az s, sulyvonal ' metszéspontja az AB szakasz felez0-

—x+2y=1
pontja. Az Y } egyenletrendszer megoldésa, azaz az F pont koordinatai

F(2;3). A keresett B(by;by) pont az A pont F pontra vonatkozo tiikorképe, igy

_—3+b1 ,

2 es3=¥.Ebbél B(7:6).

11. Egy derékszogli haromszog atfogdjanak végpontjai: A(—2;2) és B(6;4). Az egyik befo-
got tartalmazo egyenes egyenlete x + y =10 . Szamitsd ki az atfogdhoz tartozd magassag
hosszat!

Megoldas: A B pont rajta van az adott egyenletii egyenesen. Az ABC haromszog C cslcsa is
ennek az egyenesnek pontja, és AC merdleges erre az egyenesre. Az AC egyenes egyen-
lete: x—y=—-4.Az x+y =10 és x— y =—4 egyenletli egyenesek metszéspontja
C(@3;7).

Az atfogdhoz tartozd magassag hossza kiszdmithato pl. a hdromszog teriiletének ismere-

tében: AC =+/50 =52, BC =18 =342, igy a haromszog teriilete 15 teriiletegység,

2\/ﬁ~mc
2

és mivel AB =168 =217, az m, magassag hosszara fennall a

15 15417
7

m, = — = ———. A keresett magassag hossza
C (17 g g

=15. Ebbdl

" egyseg.
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XII. STATISZTIKA

Modszertani megjegyzes: A statisztikai feladatok megoldasa — feltéve, hogy a feladatban sze-
repl6 adatok valodiak — sok 11j informaciohoz juttathatja a tanuldkat. A megoldasnak sokszor
elengedhetetlen része a sok szamolas, de ez sem felesleges, hiszen ekdzben talan jobban elmé-
lyiil a tanuloban a kérdéses mennyiség kiszamitasi modja. A statisztikai feladatok esetében
ismét elétérbe keriil a szovegértés. A tanuldk gyakran figyelmetleniil olvassak el a feladat
szOvegét, és nem azt a mennyiséget szamoljak ki, ami a kérdésben eléfordult.

Eppen a sok szamolas miatt a feladatok megoldasa eléggé idéigényes. Ha sziikséges, tovabbi
feladat boségesen talalhato az utobbi években megjelent matematika feladatgylijteményekben.
Gondot szokott okozni a tanuldknak, hogy az eredményt milyen pontossaggal adjdk meg. A
statisztikai feladatok kiilonosen alkalmasak ennek a problémanak a feltarasara, és megbeszé-
1ésére. Szerencsére az érettségi irasbeli feladatok esetében sokszor mar beleirjak a feladat szo-
vegébe, hogy a tanulok az eredményt hany értékes jegyre kerekitve adjak meg.

(Az 1., 3., 4. és 6. feladatban a Kozponti Statisztikai Hivatal (www.ksh.hu) adatait tiintettiik
fel.)

1. Az alébbi tablazatban Magyarorszag népességére vonatkozo adatok olvashatok.

Ev A rsligﬁf;ég EfEEfE: : Ezzél A hatZ::esle(lgkO élvesz?,ilzetések
Szama Szama
11949 9204799 | 4423420 | 4781379 | 107820 || 190398 |
11960]| 9961044 || 4804043 | 5157001 | 88566 | 146461 |
11970]110322099] 5003651 | 5318448 | 96612 | 151819 |
1198010709463 | 5188709 | 5520754 | 80331 || 148673 |
11990]110374 823 || 4984904 | 5389919 | 66405 | 125679 |
200110200298 | 4851012 | 5349286 43 583 97 047
12002]/10 174 853 || 4836980 | 5337873 | 46008 | 96804 |
12003]|10 142362|| 4818456 | 5323906 | 45398 | 94647 |
12004]|10 116 742 4804113 | 5312629 | 43791 | 95137 |
12005]/10097 549 4793115 | 5304434 | 44234 | 9749 |
200610076 581 | 4784579 | 5292002 44 500 99 850

a) A tablazatban feltiintetett évek koziil melyikben volt a legnagyobb, illetve legkisebb a

népesség szama?
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b) A XXI. szazad elsO hat évében évente atlag hany hazassagot kotottek, és atlag hany gye-
rek sziiletett élve?

¢) A tablazatban feltiintetett évek mindegyikében szamitsd ki, hogy a férfiak hany szdzalé-
ka kotott hazassagot! Melyik évben volt ez az arany a lehetd legnagyobb?

d) Szamitsd ki a ndk és férfiak szdmaranyanak atlagat!

e) Add meg ezresekre kerekitve az ¢lvesziiletések szamat, és az igy kapott adatokat abra-
zold oszlopdiagramon!

Megoldas:

a) A népesség szama legnagyobb 1980-ban volt, a legkisebb pedig 1949-ben.
b) Evente atlag (egészre kerekitve) 44 586 hazassagot kotottek és 96 830 gyerek sziile-

tett élve.
c)
By El?b6l A hézasségkétések %
férfi szama

1949 | 4 423 420 107 820 2,44
1960 | 4 804 043 88 566 1,84
1970 | 5003 651 96 612 1,93
1980 | 5 188 709 80 331 1,55
1990 | 4 984 904 66 405 1,33
2001 | 4851012 43 583 0,90
2002 | 4 836 980 46 008 0,95
2003 | 4 818 456 45398 0,94
2004 | 4804 113 43 791 0,91
2005 | 4793 115 44 234 0,92
2006 | 4 784 579 44 500 0,93

1949-ben volt legnagyobb a kérdezett arany.
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d)

Ebbdl Ebbdl Nok szama/férfiak sza-
ferfi nd ma
4423 420 4781379 1,0809
4 804 043 5157 001 1,0735
5003 651 5318 448 1,0629
| 5 188 709 H 5520 754 [ 1,0640 |
4 984 904 5389919 1,0813
| 4851012 H 5349 286 [ 1,1677 |
4 836 980 5337 873 1,1036
4 818 456 5323 906 1,1049
| 4804113 H 5312629 [ 1,1059 |
4793 115 5304 434 1,1067
| 4784 579 H 5292 002 [ 1,1061 |

e)

A nok és férfiak szamaranyanak atlaga: 1,0961.

Ev | Az élvesziiletések szama | Ezresekre kerekitve
1949 190 398 190 000
1960 146 461 146 000
1970 151 819 152 000
1980 148 673 149 000
1990 125 679 126 000
2001 97 047 97 000
2002 96 804 97 000
2003 94 647 95 000
2004 95137 95 000
2005 97 496 97 000
2006 99 850 100 000
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200 190

180

160 -
140 || [
120 H
100 H

élvesziiletések szama (ezer)

97 97 o5 o5 97 100

2. A tablazatban egy 12-edikes csoport matematika dolgozatanak eredményei lathatok.

A.Anna | 4 | H.Ildiko | 5 M. Vera 5 | P.Katinka | 2
A. Kristof | 4 | H.Jozsef | 4 | M. Andrea | 2 P. Nora 5

B. Kata 5 | K Attila | 2 N. Péter 3 | S.Zsanett | 2
D.Ferenc | 1 | K. Gsilla | 5 N. Laszlo 1 S. Balazs | 5
D.Andris | 5 | K.Samu | 2 | N.Krisztina | 1 | T. Gergely | 2
G.Gsilla | 2 | K. Balazs | 5 N. Vera 2 V. Déra 1

a) Szamitsd ki a kapott jegyek atlagat, moduszat, medidnjat, szorasat!

b) A lanyok vagy a fitik voltak eredményesebbek?

c) A szaktanar az a) feladatban kért adatok koziil melyiket emelje ki, ha

- az iskola igazgatdjanak akar beszdmolni a dolgozat eredményérdl, és a csoport ered-

ményes munkdjat szeretné hangsulyozni?

- az osztalyfénoknek szdmol be az eredményekrdl, és azt szeretné jelezni, hogy a cso-

portba tartoz6 gyerekek zome lusta, nem dolgozik eleget a matematika 6ran?

- a sziil6i értekezleten a sziiloket szeretné meggydzni arr6l, hogy milyen nehéz a csopor-

tot matematikara tanitani, mert annyira eltérd a tanulok motivaltsaga, szorgalma, fel-

késziiltsége?



Matematika ,C” — 12. évfolyam — 5. modul: Ismétlés... — XIII. Statisztika Tanéri Gtmutaté 114

Megoldas: a) Gyakorisagtablazat:

Erdemjegy 5 4 3 2 1

Osszesen 8 3 1 7 5

Ebbdl a lanyoké | 5 1 0 5 2

Ebbdl a fitké 3 2 1 3 2

Az atlag: 3,08, a medidn: 2,5, a modusz: 5, a szoras: 1,61.
b) A lanyok jegyének atlaga: 3,15; mddusza: 5 és 2; medianja: 2; szérasa: 1,61.
A fiuk jegyének atlaga: 3,09; modusza: 5 és 2; medianja: 3; szordsa: 1,51.
Kozel azonos a két csoport teljesitménye. Bar a fiuk esetében a jegyek atlaga kb.
0,06-dal rosszabb, viszont a lanyoknal a nagyon gydnge eredmények szdma tobb,
mint a jobb eredmények szama, mig a fiuknal e kettdnek a szama azonos.
c) A tanar a kitizott céljat akkor éri el, ha
— az iskola igazgatdjanak a moduszt hangstlyozza.
— az osztalyfénoknek a mediant és az atlagot, hiszen ezek az adatok jelzik azt, hogy
valamivel tobb a 2-es és 1-es jegyek szama a legalabb 3-as jegyliek szamanal.
— a sziiloknek pedig a szoérast emeli ki, ezzel jelezve, hogy a csoport tagjai kdzott sze-

repelnek nagyon gyengén teljesitok €s jo eredménnyel dolgozok is.

3. Az alébbi tablazatban a feltiintetett hét évben az egy fore jutd élelmiszerfogyasztas adatai

olvashatok.

Husfélék osszesen, kg 73,1 71,5 73,0 67,5 65,9 62,5 59,4

Hal, kg 27 26 29 30 31 27 25
Tej éstejtermékek, vaj 1067 1674 1591 1442 1400 1321 1364
nélkdl, kg

Tojés, db 389 357 338 365 337 297 267

Zsiradékok Osszesen, kg 38,6 37,0 37,5 36,8 38,1 36,7 35,7
Ebbdl:

vaj, vajkrém, kg 1,7 1,8 1,7 1,5 1,4 1,5 1,6
¢tolaj, margarin, kg 11,8 11,7 12,6 13,7 14,6 15,0 14,7
Liszt, kg 106,1 974 1000 91,8 86,5 83,3 79,8
Rizs, kg 4,2 5,2 5,6 5,6 4,8 5,0 4,8
Burgonya, kg 61,0 553 56,0 593 58,2 60,3 66,2

Cukor, kg 38,2 35,0 395 35,8 34,2 37,3 39,8
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a) Szamitsd ki az el6z6 feladat adatanak felhasznalasaval, hogy 1990-ben 6sszesen hany
tonna halat fogyasztott el a lakossag!

b) Szamitsd ki, hogy egyik évrdl a rakdvetkezd évre hany szazalékkal valtozott a tejtermé-
kek (vaj nélkiil) egy fore jutd fogyasztasa!

c¢) Hasonlitsd dssze évenként az egy fore jutd 0sszes zsirfogyasztast az étolaj- s margarin-
fogyasztassal, €és jellemezd az Gsszehasonlitast évenként egy-egy szamadattal! A két
adatsort (zsir-, illetve étolaj- és margarinfogyasztast) abradzold oszlopdiagram segitségé-
vel!

d) Allapitsd meg az egy fore juté rizsfogyasztas adatainak méduszat, medianjat és atlagat!

e) Szamitsd ki, hogy 1990-hez képest hany szdzalékkal valtozott az egyes ¢élelmiszerfajtak
egy fore juto fogyasztidsa 1996-ra!

Megoldas:
a) 1990-ben a népesség szama 10 374 823 volt. A lakossag ebben az évben Osszesen
10374823-2,7=28012022 kg~ 28012t halat fogyasztott el.

b)

Termék, tdpanyag 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996

Tej és tejtermékek, vaj
nélkdl, kg

Valtozas -136% —496% -937% —-291% -5,64% +3,26%

169,7 167,4  159,1 144,2 140,0 132,1 136,4

Kiszamitas modja: Ha egy adott évben x kg, a rdkdvetkezd évben y kg volt az egy {6-

re jutd fogyasztas, akkor a valtozas %-ban: 100 - (Z - ) .
X

c) Az 6sszehasonlitas jellemezhetd egy adattal, ha megadjuk minden évben, hogy az

Osszes egy fore jutd zsiradékfogyasztasnak hany szdzaléka volt étolaj és margarin.

Termék, tdpanyag 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996
Zsiradékok Osszesen, kg 38,6 37,0 37,5 36,8 38,1 36,7 35,7
¢étolaj, margarin, kg 11,8 11,7 12,6 13,7 14,6 15,0 14,7

~31% =32% =34% =37% =38% =41% =41%
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2 HEA 1 @ Zsirfogyasztas
20 | m Etolaj, margarin

kg

4. Magyarorszagon a 2003/2004 tanévben a kozépiskolai osztalyok szdma Osszesen 15 910
volt. Szamitsd ki az alabbi kordiagram alapjan, hogy ebben a tanévben, az egyes régidkban

hany kozépiskolai osztaly volt!

13%
O Kozép-Magyarorszag

m Kozép-Dunantul
15% m Nyugat-Dunantul

0O Dél-Dunéantul

B Eszak-Magyarorszag
O Eszak-Alféld

m Dél-Alfold

12%

9% 10%

Megoldas:
Modszertani megjegyzés: Figyeljiink arra, hogy a tanulok egész szamokat adjanak meg, ¢és a

kerekités szabalyainak helyes alkalmazéasa mellett az sszeg valoban 15 910 legyen!

Régiok Kozépiskolai osztalyok szdma
Ko6zép-Magyarorszag 4932
Ko6zép-Dunantul 1591
Nyugat-Dunantul 1591
Dél-Dunantul 1432
Eszak-Magyarorszag 1909
Eszak-Alfold 2387
Dél-Alfold 2068
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5. A Matematika Hatarok N¢lkiil versenyre kozépiskoldk kilencedik osztalyai jelentkezhet-
nek. A verseny idOtartama masfél ora, €s ezalatt az id6 alatt minden részt vevd osztaly
ugyanazt a 13 feladatot oldja meg. Az alabbi gyakorisagi tablazat a 2007. évi verseny leg-

eredményesebb 28 osztalydnak eredményét tartalmazza:

Ecl)irttszém 83180 | 75|73 |71 69|67 |66]|65|64|61|60|59|58]|57]|56]55

Gyakorisag: |1 |1 |2 |1 |1 |2 |2 |3 |1 |2 |1 ]2 |1 |3 ]2 ]2 ]1

a) Eltér-e egymastol legalabb 1 ponttal a pontszdmok atlaga a medidntol?

b)* A verseny el6tt a szervezOk az indulo osztalyokat két kategoriaba soroltak attol fiiggd-
en, hogy mennyi az osztaly heti matematika ordinak a szdma. A tadblazatban szerepld 28
osztaly kozott 6 osztaly II. kategoridba tartozo. Koziilik a legeredményesebb 66 pontot
ért el, a leggyengébb teljesitményt nyjtd osztaly pedig 55 pontot. Hany pontot ért el a
II. kategoriaba tartozo tobbi négy osztaly, ha tudjuk, hogy e 6 osztaly atlagpontszama
pontosan 61 pont, pontszamaik modusza 66, és medianja 61 pont?

Megoldas:
a) A pontszamok atlaga: 64,75. A median: 64,5. Az eltérés kisebb, mint 1 pont.
b) Rendezziik a hat osztaly pontszamait csokkend sorrendbe, €s jeldljiik a hidnyzo 4
pontszamot a kdvetkezOképpen: 66, x, y, z, g, 55 !
Mivel a pontszdmok modusza 66, igy legaldbb még egy osztaly pontszama 66.
1. Tegyiik fel, hogy csak még egy osztaly ért el 66 pontot, ekkor x = 66. Mivel a

y+z 2:66+y+z+g+55

median 61, igy - 61. Az atlagpontszam 61, azaz p 61.

2:66+122+q+55
6

Mivel y+z =122, igy =61. Ebbdl g =57 . Igaz, hogy 2 dol-

gozat is 57 pontos, de a modusz 66 (€s a kezdeti feltételiink) miatt, nem lehet a hat
dolgozat kozott 2 db 57 pontos. Mésrészt, mivel csak egy 61 pontos dolgozat van,
igy 66>y >z>57. A hidnyz6 két pontszamot a 65, 64, 61, 60, 59 és 58 pontos
dolgozatok kozott kell keresniink.
Ezek kozott csak az 58 és 64 6sszege 122. Ebben az esetben egy megoldast kap-
tunk. A hat osztaly pontszdmai: 66, 66, 64, 58, 57, 55.

2. Nézziik meg, hogy a II. kategoriaba tartozo6 osztalyok elérhették-e mindhdrom 66

pontos eredményt!



Matematika ,C” — 12. évfolyam — 5. modul: Ismétlés... — XIII. Statisztika

Tanari atmutatd

118

Ekkor x =y =66, és

66+z

=61, azaz z =56. Mivel z > q > 55, ezért ¢ mar

csak 56 pontot jeldlhet. A pontszdmok: 66, 66, 66, 56, 56, 55. Ekkor viszont az 4t-

lagpontszam nem pontosan 61 pont, igy ezek a pontszamok nem megoldésai a fel-

adatnak.

Osszefoglalva: A II. kategoridba tartozé osztalyok a kdvetkezd pontszdmokat érték

el: 66, 66, 64, 58, 57, 55.

6. a) A tablazat adatainak felhasznalasaval dontsd el, hogy a megadott években bemutatott 1j

filmek hany szdzaléka nem szerepel a felsoroltak kozott! (Az eredményt egy tizedes

jegyre kerekitve add meg!)

b) Az 6sszes 1j bemutatott filmekhez képest melyik évben volt a legrosszabb, illetve a leg-

jobb a magyar filmek aranya? A kapott két évben bemutatott dsszes film eloszlasarol

készits egy-egy kordiagramot! Mindegyik esetben szamitsd ki, hogy az adatokhoz mek-

kora kozépponti szog tartozik! Az eredményt fokokban, egész szamra kerekitve add

meg!

Bemutatott uj filmek szama

Ev 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Osszesen 164 | 182 | 212 | 226 (220
Ebbdl

magyar 23 19 21 28 17

amerikai 93 108 | 109 | 112 | 103
angol 5 2 18 8 14
francia 21 20 30 23 22
német 5 5 5 6 6
olasz 1 - 4 5 4
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Megoldas:
a)
Ev 2001 | 2002 2003 2004 2005
Osszesen 164 182 212 226 220
Ebbdl
magyar 23 19 21 28 17
amerikai 93 108 109 112 103
angol 5 2 18 8 14
francia 21 20 30 23 22
német 5 5 5 6 6
olasz 1 - 4 5 4
egyéb 16 28 25 44 54
Arany 9,8% | 15,4% | 11,8% | 19,5% | 24,6%
b)
Ev 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Osszesen 164 | 182 | 212 (226 | 220
Ebbol
magyar 23 19 21 28 17
Arany 0,14 | 0,10 | 0,10 | 0,12 | 0,08

2005-ben volt a legrosszabb az ardny, a bemutatott 1) filmeknek kb. 8%-a volt ma-

gyar film. A magyar filmek aranya 2001-ben volt a legjobb, ekkor kb. 14%.
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Ev 2001 | Kozépponti szog | 2005 | Kézépponti szog
(fokban) (fokban)
Osszesen | 164 360 220 360
Ebbdl
magyar 23 50 17 28
amerikai 93 204 103 169
angol 5 11 14 23
francia 21 46 22 36
német 5 11 6 10
olasz 1 2 4 7
egyeb 16 35 54 88

25%

46%

6%

2005-ben bemutatott 1j filmek
8%

@ magyar @ amerikai O angol
mnémet molasz @egyéb

| francia

2001-ben bemutatott 4j filmek

56%

@ magyar mamerikai O angol
mnémet molasz @egyéb

| francia
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XIV. KOMBINATORIKA ES VALOSZINUSEGSZAMITAS

Modszertani megjegyzés: A kombinatorikai gondolkoddasmdd elsajatitasa hossza folyamat.
Ezért is érdemes minél tobbszor vissza-visszatérni olyan feladatokra, amelyek ennek alkalma-
zasat igénylik, illetve mas témakor feladatai kozé ,,becsempészni” egy-egy kérdés erejéig
kombinatorikai, illetve valoszinliségszamitasi problémat. Ha egy kicsit hosszabb 1d6 marad az
ismétlésre, javasoljuk, hogy a 11-edikes Mennyire lehetséges? cimii C modul Feladatvasar
névvel ellatott foglalkozasanak feladatanyagabol valogasson a szaktandr a csoport szdmara
megfeleld feladatokat. Esetleg érdemes a jatékot 12. osztalyban is lejatszani a tanar izlésének

megfeleld feladatokkal.

1.AO0,1,1,1,2,2,5, 6 szamkartyak mindegyikének felhasznalasaval hany olyan nyolcjegyti
szam allithato eld, amelyik oszthatd
a) 9-cel; b) 5-tel; c) 6-tal; d) 25-tel; e) 125-tel?

Megoldas:

a) A szamkartydk mindegyikének felhasznalasaval 1étrehozott nyolcjegyli szam szamje-
gyeinek Osszege 18, igy oszthato 9-cel. A kérdés tehat az, hogy e szamjegyek hanyfé-
le sorrendje hoz létre nyolcjegyli szamot.

Az elsd szamjegy nem lehet nulla, igy négy esetet kiilonboztethetiink meg:

1. Ha az els6 szamjegy 1, ekkor a maradék 7 szamjegy (1, 1, 2, 2, 0, 5, 6) ismétléses

permutacioinak szdma adja a kérdéses szamok szamat. P = e 1260.

2. Ha az els6 szamjegy 2, ekkor a maradék 7 szamjegy (1, 1, 1, 2, 0, 5, 6) ismétléses

!
permutécioinak szdma: P, = % =840.

3. Ha az els6é szamjegy 5 vagy 6, ekkor a maradék 7 szamjegy (1, 1, 1, 2, 2, 0, 6 vagy

]
1,1,1,2,2,0,5) ismétléses permutaciodinak szama: Py = Py = % =420.

Mivel az els6é szamjegy vagy 1, vagy 2, vagy 5 vagy 6, igy 0sszesen

1260 + 840 + 420 + 420 = 2940 nyolcjegyli szam képezheto.

(Masképpen: Ha kiilonbozonek tekintenénk a nyolc szdmjegyet, akkor az elsd helyre
7-féle, a masodik helyre 7-féle, a harmadik helyre 6-féle, és igy tovabb, a nyolcadik
helyre mar 1-féle szdmjegy keriilhet. Ekkor 7-7! szdmot kapnank. Ha a megkiilon-

boztetd jelzéseket letoriiljiik, akkor a szamok 12-es csoportjaban a szamok azonosak
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lennének, hiszen az 1-esek 3 adott helyen 3!-féleképpen, a 2-esek 2 adott helyen 2!-
féleképpen helyezkedhetnek el. fgy a keresett szamok szama: 73'—27" =2940.

b) Az utols6 szamjegy 0 vagy 5 lehet csak. Ha 0, akkor a tobbi 7 szamjegy (1, 1, 1, 2, 2,
5, 6) sorrendjének szédma: S'L'Z' =420. Ha pedig 5, akkor a 0, 1, 1, 1, 2, 2, 6 szdmje-
gyek Osszes olyan ismétléses permutacioinak a szamat kell meghatdroznunk, ame-

.6!
lyekben az elsd helyen nem 0 all. Az elézbéek szerint ezek szdma: % =360

fgy 6sszesen: 780 darab 5-tel oszthatd szam képezhetd.

¢) Az utols6 szdmjegy csak paros szdm lehet, tehat 0, 2 vagy 6. Ha 0, akkor a maradék
!
7 szamjegybdl (1, 1, 1, 2, 2, 5, 6) képezhetd szamok szama: % =420. Ha az utolso

szamjegy 2, akkor a 0, 1,1,1, 2, 5, 6 szamjegyekbdl létrehozott 7-jegyli szdmok sza-

.6 .6!
ma: 63—'6 =720, ha pedig 6 az utols6 szamjegy, akkor % =360.

Osszesen 1500 olyan nyolcjegyti szam képezhetd, amelyek oszthatok 6-tal.
d) Azok a szamok oszthatok 25-tel amelyek utols6 két szamjegye az adott sorrendben

00, 25, 50 vagy 75. Ebben az esetben a nyolcjegyli szdm utolsé két szamjegye 25
.5

vagy 50 lehet. Ha 25, akkor az 1, 1, 1, 2, 6, 0 szamjegyekbdl 53—'5 =200 hatjegyti

szam alkothat6, ha viszont 50 a nyolcjegyli szam végzddése, akkor az 1, 1, 1, 2,2, 6

L . Ol
szamjegyekbol 30 60.

260 darab 25-tel oszthato nyolcjegytli szam allithat6 eld.

e) A megadott szamjegyekbdl képezhetd szamok koziil csak azok oszthatok 125-tel,
amelyek utolsd harom szamjegye a megadott sorrendben 125, 250 vagy 625 (hiszen
mivel 1000 mar oszthatd 125-tel, a szdm utolsé harom szamjegyébdl allo haromjegyii

szam a 125 tobbszorose lehet csak).
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Ha az utols6 harom szamjegybdl all6 haromjegyli szam 125, akkor az 1, 1, 2, 6, 0

.4
szamjegyekbdl létrehozott 5-jegyli szamok szama: 42—'4 =48 ; ha 250, akkor az 1, 1,

!
1, 2, 6 szamjegyekbol %: 20; ha 625, akkor a szamjegyek: 1, 1, 1, 2, 0, és ezekbdl

.4 )
—43'4' =16 otjegyli szam képezhetd. Osszesen 84 szdm oszthato 125-tel.

2. Hat fiabdl és négy lanybdl allo tarsasag egy betelefonalds jatékban 5 db, allohelyre szolo
koncertjegyet nyert. Ugy hataroztak, hogy sorsolassal dontik el, ki legyen kéziilik az 5
szerencsés jegytulajdonos. Mindannyian felirtdk a neviiket egy-egy cédulara, és a tiz cédu-
1abol kihtuztak 6to6t. Hanyféleképpen alakulhat ugy a sorsolds eredménye, hogy a kisorsol-
tak kozott
a) pontosan egy lany van; b) legalabb egy lany van;  c¢) t6bb lany van, mint fi0?

Megoldas:

a) Az 5 jegy nem helyre sz610, tehat a kisorsolt 5 nevet nem kiilonboztetjiikk meg a kihu-

zas sorrendje szempontjabol. Mivel az 5 kisorsolt k6z¢ a lany 4-féleképpen valasztha-
to ki, és barmelyik lany is keriilt a szerencsések koz¢, a tovabbi négy fiu (4) =15-

féleképpen valaszthato ki a 6 fia koziil, igy az, hogy a kisorsoltak kozott pontosan
egy lany lesz 4-15 = 60 -féleképpen valdsulhat meg.

b) A ,,legalabb egy lany (azaz 1,vagy 2, vagy 3, vagy 4) van a kisorsoltak kdzott” esetek
szamat ugy konnyebb meghatarozni, ha a sorsolds Osszes lehetséges eredményeinek

szamabol kivonjuk azoknak a szdmat, amelyekben csak fiuk a szerencsések. Az 6sz-

10 6) .
szes kimenetel szama: ( SJ , a ,,kisorsoltak kozott nincs lany” esetek szama: [SJ gy

6

10
a kérdéses sorsolasok eredménye ( s ) - (5

J =252 — 6 = 246 -féle lehet.

c) Ebben az esetben azoknak a kimeneteleknek a szamat kell meghataroznunk, ame-

lyekben az 5 kivalasztott kozott vagy 3 lany és 2 fih, vagy 4 lany és 1 fiu van. Az els6
4) (6 o . (4) (6 . iy ,
eset 31, =60, a masodik pedig 4 = 6 -féleképpen kovetkezhet be, igy a

kérdéses sorsolasi eredmények szdma 66.
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3. Kati ¢jszaka azt almodta, hogy a héten az 6tds lottd sorsoldsan a kihuzott szdmok névekvd
sorrendjében az elsd, a harmadik és az 6todik szam a 8, a 17 és a 75 lesz. Hany szelvényt
vegyen masnap Kati, hogy biztosan telitalalata legyen, feltéve, hogy az dlma beteljesiil?
(Az 0t0s lotto jatékban az 1, 2,..., 89, 90 szamok koziil hiznak ki 6t6t.)

Megoldas: Ha Kati alma tejesiil, akkor a héten kihuizott lottoszamok novekvo sorrendben:

8, x, 17, y, 75 lesz, ahol x és y olyan pozitiv egész szamokat jeldlnek, amelyekre

8<x <17 és 75< y <90 teljesiil. Az x szam 8-féle, az y pedig 15-féle lehet. A sorsolés

eredménye tehat 8-15 =120-féle lehet, ezért, hogy Katinak biztosan legyen 6tos talala-

ta, ennyi szelvényt kell a megfeleld modon kitdltenie (feltéve, hogy ,,bejott” az dlma).

4. Egy 32 {6s osztalyban 15 fit van, és 7 szemiiveges tanulo. A fitk 80%-a nem szemiiveges.
Az osztaly tanuloi koziil véletlenszertien kivalasztunk két tanulot. Mekkora a valoszinlisé-
ge, hogy mindkét kivalasztott tanuld
a) szemiiveges, €s az egyik fi, a masik pedig lany; b) nem szemiiveges lany?

Megoldas: A 15 i 20%-a, azaz 3 fiu szemiiveges. A 17 lany koziil tehat 4 szemiiveges. Mi-

vel a feladat szerint barmelyik tanulo6 kivalasztasanak a valdszintisége ugyanakkora, igy

alkalmazhatjuk a klasszikus modellt:P = kedvezd esctek szima

Osszes esetek szama

a) A szemiiveges fiu kivalasztasa 3-féle lehet, és barmelyik valasztas esetén 4-féle a

szemiiveges lany, igy a kedvezd esetek szdma: 3-4=12. A 32 tanul6 kozil a két ta-

32
nulo ( 2) = 496 -féleképpen valaszthato ki. Tehat P = % ~ 0,024.
(Masképpen: Ha eldszor szemiiveges fiut valasztunk, annak a valdszinlisége 31, és

masodszorra lanyt, ennek a valdszintisége ETR A két valasztas fliggetlen egymastal,

. . P o .
tehat ennek az eseménynek a valdsziniisége 2310 Bekdovetkezhet a kérdezett ese-
mény gy is, hogy eldszor valasztunk szemiiveges lanyt, azutan fiat, és ennek a valo-
szinlisége 3230 Mivel a kérdéses esemény vagy az els6é vagy a masodik modon

kovetkezhet be, a kérdezett esemény bekovetkezésének valosziniisége:
3 4,43 234
32 31 32 31 32-31

~ 0,024.
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b) A nem szemiiveges lanyok szama 13. Mindkettét koziiliik valasztjuk, igy az esemény
13
2
32
2

5. Az 6t6s lottd sorsolasakor jeldlje 4 azt az eseményt, hogy a kihtizott szamok k6zo6tt van az

valosziniisége:

~0,157.

5, 12 és 27, a B esemény pedig azt, hogy a kihuzott szdmok kozott van a 12, 36 és 50.

Mekkora a valdsziniisége az

a) AB esemény bekovetkezésének;
Megoldas:

b) A+ B esemény bekdvetkezésének?

a) Mindkét esemény akkor kovetkezik be, ha a kihuzott 5 szdm a kovetkezo: 5, 12, 27,
36 és 50. Ez tehat egyféleképpen kovetkezhet be. Igy

P(AB)= L _ ! ~23-107°,
(90} 43949 268
5

b) Az A esemény esetében a hianyz6 két szam -féleképpen valaszthaté meg. A B

esemény szintén

-téleképpen kovetkezhet be. Mivel 1 esetben mindkét ese-

. . , ., 87-86 87-86
mény kimenetele ugyanaz, igy az A + B esemény +

—1="7481-

7481
90
5

. Janika altalanos iskolaba jar, els6 osztalyos tanuld. A 24 lapos irasfiizete betelt. A tanitd

féleképpen kovetkezhet be. Tehat P(A+B) = ~ 0,00017.

néni minden oldalra egy-egy jelet rajzolt.

v Azt jelentette, hogy nagyon elégedett a munkajaval.

© Ez a jel pedig azt mutatta, hogy elégedett, de igyekezzen még szebben irni.
Edesanyja 4tnézte a fiizetet, és 30 oldalon talalt ¥ jelet. Az elsé 10 oldalon Gsszesen 6-szor
fordult el6, a masodik 10 oldalon mar 8-szor, a harmadik 10 oldalon 5-szor, a tobbi a hatra-

1év6 oldalakon volt. Hanyféle mddon lehetne kitdlteni a két jellel egy ilyen 24 lapos fiizetet

a megadott feltételek teljesiilése esetén?
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Megoldas: A 24 lapos fiizetben dsszesen 48 oldal van. Mivel minden oldalon van jel, elegen-
do6 6sszeszamlalnunk, hogy hanyféleképpen helyezheto el a # jel, hiszen a tobbi oldalt a
masik jellel tolthetjiik ki. Az els6 30 oldalon (a megadott szamokban) dsszesen 19 piros

sziv van elhelyezve, igy az utolsé 18 oldalon 6sszesen 11. Mivel az egyes szakaszokon a

jel elhelyezésének sorrendje nem szamit, az elsé 10 oldalon a 6 jel [ ] , €s ezek barmi-
. .. (10
lyen elhelyezése esetén a masodik 10 oldalon a 8 jel g tehat az elsé 20 oldalon

10) (10
(6}[ 8j-féleképpen helyezhetd el a piros sziv. Hasonldé gondolatmenettel adodik,

hogy a 30 piros sziv (a megadott feltételek melletti) Osszes elhelyezésének szama:

10) (10) (10} (18
(6}-(8](SJ-(IJ=210-45-252-31824:75785673600.

7. A kedvenc CD lemezemen 12 szam van, koziiliik is van kettd, amit nagyon szeretek. Vélet-
len sorrendben lejatszatva a szamokat, mekkora a valdszintisége, hogy ha minden szamra
pontosan egyszer keriil sor, akkor a két legkedvesebb szdmom koziil az egyiket elsére, a
masikat utolsoként hallgathatom meg?

Megoldas: A 12 szam 0Osszesen 12!-féle sorrendben hallgathaté meg. A két legkedvesebb

szam 2-féle sorrendben lehet az elsd €s utolsd helyen. A kozbiilsé 10 szam sorrendje
10!-féle lehet. A kedvez0 esetek szdma tehat 2-10!. Mivel mindegyik sorrend egyenld-

en valészinli, igy a kérdezett esemény bekdvetkezésének valdszinlisége:

. |
21001 o015,
120 66

8. Egy dobozban 10 darab azonos méretli golyd van, mégpedig 6 piros és 4 fekete.
a) Ha barmelyik golyo kihuzasanak valdsziniisége ugyanakkora, mekkora a valdsziniisége,
hogy egy golyot kihtizva, a kihuzott golyo fekete lesz?
b) Hany z06ld szinli golyot tegylink még a dobozba, hogy egy golyot kihuzva éppen 0,25 le-

gyen annak a valdszinlisége, hogy a kihtizott goly6 szine zo1d?
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Megoldas:

A P=2_04.
10

b) Ha z-vel jeldljiik a z6ld golyok szamat, akkor a dobozban dsszesen 10+ z golyo lesz.

Annak a valdszinlisége, hogy a kihuzott golyo zold, kiszamithato 0 modon.
+z
: z . . , .
A feladat szerint 0 =0,25. Az egyenletnek nincs természetes szdm megoldasa,
+z

igy hidba tesziink barmennyi zld goly6t a dobozba, a z6ld szinli golyd kihtzasanak a

valdszintisége soha nem lesz éppen 0,25.

9. A 15 és 74 év kozotti lakossag korében 2007 elsdé negyedévében K6zép-Magyarorszagon a
munkanélkiiliségi rata (azaz a régié megadott koru lakossagéan beliil a munkanélkiiliek ara-
nya) 4,9%, Eszak-Alfoldon pedig 11,3% volt. Ha ebben az idészakban véletlenszeriien ki-
valasztottunk volna 10, a megadott korosztalyba tartozd, K6zép-Magyarorszagon lakéd és
20, Eszak-Alfoldon laké embert, akkor melyik eseménynek nagyobb a valésziniisége: an-
nak, hogy a 10 kivalasztott koziil pontosan 1 munkanélkiili, vagy annak, hogy a 20 kiva-
lasztott koziil pontosan 3 munkanélkiili?

Megoldas: Kozép-Magyarorszag adott korosztalyba tartozd népességének szama ebben az

id0szakban kb. 1245300, a masik régioé pedig kb. 518 300. Ekkora szamok esetén a
10, illetve 20 ember kivalasztasa soran lényegesen nem valtozik meg a munkanélkiilisé-
gi rata, ezért alkalmazhatjuk a binomialis eloszlas modelljét.

Kozép-Magyarorszagon a munkanélkiiliségi rata 4,9%, igy annak a valoszintisége, hogy
egy kivalasztott munkanélkiili 0, 049, annak pedig, hogy nem munkanélkiili 0,951.
Eszak-Alfoldon pedig ugyanezek az adatok rendre 0,113, illetve 0,887.

Annak a valoszintisége, hogy a Kozép-Magyarorszagon kivalasztott 10 ember koziil

10
pontosan egy munkanélkiili: P, =[ . ]-0,049 :0,951° ~03.

Annak pedig, hogy az Eszak-Alf6ldon kivalasztott 20 megadott kora ember koziil pon-

J e 20 3 17
tosan 3 munkanélkiili: P, = 3 -0,113°-0,887"" =0,2.



