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A kislexikon anyagat a konnyebb attekinthetdség €s a jobb tajékozodas kedvéért az érettségi
kovetelmények témakorei szerint csoportositottuk.
A fogalmakat, tételeket nem kell elmondani, vagy leirni, csak tudni kell alkalmazni egyszertibb

esetekben. Ezért nem irjuk le a tételek bizonyitdsat, hiszen nem kérdezik az érettségin, de a leg-
tobb helyen egy-egy példaval megyvilagitjuk a fogalmak, tételek alkalmazasat.

" A fejezetek cimeihez kapcsol6dé labjegyzetek a Sulinova-Educatio 2004-2008 kozott fejlesztett matematikai
kompetenciat fejleszt programcsomagjainak A tipusu moduljaira hivatkoznak.
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Halmazok

A halmaz a matematikaban alapfogalom. Ez azt jelenti, hogy nem definialjuk, csak a haszna-
latat irjuk koriil. A halmaz bizonyos meghatirozott elemek Gsszessége. Példaul egy osztaly
tanuldi: A, a févarosban kozlekedd villamosok: V, a magyar nyelv fonevei: F, a pozitiv egész
szamok: N mind egy-egy halmaz. A halmazok jelolésére altalaban nagybetiiket hasznalunk.

Azt a tényt, hogy valami eleme egy adott halmaznak, igy jeldljiik: 2 N, altalaban a H .

Ugyanakkor példaul —1 N azt jeloli, hogy a—1 nem eleme az N' halmaznak.
Két halmaz egyenld, ha ugyanazok az elemeik, jelolése A=B.

A B halmaz az A halmaz részhalmaza: B A, ha minden X B-re igaz az is, hogy X A.
Péld4ul a pozitiv egészek N halmaza részhalmaza a pozitiv racionalis szdmok Q" halmaza-
nak, N* Q".

HaA B ésB A, akkor A=B.

Az iires halmaznak nincs eleme, jele: , barmely X-re X
Az A véges halmaz, ha van olyan n természetes szdm, hogy az A halmaz &sszes eleme és csak
azok megadhatok igy: a;, a,, ..., an, vagy A iires. Az elébbi esetben A-t igy is szokas irni:

A= a; a, ..., an . Egy halmaz végtelen halmaz, ha nem véges.

Példaul a természetes szdmok N halmaza, a racionélis szamok Q halmaza, egy egyenes pont-

jainak halmaza, egy szakasz pontjainak halmaza — mind végtelen halmazok.

Az A és B halmazok egyesitése, vagy unioja: A B az a halmaz, amelynek elemei az A hal-

maz, vagy a B halmaz elemei: X A B akkor és csak akkor, ha x A vagy x B.

Az A és B halmazok kozos része, vagy metszete: A B az a halmaz, amelynek elemei az A-

nak is és a B-nek is elemei: X A B akkor és csak akkor, ha x Aésx B.

" 9. évfolyam 1. modulja (0901)
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Az A és B halmazok kiilonbsége: A \ B az a halmaz, amelynek elemei azok az A halmazbeli

elemek, amelyek nem elemei B-nek: x A\ B akkor és csak akkor, ha X Aés x B.

A H halmaz alaphalmaz, amelyet a feladat szovege ad meg ¢és a szoéban forgd problémaban
csak a H részhalmazai kapnak szerepet.
Példaul a valés szdmok R halmazat célszerii alaphalmaznak valasztani, ha egyenleteket ol-

dunk meg a val6s szamok halmazan.

Az A halmaz komplementer halmaza a H\ A halmaz, ha A H és H az alaphalmaz. Gyako-

ri, hogy az A komplementerét igy jelolik: A, ekkor az alaphalmaz szerepét jatsz6 H halmaz

egyértelmiilen meghatarozott.
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Matematikai logika"

Allitasnak, kijelentésnek neveziink minden olyan mondatot, amely vagy igaz, vagy hamis.
Az igazat ¢s hamisat logikai értékeknek nevezziik.
Példaul ,,A 4 paros szam” allitas logikai értéke igaz (rdviden: i), ,,A 6 primszam” allitas logi-

kai értéke hamis (roviden: h).

Az A allitas tagadasa vagy negacidja a ,nem A” allitds, ami A logikai értékét az ellenkezdjé-

re valtoztatja.

Az A és B allitas konjunkciéja az ,,A £s B” allitas, amely akkor és csak akkor igaz, ha A is

¢s B is igaz, egyébként hamis.

Az A és B allitas diszjunkcioja az ,,A VAGY B” allitas, amely akkor és csak akkor hamis, ha

A is és B is hamis, egyébként igaz.

Az A és B allitas implikacioja a ,,HA A, AKKOR B” allitas, amely akkor és csak akkor hamis,

ha A igaz és B hamis, egyébként igaz.

Az A és B allitas ekvivalencidja az ,,AKKOR ES CSAK AKKOR A, HA B” dllitas, amely akkor

¢s csak akkor igaz, ha A ¢és B logikai értéke azonos, egyébként hamis.

Ha A(X) egy x valtozotdl fiiggo allitas, akkor a ,,minden X-re igaz, hogy A(X)” allitas akkor
¢és csak akkor igaz, ha A(X) az alaphalmaz minden elemére igaz.
Példaul a ,,minden 2-nél nagyobb primszam pdaratlan™ allitas igaz, mert ha X 2 és X primszam,

akkor X paratlan szam.

Ha A(X) egy X valtozotol fliggd allitas, akkor a ,,van olyan X, hogy A(X)” allitas akkor és csak
akkor igaz, ha A(X) az alaphalmaz valamelyik elemére igaz. P¢éldaul a ,,van paros primszam”

allitas igaz, mert az ,,X paros primszam” allitas a 2-re igaz.

" 9. évfolyam 2. modulja, 10. évfolyam 1. modulja (0902, 1001)



Kislexikon a kézépszintli matematika érettségi vizsgahoz 7

Az A allitas sziikséges feltétele a B allitas, ha minden olyan esetben, amikor A igaz, B is
igaz.

Példaul az ,,n pozitiv egész szam 4-gyel oszthatd” allitdsnak sziikséges feltétele az ,,n pozitiv
egész szam 2-vel oszthatod” allitds, hiszen ,,ha n 4-gyel oszthato, akkor n 2-vel is oszthatd”

igaz.

Az A allitas elégséges feltétele a B allitas, ha minden olyan esetben, amikor B igaz, A is igaz.
Példaul az ,,n pozitiv egész szdm 9-cel oszthatd™ allitas elégséges feltétele az ,,n pozitiv egész

szam 3-mal oszthatd” allitdsnak, hiszen ,,ha n 9-cel oszthato, akkor n 3-mal is oszthat6” igaz.

Az A allitas a B allitasnak sziikséges és elégséges feltétele, ha barmelyik igazsagabol kovet-
kezik a masik allitas igaz volta is.
Példaul ,,az n pozitiv egész osztatd 5-tel” allitas sziikséges ¢és elégséges feltétele ,,az N pozitiv

egész oszthatd 25-tel” allitasnak. A két allitas nyilvan egyszerre igaz.
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Kombinatorika, grafok’

Ha adott n kiilonb6z6 elem, ezek barmely sorrendjét az n elem egy permutacidojanak nevez-
ziik. Bizonyithat6, hogy n elemnek n =n (n-1) ... 2 1 kiilénb6z6 permutécidja van.
Példaul 3 elem a, b, ¢ kiilonboz6 permutacidinak szama 3 = 6, ezek: abc, ach, bac, bca, cab,

cha.

Ha az adott n elem nem mind kiilonb6zd, akkor ismétléses permutaciordl beszéliink.
Példaul, ha n elem kozott k, illetve | darab egyforma, de a tobbi kiilonbozé (n k+1) , akkor az
!

ismétléses permutaciok szama: TR

Ha adott n kiilonb6z6 elem és ezek koziil k-t (n K) kivalasztunk, és sorbarendeziink, akkor

oooooo

. e n!
Bizonyithat6, hogy n elem k-adosztalyu variacioinak szama n-(n—1)-...- (n —k+ 1) =

(—k)!’

.....

bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc.

Ha ugyanazokat az elemeket tobbszor is valaszthatjuk, akkor ismétléses variaciorol beszé-

.....

Egy n elemii halmaz k elemii részhalmazainak (n k) szama

n-(n—l)-...-(n—k+1):(n]

1-2-...-k k)

Ezeket a részhalmazokat az n elem k-adosztalya kombinaciéinak is nevezziik.

n ,
Az (k) szimbolum az un. binomialis egyiitthaté. Igy olvassuk: ,,n alatt a k™ .
)

4 3.
Példaul ,.4 alatta 3”: ):ﬂ =4
3) 1-2-3

" 9. évfolyam 3. modulja, 10. évfolyam 10. modulja, 11. évfolyam 1. modulja (0903, 1010, 1101)
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n
Bizonyithato, hogy az [k] binomialis egyiitthatok a Pascal haromszog n-edik soranak k-
J

adik elemei. A Pascal-haromszog elsd 6 sora: 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1
I 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

A graf pontokbdl és a pontparokat 0sszekotd élekbdl all. Az dbran példaul egy 6t pontbdl és

A BO

6 ¢lbdl allo graf lathato:

D

Az E és D pontok kozott 2 ¢l is vezet, ekkor tobbszoros élrél beszéliink. A B pontot 6nmaga-

val koti 6ssze €1, ez hurokél. A graf egyszerii, ha nincs benne tobbszords €l és hurokél.
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Szamelmélet

A leggyakrabban alkalmazott szamhalmazok jeldlésére a kovetkezd jeleket hasznaljak:
természetes szamok: N,
egész szamok: Z,
racionalis szamok: Q,
irracionalis szamok: Q*,
valos szamok: R.

Tovabbi megallapodéasok is szokéasosak, példaul a pozitiv egész szamok halmazat igy is jelo-

lik: Z*, vagy a nemnegativ valos szamok halmazanak jele: Ry .

A szamok korében értelmezett dsszeadas €s szorzas miiveletére a kovetkezd alapazonossagok
érvényesek:

az osszeadas kommutativ, azaz barmely a és b esetén a- b=b- a,

az bsszeadas asszociativ, azaz barmely a, b és ¢ esetén (a- b)- c=a- (b- ¢),

a szorzas kommutativ, azaz barmely a és b esetén a-b=Db-a,

a szorzas asszociativ, azaz barmely a, b és ¢ esetén (a-b)-c=a-(b-c),

a szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv, azaz 6sszeget tagonként szorozhatunk,

vagyis barmely a, b és ¢ esetén a-(b- ¢c)=a-b- a-c.

Az egész szamok korében elvégezhetd a kivonas, ez azt jelenti, hogy minden @, b Z-hez van

olyan X Z, hogy a- x=Db. Ezt az x-et igy jeldljik: b- a.

A raciondlis szamok korében a 0-val vald osztas kivételével az osztas is elvégezhetd, ez azt

jelenti, hogy minden a, b Q-hoz haa 0, van olyan X Q, hogy a-x=b. Ezt az x-et igy

elsliiik: 2
a

Az egész szamok korében célszeri értelmezni az oszthatésagot. Ha a, b Z, azt mondjuk,
hogy a osztéja b-nek, ha van olyan ¢ Z, hogy a-c=b. Azt, hogy a osztdja b-nek, igy jelol-
jik: a b. Haa b, akkor azt is mondjuk, hogy b tobbszorose a-nak.

Példaul 3 osztoja 18-nak, mert 3 6 = 18. Es természetesen 18 tobbszdordse a 3-nak.

" 9. évfolyam 4. modulja (0904)
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Egy pozitiv egész szam primszam (vagy tOrzsszam), ha pontosan két pozitiv osztdja van.
Igazolhato, hogy végtelen sok primszam van.

Példaul 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19 primszamok.

Egy pozitiv egész szam dsszetett szam, ha kettonél tobb pozitiv osztdja van.
Pé¢ldaul 4, 6, 8, 10, 15 Osszetett szamok. Az 1 nem primszam és nem is 0sszetett szam, mert

csak egy pozitiv osztdja van (6nmaga).

A szamelmélet alaptétele azt mondja ki, hogy minden 1-nél nagyobb pozitiv egész (a sor-
rendtdl eltekintve) egyértelmiien bonthaté fel primszamok szorzatara.
A kovetkez0 oszthatosagi szabalyok igazolhatok:
2 a akkor és csak akkor, ha a paros szam, vagyis az utolsé szdmjegye paros,
4 a akkor és csak akkor, ha az a szam utolsé két szamjegyébdl alkotott kétjegyli szam
oszthatd 4-gyel,
8 a akkor és csak akkor, ha az a szdm utols6 harom szamjegyébdl alkotott haromje-
gyl szam oszthat6 8-cal,
5 a akkor és csak akkor, ha az a szam utols6 szamjegye 0 vagy 5,
3 a,illetve 9 a akkor és csak akkor, ha az a szdm szamjegyeinek 0sszege oszthato 3-
mal, illetve oszthato 9-cel,
6 | a akkor ¢és csak akkor,ha2 |aés 3| a,

10 | @ akkor és csak akkor, ha az a utolso k jegye 0.

Az a és b egész szamok legnagyobb kozos osztéja d, ha d osztdja a-nak is, b-nek is, tovabba
a és b minden kozos osztoja osztoja d-nek. Jelolése: d = (a,b).

Példaul (18,60) = 6.

Az a és b egész szamok legkisebb kozos tobbszorose k, ha k tobbszorose a-nak és b-nek is,

valamint a és b minden kdzs t6bbszordse tobbszordse k-nak is. Jelolése: [a,b]=k .

Példaul 12,18 = 36.

Az a és b egész szamokrol azt mondjuk, hogy relativ primek, ha (a,b) = 1.
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Az a pozitiv egész szam tizes szamrendszerbeli alakja a kovetkezo:
a=a,+a, -10+a,-10> +..a, -10%,

ahol ay, aj, ...,ax a 0,1,2,..., 9 szamjegyek valamelyike, ¢s ax O.

Példaul 523=3- 2-10- 5-10* .

Szoktak a szamok fenti felirasat helyiértékes irasmodnak is nevezni.

Példaul az 523 szdmban az 5 szamjegy helyiértéke 100, ugyanakkor az alaki értéke 5, a 2
szamjegy helyiértéke 20, az alaki értéke 2.

Az a pozitiv egész szam kettes szamrendszerbeli alakja a kovetkezo:
a=a,+a -2+a,-2"+a, 2’ +..a, - 2%,
ahol ay, a;, az,...,ak a 0 és 1 szdmjegyek valamelyike, és ax = 1. Példdul a 10-es szdmrend-

szerbeli 13 a kettes szamrendszerben: 13 = 1+0 2+1 2%+1 2> = 1101, .
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r r oo 144 *
A valos szamkor; miiveletek

A racionalis szamok Q halmaza azokbdl a szamokbol all, amelyek felirhatok két egész szam
hanyadosaként: Q = {r |r= E; p.qe Z,q # 0} . Igazolhatd, hogy a racionalis szamok felirha-
q

tok véges, vagy periodikus (szakaszos) végtelen tizedestortben.

Peldaul -+ = 0,16, 1_ 0,142857..., S 083 .
25 7 6

Az irracionalis szamok végtelen nem szakaszos tizedestortek. Az irracionalis szamok halma-
14 7 * . .. .
zat szokas Q -gal jeldlni.

Példaul: 0,12112111211112... vagy v2,4/3,/5,7.

A valos szamok R halmaza a raciondlis €s az irraciondlis szdmok halmazanak egyesitése:

R=Q Q.

Ha egy adott egyenesen kijeloliink két, a 0-nak és 1-nek megfeleld pontot, akkor egy szam-
egyenest adtunk meg. A 0-t6l az 1 felé mutaté irdny a pozitiv, az ezzel ellentétes irany a nega-

tiv.

0 1
A szamegyenes minden pontjanak megfelel egy valos szam, és forditva, minden valos szam-
nak megfelel egy pont a szdmegyenesen. Gyakran a valds szamot €s a neki megfeleld pontot

egymassal azonositjak.

Az a R valos szdm a abszolit értéke (szemléletesen az a-nak megfelelé pont 0-tdl vald

) ) a,haa>0
tavolsaga) : lal=

—a,haa<0.

Aza R szam normalalakja az a =b-10% alaki feliras, ahol 1 b 10ésk Z.

Példaul 0,00003 normalalakja 3-10~>, 200 normalalakja 2-10°, és 0,000123 normalalakja
1,23-107.

" 9. évfolyam 4. modulja, 10. évfolyam 2. modulja (0904, 1002)
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Hatvany, gyok, logaritmus”

A hatvany definicioja

A definici6 a kitevd szerinti esetszétvalasztassal adhatd meg:
haa Résn 1egész, akkora"=aa...a(n tényezds szorzat),
n=1 esetén a' =a;

haa Résa O0,akkora’=1;

. . , _ 1
haa Résa 0, valamintn 0 egész, akkor a™" = —
a

1
han 1 egészésa 0valds szam, akkor a" az a nemnegativ valos szam, amelynek

n-edik hatvanya a;

» 1y
hap,q Z,q 0,(p,q)=1ésa 0, akkor a“ :[aq] :
J

Az irracionélis kitevd esetére is lehet definialni pozitiv alap hatvanyét. Igy a 0 esetén minden

x valos kitevdre értelmezhetd az a * hatvany értéke.

A hatvanyozas azonossagai

Tetszbleges a,be R™ alapok és X,y e RKkitevok esetén érvényesek a kovetkezd azonossagok:

X
ax.ay:ax+y’ (ax)y:ax»y’ a_:axfy’ (a,b)xzax,bx’ (%\ :a_‘
)

Az n-edik gyok definicidja

Haa 0, ésn 0 egész szam, akkor v/a jeloli azt a pozitiv valds szamot, amelynek n-edik hat-

vinyaa. (¥/a) =a.Peldaul /16 =2, mert 2* = 16.

Specialis esetként ha n=2, a >0, Ja jeldli azt a nemnegativ szdmot, amelynek négyzete a.

Példaul: /0,04 =0,2, 4169 =13, +a? =a|.

" 10. évfolyam 2. modulja, 11. évfolyam 2. modulja, 11. évfolyam 4. modulja (1002, 1102,
1104)
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A négyzetgyokvonas azonossagai

Haa, b 0, akkor ab = \/5\/5,
ha a 0,b 0, akkor Ezﬁ,

b b
ha a 0 ésn valods szam, akkor a" = (\/5 )1 )

A logaritmus definici6ja

Ha a>0, a#1, és b> 0valos szamok, akkor log, b az a valds kitevd, amire teljesiil, hogy

a=" =b . A 10 alapu logaritmus jelolése 1g.

i 1
Példaul log, 64=6, log, 7T -3, 1g1000=1og,,1000=3.

A logaritmus azonossagai

Haa 0, a 1 valos szam, akkor tetszdleges X, y 0 valos szamok esetén

loga X y=10ga X- loga Y,

log, X =log, x—log, Vy,
y

log. x* =k-log. x, ahol k tetszéleges valos szam.
2a ga g

Példaul: log, 4- log,9=1og,4-9=1log,36=2.

log b
Haa, b,c 0valos szamok ésa 1,c 1, akkor log, b= ﬁ.
log.a
log, 7
Példaul: log, 7 = og, 7 __1 , vagy log,7 =lg—7.
log,3 log,3 g3
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Algebrai azonossagok
A valdés szamok korében érvényesek a kovetkezd azonossagok, azaz tetszéleges a, b valos
szamokra igaz, hogy:

a’-b>=(a-b)a+b)

a’—b*=(a-b)a>+ab+b?)

a’+b’=(a+b)a>—ab+b?)

(a+b)’ =a’ +2ab+b?

(a—b)’ =a*—2ab+b?

(a+b) =a’ +3a’b+3ab” +b’ =a’ +b’ +3ab(a+b)

(

a-b) =a’-3a’b+3ab> -b’ =a’ —b* —3ab(a—b).

Az egyvaltozos polinom olyan algebrai kifejezés, amelyben a valtozon csak véges szamu
Osszeadast, szorzast, szammal vald szorzast és egész kitevOjli hatvanyozast végziink. Egy
egyvaltozos polinom rendezéssel (a kijelolt miiveletek elvégzésével, és az algebrai azonossa-
gok alkalmazasaval) ilyen, Un. rendezett alakra hozhato:

a, X"+a - x""+a, X" +..+a,, -x+a,,

ahol az ay, aj, ..., @ szamok a polinom egyiitthatoi, és n 0, egész.

Ha a polinom rendezett alakjadban ay 0, akkor a polinom fokszama n.

Példaul az x* - 3x- 2 masodfoku polinom, a 2x- 5 elséfokt polinom, a ,—1” 0-adfoku poli-

nom, a (2x2 — 3)3 =8x° —36x* +54x> — 27 hatodfok polinom. Erdekesség, hogy abban szok-

tak megallapodni, hogy a 0 is polinom, de ennek nincs fokszdma.

Ha a polinom egyiitthatoi az egész szamok koziil keriilnek ki, akkor szokas az egész szamok
feletti polinomrol beszélni (egész egyiitthatos polinomok). Hasonldéan hasznaljuk a raciona-
lis, vagy valés szamok feletti polinom kifejezést is (racionalis vagy valds egyiitthatds poli-

nomok).

" 9. évfolyam 16. modulja, 10. évfolyam 3. modulja (0916, 1003)



Kislexikon a kézépszintli matematika érettségi vizsgahoz 17

Egyenletek, egyenlotlenségek, egyenletrendszerek*

Egyenletet kapunk, ha két kifejezést az ,,=" jellel 6sszekapcsolunk.

Példaul: log, X =5 egyenlet.

Algebrai egyenletet kapunk, ha az egyenldségjellel 6sszekapcsolt kifejezések algebrai kifeje-
zések. Az algebrai kifejezésben a valtozokkal algebrai miiveleteket (0sszeadast, kivonast,
szorzast, osztast, gyokvonast) végziink.

Az egyenletben szerepld ismeretlenek szama szerint beszéliink egyismeretlenes, kétisme-
retlenes stb. egyenletekrol.

Példaul: x° —3x* +2 = 6x egyismeretlenes, az X* + 2x =y* kétismeretlenes egyenlet .

Az egyenlethez rendszerint hozzakapcsolunk egy szamhalmazt, amelynek elemei kozott ke-
ressiik az egyenlet megoldasait, mas szoval gyokeit, azokat a szamokat, amelyeket az isme-

retlenek helyére irva az egyenldség teljesiil.

Példaul az x> =4 egyenlet gyokei az egész szamok halmazan a 2 és a -2, az X* =5 egyenlet-

nek az egész szamok halmazan nincs gyoke, de a valos szamok halmazan két gyoke is van, a

\/gésa—\/g.

Az elsofoku egyismeretlenes egyenlet olyan algebrai egyenlet, amely ax- b =0 alakra hoz-

hato, ahol a # 0 ¢és b valds szamok. Ennek az egyenletnek a gyoke X = ——.
a

Az |ax + b| = ¢ alaku egyenletet abszolutértékes egyenletnek nevezziik (a,b,ce R).

A masodfokii egyismeretlenes egyenlet olyan algebrai egyenlet, amely ax”- bx- ¢=0
alakra hozhatd, ahola 0, és a, b, ¢ valds szamok.

—b++/b* —4ac

2a

A masodfoku egyenlet megoldoképlete: X, , =

", évfolyam 16. és 17. modulja, 10. évfolyam 3. modulja, 10. évfolyam 6. és 7. modulja,

11. évfolyam 3. modulja (0916, 0917, 1003, 1006, 1007, 1103)
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A valds szamok korében megoldas akkor van, haa D =b*>—4ac 0. A D szamot a masodfo-

ka egyenlet diszkrimindnsanak nevezziik.
Ha D > 0, akkor két valos gyok van, ha D =0, akkor egy valos (igynevezett kétszeres) gyok

van, és ha D <0, akkor nincs valos gyoke az egyenletnek.

Haaz ax’- bx- ¢=0 (a 0) masodfoku egyenlet két valos gyoke X; és X, , akkor igazolhato,
hogy az egyenlet a(x- X, )(X- X, )= 0 alakba irhat6. Ez az egyenlet gyoktényezés alakja.

A gyokok és egyiitthatok kozott fennallnak a kovetkezd Osszefiiggések (Viete-formulak):

b _c
X1+X2——g, Xl'Xz—g.

Nem algebrai egyenletek

Négyzetgyokos egyenletrol beszéliink, ha a valtozo (ismeretlen) négyzetgydkjel alatt szere-
pel. Ha egy egyenletben az ismeretlen a hatvanykitevében 4ll, exponencialis egyenletnek
nevezziik. Ha egy egyenletben az ismeretlen logaritmusa szerepel, logaritmikus egyenletnek
mondjuk. Ha egy egyenletben az ismeretlennek valamely trigonometrikus fiiggvénye (sin X,

cos X, tg X, ctg X), all, akkor az egyenletet trigonometrikus egyenletnek hivjuk.

Egyenlétlenségek

Egyenlétlenséget kapunk, ha két kifejezést <, >, vagy > jellel sszekapcsolunk.

Az elséfoku egyismeretlenes egyenlotlenség ax- b>0vagy ax- b <0 alakra hozhatd, ahol
a#0,aésbvalos szamok.

Példaul a 3x- 4> 2x- 1 egyenl6tlenség ilyen alakra hozhaté: x- 5> 0, ennek a megoldasai

az X > 5 valds szamok.

A masodfoku egyismeretlenes egyenlétlenség a kovetkez6 alaku lehet:
ax’- bx- ¢>0,vagy ax’- bx- ¢>0, vagy

ax’- bx- ¢c: 0,vagy ax*- bx- ¢c<0, ahol a, b, c valos szamok, ésa 0.
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Ha a mésodfoku kifejezést fliggvényként dbrazoljuk, akkor a D diszkriminans és az a eldjelé-

tdl fliggden a kovetkezo esetek lehetségesek:

D=0 D=0 D <0
- /\
/D>O\ D=0 D <0

Itt felhasznaltuk, hogy a masodfoku fiiggvény képe ,,felfelé nyild” parabola, haa 0, és ,.le-

felé¢ nyil6” haa 0.

Az édbrardl konnyen leolvashat6 az egyenldtlenség megoldasa.

Példaul: —x*+5x— 6 Oesetébena=—1,azaz a 0,ésD=1,igy D 0, a parabola képe:

YA

=Y

Tehat az egyenl6tlenség megolddsa: 2 x 3.

Az elsofoku kétismeretlenes két egyenletbol allo egyenletrendszer altalaban az

ax+by=c
Ax+Bx=C

alakba irhatd, ahol a, b, ¢, A, B, C valds szamok. Az egyenletrendszer megoldasai azok az

(x y) valos szamparok, amelyek mindkét egyenletet kielégitik. Szemléltetni mindkét egyenle-



Kislexikon a kézépszintli matematika érettségi vizsgahoz 20

tet a sikbeli derékszogl koordinata-rendszerben lehet. Mindkét egyenlet ,.képe” egy egyenes.

A szemlélet alapjan is konnyen leolvashaté a megoldas.

Példaul a

2x—-y=4
X+y=28

egyenletrendszer megolddsa az x = 4, y = 4 szdmpar. A két egyenes, ami az egyenleteket

szemlélteti:

A

\}r‘ //;x—yzél
/

N

ENEE

N

NG
N

e’
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Kozépértékek

. s . . _— a-b . S . .
Két valos szam, a és b szamtani kozepe A= — Ezt aritmetikai kozépnek is szoktak

nevezni, ezért jelolik A-val.
Két nemnegativ szam, a és b (a, b  0) mértani vagy geometriai kozepe G = +ab .

a-b
2

Haa,b 0 valos szamok, akkor igazolhato, hogy G = +/ab =A.

Az egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha a=b.

Példaul 2 és 8 szdmtani kdzepe: = 5, mértani kdzepe v2-8 =4.

" 10. évfolyam 14. modulja (1014)
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Fiiggvények

Ha adottak az A és B nem iires halmazok, és egy f-fel jelolt hozzarendelés, amely az A minden
eleméhez hozzarendeli a B halmaz valamelyik elemét, akkor adott egy fiiggvény. A fiiggvény

tehat ezt a harom dolgot egyiitt jelenti: A, B és f.

Az A halmaz a fliggvény értelmezési tartomanya, a B egy képhalmaza, és ha a A, akkor
f(a) B jeloli az a-hoz hozzarendelt elemet. Ez a fiiggvény értéke, vagy a fiiggvény helyette-
sitési értéke az a helyen. Szokasos jelolés még: f: A B, az f egy olyan hozzarendelés,

amely A-bol B-be képez.

Az f figgvény zérushelyének nevezziik az értelmezési tartomanyaban az olyan a helyet,

amelyre f(a)=0 teljesiil.

A fiiggvény értelmezési tartomanyat szokas még igy is jelolni: Dy vagy E.T.
A fiiggvény értékkészlete a fiiggvényértékek halmaza: Ry vagy EK.= f(a) a A ,azazaz A

elemeihez rendelt B-beli értékek halmaza.

Példaul legyen A=B =N, a természetes szdmok halmaza, és minden természetes szamhoz
rendeljiik a kétszeresét. Ezt a hozzarendelési utasitast igy is szoktak jeldlni: X +— 2X. Ha a
hozzarendelés jelolésére az f jelet is hasznaljuk, akkor f(x) = 2X a szokasos irasmaod.

Az f fiiggvény értelmezési tartomanya N, értékkészlete a paros természetes szamok halmaza.
Masik példank: A = B a sik pontjainak halmaza, a hozzarendelést pedig ugy értelmezziik,
hogy ha P A, azaz P a sik egy pontja, akkor P képe legyen a P-nek a sik egy kijelolt t egye-
nesére vonatkozo6 tiikkorképe: P . Ebben az esetben a fliggvény értékkészlete is a sik pontjai-

nak halmaza.

Gyakran vizsgalunk olyan fiiggvényeket, amelyeknek értelmezési tartomanya és képhalmaza

is szamhalmaz, példaul a valés szamok R halmazanak valamely részhalmaza. Az ilyen fiigg-

" 9. évfolyam 9.-13. moduljai, 10. évfolyam 5. modulja, 11. évfolyam 3. modulja (0909, 0910, 0911, 0912, 0913,
1005, 1103)
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vényeket szokas roviden szam—szam fiiggvényeknek is nevezni. Az els6 példank ilyen szam—

szam fiiggvény volt, a masodik nem.

A szam-szam fiiggvények grafikonjanak (képének) nevezziik a derékszogili koordinata-

rendszer G = {(x; f(x) x E.T.} ponthalmazat.
Példaul az f: R R, f(x)=2x fliggvény grafikonja az origén athaladd y = 2x egyenletii

egyenes.

Ha az f: A B fiiggvényre teljesiil, hogy kiilonb6zé A-beli elemekhez kiilonb6z6 B-beli ele-
meket rendel, akkor f-rél azt mondjuk, hogy kolcsonosen egyértelmii hozzarendelést jel6l, és
f-nek van inverze. Az ' fiiggvény, amely Ry Dr = A tipusi, és f ' (b)=a akkor és csak
akkor, ha f(a)="b.

Példaul azf: R R", f(x)=2" fiiggvény kolcsondsen egyértelmii, van inverze:

f'(x)=log, x. A fiiggvények grafikonja:
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T

Masik példa: az f: Ry" Ry", f(x)=x> fiiggvény inverze az f'(x)=+/x fiiggvény. A fiigg-

vények grafikonja:

Igazolhato, hogy egy fiiggvény és inverz fiiggvényének grafikonja egymads tiikorképe az

y = X egyenletli egyenesre mint tengelyre.
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Azf:R R, f(x)=ax- b elséfoku, vagy linedris fiiggvény képe egyenes. Az a az egyenes

meredeksége, b pedig az y tengelybdl lemetszett szakasz eljeles hossza.
.‘!

y =ak +b

((];:!;}'
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Azf:R R, f(x)=x’ masodfoki fiiggvény képe az un. normal parabola.

YA

=Y

0

A fliggvény értékkészlete a nemnegativ valos szdmok halmaza, a fiiggvény a ]— o ;O] inter-

vallumon csokken, a [0; - o [ intervallumon no.

Azf:R R, f(x)=x’ harmadfoku fliiggvény képe az un. harmadfoki ,,parabola”.

-y

A fiiggvény értékkészlete a valds szamok halmaza, és a fliggvény az egész szamegyenesen

szigoruan nd.
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Azf:Ry" R, f(x)= N fliggvény képe egy félparabola.

YA

v=VE

=Y

Ertékkészlete a [0, - o [ intervallum, az értelmezési tartomanyaban a fliggvény szigoruan no.

Azf:R R, f(x)=] x| fiiggvény képe két egymashoz csatlakozo félegyenes,

VA

¥ = x|

értékkészlete a nemnegativ valds szamok halmaza, a |- o ;0]intervallumban csokken, a

[0;+ o [ intervallumban né.

Azf:R\{0} R, f(x)= % fiiggvény grafikonja egyenld oldalu hiperbola.
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A fiiggvény értékkészlete a 0-tol kiilonbozé valés szamok halmaza, és |- o ;0 [-ban is és
]0;- o [-ben is kiilon-kiilon csokken. Erdekessége a fliggvény grafikonjanak, hogy a gorbe
,.két darabbol” all.

Az f:R R, f(x)=sinx fiiggvény grafikonja egy ,,hullamvonal”.

VA

Y =sinx

|
2=
B
< rd|l:_j“ 1
|
-

A fuggvény értékkészlete a [—1; 1] intervallum, periodikus, legkisebb pozitiv periddusa 2 ,

azaz sin (X + 2 ) = sin X minden X-re. A fiiggvény zérushelyei a k alaku szamok (kK Z), pa-

ratlan fliggvény, [O;g] -ben és [37“;271] -ben no, [g,%] -ben csokken.

Azf:R R, f(x)=cosx fiiggvény grafikonja is ,,hullimvonal”.

YA

A fliggvény értékkészlete a [—1,1] intervallum, periodikus, legkisebb pozitiv periodusa 2
azaz cos(X- 2m)=cos X minden x-re. A fiiggvény zérushelyei a g+ kr alakt szamok (k Z),

paros fliggvény, [0;]-ben csékken, [r;27]-ben né.
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Az f: R\{%Jr k k Z} R, f(x)=tgx fiiggvény grafikonja:

YA

o
o

I\-J]

(=]
3=

A fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periddusa , azaz tg (X + ) = tg X minden olyan X-

re, ami az értelmezési tartomanyaba tartozik, zérushelyei a k , k Z alaka szamok, paratlan
T
figgvény, |——;—| -ben no.
ggveny ] 25 [

Az . R\{k k Z} R, f(x)=ctgx fiiggvény grafikonja:

Vi

y=clgx
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A fliggvény periodikus, legkisebb pozitiv periddusa , azaz ctg(x + ) = ctg X minden olyan X-
re, ami az értelmezési tartomanyba tartozik, zérushelyei a E+ kn, k Z alaka szamok, parat-

lan fiiggvény, |0;7[-ben csokken.

Aza 0, R R, f(x)=a" exponenciilis fiiggvény grafikonja:

Az a 1 alapu exponencialis fiiggvény szigorian né, a 0 a 1 alapu pedig szigoraan csokken,
mindkét tipust fliggvény értékkészlete a pozitiv valos szamok halmaza.
Az 1 alapt exponencialis fiiggvény konstans, értéke minden X-re 1.

Az 1-t6l kiilonbozo pozitiv alapti exponencialis fliggvényeknek van inverze, ezek a logarit-
musfiiggvények. Haa 0,a 1, akkor az f: R® R, f(x)=log, x fiiggvény (az ,,a alapu lo-

garitmusfiiggvény”) grafikonja:

[ y=log) x|
a>1

=Y

y =log, x
[ 0<a<1|
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Az a 1 alapt logaritmustiiggvény szigorian nd, a 0 a 1 alapu pedig szigortan csokken.

Ertékkészlete az 6sszes valos szdm, zérushelye az X = 1.

A fiiggvénytranszformaciokat a kovetkezo példan mutatjuk be.

Abrazoljuk az f: R© R, f(x)=log, x fliggvény kovetkezd transzformaciéival kapott fligg-

vények grafikonjat: f(x)- 2, f(x-2), 2f(x), f(2x).

y=log,x+2

v =log,(x +2)

y =log, x

Az f(x)- 2 grafikonja az f(x) grafikonjabol ugy adodik, hogy 2-vel eltoljuk a képet az y
tengely irAnyaban. Az f(x- 2) grafikonjat ugy kapjuk az f(x) grafikonjabol, hogy —2-vel
toljuk el az X tengely iranyaban. A 2f(x) grafikonja tigy adédik, hogy az f (x)képét kétsze-
resére nyujtjuk az y tengely irdnyaban. Az f(2x) grafikonjat pedig ugy kapjuk, hogy f(x)

grafikonjat az X tengely irdnyaban felére zsugoritjuk.

Altalaban 2 helyett tetszéleges ¢ 0 valds szamra is hasonlé modon lehet elvégezni a transz-

formaciot.
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Azt mondjuk, hogy az f fliggvény az értelmezési tartomany | intervallumaban né (csokken),

habarmely X, X, Xi,x2 lesetén f(x,): f(x,),illetve f(x)>f(x,).

Az f fiiggvénynek az értelmezési tartomany egy a helyén helyi szélséértéke (maximuma, ill.

minimuma) van, ha az a egy, az értelmezési tartomanybeli kornyezetében f (a)-nal nagyobb

(illetve kisebb) fliggvényérték nincs.

Példaul azf: R R, f(x)=sinx fliggvénynek a g helyen maximuma van, a maximum érté-

3 S .
kel,a ?n helyen pedig minimuma van, a minimum értéke —1.

Az f fliggvényrdl azt mondjuk, hogy periodikus és periddusa T, ha az értelmezési tartomany-

hoz tartozé barmely X értékre X- T is az értelmezési tartomanyhoz tartozik, és
f(x- T)=f(x).

Pé¢ldaul a tg x fliggvény  szerint periodikus.

Az f figgvényrol azt mondjuk, hogy paros fiiggvény, ha az értelmezési tartomanyaba tartozo
tetszéleges X szamra — X is az értelmezési tartomanyhoz tartozik, és f (- x)= f(x). Egy paros

fiiggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.

Példaul a cos X, vagy az x> fiiggvény paros.

Az f figgvényrdl azt mondjuk, hogy paratlan, ha az értelmezési tartomanyhoz tartozo tetszo-
leges X-re — X is az értelmezési tartomanyhoz tartozik, és f(- x)=- f(x) . Egy paratlan fiigg-

vény grafikonja szimmetrikus az origora.

: 1
Példaul a sin x, vagy az — fiiggvény paratlan.
X
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Sorozatok

Szamsorozatnak nevezziik az olyan fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya a természe-
tes szdmok halmaza, képhalmaza pedig a valos szdmok halmaza. Eléfordulhat, hogy a termé-
szetes szamok halmazabdl elhagyjuk az elsé néhany elemet, és a megmaradd halmaz alkotja a

fiiggvény értelmezési tartomanyat.

Példaul f: N R: f(n)= 2% ,vagy g: N\{0} R: g(n)= 1 szamsorozatok.
n

A szdmsorozatokat gyakran a kdvetkezOképpen jeloljiik: (an)n n, vagy ao, a1, a, ..., an, ...

Szamtani sorozatnak nevezziik az olyan szamsorozatot, amelyben a masodik tagtél kezdve
barmely két szomszédos tag kiilonbsége egy d allandod, azaz an:; —a,=d,n=1,2, ....

A d szamot a szamtani sorozat differenciajanak, vagy kiilonbségének nevezziik.

Igazolhatd, hogy a szamtani sorozat n-edik tagja igy adhatdo meg: a, = a;H(n-1)d, és a

a-3, _2a- (2n— 1)dn.

szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege: s, = a;ta,+...+a, =

Mértani sorozatnak nevezziik az olyan szamsorozatot, amelyben a masodik tagtdl kezdve

a
barmely két szomszédos tag hanyadosa egy q alland6: - =q,n=1,2,... .
a

n
A ( szamot a mértani sorozat hanyadosanak vagy kvociensének nevezzik.

Igazolhat6, hogy a mértani sorozat n-edik tagja igy irhato: a, = a;-q"™"' és a mértani sorozat

n
els6 N tagjanak dsszege: S, = a;+a,*...+ta, =, q -1 chaq 1,éss,=n-a;,haq=1.
qg-1

crer

hetséges. Nyilvanvald, hogy ha g = 0, akkor a sorozat a masodik tagtol kezdve csupa 0-bol all,
ha pedig a; = 0, akkor a sorozat minden tagja 0. A 0, 0, 0,...,0,... vagy a; 0, 0,0, ...,0,...

sorozatot tehat szintén a mértani sorozatok kozé lehet sorolni.

" 12. évfolyam 1. modulja (1201)
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r r r 14 14 14 r *
Aranyossag, szazalékszamitas

Azt mondjuk, hogy két valtoz6 mennyiség — X és Y — egymadssal egyenesen aranyos, ha az X
valahdnyszoros véltozasa az y ugyanannyiszoros valtozasat vonja maga utan. Az egyenes ara-
nyossagot azy =ax (a 0)egyenldség jellemzi, a az aranyossagi tényezo.

Példaul egyenesvonalll egyenletes mozgés esetén az idd és a megtett it egyenesen aranyos.

Ha a sebesség a, akkor az Gt—1d6 kapcsolat: s = at.

Azt mondjuk, hogy két valtoz6 mennyiség — X és y — forditottan aranyos, ha X valahanyszo-
ros novekedése Y ugyanannyiszoros csokkenését vonja maga utan, €s forditva, X valahanyszo-

ros csokkenése y ugyanannyiszoros ndvekedését eredményezi. A forditott ardnyossagot az
y=—, (a 0)egyenldség jellemzi, a itt is az aranyossagi tényezo.

X
Példaul, ha a téglalap teriilete egy t alland6 érték, akkor a két szomszédos oldal hosszadnak
kapcsolatat forditott aranyossag irja le. Ha a két oldal hossza x és y, akkor nyilvan y =

t
X

Az X mennyiség (szdm) 1 szazalékan — jelolése: 1% — az X szazad részét, azaz ﬁ-at értjiik.

. X
Az X mennyiség p szdzaléka y = p-ﬁ. Szokasos elnevezések még: X az alap, p a szazalék-

lab, és y a szazalékérték. A harom mennyiség koziil barmelyik kettd ismeretében a harmadik
kiszamithato.

Példaul 240-nek a 15 szazaléka: 15 % =152,4=36.

A kamat a pénz hasznalata utan fizetendd dij, rendszerint évente szamoljak. A kamatot a sza-
zalékban megadott kamatlab hatarozza meg.

Példaul, ha a kamatlab 8%, akkor a kamat évente a pénzosszeg 8%-a.

" 9. évfolyam 5. modulja (0905)
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Kamatos kamatrol beszéliink, ha a pénzt tobb évig hasznalja a kdlcsonvevo (bank), és a ka-
matot a hitelezd6 nem veszi fel. Ekkor a kamatot minden év végén hozzdadjak az akkori 6sz-
szeghez, és ezutdn mar az igy megndvelt 6sszeg kamatozik.

Ha X 0sszeget p %-os kamatra vesznek kolcson, akkor az n-edik év végére a kamatokkal fel-

novekedett dsszeg: X (1 + %\ .Ezegy 1+ % hanyadosu mértani sorozat.

)
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Térelemek, ponthalmazok™

A pont, az egyenes ¢s a sik a geometridban alapfogalmak, k6zos néven térelemeknek is
szoktdk nevezni Oket. Ezeket nem definialjuk. A tér a térelemekbdl épiil fel. Mas fogalma-
kat az alapfogalmak segitségével definidlunk. Axiomanak neveziink olyan, szemléletesen

nyilvanvalo allitasokat, amelyeket felhasznalunk mas allitasok — tételek — bizonyitasahoz.

A sikot egy pontbdl kiinduld két félegyenes két részre, két szogtartomanyra vagy roviden

szogre bontja.

A két szogtartomany kozds hatarold vonala a széogvonal, roviden ezt is szognek szoktak ne-
vezni. A két félegyenes a szog két szara, a k6zos pont a szog csucsa. A szogek ,,fajtai” a ko-

vetkezok:

hegyesszog derékszog

L

tompaszog egyenes sz0g
homori szog teljes szog

" 9. évfolyam 6. modulja (0906)
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Két pont tavolsaga az 6ket 0sszekotd szakasz hossza. Pont és egyenes (sik) tavolsaga a
pontbol az egyenesre (sikra) bocsatott merdleges szakasz hossza. Parhuzamos egyenesek
(sikok) tavolsaga az egyik egyenes (sik) tetszéleges pontjanak a masik egyenestdl (siktol)

val6 tavolsaga.

Egyenes és vele parhuzamos sik tavolsaga az egyenes tetszéleges pontjanak a siktol mért
tavolsaga. Két kitéré egyenes tavolsaga annak a szakasznak a hossza, amely mindkét egye-

nesre merdleges, ¢€s a szakasz két végpontja a két egyenesen van.

A Kkor azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek egy adott pontt6l adott tavolsagra
vannak. Az adott pont a kor kdzéppontja, az adott tadvolsag a kor sugara.
A gomb azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek egy adott ponttol adott tavolsagra

vannak. Az adott pont a gdmb kdzéppontja, az adott tdvolsdg a gdbmb sugara.

Egy szakaszfelezo meroéleges egyenese a sikban azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek a

szakasz két végpontjatdl egyenld tdvolsagra vannak.

P

Egy konvex sz0g szogfelezdje azoknak a pontoknak a halmaza a szégtartoméanyban, amelyek

a szog két szaratol egyenld tavolsagra vannak.
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Egybevagosagi transzformaciok”

Két sikbeli alakzat egybevago, ha van olyan egybevagosagi transzformacio, amely az egyiket
a masikba viszi at. A sikbeli egybevagosagi transzformaciok a kdvetkezok: parhuzamos elto-
las, tengelyes tiikrozés, pontra vonatkozo tiikrozés, pont koriili elforgatas, csusztatva
(eltolva) tiikrozés (ez utobbi jelenleg nem tananyag).

Az egybevagdsag tavolsagtarto és szogtarto.

A parhuzamos eltolas a sikban olyan kolcsondsen egyértelmii leképezés, amelynél minden P

—

pont és P” képe esetén a PP' vektor, az eltolas vektora ugyanaz. A parhuzamos eltolas min-
den egyenest vele parhuzamos egyenesbe visz at. Az eltolas vektoraval parhuzamos egyene-

seket onmagaba viszi, a 0-t6l kiilonbozd vektorral vald eltolasnak nincs fixpontja.

A sikban a tengelyes tiikrozés megadasahoz meg kell adni egy t egyenest, a tiikkortengelyt. A
sik barmely P pontjanak képét ugy kapjuk, hogy P-bdl merdlegest allitunk t-re, és ha ennek
talppontja T, akkor a PT egyenes masik oldaldra a P'T = PT tavolsagot mérjik fel.

t

A tengelyes tiikr6zés esetében a t pontjai fixpontok, €s a t-re merdleges egyenes képe dnmaga.

A sikban a pontra vonatkoz6 tiikrézéshez meg kell adni egy O pontot, a tiikrozés kozép-
pontjat. A sik barmely P pontjanak P képét ugy kapjuk, hogy a PO egyenes O-n tuli meg-

hosszabbitdsara ramérjiik a P’O = PO tavolsagot.
0
P!’

Az O képe dnmaga, és az O-n athalad6 egyenesek dnmagukba mennek at.

" 9. évfolyam 15 modulja (0915)
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A sikban a pont koriili elforgatashoz meg kell adni egy O pontot, a forgatas kozéppontjat, €s
egy iranyitott szoget. A sik egy tetszdleges P pontjanak képe az a P” pont, amelyre teljesiil,

hogy P'O = PO, ¢s POP’ szog a megadott szog.
P.f

Ha a megadott sz6g nem azonos 360° (illetve 2 ) egész szamu tobbszorosével, akkor az O
pont az egyetlen fixpont. Ha a megadott sz6g 180° (illetve ) vagy ettdl 360° egész szamu

tobbszordsében tér el, akkor a P pont koriili elforgatas azonos az O-ra vonatkoz6 tiikkrozéssel.

A haromszogek egybevagdésaganak alapesetei a kovetkezok:
két haromszog egybevago, ha
a) oldalaik paronként egyenldk,
b) két-két oldaluk, és az ezek altal bezart szog egyenld,
c) két-két oldal, és a nagyobbikkal szemkozti sz6g egyenlo,
d) egy-egy oldal és a rajta 1évé megfeleld szogek egyenlok.

Szimmetrikus alakzatnak neveziink egy sikidomot, ha vagy van olyan t tengely (az alakzat
szimmetriatengelye), amire tiikrdzve dnmagaba megy at, vagy van olyan O pont és olyan
360°-nal kisebb szog, hogy az alakzatot O koriil a megadott szoggel elforgatva, 6nmagaba
megy at.

Példaul egy rombusz szimmetrikus barmelyik atlojara, egy szabdlyos haromszdgnek a kdzép-

pontja szimmetriakdzéppont is, e koriil 120°-kal elforgatva a haromszdg 6nmagaba megy at.
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r r . r L3 4 *
Hasonlosagi transzformaciok

A kozéppontos hasonlosag az a geometriai transzformacio, amelynél adott egy O pont és egy
C pozitiv valos szdm. A sik (vagy tér) egy tetszdleges P pontjdnak a képe ekkor az OP fél-
egyenesnek az a P” pontja, amelyre igaz, hogy OP'= ¢ OP. Az O pont a hasonlésag centru-
ma, a C a hasonlésag aranya. Ha ¢ > 1, akkor nagyitasrdl van szo, ha 0 <c <1, akkor kicsi-
nyitésrdl, a ¢ =1 eset egybevagodsag. Ekkor a megfeleld szakaszok aranya a ¢ allando értékkel

egyenlo.

Két alakzatot hasonlénak mondunk, ha van olyan kdzéppontos hasonlosag, amellyel az egyik
alakzatot a masikkal egybevagd alakzattd transzformalhatjuk. Hasonldsadg esetén barmely
szakasz hosszat elosztva a képének hosszaval, ugyanazt a ¢ > 0 allandot kapjuk, ez a hason-

10sag aranya.

Két haromszog hasonld, ha megfeleld oldalaik aranya és megfeleld szogeik egyenldk. Két
haromszog hasonldsaganak elégséges feltétele a kovetkezd négy alapeset:

a) megfeleld oldalaik aranya egyenld,

b) két-két oldaluk aranya és az ezek altal bezart szog egyenlo,

c) két-két oldaluk aranya és a nagyobbik oldallal szemkozti szogiik egyenld,

d) két-két megfeleld szogiik egyenld.

Igazolhato, hogy hasonlé alakzatok teriiletének aranya a hasonlosag aranyanak négyzetével
egyenld. Hasonlo testek felszinének aranya is a hasonldsag aranyanak négyzetével egyenld.

Hasonlé testek térfogatinak aranya a hasonlosag aranyanak kobével egyenld.

" 10. évfolyam 8. modulja (1008)
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A kozéppontos hasonlosag felhaszndlasaval adott szakaszt adott ardnyban fel tudunk osztani.
P¢ldaul az adott AB szakaszt 3:4 aranyban osztd6 C pontot a kdvetkezd abran lathaté médon,

egy AP segédegyenes segitségével szerkeszthetjiilk meg:
P

A (& B
Az AP félegyenesre A-tol 7 (=3+4) egyenld hosszusagu szakaszt mériink fel, majd a PB-vel

parhuzamosan a Q harmadik osztopontbol huzott egyenes metszi ki AB-bol C-t.
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r .o *
Haromszogek

A haromszogben nagyobb oldallal szemben nagyobb szog, kisebb oldallal szemben kisebb
sz0g van. A haromszog belsé szogeinek osszege 180°, ¢s teljesiil benne a haromszog-
egyenldtlenség, azaz barmely két oldal hosszanak Osszege nagyobb, mint a harmadik oldal

hossza.

A haromszdg egy kiilso szoge a megfeleld belsd szoget 180°-ra kiegészitd szog. A haromszog

kiilsé szogeinek Osszege 360°.
A haromszog szogei szerint lehet hegyesszogi, akkor minden szoge hegyesszog, derékszogii,

akkor egy derékszoge, két hegyesszoge van, és tompaszogi, akkor egy tompaszdge és két

hegyesszoge van.

\M

A haromszdg oldalai szerint Iehet altalanos, egyenlé oldala (szabalyos) vagy egyenlészar.

P

" 9. évfolyam 7. modulja (0907)
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A haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontban metszik egymast, ez a haromszog koré

irhato kor kozéppontja.

®

A haromszog szogfelez6i egy pontban metszik egymast, ez a haromszogbe irhaté kor ko-

zéppontja.

Q

b8
o

A haromszog magassagvonala a csticsbol a szemkdzti oldalegyenesre allitott merdleges sza-
kasz. Igazolhat6, hogy a hdromszog magassagvonalai egy pontban metszik egymast, ez a ha-

romsz0g magassagpontja.

)

A haromszog sulyvonala a csucsot a szemkdzti oldal felezopontjaval koti 6ssze. Igazolhato,
hogy a haromszog harom stlyvonala egy pontban metszi egymast, ez a pont a haromszog

stulypontja, ¢s a sulypont a sulyvonalakat a csucstol szdmitva 2:1 aranyban osztja fel.

%ﬁ

I
=~}
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A haromszog kozépvonalai az oldalak felezopontjait 6sszekotd egyenesek.
C

A kozépvonal parhuzamos azzal az oldallal, amelyiket nem metszi, és hossza éppen fele akko-

ra, mint a vele parhuzamos oldal hossza.

A Pitagorasz-tétel azt mondja ki, hogy a derékszogli haromszog befogodira rajzolt négyzetek

teriiletének dsszege egyenld az atfogora rajzolt négyzet teriiletével, azaz a’ - b*> =c°.

a

A Pitagorasz-tétel megforditasa is igaz: ha egy haromszogben két oldal négyzetének 6ssze-

ge egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a haromszdg derékszogii.
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A derékszogli haromszogre érvényes a befogotétel: a derékszogii haromszog befogoja mérta-

ni kdzéparanyos az atfogo és az atfogojara esé merdleges vetiilete kozott.

m

Az 4bra jeldléseivel: a* =p - ¢, illetve b =q - C.

A derékszogli haromszdgben érvényes a magassagtétel is, amely szerint az atfogdhoz tartozo

magassag mértani kozéparanyos az atfogd két szelete kozott: m* =p - q.
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Négyszogek, sokszogek

A négyszogek osztalyozasat a kdvetkezd modon célszerli végezni. Ha egy négyszdgnek van

két parhuzamos oldala, akkor azt trapéznak nevezziik.
D C

Ha egy négyszognek van két par parhuzamos oldala, akkor az paralelogramma.
D C

A derékszogli paralelogrammak a téglalapok, az egyenld oldali paralelogrammak a rombu-

szok. Az olyan paralelogramma, amely téglalap is, meg rombusz is, négyzet.

A téglalapnak két szimmetriatengelye van, ezek a szemkozti oldalak felezépontjait kotik 6sz-

SZ€.

A rombusz két 4tloja szimmetriatengely.

", évfolyam 8. modulja
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A négyzetnek négy szimmetriatengelye van.

Szimmetrikus trapéznak (hurtrapéznak) nevezziik az olyan trapézt, amelynek van szimmet-

riatengelye.

A szimmetrikus trapéz két szara egyenld hosszi: AD = BC.

A deltoid olyan négyszog, amelynek két-két szomszédos oldala egyenld. A deltoidnak is van

D A c
T
D
A c
B
B

szimmetriatengelye.
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Egy konvex négyszog belso szogeinek osszege 360°, kiilso szogeinek osszege is 360°.
A konvex n-szog (n 3) belsé szogeinek 6sszege (n—2) 180°, kiils6 szogeinek dsszege 360°.

nwn -
Egy konvex n-szog (n 3) atloinak szama %

Egy konvex sokszog szabalyos, ha oldalai és szogei is egyenldk. Az abran egy szabalyos

négyszog (négyzet) és egy szabalyos hatszog lathato:

u L]
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*

Kor

A kor sugara a keriilet egy pontjanak a kdzépponttdl mért tavolsaga, atmérdje a sugar két-
szerese. A kor hurja két keriileti pontot 0sszekotd szakasz hossza. Az olyan egyenest,

amelynek két kozos pontja van a korrel, a kor szel6jének nevezziik.

A kor érintéje olyan egyenes, amelynek egy kdzos pontja van a korrel. A kozds pont az érin-

tési pont. Az érintési ponthoz hiizott sugar merdleges az érintd egyenesére.

A kiils6é P pontbdl huzott érintdszakaszok egyenld hossztiak: PQ = PR.

A korbol két sugar egy korcikket metsz ki.

P A korszeletet egy hur és a hozza tartozo koriv hatarolja.

", évfolyam 19. modulja, 10. évfolyam 4. modulja (0919, 1004)
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Korgyiiriit alkot két koncentrikus kor.

Egy korben kozépponti szognek nevezziik a két sugar egyenese altal alkotott szoget. A ko-

z¢épponti sz8g azon az iven nyugszik, amely a szogtartomany belsejébe esik.

A Thalész-tétel azt mondja ki, hogy a félkorivhez tartozé keriileti szog derékszog. Maskép-
pen fogalmazva, a kor atmérdje a kor tetszéleges (az atmérd két végpontjatdl kiilonbozo)
pontjabol derékszogben latszik.

Megforditva is igaz: egy derékszogli haromszog koréirt korének kdzéppontja az atfogo fele-

zOpontja.

Barmely korben a kozépponti szég aranyos a hozza tartozé korivvel, és a kozépponti szoghoz
tartozo korcikk teriiletével.

A szog mérése is ezen a tényen alapul. A teljes szog 360°, és a megfeleld ardnyossag alapjan
adhatjuk meg a kdzépponti szogek fokban kifejezett mértékét. Példaul az egyenes szog 180°,
a deré¢kszog 90°.

A szog ivmértéke az egységsugaru korben a megfeleld kozépponti sz6ghodz tartozd koriv

hossza. Igy példaul a teljes szog ivmértéke 2 , az egyenes szogé , a derékszogé g
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Térbeli alakzatok, felszin, térfogat*

Ha adott egy sokszdg ¢€s a sikjaval nem parhuzamos egyenes, akkor a sokszdg minden pontjan
az adott egyenessel parhuzamos egyeneseket fektetve egy (végtelen) hasabfeliiletet kapunk.
Az egyenesek a hasab alkotéi. Ha a végtelen hasabfeliiletet két parhuzamos sikkal elmetsz-
szik, egy korlatos testet, hasabot kapunk. A két parhuzamos sikbol kimetszett (egybevago)
sokszOg a hasab alap- ¢és fedolapja. Ha az alkotok merdlegesek az alaplapra, akkor egyenes
hasabrol, egyébként ferde hasabrol beszéliink.

Az alaplap ¢és a feddlap sikjanak tavolsaga a hasab magassaga. A hasab palastjanak nevezik
az oldallapok egyiittesét. A hasab felszine az alap- és feddlapok teriiletének, valamint a palés-

tot alkotd lapok tertiletének 0sszege. A hasab térfogata az alapteriilet és a magassag szorzata.

Ha adott a sikban egy sokszog ¢és egy O pont, amely nem illeszkedik a sokszdg sikjara, akkor
az O-ra és a sokszOg kertileti pontjaira illeszkedd, O-bol induld félegyenesek egy (végtelen)
gulafeliiletet hatarolnak. Ha ezt a gula feliiletet egy sikkal elmetssziik, akkor egy korlatos
testet, gulat kapunk. Az O pont a gula csticsa, a metsz6 sikbol a gulafeliilet altal kimetszett
sokszdg a gula alaplapja. A gulat szabalyosnak mondjuk, ha alaplapja szabalyos sokszog, €s a
csticsbol az alaplapra allitott merdleges talppontja az alaplap kdzéppontja.

A sokszOg szomszédos csucsparjai €s az O altal alkotott haromszdgek alkotjak a gula palast-

jat. A gula felszine az alaplap teriiletének, €s a palastot alkotd lapok teriiletének Osszege.
0

" 9. évfolyam 6. modulja, 12. évfolyam 4.-5. moduljai (0906, 1204, 1205)
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A gila magassaga az O csucs és az alaplap sikjanak tavolsaga. A gula térfogata az alaplap

teriilete szorozva a magassag harmadrészével.

Csonkagulat kapunk, ha egy végtelen gulafeliiletet két parhuzamos sikkal metsziink. A két
metsz0 sik kozotti korlatos térrész a csonkagula. A két parhuzamos sikbdl kimetszett két sok-
sz0g a csonkagula alap- és feddlapja, a gulafeliiletnek a két parhuzamos sik kozti darabja a

csonkagiila palastja. A csonkagila magassaga a két parhuzamos sik tdvolsaga.

A csonkagula felszine a hatarolo lapok teriiletének Gsszege, térfogata a kovetkezdképpen

szamolhatd: V= ?(At +a, +Ag )=

ahol m a csonkagutila magassaga, A; az alapteriilet, a; a fed6lap teriilete.

Ha adott egy egyszerli (nmagat nem metsz0) zart sikgorbe, €s egy, a gorbe sikjara nem il-
leszkedd egyenes, valamint a gorbe minden pontjan at az adott egyenessel parhuzamos egye-
nest fektetiink, akkor egy (végtelen) hengerfeliiletet kapunk. Az egyenesek a henger alkotdi.
Ha a hengerfeliiletet két parhuzamos sikkal elmetssziik, egy korlatos testet, hengert kapunk.
A két sikbol a hengerfeliilet altal kimetszett (egybevago) sikidomok az alaplap ¢s fedélap. A
hengerfeliilet két sik kozti darabja a henger palastja.

N

m

~_ |
T
N

Ha az alkotok merdlegesek az alaplapra, egyenes hengerrdl, egyébként ferde hengerrdl be-
sz¢liink. A henger magassaga az alaplap és feddlap sikjanak tavolsaga.

Ha az alaplap (és igy a feddlap is) korlap, korhengerrdl beszéliink. Az egyenes korhengert
szoktak forgashengernek is nevezni. Ha a forgdshenger alaplapjanak sugara r és a henger

magassaga m, akkor a henger felszine: A=2rn(r- m),
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¢s a henger térfogata: V =r’mm.

Ha adott egy egyszer(i (6nmagat nem metszd) zart sikgorbe, €s egy, a sikjara nem illeszkedd
O pont, akkor az O-ra és a gorbe pontjaira illeszkedd egyenesek egy végtelen (kettds) kupfe-
liiletet alkotnak, az egyenesek az alkotok. A gorbe a kupfeliilet vezérvonala, az O pont a kip
csucsa. Rendszerint csak az O-bodl a gorbe pontjai felé induld félegyenesek altal alkotott (fél)
kuapfeliiletet szoktak kupnak nevezni.

Ha a végtelen kupfeliiletet egy sikkal elmetssziik, akkor az O és a sik kozti korlatos testet is
kupnak nevezziik. A sikbol kimetszett sikidom a ktip alaplapja, a sik és az O pont tavolsaga a
kiip magassaga.

Ha az alaplap korlap, és az O-t az alaplap kozéppontjaval 6sszekotd szakasz merdleges az

alaplapra, forgaskuprol, vagy egyenes korkuprol beszéliink. Ha a forgaskiip magassaga m,

alkotoja | és az alapkor sugara r, akkor a kup felszine: A=rn(r- 1),
a kup térfogata: V= r273:m .
l
m
5

N

Csonkakupot kapunk, ha egy végtelen kupfeliiletet két parhuzamos sikkal

metsziink. A két metsz0 sik kozti korlatos térrész a csonkakip.

A két parhuzamos sikbdl kimetszett két sikidom a csonkakup alap- és

feddlapja. A kupfeliilet két sik kozti része a csonkaktp palastja.
A két sik tavolsaga a csonkaklip magassaga.

Ha forgaskupbol szarmaztatjuk a csonkakupot, akkor

a csonkakup felszine: A= n(rl +RI+r?+ Rz),
a csonkakup térfogata: V= ?(R2 +Rr+ rz)’

ahol m a testmagassagot, R és r az alaplap ill. a fed6lap sugarat, | az alkoto hosszat jel6li.

Ha adott egy O pont a térben, és egy r 0 valds szam, akkor a térben azoknak a P pontoknak a

halmazat, amelyekre OP = r, gombfeliiletnek, roviden gombnek nevezziik. Az O pont a gdmb
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kozéppontja, r a gomb sugara. A gombfeliilet altal hatarolt térrész a gombtest, roviden ezt is

gombnek nevezzik.

A gdmb felszine: A=4r’m,

A gomb térfogata: V= 4 rm.

o= 3

Alakzat Felszin A Térfogat \%
2-alaptertilet+palast
Hasab 2T- P alapteriilet-magassag T-m
tertilete
Gila alapteriilet+palést TP alapteriilet magassig T_m
teriilete 3
(sugar+magassag)
Forgashenger | szorozva a kor ke- (r- m)-2rn korteriilet-magassag r’rm
riletével
(sugartalkoto)
Forgaskip | szorozva a kor ke- (r - a)- rn | korteriilet: magassig r'nm
riletének felével :
Gomb 4 fokor teriilete 4r’m 4 fokorteriilet: sugar 4r3371:

hatarolo lapok te-

Csonkagila T-t-P V:mTH_,_ Tt
. riileteinek Osszege 3 ( )

Csonkakup A=n[R*+r’+(R+r)a] V:%(R2+r2+Rr)
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Vektorok

A vektor iranyitott szakasz. A vektornak tehat hossza, allasa és irdnya van. Két vektor

egyenld, ha hosszuk, irdnyuk ¢és alldsuk megegyezik.

Ha egy vektor kezd6- és végpontja azonos, nullvektornak nevezziik, jelolése: 0. A nullvektor
hossza 0, allasa, irdnya megallapodas szerint tetszéleges. A vektor abszolutértéke a vektor
hossza. Két vektor koziil az egyik ellentettje a masiknak, ha hosszuk és allasuk megegyezik,

de iranyuk ellentétes.

Két vektor osszege és kiilonbsége a paralelogramma-szabaly szerint adhaté meg:

Egyallasu vektorok esetében:

a b a+b

&

a+h — - —

" 9. évfolyam 14. modulja, 11. évfolyam 5. modulja (0914, 1105)
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Igazolhatd, hogy vektorok dsszeaddsa kommutativ és asszociativ, azaz:
a+tb=b+a,
(a+b)+c=a+(b+c).
Egy a vektor szdmszorosa (C-szerese) az a vektor, amelynek hossza C - a , és alldsa meg-
egyezik az a éllasaval, ¢ 0 esetén irdnya ugyanaz, mint a irdnya, C 0 esetén iranya a-val
ellentétes, ¢ = 0 esetén c-a = 0.

Két vektor, a és b skalaris szorzata (a b) az a szam, amelyre

a-b=|al-|b|-cos(a,b)L.

Ha adott két vektora 0, és b 0, valamint a két vektor altal meghatarozott sikban egy v

vektor, akkor igazolhato, hogy egyértelmiien 1éteznek olyan X és y valos szamok hogy

v=Xa+yb.

Mas szavakkal, a v vektor egyértelmiien felbonthat6 a-val és b-vel parhuzamos 6sszetevokre.

Hai és j két egymasra merdleges egységvektor (azaz i =1, j = 1) ugy, hogy i-t a j-be po-
zitiv iranyt 90°-os elforgatas viszi at, akkor i és j egy deré¢kszogli koordinata-rendszer két

alapvektora (bazisvektora).

A sik tetszéleges v vektora ekkor egyértelmiien allithat6 el6 a kdvetkezo alakban:
V= X.i J’- y.j’
ahol X és y valos szdmok. Az X és y szdmokat a v vektor derékszogli koordinata-rendszerbeli

koordinatainak nevezziik. Gyakran a v vektort azonositjuk is az (X; y) rendezett szdmparral.
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Igazolhato, hogy ha a v vektor koordinatéi (x; y), akkor a v pozitiv iranya 90°-os elforgatott-

janak koordinatai (- y; X).

Xj

90° Yi

xi

A vektorok koordinatas alakjaval a kovetkezd mdodon végezhetiink miiveleteket:
ha v=(X;y), w=(u; v), akkor vtw=(X+uUy+Vv),
V-w=(X-Uy-V),
v=_( X ), ( valds szam)

VW = X-U + Y+,

végiil v = JXP+y7.

A térbeli vektoroknak harom koordindtdja van a térbeli derékszogli koordinata-rendszerben,

ezekkel a miiveletek teljesen hasonldo mddon végezhetdk.
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. . *
Trigonometria

Hegyesszogek szogfiiggvényeit a kovetkez6 modon értelmezziik. Ha adott az a, b befogdjt és
c atfogdju derékszoglh haromszdg, amelyben az a befogdval szemkdzti szog (0 90°),

akkor

X a b a b
sinoo=—, cosa=—, tgo=—, ctgo=—. b
C c b a

a

Altaldnosan, tetszdleges forgasszog esetén ha  a megadott forgasszog, akkor jeldlje e az i
egységvektor -val torténd elforgatottjat. Az szog ivmértékét is jeldlje , ekkor e koordina-

tai: e (cos ;sin ).

A

i

Hacos  0,azaz  90° +k-180° (k Z),akkor tgor=—r2

, ha pedig sin 0, azaz

cos
cos
n-180°, (n Z), akkor ctgor=—.
sino
Néhany alapazonossag a szogfiiggvények korében:
sino - cos’o =1,
sin(- o)=- sina, cos(- o)=cosa,
T T
——OC) cosol, cos| — a\-smoc
2 2
sin(r - 0() sinol, cos(m- o)=- cosa,
sin(o- 2n)=sina, cos(o- 2m)=cosa,

" 10. évfolyam 9. modulja, 10. évfolyam 12. modulja, 11. évfolyam 8. modulja, 11. évfolyam 9. modulja

(1009, 1012, 1108, 1109)
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tg(o- m)=tgol, ctg(o- m)=ctgo,

, ha mindkét oldalnak van értelme.

ctgoc:L, tgo =
tgol ctgol

A nevezetes szogek szogfiiggvényértékei a kovetkezok:

sin cos tg ctg
1 3 1
30° = — -
2 2 V3 V3
45° ﬁ Q 1 1
2 2
NE) 1 1
60° — = -
2 2 V3 V3

A szinusztétel azt mondja ki, hogy egy haromszdgben két oldal aranya megegyezik az olda-

sin O
sinf

lakkal szemkozti szogek szinuszénak aranyaval: — =

A koszinusztétel a kovetkezé: ¢’ =a’+b*-2abcosy,

ahol a jelolések az abrardl leolvashatok.
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. r . *
Koordinatageometria

Ha a derékszogii koordinata-rendszerben adott két pont: A(a;; a;) és B(by; b,), akkor a két

pontot Osszek6td AB vektor koordinatai: (b; — a;; b, — @;). Az AB vektor abszolutértéke,

vagyis a két pont tavolsaga: ‘ﬁ‘ = \/ (b, —a,)* +(b, —a,) .

a,+b, a,+b
Az AB szakasz felezépontjanak koordinatai: F( : 5 L, 2 5 2 )

2a,+b, 2a,+b
Az AB szakasz A-hoz kdzelebbi harmadolopontja: H( 13 L. 23 2 J

A

Ha A(ai; a2), B(by; by), C(ci; ¢y) egy haromszég harom csticspontja, akkor a haromszog

siilypontjénak koordinatsi: S (al * 21 TG4 22 +c5 )
)

C

Ha adott egy egyenes egy tetszéleges Po(Xo; Yo) pontja, és az egyenessel parhuzamos v(Vvy; V,)
nem nullvektor (vagyis az egyenes egy iranyvektora), akkor az egyenes egyenlete:

Va(X = Xo) — Vi(y — Yo) = 0.

"1 évfolyam 6. modulja, 11. évfolyam 7. modulja (1106, 1107)
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Ha adott az egyenes egy tetszoleges Po(Xo; Yo) pontja, €s az egyenesre merdleges n(A; B) nem
nullvektor (az utobbit az egyenes egy normalvektoranak nevezziik), akkor az egyenes
egyenlete:

A(X = Xo) T B(y —Yo) = 0.

Az egyenes egyenletének kovetkezo alakja is ismert: y = mx + b,
ahol m az egyenes meredeksége, vagy masképp iranytangense,
tg =m, ahol a az egyenesnek az y tengely pozitiv felével bezart

szoge (o0 #90°). A(

-y

Két egyenes parhuzamos, ha egyenletiikben az irdnytangens megegyezik, illetve iranyvekto-

raik (normalvektoraik) parhuzamosak. Két egyenes merdleges egymasra, ha egyik irdnytan-

gense sem 0, és ha a két irdnytangens m; és m,, akkor m, =——, illetve irdnyvektoraik
m2

(normalvektoraik) merélegesek.

Ha egy kor kozéppontja O(u; V), sugara r 0, akkor a kor
egyenlete igy irhat6:

(x—uf +(y-v) =r%

Ha a kor kdzéppontja az origo, sugara r 0, akkor egyenlete: X* + Yy’ =r7, és a kor egy tet-
sz6leges (Xo; Yo) pontjahoz huzott érintd egyenlete: X, - X+ Y, y=r".
Ha a kor kézéppontja az O(u;v ) pont, akkor a kor egy tetszdleges (Xo; Yo) pontjahoz huzott

érintdk egyenlete: (x—u)- (XO —u)+(y—-v)- (y0 —v)=r?,
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oo r r | 4 *
Tertletszamitas

am_, absi
Haromszog tertilete: f= My _absmy.
2 2
Négyszogek teriilete:
paralelogramma t=am, =absino Mq b
@) N

a

C
, a-c¢ d k \p
trapéz t=——m / \
2 m
.

a
A
deltoid t= ﬂ f
2 a b
-

Kor és részei:

kor kertlete: k=2rn

kor tertilete: t=rn

-
korcikk teriilete: t= % r’a (o radian)

" 12. évfolyam 3. modulja (1203)
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~ [m>>

korszelet terillete:  t= %[rzoc —h(r-m)],

&/

ahol h a korszeletet hatarold har hossza, m a korszelet magassaga, és  a korszelethez tartozo

kodzépponti szog (radianban mérve).
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. . r r 144 r r r r *
Statisztika, valoszinuségszamitas

A statisztikdban alapsokasagnak vagy adatsokasagnak nevezik a vizsgalat targyat képezo
adatok (egyedek) Osszességét. Ezek tulajdonsagara egy résziik, az tigynevezett minta alapjan
kovetkeztetiink. A mintat a sokasagbol altalaban véletlenszertien vélasztjuk ki.

Ha egy olyan kisérletet, amelyben azt vizsgaljuk, hogy egy A esemény bekovetkezik vagy

nem, N-szer megismételiink, és az A esemény az n koziil k esetben bekovetkezik, akkor k-t az

k
A esemény gyakorisaganak, —-et az A esemény relativ gyakorisaganak nevezzik (kK n).
n

Ha a;, ay, ..., ax valos szdmok, akkor az a; szdmoknak az m; stlyokra vonatkoz6 sulyozott
szamtani kozepe (vagyis az a; szam m;-szer, az a, szam M,-szor stb. fordul elé a mintdban):
ma, - m,a, - .- ma,
m +m, +..+m,

Példaul egy 30 f0s osztaly év végi matematika osztalyzatai 4 darab 5, 6 darab 4, 10 darab 3, 8
darab 2 és 2 darab 1, akkor az osztalyatlag matematikabol az 5, 4, 3, 2, 1 szamoknak a rendre
4, 6, 10, 8, 2 sulyokkal vett sulyozott szamtani kdzepe:
4-5-6-4-10-3-8-2-2-1
4-6-10- 8- 2

=3,07.

Ezt az adathalmazt szemléltethetjiik oszlopdiagramon vagy kordiagramon is:

e )

10

[= | *

1 2 3 4 5

Egy adatsokasdg medidnja a nagysag szerint rendezett adatok koziil a kozépso, vagy ha paros
szamu adat van, akkor a két k6zépsd adat szamtani kozepe.

Példaul az el6z6 példaban a median 3.

"9, évfolyam 18. modulja, 10. évfolyam 11. modulja, 10. évfolyam 13. modulja, 11. évfolyam 1. modulja,
12. évfolyam 6. modulja (0918, 1011, 1013, 1101, 1206)
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Egy adatsokasag médusza a leggyakrabban el6fordul6 adat, ha tobb ilyen van, akkor azokat is
modusznak (vagy a moduszok halmazéanak) nevezziik.

Példaul a 30 {6s osztadly matematika jegyeirdl sz6l6 példaban a moédusz 3.

Az X1, X2, ..., Xn mintanak egy a szamtol valo atlagos abszolit eltérése a kovetkezo szam:

X, —a|+|x, —a|+..+|x, -4
- :

A minta szérasnégyzete: S’ = % [(Xl —;)2 +..+ (Xn —;)2 ],

- 1 . . : .
ahol X=—(X, + X, +...+ X,) az atlag, s pedig a minta szdrasa.
n

A valbszinliségszamitasban egy kisérlet kimeneteleinek halmazat eseménytérnek nevezziik.
Elemi eseményrol besz¢liink, ha az esemény tovabb mar nem bonthato (az eseménytér egy-
elemt részhalmaza).

Példaul ha egy kockat feldobunk, az elemi események halmaza: {1; 2; 3, 4; 5; 6}, és esemény
lehet az, hogy parosat dobunk, vagyis {2, 4, 6}. Az eseménytér barmely részhalmaza lehet

esemény.

Biztos esemény, amely az eseménytér 6sszes elemébdl épiil fel, mindig bekdvetkezik. A lehe-

tetlen esemény az iires halmaz, soha nem kovetkezik be.

A kisérlet 6sszes lehetséges kimenetele teljes eseményrendszert alkot, ha egymast kizarjak,
azaz semelyik kettd nem kovetkezhet be egyszerre, de valamelyik biztosan bekdvetkezik (6sz-

szeglik a biztos esemény).

Egy esemény valosziniiségét axiomakkal lehet pontosan definialni. Megmutathatd, hogy az A
esemény valoszintlisége, jelolése P(A), az esemény relativ gyakorisaga koriil ingadozik.
Ha az elemi események szama véges és valdszinliségiik egyenld, tovabba teljes eseményrend-

kedvez6 esetek szama

szert alkotnak, akkor P(A)=—: -
0Ssszes eset szama

(ez a kiszamitasi mod Laplace képlete).

A biztos esemény valdsziniisége 1, a lehetetlen esemény valdésziniisége 0.
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A valésziniliség értéke egyszeriien meghatarozhat6 olyan esetekben, amikor szimmetria meg-
fontolasokkal is kovetkeztethetiink.
Példaul egy szabdlyos dobdkockat feldobva feltételezziik, hogy a dobas eredményeként

ugyanolyan valoszintiséggel kapjuk a kocka barmelyik lapjat, azaz az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok

. . . . . 1
mindegyikét ugyanolyan valoszinliséggel dobhatjuk, tehat mindegyik dobas valdsziniisége e

) . . 1
A kockadobassal mindegyik elemi esemény valoszintisége P Egy Osszetett esemény, példa-

ul hogy primszamot dobunk, felbonthaté elemi események Osszegére: 2-t, 3-at, 5-6t dobunk,

ennek alapjan ezen Osszetett esemény valoszintisége a kapott elemi események valoszinlisé-

. , 3
gének Osszege: 3 =

| —

Masik példank annak a valdszinliségnek a meghatarozasa, hogy egy szabalyos dobokockat

ismételten feldobva, el6szor a harmadik dobasra dobunk 6-ost. Ezt ugy szamolhatjuk ki, hogy

0sszeszorozzuk annak a valoszinliségét, hogy az elsé dobas eredménye nem 6-o0s: e a ma-
. , . 5, . . . 1 .
sodik dobés eredménye sem 6-o0s: e ¢s a harmadik dobdas eredménye 6-os: P tehat a keresett

r 4 144 /4 5
valoszinlis€ég: — —-—

Az a tény, hogy a szabalyos dobokockat feldobva é a valoszintisége, hogy 6-ost dobunk, azt

fejezi ki, hogy a kockat sokszor, példaul 300-szor feldobva a dobasok kozt koriilbeliil é rész,
azaz 50 lesz a 6-osok szama. A kisérlet elvégzésekor a 6-os dobédsok gyakorisaga kozel lesz

50-hez, a relativ gyakorisag jo kozelitéssel 1 lesz.
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Példaul tegyiik fel, hogy egy dobozban 30 golyd van, ebbdl 10 piros, és 20 fehér. Mennyi a
valoszinlisége, hogy egy golyot véletlenszertien kihtizva, piros golyot kapunk? Feltehetjiik,
hogy minden golyd huzasanak ugyanannyi a valoszinlisége, ezért a keresett valdszinliség

10 _1

30 3°

Visszatevéses mintavétel esetével akkor talalkozunk, amikor valamely kivalasztas valoszini-
ségét ugy akarjuk meghatarozni, hogy a kivalasztas utan a mintadarabot visszatessziik a tobbi
kozé.

Tekintsiik azokat a kisérleteket, amelyeknek csak két kimenetele lehet (,,A” vagy ,,nem A”),
¢s az A esemény bekdvetkezésének valdszinlisége p (ekkor ,,nem A” bekovetkezésének valo-
szintisége 1 — p). Az ilyen kisérletekben annak a valosziniisége, hogy n fiiggetlen kisérletbdl
az A esemény pontosan K-szor kovetkezik be:

n
P (A esemény k-szor kovetkezik be) = (k )pk (1- p)nfk )
)

Visszatevéses mintavétel esetén egy esemény bekdvetkezése a fenti 6sszefiiggéssel, az un.

binomialis eloszlassal hatirozhaté meg.

Az el6z6 példahoz visszatérve, ha a kihtzott golyot visszatessziik, és a golyokat elkeverve

ujra megismételjiik a kisérletet (a visszatevéses mintavétel esete all fenn), nyilvan ujrag va-

. 2 )
16szinliséggel huzunk piros golyot és 3 valoszinliséggel nem pirosat. Ha azt kérdezziik, hogy

12-szer megismételve a kisérletet mennyi a valoszintisége annak, hogy 7-szer pirosat huzunk,

7 5 ', 5
(7 (22022 e
3 3 7!-51-3

akkor a valasz:





