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FONTOSABB JELÖLÉSEK

Az A pont és az e egyenes távolsága: d(A; e) vagy Ae
vagy 

Az A és B pont távolsága: AB vagy vagy d(A; B)

Az A és B pont összekötõ egyenese: e(A; B) 

Az f1 és f2 egyenesek szöge: vagy 

A B csúcspontú szög, melynek egyik szárán az A, 
másik szárán a C pont található: 

A C csúcspontú szög: 

Szög jelölése: 

Az A, B és C csúcsokkal rendelkezõ háromszög: 

Az ABC9 területe: T(ABC) vagy TABC

Az a, b és c oldalú háromszög fél kerülete: 

A derékszög jele: *

Az e egyenes merõleges az f egyenesre: 

Az e egyenes párhuzamos az f egyenessel: 

Egybevágóság: ,; 

A hasonlóság aránya: m

Az A pontból a B pontba mutató vektor: 

A v vektor: v vagy v vagy 

Egyenlõ, nem egyenlõ: ; 

Azonosan egyenlõ: ;

Közelítõleg egyenlõ: ; ; 

Kisebb, kisebb vagy egyenlõ: <, #; 2 < 3, 5 # x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenlõ: >, $; 6 > 4, 
a $ 2

A természetes számok halmaza: N; {0; 1; 2; …}

Az egész számok halmaza: Z
{…; –2; –1; 0; 1; 2; …}

A pozitív, a negatív egész számok halmaza: 
Z+, Z– {1; 2; 3; …}, {–1; –2; –3; …}

A racionális, az irracionális számok halmaza: Q, Q* 

A pozitív, a negatív racionális számok halmaza: Q+, Q–

A valós számok halmaza: R

A pozitív, a negatív valós számok halmaza: R+, R–

Eleme, nem eleme a halmaznak: !, "; , 

Részhalmaz, valódi részhalmaz: 3, 1; , 

Nem részhalmaza a halmaznak: j; 

Halmazok uniója, metszete: ,, +; 

Halmazok különbsége: \; A \ B

Üres halmaz: Q, {}

Az A halmaz komplementere: 

Az A halmaz elemszáma: ; 

Zárt intervallum: [a; b]

Balról zárt, jobbról nyílt intervallum: [a; b[

Balról nyílt, jobbról zárt intervallum: ]a; b]

Nyílt intervallum: ]a; b[

Az x szám abszolút értéke: ; 

Az x szám egész része, tört része: [x], {x}; [2,3] = 2, 
{2,3} = 0,3

Az a osztója b-nek, b többszöröse a-nak: ; 

Az a és b legnagyobb közös osztója: (a, b); (4, 6) = 2

Az a és b legkisebb közös többszöröse: [a, b]; 
[4, 6] = 12

Az f függvény hozzárendelési szabálya: 
; 

; 

Az f függvény helyettesítési értéke az x0 helyen: 
; (5), 5f xha 0 =( )f x0

f x x2 3= +] gf x y=] g

: 2 3f x x7 +:f x f x7 ] g

2 8a b

, 3,13 1 =-x

0;1; 2 3=" ,A

A

,A B A B, +

Z Q1 +Y

N Q1A R3

2 Zg- +N5 !

8,54 8,5.2,3a ..

5a b /+/

2, 5a b !=,!=

v"

AB

OABC A B C,O l l l

e f<

e f=

s a b c
2= + +

ABC9

, , , fa b c

CB

ABCB

( ; )f f1 2 B( ; )f f1 2B

AB

Ae



I. HALMAZOK,
KOMBINATORIKA

1. VEGYES KOMBINATORIKAI FELADATOK

Adott 9 külsõre egyforma érme. Az érmék közül az egyik hamis, tömege könnyebb a többinél.
Rendelkezésünkre áll egy kétkarú mérleg, mellyel összehasonlításokat tudunk végezni. 
K2 a) Legkevesebb hány mérésbõl lehet biztosan megtalálni a hamis érmét?
E1 b) Legkevesebb hány mérésre van szükség akkor, ha a hamis érme tömegérõl csak azt tud-

juk, hogy eltér a többiétõl? (Tehát nem ismert, hogy könnyebb vagy nehezebb, mint a
többi.) 

Megoldás

Sorszámozzuk az érméket 1, 2, 3, …, 9-cel. 
a) Bármelyik érme könnyebb lehet a többinél, így a hamis érmére kezdetben 9 lehetõség adó-

dik. Egy mérésnek háromféle kimenetele lehet (a mérleg balra vagy jobbra billen ki, illetve
egyensúlyban marad), így 1 méréssel legfeljebb 3, 2 méréssel legfeljebb 3 ⋅ 3 = 9 lehetõséget
tudunk megkülönböztetni. Vagyis 2 mérésre biztosan szükség van.

Ha 3 érme között egy könnyebb van, akkor ezt egyetlen méréssel meg tudjuk határozni.
Ugyanis felteszünk egy-egy érmét a mérlegre. Ha ez kibillen, megtudjuk, melyik érme a köny-
nyebb; míg ha egyensúlyban marad, a mérlegre fel nem tett harmadik érme a hamis.

Így célszerû három darab hármas csoportra osztani az érméket (ez az ún. harmadolá-
sos technika), s az elsõ mérésként két csoportot összehasonlítani. Ha az {1; 2; 3} és 
{4; 5; 6} érmék összehasonlításakor a mérleg kibillen jobbra (ezt a továbbiakban így jelöljük: 
{1; 2; 3} < {4; 5; 6}), akkor a könnyebb érme az {1, 2, 3} között található. Ha balra billen,
akkor a {4, 5, 6} között van; míg ha egyensúlyban marad, akkor a {7; 8; 9} között. Most már
csak három érme közül kell kiválasztani az egy könnyebbet, s ehhez elég egy további mérés,
mint fentebb láttuk.

b) Kezdetben 18 eset lehetséges (minden érme kétféle lehet, könnyebb vagy nehezebb, mint a
többi), 3 méréssel 33 = 27 lehetõséget tudunk megkülönböztetni. Elvileg 3 mérés elegendõ.
Az elsõ mérést úgy kell megtervezni, hogy a következõ két méréssel legfeljebb 9 eset szétvá-
lasztását végezzük el.

Ha az elsõ méréskor 2-2 érmét hasonlítunk össze, akkor egyensúly esetén a maradék 
5 érme lehet könnyebb vagy nehezebb, mint a többi. Ez 10 eset, 2 mérés a befejezéshez ál-
talában nem elegendõ.

Ha az elsõ méréskor 3-3 érmét hasonlítunk össze, akkor egyensúly esetén a maradék 
3 érme lehet könnyebb vagy nehezebb, mint a többi. Ez 6 eset, 2 további mérés elegendõ
lehet. Ha pedig a mérleg kibillen, akkor szintén 6 esetet kell tovább vizsgálni (a 3 érme mind-
egyike lehet könnyebb vagy nehezebb, mint a többi).

Ha az elsõ méréskor 4-4 érmét hasonlítunk össze, akkor egyensúly esetén 2 eset marad,
ha a mérleg kibillen, akkor pedig 8. Elvileg 2 méréssel befejezhetjük az eljárást, de kényel-
mesebb a 3–3 kezdõmérés, mert ekkor kevesebb eset megkülönböztetésére van szükség.

Legyen az (1) kezdõmérés {1; 2; 3} és {4; 5; 6} összehasonlítása.
Ha (1): {1; 2; 3 } < {4; 5; 6}, akkor a 6 lehetséges eset: 1, 2, 3 könnyebb vagy 4, 5, 6

nehezebb. Alkalmazzuk az ún. átpakolási technikát, legyen (2): {1; 5} és {2; 4} összehason-
lítása. (1, 4 helyben maradt; 2, 5 átkerült; 3, 6 lekerült a mérlegrõl.) Ha most

(2a): {1; 5} < {2; 4}, akkor 1 könnyebb, vagy 4 nehezebb;
(2b): {1; 5} > {2; 4}, akkor 2 könnyebb, vagy 5 nehezebb;

5

1. 
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2. E1

3. K2

(2c): {1; 5} = {2; 4}, akkor 3 könnyebb, vagy 6 nehezebb.
Mindhárom esetben elég egyetlen további mérés.

Ha (1): {1; 2; 3 } > {4; 5; 6}, akkor a szimmetrikus helyzet az elõzõhöz hasonlóan tárgyalható.
Ha pedig (1): {1; 2; 3} = {4; 5; 6}, akkor 7, 8, 9 valamelyike lehet könnyebb vagy nehezebb, mint

a többi érme. Egy lehetséges folytatás például (2): 7 és 8 összehasonlítása. Ez a mérés harmadolja az ese-
teket; egy további mérés elegendõ. 

Megjegyzés: Elég nagy szabadsági fokkal dolgoztunk. Az „igazi” kérdés 9 helyett 13 érme vizsgálata.
Ekkor a 26 lehetõség elvileg 3 méréssel szétválasztható; kérdés, hogy ez technikailag megoldható-e.

Anna és Béla barkochba játékukat kissé módosítják. Anna gondol egy 16-nál nem nagyobb pozitív egész
számra, Béla pedig a lehetõ legkevesebb eldöntendõ kérdéssel megpróbálja a számot kitalálni. („Rákér-
deznie” már nem kell.) Most azonban Béla csak elõre rögzített kérdéseket tehet fel, az egyes válaszok ered-
ményétõl függetlenül. Azaz például leír egy papírra néhány kérdést, majd Anna ezekre sorban válaszol, s a
válaszok meghallgatása után kell Bélának kitalálnia a gondolt számot. Legkevesebb hány kérdésre van szük-
sége ehhez?

Megoldás

Ha Béla a klasszikus feladatban „A gondolt szám nagyobb, mint 8?” elsõ kérdésre „nem” választ kapott,
akkor az 5, 6, 7, 8 számokkal folytatta a kérdezést; míg ha az elsõ kérdésre a válasz „igen” volt, akkor a 13,
14, 15, 16 számokkal. De a két kérdés akár össze is kombinálható, vagyis egyszerre feltehetõ az 5, 6, 7, 8,
13, 14, 15, 16 kérdéssel. Az alábbi táblázat mutatja, hogy ezt az ötletet a további kérdésekre alkalmazva 4
kérdés most is elegendõ.

A kérdéseket (1)–(4) jelöli. Minden kérdéssel az 1–16 számok egy részhalmazára kérdezünk rá; az egyes
kérdéseknél x jelet írtunk annak a számnak az oszlopába, amelyik az éppen kérdezett halmazba tartozik.

Például ha egy konkrét játékban Béla a négy kérdésére rendre az „igen, nem, igen, nem” válaszokat
kapta, akkor a gondolt szám az (1) és (3) részhalmazokban található; ez a szám pedig a 11.

Tekintsük a következõ 5×5-ös méretû számtáblázatot!
Válasszunk ki minden sorból és minden oszlopból egy-egy számot (összesen ötöt)
úgy, hogy a számok összege a lehetõ 
a) legkisebb; 
b) legnagyobb 
legyen!

Megoldás

A kiválasztott számok összege mindig ugyanannyi. 

Elsõ bizonyítás: Az egyes sorokban, illetve oszlopokban lévõ szomszédos számok különb-
sége megegyezik. Ezért ha az ábra szerinti A és B mezõk szerepelnek egy kiválasztásban, akkor
helyettük az A’ és B’ mezõket is választhatjuk. 

A + B = A’ + B’, az öt szám összege nem változott. Hasonló mozgatásokkal pedig bárme-
lyik számötösbõl bármelyikbe eljuthatunk.

Második bizonyítás: Szorozzunk meg minden számot 2-vel!
A kiválasztott számötösök nagyságrendi viszonyai nem változtak. Most bárme-

lyik öt lehetséges számot választjuk, a tízesek helyiértékén 1, 2, 3, 4; az egyesek he-
lyiértékén pedig 0, 2, 4, 6, 8 fog szerepelni. A számok összege tehát állandó.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

(1) x x x x x x x x

(2) x x x x x x x x

(3) x x x x x x x x

(4) x x x x x x x x

1

6

11

16

12

17

13

18

14

1915

20 21 22 23 24

10

2 3

7 8

4

95

0

A A’

B’ B 0 2 4 6 8

10 12 14 16 18

20 22 24 26 28

30 32 34 36 38

40 42 44 46 48



7

1. VEGYES KOMBINATORIKAI FELADATOK

Harmadik bizonyítás: A számokat írjuk fel 5-ös számrendszerbeli alakjukban!
Most is igaz, hogy az öt szám kiválasztásakor mind a két helyiértéken mind az öt

számjegy szerepelni fog.

Mivel egyenlõ az 1, 2, ..., 1000 számok számjegyeinek összege?

Megoldás

A párbaállítás módszerét alkalmazzuk. 1 + 998 = 999; 2 + 997 = 999, … , 499 + 500 = 999.
A számok összeadásakor nincs átvitel, így a számpárok számjegyeinek összege mindig 27. A tel-
jes összeg 499 ⋅ 27 + 27 + 1 = 13 501. 

A bergengóciai Sárkánynak 77 feje van, a Királyfinak pedig olyan Varázskardja, amellyel egy csa-
pásra 7, 9 vagy 13 fejét tudja levágni a Sárkánynak. Igen ám, de az elsõ esetben a Sárkánynak
13 új feje nõ ki, a másodikban 18, a harmadik esetben pedig 10. Ha a Sárkány összes feje le-
hullott, nem nõ ki több. Le tudja-e gyõzni a Királyfi a Sárkányt? 

Megoldás

A fejek számának változása vágásonként +6, +9, –3. Látható, hogy a Sárkány fejei számának 
3-as maradéka állandó. Kezdetben 2 volt a maradék, s ez az egész küzdelem alatt megmarad. 
A Királyfi akkor tudná legyõzni a Sárkányt, ha annak az utolsó vágás elõtt 7, 9 vagy 13 feje lenne;
ezek a számok azonban 3-mal osztva rendre 1, 0, 1 maradékot adnak. A Királyfi nem gyõzhet.

Két kupacban érmék vannak, az egyikben 6, a másikban 7 darab. Anna és Béla felváltva vehet
el valamelyik (de csak az egyik) kupacból tetszõleges számú, de legalább 1 érmét. Az a játékos
nyer, aki az utolsó érmét elveszi. 
a) Hogyan játsszon Anna?
b) Hogyan játsszon Anna, ha kezdéskor három kupacban rendre 1, 2, 3 érme van?

Megoldás

a) Annának szimmetrikus állásokra kell törekednie. A szimmetriát Béla saját lépésével elrontja,
Anna pedig ismét elõállítja. A végállapot szimmetrikus (0, 0), így Anna nyer.

b) Béla állíthatja elõ a szimmetriát, neki van nyerõ stratégiája.
Ha Anna valamelyik kupacot megszünteti, Béla a másik kettõt szimmetrikusra állítja. Bármi-

lyen más lépésével Anna két szimmetrikus kupacot hoz létre, ezért Bélának elég elvennie a har-
madik kupacot.

A 8×8-as sakktábla bal alsó sarkában egy bástya áll. Bejárható-e a sakktábla (bástyalépésekkel) úgy,
hogy a bástya minden mezõt pontosan egyszer érint, s a jobb felsõ sarokban ér véget az útja? 

Megoldás

Lépései során a bástya felváltva érint fekete és fehér mezõket. Tegyük fel, hogy a bal alsó mezõ
fekete. Mivel fekete mezõrõl indul a bástya, és 63 mezõn kell áthaladnia, ezért útja csak fehér
mezõn végzõdhet. A jobb felsõ sarok fekete, így a bejárás nem lehetséges.

Egy 3×3×3-as kockát az oldallapokkal párhuzamos síkokkal 27 darab egybevágó kis kockára
vágtunk. Elvehetjük-e ezeket a kis kockákat sorban egymás után úgy, hogy mindegyik elvett kocka
az elõzõvel lapszomszédos, s a „hámozás” végén a középsõ kis kocka megmarad?

Megoldás

A hámozás nem valósítható meg. A kis kockákat „sakktáblaszerûen” feketére és fehérre színez-
zük úgy, hogy például a sarokkockák feketék legyenek. Ekkor 14 darab fekete és 12 darab fehér
kockából áll a burok; a hámozás során pedig felváltva veszünk el fekete és fehér kis kockákat.

0 1 2 3 4

10 11 12 13 14

20 21 22 23 24

30 31 32 33 34

40 41 42 43 44
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8. E1



8

I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Az x = 123 456 789 876 544 szám 15 jegyû, és 56 pozitív osztója van. Szorozzuk össze ezeket az osztó-
kat; mit kapunk eredményül?

Megoldás

Ha d egy osztója x-nek, akkor egy társosztó, és . Így az 56 pozitív osztót 28 olyan osztópárra

bonthatjuk fel, melyek szorzata páronként x-et ad. Ezért az eredmény: x28.

2. A SKATULYA-ELV

35 ember együttes életkora 525 év. Igaz-e, hogy kiválasztható közülük 20 ember úgy, hogy életkoruk ösz-
szege legalább 300 év legyen?

Megoldás

Az emberek átlagéletkora = 15 év. Ha az összes ember 15 éves, akkor bármelyik 20 kiválasztása meg-

felelõ. Ha pedig az emberek között van 15 évnél fiatalabb, akkor van idõsebb is, így a 20 legidõsebb ember
életkorának összege több, mint 300 év.

Egy szabályos háromszög alakú céltábla oldala 1 méter. A céltáblát 10 lövés érte. Igazoljuk, hogy van két
olyan találat, amelyek 34 cm-nél közelebb vannak egymáshoz!

Megoldás

A szabályos háromszöget az ábrán látható módon 9 egybevágó, sza-
bályos részháromszögre bontjuk fel.

A skatulya-elv miatt van olyan részháromszög, amelyben van 
2 lövés. Mivel egy kis háromszög oldala 34 cm-nél kisebb, ezen két
lövés távolsága is kisebb, mint 34 cm.

Adott 9 általános helyzetû pont a síkon. (A pontok közül semelyik három nincs egy egyenesen.) Két egye-
nest húzunk úgy, hogy ezek a 9 pont egyikén sem mennek át. Tekintsük azokat a háromszögeket, amelyek
csúcsait az adott pontok közül választjuk ki. Bizonyítsuk be, hogy bárhogyan is húztuk a két egyenest, min-
dig lesz olyan háromszög, amelynek oldalait egyik egyenes sem metszi!

Megoldás

A két egyenes a síkot legfeljebb négy tartományra osztja. A skatulya-elv miatt lesz olyan tartomány, amelybe
(legalább) 3 pont kerül, s ennek a háromszögnek az egyenesek nem metszik az oldalait.

Az 1, 2, ..., 7 számok egy sorrendje a1, a2, ..., a7. Igazoljuk, hogy az S = (a1 – 1)(a2 – 2) ... (a7 – 7) szorzat páros!

Megoldás

Tegyük fel, hogy a szorzat – és így minden tényezõ – páratlan. Az 1., 3., 5. és 7. tényezõben a1, a3, a5 és
a7-nek párosnak kellene lennie, de csak három páros szám van.

A tovább már nem egyszerûsíthetõ alakú racionális szám tizedestört-alakjában legfeljebb milyen hosszú

lehet a periódus? (a, b pozitív egész számok)
b
a

35
525

d d x$ =d
d
x

=

9. E1
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2. K2

3. K2

4. K2
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Megoldás

Az osztás elvégzésekor vagy valamikor fellép a 0 maradék (ekkor a tizedestört véges lesz), vagy

az osztási maradékok rendre az 1, 2, 3, … , (b – 1) számok közül kerülnek ki. Ekkor a tizedes-
vesszõ leírása után legkésõbb a b. lépésben az osztási maradék ismétlõdni fog (skatulya-elv), és
innentõl kezdve a hányados számjegyei periodikusan ismétlõdnek. Vagyis a periódus hossza leg-
feljebb (b – 1) lehet.

Adott a síkon végtelen sok pont. Igazoljuk, hogy végtelen sok különbözõ távolság lép fel közöt-
tük!

Megoldás

Tegyük fel, hogy az egyik ponttól, A-tól, véges sok különbözõ távolságra helyezkedik el a többi
pont. Ez azt jelenti, hogy a pontok az A középpontú, koncentrikus körökön vannak, s ezen körök
száma véges. Ekkor a skatulya-elv miatt valamelyik körön lesz végtelen sok pont; ezek között
pedig már végtelen sok különbözõ távolság lép fel.

Hét teherautóval – melyek teherbírása egyenként 3 tonna – 50 darab követ szeretnénk elszállí-
tani. A kövek rendre 370, 372, 374, …, 468 kg súlyúak. El lehet-e egy fordulóval szállítani a kö-
veket?

Megoldás

Legalább egy teherautóra legalább 8 követ kell tenni. A 8 legkönnyebb kõ tömege 3016 kg; a kö-
veket nem lehet egy fordulóval elszállítani.

33 különbözõ pozitív egész szám összege 1087. Legalább hány páros szám van az összeadandók
között?

Megoldás

A 33 legkisebb páratlan szám összege 1 + 3 + 5 + … + 65 = 1089, tehát a számok között van
legalább egy páros. Mivel 32 páratlan és 1 páros szám összege páros, ezért az is igaz, hogy a szá-
mok között legalább két páros szám van. Ennyi elég is: az összegben két páratlan számot kicse-
rélünk náluk eggyel kisebb párosra.

Bergengóciában négy híres klub mûködik, jelöljük ezeket A, B, C és D-vel. Egy 9 fõs baráti tár-
saság tagjairól kiderül, hogy mind a négy klubnak éppen 7-7 közülük a tagja. Amikor ezt egyikük
meghallja, így szól: „Milyen érdekes! Akkor biztosan van közöttünk olyan, aki tagja mind a négy
klubnak!”

Vajon igaza van?

Megoldás

Jelöljük az embereket a1, a2, a3, … , a9 módon, s hogy ki melyik klubnak
a tagja, azt például egy táblázattal adhatjuk meg.

Az A, B, C, D sorokban az egyes ai személyeknél x-et írunk, ha ai tagja
a klubnak, 0-t pedig, ha nem tag. Például a1 tagja az A klubnak, de a1
nem tagja C-nek.

A feladat feltétele alapján a táblázatban 28 darab x szerepel, s kérdés,
hogy van-e olyan oszlop, amelyben 4 darab x van. Ez pedig a skatulya-
elv miatt nyilvánvaló: ha minden oszlopban csak 3 darab x lenne, akkor
összesen csak 9 ⋅ 3 = 27 darab x lenne táblázatban.

A klubtagnak igaza van.

Bizonyítsuk be, hogy ha az 1, 2, …, 2n számokból kiválasztunk (n + 1) darabot, akkor ezek kö-
zött lesz kettõ, melyek relatív prímek!

Megoldás

A szomszédos számokból alkotott (1, 2), (3, 4), (5, 6), … , (2n – 1, 2n) n darab számpárból a ska-
tulya-elv miatt van olyan, amelynek mindkét elemét kiválasztottuk. Ez a két szám relatív prím. 
(A közös osztójuk a két szám különbségét is osztja.)

b
a

9

2. A SKATULYA-ELV

6. E1

7. K2

8. E1

9. E1

a1 a2 a3 … a9

A x x 0 0

B x 0 0 0

C 0 x 0 x

D 0 x 0 0

10. E1
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Egy kör alakú asztalon 2400 darab 1 cm sugarú golyó helyezkedik el. Igazoljuk, hogy legalább még egy
ugyanekkora golyó lerakható az asztalra a többi elmozdítása nélkül, ha az asztal sugara legalább 1 méter!

Megoldás

Felülnézetbõl vizsgáljuk az állást, ekkor a golyók 1 cm sugarú körlapokkal helyettesíthetõk. Akkor rakható
le a 2401. golyó, ha van olyan P pont az asztalon, amely minden golyó középpontjától legalább 2 cm-re
van, és P-nek az asztal szélétõl való távolsága nagyobb, mint 1 cm. (Az asztal széle zárt, a golyó nem lóg-
hat le.) Ekkor P lesz a 2401. golyó középpontja.

P számára a 100 cm sugarú asztalból egy 99 cm sugarú kör területe jöhet számításba: T = 992r. Min-
den golyó, ami már az asztalon van, egy 2 cm sugarú környi területet zár ki ebbõl, ezek területösszege leg-
rosszabb esetben (ha nincs köztük átfedés) t = 22 ⋅ r ⋅ 2400. Mivel t = 22 ⋅ r ⋅ 2400 < 992r = T, biztosan
van olyan P pont az asztalon, amire elhelyezhetjük a 2401. golyót.

Ha a golyók részben lelóghatnak az asztalról, akkor természetesen könyebben elhelyezhető a 2401.

3. SORBARENDEZÉSI ÉS KIVÁLASZTÁSI PROBLÉMÁK I.

Hányféleképpen rendezhetünk sorba egyforma méretû golyókat, ha az egyes színekbõl a darabszámuk
K2 a) 1 fehér, 1 piros, 1 zöld, 1 kék és 1 fekete;
K2 b) 1 fehér, 2 piros, 3 zöld, 4 kék és 5 fekete;
E1 c) 1 fehér, 1 piros, 1 zöld, 2 kék és 3 fekete; valamint további feltétel, hogy piros és fehér golyó ne
legyen egymás mellett?
(Az azonos színû golyók nem különböztethetõk meg.)

Megoldás

a) 5 különbözõ elem összes sorrendjérõl van szó: 5! = 120.

b) Ismétléses permutációkat számolunk össze: = 37 837 800.

c) A komplementer leszámolás módszerét alkalmazzuk. Összes eset: . Ha a piros és fehér golyó szom-

szédos, egyetlen objektumnak tekinthetõ, és felcserélhetõ: . A piros és fehér golyó nincs egy-

más mellett: esetben.

Az 1. lecke 4. példájában egy papírlapot kezdetben 3 részre vágunk, majd az így kapott darabok bárme-
lyikét további 3 vagy 5 részre vághattuk szét, és így tovább. Az eljárást folytatva hányféleképpen érhetjük
el, hogy 21 papírlapunk legyen? (Különbözõnek tekintünk két vágássorozatot, ha a 3-as vagy az 5-ös vágá-
sok sorrendje különbözik.)

Megoldás

Ha egy papírlapot 3 részre vágunk, akkor a papírdarabok száma 2-vel nõ; ha pedig 5 részre, akkor 4-gyel.
A papírlapok száma az elsõ vágás után 3. Innen a 21 darabszám úgy érhetõ el, ha 18-cal növeljük a da-
rabszámot.

1. eset: Négy darab 5-ös és egy 3-as vágást végzünk, ezt 5-féleképpen tehetjük meg. (4 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 = 
= 18.)

2. eset: Három 5-ös és három 3-as vágás kell: = 20 lehetõség. (Ismétléses permutáció: a 4, 4, 4,

2, 2, 2 elemeknek ennyi sorrendje van.)

3. eset: Két 5-ös és öt 3-as vágás: = 21 lehetõség.

4. eset: Egy 5-ös és hét 3-as vágás: 8 lehetõség.
5. eset: Kilenc 3-as vágás: 1 lehetõség.
Összesen 5 + 20 + 21 + 8 + 1 = 55 megfelelõ vágássorozat van.
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A 32 lapos magyar kártyacsomagból visszatevés nélkül húzunk lapokat. Hányféleképpen húzha-
tunk 
a) 3 ászt;
b) 3 pirosat;
c) 4 különbözõ figurát (figura az ász, király, felsõ, alsó);
d) 4 egyforma színt? 
Oldjuk meg a feladatokat abban az esetben is, ha a lapokat visszatevéssel húzzuk ki, azaz a húzás
után lejegyezzük, hogy mit húztunk, és a lapot visszatesszük a csomagba! (Mindkét esetben szá-
mít a kihúzott lapok sorrendje.)

Megoldás

a) Egy pakliban 4 ász van, ezért 4 ⋅ 3 ⋅ 2 = 24 a lehetõségek száma.
b) Egy pakliban 8 piros van, így a lehetõségek száma 8 ⋅ 7 ⋅ 6 = 336.
c) 16 figura van a csomagban. Az elsõ húzás 16-féle lehet; a második már csak 12 (az elõzõ figu-

rát nem húzhatjuk), a harmadik 8, a negyedik 4-féle. A szorzási szabály miatt 16 ⋅ 12 ⋅ 8 ⋅ 4 = 
= 6144 eset van.

d) Az elsõ lap bármi lehet, a következõ három pedig ugyanolyan színû kell, hogy legyen. A le-
hetõségek száma 32 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 5 = 6720.

Ha visszatevéssel húzunk, az esetek száma:
a) 43 = 64; 
b) 83 = 512; 
c) 16 ⋅ 12 ⋅ 8 ⋅ 4 = 6144 (nem számít, hogy visszatettük a kihúzott figurát, mert még egyszer nem

húzhatjuk ki);
d) 32 ⋅ 83 = 16 384.

Adott a síkon az A halmazban 3, a B halmazban 4 és a C halmazban 5 darab pont oly módon,
hogy semelyik három pont nincs egy egyenesen.
K1 a) Hány olyan háromszög van, amelynek három csúcsa rendre az A, B, C halmazok pontjai

közül kerül ki?
K2 b) És olyan hány van, amelynek két csúcsa az A halmazban, a harmadik pedig a B vagy C hal-

mazban van?

Megoldás

a) Az A halmazban lévõ pontok (3 lehetõség) bármelyikét összeköthetjük a B halmazban lévõ 
4 pont és a C halmazban lévõ 5 pont bármelyikével. A szorzási szabály miatt a háromszögek
száma 3 ⋅ 4 ⋅ 5 = 60.

b) Az A halmazból a két csúcsot 3-féleképpen választhatjuk ki (mindig az egyik pont marad ki).
Ehhez a két ponthoz a többi 4 + 5 = 9 pont bármelyikét választhatjuk. Eredmény: 3 ⋅ 9 = 27.

A 3-as számrendszerben hány 
a) legfeljebb 5 jegyû;
b) pontosan 5 jegyû
természetes szám van?

Megoldás

a) Az 100 0003 = 243 számnál kisebb természetes számok száma 243.
b) A legnagyobb helyiértéken 1 vagy 2 áll, a többi 4 számjegy 3-féle lehet, 0, 1 vagy 2. Ered-

mény: 2 ⋅ 34 = 162.

A számegyenes 0 pontjában áll egy bolha, amely minden másodpercben jobbra vagy balra ugrik
egy egységnyit. Hányféleképpen érkezhet meg a 6 koordinátájú pontba
K1 a) 6 másodperc alatt; K2 c) 20 másodperc alatt;
K2 b) 10 másodperc alatt; K2 d) 2009 másodperc alatt?

Megoldás

a) Minden lépést „jobbra” kell tennie; 1 lehetõség.
b) 8 lépést tesz jobbra és 2 lépést balra. Minden megfelelõ ugrássorozatot modellezhetünk egy

8 darab j és 2 darab b betûbõl álló szóval. A megfeleltetés kölcsönösen egyértelmû, így annyi
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ugrássorozat van, ahány sorrend készíthetõ a j, j, j, j, j, j, j, j, b, b betûkbõl. Eredmény: 

= 45.

c) 7-et ugrik balra és 13-at jobbra, tetszõleges sorrendben: = 77 520 lehetõség.

d) Ilyen ugrássorozat nincs. Páros koordinátájú pontba csak páros számú ugrás után érkezhet a bolha.

Hány szám készíthetõ az alábbi számjegyekbõl? (0-val nem kezdõdhet szám.) Ahol külön nem jelezzük, min-
den megadott számjegyet fel kell használni.
a) 0, 1, 1, 2, 3;
b) 0, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, és a szám 5-tel osztható;
c) 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, és a 3-as és a 4-es nem szomszédos számjegyek;
d) 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, és hétjegyû számot készítünk;
e) 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, és olyan hétjegyû számot készítünk, amelyben van 4-es.

Megoldás

a) Ha minden szám különbözõ lenne, 4 ⋅ 4! sorrendet kapnánk. (A 0 nem lehet az elsõ helyiértéken.) Mivel

van két egyforma elem, a sorrendek száma = 48.

b) Ha az utolsó helyiértéken 0 áll, akkor a sorrendek száma ; ha 5-ös áll, akkor . Összesen

lehetõség.

c) Összesen -féle szám készíthetõ. A rossz esetek azok, amikor a 3 és 4 szomszédos számjegyek. Te-

kintsük a két jegyet egyetlen objektumnak, és jelöljük x-szel. Ekkor a 0, 1, 1, 1, 2, 2, x, 5 elemekbõl kell

számokat készítenünk, ezt -féleképpen tehetjük meg. Arra kell még figyelni, hogy x kétféle lehet

( és különbözik), ezért a rossz esetek száma . Az összes lehetõségbõl kivonva a rossz ese-

teket, megkapjuk az eredményt: = = = = 21 000.

d) Ha 0 marad ki, ; ha 1-es marad ki, ; ha 2-es, akkor ; végül ha 3-as vagy 4-es, a

lehetõségek száma. Összesen = = 2940

szám készíthetõ.

e) Az elõzõ feladat alapján összesen 2940 darab hétjegyû szám készíthetõ, s ezek közül = 360 olyan

van, amelyben nincs 4-es. Ezek szerint 2940 – 360 = 2580 esetben lesz a számjegyek között 4-es.

Hányféleképpen lehet hat embert (A, B, C, D, E, F) egy kör alakú asztal köré leültetni? És ha további meg-
kötés, hogy A és B egymás mellé kerüljön? (Két ültetés nem különbözik, ha mindenkinek ugyanaz a jobb
és a bal szomszédja.)

Elsõ megoldás

A hat embernek 6! permutációja van. Mivel körben ülnek, ugyanazt a kört 6 sorozat is elõállítja, ezért a kü-

lönbözõ körök száma = 5! = 120.

Második megoldás

Válasszuk ki például A-t, így a kört megszakítottuk. A többi embert – A-hoz képest – 5!-féle sorrendben ülhet
le.

Ha A és B egymás mellett ül, akkor õket egy „objektumnak” tekintve = 4!-féle ültetési sorrend le-

hetséges. Mivel a szomszédságok szempontjából AB és BA különbözik, az eredmény 2 ⋅ 4! = 48.
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Hányféleképpen olvasható ki a DEBRECEN szó az alábbi két táblázatból, ha minden lépésben
jobbra vagy lefelé lehet haladni?

Megoldás

Az elsõ táblázatban a 7 lépés egymástól függetlenül 2-értékû lehet (jobbra vagy lefelé), így a ki-
olvasások száma 27 = 128.

A második táblázatban a 7 lépésbõl 4-et teszünk jobbra és 3-at le, tetszõleges sorrendben. Je-
löljük a jobbra lépéseket J, a lefelé történõ lépéseket L betûkkel, ekkor 4 darab J és 3 darab L betû

lehetséges sorrendjeinek számát kell meghatároznunk. Összesen: = 35 kiolvasás van.

Feldobunk egyszerre egy sárga, egy kék és egy zöld dobókockát. 
K2 a) Hányféle eredménye lehet a dobásnak?
K2 b) Hány esetben kaphatunk legalább egy hatost?
K2 c) Hány esetben lesz a dobott számok összege legalább 17?
K2 d) Hány esetben lesz a dobott számok összege páratlan?
K2 e) Hány esetben lesz a dobott számok szorzata páros?
K2 f) Hány esetben lesz a dobott számok szorzata 3-mal osztható?
E1 g) Hány esetben lesz a dobott számok között 5-ös és 6-os is?

Megoldás

a) Mindhárom dobókocka 6-féle értéket mutathat. Ezek egymástól függetlenek, ezért a szorzási
szabály alapján a dobásnak 6 ⋅ 6 ⋅ 6 = 216-féle eredménye lehet.

b) A komplementer leszámolás módszerét alkalmazzuk. Az összes lehetõség száma 216. A 6-os
nélküli dobások száma 5 ⋅ 5 ⋅ 5 = 125. „Összes – rossz = jó”: 216 – 125 = 91 esetben van a
dobott számok között 6-os.

c) Vagy minden dobás 6-os (1 eset), vagy két darab 6-ost és egy 5-öst dobunk (3 eset). Összesen
1 + 3 = 4 lehetõség. 

d) A piros és fehér dobás tetszõleges lehet: 6 ⋅ 6 = 36 eset. A zöld kockán – az elsõ két dobás
eredményétõl függõen – mindig 3-féle szám esetén lesz az összeg páratlan. Így 36 ⋅ 3 = 108
a megfelelõ esetek száma.

e) A komplementer leszámolás módszerét alkalmazzuk. Az összes lehetõség száma 216. Mind-
három kockán páratlan számot 3 ⋅ 3 ⋅ 3 = 27-féleképpen dobhatunk. A számok szorzata 
216 – 27 = 189 esetben lesz páros.

f) A komplementer leszámolás módszerét alkalmazzuk. A szorzat nem lesz 3-mal osztható, ha
egyik kockán sem dobunk 3-ast vagy 6-ost. A rossz esetek száma tehát 4 ⋅ 4 ⋅ 4 = 64. 
216 – 64 = 152 esetben osztható 3-mal a szorzat.

g) A szita-formulát alkalmazzuk. Nincs 5-ös: 53 = 125 lehetõség. Nincs 6-os: szintén 125 le-
hetõség. Az összes esetbõl kivonjuk azt, amikor nincs 5-ös, majd kivonjuk, amikor nincs 6-os:
216 – 125 – 125. De ekkor kétszer vontuk ki azokat az eseteket, amikor sem 5-öst, sem 6-ost
nem dobtunk; ezek számát tehát egyszer hozzá kell adni az összeghez. Nincs sem 5-ös, sem
6-os: 43 = 64 eset. Eredmény: 216 – 125 – 125 + 64 = 30.
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20 diák között szeretnénk 6 jutalomtárgyat kiosztani. Hányféleképpen tehetjük ezt meg, ha a tárgyak kü-
lönbözõk, és
K2 a) egy diák legfeljebb egy tárgyat kaphat;
K2 b) egy diák több tárgyat is kaphat;
K2 c) egy diák legfeljebb egy tárgyat kaphat, de egy elõre kijelölt diáknak ajándékot kell kapnia;
K2 d) egy diák legfeljebb egy tárgyat kaphat, de három elõre kijelölt diáknak ajándékot kell kapnia; 
E1 e) egy diák több tárgyat is kaphat, de nem kell minden ajándékot kiosztani?

Megoldás

a) Az elsõ tárgy 20, a második 19, … , a hatodik 15 tanulónak osztható ki. 
Összesen 20 ⋅ 19 ⋅ 18 ⋅ 17 ⋅ 16 ⋅ 15 = 27 907 200 a lehetséges kiosztások száma.

b) Mindegyik tárgy 20-féleképpen osztható ki, így 206 = 64 000 000 a lehetõségek száma.
c) A kijelölt diák 6-féle ajándékot kaphat. A maradék 5 tárgyat 19 ember között kell szétosztani. A szorzási

szabály miatt az eredmény 6 ⋅ 19 ⋅ 18 ⋅ 17 ⋅ 16 ⋅ 15 = 8 372 160.
d) 6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 17 ⋅ 16 ⋅ 15 = 489 600.
e) Most minden ajándékkal 21 „dolgot” tehetünk: vagy kiosztjuk a 20 diák valamelyikének, vagy egyálta-

lán nem osztjuk ki. A lehetõségek száma 216 = 85 766 121. (Azt is egy esetnek számítottuk, amikor
senki semmit nem kapott.)

4. SORBARENDEZÉSI ÉS KIVÁLASZTÁSI 
PROBLÉMÁK II.

Hány mérkõzést játszik 12 csapat összesen, ha mindegyik mindegyikkel játszik?

Megoldás

Bármely két csapat egy mérkõzést játszik, tehát a mérkõzések száma annyi, ahányféleképpen a 12 csapat-

ból 2-t kiválaszthatunk. A kiválasztás sorrendje nem számít, így az eredmény = 66.

Egy sakkegyesület játékosaiból négyfõs csapatot 210-féleképpen lehet kiállítani. Hány tagú az egyesület?

Megoldás

Ha n tagú az egyesület, akkor = 210; innen n = 10.

Hányféleképpen lehet egyforma méretû golyókat sorba rendezni, ha
a) 3 piros és 4 kék golyó adott;
b) 3 piros, 4 kék és 5 zöld golyó adott?

Megoldás

a) Úgy képzeljük, hogy a golyók számára adott hét rögzített hely. Ha ezek közül kiválasztunk a piros golyók

számára 3-at, akkor a 4 kék golyó helye egyértelmûen adódik. A 7 helybõl 3-at = 35-féleképpen

választhatunk ki. (A kiválasztás sorrendje nem számít.)

b) Hasonló okoskodással a piros golyók számára -féle, a kék golyók számára a maradék 9 helybõl 

-féle elhelyezés lehetséges, s ekkor az 5 zöld golyó helye egyértelmû. Eredmény: = 

= 27 720. (Ezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a golyókat más színsorrendben – például kék, piros, zöld
– helyezzük el.
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Az 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2 számjegyekbõl hány 7 jegyû számot készíthetünk? 

Megoldás

= 35 szám készíthetõ. A számjegyeket modellezhetjük az elõzõ a) feladat piros és kék go-

lyóival. 

Megjegyzés: Mint korábban már láttuk, a feladatot ismétléses permutáció alkalmazásával is meg-

oldhatjuk: .

Hozzuk egyszerûbb alakra a következõ kifejezéseket!

a) ;   b) ;   c) ;   d) ;   e) .

Megoldás

a) = 13 ⋅ 12 ⋅ 11 ⋅ 10 ⋅ 9.

b) .

c) = n!.

d) A közös nevezõ n!. (vagy ).

e) Egyszerûsíthetünk az (n + 2)! és (n – 1)! tényezõkkel: 

= = (n + 3)(n + 1)n.

Adott a síkon az A halmazban 6, a B halmazban 7 darab pont úgy, hogy semelyik három pont
nincs egy egyenesen. Hány olyan háromszög van, melynek legalább egyik csúcsa az A halmaz
pontjai közül kerül ki?

Elsõ megoldás

Olyan háromszög, melynek az A halmazban 1, a B halmazban 2 csúcsa van, = 126 darab

van. Az A halmazban 2 csúcsa = 105, az A halmazban 3 csúcsa pedig = 20 há-

romszögnek van. Összesen 126 + 105 + 20 = 251 megfelelõ háromszög van.

Második megoldás

A 6 + 7 = 13 pontból összesen = 286 háromszög készíthetõ. Ezek közül kihagyjuk azokat,

amelyek mindhárom csúcsa a B halmazból kerül ki. Összesen tehát = 286 – 35 = 251

megfelelõ háromszög van.

Hányféleképpen jöhetett létre egy 6 : 4 végeredményû teniszjátszma?

Megoldás

Ez a végeredmény csak 5:4-es állás után alakulhatott ki. Ha meghatározzuk, hogy az elsõ 9 já-
tékból melyik 4-et nyerte meg a késõbbi vesztes fél, akkor egyértelmûen megadtuk a játszmaso-

rozatot. Ez = 126-féleképpen történhetett.
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Egy kamionban 60 termék között 5% a selejtes. Az ellenõr 5 terméket választ ki. Hány esetben lesz a kivett
termékek között
a) 0 selejtes;    b) 1 selejtes;    c) 3 selejtes?

Megoldás

A termékek között összesen 3 selejtes van. 

a) Az 57 hibátlan termék közül választ ki 5-öt: = 4 187 106.

b) A 3 selejtes termék közül választ ki egyet, és az 57 hibátlan közül 4-et: = 1 185 030.

c) A 3 selejtes termék közül választ ki 3-at, és az 57 hibátlan közül 2-t: = 1596.

Hány ötjegyû szám van, amelynek számjegyei 
a) növekvõ;    b) csökkenõ
sorrendben következnek egymás után? (Egyenlõség nem lehet a számjegyek között.)

Megoldás

a) Az 1, 2, … , 9 számjegyek közül válasszunk ki ötöt! Minden kiválasztás egyúttal egyetlen növekvõ sor-

rendet is ad; ez = 126 lehetõség. (A 0-t nem választhattuk ki, mert 0-val nem kezdõdhet a szám.)

b) Most a 9, 8, … , 0 számjegyek közül választunk ki ötöt. Minden kiválasztás egyúttal egyetlen csökkenõ

sorrendet is meghatároz, ezért = 252 a lehetõségek száma.

Hányféleképpen olvasható ki a BALATONBOGLÁR szó az alábbi három táblázatból, ha minden lépésben
lefelé, jobbra vagy balra lehet haladni?
A b) feladatban egy, a c) feladatban két mezõ „tiltott”, ezeken nem haladhatunk át.
a) b) c)

Megoldás

a) Bármely kiolvasásnál 6 lépést kell jobbra és 6 lépést balra tenni. Ha a 12 lépésbõl kiválasztjuk a jobbra
történõket, akkor a teljes kiolvasást megadtuk. 12 lépésbõl 6-ot kiválasztani – az elemek sorrendjére való

tekintet nélkül – = 924-féleképpen lehet.

Egy lehetséges modell: a 6 darab J és 6 darab B betûbõl álló szavak számát határozzuk meg.
b) Az összes kiolvasásból ki kell hagynunk azokat, amelyek érintik O-t. A útvonalon 5 lépést teszünk,

3-at jobbra és 2-t balra; az útvonalat ezért -féleképpen tehetjük meg. Az útvonal 3 + 4 lépésbõl

áll, ez -féleképpen járható be. A teljes útvonal, a tiltott O mezõn áthaladva,

-féleképp tehetõ meg. A tiltott mezõt elkerülõ kiolvasások száma így = = 

= 574.
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c) Az összes kiolvasásból kivonjuk a tiltott O-n áthaladókat és a tiltott G mezõn áthaladókat. Ez

utóbbiak száma . Ekkor azonban kétszer vontuk ki azokat az utakat, ame-

lyek O-t és G-t is érintik. Ezek száma . 

Eredmény: = 924 – 350 – 378 + 180 = 376.
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4. SORBARENDEZÉSI ÉS KIVÁLASZTÁSI PROBLÉMÁK II.
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1. K2

2. E1

II. ALGEBRA 

5. IRRACIONÁLIS SZÁMOK

Becsüljük meg, hogy az alábbi racionális számok közül
a) melyik véges, és melyik végtelen, szakaszos tizedestört-alakú;
b) valamint hogy milyen hosszú lehet az ismétlõdõ szakasz a tizedestört-alakjukban!
c) A becslés után határozzuk meg a számok tizedestört-alakját! (Vigyázat: a zsebszámológép

nem mindig ír ki pontos értéket!)

A = ;  B = ;  C = ;  D = ;  E = ;  F = ;  G = ;   H = .

Megoldás

a) A és B tizedestört-alakja véges, mert 10-nek osztója 5, és 1000 osztható 8-cal. (Ha például a

B törtet 125-tel bõvítjük, akkor a törtet kapjuk, s ennek tizedestört-alakja nyilván

véges.) A többi törtrõl „kapásból” nem látni, hogy milyen típusú a tizedestört-alakja.

b) Az osztás elvégzésekor vagy valamikor fellép a 0 maradék (ekkor a tizedestört véges lesz),

vagy az osztási maradékok rendre az 1, 2, 3, … , (b – 1) számok közül kerülnek ki. Ekkor a ti-
zedesvesszõ leírása után legkésõbb a b. lépésben az osztási maradék ismétlõdni fog (skatulya-
elv), és innentõl kezdve a hányados számjegyei periodikusan ismétlõdnek. Vagyis a periódus
hossza legfeljebb (b – 1) lehet.

c) A = 58,6; B = 477,125; C = ; D = ; E = (a számológép a
25,15384615 hányadost írta ki); F = (a számológép által kiírt szám 25,30769231
(!)); G = 21; H = . (Ugyanaz a számológép most 0,117647058-at írt
ki, azaz nem kerekített (!). A forgalomban lévõ zsebszámológépek többsége szerencsére ke-
rekít, és 0,117647059-et ír ki.).

Adjuk meg a következõ számokat közönséges tört alakban!
a) A = ; b) B = ; c) C = ; d) D = ; e) E = .

Megoldás

a) 10A = . A két egyenlet kivonásából 9A = 1, A = .

b) 100B = . A két egyenlet kivonásából 99B = 12, B = .

c) 100C = ;  99C = 12,2;  C = = .

d) 1000D = ; 999D = 1233,33, D = = .

e) 10E = ; 9E = 18, E = 2 (!). (A véges racionális számok tizedestört-alakja nem egyér-
telmû.)

,19 9o
99 900
123 333

33 300
41111

=b l
,

999
1233 33,1234 56456

990
122

495
61

=b l
,

99
12 2,12 323

99
12

33
4

=b l,12 12

,1 1o 9
1

,0 1176470588235294
,25 307692

,25 153846,60 083o,205 6o

b
a

1000
3817 125$

0,1o ,0 12 ,0 123 ,1 23456 ,1 9o

17
2

119
2499

13
329

13
327

12
721

3
617

8
3817

5
293



20

II. ALGEBRA

3. K2

4. E1

5. K2

Az ókori Mezopotámia tudósai szerint . Négy tizedesjeggyel számolva, mennyire voltak pon-

tosak a tudósok?

Megoldás

esetén ha r-t a hosszú intervallum „közepére” helyezzük, akkor legfeljebb

lehet a becslés hibája. (Ekkor a r-nek tulajdonított érték 3 és átlaga, .

(A pontosabb érték r ≈ 3,14159; az eltérés r – 3,0625 ≈ 0,0791.)

Az alábbi számok racionálisak vagy irracionálisak?

a) ; b) ; c) ; d) ; e) ; f) .

Megoldás

a) Mivel irracionális, így – 1, s ezért is irracionális.

b) Tegyük fel indirekt módon, hogy racionális. Ekkor , ahol a, b pozitív egész számok. Innen

, azaz 3b2 = 8a2. Ellentmondást kaptunk: a bal oldal prímfelbontásában a 3 kitevõje páratlan, a

jobb oldalon páros.

c) , így racionális szám.

d) Tegyük fel indirekt módon, hogy = r ! Q. Négyzetre emelés és rendezés után = r2 – 5,
s ez ellentmondás: a bal oldal irracionális.

e) A d) feladathoz hasonlóan járunk el. A = r egyenletbõl 47 – = r2, s innen a = 
= 47 – r2 ellentmondást kapjuk.

f) Az indirekt feltevést átalakítva , s négyzetre emelés után . Ismét

négyzetre emelünk: 24 = . Ellentmondás: a jobb oldal irracionális.

Láttuk a leckében, hogy megszerkeszthetõ úgy, hogy sorban megszerkesztjük a , , , …,

értékeket, majd az 1 és befogójú derékszögû háromszög átfogója lesz. Ez elég hosszadal-
mas munka. Nem járhatunk el ügyesebben?

Megoldás

Van gyorsabb eljárás. Például 74 = 82 + 10 = 82 + 12 + 32. Megszerkesztjük az 1 és
3 befogójú derékszögû háromszög átfogóját (ennek hossza ), ezután a és 

8 befogójú derékszögû háromszög átfogója lesz (ábra).
Még gyorsabban célhoz érünk, ha észrevesszük, hogy 74 = 72 + 52; a keresett

szakasz tehát az 5 és 7 befogójú derékszögû háromszög átfogója.

Van-e x, y racionális megoldása a (3 – 4)x + (2 – 3)y = 7 – 10 egyenletnek?

Megoldás

Tegyük fel, hogy van megoldás. Az egyenlet átalakítva alakú. A jobb ol-

dalon racionális szám áll, a bal oldalon pedig racionális többese. A bal oldalon csak akkor állhat racio-
nális szám, ha 3x + 2y – 7 = 0, s ekkor a jobb oldalon teljesülnie kell, hogy 4x + 3y – 10 = 0.

Az egyenletrendszer megoldása x = 1, y = 2, s ezek racionális számok.
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5. IRRACIONÁLIS SZÁMOK

Van-e két olyan irracionális szám, a és b, 
K2 a) amelyek összege és szorzata is egész szám;
E1 b) amelyekre a + b és 3a + 5b is egész szám?

Megoldás

a) Például a = és b = – megfelel. Egy másik lehetõség a = és b = vá-
lasztás, ahol n ! Z. Ekkor a + b = 2n és a ⋅ b = n2 – 2.

b) Ilyen irracionális számok nincsenek. Ha x = a + b és y = 3a + 5b is egész számok, akkor 
y – 3x = 3a + 5b – (3a + 3b) = 2b is egész szám lenne. (Márpedig nem az; sõt, még csak
nem is racionális szám.)

Keressünk olyan n természetes számokat, amelyekre az alábbi kifejezések értéke racionális szám
lesz!
K2 a) A = ; K2 b) B = ; E1 c) C = .

Megoldás

A gyökjel alatt négyzetszámnak kell állnia.
a) n2 + 9 = k2. A szomszédos négyzetszámok távolsága rendre 1, 3, 5, 7, 9, 11, … Lehetséges

megoldások: n2 = 16, k2 = 25 vagy n2 = 0, k2 = 9.
b) n2 + 3n = n(n + 3). Az n és (n + 3) tényezõk közös osztója csak 1 vagy 3 lehet. Ha relatív

prímek, akkor mindkét tényezõ négyzetszám: n = 1, n + 3 = 4. Ha mindkét tényezõ oszt-
ható 3-mal, akkor szorzatuk csak az n = 0, n + 3 = 3 esetben lesz négyzetszám.

c) n2 + 2n + 1 = (n + 1)2 < n2 + 3n + 4 # n2 + 4n + 4 = (n + 2)2, vagyis a C 2 kifejezés két
szomszédos négyzetszám közé esik. Csak akkor lehet C 2 négyzetszám, ha n2 + 3n + 4 = 
= n2 + 4n + 4, azaz n = 0.

Adjunk meg olyan pozitív egész számot, amelyik
K2 a) elõáll két racionális szám négyzetének az összegeként;
E1 b) nem írható fel két racionális szám négyzetének az összegeként!

Megoldás

a) A pitagoraszi számhármasokból végtelen sok megoldást kapunk. Például 32 + 42 = 25, ezen

kívül 52-tel osztva .

b) 2 = 12 + 12. Azt állítjuk, hogy a 3 viszont már nem áll elõ két racionális szám négyzetössze-
geként. 

Az elõzõ megoldással fordított irányban okoskodunk. Tegyük fel, hogy , innen

a2 + b2 = 3c2. A négyzetszámok 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot adnak. Ha a2 vagy b2 vala-
melyike 1 maradékot ad, akkor a bal oldal nem lehet 3-mal osztható. Ha pedig a2 és b2 egyaránt
0 maradékot ad, akkor a2 és b2 osztható 9-cel is, így a bal oldal osztható 9-cel. Vagyis a bal oldal
prímtényezõs felbontásában a 3 páros kitevõn szerepel, míg a jobb oldalon páratlan kitevõn van.
Ellentmondást kaptunk: a 3 nem írható fel két racionális szám négyzetének összegeként.

A 2. lecke 6. példájában megállapítottuk, hogy a r tizedestört-alakjában van olyan számjegy,
amelyik végtelen sokszor elõfordul. Igaz-e, hogy biztosan van két olyan számjegy is, amelyik vég-
telen sokszor fordul elõ?

Megoldás

Tegyük fel indirekt módon, hogy csak egyetlen x számjegy fordul elõ végtelen sokszor. Mivel a
többi számjegybõl véges sok van, a tizedes tört valamely helyiértéktõl kezdve csupa x-bõl fog
állni. Ekkor viszont a szám racionális lenne – vegyes szakaszos tizedes tört, 1 hosszú periódussal.
Ellentmondást kaptunk: legalább két számjegy fordul elõ végtelen sokszor.

Egy érdekesség: megoldatlan probléma, hogy r tizedestört-alakjában van-e olyan számjegy, amelyik véges
sokszor fordul elõ.
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6. SZÁMOK N-EDIK GYÖKE

Határozzuk meg a következõ gyökök értékét!
; ; ; ; .

Megoldás

; ; ; ; .

Határozzuk meg a következõ gyökök értékét!

; ; ; ; .

Megoldás

; ; ; ; .

Keressük meg a mûveletsorok eredményét!
a) ;

b) ;

c) .

Megoldás

a) ;

b) ;

c) .

Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartományát!
; ; ; ; .

Megoldás

értelmezett, ha ;

értelmezett, ha ;

értelmezett, ha ;

értelmezett, ha ;

értelmezett, ha .

Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartományát, majd határozzuk meg a következõ gyökök értékét!
; ; ; .

Megoldás

, ha ;

, ha ;

, ha ;

, ha .
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II. ALGEBRA

1. K1

2. K1

3. K1

4. E1

5. E1



7–8. A NÉGYZETGYÖKVONÁS AZONOSSÁGAI

Keressünk egyenlõket a kifejezések között!

; ; ; ; ; .

Megoldás

A kifejezések mindegyike 2, tehát egyenlõk.

Számológép használata nélkül válasszuk ki azokat a kifejezéseket, amelyek pontos értékét meg-
állapíthatjuk! Írjuk fel a pontos értékeket!

; ; ; ; ; ; .

Megoldás

;

a 40 nem racionális szám négyzete, pontos értékét gyökvonás használata nélkül nem tud-
juk megállapítani;

;

az 1000 nem racionális szám négyzete, pontos értékét gyökvonás használata nélkül nem
tudjuk megállapítani;

;

;

.

Állapítsuk meg, hogy a két szám közül melyik a nagyobb!

a) vagy .

Megoldás

Egyenlõk, mert .

b) vagy .

Megoldás

Egyenlõk, mert .

c) vagy .

Megoldás

> .

d) vagy 35.

Megoldás

Egyenlõk, mert .25 49 25 49 5 7 35$ $ $= = =

25 49$
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7–8. A NÉGYZETGYÖKVONÁS AZONOSSÁGAI

1. K1

2. K1

3. K1



24

II. ALGEBRA

4. K1

5. K1

6. K1

Végezzük el a mûveleteket!

a) .

Megoldás

.

b) .

Megoldás

.

c) .

Megoldás

Nevezetes azonosságot felhasználva:

.

d) .

Megoldás

Nevezetes azonosságot felhasználva:

.

e) .

Megoldás

Nevezetes azonosságot felhasználva:

.

f) .

Megoldás

.

Igaz-e bármely x és y valós szám esetén: ?

Megoldás

Nem igaz, csak ha , és .

Végezzük el a mûveleteket!

a) .

Megoldás

Ha , és , akkor .

b) .

Megoldás

Ha , és , akkor .c 0$ d 0$ c d c d cd2
2

- = + -^ h

c d
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=



c) .

Megoldás

Ha , , és akkor .

Mely egyenlõségek azonosságok?

a) .

Megoldás

Nem azonosság, csak ha , azaz ha .

b) .

Megoldás

Nem azonosság, csak ha , azaz ha .

c) .

Megoldás

Azonosság.

d) .

Megoldás

Nem azonosság, csak ha .

e) .

Megoldás

Nem azonosság, , ha .

9. A NÉGYZETGYÖKVONÁS AZONOSSÁGAINAK 
ALKALMAZÁSA I.

Végezzük el a mûveleteket!

a) .

Megoldás

.

b) .

Megoldás
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II. ALGEBRA

2. K2

3. K2

c) .

Megoldás

.

d) .

Megoldás

.

Végezzük el a mûveleteket!

a) (gyöktelenítsük a számlálót).

Megoldás

.

b) (gyöktelenítsük a számlálót).

Megoldás

.

c) .

Megoldás

.

Állapítsuk meg a kifejezések értelmezési tartományát!

a) .

Megoldás

Értelmezett, ha , .

b) .

Megoldás

, ezért minden esetén értelmezett.

c) .

Megoldás

Értelmezett, ha , vagyis ha és , vagy és .b c1 5 0$- +^ ^h h b 1# c 5#- b 1$ c 5$-
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d) .

Megoldás

Értelmezett, ha , azaz ha .

e) .

Megoldás

Értelmezett, ha , azaz, ha , vagy .

Alakítsuk szorzattá a kifejezéseket! Ahol szükséges, a szorzat alakhoz adjuk meg az értelmezési tar-
tományt is!

K2 a) .

Megoldás

.

K2 b) .

Megoldás

.

K2 c) .

Megoldás

.

E1 d) .

Megoldás

, ha .

E1 e) .

Megoldás

, ha .

E1 f) .

Megoldás

, ha .

E1 g) .

Megoldás

.
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9. A NÉGYZETGYÖKVONÁS AZONOSSÁGAINAK ALKALMAZÁSA I.

4. 
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II. ALGEBRA

5. E1

1. K1

2.

A szorzatokat írjuk összeg alakban, ha lehet, végezzünk összevonásokat!

a) .

Megoldás

, ha .

b) .

Megoldás

Ha , akkor

.

c) .

Megoldás

Ha , 

.

10. A NÉGYZETGYÖKVONÁS AZONOSSÁGAINAK 
ALKALMAZÁSA II.

Függvénytáblázat és számológép használata nélkül állapítsuk meg a kifejezések nagyságviszonyát! Hozzuk
egyszerûbb alakra a kifejezéseket, alkalmazzuk a „bevitel a gyökjel alá” módszert!

; ; .

Megoldás

; ; .

.

Írjuk egyszerûbb alakba a kifejezéseket! Alkalmazzuk a „bevitel a gyökjel alá” módszert! Adjuk meg az ér-
telmezési tartományokat!

K1 a) .

Megoldás

, ha .

K1 b) .

Megoldás

, ha , .mn n
m mn n

m m n m mn2 3$= = =^ h mn 0$ n 0!

mn n
m

a b a b a b
2

+ - + -^ ^ ^h h h

q
p

02q
p

p
q

q
p

p
q

q
p2

$ $= =c m

3 6 61 =

25
150 6=16

48 3=9
54 6=

x y x y x y x y x y2$- + = - + = -_ _i i

y 0$x y$

a b b a b b a b a b b a ab b ab b2 2
2

+ - + + - + = + - - - - =- -^ ^ ^ ^h h h h

,a b 0$

,a b 0$a b a b a b a b a b ab a ab2 2 2
2

+ - + - = - + + - = -^ ^ ^h h h

a b b a b b a b
2

+ - + + - +^ ^ ^h h h

x y x y$- +

5
1 150$4

1 48$3
1 54$

q
p

p
q
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10. A NÉGYZETGYÖKVONÁS AZONOSSÁGAINAK ALKALMAZÁSA II.

3. K1

4. 

K1 c) .

Megoldás

Ha , akkor .

K2 d) .

Megoldás

Ha , és , akkor 

.

K2 e) .

Megoldás

Ha , akkor .

Írjuk egyszerûbb alakba a kifejezéseket! Alkalmazzuk a „kihozatal a gyökjel alól” módszert! Adjuk
meg az értelmezési tartományokat!
a) ; b) ; c) ; d) ; e) ; f) .

Megoldás

a) ; d) , ha ;

b) ; e) , ha ;

c) ; f) , ha .

Végezzük el a mûveleteket!

K1 a) .

Megoldás

.

K2 b) .

Megoldás

.

K2 c) .

Megoldás

Ha , , akkor

.

xy x y
1 1

+
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II. ALGEBRA

5. Gyöktelenítsük a törtek nevezõit, végezzük el a mûveleteket!

K1 a) ; K1 b) ; K1 c) ; K1 d) ; K1 e) ;

Megoldás

a) ; b) ; c) , ha ;

d) ; e) , ha ;

K2 f) ; K2 g) ; K2 h) ; K2 i) ;

Megoldás

f) ; g) ;

h) Ha , és , akkor ;

i) Ha , és , akkor ;

K2 j) ; K2 k) ; K2 l) ;

Megoldás

j) ;

k) ;

l) ;

E1 m) ; E1 n) ;

Megoldás

m) ;

n) ;

E1 o) ; E2 p) ;

Megoldás

o) ;

p) Ha , akkor

.
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b c
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Oldjuk meg az egyenletet!
.

Megoldás

Értelmezési tartomány: .
Alakítsuk át az egyenlet bal oldalát:

, tehát

A kapott gyök megfelel a feltételeknek.

Állapítsuk meg az kifejezés értékét, ha

; !

Megoldás

,  ,  , tehát

.

Hogyan tudnánk ügyesen kiszámolni az alábbi kifejezést:

?

Megoldás

Gyöktelenítünk: ,

, …,

.

Összeadáskor a közbülsõ tagok kiesnek, az eredmény: .

11. AZ n-EDIK GYÖKVONÁS AZONOSSÁGAI

Számítsuk ki a kifejezések értékét!
a) ; b) ; c) ; d) ; e) .

Megoldás

a) ; b) ; c) ; d) ; e) .

Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartományát!

a) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha ;
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6. E1

7. E1

8. E1

Emelt szint

1. E1

2. E1

11. AZ n-EDIK GYÖKVONÁS AZONOSSÁGAI
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II. ALGEBRA

3. E1

4. E1

b) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha ;

c) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha ;

d) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha .

Számítsuk ki a kifejezések értékét!

a) ;

Megoldás

;

b) ;

Megoldás

;

c) ;

Megoldás

;

d) ;

Megoldás

.

Írjuk fel egyetlen gyökjel segítségével a kifejezéseket, majd számítsuk ki számológép nélkül az értéküket, ha
lehet!

a) ;

Megoldás

;

b) ;

Megoldás

;

b4

b4 b 0$

c3 45
-

c3 45
- c R!

d2 86
-

d2 86
- d 4$

2 2 2 162432 246 4
= = =
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3
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3
103 3 3$ $

:81 36 3
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22432



c) ;

Megoldás

;

d) ;

Megoldás

;

e) ;

Megoldás

.

Adjuk meg a kifejezés értelmezési tartományát és legegyszerûbb alakját!

a) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha ;

;

b) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha ;

;

c) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha ;

;

d) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha ;

;

e) ;

Megoldás

értelmezhetõ, ha , ;

.

1512
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12. AZ n-EDIK GYÖKVONÁS AZONOSSÁGAINAK 
ALKALMAZÁSA

Vigyük be a gyökjel elõtti szorzótényezõt a gyökjel alá!

a) ; b) ; c) ; d) .

Megoldás

a) ; b) ; c) ; d) .

Vigyük be a gyökjel elõtti szorzótényezõt a gyökjel alá!

a) ; b) ; c) ; d) .

Megoldás

a) ; b) ; c) ; d) .

Vigyük a gyökjel elé a lehetséges szorzótényezõket!

a) ; b) ; c) ; d) ; e) .

Megoldás

a) ; b) ; c) ; d) ; e) .

Vigyük a gyökjel elé a lehetséges szorzótényezõt!

a) ; b) ; c) ; d) .

Megoldás

a) ; b) ; c) ; d) .

Végezzük el a mûveleteket!

a) .

Megoldás

.

b) .

Megoldás

.

c) .

Megoldás

.

d) .

Megoldás
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II. ALGEBRA

3. E1

4. E2

5. E1

Emelt szint

1. E1

2. E1



Válasszuk ki az állítások közül az azonosságokat!

a) , ;

Megoldás

Azonosság.

b) .

Megoldás

Nem azonosság: .

c) .

Megoldás

Nem azonosság: .

d) .

Megoldás

Nem azonosság.

13. A NÉGYZETGYÖK FÜGGVÉNY

Rajzoljuk meg a következõ függvények képét értéktáblázat segítségével!
a) ; c) ;

b) ; d) .

Vizsgáljuk meg, hogy milyen transzformációt kell végrehajtanunk az függvény képén,
hogy megkapjuk a végeredményt!

Megoldás

a) Készítsünk táblázatot! Mivel a függvény értékkészlete a nemnegatív számok halmaza, és a
gyökvonást végezzük el elõször, ezért a négyzetszámokat fogjuk behelyettesíteni.

A négyzetgyök függvény képét 4 egységgel eltoltuk az y tengely mentén negatív irányba.
ÉT = , ÉK = [–4; 3[R0

+

b b b3 36 59$ =

b b b3 36 109$ =

a a an n42 2
= a 0$

x x7

x x2 47- + x x47 -

x x 47 - x x1 47 - -

d d d4 5 29
+ =

c c c c2 235 1930$ $ =

c c c c2 235 1730$ $ =
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6. E1

13. A NÉGYZETGYÖK FÜGGVÉNY

1. K2

x
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0 1
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Df

R f

� �x 4
�

x 0 1 4 9 16

x 0 1 2 3 4

– 4x –4 –3 –2 –1 0



b) Készítsünk táblázatot! Mivel a függvény ér-
tékkészlete a nemnegatív számok halmaza,és
a gyökvonást végezzük el elõször, ezért a
négyzetszámokat fogjuk behelyettesíteni.

ÉT = , ÉK = ]–3; 4]
A négyzetgyök függvényünket elõször megnyújtottuk kétszeresére, utána tükröztük az x tengelyre, majd
feljebb toltuk ( az y tengely mentén pozitív irányba) 4 egységgel.

c) Mivel csak 4-et, vagy annál nagyobb számot lehet behelyettesíteni a képletbe, ezért csak ezeket írjuk a
táblázatba.

ÉT = [4; 3[, ÉK = ]–3; 1]
A négyzetgyök függvényünket elõször eltoltuk jobbra 4 egységgel (az x tengely mentén pozitív irányba),
utána tükröztük az x tengelyre, majd feljebb toltuk (az y tengely mentén pozitív irányba) 1 egységgel.

d) A négyzetgyök jel alatt csak nemnegatív szám állhat, tehát
/+x

4 $ x, vagyis a képletbe csak négyet vagy annál kisebb számot lehet behelyettesíteni.
x4 0$-

x

y

1

0 1 4

�x � 4

�x
�

� ��x 4

1 4��x �

R0
+

x

y

1

0 1

�x
�

2�x
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� �2 x
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� � �2 4x
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x 4 5 8 13 20

x 4- 0 1 2 3 4

1 – x 4- 1 0 –1 –2 –3

x 4 3 0 –5 –12

x4 - 0 1 2 3 4

x 0 1 4 9 16

x 0 1 2 3 4

–2 + 4x 4 2 0 –2 –4



ÉT = ]–3; 4], ÉK = [0; +3[
A négyzetgyök függvényünket elõször tükröztük az y tengelyre, utána eltoltuk jobbra 4 egy-
séggel (az x tengely mentén pozitív irányba).

Oldjuk meg a következõ egyenleteket grafikus módszerrel!

a) ; c) ;

b) ; d) .

Megoldás

a) Elõször átalakítjuk az egyenletet. 

/+ ;

.

Az egyenlet értelmezési tartománya a nemnegatív
számok halmaza. Itt fogjuk ábrázolni a két függvényt.
A metszéspontok M1(0; 0), M2(4; 2). Ez az jelenti,
hogy a megoldások az x1 = 0, x2 = 4. Ezeket az ere-
deti egyenletbe történõ behelyettesítéssel el-
lenõrizni kell. 

b) Elõször átalakítjuk az egyenletet. 
/ –x;

= 5 – x.
Az egyenlet értelmezési tartománya a [–1; 3[ in-
tervallum. Itt fogjuk ábrázolni a két függvényt.
A metszéspont M(3; 2). Ez az jelenti, hogy a meg-
oldás x = 3 lesz. Ezt az eredeti egyenletbe történõ
behelyettesítéssel ellenõrizni kell.

c) Elõször átalakítjuk az egyenletet. 
/–2x;

.
Az egyenlet értelmezési tartománya a [0,5; 3[. Itt

fogjuk ábrázolni a két függvényt.
A metszéspont M(5; 3). Ez az jelenti, hogy a meg-
oldás az x = 5. Ezt az eredeti egyenletbe történõ
behelyettesítéssel ellenõrizni kell. 

x x2 1 13 2- = -

x x2 1 2 13- + =

x 1+

x x1 5+ + =

x x2 =

x x2 0- = x

x x2
=x x1 5+ + =

x x2 1 2 13- + =
x x2 0- =

x

y

1

0 1 4

�x
�

�� x

�4 x�
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2. K2
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d)
Az egyenlet értelmezési tartománya a nemnegatív számok
halmaza. Itt fogjuk ábrázolni a két függvényt.
A metszéspontok M1(0; 0), M2(1; 1). Ez az jelenti, hogy a
megoldások az x1 = 0, x2 = 1. Ezeket az eredeti egyen-
letbe történõ behelyettesítéssel ellenõrizni kell.

Keressük meg az alábbi grafikonok közül a következõ függvények megfelelõit!

;    ;    ;    .

Az elsõ grafikon olyan függvénynek a képe, aminek az ÉT-je ]–3; 1]. Ez csak a „h” függvény lehet.
A második függvény ÉT-je [0; 3[. Ez csak a „g” függvény lehet.
A harmadik függvény ÉT-je [–9; 3[. Ez csak az „f” függvény lehet.
Így a negyedik függvény csak az „i” lehet. 

x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

x

y

1

0 1

(4;8)

( 4; 8)� �

f x x 9= +] g g x x2 2=- +] g h x x1 1= - -] g i x x x$=] g

x x2
=

38

II. ALGEBRA

x

y

1
M

2
(1;1)

x
2

1�

M
1
(0;0)

x
1

0�

�x
�

x
2

3. K2

(1)

(2)

(3)

(4)



14. AZ INVERZ FÜGGVÉNY FOGALMA

Rajzoljuk meg a következõ függvények képét! Keressük meg az inverz függvényt, és rajzoljuk
meg annak képét is!
K1 a) f: [–2; 3] " [–2; 8],  x 7 2x + 2; E1 c) h: [0; 9] " [–3; 0],  x 7 .
K1 b) g: [–3; 0] " [0; 9],  x 7 x2;

Megoldás

a) Az inverz függvény képlete
y = 2x + 2 /–2
y – 2 = 2x /:2

= x ⇒ f –1(x ) = 

f –1 : [–2; 8] → [–2; 3], x → .

b) Mint tudjuk a négyzetre emelés inverz mûvelete a gyökvonás,
ezért 
g–1 : [0; 9] → [–3; 0], x 7

c) Az inverz függvény képlete?
y = /+3

y + 3 = /()2

(y + 3)2 = x ⇒ h–1(x ) = (x + 3)2

Tehát
h–1 : [–3; 0] → [0; 9], x 7 (x + 3)2.

Keressünk olyan függvényeket, amelyeknek inverze önmaga!

Megoldás

f (x ) = x,  g (x ) = –x + 5,  h (x ) = .

x 3-

x
1

x

y
2

2- x
2

2-

x
2

2-

x 3-

x-
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1. 
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y

1

0 1
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�1

Df

R f

Df
�1

8

8

2 2x �

x 2�
2

x

y

1

0 1

R f

�1

Df

R f

Df

�1

9

9

�x
�

x
2

x

y

1

0 1

R f

�1

Df

R f

Df

�1

9

9
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a) Az f függvényrõl a következõket tudjuk: Df = {1, 2, 3, 4, 5}, Rf = {1, 2, 3, 4}. Invertálható-e f? Hány
ilyen függvény van?

Megoldás

Biztosan nem invertálható, mert lesz olyan függvényérték amit kétszer is felvesz . A skatulya-elv miatt az
állítás nyilvánvaló.
Nincs ilyen függvény.

b) Az f függvényrõl a következõket tudjuk: Df = {1, 2, 3, 4, 5}, Rf = {1, 2, 3, 4, 5}. Invertálható-e f? Hány
ilyen függvény van?

Megoldás

Biztosan invertálható, mert D-nek és az R-nek ugyanannyi eleme van, tehát minden D-beli elemhez
pontosan egy R-beli tartozik.

párba állítás lehetséges.

c) Az f függvényrõl a következõket tudjuk: Df = {1, 2, 3, 4, 5}, Rf = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Invertálható-e f?
Hány ilyen függvény van?

Megoldás

Nics ilyen függvény. Az R-nek nem lehet több eleme mint D-nek.
Nincs ilyen függvény.

Keressünk olyan függvényeket, amelyeknek értelmezési tartománya a [0; 1], az értékkészlete pedig a [0; 4]
intervallum! Vizsgáljuk a függvényeket az invertálhatóság szempontjából!

Megoldás

Pl: függvény jó. Szigorúan monoton nõ. . Hasonló okok miatt a is meg-

felel. 
Számtalan más megoldás is elképzelhetõ.

!5 4 3 2 1 5 120$ $ $ $ = =

f x x4=^ h f x x4
11

=-
^ h g x x4 2

=^ h
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III. MÁSODFOKÚ
EGYENLETEK,
EGYENLÕTLENSÉGEK

15. MÁSODFOKÚ EGYENLETEK MEGOLDÁSA
SZORZATTÁ ALAKÍTÁSSAL

Alakítsuk szorzattá az alábbi másodfokú kifejezéseket az elsõfokú tagok megfelelõ széttagolásá-
val!

a) .

Megoldás

.

b) .

Megoldás

Az a) esethez hasonlóan .

c) .

Megoldás

.

d) .

Megoldás

.

Szorzattá alakítás segítségével határozzuk meg az alábbi másodfokú egyenletek gyökeit!

K1 a) .

Megoldás

⇒ .

K1 b) .

Megoldás

.x 32 =-x 41 =

x 52 =-x 21 =-x x x x7 10 5 2 02
+ + = + + =^ ^h h

x x5 7- +^ ^h h

x x3 7- -^ ^h h

x x2 4+ +^ ^h h

6x x x x x x x x2 3 2 3 2 2 32
+ + + = + + + = + +^ ^ ^ ^h h h h

x x 12 02
- - =

x x7 10 02
+ + =

x x6 82
+ +

x x10 212
- +

x x2 352
+ -

x x5 62
+ +
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K1 c) .

Megoldás

.

K1 d) .

Megoldás

.

K2 e) .

Megoldás

;

.

K2 f) .

Megoldás

.

K2 g) .

Megoldás

.

Írjunk fel olyan másodfokú egyenletet, amelynek megoldásai:

a) 3, 4;

Megoldás

Az egyenletnek a 3, az egyenletnek a 4 megoldása, a szorzatuknak, azaz az
egyenletnek mindkét szám megoldása, és az egyenlet másodfokú.

Felbontva a zárójelet, az egyenletet kapjuk. Tetszõleges 0-tól különbözõ számmal

beszorozva a gyökök megegyeznek a egyenlet gyökeivel.

b) 2, –5;

Megoldás

;

c) , 3;

Megoldás

vagy ;x x2 1 3 0- - =^ ^h hx x2
1 3 0- - =b ^l h

x x2 5 0- + =^ ^h h

x x7 12 02
- + =

x x7 12 02
- + =

x x3 4 0- - =^ ^h h

x 4 0- =x 3 0- =

x 32 =-x 51 =

x 7
3

2 =-x 21
1

1 =-

x 10
6

2 =-x 2
1

1 =-

x x x x x x x x x x10
11

10
3

10
5

10
6

10
3

10
5

10
6

2
1

2
1

10
62 2

+ + = + + + = + + + = + +b b b bl l l l

x 12 =-x 31 =

x 12 =-x 31 =-x x2 3 1 0+ + =^ ^h h

x x2 8 6 02
+ + =

2
1

x x2 3 02
- + + =

x x10
11

10
3 02

+ + =

x x21
10

49
1 02

+ + =

x x2 4 30 02
- + + =
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16. MÁSODFOKÚ EGYENLETEK MEGOLDÁSA …

1. K1

d) , !

Megoldás

vagy más alakban .

16. MÁSODFOKÚ EGYENLETEK MEGOLDÁSA
TELJES NÉGYZETTÉ KIEGÉSZÍTÉSSEL

Alakítsuk teljes négyzetté az alábbi másodfokú kifejezéseket!

a) .

Megoldás

.

b) .

Megoldás

.

c) .

Megoldás

.

d) .

Megoldás

.

e) .

Megoldás

.

f) .

Megoldás

.

g) .

Megoldás
Elõször emeljünk ki 2-t, majd a zárójelben lévõ kifejezést alakítsuk szorzattá.

.

h) .

Megoldás

.x 6 12
- + +^ h

3
5

4
3

-

x2 2 262
+ +^ h

x x2 4 172
+ +^ h

, ,x 1 5 1 252
- -^ h

, ,x 2 5 3 752
+ +^ h

x 16 62
+ -^ h

x 3 32
+ +^ h

x 5 32
- +^ h

x 5 2
-^ h

x x12 11 15 02
- - =x x4 3 3 5 0+ - =^ ^h h

x x10 282
- +

x x6 122
+ +

x x32 2502
+ +

x x5 102
+ +

x x3 12
- +

x x2 8 342
+ +

x x12 352
- - -

x x10 252
- +
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2. K1
Oldjuk meg az alábbi egyenleteket teljes négyzetté történõ átalakítással.

a) ;

Megoldás

⇒ .

b) .

Megoldás

;

;

⇒ vagy ;
Így tehát és .

c) ;

Megoldás

A b) részben leírtak alapján ⇒ .

d) .

Megoldás

; és .

e) .

Megoldás

, ebbõl és .

f) .

Megoldás

, ebbõl és .

g) .

Megoldás

gyökei: és .

Lesz-e egész megoldása az alábbi másodfokú egyenleteknek?
, ha

a) ,  .

Megoldás

Helyettesítsük be az a és b értékét, majd alakítsunk szorzattá.

Ebben az esetben tehát az egyenlet gyökei egészek.
, .x x3 51 2= =

2 16 30 0;
2 0;
2 0;

;

x x
x x

x
x

8 15
4 1

4 1

2

2

2

2

- + =

- + =

- - =

- =

^

^

h

h

6

8

@

B

, ,x2 2 5 20 25 02
- + - =^ h8 B

x2 4
1

16
25 0

2
- - =b l

x 72 =-x 21 =

1x2 =-x 2
3

1 =

1x 82 =-x 81 =x 5 169 02
+ - =^ h

x 12 =x 31 =-x 1 4 02
+ - =^ h

x 42 =-x 141 =x 5 81 02
- - =^ h

x 12 =x 51 =

x 3 2- =-x 3 2- =x 3 2- =

x 3 42
- =^ h

x 3 4 02
- - =^ h

x 4=-x 4 02
+ =^ h

x x8 16 02
+ + =

x x6 5 02
- + =

b 30=a 14=-

x a x b2 2 02
+ - + =] g

x x10 56 02
- - =

x x2 6 92
+ + =

x x40 184 102
+ = -

x x2 3 02
- - =

x x2 10 28 02
- - + =
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b) ,  .

Megoldás

A megoldandó egyenlet:
;

A teljes négyzetté alakított egyenlet

;

.

Ebben az esetben nem egész szám mindkét gyöke az egyenletnek.

c) ,  .

Megoldás

Behelyettesítés után kapjuk:
;

Átalakítva

egyenletet kapjuk.

Az egyenlet gyökei: 

.

Ebben az esetben nem egész szám mindkét gyöke az egyenletnek.

17. A MÁSODFOKÚ EGYENLET 
MEGOLDÓKÉPLETE

Oldjuk meg a következõ egyenleteket a megoldóképlet alkalmazásával!

a) .

Megoldás

Az megoldóképletet alkalmazva

;

;

.

b) .

Megoldás

;

;

, , .

Ellenõrzés
Ellenõrzéskor a pontos értékkel számoljunk!

Ha , akkor x 10
3 429

1 = +

,x 10
3 429 1 772 .= - -,x 10

3 429 2 371 .= +x a
b b ac

2
4

10
3 429

,1 2

2! !
= - - =

D b ac4 9 420 429 02 2= - = + =

, ,a b c5 3 21= =- =-

,x x4 11 2= =

x 2 1
5 5 4 1 4

2
5 25 16

2
5 3

;1 2

2

$

! $ $ ! !
=

- - - -
= - =

^ ^h h

, ,a b c1 5 4= =- =

x a
b b ac

2
4

;1 2

2!
= - -

,x x2
3 111 2=- =-

x 4
25

16
3612

+ =b l

x x2 25 33 02
+ + =

,x x2
1 31 2= =

, ,x2 1 75 1 5625 02
- - =^ h8 B

x x2 7 3 02
- + =

b 3=a 5=-

b 33=a 27=

x x5 3 21 02
- - =

x x5 4 02
- + =
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Ha , akkor 

Tehát a kapott gyökök valóban kielégítik az egyenletet.

c) .

Megoldás

;
.

d) ;

Megoldás

;

;

.
Megjegyzés: Ha az egyenletet beszorozzuk 2-vel, a gyökei nem változnak, viszont egész számokkal dol-
gozhatunk.

e) .

Megoldás

;
.

Megjegyzés: -mal végigosztva az egyenletet könyebben számolhatunk.

f) .

Megoldás

A gyök alatti szám negatív, ezért nem végezhetõ el a gyökvonás a valós számhalmazon, így nincs meg-
oldása az egyenletnek.

g) .

Megoldás

.

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket megoldóképlet alkalmazása nélkül!

Megoldás

A hiányos másodfokú egyenleteknél elõször 0-ra rendezünk, majd szorzattá alakítással gyorsabban meg-
határozhatjuk a megoldásokat (ha létezik gyöke az egyenletnek).
A szorzattá alakításnál kiemelést, illetve az azonosságot alkalmazhatjuk.a b a b a b2 2

- = - +^ ^h h

3

,x x4
1

3
2

1 2= =

,x x2 11 2= =

, ,a b c3 3 3 12= =- =

11 ,767x 163 232 .=- - -

,x 11 163 1 7671 .=- +

, 1 ,a b c2
1 1 21= = =-

,x x1 61 2= =-

, ,a b c2 10 12= = =-

.

5 10
3 429 3 10

3 429 21 5 100
438 6 429

10
9 3 429 21

100
2190 30 429 90 30 429 21 0

2

$ $ $- - - - = - - - - =

= - - + - =

c m

5 3 21 5 21

.

10
3 429

10
3 429

100
438 6 429

10
9 3 429

100
2190 30 429 90 30 429 21 0

2

$ $ $+ - + - = + - + - =

= + - - - =

c m

x 10
3 429

2 = -

BA
BC

x x2
1 11 21 02

+ - =

x x2 6 10 02
- + =

x x3 3 3 12 02
- + =

x x2 6
11

3
1 02

- + =

2. K1
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3. K1

a) .

Megoldás

;
.

b) .

Megoldás

.

c) .

Megoldás

.

d) .

Megoldás

.

e) .

Megoldás

.

f) .

Megoldás

; .

.

g) .

Megoldás

.

Határozzuk meg az alábbi másodfokú egyenleteknek a gyöktényezõs alakját a megoldóképlet
felhasználásával!

a) .

Megoldás

Az egyenlet gyökei: ; .

Használjuk fel a másodfokú egyenlet gyöktényezõs alakját , ahol x1; x2 az
egyenlet gyökei. 
Ennek alapján .

b) .

Megoldás

Az egyenlet gyökei: , x 2
3

1 =- x 72 =-

x 52 =x 31 =-

x x7 3 0+ =^ hx x7 3 02
+ =

x 25 02
- =

x x2 5 3 0- + =^ ^h h

a x x x x 01 2- - =^ ^h h

,x x0 181 2= =-

,x x0 7
3

1 2= =-

,x x0 21 2= =

,x x0 5
6

1 2= =-

,x x0 61 2= =

x x 6 0- =^ h

,x x16 161 2= =-

,x x5 51 2= =-

x x5 5 0- + =^ ^h h

x2 512 02
- =

x x6 02
- =

x x3
2

5
4 02

+ =

x x5 102
=

x x x x3 8 5 42 2
+ = -

x x x x7 2 112
- = +] g

x x2 4 30 02
- - =

x x2 17 21 02
+ + =



A gyöktényezõs alak:

.

c) .

Megoldás

Az egyenlet gyökei ,  , a gyöktényezõs alak 

.

d) .

Megoldás

Az egyenlet gyökei:

.

A gyöktényezõs alak

.

e) .

Megoldás

A másodfokú egyenletnek nincs gyöke, ezért nincs gyöktényezõs alakja sem.

Alakítsuk szorzattá az alábbi másodfokú kifejezéseket a gyöktényezõs alak segítségével!

K1 a) .

Megoldás

Oldjuk meg a egyenletet. Gyökei: , .
Felhasználva a gyöktényezõs alakot:

a keresett szorzat.

K2 b) .

Megoldás

Oldjuk meg az egyenletet.

A gyökök: , .

A gyöktényezõs alak:

Így a szorzattá alakítás .

K2 c) .

Megoldás

Az egyenlet gyökei: , .

A szorzattá alakítás:

.x x x x x x30 19 5
7 30 15

1
10
7 15 1 5

7 22
- + + =- + - = + -b b ^ bl l h l

x 10
7

2 =x 15
1

1 =-x x30 19 5
7 02

- + + =

6 37 60 6x x x x x x3
4

2
15 3 4 2 152

- - = + - = + -b b ^ ^l l h h

x x6 3
4

2
15 0+ - =b bl l

x 3
4

2 =-x 2
15

1 =

x x x x6 5 5 12
- + = - -^ ^h h

x 52 =x 11 =x x6 5 02
- + =

x x5 10
3 429

10
3 429 0- - - + =c cm m

x 10
3 429

,1 2
!

=

x x3 6
5 61

6
5 61 0+ + + - =c cm m

x 6
5 61

2 = - +x 6
5 61

1 = - -

x x2 2
3 7 0+ + =b ^l h

x x3 5 3 02
+ - =

x x5 3 21 02
- - =

x x11 8 6 02
- + =

x x30 19 5
72

- + +

x x6 37 602
- -

x x6 52
- +
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18. AZ EGYENLETMEGOLDÁS GYAKORLÁSA

Az egyenlet gyökeinek meghatározása nélkül állapítsuk meg, hogy a valós számok halmazán hány
megoldása van az alábbi egyenleteknek!

K1 a) .

Megoldás

A feladatban a diszkrimináns elõjelének megvizsgálásával megadhatjuk a választ, ugyanis
ha a diszkrimináns pozitív, akkor két valós megoldása van a másodfokú egyenletnek, ha
a diszkrimináns negatív, akkor nincs valós megoldás, ha a diszkrimináns értéke 0, akkor
egy valós megoldás van.
A diszkrimináns, ahol az a; b; c a másodfokú egyenlet megfelelõ együtthatói.

> 0, tehát két valós megoldása van az egyenletnek.

K1 b) .

Megoldás

D = –119 < 0, nincs valós megoldás.

K1 c) .

Megoldás

Rendezzük 0-ra az egyenletet.

D = 457 > 0, két valós megoldás van.

K1 d) .

Megoldás

D = 0, egy valós megoldás van.

K1 e) .

Megoldás

0-ra rendezve, majd a közös nevezõvel beszorozva
egyenletet kapjuk.

D < 0, nincs valós megoldás.

K1 f) .

Megoldás

, nincs valós megoldás.

K2 g) .

Megoldás

,
nincs valós megol dás.
D 7 2 3 4 3 32 49 2 42 2 9 4 3 4 2 107 90 2 0

2
$ $ $ $ $ $ 1= - - - = - + - = -^ h8 B

D 29 4 2 3 8 29 12 16 29 48 02
$ $ 1= - = - = -^ h

x x30 7 96 02
+ + =

x x12 11 7 02
- - =

D 8 4 1 33 1962 $ $= - - =^ ^h h

x x8 33 02
+ - =

x x2 7 21 02
- + =

x x x12 7 2 4 52
- - = +

x x x7 40 55 2 82
- + = -

x x x2
5

3
4 1 4

3 72
+ + = -

x x2 29 3 8 02
+ + =

x x7 2 3 3 32 02
- - + =^ h
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Oldjuk meg az alábbi egyenleteket a valós számok halmazán!

Megoldás

A megoldás során kapott értékeket az eredeti egyenletbe történõ behelyettesítéssel ellenõrizzük.

a) .

Megoldás

Bontsuk fel a zárójeleket, majd rendezzünk 0-ra.
.

A megoldások , .

b) .

Megoldás

Átalakítva 
, melynek gyökei , .

c) .

Megoldás

Tegyünk kikötést: .
Beszorzás után a kapott egyenlet:

, melynek gyökei , .

d) .

Megoldás

Kikötés .

A gyökök: , .

e) .

Megoldás

, .

f) .

Megoldás

, .

g) .

Megoldás

Kikötés: .
A 0-ra rendezett egyenlet:

.x x7 31 90 02
+ - =

x 0!

x 65
67

2 =-x 11 =-

x 13
24

2 =-x 31 =

,x 3 752 =x 11 =

x 4
3

!

x 3
11

2 =-x 21 =x x3 5 22 02
+ - =

x 2!-

,x 4 72 =-x 11 =-x x10 57 47 02
+ + =

,x 5
14 2 82 =- =-x 3

1
1 =

x x15 37 14 02
+ - =

x x3 8 5 1 6+ - =] ]g g

x x x5 6 2 7 10 5+ + =- -] ]g g

x x2
20 3 1
+

= -

x x4 3 4
3

- =
-

x x
x4

5 1
6

6- - =
] g

x x x x x2
3 7

2
3 5

5
8 2 6

2
+ + + + = - -

] ] ]g g g

x
x

x
5

3 1 1 2
9

4 1- + = + +
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A gyökök:

, .

h) .

Megoldás

Átalakítás után a 0-ra rendezett egyenlet:
, melynek gyökei:

, .

Határozzuk meg az alábbi egyenletek megoldását a természetes számok halmazán!

Megoldás

Az egyenletek megoldásakor ne felejtkezzünk meg a kikötésrõl, és alkalmazzuk a megfelelõ ne-
vezetes azonosságot a nevezõ szorzattá alakításához.

a) .

Megoldás

Kikötés: .
Szorozzuk be az egyenletet a közös nevezõvel.

.
Elvégezve a beszorzásokat és 0-ra rendezve kapjuk:

.

A kapott gyökök , , megfelelnek a kikötésnek. Ellenõrzéssel meggyõzõdhetünk

a gyökök helyességérõl.

b) .

Megoldás

Kikötés: .
Beszorozva a közös nevezõvel: 

.
0-ra rendezve:

.
Az egyenlet gyökei , .

c) .

Megoldás

Kikötés: .

Használjuk fel a közös nevezõhöz az azonosságot.

.
0-ra rendezve

.

, .

x x x x1 1 13 2
+ = + - +^ ^h h

x x3 3+ -^ ^h h

x 2
5

1 =- x 42 =-

x x8 52 80 02
- + =

25 65x x x x17 10 1 12
+ + = - + +^ ^ ^h h h

x 1!-

x 52 =x 61 =

x x11 30 02
- + =

6 2x x x x x17 2 3 3 7 3 3+ - - = + - + +^ ^ ^ ^ ^h h h h h

x 3!!

x 5
11

2 =-x 61 =

x x5 19 66 02
- - =

x x x x x10 1 4 1 6 4 722
- + + + = - -^ ^ ^h h h

x x2 1 1- +^ ^h h

x 1!!

x 5
85 115

2 = -x 5
85 115

1 = +

x x5 170 1422 02
- + =

x 7
45

2 =-x 21 =

x x x x
18

10
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12

2
14 102 2

- + - = - +] ] ]g g g
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+
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-
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=
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1
25

1
65

2 3
- +

+ =
+

+
+

51

18. AZ EGYENLETMEGOLDÁS GYAKORLÁSA

3. E1



52

III. MÁSODFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLÕTLENSÉGEK

1. 

2. E1

19. NEM KELL MINDIG MEGOLDÓKÉPLET!

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket megoldóképlet alkalmazása nélkül!

Megoldás

Minden esetben alakítsunk szorzattá. Használjuk fel a megoldás során, hogy egy szorzat akkor és csak akkor
egyenlõ nullával, ha valamelyik tényezõje 0.

K1 a) .

Megoldás

,   , .

K1 b) .

Megoldás

,   , .

K1 c) .

Megoldás

;
.

K1 d) .

Megoldás

nincs megoldása a valós számok halmazán.

K2 e) .

Megoldás

Felbontva a zárójeleket, majd összevonva:
;

;

.

Adjuk meg a c paraméter értékét úgy, hogy a másodfokú egyenletnek ne legyen konstans tagja! Oldjuk
meg az egyenletet a kiszámított paraméter behelyettesítésével!

a) .

Megoldás

kell, hogy teljesüljön.

.

Ekkor az egyenlet , melynek gyökei
, .x 01 = x 52 =

x x5 02
- =

c 3
2

=

c3 2 0- =

x 4
7

,1 2 !=

x16 492
=

x x x x13 20 17 3 20 662 2
- + =- - +

x4 32
=-

x 3,1 2 !=

x4 362
=

1x 02 =x 01 =0x x2 10- - =^ h

x 172 =x 01 =x x 17 0- =^ h

x x17 02
- =

x x c5 3 2 02
- + - =

x x x3 5 4 02
- - =] g

x x6 4 2 402 2
+ = +

x x10 28 6 252 2
+ = +

x x x x x x3 4 2 1 7 2 3 2 3 34 82 2 2
- + + = + - + - - -] ] ] ] ] ]g g g g g g



53

19. NEM KELL MINDIG MEGOLDÓKÉPLET!

3. E1

b) .

Megoldás

Rendezzük 0-ra az egyenletet:
.

Nincs konstans tagja, ha azaz .

Ekkor az egyenlet gyökei:
, .

c) .

Megoldás

Rendezve 
.

Nincs konstans tagja, ha .
Ekkor a gyökök

, .

d) .

Megoldás

Zárójelfelbontás és x csökkenõ hatványai szerinti rendezés után kapjuk
.

Nincs konstans tagja, ha
.

Ekkor az egyenlet
;

;
, .

Adjuk meg a p paraméter értékét úgy, hogy a másodfokú egyenletnek ne legyen elsõfokú tagja!
Oldjuk meg az egyenletet a kiszámított paraméter behelyettesítésével!

Megoldás

A másodfokú egyenletnek nincs elsõfokú tagja, ha az x-es tag együtthatója 0.

a) .

Megoldás

;
.

Ekkor az egyenlet .

Gyökei: .

b) .

Megoldás

esetén nincs lineáris tag, ekkor az egyenlet , amelybõl .

x x c x c2 8 2 4 7 92
+ - = - +

x 1,1 2 !=x2 2 02
- + =p 3=-

x 2
5

,1 2 !=

x2 5 02
- =

p 5=

p 5 0- =

x 152 =-x 01 =

x x15 02
+ =

x x x x10 4 30 20 5 22
- - - =- - -^ ^h h

c 10=-

x cx x c5 10 02
- + - - =

x 212 =x 01 =

c 5=-

x cx x c2 11 5 02
- - + + + =

x 22 =-x 01 =

c 5
9

=c5 9 0- =

x x c2 4 5 9 02
+ + - =

x c x c2 11 5 02
- - - + + =] g

x c x c cx x4 3 2 5 22
+ - + = - -] ]g g

x p x p2 5 02
+ - - =^ h

x px x p2 3 1 02
- + + - - =
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c) .

Megoldás

Felbontva a zárójeleket:

Rendezve
;

;
; .

Ekkor az egyenlet
; nincs megoldása a valós számok halmazán.

20. A MÁSODFOKÚ FÜGGVÉNYEK ÉS MÁSODFOKÚ
EGYENLETEK KAPCSOLATA

Ábrázoljuk függvénytranszformációk segítségével az alábbi má-
sodfokú függvényeket!
a) ; ;

; .

Megoldás (ábra)

b) ; ; ;

; .

Megoldás (ábra)

1,5 0x2
+ =

,p 1 5=p2 3 0- =

x x p p2 3 3 3 02
- - + - =^ h

2 3 3 0x px x p 32
- + + - =

x px p p px x2 5 3 3 32
+ - + = - +

: 3n x x2
7-:l x x2

1 2
7

: 2h x x2
7:g x x2

7-:f x x2
7

: 2l x x 4 2
7 - -] g:h x x 4 2

7 -] g

: 4g x x2
7 -:f x x2

7

x

y

1

0 1

( 4x
2

� �

x
2

x
2

�4

( 4 2x
2

� � �

x

y

1

1

x
2

�3x
2

2x
2

0

�x
2

x
21
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Teljes négyzetté alakítás után ábrázoljuk az alábbi függvényeket!

a) .

Megoldás

A teljes négyzetté alakított alak: .

b) .

Megoldás

A teljes négyzetté alakított alak: .

c) .

Megoldás

A teljes négyzetté alakított alak: .

:f x x 2 12
7 - +^ h

: 4 5f x x x2
7 +-

:h x x 1 42
7 + -^ h

:g x x 4 22
7 + -^ h

: 8 14g x x x2
7 + +

: 2 3h x x x2
7 + -
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d) .

Megoldás

A teljes négyzetté alakított alak: .

e) ;

Megoldás

A teljes négyzetté alakított alak: .

f) .

Megoldás

A teljes négyzetté alakított alak: .

: 6 8l x x x2
7- - -

:m x x2
1 2 32

7- - +^ h

:n x x2 1 82
7- + +^ h

: 1l x x 3 2
7- + +^ h

: 2 4 6n x x x2
7 +- -

: 2 1m x x x2
1 2

7 + +-
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Adjunk meg olyan másodfokú függvényeket, amelynek zérushelyei:

a) 2 és 5.

Megoldás

A gyöktényezõs alakot felhasználva a másodfokú másodfokú egyenletnek a gyökei 2; 5.
Ekkor az függvény tetszõleges a esetén a keresett függvényt adja.

Például esetén függvényt kapjuk.

b) –3 és 4.

Megoldás

Az a) eset alapján például: .

c) –1 és .

Megoldás

alakú függvények teljesítik a feltételt. Válasszuk most -nek. Ekkor

a függvény alakú.

d) 8 és 9.

Megoldás

.

e) és 0.

Megoldás

. Ha , akkor .

f) és .

Megoldás

Legyen .

Elvégezve a beszorzást, alakot kapjuk.

g) 4.

Megoldás

Ha 

.

Egy másodfokú függvény minimumértéke –6, zérushelyei 2 és 6. Írjuk fel a másodfokú függvény
hozzárendelési szabályát!

Megoldás

Mivel ismerjük a függvény zérushelyeit, írjuk fel a függvény hozzárendelési szabályát a gyöké-
nyezõs alak felhasználásával.

.
Mivel minimuma van, ezért a > 0.
A függvény a minimumát a zérushelyek számtani közepénél veszi fel, azaz a keresett függvény 

-hez –6-ot rendel.2
2 6 4+ =

x x2 52
+ -

a 0!

:f x a x x2 57 - -^ ^h h a 0!

:f x x x7 102
7 - +a 1=

:f x x x x x3 4 122
7 + - = - -^ ^h h

2
5

:f x a x x1 2
5

7 + -^ bh l a 2=

:f x x x x x2 1 2
5 2 3 52

7 + - = - -^ bh l

:f x x x17 722
7 - +

2-

:f x a x x27 +^ h a 1= :f x x x22
7 +

6 1- 1 6- -

:f x a x x2 67 - -^ ^h h

:f x x 4 2
7 -^ h

a 1=

:f x x x6 1 1 67 - - - - -^ ^h h8 8B Ba 1=
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Írjuk fel egyenlet alakjában:
;

.

A függvény hozzárendelési szabálya: , azaz .

Egy másodfokú függvény maximumértéke 2, zérushelyei –1 és 4. Írjuk fel a másodfokú függvény hozzá-
rendelési szabályát!

Megoldás

A 4. feladat megoldásához hasonlóan: A függvénynek maximuma van, ezért kell hogy legyen. 

A függvény maximumhelye .

Az a értékét az
egyenletbõl határozhatjuk meg.

.
A függvény hozzárendelési szabálya

;

.

Az függvény mely x értékek esetén vesz fel
a) 0 értéket?

Megoldás

A függvény zérushelyeit az egyenlet gyökei adják. .

b) pozitív értéket?

Megoldás

Ábrázolva a függvényt:
vagy .

c) negatív értéket?

Megoldás

.

Az függvény mely x értékek esetén vesz fel
a) 0; b) pozitív; c) negatív értéket?

Megoldás

A függvény értékek esetén vesz fel 0-t. Ha , akkor a függvény értékei pozitívok, ha

vagy akkor negatívok.

Az a paraméter mely értékénél lesz az
függvénynek 

a) minimuma,
b) maximuma?
c) Van-e olyan a érték, ahol semmilyen szélsõértéke nincs a függvénynek?

: 8 10f x a x x1 2
7 +- -] g

a6 4 2 4 6- = - -^ ^h h

:f x x x2
3 12 182

7 - +:f x x x2
3 2 67 - -^ ^h h

a 2
3

=

a 01

,x 2
1 4 1 5= - + =

: 1,6 , ,f x x x4 8 6 42
7- + +

: ,f x x x1 6 1 47- + -^ ^h h

,a 1 6=-

, ,a 1 5 1 1 5 4 2+ - =^ ^h h

: 4 3f x x x2
7 +-

x 32 =x 11 =x x4 3 02
- + =

x 32x 11

x 52x 31

x3 51 1x 52 =x 31 =

x1 31 1

: 8 15f x x x2
7 +- -
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Megoldás

A másodfokú függvénynek akkor van minimuma, ha a fõegyütthatója (x2 együtthatója) pozitív,
akkor van maximuma, ha a fõegyüttható negatív.

Ezek alapján 
esetén minimuma van, esetén maximuma van. 

Ha akkor lineáris függvényt kapunk, melynek a valós számok halmazán nincs se maxi-
muma, se minimuma.

21. MÁSODFOKÚ EGYENLÕTLENSÉGEK I.

Oldjuk meg az alábbi egyenlõtlenségeket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Az függvény zérushelyeit az másodfokú egyenlet adja.
. A másodfokú függvény grafikonja az x tengely alatt halad, ha .

Az egyenlõtlenség megoldása .

b) .

Megoldás

megoldásai . A vizsgált másodfokú függvény fõegyütthatója po-

zitív, a függvény grafikonja az x tengely felett halad, ha vagy . Az egyenlõtlenség
megoldása .

c) .

Megoldás

A fõegyüttható negatív ezért a parabolának maximuma van, ezért 
.

d) .

Megoldás

.

e) .

Megoldás

minden x esetén, mert ,ez azt jelenti, hogy nincs olyan

x amelyre .

f) .

Megoldás

, melybõl .x 25 02 $- ; ;x 5 5,3 3! - - 6 6@ @

a 1=

a 111 0; 1a a2 2-

;x 3 4! 6 @

; ;x 5 4,3 3! - - 6 6@ @

x 42x 51-

x 42 =x 51 =-x x 20 02
+ - =

;x 11 3! - 6@

x11 31 1-x 32 =x 111 =-

x x8 33 02
+ - =x x x8 332

7 + -

x x 20 02 2+ -

x x7 12 02 $- + -

, ,x x2 4 5 4 5 02 #- + -

x x8 33 02 1+ -

x x6 9 02 1- +

x x x6 9 32 2
- + = -^ hx x6 9 02 $- +

; ;x 3 4
3,3 3! - - : :@ @

x x6 9 02 1- +

x2 50 02 $-
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Oldjuk meg a pozitív számok halmazán az alábbi egyenlõtlenségeket!

a) .

Megoldás

A valós számok halmazán az egyenlõtlenség megoldása , ez részhalmaza a pozitív valós szá-
moknak, így tehát a megoldás .

b) .

Megoldás

A pozitív számok halmazán a megoldás .

c) .

Megoldás

A valós számok halmazán a egyenlet megoldásai . 

Az függvény fõegyütthatója negatív, ezért a pozitív számok halmazán a megoldás
.

Beletartozik-e az alábbi egyenlõtlenség megoldáshalmazába a intervallum?

.

Megoldás

Az egyenlõtlenség megoldása . Összevetve a intervallummal, látható, hogy

nem tartozik a megoldáshalmazba.

Határozzuk meg, mely x értékek esetén teljesül egyszerre a és a
egyenlõtlenség!

Megoldás

Az egyenlõtlenség megoldása vagy .

A egyenlõtlenség megoldása .

Ábrázoljuk a két megoldást számegyenesen.

Egyszerre teljesül a két egyenlõtlenség: .

Játék

Egy játékban Anna és Béla az ax2 + bx + c = 0 egyenlet (a ≠ 0) egész együtthatóit felváltva adhatják meg.
Anna kezd. Béla akkor nyer, ha a három együttható megadása után két különbözõ valós gyöke van az
egyenletnek, Anna pedig akkor, ha ez nem teljesül. Melyiküknek van nyerõ stratégiája?

Elemezzünk más játékverziókat is! Például: Anna kezdése után Béla két együtthatót is megadhat; vagy sze-
repcserével Anna nyer két különbözõ gyök létezése esetén; vagy vizsgálhatjuk az a = 1 fõegyütthatóval is
a játékot. (Ekkor b és c adható meg.)

Megoldás

Az egyenlet diszkriminánsa D = b2 – 4ac. Béla akkor nyer, ha D > 0, s ezt Anna mindig meggátolhatja. Pél-
dául b = 0 választással kezd; ezután pedig az ac szorzatot pozitívra állítja. Ezt megteheti, hiszen amikor Béla
az egyik együtthatót megadja, akkor Anna a másik együtthatót ezzel azonos elõjelûnek választhatja. Így a
diszkrimináns negatív lesz, nincsen valós gyök. (Ha Béla a c = 0 értéket választja, akkor D = 0, az egyen-
letnek egyetlen (vagy két egyenlõ) gyöke lesz.)

;2
5
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4
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3
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3

5

2
�

x x10 9 02 1- +

x1 91 1

;x 2
5

3
10! - :Dx x6 5 50 02 1- -
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4

3
10,3 3! - - : :D Dx x9 18 40 02 $- -

;2 2
1

-: D;x 2 2 2 2! - +6 @
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9 3 30x x x2
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x 52 =x 21 =-x x9 3 30 02
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;2 2
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22. MÁSODFOKÚ EGYENLÕTLENSÉGEK II.

Oldjuk meg az alábbi egyenlõtlenségeket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

A számláló szorzótényezõinek és a nevezõnek a zérushelyei 2; –5; 3.
Ezek a számegyenest négy intervallumra bontják. Vizsgáljuk a tényezõk elõjelét az egyes in-
tervallumokon, az egyenlõséget nem vizsgáljuk, mivel sem a nevezõ, sem a számláló (az
egyenlõtlenség miatt) értéke nem lehet 0.

A tört értéke akkor pozitív, ha a negatív tényezõk száma páros. A táblázatból kiolvasható, hogy
ez teljesül, ha .

b) .

Megoldás

Az egyes tényezõk zérushelyei 4; 5; 6
Az elõjelek meghatározásához a táblázat:

A tört értéke negatív, ha a negatív tényezõk száma páratlan. Ez teljesül, ha vagy
.

Ábrázoljuk az alábbi egyenlõtlenségek megoldását számegyenesen!

a) .

Megoldás

Alakítsuk szorzattá a számlálót a gyöktényezõs alak segítségével.

.

Az elõzõ feladathoz hasonlóan elkészített táblázat alapján felírható a megoldás:

.

b) .

Megoldás

A számlálót és a nevezõt is alakítsuk szorzattá.

x x
x x

3 5 2
5 4 02

2
$

- -
- +

; ;x 3
2

3
2 1,3! - - : :D D

x x x x3 2 3 3
2 12

- + + =- + -b ^l h

x
x x

2 3
2 3 0

2
1

-
+ -

x5 61 1

x 41

x < 4 4 < x < 5 5 < x < 6 x > 6

x – 5 – – + +

x – 6 – – – +

x – 4 – + + +

x
x x

4
11 30 0

2
1

-
- +

; ;x 5 2 3, 3! - 6 6@ @

x < –5 –5 < x < 2 2 < x < 3 x > 3

x – 2 – – + +

x + 5 – + + +

x – 3 – – – +

x
x x

3
2 5 02
-

- +] ]g g
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.

A számláló zérushelyei: 1; 4, a nevezõ zérushelyei , 2. Most öt intervallumot kell megvizsgálnunk.

Figyeljünk arra, hogy a tört értéke lehet 0 is, ezért a számlálóban megengedhetjük a 0-t is.

A tört értéke akkor nemnegatív, ha a negatív tényezõk száma páros, illetve a számláló 0. Így a megoldás:

.

c) .

Megoldás

Átalakítva kapjuk a következõ egyenlõtlenséget:

.

Megoldása: .

d) .

Megoldás

Kikötés: .
Hozzunk mindkét oldalon közös nevezõre.

.

Rendezzünk 0-ra, és emeljünk ki -t.

;

.

A táblázat segítségével meghatározva az elõjeleket, kapjuk a megoldást:

.

Az a paraméter milyen értéke esetén teljesül minden x esetén ?

Megoldás

A függvényt tekintve a fõegyüttható pozitív ezért minimuma van.

Minden x valós szám esetén a akkor lesz pozitív, ha a másodfokú egyenletnek nincs megol-
dása, azaz az egyenlet diszkriminánsa negatív.

.

Ebbõl .

3
1

-

x x
x x

x x

x x
3 5 2

5 4
3 2 3

1
4 1

2

2

- -
- + =

- +

- -

^ b

^ ^

h l

h h

a 2
92

D a36 8 01= -

2 6x x a2
- +

x x x a2 62
7 - +

; ;x 2 2
3 5,3! - - 6 : :@
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2 5
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+ -
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h
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2
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^ bh l

2 3x -^ h
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x
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2 3
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-

+
-

;x 2 5!-

; ;x 2 3 5, 3! 6 6@ @
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2
3 5

$
-

- -^ ^h h

; ; ;x 3
1 1 2 4, ,3 3! - - : 6 6 6 6D

x x a2 6 02 2- +

x
x

x
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2 17
2
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- +

x x1 2
1 5 0$-
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x 3
11- x3

1 11 1- x = 1 1 < x < 2 2 < x < 4 x = 4 x > 4

x – 1 – – 0 + + + +

x – 4 – – – – – 0 +

x – 2 – – – – + + +

x 3
1

+ – + + + + + +

3. E1



Határozzuk meg a b paraméter értékét úgy, hogy az minden valós szám ese-
tén teljesüljön!

Megoldás

A kifejezésben a fõegyüttható pozitív, ezért minimuma van.
Ezért 

kell, hogy teljesüljön.

-ból adódik a megoldás.

.

Van-e olyan a érték, mely esetén az minden valós számra igaz?

Megoldás

A kifejezés akkor lesz minden x esetén negatív, ha 
I. a fõegyüttható negatív, és
II. Nincs az egyenletnek gyöke, azaz a diszkriminánsa negatív.
I.-bõl .

II.-bõl , így .

I.-nek és II.-nek nincs közös része, így nincs olyan a érték mely esetén az min-
den valós számra igaz.

23. MÁSODFOKÚRA VISSZAVEZETHETÕ
EGYENLETEK

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket!

a) .

Megoldás

Vezessük be ismeretlent. Ekkor az egyenlet

alakú lesz, melynek gyökei
; .

Visszahelyettesítve kapjuk, hogy 
, melybõl , illetve , melybõl .

b) .

Megoldás

Új ismeretlen bevezetése után kapjuk, hogy , így az egyenlet gyökei ;

.

c) .

Megoldás

; .

x bx2 8 02 2- +

x 3
3

,3 4 !=x 2,1 2 !=

x 2
1

,3 4 !=

x 1,1 2 !=Ca 11 =

x 3,3 4 !=x 92
=1x ,1 2 !=x 12

=

a 92 =a 11 =

a a10 9 02
- + =

x a2
=

ax x6 8 02 1- +

a 8
92D a36 32 01= -

a 01

ax x6 8 02
- + =

b2 2 2 21 1-

b 82 1

D b4 32 02 1= -

x bx2 82
- +

x x3 7 2 04 2
- + =

x x4 5 1 04 2
- + =

x x10 9 04 2
- + =

ax x6 8 02 1- +
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d) .

Megoldás

Két megoldása van: .

Megfelelõen választott új ismeretlen bevezetésével oldjuk meg az alábbi egyenleteket!

E1 a) .

Megoldás

Legyen , ekkor az egyenlet 

alakú lesz. Ennek a másodfokú egyenletnek a gyökei ; .
Most visszahelyettesítve újabb két másodfokú egyenletet kapunk:

, illetve .

Az egyenletek gyökei: , illetve .

E1 b) .

Megoldás

Hasonlóan az a) részhez ismeretlen bevezetésével a redukált egyenlet .
Ennek gyökei ; .
Visszahelyettesítve a értékeit az

, illetve egyenletekhez jutunk. Ezen egyenletek megoldásai

és ; .

K2 c) .

Megoldás

Vezessük be az ismeretlent.

Ekkor egyenletet kapjuk.

Ennek megoldásai ; .

Visszahelyettesítve az a értékét, majd megoldva az újonnan kapott másodfokú egyenleteket ,

és -t kapjuk.

24. MÁSODFOKÚRA VISSZAVEZETHETÕ EGYENLETEK,
EGYENLÕTLENSÉGEK (NEM ÉRETTSÉGI TANANYAG)

Oldjuk meg az alábbi egyenleteket az egész számok halmazán!

a) .

Megoldás

Használjuk fel azt az ismeretet, hogyha egy n-edfokú egész együtthatós egyenletnek a fõegyütthatója 1,
akkor és csak akkor van egész megoldása, ha a megoldás osztója a konstans tagnak.

Így a megoldások 6 osztói közül kerülhetnek ki. 6 osztóit megvizsgálva kaphatjuk, hogy az meg-
oldása az egyenletnek.

x 1=

x 2
8 66

,3 4
!

=x 92 =

x 11 =-

a 92 =a 2
1

1 =

a a2 19 2 47 02
- + + =^ h

x x a82
- =

x 42 =x 13 =-

x 2
3 45

,1 2
!

=x x3 42
- =3x x 92

- =

a 42 =a 91 =

a a13 36 02
- + =x x a32

- =

x 1 5,3 4 !=-x 1 2,1 2 !=

x x2 42
+ =-x x2 12

+ =

a 42 =-a 11 =a a3 4 02
+ - =

x x a22
+ =

x 2,1 2 !=

x x 12 04 2
- - =

x x x x2 3 2 4 02 2 2
+ + + - =^ ^h h

x x x x3 13 3 36 02 2 2
- - - + =^ ^h h

x x x x7 6 04 3 2
- - + + =

x x x x2 8 19 8 2 47 02 2 2
- - - + + =^ ^h h
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Polinomok osztásának felhasználásával kapjuk, hogy 
.

A következõkben már az harmadfokú egyenlet egész megoldásait keres-
sük. Hasonlóan az elõzõhöz belátható, hogy megoldása az egyenletnek.

Ekkor szorzatalakot kapjuk. A kapott másodokú egyen-
let gyökei a megoldóképlet segítségével meghatározhatók.

Így a megadott negyedfokú egyenlet egész megoldásai ; ; ; .

b) .

Megoldás

Az a) résznél felhasznált módszerrel az egyenlet gyökei
; ; ; .

Oldjuk meg az alábbi negyedfokú szimmetrikus egyenleteket!

a) .

Megoldás

Az nem megoldása az egyenletnek, ezért x2-tel végigoszthatjuk az egyenletet.

.

Rendezzük át az egyenletet:

;

.

Jelöljük -val.

Ekkor .

Így az egyenletünk 
lesz.

Ebbõl ; .

Visszahelyettesítve az

és egyenleteket kapjuk, melynek megoldásai:

; ; .

b) .

Megoldás

Az a) részben leírt módszerrel a kapott gyökök

; ; ; .

Mely való számok alkotják az alábbi egyenletek megoldáshalmazát?

a) .

Megoldás

Szimmetrikus harmadfokú egyenleteknél az kiemelhetõ.
Csoportosítsuk a tagokat:

x 14 =-

1x +^ h

x 4
1

4 =x 43 =x 2
1

2 =-x 21 =-

3x4 =x 3
1

3 =1x ,1 2 =

x x
1

3
10

+ =x x
1 2+ =-

a 3
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2 =a 21 =-

a a3 2 4 14 02
- - - =^ h

x
x

a1 22
2

2
+ = -

x x a1
+ =

x
x

x x3 1 4 1 14 02
2+ - + - =b bl l

3 4 14 0x
x

x x
3 42

2+ - - - =

x x x x
3 4 14 4 3 02

2- - - + =

x 0=

x 13 =x 22 =-x 11 =-

x 34 =x 13 =x 22 =-x 11 =-

x x x x x7 6 3 3 23 2
- - = - + +^ ^h h

x 3=

x x7 6 03
- - =

)x x x x x x x7 6 1 7 64 3 2 3
- - + + = - - -^ ^h h

x x x2 3 3 2 03 2
+ + + =

x x x x8 14 69 14 8 04 3 2
- - - + =

x x x x3 4 14 4 3 04 3 2
- - - + =

x x x x3 2 04 3 2
+ - - + =
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.

Használjuk fel, hogy .
Alakítsuk szorzattá a bal oldalt.

.
Ebbõl 

. A -nek nincs megoldása a valós számok halmazán.

b) .

Megoldás

Szorzattá alakítva kapjuk, hogy
, melybõl a megoldások

; ; .

c) .

Megoldás

A szorzattá alakított alak:
, amelybõl a megoldások

; ; .

Oldjuk meg az egyenlõtlenséget!

Megoldás

Keressük az egyenlet megoldásait az egész számok körében. Mivel egész együtt-
hatós negyedfokú egyenletrõl van szó, ha van egész megoldás, az csak 24 osztói közül kerülhet ki. Az osz-
tókat vizsgálva megállapítható, hogy az megoldása az egyenletnek. Polinom osztást végezve, szor-

zattá alakítható a kifejezés. 

.
Tovább vizsgálva a harmadfokú kifejezést szorzattá alakítható, és a negyedfokú polinom felbontható

elsõfokúak szorzatára.
.

Táblázattal megvizsgálva a zérushelyek által meghatározott intervallumokat:

A négytényezõs szorzat akkor lesz negatív, ha a negatív tényezõk száma páratlan, és ott lesz 0, ahol va-
lamelyik tényezõ 0.

A megoldás .

x x x15 10 24 04 2 #- - +

; ;3 2 1 4,- -6 6@ @

x < –3 –3 ≤ x ≤ –2 –2 < x < 1 1 ≤ x ≤ 4 x > 4

x – 1 – – – +; 0 +

x + 2 – –; 0 + + +

x + 3 – +; 0 + + +

x – 4 – – – –; 0 +

x x x x1 3 2 4 0#- + + -^ ^ ^ ^h h h h

15 10 24x x x x x x x1 14 244 2 3 2
- - + = - + - -^ ^h h

x x x15 10 244 2
- - +

x 1=

x x x15 10 24 04 2
- - + =

x 11 =- x 10
11 21

2 = + x 10
11 21

3 = -

x x x1 5 11 5 02
+ - + =^ ^h h

x x x5 6 6 5 03 2
- - + =

x 11 =- x 2
3 5

2 = + x 2
3 5

3 = -

x x x1 3 1 02
+ - + =^ ^h h

x x x2 2 1 03 2
- - + =

x 11 =- x x2 2 02
+ + =

x x x1 2 2 02
+ + + =^ ^h h

x x x x x1 1 1 13 3 3 2
+ = + = + - +^ ^h h

x x x2 1 3 1 03
+ + + =^ ^h h
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25. GYÖKÖK ÉS EGYÜTTHATÓK KÖZÖTTI ÖSSZEFÜGGÉSEK

1. K1

2. K1

25. GYÖKÖK ÉS EGYÜTTHATÓK KÖZÖTTI
ÖSSZEFÜGGÉSEK

Írjunk fel olyan másodfokú egyenletet, amelynek gyökei

a) 1, 2.

Megoldás

Használjuk fel a gyökök és együtthatók közötti összefüggéseket.

;

.

Legyen , ekkor 
, azaz ;

, azaz .

Ekkor a másodfokú egyenlet .
Megjegyzés: Az a tetszõleges 0-tól különbözõ szám lehet.

b) 3, 5.

Megoldás

Az elõzõhöz hasonlóan kapjuk ; .

Az egyenlet: .

c) –4, 6.

Megoldás

.

d) –8, 22.

Megoldás

.

e) , .

Megoldás

.

Alakítsuk szorzattá a Viète-formulák segítségével a következõ kifejezéseket!

Megoldás

Használjuk fel a megoldás során, hogy ha a fõegyüttható 1, akkor a gyökök szorzata a konstans
tag, a gyökök összege a lineáris tag együtthatójnak (–1)-szerese.

a) .

Megoldás

.x x7 1- +^ ^h h

x x4 1 02
- + =

1 6 0x x30 72
- + =

x x2 24 02
- - =

x x8 15 02
- + =

c 15=b 8=-

x x3 2 02
- + =

c 2=x x c1 2$ =

b 3=-x x b1 2+ =-

a 1=

x x a
c

1 2$ =

x x a
b

1 2+ =-

x x6 72
- -

2 3- 2 3+
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3. K1

b) .

Megoldás

.

c) .

Megoldás

.

d) .

Megoldás

.

e) .

Megoldás

Nem bontható, mert nincs zérushelye.

Az alábbi egyenlet gyökeinek kiszámítása nélkül határozzuk meg a gyökök elõjelét!

Megoldás

Elõször minden esetben meg kell vizsgálni, vannak-e gyökei az egyenletnek. Ehhez a diszkrimináns elõje-
lét kell megnézni. 

Az elõjel vizsgálatához használjuk fel a gyökök és együtthatók közötti összefüggéseket.

a) .

Megoldás

, léteznek gyökök.
A gyökök szorzata , ezért a két gyök azonos elõjelû. A gyökök összege , és
azonos elõjelûek ezért mindkét gyök pozitív.

b) .

Megoldás

, léteznek gyökök.
, tehát azonos elõjelûek, és

, tehát mindkét gyök negatív.

c) .

Megoldás

, vannak gyökök.
különbözõ elõjelûek.

d) .

Megoldás

Különbözõ elõjelûek a gyökök.

x x5 62
+ +

0x x 71 2$ 1=-

D 02

0x x 71 2 1+ =-

0x x 91 2$ 2=

D 13 02=

x x 6 01 2 2+ =x x 5 01 2$ 2=

D 16 02=

x x x x2 2
7 1 2 7 1- + = - +b ^ ^ ^l h h h

x x2 2 1- -^ ^h h

x x2 3+ +^ ^h h

x x2 6 42
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x x17 180 02
- - =
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e) .

Megoldás

Mindkét gyök pozitív.

f) .

Megoldás

Különbözõ elõjelûek a gyökök.

Egyszerûsítsük az alábbi törteket!

Megoldás

A gyökök és együtthatók közötti összefüggések felhasználásával alakítsuk szorzattá a nevezõt és
a számlálót, majd egyszerûsítsünk.

a) .

Megoldás

.

b) .

Megoldás

.

c) .

Megoldás

.

d) .

Megoldás

.
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26. VIÉTE-FORMULÁK HASZNÁLATA
FELADATMEGOLDÁSOKBAN

Határozzuk meg a egyenletben a

K1 a) gyökök összegét!

Megoldás

Elõször azt kell megvizsgálni, hogy léteznek-e gyökök. Mivel , ezért két különbözõ gyöke
van az egyenletnek.

.

K1 b) gyökök szorzatát!

Megoldás

.

K1 c) gyökök összegének négyzetét!

Megoldás

.

K2 d) gyökök négyzetének összegét!

Megoldás

.

Határozzuk meg a egyenletben a

a) gyökök négyzetösszegét!

Megoldás

Elõször azt kell megvizsgálni, hogy léteznek-e gyökök. Mivel , ezért két különbözõ valós gyöke
van az egyenletnek.

.

b) gyökök reciprokainak összegét!

Megoldás

.

c) gyökök köbeinek az összegét!

Megoldás

.
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3. K2

4. E1

d) gyökök különbségét!

Megoldás

;

. 

A gyökök különbségének elõjele kétféle lehet attól függõen, hogy a kisebb abszolút értékûbõl
vonjuk ki a nagyobb abszolút értékût, vagy fordítva.

.

Határozzuk meg az egyenletben a gyökök négyzetének különbségét!

Megoldás

Mivel , az egyenletnek nincsenek gyökei, ezért nem lehet gyökök négyzetének kü-
lönbségét számolni.

Határozzuk meg az egyenletben a c értékét úgy, hogy 

a) az egyenletnek 1 megoldása legyen!

Megoldás

1 megoldás van, ha a .

;

.

Ekkor az egyenlet gyöke .

b) az egyenletnek 2 pozitív gyöke legyen!

Megoldás

Ahhoz, hogy két gyöke legyen kell, hogy teljesüljön.

, amibõl 

.

Ahhoz, hogy két azonos elõjelû gyöke legyen, kell hogy a gyökök szorzata pozitív legyen.
.

Továbbá, ahhoz, hogy mindkét gyök pozitív legyen, kell, hogy a gyökök összege pozitív legyen.
, ez mindig teljesül.

Összevetve a feltételeket, két pozitív gyöke akkor van az egyenletnek, ha

.

c) az egyenletnek különbözõ elõjelû gyökei legyenek!

Megoldás

Ahhoz, hogy két különbözõ elõjelû gyöke legyen, kell hogy a gyökök szorzata negatív legyen.
.

esetben teljesül.
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Hogyan kell megválasztani a c paraméter értékét úgy, hogy az egyenletben a
gyökök négyzetösszege 78 legyen?

Megoldás

A gyökök létezésének feltétele, hogy teljesüljön.

.

egyenlõtlenség megoldása vagy .

A gyökök négyzetösszege

;

;

;

;

; .

Ellenõrizve mindkét c érték esetén teljesül, hogy a gyökök négyzetösszege 78.

27. PARAMÉTERES EGYENLETEK

Határozzuk meg a b milyen értékénél lesz az egyenletnek az egyik gyöke 5?
Számítsuk ki a másik gyök értékét!

Megoldás

Helyettesítsük be az x helyére 5-öt.
;

.
Ekkor a másodfokú egyenlet

.
Gyökei ; .

Adjuk meg az a értékét úgy, hogy az egyenletnek az egyik gyöke –1 legyen!
Számítsuk ki a másik gyök értékét!

Megoldás

Ha behelyettesítjük az -et, akkor az
egyenletet kapjuk.

.

Így az egyenlet .

A gyökök ekkor ; .

A p milyen értékénél van két egyenlõ gyöke az alábbi egyenleteknek?

a) .

Megoldás

Két egyenlõ gyöke van az egyenletnek, ha .

;
.
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b) .

Megoldás

;
.

A gyökök .

c) .

Megoldás

;

; .

Ha , akkor az egyenlet 

, melynek gyökei .

Ha , akkor az egyenlet

, ennek gyökei .

Oldjuk meg az alábbi paraméteres egyenleteket, ahol c paraméter valós szám!

a) .

Megoldás

Ha , akkor .
Ha , akkor emeljünk ki x-et.

;
vagy 

.
, és ;

.

b) .

Megoldás

Van megoldás, ha .

, ebbõl adódik, hogy

.
Mivel a bal oldal teljes négyzet, ezért minden c esetén teljesül az egyenlõtlenség.
Az egyenlet megoldásai:

Ha , akkor két egyenlõ gyöke van .

Ha , akkor

.
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21 =- x 2

3
2 =

x x 2
5

1 2= =-

,p 15 5=-

D p100 8 3 0$= - - - =^ h

2 10 0x x p 32
+ =- -

p x px p2 6 4 1 02
+ + + + =^ h

x
c c c c c

4
3 6 9

4
3 3

,1 2

2! !
=

- - + +
=

- + +^ ^h h

c 3!-

x x 2
3

1 2= =c 3=-

c c6 9 02 $+ +

D c c3 8 2
3 02 $ $= - +^ h

D 0$

x c
c2

2 = -

c 0!cx c2= -

cx c 2 0+ - =

x 01 =

x cx c 2 0+ - =^ h

c 0!

x 0=c 0=

x x 3
1

1 2= =x x5
9

5
6

5
1 02

- + =

p 5
1

=-

x x 2
3

1 2= =-x x4 12 9 02
+ + =

p 2=

p 5
1

2 =-p 21 =

D p p p6 4 2 4 1 02
= - + + =^ ^ ^h h h

cx c x2 02
+ - =] g

x c x c2 3 2
3 02

+ - - =] g

73

27. PARAMÉTERES EGYENLETEK

4. E1



74

III. MÁSODFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLÕTLENSÉGEK

5. E2

Emelt szint

1. E1

A p paraméter értékétõl függõen adjuk meg az alábbi egyenletek megoldásainak számát és megoldásait!

a) .

Megoldás

Nullára rendezve .
Van megoldása az egyenletnek, ha 

.
minden p esetén teljesül.

Az egyenlet gyökei 

;

; .

b) .

Megoldás

Ha , akkor minden szám megoldás.
Ha , akkor oszthatunk p-vel.

egyenletnek akkor van megoldása, ha

, azaz , ekkor a gyökök

.

Ha , akkor nincs megoldás.

28. PARAMÉTERES EGYENLÕTLENSÉGEK

Vizsgáljuk meg, hogy az alábbi egyenlõtlenségnek milyen megoldása van a megadott p értéknél!
.

Megoldás

Az adott paraméter értékét behelyettesítve másodfokú egyenlõtlenségeket kapunk, amelyeket a zérushe-
lyek meghatározásával megoldhatunk.

a) .

Megoldás

egyenlõtlenség megoldását keressük.

Az egyenletnek a diszkriminánsa negatív, a másodfokú függvénynek minimuma van, és
nincs zérushelye, ezért minden x esetén teljesül az egyenlõtlenség. 

b) .

Megoldás

, minden x valós szám esetén teljesül.
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c) .

Megoldás

egyenlõtlenséget kell vizsgálni.

Az egyenlet gyökei , ezért az egyenlõtlenség megoldása

.

d) .

Megoldás

egyenlõtlenség esetén az egyenlet gyökei ;

, az egyenlõtlenség megoldása .

Határozzuk meg, hogy p értéktõl függõen mely x értékekre teljesül az alábbi egyenlõtlenség!
.

Megoldás

Vizsgáljuk meg a egyenlet diszkriminánsát.
.

Ha , azaz , akkor az egyenletnek nincs megoldása, azaz az

függvénynek nincs zérushelye, és minimuma van, ezért nincs olyan valós
szám, amelyre teljesül az egyenlõtlenség.

Ha , azaz , akkor a minimummal rendelkezõ parabola érinti az x tengelyt, de

nincs olyan x érték, melyre negatív lenne, ezért ebben az esetben nincs megoldás.

Ha , azaz , akkor két zérushelye van a parabolának

. A két zérushely közötti értékeknél teljesül a . Így tehát

a megoldás: ha , akkor .

Határozzuk meg a paraméter értékét úgy, hogy tetszõleges valós szám esetén igaz legyen az
egyenlõtlenség! (p a paraméter)

a) .

Megoldás

alakra átírva, akkor teljesül tetszõleges x valós szám esetén, ha , azaz
.

b) .

Megoldás

Ha , akkor minden valós x esetén teljesül.

Ha , akkor , és pozitív szám. 

Az egyenletnek két megoldása van, így ha ,

akkor az egyenlõtlenség nem teljesül.

Így ha , akkor nincs olyan p érték melynél minden x-re .
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Ha , akkor bal oldala negatív, tehát tetszõleges x érték esetén igaz az
egyenlõtlenség.

c) .

Megoldás

Hasonlóan az elõzõhöz 

esetén tehát tetszõleges x érték esetén igaz a egyenlõtlenség.

Oldjuk meg a valós számok halmazán az alábbi egyenlõtlenségeket, ahol p valós paraméter!

a) .

Megoldás

Rendezzük az egyenlõtlenséget.

.

Ha , akkor minden valós x esetén teljesül az egyenlõtlenség.

Ha , akkor az egyenlet gyökei ; , így a megol-

dás .

b) .

Megoldás

Rendezve az egyenlõtlenséget

.

Ha , azaz , akkor nincs megoldása az egyenlõtlenségnek.

Ha , azaz , akkor az egyenlõtlenség esetén teljesül.

Ha , azaz , akkor az egyenlet gyökei , így az

egyenlõtlenség megoldása .

c) .

Megoldás

Ha , azaz , akkor adódik, így nincs megoldása az egyenlõtlenségnek.

Ha , azaz , akkor az egyenlõtlenség bal oldala negatív, ezért nincs megoldás.

Ha , azaz , akkor .
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29. SZÖVEGES, GYAKORLATI FELADATOK I.

1. K1

2. K1

3. K2

4. K2

29. SZÖVEGES, GYAKORLATI FELADATOK I.

Egy szám és a nála néggyel nagyobb szám szorzata 357. Melyik ez a két szám?

Megoldás

Jelöljük a kisebb számot x-szel. Ekkor
.

egyenlet megoldása ; .
Két ilyen számpár van: 17 és 21, illetve –21 és –17.

Három egymást követõ természetes szám négyzetösszege 1325. Melyik ez a három szám?

Megoldás

Jelöljük a középsõ számot x-szel. Ekkor
;

;

;
.

A természetes számok halmazán csak egy megoldás van, a három szám : 20; 21; 22.
A szövegbe történõ behelyettesítéssel ellenõrizhetjük a kapott megoldást.

Egy baráti társaság szállást foglalt egy hegyi panzióban. Együttesen 240 euróba került a szállás. Ket-
ten nem tudtak elmenni, így az õ részüket is ki kellett fizetni. Ezért minden résztvevõnek az ere-
detileg meghatározott összegnél 4 euróval drágább volt a szállásköltség. Hányan vettek részt az
összejövetelen, és mennyit kellett a szállásért fizetni?

Megoldás

Jelöljük x-szel az eredetileg jelentkezettek létszámát. Ekkor egy fõ részére euróba került

volna a szállás. Ha két fõvel kevesebben mennek el, akkor lesz a szállásköltség egy részt-

vevõnek. Ezek alapján

;  .

Közös nevezõre hozva és rendezve
egyenletet kapjuk.

Megoldásai ; . Eredetileg tehát 12-en jelentkeztek, valójában 10-en vettek
részt a kiránduláson, és 1 fõnek 24 eurót kellett fizetni.

Kétfajta mandarinból vásároltunk a piacon. Az egyik fajtából 3200 Ft értékben, a másik fajtából
2400 Ft értékben. A második fajtájú 80 Ft-tal olcsóbb kg-onként, így ebbõl 4 kg-mal többet vet-
tünk. Hány kg-ot vásároltunk az egyes fajtákból?

Megoldás

Legyen a drágább fajtából vásárolt mennyiség x kg, így a drágább fajtából Ft-ba kerül egy

kg, az olcsóbból Ft a kg-onkénti ár.

Ekkor a felírható összefüggés

; .

A közös nevezõvel beszorozva és rendezve
egyenletet kapjuk.

Megoldásai: ; .
Válasz: 16 kg-ot vásároltunk a drágább, 20 kg-ot az olcsóbb fajtájú mandarinból.
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2. K2

Egy telefontársaság tarifacsomagja 4050 Ft. Egy akció keretében 3 Ft-tal csökkentették a hívás percdíját, így
ezért az összegért 15 perccel többet lehet beszélni. Mennyi ideig lehet az akciós idõszakban a tarifacso-
magdíjért beszélni, és mennyi a beszélgetés percdíja?

Megoldás

Jelöljük az akció elõtti percdíjat x-szel. 
A szövegnek megfelelõ összefüggés

;  .

;
; .

Az akció elõtt 30 Ft volt a percdíj, az akció idõszakban 27 Ft/perc, és 4050 Ft-ért 150 percig lehet telefonálni.

30. SZÖVEGES, GYAKORLATI FELADATOK II.

Hány oldalú az a konvex sokszög, amelyben 119 átló húzható?

Megoldás

Egy n oldalú sokszögbe átló húzható.

egyenlet megoldásai: ; .

A sokszög 17 oldalú.

Egy nyelvvizsgára készülõ diáknak 200 szót kellett megtanulnia a következõ számonkérésig. Tudta, hogy két
napig nem lesz ideje tanulni, ezért naponta öt szóval többet tanult meg a tervezettnél. Hány nap múlva lesz
a számonkérés?

Megoldás

Ha x-szel jelöljük a naponta megtanulandó szavak számát a tervek szerint, akkor

;  ;

;
; .

Válasz: 10 nap múlva lesz a számonkérés.

Egy ruha árát két egymás utáni alkalommal emelték ugyanakkora %-kal, így a ruha ára 10 000 Ft-ról 14 000
Ft-ra emelkedett. Hány %-os volt az áremelés?

Megoldás

Jelöljük az áremelés mértékét p%-kal. Ekkor az elsõ áremelés után -szoros lesz az új ár, az újbóli

áremelés -szerese lesz az eredeti árnak.

;

;

; .

A feladat értelmezése alapján csak a pozitív szám lehet megoldás. Ez azt jelenti, hogy kb. 18%-os volt az
áremelés mértéke.
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Egy kikötõbe két hajó érkezik, egyik északi irányból kétszer akkora sebességgel, mint a másik ke-
leti irányból. Egy adott idõpontban az északról érkezõ hajó 2700 m-re, a keletrõl érkezõ hajó

1250 m-re van a kikötõtõl. perc múlva a hajók 1300 m-nyire vannak egymástól. Mekkora a

hajók sebessége?

Megoldás

Legyen a lassúbb hajó sebessége x , akkor a gyorsabbé 2x . 

. A hajók által megtett út (1250 – 100x) m; illetve (2700 – 200x) m.

Rajzoljuk fel a hajók elhelyezkedését.
Írjuk fel Pitagorasz tételét a derékszögû háromszög oldalaira.

.
Átalakítva, rendezve kapjuk:

;
; .

19,1 nem lehet a lassúbb hajó sebessége, mert akkor már 1350 m-nél többet

tett volna meg 100 s alatt. Így a feladat megoldása: 7,5 a lassabban közlekedõ

hajó, 15 a gyorsabban közlekedõ hajó sebessége.

a) Egy kavicsot 20 m/s kezdõsebességgel függõleges irányban felfelé elhajítunk. Állapítsuk meg,
hogyan függ a kavics föld felszínétõl mért távolsága, s ábrázoljuk a távolságot az idõ függvé-
nyében! (A közegellenállást elhanyagolhatjuk, g ≈ 10 m/s2.)

b) Oldjuk meg az elõzõ feladatot, ha a kavicsot egy 10 méter magas ház tetejérõl hajítjuk el,
függõleges irányban felfelé!

Megoldás

a) A távolság idõfüggése , ennek képe lefelé

nyitott parabola.

b) A magasság idõfüggése most . 

Teljes négyzetté alakítva:
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31. MÁSODFOKÚ EGYENLETRENDSZEREK

Oldjuk meg az egyenletrendszereket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Fejezzük ki a (2) egyenletbõl y-t: 
(3) .
Behelyettesítve az elsõ egyenletbe:
(1) , rendezéssel:

.
, visszahelyettesítve (3)-ba: .

, visszahelyettesítve (3)-ba: .
Tehát az egyenletrendszernek két megoldása van.

b) .

Megoldás

(2) , behelyettesítve:

(1) .

(1) .
⇒ ;

⇒ .
Tehát az egyenletrendszernek két megoldása van.

c) .

Megoldás

Kikötés: .
(2) , behelyettesítve:

(1) , rendezéssel

(1) .
⇒ ;

⇒ .
Tehát az egyenletrendszernek két megoldása van.

d) .

Megoldás

Kikötés: .
(1) .

(2) , rendezve
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( )

( )

x y

y y
x x

1

2

6

1
1 32

2
+ =

+ +
+ + = 4

x 42 = y 82 =

x 81 = y 41 =

x x3 36 96 02
- + =

x x
1

12
1 12+
-

=

y x12= -

0, 0x y! !

( )

( )
x y
x y

1

2

1 1
8
3

12

+ =

+ =
4

y 32 =- x 42 =

y 101 = x 171 =

y y7 30 02
- + + =

y y y y7 7 192 2
+ - + - =^ ^h h

x y 7= +

( )
( )

x xy y
x y

1
2

19
7

2 2
=

=

- -

-
4

( )
( )

xy
x y

1
2

28
11

=

+ =
3

y x11= -

x x11 28- =^ h

x x0 11 282
= - +

y 71 =x 41 =

x 72 = y 42 =
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⇒ ;

⇒ .
A kapott megoldások nem mondanak ellent a kikötésnek:

, és .
Tehát az egyenletrendszernek két megoldása van.

Milyen valós számpárokra teljesülnek az alábbi egyenletrendszerek?

a) .

Megoldás

Nyilván egyik szám sem lehet 0, mert szorzatuk 12, így .

(1) , rendezéssel

(1) .

-re másodfokú egyenletet kaptunk. Legyen , ahol .

;
és .

Ha , akkor ⇒ ; , és ; .

Ha , akkor ⇒ ; , és ; .
Tehát az egyenletrendszernek négy megoldása van.

b) .

Megoldás

Összeadva az egyenletek megfelelõ oldalait:
⇒ ⇒ , behelyettesítve (1)-be:

, rendezéssel

;
⇒ ;

⇒ .
Tehát az egyenletrendszernek két megoldása van.

c) .

Megoldás

Mivel a bal oldali tényezõk értéke biztosan nem 0, így osszuk el a (2) egyenletet az (1) egyen-
lettel.

(3) (Itt , ez nem lehetne megoldás az elsõ egyenlet miatt.)

. Behelyettesítve (1)-be:
;

, gyökei: , . (3) visszahelyettesítve:

Ha , akkor .

Ha , akkor .

Ellenõrzéssel megállapíthatjuk, hogy a két megoldás kielégíti az egyenleteket.

y 9
49

2 = x 9
32

2 =

y 61 = x 21 =-

y y9 103 294 02
- + = y 61 = y 9

49
2 =

y y59 9 5 4- - =-^ ^h h

x y58 10= -

y
x

5
8 10

-
- =- y 5!

( )
( )

x y y
x y x

1
2

5 4
8 40

+ - =-

+ - =

^ ^

^ ]

h h

h g
3

x 12 = y 32 =

x 31 = y 11 =

x x4 3 02
- - =

x x x x2 4 4 10+ - + - =^ h

x y2 2 8+ = x y 4+ = y x4= -

( )
( )

x xy y
x xy y

1
2

2 10
2 2

+ + =

- + =-
3

a 92 = x 92
= x 33 = y 43 = x 34 =- y 44 =-

a 161 = x 162
= x 41 = y 31 = x 42 =- y 32 =-

a 161 = a 92 =

25 1 0a a 442
- + =

a 0$a x2
=x2

x x25 144 04 2
- + =

x x
12 252

2
+ =b l

y x
12

=

1 2 4 0!+ +1 10 100 0!- +

y 22 =x 42 =

y 101 =-x 161 =

( )
( )

x y
xy

1
2

25
12

2 2
+ =

=
4
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Egy kétjegyû szám négyszerese a számjegyei összegének, és kétszer akkora, mint a számjegyeinek szorzata.
Melyik kétjegyû számról van szó?

Megoldás

Legyen a szám alakú.
Ekkor a szám felírható alakban.
A szövegbõl felírható összefüggések:
(1) , illetve
(2) .
Fejezzük ki a (2)-bõl y-t, majd helyettesítsük be az (1)-be. Ekkor 

egyenletet kapjuk.
Rendezve 

;
nem kapunk kétjegyû számot.

esetén a kétjegyû szám 36.
Ellenõrzés a szöveg alapján.

Egy osztályból két színházi elõadásra vásároltak jegyeket. Az elsõ elõadásra 30 000 Ft-ot, a második elõa-
dásra 26 400 Ft-ot fizettek a jegyekért. A második elõadásra három diákkal kevesebb jelentkezett, és a má-
sodik elõadás jegyára 200 Ft-tal több volt, mint az elsõ elõadásra szóló jegy ára. Hányan jelentkeztek az
egyes elõadásokra, és mennyi volt a jegy ára?

Megoldás
Vezessük be a következõ jelöléseket:

A szöveg alapján felírható összefüggések:
(1) ;
(2) .
Fejezzük ki az elsõ egyenletbõl y-t, majd helyettesítsük be a második egyenletbe.

.

Rendezve:
egyenletet kapjuk, melynek gyökei ; .

A szöveg értelmezése szerint csak a második megoldás lehet jó. Ekkor .

Így tehát az elsõ elõadásra 15-en jelentkeztek, a jegy ára 2000 Ft-ba került, a második elõadásra 12-en
fizettek, és a jegy ára 2200 Ft volt.

Egy derékszögû háromszög területe 6750 cm2, átfogója 195 cm. Mekkorák a befogói?

Megoldás
Jelöljük a derékszögû háromszög befogóit a, illetve b-vel.
Írjuk fel a Pitagorasz tételt, és a derékszögû háromszög területére vonatkozó összefüggést.
(1) ;

(2) .

Megoldva az egyenletrendszert négy számpárt kapunk. 
; .

; .

; .

; .

x 32 =

x 01 =

x x2 6 0- =^ h

x x x x x x10 2 1 10 4 2 1 40- + = - +^ ^h h

x y xy10 2+ =

x y x y10 4+ = +^ h

xy x y10= +

xy

b 754 =-a 1804 =-

180b3 =-75a3 =-

b 752 =a 1802 =

b 1801 =a 751 =

ab
2 6750=

a b 1952 2 2
+ =

y 15
30 000 2000= =

x 152 =x 301 =-x x2 30 900 02
+ - =

x x3 30 000 200 26 400- + =^ bh l

x y3 200 26 400- + =^ ^h h

xy 30 000=

Jelentkezõ tanulók száma 1 db jegy ára (Ft)

Elsõ elõadás x y

Második elõadás x – 3 y – 2
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A háromszög oldalai pozitív számok, ezért az utolsó két számpár nem lehet a szöveges feladat
megoldása. 

Az elsõ két számpár a háromszög befogóinak felcserélésével kapható meg, ez nem ad kü-
lönbözõ megoldásokat.

Tehát egy ilyen derékszögû háromszög van, melynek befogói 75 cm, és 180 cm.

Egy háromszög kerülete 24 cm, egyik oldalának hossza 8 cm, területe cm2. Mekkora a há-
romszög másik két oldala?

Megoldás
Használjuk a háromszög területét, kerületét és oldalait tartalmazó összefüggést, a Heron képle-
tet: , ahol s a kerület fele.
Legyen a cm.
Ekkor a kerület
(1) .
A terület 
(2) .
Az (1) és (2) megoldásából kapjuk, hogy , , illetve , .
A háromszög másik két oldala 7 cm és 9 cm.

DIOFANTOSZI EGYENLETEK (OLVASMÁNY)

Hány olyan négyjegyû természetes szám van, amely 4-gyel osztva 1, 5-tel osztva pedig 2 mara-
dékot ad? Adjuk meg képlettel is a számokat!

Megoldás

A 4-gyel osztva 1 maradékot adó számok sorozata 1001, 1005, 1009, …; az 5-tel osztva 2 ma-
radékot adó számok sorozata 1002, 1007, 1012, …. A legkisebb olyan négyjegyû szám, amely
mindkét tulajdonsággal rendelkezik, 1017. 4 és 5 legkisebb közös többszöröse 20, a keresett szá-
mok 1017 + 20k alakúak, ahol k = 0, 1, 2, … , 449. 450 darab megfelelõ szám van.

Egy tepsi sült tésztát a tepsiben daraboltunk fel, annak két szélével párhuzamos vágásokkal. A szé-
lek mentén keletkezõ darabok a „rosszak”, a többi süti a „jó”. Hány vágás esetén lesz ugyan-
annyi jó és rossz sütemény?

Megoldás

Tegyük fel, hogy a tepsi szélén x, illetve y darab sütemény keletkezett (x, y 1-nél nagyobb egész
számok). Ekkor a sütemények darabszáma x ⋅ y, a jó sütemények száma (x – 2)(y – 2), a rosszaké
2(x – 1) + 2(y – 1). Innen 
(x – 2)(y – 2) = 2(x – 1) + 2(y – 1),
xy – 4x – 4y + 8 = 0,
(x – 4)(y – 4) = 8.
A tényezõk a 8 pozitív társosztói, így x – 4 ! {1; 2; 4; 8}, azaz x ! {5; 6; 8; 12}. A lehetséges
méretek – a sorrendtõl eltekintve – 5 × 12 és 6 × 8; ehhez pedig 4 + 11 = 15, illetve 5 + 7 = 12
vágás kell.
Ne felejtsük el az ellenõrzést!

Melyek azok a kétjegyû számok, amelyeknél maga a szám 17-tel nagyobb, mint a szám számje-
gyeinek szorzata?

Megoldás

Az számra felírható a 10a + b = ab + 17 egyenlet. Ebbõl
,a b b10 17- = -^ h

ab

a 71 = b 91 = a 92 = b 72 =

a b12 5 12 4 12 12$= - -^ ^h h

a b24 8= + +

c 8=

t s s a s b s c= - - -^ ^ ^h h h

12 5
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.

Mivel a, b számjegyek, 10 – b = 1 vagy 10 – b = 7 lehetséges; innen b = 9 (a = 8), vagy b = 3 (a = 2).
A keresett szám a 89 vagy 23.
Ne felejtsük el az ellenõrzést!

Oldjuk meg az alábbi másodfokú diofantoszi egyenleteket! (x, y egész számok)

a) x2 – 3y = 17;

Megoldás

x2 = 3y + 17 nem lehetséges. A jobb oldal 3-mal osztva 2-t ad maradékul, míg a négyzetszámok 3-mal
osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.

b) x2 + 2x + y2 – 4y = 95;

Megoldás

(x + 1)2 + (y – 2)2 = 100, innen 

A megoldást adó (x; y) számpárok száma 12.

c) xy + 2x – 3y = 6;

Megoldás

(x – 3)(y + 2) = 0, (x; y) = (3; –2).

d) xy + 2x – 3y = 8;

Megoldás

(x – 3)(y + 2) = 2.

A megoldást adó (x; y) számpárok száma 4.

e) 3xy – 2x + 4y = 5;

Megoldás

(3x + 4)(3y – 2) = 7.

Egész gyököket keresünk, két megoldás van.
Ellenõrzés: 3 ⋅ (–1) ⋅ 3 – 2 ⋅ (–1) + 4 ⋅ 3 = 5   és   3 ⋅ 1 ⋅ 1 – 2 ⋅ 1 + 4 ⋅ 1 = 5 valóban.

x – 3 –2 1 –2 –1

y + 2 –1 2 –1 –2

x –5 4 –1 –2

y –1 0 –3 –4

x + 1 0 ±6 ±8 ±10

y – 2 ±10 ±8 ±6 0

x –1 –7 vagy 5 –9 vagy 7 –11 vagy 9

y –8 vagy 12 –6 vagy 10 –4 vagy 8 2

a
b
b

b b10
17 1 10

7 1 10
7

=
-
- = -

-
= +

-
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3x + 4 1 7 –1 –7

3y – 2 7 1 –7 –1

x –1 1 3
5

- 3
11

-

y 3 1 3
5

- 3
1



f) x2 + xy – x – 2y = 7.

Megoldás

.

Az ellenõrzés mutatja, hogy mind a négy számpár megoldás.

Bizonyos számú veréb röpköd egy fa körül. Ha a fa minden ágán egy veréb ül, akkor n verébnek
nincs helye. Ha minden ágra n veréb ül, akkor n ágra nem jut veréb. Hány ága van a fának és
hány veréb van?

Megoldás

Jelölje v a verebek, g pedig az ágak számát! Ekkor a

egyenletrendszer három ismeretlent tartalmaz, de a pozitív egész számok halmazán kell megol-
danunk.

⇒ .

6 ág van és 8 vagy 9 veréb röpköd.

A derékszögû koordináta-rendszer hány rácspontján mennek át az alábbi függvények grafikon-
jai? (P(x; y) rácspont, ha koordinátái egész számok.)

K2 a(x) = ;    K2 b(x) = ;    E1 c(x) = .

Megoldás

K2 ;  K2 . 

A görbék annyi rácsponton mennek át, ahány egész osztója van a törtek konstans számlálóinak.
Az a(x) függvénygörbe 6, a b(x) függvénygörbe 4 rácsponton megy át.

Megoldás

E1 , innen .

A c(x) görbe 4 rácsponton megy át.

b x x
x x

x x1
1 1 5

1 1
5

=
+

+ - +
= - +

+
^

^ ^
h

h h
a x x

x
x1

2 1 4
2 1

4
=

-

- +
= +

-
^

^
h

h

y x
x

x
x

x2 3
5 1

2 3
2
5 2 3 2

17

2
5

2 3
2

17
=

+
- =

+

+ -
= -

+

^ h
y x2 5 2 3

17
= -

+

2x + 3 1 17 –1 –17

2y –12 4 22 6

x –1 7 –2 –10

y –6 2 11 3

n – 1 1 2

n 2 3

g 6 6

v 8 9

g n
n n n n1 2 1

22

=
-
+ = + +

-
g n n g n+ = -^ h

v g n
v n g n

= +

= -^ h
3

y x
x x

x
x x

x x2
7

2
2 1 5

1 2
52

=
-

+ - =
-

- - - +
=- - +

-

^ ^h h

x – 2 1 –5 –1 –5

x 3 –7 –1 –3

y 1 –7 –7 –1

x
x

1
2 2

-
+

x
x

1
42

+
+

x
x

2 3
5 1

+
-
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32. SZÉLSÕÉRTÉK-PROBLÉMÁK, NEVEZETES KÖZEPEK

Határozzuk meg a következõ két-két szám számtani, illetve mértani közepét!

a) 4, 10.

Megoldás

Számtani közepe: , mértani közepe ; .

b) –2, 8.

Megoldás

Számtani közepe 3, mértani közepe nem számolható, mert az egyik negatív szám.

c) , .

Megoldás

Számtani közepe , mértani közepe .

Határozzuk meg az alábbi számok harmonikus és négyzetes közepét, ha a számok

a) 3, 18.

Megoldás

Harmonikus közép , 

a négyzetes közép .

b) –5, 30.

Megoldás

Harmonikus közepe , 

négyzetes közép .

c) , .

Megoldás

Harmonikus közepe , 

a négyzetes közép .

H
a b

a b
ab

2

1 1
1 2

7
36

,a b =
+

=
+

=

,6 15 90 90 3 084 .= =,2
6 15 3 16.+

;a b 02ab 40=
a b

2 7+ =

156

,N a b
2 2

3 18
2

333 12 9,a b

2 2 2 2
.= + = + =

,a b
2 2

2 8 5 2 236
2 2 2 2

.+ = + =

a b
a b

ab

2

1 1
1 2

2 8
2 2 8

3 2
8

3
4 2

+
=

+
=

+
= =

2 8

,a b
2 2

5 30
2

925 21 5
2 2 2 2

.+ =
- +

=
^ h

a b
a b

ab

2

1 1
1 2

25
300 12

+
=

+
= - =-
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Két pozitív szám számtani közepe 42, az egyik szám 7. Mekkora a másik szám?

Megoldás

;  .

Két pozitív szám mértani közepe , az egyik szám 12. Mekkora a másik szám?

Megoldás

;

.

Két pozitív szám négyzetes közepe 28, az egyik szám 24. Mekkora a másik szám?

Megoldás

;

;

.

Két szám összege 10. Mekkora a számok négyzetösszegének minimuma?

Megoldás

Jelöljük a számokat x és -szel.
Négyzetösszegük:

.
Teljes négyzetté alakítás után kapjuk, hogy 

.
A kifejezés akkor minimális, ha a négyzetes tag 0, azaz , ekkor a minimumérték 50.

Egy 120 cm kerületû egyenlõ szárú háromszög oldalai fölé négyzeteket rajzolunk. Hogyan vá-
lasszuk meg a háromszög oldalait, hogy a négyzetek területének összege minimális legyen?

Megoldás

Legyen a háromszög alapja a, szárai b hosszúságúak. Ekkor a kerülete 
;

.
Az oldalak fölé rajzolt négyzetek területének összegét jelölje N (x ).

.
Átalakítva

;

, akkor minimális, ha a négyzetes tag 0, azaz . Ekkor .
Az egyenlõ szárú háromszögek fölé rajzolt négyzetek területösszege szabályos háromszög esetén
lesz a legkisebb, és ekkor a területösszeg 4800 cm2.

A 250 m kerületû téglalapok közül milyen oldalhosszúságúnak lesz a területe maximális?

Megoldás

A téglalap kerülete 
, és területe ,

.
Használjuk fel két pozitív szám számtani és mértani közepe közötti összefüggést.

.

80

b
2

7 42+ = b 77=

x 5=

N x x2 5 502
= - +^ ^h h

N x x x x x10 2 20 1002 2 2
= + - = - +^ ^h h

10 x-^ h

,a 992 31 49.=

a 9922
=

8a
2
24 2

2 2
+ =

a 3
20

=

a12 80$ =

a b ab2 $+

a b 125+ =

K a b2 250= + =^ h T ab=

N b6 40 48002
= - +^ h b 40= a 40=

N b b6 480 14 4002
= - +

N b b b120 22 2 2
= + + -^ h

a b120 2= -

K a b2 120= + =
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Emeljünk négyzetre. Mivel mindkét oldal pozitív, a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás.

.

.

Azt kaptuk, hogy a terület -nál nem nagyobb, legnagyobb értéke . Ez akkor telje-

sül, ha , azaz a téglalap négyzet, oldalhosszúsága m.

Téglalap alakú telket vásárolunk. A telek nagysága 800 m2. Hogyan válasszuk meg a telek méreteit, ha
elsõdleges szempont, hogy a bekerítésnél a lehetõ legkevesebb kerítést kelljen építeni?

Megoldás

A téglalap területe .
Használjuk fel két pozitív szám számtani és mértani közepe közötti összefüggést.

;

;

;

;

.

A kerület értéke -nél nem kisebb. Legkisebb értéke , ez akkor teljesül, ha

, azaz a kerület akkor minimális, ha a téglalap négyzet, oldalai m hosszúak. 

33. NÉGYZETGYÖKÖS EGYENLETEK I.

Oldjuk meg grafikusan és algebrai úton is az egyenleteket!

K1 a) .

Megoldás

Algebrai úton:
Kikötések: , a gyök alatt nem áll-
hat negatív szám, , azaz ,
mert egy szám négyzetgyöke nemne-
gatív.
Az értelmezési tartomány egyetlen
eleme a 0, ez kielégíti az egyenletet.

K1 b) .

Megoldás

Algebrai úton:
Kikötés: ⇒ . Ezen az
alaphalmazon a négyzetre emelés ek-
vivalens átalakítás, ezért:

;

ab T2
125 2

$ =b l

a b ab2
2
$+

b l

40 2=

,20 2 28 28.

80 2 80 2 a b2 2= =

a b2 80 2$+^ h

a b 40 2$+

a b 2 800$+

a b ab2+ =

a b ab2 $+

T ab 800= =

a b= ,4
125 31 25=

,2
125 3906 25

2
=b l 2

125 2
b l

x x=-

x 3 2- =

x 3 0$- x 3$

x 3 2- =

x 0$

x 0$- x 0#

9. E1

1. 

x

y

1

1

M(0;0)

x 0�

�x
�

�x

x

y

1

1

M(7;2)

x 7�0

� �x 3



;
.

Ellenõrzés: .

E1 c) .

Megoldás

A grafikus megoldásból annyi derül ki, hogy a feladatnak egy megoldása van. A pontos ér-
téket nem lehet megállapítani.
Algebrai úton:
Kikötés: , illetve ⇒ , összegezve: .

Ezen az alaphalmazon .
Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;

;

.

, a feltételeket csak az elégíti ki.

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Kikötés: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;
;

, megfelel meg a kikötéseknek.

b) .

Megoldás

Kikötés: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;
;

, eleme az alaphalmaznak.

7 3 4 2- = =

x 7=

x 3 4- =

x3 1 8- =

x 2
1 5

,1 2
!

= x 2
1 5

= -

x x0 12
= - -

x x1 2
+ = -^ h

x x1 1 1+ =- + +

x x x1 1 1 1- + + =- + + =-^ h

x 1$- x1 1 0$- + x2 0# #- x1 0# #-

x

y

1

10

� �x 1

x � 1 5��
2

�

M

�	 � 	 �x 1 1

x x1 1 1+ =- + +

x 3
1$

x2 =

x5 2 1- =

x5 2 1- =

x 2
5#

x5 2 1- =

x 3
65

=

x3 1 64- =

x3 1 8- =
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c) .

Megoldás

Nincs megoldás a valós számok halmazán, mert valós szám négyzetgyöke nem lehet negatív.

d) .

Megoldás

Kikötés: ⇒ . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;

;

, megfelel a kikötéseknek.

e) .

Megoldás

Kikötés: teljesül, ha a tényezõk azonos elõjelûek: vagy . Ezen az alap-

halmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

, ha , vagy .

(Rövidebb megoldás: egy szám négyzetgyöke 0, ha maga a szám is 0, ebbõl rögtön következik:
.)

f) .

Megoldás

Kikötések: 
, minden valós x esetén igaz, mivel .

A jobb oldal miatt: , azaz .
Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;
.

Ez csak akkor teljesülhet, ha .

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!
Megjegyzés: grafikus megoldással is vizsgálhatjuk az egyenleteket.

a) .

Megoldás

Kikötések: , és
. Nincs olyan

valós szám, mely
megfelel a kiköté-
seknek, tehát az
egyenletnek nincs
megoldása.

x 5#

x 10$

x x5 10- = -

x 5$

x x5 5- = -^ h

x x x10 25 52
- + = -

x 5 0$- x 5$

x x10 25 02 $- + x x x10 25 52 2
- + = -^ h

x x x10 25 52
- + = -

x x4 2 3 0- - =^ ^h h

x x4 2 3 0- - =^ ^h h x 4= x 2
3

=

x x4 2 3 0- - =^ ^h h

x x4 2 3 0$- -^ ^h h x 2
3# x 4$

x x4 2 3 0- - =] ]g g

,x 146 5=

x
3

2 7 100+ =

x
3

2 7 10+ =

x
3

2 7 0$+ x 2
7$-

x
3

2 7 10+ =

x 6 4+ =-
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b) .

Megoldás

Kikötések: , és , összegezve: .
Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;

;

.
Mivel a diszkrimináns negatív, ezért az egyenletnek nincs valós megoldása.

c) .

Megoldás

Kikötések: és , összevetve: .

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

;

;

, csak az felel meg a kikötéseknek.

d) .

Megoldás

Kikötések: és , összevetve: .

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás,
ezért:

;

;

;
.

, , csak az felel meg a kikötéseknek.x 01 = x 25
21

2 = x 25
21

2 =

x x3 2- = +

x x25 21 0- =^ h

x x25 21 02
- =

x x x25 20 4 42
- + = +

x x5 2 4- = +

x 5
2$x 5

2$ x 4$-

x x5 2 4- = +

x 50
22 4084

= +x 50
22 4084

,1 2
!

=

x x25 22 36 02
- - =

x x x4 20 25 2 402
- + = +

x x2 5 2 40- = +

x 5
2# x 20$- x20 5

2# #-

x

y

1

0 1�20

�2 40x �

2 5� x

x x2 5 2 40- = +

x x0 3 72
= + +

x x x3 4 4 2
- = + +

x x3 2- = +

x 3$ x 2$- x 3$

x

y

1

0 1 3

�x � 32 �x
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e) .

Megoldás

Kikötések: és , összevetve: .

;

;

.
Mivel a diszkrimináns negatív, ezért az egyenletnek nincs valós
megoldása.

Létezik-e racionális szám megoldása az egyenleteknek?

a) .

Megoldás

Kikötés: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;

;
, racionális szám, megfelel meg a kikötéseknek.

b) .

Megoldás

Kikötések.
, ha , vagy , illetve .

Összevetve: , vagy . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;

;
racionális szám, megfelel meg a kikötéseknek.

c) .

Megoldás

Kikötések:

, azaz és , összevetve: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvi-

valens átalakítás, ezért:

;

;

. Mivel nem felel meg a kikötéseknek, ezért nincs megoldás a valós számok halmazán.x 1=-

x x2
3 1 2- =

x x x2
1 2+ - =

x x
2

1 0$+ - x 3
1$ x 0$ x 3

1$

x x x2
1 2+ - =

x 5=-

x x x x2 15 10 252 2
+ - = + +

x x x2 15 52
+ - = +

x 5=- x 3$

x x2 15 02 $+ - x 5#- x 3$ x 5$-

x x x2 15 52
+ - = +

x 4=

x x x16 8 162 2
- = - +

x x16 42
- = -

x 4$

x x16 42
- = -

x x4 28 153 02
+ + =

x x x4
4 44 121 4 8

2
+ + = -

x x2
2 11 4 2+ = -^ h

x 2
11$- x 2$ x 2$

x x2
2 3 4 4 2+ + = -] g
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d) .

Megoldás

Kikötések:

, azaz , vagy .

, minden valós számra igaz.

Összevetve: , vagy .Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakí-

tás, ezért:
;

;

;

nem racionális számok, tehát nincs megoldás az alaphalmazon.

34. NÉGYZETGYÖKÖS EGYENLETEK II.

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Kikötés: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

;

;

.

Újabb kikötés a négyzetre emelés elõtt: , azaz . 

Összevetve a már meglevõ kikötéssel: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre

emelés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

; .

A kapott gyökök közül csak felel meg a kikötéseknek.

b) .

Megoldás

Kikötések: és , összevetve: .Ezen az alaphalmazon a négyzetre eme-

lés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

.
Újabb kikötés a négyzetre emelés elõtt: , nem befolyásolja az eddigi alaphalmazt. 

;

; , mindkét gyök megfelel meg a kikötéseknek.x 01 = x 9
20

2 =

x x x x4 2 9 4 144 24 2
+ - = - +^ ^h h

x 12#

x x x2 2 9 4 12+ - = -^ ^h h

x x x x2 9 4 2 2 9 4 25+ + - + + - =^ ^h h

x 2
9$- x 4# x2

9 4# #-

x x2 9 4 5+ + - =

x 9
32

2 =

x 9
200

1 = x 9
32

2 =

x x x x16 3 25 280 7842
- = - +^ h

,x3 5
28 5 6# # =

x5 28 0$- + x 5
28#

x x x2 4 3 5 28- =- +^ h

x x x x3 4 2 4 3 25- + + - =^ h

x x3 4 5- + =

x 3$

x x3 4 5- + =

x 2
7 53

,1 2
!

=

x x7 1 02
- - =

x x x x2 5 2 2 32 2
- + = + +

x x x x2 5 2 2 32
- + = + +^ h

x 2
1# x 2$

x x2 3 02 $+ +

x x2 5 2 0$- +^ h x 2
1# x 2$

x x x x2 5 2 2 32
- + = + +] g
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c) .

Megoldás

Rendezéssel kezdjük, hogy ne különbség legyen az egyik oldalon:
.

Kikötés: és , összevetve: .

;

.
Újabb kikötés a négyzetre emelés elõtt: .
Összevetve az eredeti kikötéssel: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás,
ezért:

;

; .

Csak az felel meg a kikötéseknek.

d) .

Megoldás

Rendezéssel kezdjük, hogy ne különbség legyen az egyik oldalon:
.

Kikötések: és , összevetve: .

;

.
Újabb kikötés a négyzetre emelés elõtt: , összevetve az elõzõvel: . Ezen az alaphalmazon a
négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:

.

A gyökök közül, csak az felel meg a kikötéseknek.

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Kikötés: , illetve .

;

.
Újabb kikötés a négyzetre emelés elõtt: .

;
; .

Az nem felel meg az összevont kikötésnek, még ellenõriznünk kell, hogy esetén teljesül-e:

. , tehát az egyenlet egyetlen megoldása: .x x3 1 0$+ + 5 3 5 1 9 0$ $+ + = x 5=

x 161 = x 52 =

x 161 = x 52 =

x x x3 1 81 18 2
+ = - +

x 9#

x x3 1 9+ = -

x x3 1 9+ + =

x 3
1$- x x3 1 0$+ +

x x3 1 3+ + =

x 2
1

=

x x4 5 6 02
- - =

x 0$ x 0$

x x4 2 5 6= +

x x x7 5 6 1 2 5 6+ = + + - +

x 7$- x 5
6$- x 5

6$-

x x7 5 6 1+ = + -

1x x7 5 6+ + =- -

x 102 =

x 9
10

1 = x 102 =

x x x9 36 36 64 12
- + = -^ h

x 2$

x 2$

x x3 6 8 1- = -

x x x4 9 1 16 8 1+ = - + + -

x 4
9$- x 1$ x 1$

x x4 9 1 4+ = - +

x x4 9 1 4+ - - =
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34. NÉGYZETGYÖKÖS EGYENLETEK II.

b) .

Megoldás

Az elõzõ feladat megoldásmenetét alkalmazva ( hamis gyök) az egyetlen megoldás:

.

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Kikötések: , , , összegezve: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre

 emelés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

.
Újabb kikötés a négyzetre emelés elõtt: , nem befolyásolja az eddigi alaphalmazt.

.
Csak az felel meg a kikötéseknek.

b) .

Megoldás

Rendezéssel kezdjük, hogy ne különbség legyen az egyik oldalon:
.

Kikötések: , , , összevetve: .

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

.

(hamis gyök), megfelel meg a kikötéseknek.

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Kikötés: , azaz , vagy .

Vezessünk be új ismeretlent: , ahol . Ekkor:

;

, miatt csak az felel meg.

Visszahelyettesítve:

, négyzetre emelve, majd rendezve:

;

, mindkét gyök megfelel a feltételeknek.x 2
1 15 2 13

,1 2
!

= - -

x x2 2 7 13 02
+ - + =

x x 2
1 132

+ = - +

y 2
1 13

,1 2
!

= - y 0$ y 2
1 13

1 = - +

y y 3 02
+ - =

x x y2
+ = y 0$

x x 02 $+ x 1#- x 0$

x x x x3 02 2
+ - + + =

x 21 =- x 2
5

2 =

x x0 2 2 4 2 5= + -^ ^h h

x x x x x4 1 2 4 2 5 2 2 4 2 5- = + + - + + -^ ^h h

x 4
1$ x 2$- x 2

5$ x 2
5$

x x x4 1 2 4 2 5- = + + -

x x x4 1 2 4 2 5- - + = -

x 1=

x x6 7 02
+ - =

x 1$-

x x x2 5 1 3 4 4- + = +^ ^h h

x x x x x5 1 3 2 5 1 3 10 6- + + + - + = +^ ^h h

x 5
1$ x 3$- x 5

3$- x 5
1$

x x x5 1 3 10 6- + + = +

x 4
5

=

x 01 =

x x2 1 1- + =
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b) .

Megoldás

Kikötés: . 

, tehát minden valós szám esetén teljesül a feltétel.

Vezessünk be új ismeretlent: , ahol . Ekkor

.

A feltételnek az felel meg. Visszahelyettesítve:

;

;

az egyenlet két megoldása, mivel ekvivalens átalakításokat hajtottunk végre.

Oldjuk meg az egyenleteket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

.

, ahol teljesül a , feltétel. Ekkor , tehát
⇒ .

Ez valóban kielégíti az egyenletet.

b) .

Megoldás

.

Kikötés: miatt , vagy .

Legyen , ekkor

⇒ , vagy . 

Ha : , akkor , megfelelnek a feltételeknek.

Ha : , akkor , megfelelnek a feltételeknek.

c) .

Megoldás

Kikötés: .

Vegyük észre a gyök alatti teljes négyzetet: .

.

1. eset , ha , ez megfelel a feltételnek.

2. eset ⇒ , ami ellentmondás.1 4x 2- + =- x 2 5- =-

x 2 1 4- + = x 11=

x 2 1 4- + =

x x x2 1 1 2 22
- + = - + -^ h

x 2$

x x1 2 2 4- + - =

y 1= x x2 3 2 3 1+ - =^ ^h h x 2
10

,3 4 !=

y 0= x x2 3 2 3 0+ - =^ ^h h x 2
3

,1 2 !=

y y2
= y 0= y 1=

x x y2 3 2 3+ - =^ ^h h

x4 92 $ x 2
3#- x 2

3$

x x x2 3 2 3 4 92
+ - = -^ ^h h

x x x2 3 2 3 4 9 02
+ - - + =] ]g g

x x4 8 2- = - x 4=

x x4 8 2- = - x8 2 0$- x 4# x x4 4- = -

x x x4 4 4- + - = -

x x x4 4 42
- + - = -] g

x 2
1 241 4 165

,1 2
!

= - -

x x 66 145 02
+ - + =

x x 7 2
1 1452

+ + = - +

y 2
1 145

= - +

y y7 52
- + =

x x y72
+ + = y 0$

x x x7 2
1

4
272

2
+ + = + +b l

x x 7 02 $+ +

x x x x 7 52 2
+ + + + =
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35. NÉGYZETGYÖKÖS EGYENLÕTLENSÉGEK

Oldjuk meg az egyenlõtlenségeket grafikusan, majd algebrai úton is a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Grafikus megoldással:

Kikötés: , azaz .

Ezen az alaphalmazon azonos egyenlõtlen-

ség, tehát a megoldás: .

b) .

Megoldás

Grafikus megoldással:
Kikötés: .

Egy megoldás van: , mert egy szám
négyzetgyöke nemnegatív.

c) .

Megoldás

Kikötés: . 

Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

.
Összevetve a kikötéssel, megoldásunk .

d) .

Megoldás

Grafikus megoldással:

Kikötés: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre eme-

lés ekvivalens átalakítás, ezért:
;

.

Összevetve a kikötéssel, megoldásunk .x4
1

4
17# #

x 4
17#

x16 4 1$ -

x 4
1$

4 x4 1$ -

x 2#

x 2#

x5 2 1$-

x 2
5#

x5 2 1$-

x 4=

x 4$

x 4 0#-

x 2
7$

x2 7 0$- x 2
7$

x2 7 0$-
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Oldjuk meg az egyenlõtlenségeket a valós számok halmazán! Választhatunk grafikus megoldást is.

a) .

Megoldás

Kikötés: . Megoldás: .
Grafikus megoldással:

b) .

Megoldás

Kikötés: . Megoldás: .
Grafikus megoldással:

c) .

Megoldás

Kikötés: , ekkor a jobb oldal pozitív. Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakí-
tás, ezért:

;

.

Mivel a jobb oldal diszkriminánsa negatív, így minden x-re pozitív. Tehát nincs megoldás
a valós számok halmazán.

d) .

Megoldás

Kikötés: . Mivel a bal oldal értéke nemnegatív, a jobb oldal értéke nem kisebb ennél, ezért

, azaz . Nincs megoldás a valós számok halmazán.

Oldjuk meg az egyenlõtlenségeket a valós számok halmazán!

a) .

Megoldás

Kikötés: , , összevetve: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átala-

kítás, ezért:
;x x3 2 1#- +

x 3
2$ x 1$- x 3

2$

x x3 2 1#- +

x6 4 0$- x 2
3#

x 3$

x x2 3 6 4#- -] g

x x11 342
- +

x x0 11 342$ - +

x x x9 10 252$- - +

x 9$

x x9 5$- -

x 0# 0x =

x x#-

x 0$ x 02

x x2-
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.

Összevetve a kikötéssel, a megoldás .

b) .

Megoldás

Kikötés: , , összevetve: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés
ekvivalens átalakítás, ezért:

;
.

Összevetve a kikötéssel, a megoldás: .

c) .

Megoldás

Kikötés: , vagy , illetve a jobb oldalon levõ kifejezés miatt: .
Összevetve a kikötéseket: . Ezen az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens áta-
lakítás, ezért:

;
.

Összevetve a kikötéssel, nincs megoldás a valós számok halmazán.

Oldjuk meg az egyenlõtlenséget a valós számok halmazán!

.

Megoldás

Kikötés: , .
Mivel a számláló nemnegatív, ezért a nevezõnek pozitívnak kell lennie:

;
.

Összevetve a kikötéssel, a megoldás: .

Oldjuk meg x-re az egyenlõtlenségeket a valós számok halmazán, ahol a p valós paraméter!

a) .

Megoldás

Kikötés: . Vizsgáljuk elõjele szerint az egyenlõtlenséget.
1. Ha , akkor esetén teljesül az egyenlõtlenség.
2. Ha , akkor szintén esetén teljesül az egyenlõtlenség.
3. Ha , akkor a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

;

.

b) .

Megoldás

Kikötés: . Vizsgáljuk p elõjele szerint az egyenlõtlenséget.x
p
5#

x p x51 -

p
x4

3
1 42 1 #-
+^ h

p x3 4 12 1+ -^ ^h h

p 32-

p 31- x 4#

p 3=- x 4#

x 4# p 3+^ h

p x3 4 11+ -^ h

x0 4# #

x 41

x2 02-

x0 5# # x 4!

x
x

2
5 0$
-

-
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Ha , akkor -bõl , és miatt .

Ha , akkor .

Ha és , akkor minden esetén igaz az egyenlõtlenség.

Ha és , akkor a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

;

, összevetve a kezdeti feltétellel: 

.

MAGASABBFOKÚ EGYENLETEK MEGOLDÁSA
(OLVASMÁNY)

A Cardano-formula olyan harmadfokú egyenletek esetén alkalmazható, amelyekben hiányzik a másodfokú
tag. Ha tehát egy harmadfokú egyenlet nem hiányos, akkor – megfelelõ átalakításokkal – a formula hasz-
nálata elõtt ki kell küszöbölni a másodfokú tagot. Ez alapján oldjuk meg a 2x3 + 3x2 + 2x – 2 = 0 egyen-
letet!

Megoldás

A fõegyütthatót eltüntethetjük, ha 2-vel osztunk: x3 + 1,5x2 + x – 1 = 0.
Ezután megpróbálunk teljes köbbé alakítani az (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 azonosság alapján:

. Alkalmazzuk a helyettesí-

tést, ekkor a megoldandó egyenlet alakú.

A Cardano-képletbõl és értékekkel a gyökre 

. 

Visszahelyettesítéssel meggyõzõdhetünk arról, hogy z = 1 valóban megoldás: . Ezután

szorzattá alakítunk: . A második tényezõ diszkriminánsa negatív, így

egyetlen megoldás van: z = 1, azaz .

Oldjuk meg az alábbi magasabb fokú egyenleteket!

a) ;

b) x5 + x4 + 2x3 + 2x2 + 7x + 7 = 0;

c) ;

d) x3 + 3x2 + 3x + 5 = 0;
e) x4 + 4x3 + 6x2 + 4x – 1 = 0;
f) 5x3 – 15x2 + 30x – 48 = 0.
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36–37. ÚJ STATISZTIKAI JELLEMZÕK

Megoldások

a) Szorozzunk 8-cal és alakítsuk át az egyenletet: x6 + 12x4 + 8x2 = 288. Észrevehetjük, hogy 
x1 = 2 megoldás, s ekkor x2 = –2 is az. Több gyök pedig nem lehet, mert az egyenlet bal ol-
dala x > 0 esetén szigorúan monoton nõ, míg a jobb oldal konstans.
Egy másik lehetséges eljárás az y = x2 helyettesítés. Az így kapott harmadfokú egyenletnek 
y-ban egy gyöke van, alkalmazhatjuk a Cardano-képletet.

b) x = –1 megoldás. Szorzattá alakítunk: x5 + x4 + 2x3 + 2x2 + 7x + 7 = (x + 1)(x4 + 2x2 + 7).
Nincs több megoldás, mert x4 + 2x2 + 7 = (x2 + 1)2 + 6 > 0. (Az utóbbi lépés helyett y = x2

helyettesítéssel könnyen megoldható másodfokú egyenletet kapunk.)

c) Észrevehetjük, hogy megoldás, ezért kiemeljük az gyöktényezõt:

. A második tényezõ zérushelyét megke-

reshetjük például a Cardano-képlettel, eredmény: .

d) Teljes köbbé alakítással próbálkozunk: x3 + 3x2 + 3x + 5 = (x + 1)3 + 4, s innen 
(x + 1)3 = –4. A megoldás .

e) A teljes negyedik hatványból indulunk ki: x4 + 4x3 + 6x2 + 4x – 1 = (x + 1)4 – 2. 
Így (x + 1)4 = 2, x + 1 = , x = .

f) Az egyenletet átalakítjuk: ⇔ . A bal oldal

alakba írható, ahonnan az y = x – 1 helyettesítés után

. Cardano képletét alkalmazva y = 0,5 adódik, ahonnan x = 1,5.

36–37. ÚJ STATISZTIKAI JELLEMZÕK

Határozzuk meg a következõ számsokaságra vonatkozó középértékeket és szórási mérõszámokat!
a) 90, 85, 60, 27, 38, 15, 83, 63, 65, 1, 91;
b) 71, 69, 71, 15, 86, 60, 56, 63, 65, 94, 47;
c) 21, 46, 6, 92, 84, 68, 58, 93, 18, 56, 65.

Megoldás

Határozzuk meg a mediántól való átlagos abszolút eltérést, a szórásnégyzetet és a szórást a kö-
vetkezõ gyakorisági eloszlások esetén!

a)

Adat 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Gyakoriság 1 0 2 6 9 23 19 19 21 14 8

a) b) c)

átlag 56,18 63,36 55,18

medián 63 65 58

módus 71

szórásnégyzet 996,76 427,45 893,96

szórás 31,57 20,67 29,90

átlagos eltérés 26,13 13,79 23,59

darab 11 11 11
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Megoldás

átlag 9,51
medián 10
módus 8
szórásnégyzet 4,152
szórás 2,038

b)

Megoldás

átlag 3,49
medián 9
módus 5
szórásnégyzet 4,152
szórás 2,038

c)

Megoldás

átlag 5,31
medián 6
módus 0
szórásnégyzet 37,364
szórás 6,113

Készítsünk listát osztályunk tanulóinak cipõméretérõl! A lista alapján számítsuk ki a megismert középérté-
keket és szóródási mérõszámokat!

Megoldás

Az olvasóra bízzuk.

Adat –15 –9 –6 –3 0 3 6 9 12 15

Gyakoriság 1 2 6 9 23 19 19 21 14 8

Adat 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Gyakoriság 8 14 21 19 19 23 9 6 2 0 1
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IV. HASONLÓSÁG

38–39. KÖZÉPPONTOS NAGYÍTÁS 
ÉS KICSINYÍTÉS, KÖZÉPPONTOS 
HASONLÓSÁGI TRANSZFORMÁCIÓ

Rajzoljunk egy háromszöget és egy akkora szakaszt, amekkorára a háromszöget nagyítani akar-
juk! Legyen a hasonlóság középpontja 
a) az egyik csúcs;   b) az egyik oldal belsõ pontja;   c) a háromszög belsõ pontja!

Megoldás 

Az olvasóra bízzuk.

Az ábrán megadtuk bizonyos szakaszok hosszát. Az e és d egyenesek párhuzamosak.
Töltsük ki a táblázat üres mezõit!

Adott egy a, egy b és egy egységnyi hosszúságú szakasz. Szerkesszük meg az , az ab, az a2 és

az hosszúságú szakaszokat!

Megoldás

Vegyünk fel egy hegyesszöget, melynek csúcsa O, szárai e és f féle-

gyenesek. Legyen , azaz . O-tól mérjünk az e szárra egy-

ségnyi, az f szárra egy a hosszúságú szakaszt, majd folytatásában újra
egy egységnyi szakaszt. Végpontja R . Kössük össze az a hosszúságú
szakasz O-tól különbözõ végpontját (P) a másik szárra mért egység-
szakasz O-tól különbözõ végpontjával (Q). Húzzunk párhuzamost
PQ-val az R ponton keresztül, ennek e-vel való metszéspontja legyen
S. A keresett szakasz a QS szakasz.

Hasonlóan átírható aránnyá a többi szerkesztendõ szakasz is : (y = ab ; z = a2 ; u = )

; ; . Az arány jobb oldalán a nevezõben álló szakaszt mérjük az f

szárra, folytatásában a számlálóban álló szakaszt, míg a bal oldal nevezõben álló szakasza az e
szárra kerül, és annak végpontjától az elõzõekben leírtak szerint szerkesztett párhuzamos e-vel
való metszéspontjáig tart a keresett szakasz.
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IV. HASONLÓSÁG

Szerkesszünk egyenlõ szárú háromszöget, ha az alapja 6 cm és az alap és a szár aránya 
a) 3 : 4.

Megoldás

Itt a szár 8 cm, tehát három oldal ismeretében a háromszög megszerkeszthetõ.

b) 2 : 1.

Megoldás

Itt a szár 3 cm, tehát a háromszög-egyenlõtlenség miatt a háromszög nem szerkeszthetõ.

Adott egy téglalap és egy háromszög. Jelöljük ki a tég-
lalap egyik csúcspontját, a kerületén pedig tûzzünk
ki még két pontot úgy, hogy a kerület három darab-
jának aránya megegyezzék a háromszög oldalainak
arányával!

Megoldás

Mérjük egymás mögé egy szög egyik szárára a há-
romszög oldalait, majd a másik szárra a téglalap ke-
rületét. Kössük össze a háromszög kerületének vég-
pontját a téglalap kerületének végpontjával. Ezzel
párhuzamosokat húzva a háromszög másik két olda-
lának végpontján át a téglalap kerületét a kívánt
arányban osztottuk fel. Ezeket a szakaszokat kell a
téglalap egyik csúcsából az oldalakra visszamásolni.

40–41. SZERKESZTÉSEK KÖZÉPPONTOS
HASONLÓSÁG ALKALMAZÁSÁVAL

Kicsinyítsünk egy kört egy tetszõleges belsõ pontjából a -ára!

Megoldás

Az olvasóra bízzuk.

Adott két kör úgy, hogy az egyik tartalmazza a másikat. Szerkesszük meg a hasonlósági pontjaikat!

Megoldás

Rajzoljunk az egyik körbe egy ( a centrálisra nem illeszkedõ ) sugarat, a másik körbe egy vele párhuzamos
átmérõt. Húzzuk meg a centrálist (a két kör középpontját összekötõ egyenest). Kössük össze a sugár köri
pontját az átmérõ végpontjaival, és ahol ezek az egyenesek metszik a centrális egyenesét, ott vannak a ke-
resett pontok.
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40–41. SZERKESZTÉSEK KÖZÉPPONTOS HASONLÓSÁG ALKALMAZÁSÁVAL

Adott két kör, melyek középpontjainak távolsága 10 cm. 
a) Az egyik kör sugara 3 cm, a másiké 4 cm. 
b) Az egyik kör sugara 3 cm, a másiké 7 cm.
c) Az egyik kör sugara 5 cm, a másiké 7 cm.
Szerkesszük meg a hasonlósági pontjaikat! Számítsuk is ki, milyen messze vannak a kisebb sugarú
kör középpontjától!

Megoldás

A szerkesztés megegyezik az elõzõ feladatban leírtakkal.
A belsõ hasonlósági pont meghatározása: Jelölje x a keresett távolságot.

A hasonló háromszögek miatt , rendezve .

A külsõ hasonlósági pont meghatározása: Jelölje y a keresett távolságot.

, rendezve .

A második feladatnál a belsõ hasonlósági pont az érintési pont. (x = 3); y = 7,5.

A harmadik esetben és y = 25.

Szerkesszünk háromszöget, ha adott két szöge és a harmadik oldalhoz tartozó súlyvonal hossza!

Megoldás

Szerkesszünk háromszöget, melynek két szöge a keresett háromszög két megadott szögével
egyenlõ. Ez a háromszög a keresett háromszöghöz hasonló lesz, és a hasonlóság arány a mega-
dott súlyvonal és a szerkesztett háromszög megfelelõ súlyvonalának aránya. Nagyítsuk (kicsinyít-
sük) az adott arányban a háromszöget.

Szerkesszünk négyzetet, ha adott az egyik csúcsot a szemközti oldal felezõpontjával összekötõ
szakasz hossza!

Megoldás

Szerkesszünk egy tetszõleges négyzetet, és rajzoljuk bele ebben a négyzetben az egyik csúcsot a
szemközti oldal felezõ pontjával összekötõ szakaszt. Mivel minden négyzet hasonló, ezért a csúcs-
tól felmérve a megadott szakaszt, megkapjuk a hasonlóság arányát, amellyel a mi négyzetünket
nagyítani (kicsinyíteni) kell.

Adott egy konvex körcikk. Szerkesszünk 
a) kört, amely érinti a körcikket határoló sugarakat és az ívet is;
b) négyzetet, amelynek két csúcsa az íven van, másik kettõ pedig egy-egy határoló sugáron!

Megoldás

Szerkesszünk meg elõször a körcikk szimmetriatengelyét. 
a) A körcikk és a tengely metszéspontjába érintõt húzva olyan egyenlõ szárú háromszöget kapunk

a sugár félegyenesekkel, amelynek beírt köre az elsõ feladatnak megfelel.
b) Most szerkesszünk olyan négyzetet, amelynek oldalai a szimmetriatengelyre merõlegesek, il-

letve párhuzamosak, a középponthoz közelebbi két csúcsa pedig a sugarakra illeszkedik. Ez
középpontosan hasonló a keresett négyzethez, a hasonlóság középpontja a körcikk közép-
pontja. A középpontot a négyzet másik két csúcsával összekötõ félegyenesek ezért kimetszi a
keresett négyzet két csúcsát, ahonnan a másik két csúcs szerkeszthetõ.
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42–43. A HASONLÓSÁGI TRANSZFORMÁCIÓ
FOGALMA

Egy háromszög oldalai 13; 17 és 20 cm hosszúak. Egy hozzá hasonló háromszög kerülete 80 cm. Mekko-
rák az oldalai?

Megoldás

A mi háromszögünk kerülete 50 cm. Ez azt jelenti, hogy a hasonló háromszög.

A megadottnak -szörös nagyítása. A hasonló háromszög oldalai ezért 20,8 cm, 27,2 cm és 32 cm.

Adott téglalapból vágjunk le egy egyenessel olyan téglalapot, amely hasonló az eredetihez!

Megoldás

A feladat szerint – ha a téglalap hosszabb oldala a, a rövidebb pedig b – azt az x hosszú szakaszt kell meg-

szerkeszteni, amire . Az A csúcsból induló a oldalra A-tól indulva mérjük rá b-t. Húzzunk végpont-

ján át párhuzamost az A-val szemközti átlóval, ez kimetszi a b oldalból azt az x szakaszt, ami a téglalap rö-
videbb oldala lesz. Ezt az x szakaszt mérjük fel A-ból az a oldalra, ezen a ponton kell a-ra merõlegest húzni.
A lemetszett téglalap hasonló az eredetihez.

Megjegyzés: Ha a téglalap négyzet, akkor nincs megoldás. 

Bizonyítsuk be, hogy a trapéz átlói az alapok arányában osztják egymást!

Megoldás

Az ABCD trapéz alapjai AB és CD, átlói AC és BD, az átlók metszéspontja M. Az ABM háromszög hasonló
a CDM háromszöghöz (csúcsszögek és MABB = MCDB, mert egyállásúak), ezért az alapok aránya meg-
egyezik a hasonlóság arányával, tehát az átlók osztásarányával is.

Egy trapéz alapjai 3 cm és 5 cm hosszúak. Osszuk a két szárat 7-7 egyenlõ részre, és kössük össze a hosszabb
alaptól számított harmadik osztópontokat! Milyen hosszú az összekötõ szakasz?

Megoldás

ABCD trapéz alapjai AB = 5 cm és CD = 3 cm, egyik átlója AC. A hosszabb alaptól számított harmadik osz-
tópontokat összekötõ, az alapokkal párhuzamos szakasz szárakon levõ pontjai E és F, az AC átlóval való met-

széspontja P. Az AEP háromszög hasonló az ADC háromszöghöz, ezért . Hasonlóan CPF há-

romszög hasonló CAB háromszöghöz, így . Tehát cm.

Egy téglalap egyik csúcsát kössük össze a szemközti oldal felezõpontjával, és húzzuk meg a csúccsal szem-
közti átlót! Milyen arányban osztják ezek egymást?

Megoldás

Legyen az CD oldal felezõ pontja E, és ezt kössük össze az A ponttal. Húzzuk meg a BD átlót. Nézzük az

ACED trapézt. Itt az alapok aránya , ezért a 3. példa alapján harmadolják egymást a szakaszok.

Az ABCD négyszög oldalait 5-5 egyenlõ részre osztottuk. A D-hez
legközelebbi osztópontokat kössük össze a szemközti oldalak B-
tõl számított harmadik osztópontjával! Milyen arányban osztják
egymást a szakaszok?  

Megoldás

A D-hez közeli osztópontok az AD oldalon legyen E és a DC ol-
dalon F; a B-tõl számított harmadik osztópont a BC oldalon le-
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44–45. DERÉKSZÖGÛ HÁROMSZÖGEKRE VONATKOZÓ TÉTELEK

1. K1

2. K2

3. K2

4. E1

gyen pedig G és a másik legyen H. Húzzuk be az AC átlót. mivel

, és , . Ebbõl követke-

zik, hogy EFGH trapéz, mert , és az alapok aránya .

A trapéz átlói az alapok arányában osztják egymást, ezért .

44–45. DERÉKSZÖGÛ HÁROMSZÖGEKRE
VONATKOZÓ TÉTELEK

Adott egy a szakasz és az egységszakasz. Szerkesszünk hosszú szakaszt!

Megoldás

Húzzunk Thalész kört az (1+a) hosszúságú szakasz mint átmérõ fölé.
Állítsunk merõlegest az 1 : a arányú osztópontban az átmérõre. Az át-
mérõ és a Thalész kör metszéspontja közti szakasz a magasságtétel sze-
rint hosszúságú.

Egy derékszögû háromszög egyik befogója 5 méter, ennek merõleges vetülete az átfogón 3 méter.
Mekkora az átfogó és a másik befogó?

Megoldás

A befogó, merõleges vetület és a derékszögû háromszög magassága által alkotott derékszögû há-
romszögbõl az átfogóhoz tartozó magasság hossza 4 cm. Innen a magasságtétel szerint az átfogó

másik szelete kiszámítható: ⇒ . Ebbõl következik, hogy az átfogó

; és a másik befogó a befogótételbõl , ahon-

nan .

Mekkorák a derékszögû háromszög oldalai, ha az átfogóhoz tartozó magasság az átfogót egy 
5 cm-es és egy 12 cm-es darabra osztja? 

Megoldás

Alkalmazzuk mindkét befogóra a befogótételt (az átfogó 17 cm). Ebbõl az egyik befogó
, a másik pedig .

Adott területû téglalapok között melyiknek a kerülete a legkisebb?

Megoldás

A téglalap területe T = ab, ahol a és b a téglalap két oldalának hosszát jelöli. A kerülete 

K = 2(a+b), így a számtani és mértani közép közti egyenlõtlenséget felírva: , amibõl

. Egyenlõség akkor és csak akkor áll fenn, ha a = b, vagyis ha a téglalap négyzet.T K
4#

ab a b
2# +

GH
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5. E1

6. E2

Egy kör h hosszúságú húrja a rá merõleges átmérõt egy p és egy q hosszúságú részre bontja. Bizonyítsuk be,
hogy !

Megoldás

Az átmérõ felezi a rá merõleges húrt. A húr végpontjait az átmérõ végpontjaival összekötve derékszögû há-

romszögek keletkeznek. (Thalész kör) A magasságtétel szerint .

Derékszögû háromszögbe az átfogóra állított négyzetet írunk. Bizonyítsuk be, hogy az átfogón keletkezett
három szelet közül a középsõ a két szélsõ mértani közepe!

Megoldás

Toljuk az átfogóval párhuzamosan az egyik kis háromszöget a másik mellé. (Ez a középsõ szakasszal való
eltolást jelent.) Az állítás éppen megfelel a magasságtételnek, mivel a négyzet oldalai egyenlõk.

46. SZÖGFELEZÕTÉTEL

Egy háromszög oldalainak hossza a = 8 cm, b = 9 cm, c = 10 cm. Mekkora részekre osztja a B csúcsból
induló szögfelezõ a b oldalt?

Megoldás

A szögfelezõ a szemközti oldalt a közrefogó oldalak arányában osztja.

Ezért , ahonnan x = 4, és 9 – x = 5.

Bizonyítsuk be, hogy ha az A-ból induló külsõ szögfelezõ D-ben metszi a BC oldalt, akkor !

Megoldás

Ahhoz, hogy az A-ból szögfelezõ messe a szemközti BC oldalt az kell, hogy a háromszög ne legyen egyenlõ
szárú , azaz b ≠ c. Feltehetjük, hogy a háromszögben c > b. Legyen a külsõ szögfelezõ metszéspontja D a
BC egyenesen. Mérjük fel A-ból B felé a c oldalra a b oldalt. A végpontot jelölje P. A PCA háromszög egyenlõ
szárú, tehát az A-ból induló szögfelezõ merõleges a PC oldalra. Tanultuk, hogy a belsõ és a külsõ szögfe-
lezõ is merõleges egymásra, tehát PC || AD , ezért BCP9 ~ BDA9. Felírhatjuk tehát, hogy

. Innen ⇔ .BD
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c b
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Az ABC háromszög AB oldalának C1 felezõpontján át húzzunk
a C-beli szögfelezõvel párhuzamost! Az ábra jelöléseit használva
bizonyítsuk be, hogy AP = BQ!

Megoldás

Jelölje a szögfelezõ metszéspontját az AB oldalon R. Mivel
AC1P9 ~ ARC9 (A középpontú hasonlóság) és BC1Q9 ~ BRC9
(B középpontú hasonlóság), ezért felírható az oldalak arányára,
hogy 

⇒ és ⇒ . 

A szögfelezõ tétel miatt és , mert C1 felezõ

pont, tehát AP = BQ.

Az ABC háromszög AB oldalának C1 felezõpontját összekötjük a
szemközti csúccsal. A kapott két háromszögben a C1-bõl induló
szögfelezõk a háromszög AC oldalát E-ben, BC oldalát D-ben
metszik. Bizonyítsuk be, hogy DE párhuzamos AB-vel! (Lásd az
ábrát!)

Megoldás

Mivel AC1 = C1B, ezért a háromszög mindkét oldalát a C1-bõl

induló szögfelezõk a szögfelezõ tétel miatt. Így tehát a

CED9 ~ CAB9, mivel két oldal aránya és a közbe zárt szög megegyezik (C középpontú közép-
pontos hasonlóság). Ebbõl viszont következik, hogy .

Egy háromszög két oldala a és b, a közbezárt c szög szögfelezõje f. Tudjuk, hogy c = 120°. Bi-

zonyítsuk be, hogy !

Megoldás

Mérjük fel a b oldal C-n túli meghosszabbítására az a oldalt, végpontja legyen D. BCD háromszög
egyenlõ oldalú, mert CD = CB = a, és a szárszöge 180° – 120° = 60°. Jelöljük E-vel a C-bõl in-
duló szögfelezõ és az AB oldal metszéspontját. Az AEC háromszög hasonló az ABD háromszög-
höz, mert a közös szög és mindkettõben van 60°-os szög. Felírhatjuk a megfelelõ oldalak arányát:

, ahonnan átrendezéssel adódik az állítás.a
f

a b
b

=
+

f a b
1 1 1

= +
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47. HASONLÓ SÍKIDOMOK TERÜLETÉNEK ARÁNYA;
HASONLÓ TESTEK TÉRFOGATÁNAK ARÁNYA

Hogyan változtatja meg a síkidomok területét a

a) m = 3; b) ; c)

arányú hasonlósági transzformáció?

Megoldás

A síkidomok területe
a) kilencszeresére növekszik;
b) negyedére csökken;

c) -szorosára csökken.

Hogyan változtatja meg a testek térfogatát a

a) m = –2; b) m = 3; c) ; d)

arányú hasonlósági transzformáció?

Megoldás

A testek térfogata
a) 8-szorosára nõ
b) 27-szeresére növekszik;
c) nyolcadára csökken;

d) -szorosára csökken.

Egy háromszög minden oldalát osszuk 5 részre! Az ábrának megfelelõ
vonalkázott háromszög területe mekkora része az eredetinek?

Megoldás

A három levágott háromszög mind egybevágó és az eredetihez ha-

sonló. A hasonlóság aránya , ezért egy kis háromszögnek a területe

az eredeti háromszög területének -szerese. A vonalkázott rész te-

rülete tehát az eredetinek az része.

Osszuk fel egy kör területét vele koncentrikus körrel két egyenlõ részre!

Megoldás

Ahhoz, hogy a vele koncentrikus kör területe az eredetinek a fele legyen, a sugara az eredetinek a -ed

része, azaz a -szerese kell legyen. Ekkora például az r sugarú négyzet köré írt kör sugara.

Egy trapéz alapjai 15 cm és 21 cm. Hányszorosa a kiegészítõ háromszög területe a trapéz területének?

Megoldás

A kiegészítõ háromszög hasonló a trapéz és a kiegészítõ háromszög által együtt alkotott háromszöghöz.

Ezért felírhatjuk, hogy . Innen egyenletrendezéssel a kiegészítõ háromszög te-

rülete a trapéz területének a -e.24
25

t t
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Rajzoljuk meg egy háromszög súlyvonalait! Az oldalak felezõpont-
jaiból húzzunk párhuzamost az egyik súlyvonallal a másik súlyvo-
naláig (ábra)!
a) Mekkora része a vonalkázott háromszög területe az eredetinek?
b) Igazoljuk, hogy a háromszög súlyvonalaiból szerkeszthetõ há-

romszög!
c) Mekkora része a súlyvonalakból szerkesztett háromszög területe

az eredetinek?

Megoldás

a) Tanultuk, hogy a súlyvonalat a csúcsokkal összekötve három
egyenlõ területû részre bontjuk a háromszöget. Ebbõl következik, hogy – mivel az ABS há-
romszögben SC1 súlyvonal – az AC1S háromszög területe hatoda az ABC háromszög területé-
nek. Legyen D az AS szakasz felezõ pontja. A C1D súlyvonal az AC1D háromszögben, ezért az
SDC1 háromszög területe fele az AC1S háromszög területének. Ebbõl következik, hogy az SDC1
háromszög területe tizenkettede az ABC háromszög területének.

b) Az ábrán látható háromszöget a súlyvonalak harmadaiból szerkesztettük. (A súlypont mellett
AS és AB felezõpontja a másik két csúcs.)

c) Mivel az SDC1 háromszög oldalainak hossza harmada a súlyvonalakból szerkesztett három-

szög oldalainak, ezért hasonló hozzá, és a hasonlóság aránya . Tehát az SDC1 három-

szög területe -e az ABC háromszög területének. Mivel mindkétszer az SDC1 háromszög

területét fejeztük ki, ezért a súlyvonalakból alkotott háromszög területének kilencede egyenlõ
az eredeti háromszög területének tizenkettedével. Így a súlyvonalakból szerkesztett három-

szög területe az eredetinek része.

A HÁROMSZÖG TERÜLETE ÉS A HÁROMSZÖG
OLDALAIT ÉRINTÕ KÖRÖK (OLVASMÁNY)

Jelölje r az ABC háromszög beírt körének sugarát. (Az ábrán r = OA1 =

OB1 = QC1.) Igazoljuk, hogy bármely háromszögben teljesül az

összefüggés!

Megoldás

Az AO, BO, CO szakaszok behúzásával az ABC háromszöget három rész-
háromszögre bontjuk fel. (O a beírt kör középpontja.) A részháromszö-
gek területösszege az eredeti háromszög területével egyenlõ: 
tABC = tABO + tBCO + tACO. 
Az érintési pontba húzott sugár merõleges az érintõre, ezért OC1 = r az ABO háromszög AB ol-

dalához tartozó magasság. Az ABO háromszög területe . A másik két rész-

háromszögre is felírhatjuk a szimmetrikus kifejezéseket, ezért

. Ha az ABC háromszög területét t-vel jelöljük,

akkor a keresett összefüggés: . 

Vagyis ha a háromszög területét kifejezzük az oldalak segítségével, akkor a beírt kör sugara is
megadható az oldalakkal.
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2. E1 Jelölje ra az ABC háromszög a = BC oldalához írt körének sugarát. (Az ábrán ra = QA2 = QB2 = QC2.) Iga-

zoljuk, hogy bármely háromszögben teljesül az összefüggés!

Megoldás

Az elõzõ feladat megoldási módszerét követjük.
Az AQ, BQ, CQ szakaszok behúzásával az ABQ, BCQ és ACQ há-

romszögeket kapjuk. (Q a BC oldalhoz írt kör középpontja, melynek su-
gara ra.) Az ABC háromszög területe tABC = tABQ + tACQ – tBCQ. A megfe-
lelõ háromszögekben QC2, QB2 és QA2 magasságok, hosszuk egyenlõ: ra.
(Mindegyik a hozzáírt kör sugara.) Ez alapján 

. 

Ha az ABC háromszög területét t-vel jelöljük, akkor a keresett össze-

függés: . 

A betûzési szimmetria miatt természetesen a háromszög b és c oldalaihoz írt körök sugara ,

illetve .

Vagyis ha a háromszög területét kifejezzük az oldalak segítségével, akkor a hozzáírt kör sugara is meg-
adható az oldalakkal.

A háromszög területét megadhatjuk az oldalai segítségével. Próbáljuk igazolni a nevezetes Héron-képletet,
mely szerint bármely háromszög területe felírható alakban!

(Útmutatás: Elõször mutassuk meg, hogy az AC1O és AC2Q, valamint a BC1O és QC2B háromszögek ha-
sonlóak. Ezután írjuk fel a megfelelõ oldalak megegyezõ arányait a nevezetes körök sugaraival; végül hasz-

náljuk fel az 1. feladat eredményét.) 

Megoldás

Az ABC háromszög K középpontú beírt köre az AB, BC, AC oldalakat
rendre az E, F, G pontokban érinti; hasonlóan a K’ középpontú, BC ol-
dalhoz hozzáírt kör megfelelõ oldalakkal vett érintési pontjait jelöljük 
E’, F’, G’-vel. (Emlékeztetõ: K és K’ középpontok a megfelelõ belsõ vagy
külsõ szögfelezõk metszéspontjai.) 

Az AKE és AK’E’ háromszögek hasonlóak, mert szögeik egyenlõek. 

A megfelelõ oldalak aránya megegyezik: . Vezessük be a 

K’E’ = ra, KE = r jelöléseket; a két további szakaszt pedig már kifejeztük a háromszög oldalainak a segítsé-
gével: E’A = s, és EA = s – a. 

Így az (1) egyenlethez jutottunk.

Egy másik összefüggést nyerünk, ha a K’E’B és BEK háromszögek hasonlóságát igazoljuk.
BKEB és K’BE’Bmerõleges szárú hegyesszögek, így egyenlõk. A K’E’B és BEK háromszögek valóban ha-

sonlók, mert szögeik egyenlõk. A megfelelõ oldalak arányát felírva , innen (2) .

(1) és (2) megfelelõ oldalait összeszorozva ; a kifejezést átalakítva 

r2s2 = s(s – a)(s – b)(s – c). Az 1. feladatban kapott t = rs összefüggést felhasználva kapjuk a nevezetes te-
rületképletet: t2 = s(s – a)(s – b)(s – c). A tétel ismertebb alakja a következõ:
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Tétel

Bármely háromszög területe felírható alakban, ahol a, b, c a háromszög
oldalai, s pedig a félkerülete. 

t s s a s b s c= - - -^ ^ ^h h h



Megjegyzés
Mit is kaptunk? 
A háromszög három oldalából kiszámíthatjuk a területét; a terület ismeretében pedig már meg-
határozhatók a beírt és az oldalakhoz hozzáírt körök sugarai. A teljesség kedvéért, bizonyítás nél-
kül közöljük a háromszög köré írt körére vonatkozó formulát, amellyel a körülírt kör R sugara is

kiszámítható: .

Egy konkrét feladat: Legyen a háromszög három oldala a = 10 cm, b = 24 cm és c = 26 cm.
Számoljuk ki a háromszög nevezetes köreinek a sugarát!

Megoldás

A háromszög félkerülete (cm); 

területe (cm2). A nevezetes kö -
rök sugarai:

(cm) a beírt kör sugara;

(cm) az a oldalhoz írt kör sugara;

(cm) a b oldalhoz írt kör sugara;

(cm) a c oldalhoz írt kör sugara; végül

(cm) a háromszög köré írt kör sugara.

Megjegyzés
A körülírt kör sugara fele a c oldalnak, így a háromszög derékszögû (Thalész-tétel). Ezért kap-
tunk „szép” egész számokat eredményül. Ha a számadatokból hamarabb észrevesszük, hogy 
a2 + b2 = c2, akkor gyorsabban célhoz érünk.

R t
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V. A VEKTOROKRÓL

49. VEKTOR SZORZÁSA SZÁMMAL

Adott a vektorhoz szerkesszük meg a 2a, –3a , , , , vektorokat!

Megoldás

Adott a és b vektorokhoz szerkesszük meg a
a) 2a – b;
b) ;

c) ;

d) vektorokat!

Megoldás (ábra)
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3. K2

1. K1

Legyenek A; B; C; D és E tetszõleges pontok. Milyen m-ra igaz, hogy 

?

Megoldás

;

;
Tehát .

50. EGYÉRTELMÛ VEKTORFELBONTÁSI TÉTEL

Egy csónakot két kötéllel, egyenlõ erõvel húzunk. A kötelek egymással 60°-os szöget zárnak be. Mekkora a
kötelekben ható erõ, ha az eredõ erõ 200 N?

Megoldás

A kötelekben ébredõ erõ a szabályos háromszög tulajdonságai miatt 

⇒ .

Egy 6 kg tömegû lámpa függ az egymástól 12 m távolságra lévõ póznák között kifeszített kötél felezõ pont-
jában. A lámpa belógása 13 cm. Mekkora erõk keletkeznek a kötelekben?

Megoldás

A 6 kg tömegû lámpa 60 N erõvel húzza a köteleket.
A két kötélerõ tart egyensúlyt lámpa súlyával. Az
ABC háromszög hasonló a PQC háromszöghöz, és
AC a Pitagorasz tételbõl kiszámítva 6,08 m, tehát

⇒ .

Az a és b vektorok nem párhuzamosak. Határozzuk meg a és b értékét!
a) 7a + 9b = aa + (2b + 1)b;
b) (2b + a – 3)a –(b – a)b = 0.

Megoldás

Az egyértelmû vektorfelbontási tétel szerint, ha két vektor egyenlõ, akkor egyértelmûen írható fel adott 
a-nak és b-nek számszorosaiként. Ezért 
a) a = 7 és 2b + 1 = 9, b = 4, illetve
b) (2b + a – 3) = 0 és –(b – a) = 0; a = 1 és b = 1.

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög köré írt kör középpontjának egy oldaltól mért távolsága feleakkora, mint
a magasságpontnak a szemközti csúcstól mért távolsága!

Megoldás

A háromszög köré írt kör K középpontjából a háromszög csúcsaiba egyenlõ hosszú vektorok mutatnak. 

A következõ feladat megoldása szerint , és a rombusz átlói merõleges felezik egymást,KP CPc a b=- = +

1m =-

DE EA DAm m+ =_ i

AB BC CD AD DA1 $+ + = = -^ h

AB BC CD DE EAm+ + = +_ i

200F
3

=F 2
3 100$ =

,
CP

6 08 1
30

= 182,5CP N.

60°
200 N

F

F

2. K2

A
B

C

P Q

60 N

1 m

12 m

3. E1

4. E1
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51. VEKTOROK A KOORDINÁTASÍKON. HELYVEKTOROK

így az AB szakasz felezõ pontjába mutató vektor , ami fele a C csúcsból a magasságpontba

mutató vektornak, hiszen P azonos az M ponttal.

A háromszög köré írt kör középpontjából a csúcsokba vezetõ vektorok a, b, c. Bizonyítsuk be,
hogy ugyaninnen a magasságpontba mutató vektor a + b + c!

Megoldás

A háromszög köré írt kör K középpontjából a háromszög csúcsaiba egyenlõ hosszú vektorok mu-

tatnak. Jelölje P azt a pontot, ahova az a + b + c vektor mutat, tehát . Ebbõl kö-

vetkezik, hogy . Mivel a + b rombuszt feszít ki, így az AB oldalra merõleges.

, és ezért P pont rajt van a C-bõl induló magasság vonalon. Hasonlóan iga-
zolható, hogy a másik két magasság vonalra is illeszkedik, tehát P a magasságpont.

51. VEKTOROK A KOORDINÁTASÍKON. 
HELYVEKTOROK

Határozzuk meg az ABC háromszög oldalvektorait, ha
A(2; 3), B(–1; 1) és C(0; 5)!

Megoldás

;

;

.

a b
2
+

;CA A C 2 2= - -^ h

;BC C B 1 4= - ^ h

;AB B A 3 2= - -^ h

KP CPc a b=- = +

KP c a b- = +

KP a b c= + +

5. E2

1. K1

x

y

1

1
0

B( 1;1)�

A(2;3)

C ;(0 5)



Nagyítsuk az elõzõ feladat háromszögét kétszeresére az origóból! Mik lesznek a keletkezõ háromszög csú-
csai, oldalvektorai?

Megoldás

A csúcsok:  A’(4; 6) ;  B’(–2; 2)  és C’(0; 10).
Az oldalvektorok:

;

;

.

Az ABC háromszöget (lásd 1. feladat)
a) tükrözzük az x tengelyre;
b) tükrözzük az origóra;
c) tükrözzük a (4; 2) pontra;
d) toljuk el a v(–5; 1) vektorral!
Rajzoljuk le és adjuk meg a képpontok koordinátáit!
Írjuk fel a képháromszögek csúcsainak koordinátáit!

Megoldás

a) A’(2; –3); B’(–1; –1); C(0 ; –5).
b) A”(–2; –3); B”(1; –1); C”(0; –5).

c) A tükrözés után P pont felezõ pontja lesz a AA* szakasznak. Ezért , ahonnan .

A keresett pontok koordinátái: A*(6; 1), B*(9; 3) és C*(8; –1).
d) A1(–3; 4); B1(–6; 2); C1(–5; 6).

52. FELEZÕPONT, OSZTÓPONT

Bizonyítsuk be, hogy ha , akkor az AB és CD szakaszok valamely O pontra szimmetri-
kusak!

Megoldás

Osszuk végig 2-vel az egyenletet. . Ez éppen azt jelenti, hogy az AC és BD szakaszok

felezõ pontja ugyanaz a pont, tehát erre szimmetrikusak.

PA PC PB PD
2 2
+ = +

;C A A C 4 4= - -l l l l^ h

;B C C B 2 8= -l l l l^ h

;A B B A 6 4= - - -l l l l^ h

*P A A
2= + A* P A2= -

PA PC PB PD+ = +
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V. A VEKTOROKRÓL

2. K1

x

y

1

1
0

B’( 2;2)�

A’(4;6)

C’(0;10)

B( 1;1)�

A(2;3)

C ;(0 5)

3. K2

1. K2



Írjuk fel az AB szakasz B-hez közelebbi 
a) negyedelõpontjába; 
b) 2 : 7 arányú osztópontjába
mutató vektort az A és B pontokba mutató vektorok segítségével!

Megoldás

a) Legyen ez a pont P. . Bontsuk fel a két pont közötti vektorokat helyvektorokra.

. Átrendezve és P helyvektorát kifejezve: 

.

b) Itt a kiinduló egyenlõség :

, ahonnan az elõbbihez hasonló lépések után az adódik, hogy 

.

Hosszabbítsuk meg az AB szakaszt A-n túl 
a) a felével; 

b) a -ával; 

c) az -ával! 

Írjuk fel az ide mutató vektort az A és B pontokba mutató vektorok segítségével!

Megoldás

a) Jelölje a keresett pontot P. Most a kiinduló összefüggés: . Ebbõl a felbontás és az

átrendezés után .

b) A kiinduló összefüggés: , ahonnan .

c) A kiinduló összefüggés: , ahonnan .

Írjuk fel az ABC háromszög A csúcsából induló szögfelezõjének a BC oldallal való metszéspont-
jába mutató vektort az és vektorok segítségével!

Megoldás

A szögfelezõ tétel szerint a szög a szemközti oldalt a közrefogó oldalak arányában osztja. Az el-
járás megegyezik az elõzõekben bemutatottakkal. A szemközti oldallal való metszéspontot P-vel

jelölve és a szokásos jelöléseket használva adódik.

Az O középpontú körben vegyünk fel két egymásra merõleges húrt, ezek végpontjai A, B, illetve
C, D, metszéspontjuk M. Bizonyítsuk be, hogy

!

Megoldás

Az AB húr F felezõ pontjába mutató vektor , a CD húr G fe-

lezõ pontjába mutató vektor . E két vektor egymásra

merõleges, mert a húrok is azok voltak. A két vektort összeadva a két húr

metszéspontjába jutunk. Tehát . Innen 2-vel

átszorozva adódik az állítás.

OM OA OB OC OD
2 2= + + +

OG OC OD
2= +

OF OA OB
2= +

OA OB OC OD OM2+ + + =

AP
b c

bAB cAC
=

+
+

AB AC

AP AB13
5

=- P B A13
18

13
5

= -

AP AB3
2

=- P B A3
5

3
2

= -

P B A2
3

2
1

= -

AP AB2
1

=-

13
5

3
2

P B A9
7

9
2

= +

PB AP2
1

7
1

=

P B B A B A4
1

4
3

4
1

= - - = +^ h

B P B A4
1

- = -^ h

PB AB4
1

=
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52. FELEZÕPONT, OSZTÓPONT

2. K2

3. K2

4. E1

A B
M

D

C

O

F

G

5. E2
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V. A VEKTOROKRÓL

1. K2

2. K2

3. E1

4. E1

53. HÁROMSZÖG SÚLYPONTJÁBA MUTATÓ VEKTOR

Bizonyítsuk be, hogy a háromszög súlypontjából a háromszög csúcsaiba mutató vektorok összege 0! 

Megoldás

.

Válasszuk a közös O kezdõpontot a súlypontnak, így a bal oldalon nullvektor áll.

Az ABC háromszög súlypontja S, a tõle különbözõ tetszõleges XYZ háromszögé pedig Q. Bizonyítsuk be,

hogy !

Megoldás

Bontsuk fel a két pont közötti vektorokat helyvektorok különbségére. 

. Felhasználva a súlypontba mutató vektorról tanultakat: 

, és ezt kellett bizonyítani.

Az ABC háromszög AB, BC, CA oldalán jelöljük ki rendre a P, Q, R pontokat úgy, hogy 
a) AP = 2PB, BQ = 2QC és CR = 2RA;
b) AP = aPB, BQ = aQC és CR = aRA fennálljon! 
Bizonyítsuk be, hogy az ABC és PQR háromszögeknek közös a súlypontja!

Megoldás

a) Az osztópontba mutató vektort kell elõször meghatározni a „kancsal szorzási szabály” alkalmazásával.

; és . A három egyenlet összeadásából az adódik, hogy

. Hárommal osztva az egyenletet kapjuk az állítást.
b) Az osztópontba mutató vektort kell elõször meghatározni a „kancsal szorzási szabály” alkalmazásával.

. Szétbontva és rendezve azt kapjuk, hogy . Hasonlóan kapjuk, hogy

és . A három egyenlet összeadásából az adódik, hogy

. Hárommal osztva az egyenletet kapjuk az állítást.

Az ABC háromszög AB, BC, CA oldalegyenesén jelöljük ki rendre a P, Q, R pontokat úgy, hogy

a) , és ;

b) , és fennálljon! 
Bizonyítsuk be, hogy az ABC és PQR háromszögeknek közös a súlypontja!

Megoldás

a) -bõl ⇒ . Hasonlóan kapjuk, hogy és

. A három egyenlet összeadásából az adódik, hogy . Hárommal
osztva az egyenletet kapjuk az állítást.

b) ⇔ . Hasonlóan és . A három

egyenlet összeadásából az adódik, hogy . Hárommal osztva az egyenletet kap-
juk az állítást.

P Q R A B C+ + = + +

AP ABa= P B A1a a= + -^ h Q C B1a a= + -^ h R A C1a a= + -^ h

s a b c
3= + +

AX BY CZ SQ3+ + =

3 3 3SQ Q S X Y Z A B C X Y Z A B C3 3= - = + + - + + = + + - + +_ c ^i m h

AX BY CZ X A Y B Z C+ + = - + - + -

P Q R A B C+ + = + +3 2R A C= -

3 2Q C B= -3 2P B A= -3P A B A- = -^ h3AP AB=

P Q R A B C+ + = + +

R C A
1 a

a
=

+
+Q B C

1 a
a

=
+
+

P A B
1 a

a
=

+
+AP PBa=

P Q R A B C+ + = + +

R C A
3

2
= +Q B C

3
2

= +2P A B
3= +

AP AB3= 3BQ BC= 3CR CA=

CR CA= aBQ BC= aAP AB= a
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5. E2

A TETRAÉDER SÚLYPONTJA

1. K2

2. E1

Az ABC háromszög súlypontja legyen S, az XYZ háromszögé pedig Q. Az AX, BY, CZ szakaszok fe-
lezõpontjai legyenek rendre U, V és W. Bizonyítsuk be, hogy ha R az UVW háromszög súlypontja,
akkor R felezi az SQ szakaszt!

Megoldás

Ehhez a feladathoz igazából még ábrát sem lehet készíteni. Nem mondtuk, hogy a két három-
szög egysíkú-e vagy sem, mégis vektorok segítségével ki tudjuk számítani, hogy az állítás igaz.

Tudjuk, hogy a súlypontokba az , illetve a vektorok mutatnak.

A felezõ pontokba mutató vektorok: ; és . Az UVW há-

romszög súlypontjába mutató vektor 

, ez pedig azonos az SQ szakasz felezõ pontjába mutató vektorral,

mert 

.

A bizonyítás azt is megengedi, hogy a háromszögek közül egy vagy több elfajuló háromszög
legyen (vagyis egy egyenes három pontja).

A TETRAÉDER SÚLYPONTJA (OLVASMÁNY)

Bizonyítsuk be, hogy a tetraéder súlypontjából a csúcsokba mutató vektorok összege 0!

Megoldás

. Válasszuk a közös O kezdõpontot a súlypontnak, így a bal oldalon null-

vektor áll.

Bizonyítsuk be, hogy a tetraéder lapjainak súlypontjai által meghatározott tetraéder súlypontja
egybeesik a tetraéder súlypontjával!

Megoldás

A tér tetszõleges pontjából a lapsúlypontokba vezetõ vektorok ; ;

és . E négy pont által meghatározott tetraéder súlypontja 

.

Bizonyítsuk be, hogy a tetraéder súlypontja felezi a szemközti élpárok felezõpontjait összekötõ sza-
kaszokat!

Megoldás

A szimmetria miatt elég megmutatni például az AB és CD élek felezõ pontjait összekötõ szakasz
felezõ pontjáról, hogy a súlyponttal azonos. A szemközti élpárok felezõpontjaiba mutató vek-

torok (ha a tér tetszõleges pontjából a tetraéder csúcsaiba mutató vektorok ; ; 

és ): és . Ezek felezõ pontja: 

, és ezt kellett bizonyítani.A B C D S4= + + + =

F
F F

A B C D

2 2
2 2AB CD=

+
=

+ + +

=F A B
2AB = + F C D

2CD = +

A B C

D

F S Q A B C X Y Z A B C X Y Z R2
1

2
1

3 3 6
1

SQ = + = + + + + + = + + + + + =_ c ^i m h

A B C X Y Z6
1

= + + + + +^ h

R U V W A X B Y C Z
3 3

1
2 2 2= + + = + + + + + =c m

W C Z
2= +V B Y

2= +U A X
2= +

Q X Y Z
3= + +S A B C

3= + +

3 3 3 3a b c d a b c d4
1

3 4
1

= + + + = + + +b ^l h

AS S S Ss b c d a c d b a d a c b
4
1

4
1

3 3 3 3B C D= + + + = + + + + + + + + + + + =_ bi l

S d b c
3A = + +S a d c

3B = + +

S a b d
3C = + +S a b c

3D = + +

s a b c d4
1

= + + +^ h

3. E2
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V. A VEKTOROKRÓL

1. K1

2. K1

54. A VEKTOR ELFORGATÁSA ±90°-KAL

Egy négyzet két szomszédos csúcsa A(1; 4), B(5; 2). Számítsuk ki a CD oldal felezõpontjának koordinátáit!

Megoldás

Felezõ pont (AB)

(!90°-os forgatás)

Felezõ pont (CD)

Egy négyzet egyik csúcspontjának koordinátái A(8; –2), átlóinak metszéspontja . Számítsuk ki a

többi csúcspont koordinátáit!

Megoldás

A C csúcsot megkapjuk, ha A-t tükrözzük G-re. C(5,5; 8).

(!90°-os forgatás)

Egy egyenlõ szárú derékszögû háromszög átfogójának végpontjai A(–3; –1) és B(5; 3). Számítsuk ki a súly-
pontjának koordinátáit!

Megoldás

Felezõ pont 

(!90°-os forgatás)

Az ABCD téglalap hosszabb AB oldala háromszorosa a rövidebbnek. A rövidebb oldal végpontjainak koor-
dinátái B(–3; –2) és C(4; 1) Számítsuk ki a többi csúcspont koordinátáit!

Megoldás

(!90°-os forgatás)

;D 13 201 -^ h ;D 5 222 -^ h C+^ h

;A 6 231 -^ h ;A 12 192 -^ h B+^ h

;9 21-^ h ;9 21-^ h 3BA CD BC
90O

= = =
!

_ i

;3 7-^ h ;3 7-^ h

, ; ,B 11 75 4 25^ h , ; ,D 1 75 1 75^ h G+^ h

; ,5 1 25- -^ h; ,5 1 25^ h

, ;AB 1 25 5-^ h

F+^ h;P 1 12 -^ h;P 5 71^ h

;2 4- -^ h;2 4^ h

;AB 4 2-^ h

;F 3 3^ h

;G 4
27 3b l

F+^ h
1;S 3 3

7
2b l

5;S 3 3
1

1 -b l

;BC 7 3^ h

FB3
1 90O

=
!

b l;3
2

3
4

-b l;3
2

3
4

-b l

;2 4-^ h;2 4-^ h

;FB 4 2^ h

;F 1 1^ h

3. K2

4. E1



Egy szabályos háromszög két csúcsa A(5; 3 ), B(2; 0). Határozzuk meg a háromszög harmadik
csúcspontjának koordinátáit!

Megoldás

Felezõpont 

(!90°-os forgatás)

3

F+^ h;C 1 3 32^ h;C 8 01^ h

FC AB2
3 90O

= =
!

c m;2
9

2
3 3

-c m;2
9

2
3 3

-c m

;3 3 3-^ h;3 3 3-^ h

;AB 3 3 3- -^ h

; 3F 2
7

2
3

= c m
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54. A VEKTOR ELFORGATÁSA ±90°-KAL

5. E1
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55. HEGYESSZÖGEK SZÖGFÜGGVÉNYEI 

Határozzuk meg a szögfüggvényértékeit a függvénytáblázat segítségével, ha
a) a = 80°; b) a = 71°; c) a = 62,3°; d) a = 50° 14’; e) a = 0,37 radián!

Megoldás

a) sin a = 0,9848, cos a = 0,1736, tg a = 5,671, ctg a = 0,1763.
b) sin a = 0,9455, cos a = 0,3256, tg a = 2,904, ctg a = 0,3443.
c) 0,3° = 18’.

sin a = 0,8854, cos a = 0,4648, tg a = 1,905, ctg a = 0,5250.
d) sin a = 0,7687, cos a = 0,6397, tg a = 1,202, ctg a = 0,8322.

e) 0,37 radián = = 21° 12’.

sin a = 0,3616, cos a = 0,9323, tg a = 0,3879, ctg a = 2,578.

Határozzuk meg a szögfüggvényértékeit zsebszámológép segítségével, ha 

a) a = 11° 9’; b) a = radián!

Megoldás

a) 11° 9’ = 11,15°.
sin a = 0,193378232,  cos a = 0,981124283,  tg a = 0,19709861,   ctg a = 5,073602497.

b) radián = .

sin a = 0,433883739,  cos a = 0,900968867,  tg a = 0,481574618,  ctg a = 2,076521397.
Megjegyzés: A számológépek többsége az utolsó jegyet kerekítve írja ki (de nem mindegyik).

Melyik az az a hegyesszög, amelyre
a) sin a = 0,2; b) cos a = 0,33; c) tg a = 4,78; d) ctg a = 5,210?

Megoldás

A szög visszakeresését függvénytáblázat vagy zsebszámológép segítségével végezhetjük. Két tize-
desjegy pontossággal:
a) a = 11,54°, b) a = 70,73°, c) a = 78,18°, d) a = 10,87°.

A definíciók segítségével igazoljuk a szögfüggvények alábbi egyszerû tulajdonságait!
Ha a hegyesszög, akkor
a) 0 < sin a < 1, 0 < cos a < 1;
b) 0 < tg a, 0 < ctg a, és mindkét szögfüggvény tetszõlegesen nagy értéket felvehet;

c) tg a = , ctg a = ;

d) tg a = , ctg a = .

Megoldás

Az ABC derékszögû háromszögben alkalmazzuk a hagyo-
mányos jelöléseket.

7
180o

7
r

,0 37 180o$
r

7
r

1
tg a

1
ctg a

sin
cos

a
a

cos
sin

a
a

VI. TRIGONOMETRIA

1. K1

2. K1

3. K1

4. K1
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B

C

�

a

b

c
�
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VI. TRIGONOMETRIA

5. K2

a) A sin a = , cos a = összefüggés miatt az < 1 és < 1 egyenlõtlenségeket kell igazolnunk. Ezek

pedig azért igazak, mert a derékszögû háromszög átfogója nagyobb, mint a befogója.

b) A tg a = pozitív érték tetszõlegesen nagy lehet, mert ha b-t rögzítjük, akkor a bármilyen naggyá nö-

velhetõ. Hasonlóan a ctg a = arány értéke minden határon túl nõ, ha a-t rögzítjük, és b-t növeljük. 

c) valóban, és is teljesül.

d) A két azonosság a definíciók közvetlen következménye.

A definíciók segítségével igazoljuk a szögfüggvények alábbi tulajdonságait!
Ha a és a’ hegyesszögek és a < a’, akkor 
a) sin a < sin a’; c) tg a < tg a’;
b) cos a > cos a’; d) ctg a > ctg a’.

Megoldás

Az a) és b) esetben tekintsünk egy további A’B’C’ derékszögû háromszöget, melyben a’ > a és c’ = c (tehát
a két derékszögû háromszög átfogója ugyanakkora). A’B’C’ szerkesztésébõl adódik, hogy a’ > a és b’ < b.

Így és .

A c) esetben az A’B’C’ derékszögû háromszög AC befogója legyen rögzített b hosszúságú. Ha most a <

a’, akkor a < a’, és .

A d) esetben felhasználjuk c) eredményét, valamint a összefüggést. Ha a < a’, akkor tehát

0  <  tg a <  tg a’. Mindkét oldal reciprokát véve az egyenlõtlenség megfordul, , azaz

.

Egy templomtorony 50 méter távolságból 24°-os szögben látszik. Milyen magas a torony?

Megoldás

Ha a torony magassága m, akkor tg 24° = , s innen m = 50 ⋅ tg 24° ≈ 22,3. A torony magassága tehát

kb. 22 méter.

Egy kilencemeletes lakóház emeleti szintjei átlagosan 3 méter magasak. Mekkora látószög alatt látszik 
100 méter távolságból az épület?

Megoldás

Ha a földszintet is számítjuk, akkor a ház magassága 10 ⋅ 3 = 30 méter. Az a látószögre tg a = , innen

a ≈ 16,7°.
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56. DERÉKSZÖGÛ HÁROMSZÖGEK ADATAINAK 
MEGHATÁROZÁSA

Az ABC derékszögû háromszögben (c = 90°) a hagyomá-
nyos jelölésrendszert alkalmazzuk. 
Határozzuk meg a háromszög szögeit és oldalait, ha
K1 a) a = 8 cm, b = 15 cm;
K1 b) a = 25°, a = 10 cm;
K1 c) b = 55°, q = 7 cm;
K1 d) a = 13 cm, p = 5 cm;
K2 e) c = 10 cm, m = 4 cm!

Megoldás

a) Pitagorasz tételébõl (cm). , innen a ≈ 28,1° és b = 90° – a ≈

≈ 61,9°.

b) b = 90° – a = 65°; sin a = , ebbõl c = = ≈ 23,66 (cm). tg a = , innen 

b = = ≈ 21,45 (cm).

c) a = 90° – b = 35°; cos a = , innen b = = ≈ 8,55 (cm). tg a = , innen

m = q ⋅ tg a = 7 ⋅ tg 35° ≈ 4,90 (cm). sin b = , ebbõl a = ≈ ≈ 5,98 (cm). Pi-

tagorasz tételébõl c = ≈ 10,43 (cm).

d) cos b = = , innen b ≈ 67,4°. a = 90° – b ≈ 22,6°. sin b = , ebbõl m = a ⋅ sin b = 

= 13 ⋅ sin 67,4° ≈ 12,00 (cm). sin a = , innen b = ≈ ≈ 31,23 (cm). Végül

c = ≈ 33,83 (cm).
e) c = 10 cm, m = 4 cm. A magasságtételt alkalmazva m2 = pq = p(c – p), így p2 – pc + m2 = 

= 0. Ebbõl a p2 – 10p + 16 = 0 másodfokú egyenlethez jutunk, melynek két gyöke p1 = 2
és p2 = 8. Szimmetriaokok miatt feltehetjük, hogy p = 2 és q = 8 (p és q szerepe felcserél-

hetõ). tg a = = , innen a ≈ 26,6°, és b = 90° – a ≈ 63,4°. Mivel sin a = , így 

b = = ≈ 8,93 (cm), és hasonlóan a = ≈ ≈ 4,47 (cm).

Megjegyzés: A számításokban, ahol csak lehetséges, az eredeti alakokkal dolgoztunk.

Egy kertrész egyenlõ szárú háromszög alakú, melynek szárai 15 m hosszúak, a szárak által bezárt
szög 52°. Mekkora a kert alapja és területe?

Megoldás

Az ABC egyenlõ szárú háromszögben legyen AC = BC = 15 m, az AB alap
hosszát jelölje a. A szárak által bezárt szög CF felezõje egyúttal az alap fe-

lezõmerõlegese, így sin 26° = , s innen a = 30 ⋅ sin 26° ≈ 13,15 (m). 

cos 26° = , így m = 15 ⋅ cos 26° ≈ 13,48 (m). 

A háromszög területe ≈ 88,6 (m2).a m
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3. K2 Az ABCD deltoidban AC szimmetriatengely, az AD oldal kétszer olyan hosszú, mint a DC oldal, és 
DABB = 54°. Mekkorák a deltoid oldalai és szögei, ha BD = 10 egység?

Megoldás

Két megoldás van, attól függõen, hogy a négyszög konvex vagy konkáv deltoid. 
A konvex deltoid ábrája szerinti jelöléseket alkalmazzuk: AB = AD = 2a, CD = CB = a, az átlók metszés-
pontja M. A tengelyes szimmetria miatt DM = MB = 5 egység, DACB = CABB = 27°, és legyen 
DCAB = BCAB = c. 

Az AMD derékszögû háromszögben sin 27° = , innen 2a = ≈ 11,01 (egység), 

a ≈ 5,51 (egység). sin c = = , innen c ≈ 65,2°. A konvex deltoid oldalai AB = AD = 11,01 egység,

CD = CB = 5,51 (egység); szögei AB= 54°, CB= 2c = 130,4°, BB= DB= = 87,8°.

A konkáv deltoidban csak a szögek mások. CB = 360° – 2c = 229,6°, s így BB = DB = 38,2°. 

Adott az O középpontú, r = 20 egység sugarú kör. Mennyivel hosszabb a kör 100°-os középponti szögé-
hez tartozó rövidebbik íve, mint a húrja? 

Megoldás

A 100°-os középponti szöghöz tartozó AB húr felezõpontját jelölje F,
a húr hosszát h. Az OFB derékszögû háromszögben FOBB= 50°, így

sin 50° = összefüggésbõl h = 40 ⋅ sin50° ≈ 30,64 (egység). A rö-

videbbik AB ív hossza ≈ 34,91 (egység). 

Vagyis az ív ≈ 4,27 egységgel hosszabb.

Szerkesszük meg azt a hegyesszöget, melynek 

a) szinusza 0,2; b) koszinusza ; c) tangense 2; d) kotangense !

Megoldás

Jelöljük a-val a szerkesztendõ hegyesszöget. A megoldás során azt használjuk ki, hogy a egy szögfüggvénye
hasonló derékszögû háromszögeket határoz meg.

Az a) és b) esetben olyan derékszögû háromszögeket szerkesztünk, amelyekben a megfelelõ befogó és

átfogó aránya 0,2, illetve .13
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a) Az AB = 10x hosszúságú szakasz Thalesz köre , valamint a B középpontú, 2x sugarú kör met-
széspontja kijelöli C-t, amelyre BACB = a.

b) Az AB = 13x hosszúságú szakasz Thalesz köre, valamint az A középpontú, 5x sugarú kör met-

széspontja jelöli ki C-t. Ekkor cos a = = .

Az utolsó két esetben pedig olyan C csúcsú derékszögû háromszögeket szerkesztünk, melyek
befogói

c) AC = x, CB = 2x;
d) AC = x, CB = x.

( x szerkeszthetõ: Pitagorasz tétele értelmében az x és 2x befogójú derékszögû háromszög
átfogója.)

Az alábbiakban pitagoraszi számhármasok két tagját adjuk meg. Határozzuk meg a harmadik
tagot és a számhármasok által meghatározott derékszögû háromszögek legkisebb szögét! (Az 
a < b < c pozitív egész számokat pitagoraszi számhármasnak nevezzük, ha van olyan derék-
szögû háromszög, amelynek oldalai a, b, c hosszúak.)
a) a = 3,  b = 4;  b) a = 5,  c = 13;  c) b = 24,  c = 25;  d) a = 6,  c = 10.

Megoldás

A Pitagorasz-tételt alkalmazzuk, az a2 + b2 = c2 egyenletbõl: 

a) c = 5; sin a = , innen a ≈ 36,9°.

b) b = 12; cos a = , innen a ≈ 22,6°.

c) a = 7; tg a = , innen a ≈ 16,3°.

d) b = 8; ez a háromszög hasonló az a) háromszöghöz, így a ≈ 36,9°.

Ptolemaiosz Kr. u. 150 körül úgy találta, hogy az egységsugarú kör 1°-os középponti szögéhez tar-

tozó húrja hosszúságú. (A kissé furcsa számalaknak az az oka, hogy a tudós ere-

detileg 60-as számrendszerben adta meg a számot.) Mennyire volt pontos a közelítés? Nem lett

volna helyesebb az utolsó tag esetében a , vagy törttel számolniuk a görögöknek?

Megoldás

Ptolemaiosz eredményének közelítõ értéke H = 0,017453703. Az 1°-os
középponti szög olyan OAB egyenlõ szárú háromszöget határoz meg,
melyet az O csúcshoz tartozó szögfelezõ két egybevágó, 0,5°-os de-
rékszögû háromszögre bont. Így az AB húr fele r ⋅ sin 0,5° = sin 0,5°
hosszú, AB hossza pedig h = 2 ⋅ sin 0,5° ≈ 0,017453071. 

A két érték eltérése kicsi: H – h ≈ 6,32 ⋅ 10–7. Vizsgáljuk a változást:

≈ 4,63 ⋅ 10–6 = 46,3 ⋅ 10–7, s ez jóval nagyobb, mint H – h. Így

azt mondhatjuk, hogy – ebben az alakban – Ptolemaiosz eredménye
pontos volt.
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Az ABC derékszögû háromszögben (c = 90°) AC = 12, BC = 16 egység. Milyen hosszú a B csúcsból húz-
ható szögfelezõ?

Elsõ megoldás

A hagyományos jelölésekkel dolgozunk: AC = b, BC = a, ABCB = b, és jelölje f a
BD szögfelezõ hosszát.

Az ABC háromszögben tg b = = , innen b ≈ 36,87°, ≈ 18,43°. A DBC

háromszögben cos = , innen pedig ≈ 16,86 (egység).

Második megoldás

Nem szükséges a szögfüggvények használata.
c = = 20. A szögfelezõ-tétel szerint a belsõ szögfelezõ a szemköztes

oldalt a szomszédos oldalak arányában osztja. Ez alapján , így

. Végül Pitagorasz tételét alkalmazzuk a BCD háromszögben: = 

= ≈ 16,87 (egység).

Az r = 12 cm sugarú körbe írt húrtrapéz párhuzamos oldalainak hossza AB = 20 cm és CD = 10 cm. Mek-
korák a trapéz szárai és szögei?

Megoldás

A húrtrapéz egyenlõ szárú, tengelyesen szimmetrikus négyszög. Az ábra szerint jelölje a csúcsokat A, B, C,
D, a körülírt kör középpontját O, az egyes oldalakhoz mint húrokhoz tartozó középponti szögeket 2a, 2b,
2c. A párhuzamos oldalak és O helyzete alapján két esetet különböztetünk meg.

Az elsõ esetben a párhuzamos oldalak közrefogják az O középpontot. Ekkor sin a = , innen 

a ≈ 56,4°; és sin b = , így b ≈ 24,6°. c = ≈ 49,5°.

A trapéz szögei: AB = 180° – a – c ≈ 74,1°; BB = AB; CB = DB = 180° – AB ≈ 105,9°.
A trapéz AD és BC szára 2 ⋅ 12 ⋅ sin c ≈ 18,25 egység hosszú.

A második esetben O a trapézon kívül esik. Ekkor a és b értéke változatlan, c = ≈ 15,9°. 

AB = 90° – c – (90° – a) = a – c ≈ 40,5°; BB = AB; CB = DB = 180° – AB ≈ 139,5°.
A trapéz AD és BC szára 2 ⋅ 12 ⋅ sin c ≈ 6,58 egység hosszú.
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Milyen hosszú a Ráktérítõ? (A Földet tekintsük R = 6370 km sugarú gömbnek.)

Megoldás

A Ráktérítõ a { ≈ 23,5°-os északi szélességi kör. A Föld függõleges ten-
gelyén átmenõ sík által kimetszett fõkörbõl (ez egy hosszúsági kör) az
erre merõleges Ráktérítõ síkja az ábra szerinti BC húrt metszi ki. A Rák-
térítõ középpontját jelölje A, ekkor OBAB = { szintén (váltószögek).

Ha r jelöli a Ráktérítõ sugarát, akkor cos { = , s innen r ≈ R ⋅ cos {.

A Ráktérítõ hossza 2 ⋅ R ⋅ cos { ⋅ r = 36 704,3 ≈ 36 700 (km).

57. ÖSSZEFÜGGÉSEK A HEGYESSZÖGEK
SZÖGFÜGGVÉNYEI KÖZÖTT

A trigonometria alapegyenletének felhasználásával határozzuk meg az a hegyesszög többi szög-
függvényének a pontos értékét, ha

a) sin a = 0,6; b) cos a = ; c) tg a = 5; d) ctg a = 0,5!

Megoldás

A sin2 a + cos2 a = 1 egyenletbõl kifejezhetjük sin a és cos a értékét is. Mivel a hegyesszögek
szögfüggvényei pozitívak, sin a = és cos a = .

Kifejezhetõ tg a és ctg a is a szinusz- vagy koszinusz függvényekkel: tg a = = 

= = , és ctg a = .

a) cos a = = 0,8; tg a = = = 0,75; ctg a = = .

b) sin a = = ; tg a = = , ctg a = .

c) = 5. Négyzetre emelhetünk: = 25, azaz cos2 a = , cos a = .

(Ismét kihasználtuk, hogy cos a > 0.) ctg a = ; sin a = = .

d) tg a = 2. Az elõzõ gondolatmenetet alkalmazva cos a = , sin a = .

Oldjuk meg az elõzõ a)–d) feladatokat, de most a trigonometria alapegyenletének felhasználása
nélkül!

Megoldás

Alkalmazzuk a háromszög oldalaira és szögeire a hagyományos jelölé-
seket!
a) Mivel sin a = 0,6, legyen a = 6x, c = 10x hosszú. (Vagy a derékszögû

háromszögek hasonlósága folytán választható a = 6, c = 10; vagy 

a = 3, c = 5.) Ekkor Pitagorasz tételébõl b = = 8x.

cos a = = 0,8; tg a = = 0,75 és ctg a = = .c
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3. E1

b) Legyen b = 1, c = 3. Ekkor a = = ; sin a = ; tg a = , ctg a = .

c) Legyen a = 5, b = 1. Ekkor c = = ; sin a = , cos a = , ctg a = . 

d) Legyen a = 2, b = 1. Ekkor c = = ; sin a = , cos a = , tg a = 2.

Az ABC háromszögben c = 90°, b = 30°, AC = 10 egység. Milyen hosszú a B csúcsból húzható szögfelezõ?
(Pontos értéket adjunk meg!)

Megoldás

Az ABC fél szabályos háromszög tulajdonsága miatt AB = 20 egység és BC = = 

= . Jelölje a BD szögfelezõ hosszát f. A szögfelezõ-tételt alkalmazva

, így . Végül alkalmazzuk Pita-

gorasz tételét a BCD háromszögben: f 2 = a2 + CD2 = , így 

f = .

Ha szögfüggvényeket alkalmazunk, csak közelítõ értékeket kapunk. A BCD háromszögben cos 15° = ,

innen f = = = 17,93150944 számológéppel. A pontosság ez esetben csak elvi je-

lentõségû, mert f = számológéppel kiszámolt értéke 8 tizedesjegy pontosságig ugyan-

ennyi.

Az elõzõ feladat alapján határozzuk meg 15° pontos szögfüggvényértékeit!

Megoldás

Felhasználjuk az elõzõ megoldás eredményeit. A BC = a befogóval mint paraméterrel számolva c =

és b = . A szögfelezõ-tételbõl CD = = = . Az ACD háromszögben fel-

írjuk a Pitagorasz-tételt: f 2 = a2 + CD2 = , és innen .

A keresett szögfüggvények pontos értékeit az ACD háromszög oldalaival adhatjuk meg. (A hányadosok
nem függnek a-tól.)

sin 15° = = = = = 

= = ;

cos 15° = = ;

tg 15° = = és ctg 15° = = .a
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Határozzuk meg 22,5° pontos szögfüggvényértékeit!

Megoldás

Az elõzõ feladat megoldási módszerét követjük. 
Az egységnyi befogójú ABC egyenlõ szárú derékszögû háromszög-

ben (c = 90°, b = 45°) a BD = f szögfelezõ az AC oldalt a szomszédos

oldalak arányában osztja. Mivel AB = , így CD = . A szög-

felezõ hossza f = = .

sin 22,5° = = = = 

= = = ;

cos 22,5° = = ;

tg 22,5° = = és ctg 22,5° = = .

Bizonyítsuk be, hogy tetszõleges a hegyesszög esetén érvényesek az alábbi azonosságok!

a) ; c) ;

b) ; d) .

Megoldás

a) = = = = = = sin a

valóban.

b) A nevezõ átalakítva ismét , így = = cos a.

c) Az azonosság közvetlenül adódik a cos a = összefüggésbõl.

d) = = = = ctg a ⋅ sin a = cos a.

Melyik a hegyesszögre igaz, hogy
a) sin (a + 12°) = cos (a + 26°);    b) tg (a – 15°) = ctg (a + 57°)?

Megoldás

A pótszögek segítségével egynemû szögfüggvényekre térünk át.
a) cos(a + 26°) = sin(90° – (a + 26°)) = sin(64° – a). A sin(a + 12°) = sin(64° – a) egyenlõség

– hegyesszögek esetén – csak akkor teljesülhet, ha a + 12° = 64° – a, azaz 2a = 52°, 
a = 26°.

b) ctg(a + 57°) = tg(90° – (a + 57°)) = tg(33° – a). Innen tg(a – 15°) = tg(33° – a), azaz 
a – 15° = 33° – a, s ennek megoldása a = 24°.
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58. HÁROMSZÖGEK ADATAINAK 
MEGHATÁROZÁSA

Az ábra szerinti épület homlokzata h = 8 méter széles. A tetõszerke-
zetet l = 6 méter hosszú gerendákból építik. Mekkora lesz az eresz 
d szélessége, ha a tetõgerenda vízszintessel bezárt a szöge
a) 40°;
b) 46°?
c) Mekkorának válasszák az a szöget az építõk, ha a tervekben 

d = 30 cm széles eresz szerepel, és nem akarnak levágni a geren-
dákból?

Megoldás

A gerenda vízszintes vetülete l ⋅ cos a, az eresz hossza .

a) 0,596 (m), azaz kb. 60 cm.

b) 0,168 (m), azaz kb. 17 cm.
c) A egyenletbõl a ≈ 44,2°.

Egy 6 méter magas épület tetejérõl a 140 méter távolságra lévõ templomtornyot 12°-os szögben látjuk. Mi-
lyen magas a torony? Mekkora szögben látszik az épület tövébõl?

Megoldás

Az 1. példa gondolatmenetét követjük.
Jelölje a torony alapját A, csúcsát B, az épület tetejét C, alját E. Az ABC há-

romszögben a torony magassága AB = c a keresett mennyiség. Ismertek még
az ábra szerinti CE = h = 6 m és EA = d = 140 m távolságok, valamint 
ACBB = c = 12°.

A C pontból merõlegest bocsátunk AB-re, ennek talppontját jelölje D. Így az
ABC háromszöget két derékszögû részháromszögre bontottuk. Jelölje az ACD

lehajlási szöget c1, a DCB emelkedési szöget c2. , innen

c1 ≈ 2,5° és c2 = c – c1 ≈ 9,5°. tg c2 = = , innen c – h = d ⋅ tg c2,

azaz c = h + d ⋅ tg c2 = 6 + 140 ⋅ tg 9,5° ≈ 29,4. 
A templomtorony magassága kb. 30 méter.

Határozzuk meg az ABCD paralelogramma alakú szántóföld területét, ha
a) két szomszédos oldala 220 méter és 240 méter hosszú, és az oldalak bezárt szöge 72°;
b) két átlója 220 méter és 240 méter hosszú, és az átlók bezárt szöge 72°!

Megoldás

a) Az AB = 220 m és AD = 240 m oldalú paralelogrammát BD átlója két egybevágó részháromszögre

bontja. A háromszög területe a trigonometrikus területképletbõl , a paralelogramma te-

rülete ennek kétszerese, azaz AB ⋅ AD ⋅ sin 72° ≈ 50 216 (m2).
b) A két átló egymást kölcsönösen felezve, a paralelogrammát négy azonos területû részháromszögre osztja.

Egy ilyen részháromszög területe , a paralelogramma területe ennek négyszerese, azaz

2 ⋅ 110 ⋅ 120 ⋅ sin 72° ≈ 25 108 (m2).
Ez az érték az a) terület fele.

110 120 sin
2
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sinAB AD
2
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6 cosd 40 4o$ .= -
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Az egyenes országúttól h = 40 méterre elhelyezkedõ megfigyelõtõl az országúton lévõ A és B út-
jelzõ táblák 55 méter, illetve 72 méter távolságban vannak. Mekkora lehet a táblák AB távolsága?

Megoldás

Jelölje a megfigyelõ helyzetét C, s vezessük be a „hagyomá-
nyos” CA = b = 55 m, CB = a = 72 m, CD = h = 40 m,
ACDB = c1, BCDB = c2 jelöléseket. (CD merõleges 
AB-re.) 

, innen c2 ≈ 56,3°; hasonlóan

, innen c1 ≈ 43,3°.

, így BD = a ⋅ sin c2; hasonlóan AD = b ⋅ sin c1. Két megoldás van, attól függõen,

hogy a BCA háromszögben az A csúcsnál hegyesszög van, vagy tompaszög. 
Az elsõ esetben AB = BD + DA = a ⋅ sin c2 + b ⋅ sin c1 ≈ 97,6 (m); a második esetben 

AB = BD – DA = a ⋅ sin c2 – b ⋅ sin c1 ≈ 22,2 (m).
Az ábrán A’ jelöli az A pont második lehetséges helyzetét.

Egy dombon egyenes országút halad át. Az út A pontjából 4°-os emelkedõn érjük el a domb O
tetejét, majd 7°-os lejtõ vezet az út B pontjába. Az A és B pontok azonos tengerszint feletti ma-
gasságban vannak. Milyen magas hozzájuk képest a domb, ha A és B távolsága légvonalban – fe-
lülnézetbõl – 420 méter? (Felülnézetbõl A, O és B egy egyenesbe esik.)

Megoldás

A feladatot modellezhetjük az AOB háromszöggel, mely-
ben ismert BAOB = a = 4°, OBAB = b = 7°, és 
AB = d = 420 méter; s meghatározandó a háromszög 
OD = m magassága. (Az O csúcsnál lévõ lejtõ szöge meg-
egyezik a B csúcsnál lévõ emelkedõ szögével, mert váltó-
szögek.)

Jelöljük a BD távolságot x-szel, ekkor AD = d – x. Az
ODA és ODB derékszögû háromszögekben felírt Pitago-
rasz-tételek segítségével x és m is meghatározható.

Egy másik megoldási út a szögfüggvények alkalmazása. , illetve . A két

egyenletbõl m-et kiküszöbölve (d – x) ⋅ tg a = x ⋅ tg b, s innen . 

Ezt visszahelyettesítve . 

A „dombocska” tehát ≈ 19 méter magas.

Az ABC háromszög három oldala a = 28 cm, b = 26 cm és c = 30 cm. Milyen hosszú az 
A csúcsból kiinduló magasság, szögfelezõ és súlyvonal? Mekkorák a háromszög szögei?

Megoldás

Az A csúcsból húzható magasság, szögfelezõ és súlyvonal
hosszát jelöljük AD = m, AE = f és AF = s módon.

Az ABD és ADC háromszögekben felírjuk Pitagorasz-té-
telét: 

(1) (a – x)2 + m2 = c2,
(2) x2 + m2 = b2.
m2 kifejezésébõl c2 – (a – x)2 = b2 – x2.
Az egyenletet átalakítva c2 – a2 – x2 + 2ax = b2 – x2, 

s innen x = .a
a b c
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7. E1

A számadatokat behelyettesítve x = 10. Ekkor BD = a – x = 18, és m = = = 24
(cm). (D a BC oldal belsõ pontja, mert az ABC háromszög hegyesszögû.)

A szögeket többféleképpen meghatározhatjuk a megfelelõ derékszögû háromszögekbõl. Például 

sin b = = , innen b ≈ 53,1°; tg c = = , innen c ≈ 67,4°; és a = 180° – b – c ≈ 59,5°.

Az AE = f szögfelezõ hosszát az ADE derékszögû háromszögbõl határozzuk meg.

EADB = ≈ 7,2°, így cos EADB = , s innen f = ≈ ≈ 24,19 (cm). 

Az AF = s súlyvonal hossza az ADF derékszögû háromszögben felírt Pitagorasz-tételbõl számítható. Mivel

F a BC oldal felezõpontja, DF = , és így s2 = m2 + DF 2 = 242 + 42. A súlyvonal hossza s ≈ 24,33 (cm).

Határozzuk meg az elõzõ feladatban szereplõ ABC háromszög körülírt és beírt körének a sugarát! 

Megoldás

A körülírt kör hosszára alkalmazhatjuk az R = összefüggést. Innen 

R ≈ 16,2 (cm).
Jelölje a beírt kör középpontját O, sugarát r, a beírt kör és a háromszög ol-

dalainak érintési pontjait rendre A’, B’, C’. 
A beírt kör sugarát többféleképpen is meghatározhatjuk. 
Az egyik lehetõség az 5. feladat eredményének a felhasználása, az ottani

„országút-domb modell” ABO háromszöge megfelel az itteni BOC három-

szögnek. Most OBA’B = és OCA’B = , mert a beírt kör középpontja a

szögfelezõk metszéspontja. Ez alapján (cm).

Egy másik lehetõség BA’ kiszámolása után felírása. Tavaly megmutattuk, hogy BA’ = s – b, ahol

s a háromszög félkerülete. (A bizonyítás alapja az az észrevétel volt, hogy a beírt körhöz a külsõ pontból hú-
zott érintõszakaszok egyenlõ hosszúak. Így BA’ = BC’, CA’ = CB’ és AC’ = AB’, és a hat szakasz összege a há-

romszög kerülete.) Ez alapján , innen r = = ≈ 8,0 (cm).

Végül alkalmazhatjuk a megfelelõ területképletet is: r = = = = = 8 (cm).

(A korábbikkal ellentétben ez már pontos érték.)

Az ABC háromszögben AB = 12 dm, AC = 14 dm, BACB= 36°. Milyen hosszú az A csúcsból húzható szög-
felezõ?

Megoldás

Az ABC háromszöget az AD = f szögfelezõ két részháromszögre bontja. A rész-
háromszögek területösszege megegyezik az ABC háromszög területével: 
t1 + t2 = t, azaz 

, innen 

(dm).
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Az ABC háromszög A csúcsnál lévõ szöge 80°, területe 60 cm2. Mekkorák a háromszög oldalai,
ha a háromszög
a) derékszögû;
b) egyenlõ szárú?

Megoldás

a) Ha c az átfogó hossza, akkor sin a = , innen a = c ⋅ sin a. Hasonlóan cos a = , 

b = c ⋅ cos a, s a háromszög területe t = = . Az összefüggésbõl c kifejezhetõ:

c = ≈ 26,49 (cm). b = c ⋅ cos 80° ≈ 4,60 (cm), és a = c ⋅ sin 80° ≈ 26,09 (cm).

b) Ha a a szárak által bezárt szög, akkor a szárakat b-vel, az alapot a-val jelölve t = , 

és innen b = ≈ 11,04 (cm). Mivel , így a háromszög alapja a =

≈ ≈ 14,19 (cm).
Ha a az alapon fekvõ szög, akkor a szárak által bezárt szög b = 180° – 2a = 20°. Jelöljük a szá-

rak hosszát a-val, az alapot b-vel; ekkor a = ≈ 18,73 (cm), b = ≈ 6,51 (cm).

R = 20 cm sugarú, kör alakú kartonpapírból kivágjuk a lehetõ legnagyobb oldalú, szabályos tíz-
szöget. Milyen hosszúak a tízszög oldalai, és hány százalék lesz a papírhulladék?

Megoldás

A szabályos tízszög egy oldalát jelölje AB = a, az AB húr felezõpontját F, a körülírt kör közép-

pontját O. Az AB húrhoz tartozó középponti szög = 36°, így az AOF derékszögû három-

szögben sin 18° = , és innen a = 2Rsin 18° ≈ 12,36 (cm).

Az ABO háromszög területe t = , a tízszög területe ennek tízszerese: T = 10t = 

= 5R 2 sin 36°. Mivel a kör területe Tk = R 2r, a hulladék Tk – T = R 2r – 5R 2sin 36° = 
= R 2(r – 5sin 36°) ≈ 81,07 (cm2).
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59. SÍKBELI ÉS TÉRBELI SZÁMÍTÁSOK
SZÖGFÜGGVÉNYEK SEGÍTSÉGÉVEL

Egy csavar menetének középátmérõje 5,1 mm, menetemelkedése 1 mm. Mekkora a menetemel kedés
szöge?

Megoldás

Az a menetemelkedési szögre teljesül, hogy tg a = . Innen a ≈ 11,1°.

1 parszek az a távolság, ahonnan a Föld–Nap távolság 1 másodperc nagyságú szögben látszik. Hány kilo-
méter 1 parszek? 
(A Föld–Nap középtávolság kb. 149,6 millió km.) 

Megoldás

Az 1 parszek távolságot d-vel jelölve, a { = 0° 0’ 1” szögre tg { = . Innen d = ≈ 30 857 215

(millió km), azaz 30,857 billió km. (A pontos érték 30,856 78 billió km.)

Egy 90 cm-es fonálon lengõ pontszerû test két szélsõ helyzete közötti távolság 20 cm. Mekkora szöget zár
be a fonálinga a két szélsõ helyzet között?

Megoldás

Jelölje a fonal hosszát l, a fél nyílásszöget a, a két szélsõ helyzet közötti távolságot d. Ekkor

sin a = = , az adatokkal a ≈ 6,38°. A keresett nyílásszög 2a ≈ 12,8°.

Milyen magas hegy tetején áll az a 28 m magas kilátótorony, amelynek alját 13,2°-os, tetejét 13,6°-os emel-
kedési szög alatt látni?

Megoldás

Jelölje m a hegy, t a torony magasságát, d a megfigyelõtõl való távolságát, és legyen a = 13,2° és b = 13,6°.
Ekkor

(1) tg a = ,

(2) tg b = .

A két egyenletbõl , és innen m = . Behelyettesítés után m ≈ 890,2, azaz a hegy

kb. 890 méter magas.
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Egy körív alakú híd görbületi sugara 200 méter, nyílásmagassága 20 méter. Mekkora a két híd-
pillér távolsága, és milyen hosszú a körív?

Megoldás

Jelölje a két hídpillért A és B, távolságukat AB = h, a híd nyílásmagasságát
m, a körív középpontját O, sugarát r. Ha a híd íve a középponti szögben

látszik, akkor , s innen ≈ 25,84°, azaz a ≈ 51,7°. Mivel

, innen h = ≈ 174,4 (m) a két hídpillér távolsága.

A körív hossza ≈ 180,5 (m).

Egy kilátó aljáról a vele éppen szemközt álló, széles és lapos épület homlokzata 38°-os (vízszin-
tes) látószögben látszik. Felmegyünk a kilátó 25 méter magas tetejére. Innen mekkora szögben
látjuk az épület homlokzatát? A kilátó és az épület távolsága 60 méter.

Megoldás

Vezessük be a következõ jelöléseket:
– legyen a kilátó alja A, teteje B, AB távolsága t (ekkor AB = t = 

= 25 méter);
– az épület két végpontja C és D, felezõpontja E, az AE távolság

d (a DAC egyenlõ szárú háromszögben AE = d = 60 méter);
– a DAC látószög 2a, a DBC látószög 2b (ismert 2a = 38°; ke-

ressük 2b-t).

AC = = , EC = d ⋅ tg a. BC2 = AB2 + AC 2, így 

BC = . A BEC derékszögû háromszögbõl sin b = = . Innen 

b ≈ 17,63°, a keresett látószög tehát 2b ≈ 35,3°.

Egyenlõ szárú trapéz alakú földterület alapja 320 m, szárai 210 m hosszúak. Az alap és a szárak
bezárt szöge 75°. Hány hektár a terület nagysága? 

Megoldás

Jelölje az ABCD trapéz alapját AB = a, szárainak hosszát b, az alap-
pal párhuzamos oldal hosszát CD = c, az alapon fekvõ szögeket
DABB = CBAB = a. Bocsássunk a D csúcsból az AB alapra
merõlegest, az így kapott DE magasság hosszát pedig jelöljük m-mel.

Az AED derékszögû háromszögben sin a = , innen m = bsin a.

Hasonlóan az AE vetület hossza bcos a, s így c meghatározható: 
c = a – 2bcos a.

A trapéz területe t = = = 

= (a – bcos a)bsin a ≈ 53 885,2 (m2), azaz kb. 5,4 hektár.
Megjegyzés: Érdemes c értékét kiszámolni: c = a – 2bcos a ≈ 211,3 > 0, azaz a trapéz léte-

zik.
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Egy futballedzésen a játékosok a pályán olyan e egyenes mentén állnak föl, mely az alapvonalra merõlege-
sen áll, de nem metszi az AB gólvonalat. A játékosoknak a kapuhoz közeledve egy kedvezõ P pontot kell
megtalálniuk, ahonnan az üres kapura kell rárúgniuk a labdát. Melyik P ponthoz tartozó a „lövõszög” a le-
hetõ legnagyobb? Jelölje C az e egyenes és az AB alapvonal metszéspontját. Mekkora a, ha AC = d = 5,00 m,
és a kapu AB = h = 7,32 m széles?

Megoldás

Vegyük fel azt a k kört, amelyik áthalad az A és B pontokon, és érinti az e egye-
nest az E pontban. Az AB szakasz a k körív minden pontjából ugyanakkora szög-
ben látszik, körön belüli pontokból a látószög ennél nagyobb, a körön kívüli pon-
tokból pedig a látószög kisebb. (Végig a pályán maradunk, azaz az AB alapvonal
azonos félsíkjában mozgunk.) Az E pont kivételével az e egyenes minden pontja
körön kívüli pont, ezért az E érintési pontból látszik AB maximális szög alatt, azaz
E = P.

Az érintési ponthoz tartozó OP sugár merõleges e-re. Jelölje F az AB szakasz
felezõpontját, OF az AB szakasz felezõmerõlegese. Ekkor r = OP = CF = 8,66 a
kör sugara, AF = 3,66, OF = PC. Az AFO derékszögû háromszögben felírjuk 
Pitagorasz tételét:

OF 2 = r2 – AF 2 = 61,6, innen OF = PC ≈ 7,85.

Legyen BEAB = a és AECB = b. tg (a + b) = ≈ , így a + b ≈ 57,5°.

tg b = ≈ , innen b ≈ 32,5°.

A legkedvezõbb lövõszög meghatározása: a ≈ 57,5° – 32,5° ≈ 25°.
Más elindulási lehetõség: Az érintõ- és szelõszakaszokra vonatkozó tételt alkalmazva PC 2 = CA ⋅ CB,

innen OF = PC = közvetlenül adódik.

Két egyenes gúla testmagassága egyaránt 10 cm. Az egyik gúla alapja egységsugarú körbe írt négyzet, a má-
siké egységsugarú körbe írt szabályos hatszög. Melyik gúla oldaléle zár be nagyobb szöget az alaplappal? Me-
lyik gúla oldallapja zár be nagyobb szöget az alaplappal? Mekkorák a különbségek?

Megoldás

Az oldalél és alaplap hajlásszöge a test magasságától és a kör sugarától függ.
Ezek az adatok a két test esetében megegyeznek, így az oldalélek és az alap-
lap hajlásszögei egyenlõk.

Az oldallap – alaplap hajlásszög meghatározásához jelöljük a testek egy
alapélét AB-vel, az él felezõpontját F-fel, a testmagasságot m = OC-vel. 
(A test csúcsa C, az O pont az alapkör középpontja.)

A négyzet alapú gúla esetében AOB egyenlõ szárú derékszögû három-

szög, így AB = , BF = FO = . Az oldallap – alaplap hajlásszöge az

FOC derékszögû háromszögben áll elõ, az F csúcsnál lévõ a szög. Erre felír-

ható: .

A szabályos hatszög alapú gúla esetében AOB szabályos háromszög, 

AB = 1, így OF = . Az oldallap – alaplap hajlásszöge CFOB = b, erre

.

Látható, hogy tg a > tg b, azaz a > b (tg a esetében a testmagasságot
kisebb számmal osztjuk). A különbséget meghatározzuk: a ≈ 86,0°, 
b ≈ 85,1°, így a – b ≈ 0,9°.
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VII. FÜGGVÉNYEK

60–61. SZÖGFÜGGVÉNYEK ÁLTALÁNOSÍTÁSA

Csupán a hegyesszögek szögfüggvényeinek ismeretében határozzuk meg a következõ szögek ösz-
szes szögfüggvényét!
a = 150°, 210°, 270°, 315°, 2015°, –480°.

Megoldás

sin 150o = sin (180o – 150o) = sin 30o = ;

cos 150o = –cos (180o – 150o) = –cos 30o = ;

tg 150o = –tg (180o – 150o) = –tg 30o = ;

ctg 150o = -ctg (180o-150o) = –ctg 30o = .

sin 210o = –sin (210o – 180o) = –sin 30o = ;

cos 210o = –cos (210o – 180o) = –cos 30o = ;

tg 210o = tg (210o – 180o) = tg 30o = ;

ctg 210o = ctg (210o – 180o) = ctg 30o = .

sin 270o = –1; 
cos 270o = 0; 

tg 270o = = = ami nincs értelmezve; 

ctg 270o = = = 0.

sin 315o = –sin (360o – 315o) = –sin 45o = ;

cos 315o = cos (360o – 315o) = cos 45o = ;

tg 315o = tg (315o – 180o) = –tg 135o = –tg (180o – 135o) = –tg 45o = –1;
ctg 315o = ctg (315o – 180o) = –ctg 135o = –ctg (180o – 135o) = –ctg 45o = –1.

sin 2015o = sin (2015o – 10 ⋅ 180o) = sin (215o) = –sin (215o – 180o) = –sin 35o ≈ –0,5736;
cos 2015o = cos (2015o – 10 ⋅ 180o) = cos (215o) = –cos (215o – 180o) = –cos 35o ≈ –0,8192;
tg 2015o = tg (2015o – 11 ⋅ 180o) = tg 35o ≈ 0,7002;
ctg 2015o = ctg (2015o – 11 ⋅ 180o) = ctg 35o ≈ 1,428.

sin (–480o) = sin (–480o + 2 ⋅ 360o) = sin 240o = –sin(240o – 180o) = –sin 60o = ;

cos (–480o) = cos (–480o + 2 ⋅ 360o) = –cos 240o = –cos(240o – 180o) = –cos 60o = ;

tg (–480o) = tg (–480o + 3 ⋅ 180o) = tg 60o = ;3
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ctg (–480o) = ctg (–480o + 3 ⋅ 180o) = ctg 60o = .

Keressük meg az összes olyan szöget, amelyekre

a) sin a = –1; b) sin a = 0,9342; c) cos a = 0,5; d) cos a = ;
e) tg a = –1; f) tg a = 5; g) ctg a = –3!

Megoldás

a) sin a = –1; a = 270o + k ⋅ 360o. k ! Z.

b) sin a = 0,9342; a1 = 69,1o + k1 ⋅ 360o, 
a2 = 180o – 69,1o + k2 ⋅ 360o = 110,9o + k2 ⋅ 360o.
k1; k2 ! Z.

c) cos a = 0,5; a1 = 60o + k1 ⋅ 360o, a2 = 360o – 60o + k2 ⋅
360o = 300o + k2 ⋅ 360o, k1; k2 ! Z.
teljesen tökéletes megoldás az  a = !60o + k ⋅ 360o,
k ! Z.
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d) cos a = ; a = !30o + k ⋅ 360o, k ! Z.

e) tg a = –1; a = 45o + k ⋅ 180o, k ! Z.

f) tg a = 5; a = 78,7o + k ⋅ 180o, k ! Z.
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g) ctg a = –3; a = –18,43o + k ⋅ 180o, k ! Z.

Melyek azok a 0° és 360° közé esõ szögek, amelyekre igaz, hogy

a) sin2 a = ; b) sin a + cos a = ?

Megoldás

a) sin2 a = ;

sin a = ;

a = 45o, 135o, 225o, 315o. 

b) A számtani és négyzetes közép közti egyenlõtlenség értelmében

.

Jelen esetben feltételezhetjük, hogy a sin a és cos a értékei pozitívak,hiszen csak így lehet az összeg egy-
nél nagyobb.

, ami azt jelenti, hogy

/2

sin a + cos a # , egyenlõség csak akkor van, ha a két érték megegyezik, ez pedig a 0o és 360o közzé
esõ szögek között csak 45o-nál és 225o-nál van, de mivel mindkét értéknek pozitívnak kell lennie, ezért
csak az a = 45o a megoldás.
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62–63. SZÖGFÜGGVÉNYEK ÁBRÁZOLÁSA

Írjuk át radiánba a következõ szögeket! 
a = 75°, 120°, 135°, 150°, 210°, 300°, 1080°, 32°.

Megoldás

75° = = ; 120° = = ; 135° = = ; 150° = = ; 

210° = = ; 300° = = ; 1080° = = ; 32° = = .

Írjuk át fokba a következõ szögeket!

b = , , , 0,3r, 0,324r, 1,5.

Megoldás

= 180° = 135°; = ⋅ 180° = 120°; = 180° = 270°; 0,3r = 0,3 ⋅ 180° = 54°; 

0,324r = 0,324 ⋅ 180° = 58,32°; 1,5 = 180° = 85,94°.

Ábrázoljuk a következõ függvényeket, majd határozzuk meg, hogy milyen transzformációval jut-
hatunk el az alapfüggvénybõl a végeredményhez! Jellemezzük a függvényeket! Jellemezzük a
h(x) és a k(x) feladatban kapott függvényt szélsõérték és monotonitás szempontjából! Keressük
meg a függvény zérushelyeit!
a) f(x ) = 3sin x, g (x ) = –3sin x, h(x) = 1 – 3sin x;

b) l (x ) = cos , j (x ) = cos 2x, i (x ) = 2cos 2x, k(x) = 2 – 2cos 2x.

Megoldás

a) Az f (x ) függvény képét úgy kapjuk meg, ha az x 7 sin x függvény képét háromszorosára nyújtjuk
az y tengely mentén.
A g (x ) függvény képét úgy kapjuk meg, ha az x 7 3sin x függvény képét tükrözzük az x ten-
gelyre.
A h (x ) függvény képét úgy kapjuk meg, ha az x 7 –3sin x függvény képét eggyel feljebb tol-
juk(az y tengely mentén pozitív irányba).
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A h (x ) függvény jellemzése. Dh = R, Rh = [–2; 4] . A függvény periódusa 2r.

A függvény maximumának értéke 4, a maximum helye xi = + i2r, i ! Z.

A függvény minimumának értéke –2, a maximum helye xk = + k2r, k ! Z.

A függvény szigorúan monoton nõ minden , l ! Z. 

A függvény szigorúan monoton csökkenõ minden , m ! Z. 

Zérushelyek azok az x értékek, ahol a függvény nulla értéket vesz fel. Tehát meg kell oldanunk az 
1 – 3sin x = 0 egyenletet.
1 – 3sin x = 0 /+3sin x
1 = 3sin x /:3

= sin x;

x1 = 19,47°+k360° = 0,108r + k2r, k ! Z;
x2 = 180° – 19,47° + n360° = 160,53° + n360° = 
= 0,892r + n2r, n ! Z.
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b) Az l (x ) függvény képét úgy kapjuk meg, ha az x 7 cos x függvény képét -vel jobbra toljuk

(az x tengely mentén pozitív irányba), így éppen a sin x képét kapjuk.
A j (x ) függvény képét úgy kapjuk meg, ha az x 7 cos x függvény képét zsugorítjuk az x ten-
gely irányába felére. Így a függvényünk periódusa 180° = r lesz.
A k (x ) függvény képét úgy kapjuk meg, ha az x 7 2cos 2x függvény képét tükrözzük az x ten-
gelyre, majd eltoljuk 2-vel felfelé (az y tengely mentén pozitív irányba).

A k (x ) függvény jellemzése. 
Dk = R, Rk = [0; 4] A függvényünk periódusa 180° = r lesz.

A függvény maximumának értéke 4, a maximum helye xi = + ir, i ! Z.

A függvény minimumának értéke 0, a minimum helye xk = 0 + 2r, k ! Z.

A függvény szigorúan monoton nõ minden , l ! Z. 

A függvény szigorúan monoton csökkenõ minden , m ! Z.

A függvény zérushelyei megegyeznek a minimumhelyekkel.

Ábrázoljuk a valós számok legbõvebb részhalmazán az függvény grafikonjából kiin-
dulva az alábbi függvényeket!

;  ;  .

Megoldás
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Ábrázoljuk a valós számok legbõvebb részhalmazán függvény grafikonjából kiindulva az alábbi
függvényeket!
K2 ; K2 ; E1 .

K2 ; K2 ;

Megoldás

A g(x) és h(x) függvények egybeesnek, mert –ctg x = ctg(–x) az értelmezési tartomány minden elemére tel-
jesül. (A ctg páratlan függvény.) Az ábrán látható, hogy k(x) = –g(x).

l(x) = m(x) is teljesül.
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Adjuk meg a következõ függvények hozzárendelési szabályát!

Megoldás

a) Az elsõ függvény periódus 4r, ez azt jelenti, hogy a „fele olyan lassan” járja be az eredeti sin

x függvény a 2r periódusát. Tehát a függvényünk az x 7 sin lesz. Amit néhány érték behe-

lyettesítésével könnyen ellenõrizhetünk. 

b) A második függvény a koszinusz függvény -mal jobbra tolásával (x tengely mentén pozitív

irányba) keletezett. Ezek szerint hozzárendelési szabálya x 7 . Amit néhány érték

behelyettesítésével könnyen ellenõrizhetünk. 
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c) A harmadik függvényünk a szinusz x függvény képének az x tengelyre tükrözése, majd négyszeresre nyúj-
tásával (az y tengely mentén) keletkezett. Tehát hozzárendelési szabálya: x 7 –4sin x. Amit néhány érték
behelyettesítésével könnyen ellenõrizhetünk. 

d) A negyedik függvény képe úgy keletkezett, hogy a koszinusz x függvény képét eggyel feljebb (az y ten-
gely mentén pozitív irányba) eltoltuk. Tehát hozzárendelési szabálya: x 7 1 + cos x. Amit néhány érték
behelyettesítésével könnyen ellenõrizhetünk
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65. VALÓSZÍNÛSÉG-SZÁMÍTÁSI ALAPFOGALMAK

Egy jól megkevert pakli franciakártyából kiveszünk egy lapot. (Tegyük fel, hogy a pakliban nincs
jolly joker, így 4 ⋅ 13 = 52 lap van a pakliban.) 
a) Hány elemi esemény van?
b) Legyen az A = {a kihúzott lap vagy treff, vagy ász.} Hány elemi eseménybõl áll az A ese-

mény? 
c) B = {a kihúzott lapon egy prímszám szerepel}. Hány elemi eseménybõl áll a B esemény? 

Megoldás

a) 52 elemi esemény lesz.
b) 13 (treff) + 4 (ász) – treff ász = 16.
c) A prímek: 2, 3, 5, 7 ez összesen 4. 4 ⋅ 4 =16.

Egy szabályos ötszög csúcsai (A, B, C, D, E) közül véletlenszerûen kiválasztunk hármat. Ezeket ösz-
szekötve egy háromszöget kapunk.
a) Hány elemi esemény van?
b) A = {a kapott háromszög tompaszögû}. Hány elemi eseménybõl áll az A esemény?

Megoldás

a) Az öt csúcsból hármat kell választani a sorrendtõl függetlenül. Tehát = 10 eset van. 

b) A háromszögek mindegyike egyenlõszárú, fele hegyes, fele pedig tompaszögû. Tehát 5 tom-
paszögû van.

A 3, 4, 5 számjegyek felhasználásával elõállítjuk az összes háromjegyû számot. Ezek közül vá-
lasztunk egyet.
a) Hány elemi esemény lehetséges?
a) A = {a kiválasztott számban mindhárom számjegy szerepel}. Hány elemi eseménybõl áll az

A esemény?

Megoldás

a) Az összes esetet egy ismétléses variáció adja meg. V = 33 = 27 eset van.
b) Itt ismétlés nélküli variációról van szó. V = 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 6 eset van.

Otthoni dominókészletünkkel négyen kezdenek játszani: Aladár, Béla, Cecília és Dóra. A kész-
letben nullától nyolcig minden párosítás egyetlenegyszer szerepel. Kezdetben mindenki ugyan-
annyi dominót kap, és a fennmaradó egy dominó lesz a kezdõ.
Kísérletünkben a játék elején megnézzük a kiosztást.
Két kiosztást különbözõnek tekintünk, ha van legalább egy olyan játékos, aki nem ugyanazokat
a dominókat kapta.
a) Hány dominóból áll a készlet?
b) Hány elemi esemény lehetséges?
c) A = {Aladár megkapta az összes ötöst tartalmazó dominót.} Hány elemi eseménybõl áll az

A esemény?
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Megoldás

a) Kilenc különbözõ szám van. Ebbõl választunk két különbözõ, vagy két egyforma számot, a sorrend nem

számít. Így db dominó van. 

b) Mindenki 11 dominót kap. A kezdõ lehet 45-féle, Aladár kaphat , Béla , Cecília , Dóra

darabot kaphat. 

Így összesen . Ez egy hatalmas szám, ez biztosítja, hogy a játék

igen sok, variációs lehetõséget adjon.
c) Aladár biztosan megkapta a 9 ötöst tartalmazó dominót és kap még kettõt.

Összesen lehetõség van.

66. MÛVELETEK ESEMÉNYEKKEL

Két különbözõ pénzérmét feldobva nézzük a következõ eseményeket!
A = {pontosan egy fejet dobunk}, B = {maximum egy írást dobunk}, C = {kevesebb mint két fejet do-
bunk}, D = {pontosan két fejet dobunk}. Végezzük el a következõ mûveleteket!
A + B,   AB,   A + C,   BC,   A + D,   AD,   C + D, , .

Megoldás

Az eseményeket írjuk le egyszerûbben: A = {if, fi}, B = {if, fi, ff}, C = {ii, if, fi}, D = {ff}. Ez után könnyebb
a megoldás.

A + B = B,  AB = A,  A + C = C,  BC = A,  A + D = B,  AD = 0,  C + D = H,  = {ii, ff},  = {ii}.

Egy jól megkevert magyarkártyacsomagból (4 ⋅ 8 = 32 db lapból áll) kiválasztunk négyet.
A = {a kihúzott lapok között van piros}, B = {kevesebb mint három pirosat húzunk},
C = {legalább két pirosat húzunk}, D = {az összes kihúzott lap piros}.
Végezzük el a következõ mûveleteket!
A + B,   AB, , , , , A + C,   B + C,   BC,   C + D.

Megoldás

A + B = H, AB = {egy vagy két pirosat húzunk}, = {nincs piros}, = {legalább három pirosat húzunk},
= {maximum egy pirosat húzunk} = {nulla vagy egy pirosat húzunk}, = {a kihúzott lapok között

van legalább egy, ami nem piros.}, A + C = A, B + C = H, BC = {két pirosat húzunk}, C + D = C.

Legyen a véletlen kísérletünk, hogy a tévében megnézünk egy ötöslottó-sorsolást. (90 számból véletlen-
szerûen kihúznak 5-öt.)
Jegyezzük fel a kihúzott öt számot sorban! Nézzük a következõ eseményeket!
A = {mind az öt szám páratlan}, B = {a legnagyobb szám nagyobb mint nyolcvan),
C = {a kihúzott számok között van prím}, D = {az öt számot emelkedõ sorrendben húzták ki}.
a) Adjunk meg egy-egy elemi eseményt, ami hozzátartozik az egyes eseményekhez!
b) Hány elemi eseménybõl áll az A, B, illetve a C esemény?

Megoldás

A = { (1, 3, 5, 7), (1, 3, 5, 9), … (81, 83, 85, 87, 89)}összesen = 1 221 759 elemi esemény van.

B = {(1, 2, 3, 4, 81), (1, 2, 3, 5, 81), … (85, 86, 87, 88, 89), (86, 87, 88, 89, 90)}összesen = 

= 19 909 252 elemi eseménybõl áll a B esemény. Az összes elemi eseménybõl kihagytuk azokat, ahol
mind az öt szám az elsõ nyolcvanból kerül ki.
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67–68. ESEMÉNYEK VALÓSZÍNÛSÉGE

A „C” elemi eseményeinek a számát ha meg akarjuk kapni, akkor ismernünk kell a prímeket
egytõl 90-ig. Ezek az 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89. Õsszesen 24 prímet találtunk. Tehát 90 – 24 = 66 olyan szám van ami nem
prím. 

C = {(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 3, 4, 6), … (85, 86, 87, 88, 89), (86, 87, 88, 89, 90)} összesen

= 35 012 340 elemi esemény van.

D = {(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 3, 4, 6), … (85, 86, 87, 88, 89), (86, 87, 88, 89, 90)} összesen mivel

minden szám ötöst csak egyféle módon húzhatjuk ki emelkedõ számsorrendben ezért = 

= 43 949 268 elemi esemény van.

33 fõs osztályban 11 lány van. A matematikatanár véletlenszerûen választ három felelõt. 
Az A = {mindhárom felelõ fiú}, B = {a felelõk között van fiú}, C = {a felelõk között van lány}.
Határozzuk meg a következõ eseményeket!
A + B,   AB,   AC,   BC,   A + C,   B + C.

Megoldás

A + B = B,  AB = A,  AC = 0,  BC = {egy lány és két fiú vagy két lány vagy két lány és egy fiú
felel},  A + C = H,  B + C = H

67–68. ESEMÉNYEK VALÓSZÍNÛSÉGE

Végezzünk kísérletet annak megállapítására, hogy az olvasmányban szereplõ események relatív
gyakorisága hogyan alakul nagyobb kísérletszám esetén! Ha mindenki 50 kísérletet végez és fel-
jegyzi a kilences, a tízes és az újra dobás gyakoriságát, majd ezeket a következõ órán egyesítjük,
akkor több mint ezer kísérletbõl tudunk relatív gyakoriságot számolni.

Megoldás

Remélhetõleg az ezres kísérletszám esetén a két esemény relatív gyakorisága elég jól közelíti az
elméletileg megadott értékeket.

Három egyforma pénzérmét feldobva figyeljük a felül lévõ jeleket. Hányféle elemi eseményt tu-
dunk megkülönböztetni? Melyik modell alapján számoltunk? Mekkora a három fej dobásának a
valószínûsége?

Megoldás

A leckében mondottak alapján szerencsésebb azt a modellt alkalmaznunk, ahol a látszólag egy-
forma dolgokat mégis megkülönböztetjük. Ezért a három érme esetén úgy adom meg az elemi
eseményeket, hogy elõször az egyes, majd a kettes, végül a hármas számú érmén dobott ered-
ményt sorolom fel.

Az elemi események:iii, iif, ifi, fii, iff, fif, ffi,fff, vagyis összesen nyolc elemi esemény van. Ezt
a számot úgy is megkaphattuk volna, hogy mivel tudjuk, hogy mindhárom érmével kétfélét dob-
hatunk egymástól függetlenül így 2 ⋅ 2 ⋅ 2 = 8 eset lehetséges. Feltételezzük, hogy a  dobások

egyenletesen oszlanak el a nyolc elemi esemény között. P = . 

Egy sakktáblára véletlenszerûen elhelyezünk két különbözõ színû bástyát. (64 mezõbõl választunk
kettõt). Mennyi a valószínûsége, hogy ütik egymást? Mi a helyzet más bábok esetén?

Megoldás

Összesen = 2016 féle módon helyezhetjük el a két bástyát. Ebbõl, ha egy sorban, 

vagy egy oszlopban vannak akkor a két bástya, akkor ütik egymást. Mivel nyolc sor és nyolc 
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oszlop van, így 16 ⋅ = 448 ilyen eset van. Tehát az összes lehetséges eset részében ütik egymást.

P = = .

Nézzünk egy másik gondolatmenetet. Tegyük fel, hogy az elsõ bástyát már leraktuk. Ha az õ sorába, vagy
oszlopába tesszük a másik bástyát, akkor azok ütik egymást. 14 ilyen hely van akárhol is van az elsõ bás-

tya. A második bástyát 63 helyre tehetjük le. Ez azt jelenti, hogy az esetek részében üti egymást a

két bástya.

Mennyi a valószínûsége, hogy egy dobókockát kétszer egymás után feldobva ugyanazt a számot dobjuk?

Megoldás

A két kockát megkülönböztetve 6 ⋅ 6 = 36-féle lehet a két dobás eredménye. Tehát 36-féle elemi ese-
mény van. Ezek közül 6 olyan elemi esemény van, amikor a két dobott szám megegyezik. Ebbõl arra kö-

vetkeztetünk, hogy az összes dobásnak -od részében lesz a két kockán dobott szám egyforma.

Második megoldás. Teljesen mindegy milyen az elsõ kockán dobott szám, a másodikkal való-

színûséggel dobunk ugyan olyan számot.

69. A VALÓSZÍNÛSÉG KISZÁMÍTÁSÁNAK
KOMBINATORIKUS MODELLJE 

Mennyi az esélye, hogy három pénzérmét feldobva három fejet vagy három írást dobunk?

Megoldás

Mivel három különbözõ érmével dobva 2 ⋅ 2 ⋅ 2 = 8 egyformán valószínû elemi eseményt tudunk megkü-
lönböztetni és nekünk csak az III vagy az FFF a kedvezõ

P = = = = 0,25 = 25%

Egy dobozban 4 piros és 6 kék golyó van. Elõbb Jancsi húz véletlenszerûen egy golyót, majd a maradék 9
golyóból Juliska húz egyet, szintén véletlenszerûen. Legyen az A és B esemény a következõ: 
A = {Jancsi kék golyót húz.}, B = {Egyforma golyókat húznak.} 
Határozzuk meg a) A ⋅ B; b) A + B; c) A – B; d) B – A; e) valószínûségét! f) Hogyan változnak az egyes va-
lószínûségek, ha az elsõ kihúzott golyót Jancsi visszateszi? (Tehát ekkor Juliska is 10 golyóból húz.)

Megoldás

Az események átfogalmazhatók: A = {1. húzás kék.}, B = {2 kék vagy 2 piros húzás történik.}.

a) = P(2 kék húzás történik) = .

b) P(A + B) = P(1. húzás kék (és a második bármi) vagy mindkét húzás piros) = .

c) P(A – B) = P(1. húzás kék, 2. húzás piros) = .

d) P(B – A) = P(mindkét húzás piros) = .

e) .

Másképpen:

= P(különbözõ golyókat húznak) = .10
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f) Ha visszatevéssel húznak, akkor a kék, illetve piros golyók húzási esélye állandó.
Ekkor:

a) P(2 kék húzás történik) = ;

b) P(1. húzás kék (és a második bármi) vagy mindkét húzás piros) = ;

c) P(1. húzás kék, 2. húzás piros) = ;

d) P(mindkét húzás piros) = ;

e) P(különbözõ golyókat húznak) = .

Egy kisregény lapjai 7-tõl 100-ig vannak megszámozva. Véletlenszerûen kinyitjuk a könyvet va-
lahol, és ott rábökünk az egyik oldalra. Mennyi az esélye, hogy az oldalon látható sorszám prím?

Megoldás

Mivel 7-tõl 100-ig 94 szám van és ezek között pontosan 22 prím, ezért 

P = = ≈ 23,4%.

70. NÉHÁNY ÉRDEKES PROBLÉMA

Egy kosárban 12 alma van, közülük 3 belülrõl kicsit férges. Kettõt véletlenszerûen kiválasztot-
tam, hogy elvigyem uzsonnára. Mennyi az esélye, hogy kellemes uzsonnában lesz részem, ami
azt jelenti, hogy mindkét alma teljesen ép?

Megoldás

P(mindkét alma teljesen ép) = = = = .

Igaz-e, hogy a hatos lottón több mint ötször akkora a telitalálat valószínûsége, mint az ötös lottón?

Megoldás

= = ≈ 5,4, tehát a válasz igen.

Egy osztályba 15 fiú és néhány lány jár. A két hetest véletlenszerûen kiválasztva, annak a való-

színûsége, hogy mindkettõ fiú lesz, . Hány lány jár az osztályba?

Megoldás

Tegyük fel. Hogy k lány jár az osztályba. 
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Vagyis: = 

(15 + k)(14 + k) = 600
k2 + 29k – 390 = 0
k1 = 10,  k2 = –39. A feladat feltételeinek csak a k = 10 felel meg. Ez azt jelenti, hogy 10 lány jár az

osztályba.

Valóban = = = .

A matematikaérettségire elõzetesen öt feladatsort készítettek, amelyek közül kiválasztják az eredeti és a
pótérettségi feladatsorát. Az egyes sorszámú tartalmaz egy nehéz valószínûség-számítási feladatot. Mennyi
az esélye, hogy ez a feladatsor is közte lesz a két kitûzött feladatsornak? 

Megoldás

P = = = = 40%. Tehát 60% az esélye annak, hogy a kiválasztott 

feladatsorok között lesz az egyes sorszámú.

Játék

Egy híres középkori problémában két játékos szabályos érmével játszik. Az egyikük akkor gyõz, ha – nem
szükségképpen egymás után – öt fej jön ki eredményül, a másik pedig akkor, ha öt írás. A játszma négy fej,
két írás állásnál véglegesen félbeszakad. Hogyan osztozzanak a játékosok az 1600 egységnyi téten? (A ne-
vezetes eredmény az ún. „osztozkodás-paradoxon”.)

Megoldás

A feladat elemzésekor egy lehetséges kiindulási alap, ha azt vizsgáljuk meg, hogy a játékot tovább folytatva,
a játék befejezéséig mekkora valószínûséggel nyerne az elsõ, illetve második játékos. Ekkor észrevehetjük,
hogy az öt írással nyerõ játékos most csak akkor nyerhetne, ha a következõ három dobás mindegyike írás

lenne; ennek valószínûsége pedig . Minden más esetben az öt fejjel nyerõ játékos gyõz, így a helyes osz-

tozkodási arány 7 : 1. Az elsõ játékos kapjon tehát , a második pedig egy-

ségnyi összeget.
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IX. KÖZÉPPONTI ÉS
KERÜLETI SZÖGEK

71. KÖZÉPPONTI ÉS KERÜLETI SZÖGEK

Mekkora középponti szögek tartoznak a 27°; 89,4°; 56°48’ kerületi szögekhez? Adjuk meg eze-
ket a szögeket radiánban is!

Megoldás

Egy körben a kerületi szög fele az ugyanazon íven nyugvó középponti szögnek, így a középponti
szögek értéke 2 ⋅ 27° = 54°, 2 ⋅ 89,4° = 178,8° és 2 ⋅ 56°48’ = 113°36’ (= 113,6°). 

180°-nak r radián felel meg, a szögnek radián. A középponti szögek értékei radiánban

mérve rendre ≈ 0,942 rad, ≈ 3,121 rad és ≈ 1,983 rad.

Mekkora kerületi szögek tartoznak a 64°; 128,5°; 245°26’ középponti szögekhez? Adjuk meg
ezeket a szögeket radiánban is!

Megoldás

A kerületi szögek = 32°, = 64,25°, = 122°43’ (≈ 122,72°). A radiánban

mért értékek rendre ≈ 0,559 rad, ≈ 1,121 rad és ≈ 2,142 rad.

Egy körben két ív hossza 8 cm és 15 cm. Az elsõhöz tartozó középponti szög 42°. Mekkora a má-
sodik ívhez tartozó kerületi szög?

Megoldás

Az ívek hossza egyenesen arányos a hozzájuk tartozó középponti szögek nagyságával. A máso-

dik ívhez tartozó kerületi szöget jelölje a, ekkor , s innen a = = 78,75°.

Egy körben a 37°-os kerületi szöghöz 5 cm hosszú körív tartozik. Mekkora ív tartozik a 112°-os
középponti szöghöz?

Megoldás

A keresett ívet jelölje i. A 37°-os kerületi szöghöz tartozó középponti szög 2 ⋅ 37° = 74°. Az elõzõ

feladat megoldásához hasonlóan felírhatjuk az arányt, és innen i = ≈

≈ 7,57 (cm).
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IX. KÖZÉPPONTI ÉS KERÜLETI SZÖGEK

Egy húr a körvonalat két olyan ívre osztja, amelyek aránya 5 : 7. Mekkorák az ívekhez tartozó középponti
és kerületi szögek?

Megoldás

Egyrészt a középponti szögek nagysága arányos a hozzájuk tartozó ívek hosszával, másrészt a két szög ösz-

szege 360°. Így a két középponti szög = 150° és = 210°-os, a hozzájuk tartozó kerü-

leti szögek értéke pedig és .

Mekkora kerületi szög tartozik a kör ; ; ; részéhez?

Megoldás

A kör részéhez tartozó középponti szög nagysága , a kerületi szög pedig ennek a fele: 

= 36°. Hasonlóan: az részhez tartozó kerületi szög = 22,5°, a részhez tartozó ke-

rületi szög = 135°, a részhez tartozó kerületi szög pedig = 11°.

Két húr 38° 15’-es szögben metszi egymást. E szög egyik ívéhez tartozó középponti szög 63° 44’. Mekkora
a másik ívhez tartozó középponti szög?

Megoldás

Jelölje a kör középpontját O, az AB és CD húrok metszéspontját M. A feltéte-
lek szerint ismert CMBB= AMDB= a, valamint a BC ívhez tartozó BOC kö-
zépponti szög, aminek nagysága legyen 2~. 

Vegyük fel az AC segédszakaszt! Ekkor CABB = ~, mert feleakkora nagy-
ságú, mint a CB ívhez tartozó középponti szög. Az ACMB = a – ~, mert az
ACM háromszögben a az M csúcsnál lévõ külsõ szög. Mivel az ACMB = 
= ACDB egyúttal az AD ívhez tartozó kerületi szög, ezért az AD ívhez tartozó
középponti szög ennek a kétszerese: AODB = 2(a – ~).

(Az eredmény független O és M viszonylagos helyzetétõl.)
A konkrét adatokkal a = 38°15’, 2~ = 63°44’, ~ = 31°52’, s így a kere-

sett középponti szög AODB = = 2(38°15’ – 31°52’) = 6°23’.

Az ábrán a b és c ívekhez tartozó kerületi szögek b, illetve c. Mekkora az a szög a b és a c ismeretében?

Megoldás

Ha az AB ívhez tartozó kerületi szög b, akkor ADBB = ACBB = b (ábra).
Hasonlóan ha a CD ívhez tartozó kerületi szög c, akkor DACB= DBCB= c.
Az ADM háromszög M-nél lévõ külsõ szöge a, így a = b + c.
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Hasonlóan járunk el ebben az esetben is. ADBB = ACBB = b és DACB = DBCB = c.
Most a DBM háromszög B-nél lévõ külsõ szöge c, így c = a + b, azaz a = c – b.

Rajzoljunk két egymást metszõ kört, és húz-
zunk egyeneseket az egyik metszéspontju-
kon át! Igazoljuk, hogy ezeknek a két kör ki-
vágta szakaszai mind ugyanakkora szögben
láthatók a másik metszéspontból! (Az M met-
széspont elválasztja az A és B második met-
széspontokat.)

Megoldás

Jelöljük az M metszésponton át húzott egye-
nesek, valamint a két kör metszéspontjait 
A-val és B-vel, a két kör másik metszéspont-
ját C-vel (ábra). Ekkor azt kell bizonyítanunk,
hogy az ACB szög állandó (azaz nem függ az
AB egyenes helyzetétõl).

MC rögzített, így MACB = a az O kö-
zéppontú kör kerületi szöge, tehát állandó.
Hasonlóan MBCB= b a Q középpontú kör-
ben kerületi szög, ezért b nagysága is ál-
landó. Végül ACBB = 180° – (a + b), ami
szintén állandó érték; s ezzel az állítást iga-
zoltuk. 
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72. ÉRINTÕSZÁRÚ KERÜLETI SZÖG

Szerkesszük meg egy ABC háromszög köré írt kör A pontbeli érintõjét a kör középpontjának megszerkesz-
tése nélkül!

Megoldás

Az ACBB= c az AB íven nyugvó kerületi szög. Ugyanilyen nagyságú az
A pontbeli e érintõ és az AB húr által bezárt hegyesszög is (érintõszárú
kerületi szög), ezért elegendõ egy olyan D pont megszerkesztése,
amelyre DABB = c. Ekkor e = AD a keresett érintõ.

Számítsuk ki az ABC háromszög köré írt kör A pontbeli érintõjének és a BC oldal egyenesének szögét, ha a
háromszög B-nél és C-nél levõ szögei b és c!

Megoldás

Az e érintõ és a BC oldalegyenes metszéspontját jelöljük D-vel (ábra). Ekkor DABB = c (érintõ szárú ke-
rületi szög), s mivel az ADB háromszög B-nél lévõ külsõ szöge b, így a keresett szög ADBB = b – c.

Ezt az eredményt abban az esetben kapjuk, ha b > c. Ha b = c, azaz a háromszög egyenlõ szárú, akkor
a két egyenesnek nincs metszéspontja; ha pedig b < c, akkor a BC szakasz C-n túli meghosszabbítása met-
szi az e érintõt, s a bezárt szög c – b.
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Rajzoljunk egy háromszög csúcspontjaiban a háromszög köré írt körhöz érintõket! Mekkorák az
érintõk által meghatározott háromszög szögei, ha az eredeti háromszög szögei a, b, c?

Megoldás

Az AB húrhoz tartozó érintõszárú kerületi
szögek nagysága c, a BC húrhoz tartozóké a,
és az AC húrhoz tartozóké b (ábra). Jelölje
az érintõk metszéspontját D, E, F; ekkor a
keresett szögek nagysága FDEB= 180° – 2b,
DEFB = 180° – 2c, EFDB = 180° – 2a.

Megjegyzés: A három szög összege 
3 ⋅ 180° – 2 ⋅ (a + b + c) = 180° természe-
tesen.

Igazoljuk, hogy egy háromszög egyik szögfelezõje és a szemközti oldal felezõmérõlegese a köré
írt körön metszik egymást!

Megoldás

Jelöljük a C csúcsból húzott szögfelezõ és a körülírt kör met-
széspontját E-vel (ábra)! Mivel ACEB = BCEB, és ugyanakkora
kerületi szögekhez azonos hosszúságú ívek tartoznak, ezért az AE
és EB ívek egyenlõk. Ebbõl következik, hogy E az AB ív fe-
lezõpontja, s ezen ponton az AB szakasz felezõ merõlegese va-
lóban átmegy.

Húzzunk két kör egyik metszéspontján át egyeneseket! A két körrel való újabb metszéspontjaik-
ban húzzunk érintõket a körökhöz! Mutassuk meg, hogy mindezek az érintõpárok ugyanakkora
szöget zárnak be egymással! (Az M metszéspont elválasztja az A és B második metszéspontokat.)
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Megoldás

A két kör M metszéspontján át húzott egyenes az A és B pont-
ban metszi a köröket, az ezen pontokba húzott érintõk met-
széspontját pedig jelölje E. Bizonyítanunk kell, hogy az AEBB
állandó.

Egy lehetséges megoldás a következõ.
Jelölje a két kör M-tõl különbözõ metszéspontját C. Az

elõzõ leckében igazoltuk, hogy az ACBB állandó. (Emlékez-
tetõül: az ábra szerinti a és b kerületi szögek nagysága ál-
landó, és ACBB = 180° – (a + b).) Észrevehetjük, hogy
EAMB = ACMB = c és EBMB = BCMB = f (érintõ szárú,
illetve „normál” kerülti szögek). Mivel ACBB = c + f = ál-
landó, így AEBB = 180° – (c + f) szintén állandó érték. 

(Azt is megkaptuk, hogy AEBB = a + b.)

73. LÁTÓSZÖGGEL KAPCSOLATOS MÉRTANI HELY

A következõ feladatok megoldása során általában adott szakasz látókörét
kell megszerkesztenünk. A szerkesztésre több lehetõségünk van.

Tegyük fel, hogy a sík azon pontjait keressük, amelyekbõl egy AB szakasz
a nagyságú szögben látszik. A ponthalmaz két, az AB-re szimmetrikus hely-
zetû körív, s az egyik körközéppontot például a leckében leírt módon, az
ábra szerinti f és g egyenesek metszéspontjaként kaphatjuk meg. (g merõle-
ges az A pontbeli érintõre, míg f az AB szakasz felezõmerõlegese.)

OAFB = OBFB = 90° – a szerkeszthetõ, így egy másik lehetõség pél-
dául a g és h egyenesek szerkesztése (mindkét esetben 90° – a nagyságú
szöget kell felmérnünk az AB szakaszra).

Elvileg úgy is eljárhatunk, hogy megszerkesztjük a körív valamely további
pontját. Az ábrán a C és D pontok szerkeszthetõk könnyen: BADB = 90°,
ABDB= 90° – a, így a D pont a h és m egyenesek metszete. (m az AB sza-
kaszra A-ban állított merõleges.) A C pont szerkesztésében pedig az az ész-

revétel segít, hogy FACB = 90° – .

Mindkét esetben ismerjük a körvonal három pontját, így visszavezet-
hetjük a feladatot három pont köré írt kör szerkesztésére.

A továbbiakban tehát ismert szerkesztési lépésként hivatkozunk a látókör-szerkesztésre. A leckében
kitûzött szerkesztési feladatok teljes és részletes megoldására nincs lehetõségünk; megelégszünk a szer-
kesztés vázlatos menetének a leírásával, s minimális – elsõsorban a megoldásszámra vonatkozó – diszkusz-
szióval (elemzéssel).
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Rajzoljunk egy egyenest, és tûzzünk ki rajta kívül két pontot! Szerkesszünk az egyenesen olyan
pontot, amelybõl a kitûzött pontokat összekötõ szakasz adott szögben látható!

Megoldás

Jelölje a szakaszt AB, az adott szöget a! Ekkor a keresett pont az AB szakasz a szögû látókörének,
valamint az adott egyenesnek a metszéspontja. Mivel a látókör két körív, a megoldások száma 0,
1, 2, 3 vagy 4 lehet.

Vegyünk fel egy kört és a kör belsejében két pontot! Szerkesszünk a körön olyan pontot, amelybõl
a két adott pontot összekötõ szakasz adott szögben látható!

Megoldás

Hasonlóan járunk el, mint az elõzõ feladatban. Ha a szakaszt AB, az adott szöget a jelöli, akkor
az AB szakasz a szögû látókörének, valamint az adott körnek a metszéspontja megfelelõ lesz.
Most is legfeljebb 4 megoldás lehet.

Szerkesszünk egy szabályos háromszög belsejében olyan pontot, amelybõl az egyik oldal 90°-os,
a másik 120°-os szögben látható!

Megoldás

A keresett pontok az egyik oldal 90°-os, és a másik oldal 120°-os
látókör-íveinek a metszéspontjai.

Az ábrán megrajzoltuk az AB oldal 120°-os, valamint a BC és
AC oldalak 90°-os látóköreit (ez utóbbiak Thalesz-körök). Keresett
tulajdonságú pontok a G és H. Az ábra alapján azt is megállapít-
hatjuk, hogy a feladatnak 6 megoldása van.

Szerkesszünk egy négyzet belsejében olyan pontot, amelyikbõl két szomszédos oldal egyike 
120°-os, a másik 150°-os szögben látható!

Megoldás

Tekintsük a feladatot megoldottnak, azaz tegyük fel, hogy az
ABCD négyzet belsejében az E pont olyan tulajdonságú, hogy
AEBB = a = 120° és BECB = b = 150° (ábra). Ekkor AECB = 
= c = 90° adódik. Ez azonban nem lehetséges: könnyen igazol-
ható, hogy mindig teljesülnie kell az AECB < ABCB = 90°
egyenlõtlenségnek. 

(Bizonyítás: A külsõszög-tételt kétszer alkalmazzuk, ez alapján
AECB < AFCB < ABCB = 90°.)

A feladatnak tehát nincs megoldása.
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Keressünk egy derékszögû háromszög belsejében olyan pontot, amelybõl mind a három oldal ugyanakkora
szögben látható! Mindig van a feladatnak megoldása?

Megoldás

A keresett P pontra APBB = BPCB = CPAB = 120°, így P az AB, BC és AC ol-
dalakra emelt, 120°-os látókörívek metszéspontjaként állhat elõ. 

Az ábráról leolvasható, hogy ha az AB szakasz 120°-os látókörívéhez a B pont-
ban érintõt húzunk, akkor az e érintõ az AB szakasszal 60°-os szöget zár be. Ezért
az AB és BC oldalakra emelt 120°-os látókörívek minden olyan esetben metszik
egymást, amikor ABCB < 120°. A derékszögû háromszögre ez a feltétel teljesül,
tehát az AB és BC oldalakra emelt 120°-os látókörívek mindig metszik egymást egy
P pontban. Mivel APBB = BPCB = 120°, szükségképpen CPAB = 120°, tehát
a P ponton át kell haladnia az AC oldalra emelt 120°-os látókörívnek. tehát a fel-

adatnak mindig van – pontosan egy – megoldása.
Megjegyzés: A három látókörívet tetszõleges háromszög esetén is megszerkeszthetjük. Ha a háromszög

minden szöge kisebb, mint 120°, akkor a pont egyértelmûen létezik, ezt nevezik a háromszög izogonális
pontjának.

Egy kör belsejében vegyünk fel egy pontot! Szerkesszünk a ponton át olyan húrt, amelyhez adott nagyságú
kerületi szög tartozik!

Megoldás

Többféle megoldás adható. Adott a nagyságú kerületi szögekhez ugyanakkora
húrok tartoznak (és fordítva), így a ismeretében a keresett húr h hossza meghatá-
rozható. A h hosszúságú húrok felezõpontjai az eredeti körrel koncentrikus 
c kört határozzák meg (egyúttal c-t érintik), tehát elegendõ az adott P ponton át a
c körhöz érintõt szerkesztenünk.

A konkrét eljárás a következõ (ábra):
Az adott O középpontú k körbe tetszõleges a nagyságú kerületi szöget szer-

kesztünk, az ehhez tartozó AB húr hossza tehát h. Megszerkesztjük az AB szakasz
F felezõpontján átmenõ, O középpontú c kört (a c-t érintõ húrok hossza h). Végül
P-bõl érintõt szerkesztünk a c körhöz, az érintõ k körbe esõ szakasza a keresett
húr. 

Az érintõ szerkesztésétõl függõen 0, 1 vagy 2 megoldás lehet. (Az ábrán két
megoldás látható, az a és a b húr.)

Rajzoljunk egy kört és egy háromszöget! Szerkesszünk a körbe háromszöget, melynek szögei egyenlõk az
adott háromszög szögeivel!

Elsõ megoldás

Jelölje a háromszög szögeit a, b és c! Ezekhez a kerületi szögekhez az adott k körben állandó a, b, c hosz-
szúságú húrok tartoznak. A szerkesztés tehát egyszerûen annyiból áll, hogy az a, b és c hosszúságú húrok
megszerkesztése után, ezeket egymáshoz csatlakozva felmérjük a körben. (Elég a = BC és b = CA felmé-
rése; AB = c szükségképpen teljesül.)

Második megoldás

Megszerkesztjük az adott ABC háromszög köré írható c kört, majd a c-t hasonlósági transzformációval át-
visszük k-ba. A k körben keletkezett A’B’C’ háromszög megfelelõ lesz.

Szerkesszünk négyszöget, ha adott két átlója, két szomszédos oldala és a másik két oldal szöge!

Megoldás

Legyen az ABCD négyszögben az átlók hossza AC = e, BD = f, valamint ismert mennyiségek még AD = d,
DC = c és ABCB = a. Észrevehetjük, hogy az ACD háromszög könnyen szerkeszthetõ, hiszen három ol-
dala ismert. (Ha az oldalak más sorrendben adottak, akkor is szerkeszthetõ háromszöget kapunk két szom-
szédos oldal és a megfelelõ átló segítségével.) A hiányzó B pont két ponthalmaz metszeteként áll elõ: egy-
részt rajta van a D középpontú, f sugarú körön, másrészt pedig az AC átló a szögû látókörén fekszik.
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Több megoldást is kaphatunk, s ezek között konkáv
négyszög is lehet. (A látókörívet az AC átló mindkét ol-
dalára megszerkeszthetjük.) Természetesen a megold-
hatóság egyik szükséges feltétele, hogy az e, d, c hosz-
szúságú szakaszokból háromszöget szerkeszthessünk.)

74–75. HÚRNÉGYSZÖG

A paralelogrammák közül melyek a húrnégyszögek?

Megoldás

A paralelogrammák szemközti szögei egyenlõk. Ha ezek összege 180°, akkor a szögek szükség-
képpen 90°-osak. Tehát ha egy paralelogramma húrnégyszög, akkor téglalap.

Lehet-e a trapéz vagy a deltoid húrnégyszög?

Megoldás

A húrtrapéz húrnégyszög (és ha egy húrnégyszög trapéz, akkor az húrtrapéz).
Ha az ABCD deltoidban BB = DB, és a húrnégyszög-tulajdonság miatt BB + DB = 180°,

akkor BB= DB= 90°. A feltétel elégséges, mert ekkor a másik két szög összege is 180°. Tehát
az ún. derékszögû deltoid húrnégyszög; ekkor konvex, és a körülírt kör középpontja az AC átló
felezõpontja.

Bizonyítsuk be, hogy egy háromszög két magasságvonalának meghosszabbításai a harmadik csúcs-
tól egyenlõ távolságban levõ pontokban metszik a háromszög köré írt kört!

Megoldás

Metsszék az ABC háromszögben az A és C csúcsból húzott magas-
ságok a D, illetve E pontban a körülírt kört. Ekkor igazolnunk kell,
hogy EB = BD (ábra).

Legyen ABCB= b, ekkor AECB= b szintén, mert mindkét szög
az AC íven nyugvó kerületi szög. Az ábrán f-nal, illetve m-val jelölt
szögek egyenlõk, mert a megfelelõ derékszögû háromszögekben 
b pótszögeik. Készen vagyunk: EABB = DABB, s mivel ezen kerü-
leti szögek egyenlõk, a hozzájuk tartozó EB, illetve DB ívek hossza is
megegyezik.
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A megfontolásaink tompaszögû háromszög esetén is érvényesek marad-
nak.

(Például az ábrán a B csúcsnál lévõ tompaszög miatt AG és CF a három-
szögön kívül haladó magasságvonalak. AECB= b, mert AC kerületi szöge. Az
AGB és AFE derékszögû háromszögekben m = b – 90° és f = b – 90°, tehát 
m = f.)

Tükrözzük egy tompaszögû háromszög magasságpontját a háromszög egyik oldalegyenesére! Igazoljuk,
hogy a magasságpont tükörképe a háromszög köré írt körön van!

Megoldás

Az elõzõ ábra jelöléseit használva az AG és CF magasságok M metszéspontja a háromszög magasságpontja.
Az AFE és AFM derékszögû háromszögek egybevágósága miatt, ha az M pontot tükrözzük az AB oldalegye-
nesre, akkor az E pontba jutunk, ami valóban rajta van a körülírt körön. (M-et G-re tükrözve a D pontot 
kapjuk.)

Igazoljuk, hogy bármely nem derékszögû háromszög két csúcsa és a szemközti oldalukhoz tartozó magas-
ságtalppontok húrnégyszöget határoznak meg!

Megoldás

Mivel ADBB = AEBB = 90°, így az AB szakaszra emelt Thalesz-kör át-
megy a D és E pontokon. Az A, B, C, D pontok tehát valóban egy körön
vannak.

Tompaszögû háromszögre is igaz marad az állítás. (A tompaszögû há-
romszöget úgy képzelhetjük el, hogy a C és M pont szerepet (és helyet)
cserél.)

Az ábrán AB és CD egy-egy kör párhuzamos húrjai. Igazoljuk, hogy az ECDF négyszög húrnégyszög!

Megoldás

Legyen EABB = a, ekkor BFEB = 180° – a,
mert AEFB húrnégyszög. 

EFCB a BFEB kiegészítõ szöge, így 
EFCB = a. Az AB és CD húrok párhuzamos-
sága miatt CDAB= 180° – BADB= 180° – a.
Kaptuk, hogy az ECDF négyszögben 
DB + FB = 180°, 
így ECDF valóban húrnégyszög.
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Igazoljuk, hogy ha egy konvex négyszög szögfelezõi négyszöget alkotnak, akkor ez a négyszög húr-
négyszög!

Megoldás

Az ABCD négyszög szögeit jelölje 2a, 2b, 2c, 2d, a szög-
felezõk által kapott négyszög csúcsait pedig E, F, G, H!

Az EFGH négyszög H-nál levõ belsõ szöge az ábra
szerint HB = r – (a + d), az F-nél lévõ belsõ szöge
pedig FB= r – (b + c). A két szög összege HB+ FB=
= 2r – (a + b + c + d). Mivel bármely négyszög belsõ
szögeinek összege 2r, ezért 2a + 2b + 2c + 2d = 2r,
azaz a + b + c + d = r. Az EFGH négyszög szemköz-
tes szögeinek összege így r, vagyis beláttuk, hogy (ha lé-
tezik) EFGH húrnégyszög.

Igazoljuk, hogy az ábrán szereplõ BCED négyszög húr-
négyszög!

Megoldás

Thalesz tétele miatt ADBB = 90°, így a BCED négy-
szögben CB + DB = 180°, vagyis BCED valóban húr-
négyszög.

Két kör metszéspontjain át egy-egy szelõt húztunk. Igazoljuk, hogy az ABCD négyszög trapéz! (Ne
feledkezzünk meg a diszkusszióról!)
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Megoldás

Az O és Q középpontú körök metszéspontjait jelöljük M-mel és N-nel, s
legyen NACB = a (ábra)!

ANMC húrnégyszög, ezért CMNB = 180° – a. Ennek NMDB kie-
gészítõ szöge, így NMDB= a; továbbá NBDB= 180° – a, mert NBDM
húrnégyszög. ABDC valóban trapéz, mert AB + BB = 180°.

Meg kell vizsgálnunk azt az esetet, ha az egyik szelõ, pl. CD, a másik
(az ábrán: rövidebbik) MN ívén metszi a Q középpontú kört.

Jelöljük az ábra szerinti AB és CD szelõk metszéspontját E-vel, s legyen
CANB= a. Ekkor CMNB= a szintén (azonos CN íven nyugvó kerületi
szögek). De – hasonló okok miatt – DMNB= DBNB= a szintén. Mivel
CAEB = EBDB váltószögek, így AC és BD párhuzamos, tehát ACBD tra-
péz.

Végül hasonlóan igazolható a harmadik eset is, amikor mindkét szelõ
a rövidebbik MN ívén metszi a Q középpontú kört. (A bizonyítás leol-
vasható az ábráról.)

Egy háromszög egyik oldalán levõ magasságtalppontból bocsássunk merõlegest a másik két oldalra! Igazol-
juk, hogy ezeknek a talppontjai és a kiindulásul vett oldal végpontjai egy körön helyezkednek el!

Megoldás

Az A csúcsból a BC oldalra bocsátott merõleges talppontját jelölje T, a T
pontból az AB és AC oldalakra bocsátott merõlegesek talppontjait pedig
jelölje D és E (ábra). Ha BCAB = c, akkor ETAB= c (merõleges szárú
hegyesszögek), valamint EDAB = c is teljesül. Ugyanis ADTE húrnégy-
szög (DB + EB = 180°), és ETAB és EDAB az AE húrhoz tartozó ke-
rületi szögek. Ekkor azonban BDEB = 180° – c, s így a BCED négy-
szögben CB + DB = 180°. Az állítást beláttuk: BCED húrnégyszög.
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Hasonlóan igazolható tompaszögû háromszögekre
is az állítás. Segítségül egy ábrát mellékelünk.

Igazoljuk, hogy ha négy kör bármelyike két másikkal kívülrõl érintkezik,
akkor a négy érintési pont egy körön van!

Elsõ megoldás

Jelölje a körök középpontját OA, OB, OC, OD, a körök érintési pontjait A,
B, C, D, a körközéppontoknál keletkezett szögeket pedig a, b, c, d (ábra)!

Mivel AOAD egyenlõ szárú háromszög, így OADAB = , s hason-

lóan ODDCB = . Az ADCB = 180° – OADAB – ODDCB = 

= . Szimmetriaokok miatt ABCB= . Az ABCD négyszögben

DB+ BB= = 180°, mert a + b + c + d = 360° (négy-

szög belsõ szögeinek összege). Az állítást beláttuk, ABCD húrnégyszög.

Második megoldás

Húzzuk meg a közös érintõket az A, B, C, D pontokba. A négyszög belsejében lévõ AD ívhez tar-

tozó kerületi szög az A és a D pontoknál is. Hasonlóan , , szögek adódnak az AB, BC,

CD ívnél keletkezõ érintõ szárú kerületi szögekre. Mivel a + b + c + d = 360° (négyszög belsõ

szögeinek összege), ezt 2-vel osztva = 180°, és ez éppen az A és C, valamint a B

és D csúcsoknál keletkezõ kerületi szögek összege.
2

a b c d+ + +

2
a

2
b

2
c

2
d

2
a b c d+ + +

2
a d+

2
b c+

09 2
o a
-

09 2
o d
-
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Igazoljuk, hogy az öt húrnégyszögbõl összetett ABCD négyszög szintén
húrnégyszög!

Megoldás

Az öt húrnégyszögre tíz összefüggést írhatunk fel (a szem-
közti szögek összege 180°), továbbá van még négy össze-
függésünk: a „belsõ” csúcsok körüli szögek összege 360°. Ez
14 egyenlet; tehát a négyszögek 20 belsõ szögei közül 6-ot
szabadon választhatunk. Legyenek ezek a, b, c, d, f, ~, és
a többi szög értékét ezek segítségével kifejezhetjük (ábra). 

A „külsõ” négyszög két szemköztes szögének összege 
(a – f + d) + (f + r – a – d) = r (= 180°), tehát a „külsõ”
négyszög valóban húrnégyszög (ha a „belsõk” is azok).

A KÖRHÖZ HÚZOTT SZELÕSZEKASZOK TÉTELE
(OLVASMÁNY)

Egy körhöz a P pontból húzott szelõ a kört A-ban és B-ben metszi. PA szakasz 5 cm-rel rövidebb, AB pedig
5 cm-rel hosszabb, mint a P-bõl a körhöz húzott érintõ. Mekkora az érintõszakasz?

Megoldás

Jelöljük az érintõszakasz hosszát e-vel. A feladat szövege szerint AP = e – 5 , és AB = e + 5. Ezért
.

Mivel az érintõszakasz hossza mértani közepe a szelõszakaszokénak, így 
. Innen e ≠ 0 miatt oszthatunk e-vel. Átrendezve e = 10 adódik.

Egy külsõ P pont a kör középpontjától 17 cm távolságra van, a szelõszakaszok 10 cm és 12 cm. Mekkora a
kör sugara?

Megoldás

Jelöljük az érintõszakasz hosszát e-vel. Mivel az érintõszakasz hossza mértani közepe a szelõszakaszokénak,
így 

;
17 12 10 289 120;

169;
.

e d r d PA PB
r d e
r
r 13

2 2 2 2

2 2 2 2

2

$

$

= - = -
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e e e2 52
= -^ h

170

IX. KÖZÉPPONTI ÉS KERÜLETI SZÖGEK

12. E2

A

B C

D

P Q

R

S

A

B C

D

�

�

�

�

��

� 
�

	 
�

	 
�

� ��

	 �


	 �


� ��

� 
�

	 � �
 


	 � �
 �

	 �

	 �


	 � �
 �

	 � �
 


1. E1

2. E1



Egy körhöz a P pontból húzott érintõszakasz 20 cm, egy P pontból húzott szelõ a kör közép-
pontjától 8 cm-re van. E szelõnek a hosszabb szelete 40 cm. Mekkora a kör sugara?

Megoldás

Jelöljük a rövidebb BP szelõszakaszt x-szel. (ábra) Mivel az
érintõszakasz hossza mértani közepe a szelõszakaszokénak, így
202 = 40x , ahonnan x = 10 cm. Tehát az AB húr hossza 30 cm,
a szakasz F felezõ pontja A-tól 15 cm-re van. Ha O-val jelöljük
a kör középpontját, akkor felírhatjuk a Pitagorasz tételt az AFO
háromszögre.

Adott egy f egyenes és két rá nem illeszkedõ pont az egyik félsíkban. Szerkesszünk olyan kört,
amelyik érinti az egyenest és átmegy a két ponton! 

Megoldás

Legyen a két pont A és B. Mivel a két pont illeszkedik a körre, ezért a keresett kör középpontja
rajta van a AB felezõ merõlegesén. 

Most két esetre bontjuk a megoldást. 
a) AB egyenes metszi az f egyenest. Jelölje a metszéspontot P.

Ekkor a szelõszakaszok tétele miatt . Meg tudjuk szerkeszteni a szelõszakaszok
mértani közepének hosszát, ami az érintõszakasz hossza. Ezt a P pontból mindkét irányba fel-
mérhetjük az f egyenesre. Két lehetséges érintési ponthoz (E1 , E2 ) jutunk. Mindkét pontban
merõlegest állítunk az f egyenesre. Ezeknek az AB felezõ merõlegesével alkotott metszéspontjai
(O1 , O2 ) adják a két keresett kör középpontját. A körök sugarai O1E1 és O2E2 szakaszok.

b) AB egyenes párhuzamos az f egyenessel. Ekkor a felezõ merõleges szimmetria tengely. Az érin-
tési pont ezért a felezõ merõleges és az f egyenes metszéspontja. (E ) a keresett kör pedig az
ABE háromszög köré írt köre.

Bizonyítsuk be, hogy belsõ pontra nézve igaz, hogy , ahol d a P pont távolsága
a kör középpontjától!

Megoldás

Húzzuk meg a P-t a kör O középpontjával összekötõ húrt (az átmérõt). Ha P az AO szakaszra esik,
akkor PB = r + d, és PA = r – d. A kettõ összeszorzásából adódik az állítás.

8 15 289;
17 .

r
r cm

2 2 2
= + =

=

PA PB f2$ =

PA PB r d2 2$ = -
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