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FONTOSABB JELOLESEK

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(A; e) vagy Ae
vagy Ae

Az A és B pont tavolsiga: AB vagy AB vagy d(A; B)

Az A és B pont 6sszekotd egyenese: e(A; B) vagy AB

Az f, és f, egyenesek szoge: <L (fi; ) vagy (f; f,) <

A B csticspont( szog, melynek egyik szaran az A,
masik szaran a C pont talalhat6: ABC<X

A C csticsponti szog: C<
Szog jelolése: @, 5,7, ...

Az A, B és C csticsokkal rendelkezé haromszog:
ABCA

Az ABCA teriilete: T(ABC) vagy T, ;-

Az a, b és c oldalt haromszog fél kertilete:

_a+b+c
- 2

s
A derékszog jele: b
Az e egyenes merdleges az f egyenesre: e L f
Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e | f
Egybevagosag: =; ABCp = A'B'C
Az A pontbdl a B pontba mutaté vektor: AB

A v vektor: v vagy v vagy v

Egyenld, nem egyenlé: =, #;, a=2, b#5
Azonosan egyenlé: =; a+b=5

Kozelitéleg egyenld: ~; a=~23; 854=385
Kisebb, kisebb vagy egyenlé: <, <; 2 <3, 5=<x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenlé: >, =; 6 > 4,
az=?2

A természetes szamok halmaza: N;  {0; 1; 2; ...}

Az egész szamok halmaza: Z
{...;=2;-1,0;1;2; ...}

A pozitiv, a negativ egész szamok halmaza:
zv, 7= {1,2;3;...}, {-1, -2;-3;...}

A raciondlis, az irraciondlis szamok halmaza: Q, Q*

A pozitiv, a negativ raciondlis szamok halmaza: Q*, Q-
A valés szamok halmaza: R

A pozitiv, a negativ valés szamok halmaza: R*, R-
Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &¢; 5 €N, -2 & Z*
Részhalmaz, valédi részhalmaz: €, c; ACR, NcQ
Nem részhalmaza a halmaznak: &; Z ¢ Q*

Halmazok uniéja, metszete: U,N; AUB, ANB
Halmazok kilonbsége: \; A\B

Ures halmaz: @, {}

Az A halmaz komplementere: A

Az A halmaz elemszéma: | Al; |{0;1;2}|=3

Zart intervallum: [a; b]

Balrdl zart, jobbrél nyilt intervallum: [a; b[

Balrél nyilt, jobbrdl zart intervallum: Ja; b]

Nyilt intervallum: ]a; bl

Az x szam abszolGt értéke: [x[; |-3,1|= 3,1

Az x szam egész része, tort része: [x], {x}; [2,3] = 2,
{23}=03

Az a oszt6ja b-nek, b tobbszorose a-nak: a|b; 2|8
Az a és b legnagyobb kozos osztéja: (a, b); (4, 6) = 2

Az a és b legkisebb kozos tobbszorose: [a, bl;
[4,6] =12

Az f fiiggvény hozzarendelési szabalya:
fix—; fix—2x+3

Az f fliggvény helyettesitési értéke az x helyen:
fixo); f(5),haxo=5




l. HALMAZOK,
KOMBINATORIKA

1. A SZAMOK ATTEKINTESE — BEVEZETES

Az alabbi kifejezések értékét probéljuk ,fejben” (azaz iréeszkoz és szamologép nélkil) megha-
tarozni!

a)A=32+87-26 +68-97 + 36;

b) B = 439 + 243 - 437 — 1057 — 244 + 2999;

2.6 5,6 3 3 1.
DD=5+77-9* 162283

e) E=2-97-2-25;
) F=67-518+518-33.

Megoldas
a) =26 + 36 = 10; 87 — 97 = —10; tehat ezen szamok 6sszege 0. A = 32 + 68 = 100.
b) 439 —437 + 243 -244=2-1=1;1 4 2999 = 3000. B = 3000 — 1057 = 1943.

5,4_,1,2_1,4_5_10,_5 2 19, 10__12_ 4 ~_1_1=
9g+te=lg*3= 6 6 =612/ 1271 == he=1-1=0

T2 12T
2 5 1_2_5,3_44 ,6 _3_ 6 3 _12_ 3 _ 9. _9
dg-9+t3=9-9+t9=0 +13-5=0 77— ;=" m=20 D=9

e) £=2-97-2-25=2-2-25-97 =100-97 = 9700.
f) F= (67 + 33)- 518 = 51 800.

A 2. példa a)—c) feladataiban hdromféleképpen zarojeleztiik a kifejezést, s harom kilonbozé
eredményt kaptunk. Szamitsuk ki az alabbi d)-g) kifejezések értékét, s a kapott értékeket ha-
sonlitsuk 6ssze a korabbi a)—c) eredményekkel!

i 2_5_5__4_5_15__24_

By =3-6"2 "6 6 66 "
2_5__4_5_.9__3. 3 _5__8__4.

© 3-8 "6 6~ 6-"2 2 2274

p2 545 1 (1) 5_1.15_ 17
3767666 6/ 2"6" 663
2_5_3__4_5_9__18_ 5. _3.3__3.5__

83767277676 66 35T 33=>




I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

A kilonféle médon zérdjelezett kifejezések értékei: a) 1; b) —4; ¢ g; d) —4; e —4; 1) —%; g 5.

2_5 (3.3 _2_5_3.34 _2_5)_3.3 yifeiezé
Ab)_i_ﬁ_(j's)/ad) 176 2.5esaze)( ) 2.5klfe]ezesekegyenlosegenekazaz

oka, hogy a zardjelek hasznalataval el6irt miveleti sorrend lényegében nem befolyésolja a végeredményt.

3. K1 Végezziik el a kovetkezé miiveleteket:
2 _(1_5). 14 =3).(3,(_4)). _2,9.(2 .10
‘”‘?‘(E‘E)' b)( 4 8)‘(5+( 25))' o 5+2(12' 3)'
Megoldas

Tortek osszeadasa és kivonasa a kozos nevezdre hozés segitségével torténhet; szorzas esetén a szamlalot a
szamlaloval, nevezét a nevezével szorozzuk; végil torttel Ggy osztunk, hogy az oszt6 reciprokaval szor-

zunk.
e I I N I i1
o (== (5 - )= - )=
—_25.25__625.
8 11 88’

m Az alébbi allitasok kozott hany igaz van? (Indokoljunk!)
a) Barmely szam kétszerese kisebb, mint a haromszorosa.
b) Barmely szam fele kisebb, mint maga a szam.
©) Barmely szam négyzete nagyobb, mint maga a szam.
d) Barmely szam reciproka kisebb, mint maga a szam.
e) Nagyobb szamnak kisebb a reciproka.
) Minden szamhoz taldlhat6 olyan szam, hogy a két szam 6sszege 0.
g Minden szamhoz taldlhat6 olyan téle kilonbozé szam, hogy 6sszegiik éppen 1.
h) Van olyan egész szam, amelynek a reciproka is egész szam.

Megoldas

a) Hamis; ellenpélda a 0 vagy barmely negativ szam.

b) Hamis; ellenpélda a 0 vagy barmely negativ szam.

©) Hamis; ellenpélda barmely 0 és 1 kozotti szam (a hatarokat is beleértve).
d) Hamis; ellenpélda x, hax < -1 vagy 0 < x< 1.

e) Hamis. Példaul -2 < 3, de —% > % nem igaz.

f) lgaz; megfelel a szdim ellentettje.

. 4 1
g Hamis; egyetlen ellenpélda az >

h) Igaz; ilyen szam az 1 vagy a 1.

Az éllitasok kozil 2 igaz.

m Rendezziik névekvd sorrendbe az alabbi szamokat!

_ ) - _59. _ 7. - . _17. -
A__2/8/ B - 21/ C 3/ D 2/33/ E 6 ’ F

; G = y5,44.

Megoldas
Ha szlikséges, az egyes kifejezések kozelit§ értékét olyan pontossaggal adjuk meg, amellyel a nagysagvi-
szonyi kapcsolat méar eldénthetd.

__59__m18 __ -
B=—3g=—T7y~-281, F=

G =544 ~ 2,332.

Asorrend: E<B<A<F<D<G<UC.

17 119 _ 5 a4 _7 _ 53 _ 25,4 _
6 =" = 2,83, C—3—2,3, F==t—=2,31,



7.K1

1. A SZAMOK ATTEKINTESE

Figyeljik meg az aldbbi sorozatok tagjait! Mit allithatunk az egymast kovetd tagok nagysagrendi
viszonyairél?

2.3.4.5. 4.5.6.7. 3.5.7.9.
g/ 4/ 5/ 6"" b) 6’ 7/ 8/ 9/"' C) 2/ 3/ 4/ 5/"'
Megoldas
a) 2 _ 1— 1. 3_ 11— 1.4 _ 1— 1 A tagok egyre nagyobbak (hiszen egyre kozelebb
3 - 3/ 4 - 4/ 5 - 5/ M g gy gy gy
vannak az 1-hez).
. 4 2. 5 2. 6 2
b) Hasonléan: e=1-¢ 5=1-5 g=1-%5 -.A tagok egyre nagyobbak, mert egyre
kisebb szdmot vonunk ki az 1-bél.
©) A sorozat altalanos k-adik tagja 2kk-:_11 alakd (k =1, 2,3, ...).
2k+1_2(k+D—=1_, 1 . . o g .
Kt1- ksl = 2-15 et Egyre kisebb szamot vonunk ki 2-bél, tehat a tagok egyre
nagyobbak.
Adjuk meg az aldbbi raciondlis szamokat tizedes tort alakban (szimolégépet ne hasznaljunk)!
- _7. 17, _17. 17, - 37, _ 433
A__Z’ B_ZO’ C_7’ D_9’ £ 307 F 330°

Megjegyzés: A szamologépes megoldds nem adhat minden esetben pontos értéket, hiszen alta-
laban csak 10 szamjegyet ir ki a gép'.

Megoldas

Az osztds hagyomanyos algoritmusaval:
A=-1,75; B =0,85; C = 2,428571; D=1,8; E=1,23; F=1,312.

Megjegyzés: Példaul a hagyomanyos, 10 jegyet kiiré zsebszamologépeken 177 = 2,428571429,

ami nem a helyes eredmény.

Adjunk meg olyan kézonséges tortet, amelynek egész szamu tobbszorose

a)3és7; b)2és3 i!

. 2
7 93853

Megoldas

Tobbféle megoldas lehetséges.
a) A 3 és 7 egész szamu tobbszordse az 1-nek, igy megfelel6 szam példaul 1, vagy minden 1

k
alakd tort, ahol k # 0 egész szam.
]

ik alakd tort, ahol k # 0 egész szam.

b) 2 = %, igy megfelel$ szam példaul %, vagy minden

1

¢) 3-nak és 5-nek a legkisebb kozos tobbszorose 15. Megfelel§ szam példaul 15/

vagy minden

ﬁ alakd tort, ahol k # 0 egész szam.

A raciondlis szamoknak sok érdekes tulajdonsaga van. Néhany ezek koziil:

a) alakjuk nem egyértelm(;

b) a pozitiv racionalis szamok koézétt nincs legkisebb;

c) barmely két kiilonb6zé racionalis szam kozott taldlhaté tovabbi racionalis szam;

d) barmely két kiilonb6zé raciondlis szam kozott végtelen sok tovabbi racionalis szam talalhato.

Bizonyitsuk be a fenti allitasokat!

1

Hasonlé problémékrél részletes anyag talalhatd A szamolégépek szamdabrazolasa c. olvasmanyban.



I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Megoldas

a) Az % alakd raciondlis szam (a, b egész szamok, b # 0) felirhaté %—Z, :—gg stb. alakokban is.

b) Barmely % alaku racionalis szamnal (a, b pozitiv egész szamok) konny kisebb szimot megadni: példaul

a

a
b+ % stb.
a s C % - % a_c
o) b és Pl kozé esik példaul a két szam atlaga 5 Ha ugyanis b < g akkor egyszertien adédik, hogy
a,a a,c c,c
T
b bbb d_-d _d
2 < 2 < 2

Mas megoldasi lehetéségek:

Elegend6 a pozitiv racionalis szamokat vizsgalni. (Két negativ szam esetén a bizonyitds ehhez az esethez
hasonléan torténhet; ha a két szam kilonbozé eléjeld, kozrefogjak a O-t; ha pedig az egyik szam 0, akkor
példaul a mésik szam fele megfeleld.)

Legyen & < £ ahol a, b, ¢, d pozitiv egész szamok; kézos nevezére hozas utan ad o cb
b " d bd ~ bd
Ha cb —ad > 1, akkor a%:{— 1 megfeleld. Ha cb —ad = 1, akkor bévitstik a tortet k > 1 egész szammal;

az 2dk _ bk

bah < Bk szamok kozé esik adk + 1.

bdk

Végl altalaban megmutathatd, hogy % és € kozé esik 2TC s,

d b+d

d) Az allitas a ¢) feladat megoldasabdl kovetkezik.



2. HALMAZOK, RESZHALMAZOK

2. HALMAZOK, RESZHALMAZOK

Az aldbbi meghatdrozasok egy adott osztaly tanuléira vonatkoznak. A definiciok kozil melyek ha-
taroznak meg egyértelmten egy halmazt?

a) az osztélyba jaro fidk;

b) a magas tanulok;

¢) a barna haji lanyok;

d) a budapesti lakosok;

e) akiknek tavaly év végén 5-6s matematikaosztalyzatuk volt;

f) akik szeretnek iskolaba jarni.

Megoldas

Barmilyen elemrdl egyértelmien el kell tudnunk doénteni, hogy beletartozik a halmazba, vagy
sem. Ezért nem hataroznak meg halmazt a b), ¢), f) kortlirasok.

Példaul a b) esetben egy sz6késbarna haji lanyrél nem donthetd el egyértelmten, hogy a
halmazba tartozik, vagy sem.

Az aldbbi A, B és C halmazokat megadhatjuk felsoroléssal, korilirassal és képlettel is. Pétoljuk a
hidnyzé megaddésokat, és abrazoljuk a halmazokat a Venn-diagramon!

halmaz felsorolas koraliras képlet

A {1,3;5;,7,9}

B egyjegyl, pozitiv primszamok

C C={x|4<x=<9ésxeN}

Megoldas

A primszamokra vonatkoz6an még nem talaltak egyszer(i képletet. Egy lehetséges megoldas:

halmaz felsorolds kordliras képlet

egyjegy, pozitiv paratlan

. {153:5;7; 9} szamok

A={x|x=2k-1,1<k<5éskeN}

egyjegyd, pozitiv prim-

g {2:3;5; 7} szamok

B={x]2=<x=7ésxprim}

a 4 és 9 kozotti természe-
C {4;5; 6; 7; 8; 9} | tes szamok (a hatdrokatis |C = {x eN| 4 <x <9}
beleértve)
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Az alabbi tablazatban egy osztdly tanuldit két-két csoportra osztottuk a nemuk szerint, valamint attél
fuggben, hogy év végi matematikaeredményiik ,j6” (4-es vagy 5-0s), illetve ,gyenge” (2-es vagy 3-as) volt.
A tablazat mezGibe irt szamok a megfeleld tulajdonsagi tanul6k szamat jelentik.

jok (4-es, 5-6s érdemjegy) | gyengék (2-es, 3-as érdemjegy)
F (fick) 8 -
L (lanyok) 10 7

Ertelmezziik a tdblézat adatait!

a) Mennyi az osztalylétszam?

b) Az 6sszes tanulé hany szazaléka ,j6” matematikabél?

©) Az osszes fid hanyad része ,gyenge” matematikabél?

d) Abrazoljuk az adatokat az F (fitk) és J (,jok”) halmazok Venn-diagramjén! (Az alaphalmaz az osztaly ta-
nuléinak a halmaza; az egyes tartomanyokba a megfelel elemszamot irjuk.)

Megoldas
a) Az osztalylétszam 8 + 7 + 10 + 7 = 32 f6.

b) 8 + 10 = 18 tanul6 ,j6” matematikabdl. Ez az 6sszes tanuld ;—g = 0,5625-0d része, azaz 56,25%-a.

iy 77 . 1A pas
o) Az osszes fil g = 75 'esze ,gyenge matematikabol.
d)

Legyen A = {egyjegyli paros természetes szamok}, B = {egyjegy(i négyzetszamok}. Adjuk meg az A hal-
maz egy lehetséges X és a B halmaz egy lehetséges Y részhalmazat dgy, hogy
aYcX; b)YCX; COXCA és YCX; dXCA és YCX; eY =X

Megoldas

A={0;2;4;6; 8}, B={0;1;4;9}. Példaul azY = {4}, X = {2, 4} részhalmazok az a)—d) feladatoknak
egyardnt megoldasai, s e)-nek Y = X = {4} a megoldasa.

Fogalmazzuk meg, mit jelent, hogy

a) az A halmaz nem Ures halmaz;

b) az A halmaz nem részhalmaza B-nek (jelolés: A  B);
¢) az A halmaz nem egyenl6 B-vel!

Megoldas

a) Az A halmaznak van eleme.

b) Az A halmaznak van olyan eleme, amelyik nem eleme B-nek. (Képlettel: van olyan x € A, amelyre
X & B.)

¢ Van olyan eleme az A halmaznak, amelyik nem eleme B-nek; vagy van olyan eleme a B halmaznak,
amelyik nem eleme A-nak. Mdsképpen: A & B vagy B T A.
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2. HALMAZOK, RESZHALMAZOK

Fogalmazzunk meg a kovetkezé szimhalmazok kozott néhdny tartalmazaskapcsolatot (melyik
halmaz melyiknek részhalmaza, val6di részhalmaza, vagy nem része)!

Példaul igaz-e, hogy:

a)N*cZ; b)N* C Z%; 0 Qf SRY; d R T Qsth.?

Megoldas

a) lgaz; N* = Z*.

b) Hamis; az el6z6 pont megoldasa alapjan.

c¢) Hamis; 0 ¢ R*.

d) Igaz. Bizonyithat6, hogy példaul -z irraciondlis szam; vagyis -7 € R, de -7 ¢ Q.

Tekintstik az A = {3-mal oszthat6 egész szamok}, B = {x| x = 10k — 3, k € Z*}, C = {négy-
zetszamok} halmazokat. Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok koztil?

a) Az A halmaznak négy olyan eleme van, amelyik egyjegy(i szam.

b) Van olyan egyjegy(i szim, amelyik mindharom halmaznak eleme.

¢ Van olyan kétjegy(i szam, amelyik két halmaznak is eleme.

d) Van olyan kétjegy(i szam, amelyik mindhdrom halmaznak eleme.

e) Van olyan 2-esre végz6d6 szam, amelyik két halmaznak is eleme.

f) Van olyan 4-esre végz6d6 szam, amelyik két halmaznak is eleme.

g 0EA. h) 0 ¢ C. i) {0;576;1296} CC. ) {0; 576; 1296} C A.
k) {0;576; 1296}  B. ) 0 CA. m) {0} C A. n) @ cCB.

o{}rccC p)ACA. q) BcCB.

Megoldas

A halmazokat felsorolassal is megadhatjuk: A = {... -9; -6; -3, 0; 3; 6; 9; ...},

B={7;,17;,27;37;47;57,...},C={0;1; 4, 9; 16; 25; ...}.

a) Hamis.

b) Hamis.

c) lgaz; példaul 27 vagy 36.

d) Hamis. A négyzetszamok nem végzédhetnek 7-re, igy B-nek és C-nek nincs kozos eleme.

e) Hamis. A négyzetszamok nem végzédhetnek 2-re, igy 2-es végz6désii szam csak az A hal-
mazban szerepelhet.

) lgaz; példaul 144.

g lgaz.

h) Hamis.

i) lgaz. 576 = 242, 1296 = 36

J) lgaz; mindharom elem oszthat6é 3-mal (gondoljunk az oszthat6sagi szabdlyral).

k) lgaz.

) Hamis; a 0 nem halmaz.

m) Igaz.

n) lgaz.

o) lgaz.

p) lgaz.
@) Hamis. Minden halmaz része énmaganak, de nem valddi része.

Az alabbi allitdsokban A és B tetszéleges halmazok. Melyik igaz az éllitasok kozal?
(1) Ha 1 € A, akkor {1} C A.

(2) Ha A C B, akkor A € B.

(3)Ha 1 €A, akkor 1 C A.

Megoldas

Az (1) és (2) allitasok definici6 szerint igazak, (3) pedig azért teljesil, mert T € A mindig igaz.
(Az 1 nem halmaz.)
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Igazoljuk a kovetkezé allitdsokat!

a) Minden halmaz része 6nmagénak.

b) HaH, € H, és H, S H,, akkor H, € H, is teljesil.
c) HaH, CH,és H,CH, akkor H, C H, is teljesl.
d) Az tres halmaz minden halmaznak részhalmaza.
e) Egyetlen tres halmaz van.

Megoldas

a) A € B, ha minden x € A esetén x € B is fenndll. Emiatt A C A is teljestl: a definiciéban B-t
A-val helyettesitve ,ha x € A, akkor x € A”.

b) Minden x € H, esetén x € H,, és minden x € H, esetén x € H_; vagyis H, S H..

©) Az el6z6 meggondolasunk annyiban médosul, hogy H, # H, miatt H, = H, sem teljesiilhet.

d) @ T A, ha van olyan x € @, amelyre x & A. De az tires halmaznak ilyen eleme nincs, ezért az rres hal-
maz minden halmaznak részhalmaza.

e) Legyen példaul A = {a Foldon él6 marslakék}, B = {5 méter magas emberek}. Jelenlegi tudasunk sze-
rint mindkét halmaz tires halmaz: A = @, B = @. Két halmaz akkor kiilénb6zé, ha legalabb az egyik hal-
mazban van olyan elem, amelyik nincs benne a mésikban. Az A és B halmazokban — és dltalaban az tires
halmazban — nincs ilyen elem, ezért A = B; és hasonld okok miatt barmely két tires halmaz is egyenld.

A={1;2;3},B=42;3;4;5;6; 7}.

a) Hany részhalmaza van A-nak?

b) Hany valédi részhalmaza van A-nak?

¢ Hany 2 elem( részhalmaza van B-nek?

d) Hany 4 elem( részhalmaza van B-nek?

e) Hany olyan halmaz van, amelyik A-nak és B-nek is részhalmaza?

Megoldas

a) 8 darab. 0 elem(i 1, 1 elem( 3, 2 elem( 3 és 3 elemi 1.

b) 7; nem valddi részhalmaz az {1; 2; 3}, azaz A 6nmaga.

©) 15. A 2 6t részhalmazban szerepel; a 3 tovabbi négy részhalmazban (a {2; 3} lehetéséget mar szamol-
tuk); a 4 tovabbi harom részhalmazban; az 5 kettében; végiil a 6 egyben (ez a {6; 7} részhalmaz). Osz-
szesen 5+ 4 +3 + 2 + 1 =15 a2 elem(i részhalmazok szama.

d) 15. Minden 2 elem részhalmaz egydittal egy 4 elemlit is meghatdroz. Példaul: {2; 3} <> {4; 5; 6; 7},
{4; 6} <> {2; 3; 5; 7} sth. Ezért a 2 elem és 4 elem(i részhalmazokat parokba dllithatjuk, szdmuk ugyan-
annyi.

e) Ezek a {2; 3} halmaz részhalmazai: {}, {2}, {3}, {2; 3}. Osszesen 4 megoldds van.
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3. MUVELETEK HALMAZOKKAL

Legyen A = {egyjegy(i paros természetes szamok}, B = {5-nél nem nagyobb természetes sza-
mok}, s a H alaphalmaznak tekintsiik az egyjegy(i természetes szdamok halmazat.
a) Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal!

Adjuk meg — példaul felsoroldssal — az alabbi halmazokat!

b) AN B; o) BNA; d) AU B:
h) A; i) B; ) ANB;
n) AnB; 0) ANB; p) AUB;

e) BUA;
k) AUB;
q) AUB.

A kapott eredmények kozott vannak-e egyenlék?

Megoldas

a)
| H

b) {0; 2; 4};

e) {0;1; 2; 3; 4;5; 6; 8};

h) {1; 3;5;7; 9};
k) {7;9};
n) {1; 3; 5};

0 {0; 2; 4};
f {6;8};

) {6;7;8;9};
) {0;1;2;3;4;,5,7;9};

o) {7;9};

@) {1;3;5;6;7;8; 9}.

Egyenld halmazok: b) és ¢); d) és e); g) ésn); k) és 0); m) és p).
Ez alapjan sejtéseket fogalmazhatunk meg: példdul B\A= AnNB, AUB=ANB vagy

B\A =AUB.

d) {0;1;2;3;4;5;6; 8};
g {1;3;5};

) A{1;3;5;,6;7;8;9};
m) {0; 2; 4; 6; 7; 8; 9};
p) {0;2;4;6;7;8;9}

’ ’ ’ ’

Legyen A = {15-nél nem nagyobb, 2-vel oszthat6 természetes szamok}, B = {15-nél nem na-
gyobb, 3-mal oszthaté természetes szamok}, C = {15-nél nem nagyobb, 5-tel oszthaté termé-
szetes szamok}, s a H alaphalmaznak tekintsiik a 15-nél nem nagyobb természetes szamok hal-

mazat.

a) Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal!

Adjuk meg — példaul felsorolassal — az alabbi halmazokat!

b) ANB) NC;
N (A\B)\C;
) AUB)\C;

n) A\ (B U C);
) BUC;
v) BUC;

JANBNQO);
9 A\ (B\O);
k) AU (B\C);

o) A\(BNQO);
s) B\C;
z) BUC.

d) AUB) UC;
h) AuB)NC;
h AnB\GC;
p) B;

t) BNC;

A kapott eredmények kozott vannak-e egyenlk?

e AUBUOQ);
) AUuBNO);
m) An B\ C);
g BAC;
u BnC;
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Megoldas
a)

b) {0}; m){6; 12};

o {0}; n) {2; 4; 8;14};

d) {0; 2; 3; 4;5; 6; 8;9; 10; 12; 14; 15}; o) {2;4;6;8;10; 12; 14};

e) {0; 2;3;4;5;6;8;9; 10; 12; 14; 15}; p){1;2;4;5;,7,8;10; 11, 13; 14};

0 {2;4;8;14}; q {1;2;3,4;,5;6;,7,8;9;10; 11; 12; 13; 14};
g {0; 2; 4; 8; 10; 14}; r) {1;2;4,7;,8;11; 13; 14};

h) {0; 10; 15}; s) {0;1;2;4;5;,7;8;10; 11; 13; 14; 15};

i) {0; 2; 4;6;8;10; 12; 14; 15}; t) {5; 10};

) {2;3;4;6;8;9; 12; 14}; w {1;2;4;7,8; 11; 13; 14};

k) {0; 2; 3; 4; 6; 8; 9; 10; 12; 14}; v) {0;1;2;4;5;7;8;,10; 11; 13; 14; 15};

) {6;12}; z) {1;2;3;4;5;6;7;8;,9;,10; 11; 12; 13; 14}.

A bonyolultabb feladatokat érdemes részekre bontassal megoldani, azaz a miveleteket |épésenként vé-

gezni. Példaul:

g A\ (B\Q): El6sz6r meghatdrozzuk a B\ C halmazt: {0; 3; 6; 9; 12; 15}\{0; 5; 10; 15} = {3; 6; 9; 12}.
Ezutén a kapott halmazt kivonjuk A-bél: {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14}\ {3; 6; 9; 12} = {0; 2; 4; 8; 10; 14}.

Egy masik példa:

t) BN C: Elészor meghatarozzuk a B halmazt: B = {1; 2; 4; 5; 7; 8; 10; 11; 13; 14}. Ezutan a két halmaz
metszetét allapitjuk meg: BNC = {1; 2; 4; 5; 7; 8; 10; 11; 13; 14} N {0; 5; 10; 15} = {5; 10}.

Egy masik megoldasi Gt (szemléltetési lehetSség) a megfelel tartomanyok 1épésenként, mas-mas szinnel tor-

ténd szinezése.

Egyenl6 halmazok példaul: b) és c); d) ése); f) ésn); 1) ésm); q) és 2); r) és u); s) és v).

Ez alapjan sejtéseket fogalmazhatunk meg: AN B NC=ANBNC; AUB)UC =AU BUCQ);

A\B)\C=A\(BUC); ANB\C=An(B\C); BNC = BUC; BUC = BNnC; B\C = BUC.

ml

EN o3 Adjuk meg — példaul felsoroldssal vagy egyszer(ibb miveletek segitségével —az alabbi halmazokat (A, B, C,
H az eléz6 feladatban definialt halmazok)!

a) (AUB)NC; b) AuBNC); o (BNOW\A; d) BN(C\A);

e) AA(BUC); ) (A\B)UC; ) ZO(B\C); h) BUCNA;

) An(B\C); ) A\(B\C); k) (AUB)\ (AU C);

D ANBUA\C); m) ANnB)UB\CO); n) A\B)U B\ Q).

Megoldas

a) H\{0;10; 15}; b){1;3;5;7;9;11; 13}; c) H\ {15}; d) H\ {15};

e H\{2;4;8;14}; 0 {1,3;6;7;9;11;12;13}; g {3;9}; h) {2; 4; 8; 14};

) {0}; J {0; 6; 10; 12}; k) {3; 9}; ) {0;2;4;6;8;12; 14},

m) {0; 3; 6;9; 12}; n){2;3;4;6;8;9; 10; 12; 14}.

A bonyolultabb feladatokat ismét érdemes részekre bontassal megoldani, azaz a mtiveleteket Iépésenként

végezni. Példaul:

) (A\B)U C: Elész6r meghatdrozzuk az A\ B halmazt: {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14}\{0; 3; 6; 9; 12; 15} =
= {2; 4; 8; 10; 14}. Kovetkezik A\ B)U C: {2; 4; 8; 10; 14} U {0; 5; 10; 15} = {0; 2; 4; 5; 8; 10; 14; 15}.
Végll ezen halmaz komplementere: {1; 3; 6; 7; 9; 11; 12; 13}.
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Egy mésik példa: ) A\(B\C): El6szér meghatarozzuk a B halmazt (ldsd el6z4 feladat):

B =1{1;2;4;5;7;8;10; 11; 13; 14}.

B\C ={1;2; 4;5;7;8;10; 11; 13; 14}\{0; 5; 10; 15} = {1; 2; 4; 7; 8; 11; 13; 14}; végl:
A\(B\C) = {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14}\ {1; 2; 4; 7; 8; 11; 13; 14} = {0; 6; 10; 12}.

Egy masik megoldasi Gt (szemléltetési lehetdség) a megfeleld tartomanyok Iépésenként, mas-mas
szinnel torténd szinezése.

A H alaphalmazon adott az A és B halmaz (azaz A € H, B € H). Hatarozzuk meg az alabbi hal-
mazokat!
a)ANB, haA=g; b) AUB, haA = g; ¢) A\B, haA =g; d) B\A, haA = g;

e) A haA = g; ) ANB haACB; g AUBhaACB;  h A\B haACB;
i) B\A, haACB; ) A; KA.
Megoldas

a) a; b) B; c o; d) B; e) H; DA, 98B; h) @; Do, DA k A.

A j) és k) feladatok alapjan dltalanosithatunk: ha egy A halmaznak n-szer vessziik a komplemen-
terét, akkor az eredmény n paritasatol fliggéen A vagy A.

Az A B kapcsolatot fogalmazzuk meg a metszet, illetve a kiilonbség mivelete segitségévell

Megoldas
Ha A & B, akkor AN B # A; illetve ekkor A\ B = @.

Mivel egyenlSk az aldbbi halmazok?

a) Z* a Z alaphalmazon; b) Z~ a Z alaphalmazon; ¢ N a Z alaphalmazon;
d) Z a Q alaphalmazon; e) Q az R alaphalmazon; f R} az R alaphalmazon.
Megoldas

aZ;; bN;, oZ; d Z = {raciondlis, de nem egész szamok}; azaz olyan, tovabb mar

nem egyszerdsithetd & alaki racionalis szimok (a, b € Z, b # 0), amelyekben b = +1.

b

e) {irraciondlis szamok}; f R~

Az 1. és 2. feladat megoldasa alapjan megsejthetjiik az alabbi 6sszefiiggéseket (a) és b) az tn.
de Morgan-azonossagok):

a) AUB = ANB;
b) AnNB = AUB;
o ANBUC=AUCONBUQO,
dAUBNC=ANOUBNO.

A Venn-diagram segitségével bizonyitsuk be a sejtéseket!

Megoldas

A H alaphalmaz, valamint A és B Venn-diagramjan (1), (2), ﬂ
(3), illetve (4)-gyel jeloltik az egyes tartomanyokat. (Példaul
(2) jelenti az A\ B részhalmazt.)

Vizsgéljuk meg, hogy az egyes m(veletek melyik tarto-
manyokat (mely részhalmazokat) adjdk eredményiil!

a) AUB: (4); A:(3), (4); B:(2),4); AnB: 4).

Vagyis AUB = AN B: az dllitast igazoltuk.

(8]
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b) ANB: (2), (3), (4) tartomdnyok. A (2), (3), (4) szintén; ezzel az éllitast igazoltuk.

UB:
]

A H alaphalmaz, valamint A, B és C Venn-diagramjan (1), (2), ..., (8)-cal jeloltiik az egyes tartomanyo-
kat. (Példaul (2) jelenti az (A N B) \ C részhalmazt.) A ¢) és d) feladat altal meghatarozott tartomanyok:
o ANBUC: (1),(2),3),#), 7, AUONBUQO:(1),(2),(3), 4), (7); vagyis az egyenlet két oldala va-

[6ban azonos.
d)AUB)NC: (1), (3), @); ANC)UBNC): (1), (3), 4. Ez az 4llitas is igaz.

m Adott a H alaphalmaz, valamint két halmaz, A és B. Venn-diagramjukon (1), (2), (3), illetve (4)-gyel jeloltik
az egyes tartomanyokat. (Példaul (2) jelenti az A\ B részhalmazt.)

[ |

(8]

4)

Az alabbi, logikai kotdszokat tartalmazé megfogalmazasok az egyes tartomanyok elemeire vonatkoz-
nak. Allapftsuk meg, hogy az a)-p) meghatarozésok mely részhalmazok elemeire igazak, azaz a feladatok-
ban megadott x elemek mely tartomanyokat hatarozzak meg!

Példaul: az ,x eleme A-nak és x eleme B-nek” meghatarozés az A N B részhalmazra vonatkozik (ennek
x elemeire teljesdl), tehat az (1) tartomanyt hatdrozza meg.

a) x eleme A-nak vagy x eleme B-nek;

b) x (A és B kozil) legaldbb az egyik halmaznak eleme;

o) x legfeljebb az egyik halmaznak eleme;

d) x pontosan az egyik halmaznak eleme;

e) xlegalabb az A halmaznak az eleme;

) xlegfeljebb az A halmaznak az eleme;

g x nem eleme A-nak;

h) x sem A-nak, sem B-nek nem eleme;

i) x egyik halmaznak sem eleme;

j) x csak az egyik halmaznak eleme;

k) x csak A-nak eleme;

) x eleme A-nak, de B-nek nem;

m) x eleme az egyik halmaznak, de a masiknak nem;

n) x vagy A-nak, vagy B-nek eleme (de csak az egyiknek);
0) ha x eleme A-nak, akkor x eleme B-nek is;

p) ha x eleme az egyik halmaznak, akkor eleme a masik halmaznak is.

Megoldas

a)M,(2),6); b @20, 9d@,03), 4, d@2,06); e0),@2; H2), M4 ga)«);
h@; D@; p@,0);, k@), D2, mi@2),0a); ; ; .
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Tekintstik az A = {egyjegy(i paros természetes szamok} és B = {egyjegyl (pozitiv) primszamok}
halmazokat, s a H alaphalmaznak tekintstik az egyjegy(i természetes szamok halmazat!

[ ]

(8]

“4)

Fogalmazzuk meg, hogy mi jellemzi az aldbb felsorolt tartomanyok elemeit, s ezeket adjuk
meg az uni6 és kivondas halmazmdiveleteivel is!

a) (1); b) (2); ¢ (4); d) (2), 3);
e) (2), (4); H (1), 4); g (1), (3), (4); h) (2), (3), 4).
Megoldas

A tartomany (vagy tartomanyok) elemei olyan egyjegyi természetes szamok,

a) amelyek paros szamok és primszamok;

b) amelyek paros szamok, de nem primszamok;

c) amelyek sem péros szdmok, sem primszamok;

d) amelyek vagy paros szamok, vagy primszamok (de a két tulajdonsag egyszerre nem teljesdil);
e) amelyek legfeljebb paros szdamok (azaz a két tulajdonsag koziil legfeljebb az elsé igaz rajuk);
f) amelyekre vagy mindkét tulajdonsdg teljesil, vagy egyik sem;

g) amelyek ha paros szamok, akkor primszamok is;

h) amelyekre nem teljestl mindkét tulajdonsag.

A tartomanyok tobbféleképpen is megadhatdk az egyes muiveletekkel. Példaul:
a)A\A\B); b A\B;, o H\AUB); dA\BUB\A); e H\B, faza) ésc) fela-
dat alapjan: (AN (A\B) U (H\(AUB)); g ab)alapjan: H\(A\B); h)H\(A\(A\B)).
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4. EGYSZERU OSSZESZAMOLASI FELADATOK

m A Magyar Ertelmez6 Kéziszétar (Akadémiai Kiadé, Budapest, 1972) cimszavakat tartalmazé oldalai 1-tl
1550-ig szamozottak. Az oldalak sorszamozdsa kozben 6sszesen hany szamjegyet nyomtattak a lexikon lap-
jaira?

Megoldas

1-t6l 9-ig 9 darab egyjegy(i szamot nyomtattak; 10-t6l 99-ig 90 darab kétjegydit; 100-t6l 999-ig 900 darab
haromjegytit; 1000-t6l 1550-ig 551 darab négyjegytit. Az dsszes leirt szamjegy szdma 9- 1 + 90- 2 +
+900- 3 + 551- 4 = 5093 darab.

m Az A vagy B Gsszeg a nagyobb?

a) A=101+ 103 + 105 + ... + 801, B =100+ 102 + 104 + ... + 800;
b) A =201 + 204 + 207 + ... + 801, B =200 + 203 + 206 + ... + 800 + 803.
Megoldas

a) A B 6sszeg minden tagja 1-gyel kisebb, igy az A 6sszeg a nagyobb. (801 — 101 = 700; 700 : 2 = 350;
tehdt az A és B Osszeg is 351 taghol all. A— B = 351.)
b) Az A 6sszeg 201 tagl, a B 202 tagl; B a nagyobb. (A kiillonbség: 803 — 201 = 602.)

Egy televizios vetélkedSn hangzott el a kovetkezé kérdés. ,Egy korvonalon felvettiink &t kék és egy piros
pontot. A pontok dltal meghatarozott haromszogek koziil melyikbdl van tobb: amelyiknek van piros csi-
csa, vagy amelyiknek nincs?” Nos?

Megoldas

Minden piros cstccsal rendelkezé hdromszoget (kolcsondsen egyértelmiien) parosithatunk a kimaradt
harom kék csticsbdl allé haromszoggel. A kétfajta haromszog szama egyenld.

m Egy ismeretlen halott fogazatat azonositas céljabol 6sszehasonlitjdk az egykori fogaszati kartotékokkal. Hany-
féle kiilonb6z6 emberi fogazat lehetséges, ha
a) azt vizsgdljak, hogy az egyes fogak hidnyoznak valakinél vagy sem;
b) egy pontosabb vizsgalatban a fogak allapota haromféle lehet: a meglévé fogakat is kétfelé osztjak, egész-
ségesekre, illetve mar kezeltekre, tomottekre.
(32 foggal szamoljunk!)

Megoldas
a) A 32 fog allapota 2-féle lehet: 232 = 4 294 967 296.
b) A 32 fog mindegyikének az allapota 3-féle lehet: 332~ 1,85 - 10". Ennyi ember nem is él a Foldon!

m Adott két parhuzamos egyenes, a és b. Kijeloliink az a egyenesen 3, a b egyenesen 4 pontot, és 6sszekot-
juk mindegyik pontot mindegyik ponttal. Hany Gj 6sszekoté egyenes keletkezett?

Megoldas

Az a egyenesen [év6 pontok (3 lehetdség) barmelyikét dsszekothetjiik a b egyenesen 1évé 4 pont barme-
lyikével. A szorzési szabaly miatt az 6sszekoté egyenesek szama 3 - 4 = 12.

m Adott az A = {1; 2; 3; ...; 100} halmaz.

a) Az A halmaznak hény kételem( részhalmaza van?
b) Az A halmaznak hany 98 elem( részhalmaza van?
©) Az A halmaz melyik fajta részhalmazaibdl van tobb: amelyek 33, vagy amelyek 67 elem(ek?
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Megoldas

a) Az 1 elem 99 darab részhalmazban szerepel: {1; 2}, {1; 3}, ..., {1; 100}. A 2 tovabbi 98 rész-
halmazban, mert az {1; 2} lehetéséget mar szamoltuk: {2; 3}, {2; 4}, ..., {2; 100}. A 3 to-
vabbi 97 részhalmazban; a 4 tovabbi 96-ban és igy tovabb. Végil a 99 elem egy részhalmaz-
ban (ez a {99; 100} részhalmaz). Osszesen 99 + 98 + 97 + ... + 1 = 4950 a 2 elem(i
részhalmazok szama. (Ez utébbi 6sszeget legegyszertibben a parositds modszerével hatarozhat-
juk meg. 99 + 1 = 100; 98 + 2 = 100; 97 + 3 = 100 stb. Mivel 49 par képezhetd, a keresett
Osszeg 49 - 100 + 50.)

b) 4950. Minden 98 elem(i részhalmaz pérosithat6 a kimaradt két elembdl llé részhalmazzal.
A 98 és 2 elem(i részhalmazok szdma megegyezik.

c) Az el6z6 pontban lefrt szimmetriatulajdonsag miatt a kétfajta részhalmaz szdma ugyanannyi.

Egy Osszejovetelen 5 fiti és 5 lany vesz részt. A tdncol6 paroknak hanyféle 6sszetétele lehetséges,
ha mindenki tancol, és a lanyok egymassal, illetve a fiik egyméssal nem tancolnak?

Megoldas

Allitsuk sorba a fitikat! Ehhez a rogzitett sorrendhez a lanyok barmilyen sorrendje egy-egy lehet-
séges (kiilonbozo) tancrendet ad. Az &t lanyt 5! = 120-féleképpen allithatjuk sorba.

Feldobunk egyszerre egy piros és egy fehér dob6kockat.

a) Hanyféle eredménye lehet a dobasnak?

b) Hany esetben kaphatunk legaldbb egy hatost?

¢) Hany esetben lesz a dobott szamok 6sszege legalabb 10?

d) Hany esetben lesz a két dobott szam 6sszege paratlan?

e) Hany esetben lesz a két dobott szam szorzata paros?

) Hany esetben lesz a két dobott szam szorzata 3-mal oszthat$?

Megoldas

a) A piros és a fehér dobdkocka is 6-féle értéket mutathat. Ezek egymastol fliggetlenek, ezért a
szorzasi szabaly alapjan a dobésnak 6 - 6 = 36-féle eredménye lehet.
b) A komplementer leszimolas mddszerét alkalmazzuk. Az Osszes lehetdség szama 36. A 6-0s

nélkili dobasok szama 5 - 5 = 25. ,Osszes — rossz = J6”: 36 — 25 = 11 esetben van a dobott
szamok kozott 6-os.

Mas megoldasi lehetdség:
Ha az elsé dobas 6-os: ez 6 lehetSség;
ha a masodik dobas 6-os: ez is 6 lehetdség.
Kétszer szamoltuk azt az esetet, amikor mindkét dobds 6-os, ezért az 6sszegbdl ezt egyszer le
kell vonni. Eredmény: 6 + 6 -1 = 11.
c) Az 6sszeg 10: 4 + 6,5 + 5, 6 + 4; ez 3 lehet6ség.
Az Osszeg 11: 5 + 6, 6 + 5; ez 2 eset.
Az Osszeg 12: 6 + 6; ez 1 esetben all fenn.
Osszesen 3 + 2 + 1 = 6 esetben lesz a dobott szamok 6sszege legalabb 10.

d) Egy lehetséges okoskodas a kovetkezd:

Az elsé piros (6-féle) dobas tetszéleges lehet. A masodik fehér kockan — az elsé eredményétol
fiiggden, de — mindig 3-féle szam esetén lesz az Gsszeg paratlan. igy 6- 3 = 18 a megfelels
esetek szama.

e) A komplementer leszamolas médszerét alkalmazzuk. Az 6sszes lehet6ség szdma 36. Mindkét
kockan péaratlan szamot 3 - 3 = 9-féleképpen dobhatunk. A szamok szorzata 36 - 9 = 27
esetben lesz paros.

) Ha az els6 (piros) dobas 3 vagy 6, és a méasodik akdrmi: ez 2- 6 = 12 eset. Ha a masodik
(fehér) dobas 3 vagy 6, és az els6 akdrmi: ez 6- 2 = 12 Gjabb eset. 12 + 12 = 24; de kétszer
szamoltuk azokat az eseteket, amikor mindkét kockan 3-mal oszthaté szamot dobtunk. Ez
2. 2 = 4-féleképpen fordulhat el6, tehat az eredmény 24 — 4 = 20.
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Hanyféle kilonbozéen kitoltott, hagyomanyos totészelvény van? (A klasszikus totdszelvényen 13 + 1
mérkézés végeredményére tippelhetiink, mindegyik tipp lehet 1, 2 vagy X.)

Megoldas
Mindegyik tipp 3-féle lehet, a kiilonboz6 kitoltések szdima 3 = 4 782 969.

A 2-es szamrendszerben héany
a) legfeljebb 6 jegy; b) pontosan 6 jegy(
természetes szdm van?

Megoldas

a) Az 1000000, = 64 szamnal kisebb természetes szamok szdma 64.
b) A legnagyobb helyiérték 1, a tobbi 5 szamjegy 2-féle lehet, 0 vagy 1. Eredmény: 2° = 32.

Oldjuk meg a 3. példat a komplementer leszdmolas médszerével!

Afeladat: 0, 1, 2, 3, 5 szdmjegyekbdl hany darab 5 jegy(, 5-tel oszthaté természetes szam készithetd, ha
a) minden szamjegyet fel kell haszndlni;

b) egy-egy szamjegy tobbszor is szerepelhet?

Megoldas

a) Osszesen 4- 4- 3. 2.1 = 96 dtjegy(i természetes szam készithetd a szamjegyekbdl. Ezek kozil 5-tel nem
oszthat6 3- 3-3-2- 1 = 54 darab van: az utols6 helyre 3-féle szamjegy kerilhet; ezutan az elsé helyre
szintén 3-féle szdmjegy (0 és a mar felhasznalt szam nem), majd a tovabbi helyekre rendre 3, 2, 1. Az
5-tel oszthat6 szamok szdma tehat 96 — 54 = 42.

b) Osszes 5 jegy(i szam: 4 - 5% az 5-tel nem oszthatok szdma 4 - 53- 3; az 5-tel oszthatok szdma tehat
4.5*—4.5% 3 =1000.

Jancsi a padlason egy régi, poros flizetben taldlta az aldbbi feladatot.

,Két teljesen egyforma, kiils6re megkulonboztethetetlen kockat feldobunk, a dobott szimok 6sszegét te-
kintjuk. Hany esetben fordul el$, hogy a dobott szamok Gsszege 72 Az 6sszes lehetséges kimenetel hanyad
részében fordul el6 ez az esemény?”

Az elsargult papirlapokon harom, réges-régen leirt megoldasi gondolatmenetet is olvasott. Mi a vélemé-
nylnk ezekrél?

,Els6é gondolatmenet: Mivel a kockdk teljesen egyformdk, 11-féle lehetséges Osszeg van: 2, 3, ..., 12. Ebbdl
egy eset kedvezd, a keresett ardny %

Masodik gondolatmenet (ez a megoldasi javaslat Leibniz hires német matematikustél szarmazik): Az egyes
Osszegek tobbféleképpen is el6éllhatnak:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

T+1 | 142 | 143 [ 1+4 [ 1+5 | 146 | 246 | 3+6 | 4+6 | 5+6 | 6+6
242 | 243 | 244 | 245 | 3+5 | 445 | 5+5
3+3 | 3+4 | 4+4

db: 1 1 2 2 3 3 3 2 2 1 1

A 21 lehetséges 6sszegbdl 3 dllitja el6 a 7-et, igy a keresett arany % = ;
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Harmadik gondolatmenet: Hidba egyforma kiilsére a két kocka, azért csak kilonboznek egy-
mastol. Igy az el6zé tabldzat médosul:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

T+1 [ 1+2 | 1+3 | 144 | 145 | 1+6 | 246 | 3+6 | 4+6 | 5+6 | 616
241 | 242 | 243 | 2+4 | 245 | 345 | 4+5 | 5+5 | 645
3+1 | 3+2 | 3+3 | 3+4 | 4+4 | 5+4 | 6+4
4+1 | 4+2 | 4+3 | 5+3 | 6+3
5+1 | 5+2 | 6+2
6+1

db: 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

A keresett arany % = %.”

Megoldas

Az elsé két gondolatmenet hibds. Komoly probléma, hogy mast jelent a kiilénb6zdség és mast a
megkuilénboztethetdség fogalma. Kiilséleg hidba teljesen egyforma két kocka, azért kiilonboznek
egymastol (példaul befestheték pirosra és fehérre).

Tehat a matematika sok teriiletén kivalét alkotd Leibniz a megoldasban hibazott.

Hany szam készithet$ az alabbi szamjegyekbdl? (Minden megadott szamjegyet fel kell hasznalni.)

K1 a)1,1,2; K1 d)1,1,1,2,3,4; E1 9 0,1,1,2,2,3;
K1 b1,1,2,3; K2 e 1,1,2,23,4; E1 h)O,1,1,1,2,2, 2
K1 ¢ 1,1,2, 3,4 K29 1,1,1,2,23,4;

Megoldas

a) 3.

b) Ha egyforma szamjegyek szerepelnek, akkor a kovetkezé gondolatmenettel érhetiink célt. Te-
gylik fel, hogy a két 1-es kiilonboz6; jeldljik Sket példaul a-val és b-vel. Ekkor az a, b, 2, 3 ele-
mek Osszes sorrendje a kérdés, ez 4!. De az igy szamolt sorrendekben — a és b azonossaga
miatt — minden tényleges sorrendet kétszer szamoltunk, hiszen a és b felcserélhetd. (Példaul

3a2b és 3b2a megegyeznek.) Ezért a valoban kiilénb6z6 sorrendek szama 47' =12.
o 3} = 60.

d) Ha a harom 1-es kilonbozé lenne (példaul a, b, c), akkor 6!-féle sorrendet kapnank. De most
aza, b, ¢ betlik egymas kozott 3!-féleképpen cserélgethetdk, s a cserével kapott sorrendek va-
[6jaban — az eredeti feladat szempontjabdél — megegyeznek. A kilonb6zé sorrendek szama

6l
tehat 37 = 120.
e) Osztanunk kell a két darab 1-es miatt 2!-sal, a két darab 2-es miatt pedig ismét 2!-sal.

Eredmény: 2,6—'2' = 180.

7V _
f) 37191 = 420.

g A komplementer leszdmolas médszerét alkalmazzuk. Az 6sszes (legfeljebb) 6 jegy(i szam széma

—a 0 lehet a szam elején is — % A ,rossz” esetek szama — amikor a O all a szam elején —
5!
2121
.. 6l 5! _
Eredmény: 3191~ 3191 = 190
7! 6! _
) 31313131 — 120
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Egy szabdlyos jatékkockaval hdrom dobdst végziink, a kapott szdmokat egymés mellé frjuk, s igy egy ha-
romjegy( szamot kapunk.

K2 a) Hanyféle szamot kaphatunk?

K2 b) Hanyféle szamot kaphatunk, amelyben legaldbb az egyik szamjegy 6-0s?

K2 ¢) Hanyféle szamot kaphatunk, amelyben a szamjegyek szorzata péaros?

E1 d) Hanyféle szamot kaphatunk, amelyben van 1-es és 6-0s szamjegy is?

Megoldas

a) 6° = 216.

b) Nincs 6-0s: 5* = 125 lehetéség. Van 6-os: 216 — 125 = 91.

¢) Ha minden szamjegy paratlan: 3° = 27 eset. A komplementer leszamolds mdédszerével az eredmény
216 — 27 = 189. (Ekkor a szamjegyek kozott van péros.)

d) Nincs 1-es: 5% = 125 lehet6ség. Az dsszes lehetSséghdl kivonjuk azt, amikor nincs 1-es, majd kivonjuk,
amikor nincs 6-0s: 216 — 125 — 125. De ekkor kétszer vontuk ki azokat az eseteket, amikor sem 1-est,
sem 6-ost nem dobtunk; ezek szamat egyszer hozza kell adni az 6sszeghez. Nincs sem 1-es, sem 6-0s:
43 = 64 eset. Eredmény: 216 — 125 - 125 + 64 = 30.

A koézelmiltban Ujfajta rendszamtéblakat vezettek be. A régifajta rendszamtéblan két bettit és négy szam-

jegyet lehetett felhasznalni, példaul BG 03-81. Az Gjabb rendszamtabldkon harom betl és hdrom szamjegy

hasznalhato fel, példaul MTA 031.

a) Hany kalonbozé rendszamtabla készithet6 az egyes tipusokbol?

b) Melyik fajta rendszamtablabdl van tobb: amelyikben nem ismétlédik szamjegy, vagy amelyikben igen?
(A kérdésre mindkét tipus esetén valaszoljunk.)

(A rendszamtablan 6sszesen 26-féle betli és 10-féle szamjegy szerepelhet.)

Megoldas

a) A régifajtabol 262 - 10* = 6 760 000; az j tipusbdl 26° - 10° = 17 576 000. (Az Gjfajta rendszdm 2,6-
szer tobb lehet6séget biztosit.)

b) A régi tipus esetén:
Ha minden szamjegy kilonbozé, akkor 262- 10- 9 - 8 - 7-féle rendszamtabla készithets. Tehat van is-
métlédés (esetleg tobb is) 262 - 10— 26%- 10- 9- 8- 7 = 3 352 960 esetben. Ez tébb mint az 6sszes le-
hetéség fele; vagyis tobb van azokbdl a rendszamtablakbol, amelyeken van(nak) azonos szamjegy(ek).
Az (j tipus esetén: 26%- 10> - 26°- 10- 9- 8 = 4 921 280. Itt azokbdl a rendszamtablakbdl van tébb,
amelyeken nem ismétlédik szamjegy.

Tiz diaknak szeretnénk két jutalomtargyat kiosztani. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha
a) a targyak egyformak, és egy diak csak egy targyat kaphat;

b) a targyak egyformak, és egy diak két targyat is kaphat;

©) atargyak kilonbozok, és egy didk csak egy targyat kaphat;

d) a targyak kilonbozok, és egy diak két targyat is kaphat?

Megoldas

a)9+8+7+..+1=45 (Lasd 6. a) feladat.)

b) 45 + 10 = 55. (Az el6z6 a) feladatbeli lehetéségekhez hozzaadtuk azokat, amikor valamelyik gyerek két
ajandékot kap.)

¢ 10- 9 = 90. (Az elsé targyat 10, a masodikat mar csak 9 gyereknek adhatjuk.)

d) 10> = 100. (Mindkét targyat 10-féleképpen oszthatjuk ki.)
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Legyena H = {1; 2; 3; ..., 50} alaphalmaz harom részhalmaza A = {paros szamok}, B = {3-
mal oszthat6é szamok}, C = {négyzetszdmok}. Hatdrozzuk meg az alabbi halmazok elemsza-
mait!

Kla) C; K1b)BNC KtgAUGC K1d)A\C
K2e) BUC; K29 B\C; K2g CnA; K2 h) C\ A.
Megoldas

A={2;4;6;...,50},B=1{3;6;9;...;48}, C={1; 4;9; 16; 25; 36; 49}.

a) |C| =43, mert|C|=7.
b)|[BNC|=2;BnC = {3% 6%}.
o) AUC =AU {1;9; 25; 49}, mert C paros elemei szerepelnek A-ban. Ezért [ AUC | = 29.
d) ANC = A\ {4; 16; 36}, mert C paratlan elemei nem szerepelnek A-ban. Ezért |A\C| = 22.
e) BUC =BU({1;4;16; 25; 49}, mert C tobbi eleme kozos. |[B| = 16; |[BUC|= 21;

\BUC| =50-21=29.
) B\ C = B\{9; 36}, mert C tbbi eleme nincs benne B-ben. |[B\C| = 50 — (16 — 2) = 36.
g CNA={4;16; 36}; |CNA| = 47.
h) C\ A = {1;9; 25; 49}; |C\VA| = 46.

|Al =10, [B| = 8. Mennyi a legkisebb és legnagyobb érték, amit felvehet
a) | A\B|; b) [ANBI; o lAUBI

Megoldas

a) | A\ B|= 2; akkor lehet egyenl6ség, ha B C A.

| A\ B| < 10; akkor lehet egyenldség, ha AN B = @.
b)|AnBl=0,haAnB = 2.

| ANB| < 8; akkor lehet egyenldség, ha B C A.
o) | AUB|= 10; akkor lehet egyenléség, ha B C A.

| AUB| < 18; akkor lehet egyenldség, haAN B = @.

A, B véges halmazok. Melyik igaz, melyik hamis az alabbi allitasok kozul?
a) HalAl=|AUB/, akkor B CA.

b) Ha|Al=|AuUB]|, akkor B C A.

¢ HalAl=|ANnB/|, akkorA CB.

d)HalAl=|AnB|, akkor|A\B|=0.

e) Ha|Al=|A\B|, akkor B CA.

Megoldas

a) Igaz; ha | Al =|AUB], akkor B\ A = @.
b) Hamis; lehetséges A = B is.

¢ lgaz; A\B = @.

d) Igaz. A\B = @.

e) Hamis; a feltételbél A N B = @ kovetkezik.
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m Melyik igaz az el6z6 feladat dllitasai koziil, ha A, B végtelen halmazok, és az allitasokban az elemszamok
helyett halmazok szdmossaga szerepel?

Megoldas

Egyik allitas sem fog teljestlni.

a) Ellenpélda: A = Z*, B = N. Most az A és A U B = B halmazok szdmossédga megegyezik az 14> 0,2 <> 1,
3 <> 2 stb. megfeleltetés miatt, de B C A.

b) Az el6z¢é ellenpélda most is megfeleld.

¢) Legyen forditva az ellenpélda: A = N, B = Z*. Ekkor A és A N B szdmossaga megegyezik, és A C B.

d) Az el6zé o) ellenpélda most is megfeleld.

e) EllenpéldaazA = {1;3;5;7; ...} ésB = {2; 4, 6; 8; ...} halmaz.

m A, B, C véges halmazok, H az alaphalmaz. Milyen feltételek esetén teljestilnek az alabbi egyenldségek,
egyenl6tlenségek?

a) |[AUB|=|Al+|B];
b) |A\B|=|Al-|B];
o |Bl=IHI-|B|;

_|Al+IB].
d)\AmB\—f,
e |Al+|Bl+|C|>|AUBUC|;
_|Al+IBl+|C]|
f \AanC\_f.

Megoldas

Alkalmazzuk az |[ANB| = x, | A\B| = a, |B\A| = b jeldlést. (a, b, x € N.)

a) A feltétel: AN B = @. (Egyébként az | Al+|B| 6sszegben az A N B elemszamat kétszer szamolnank:
[AUBl=a+b+x |Al+IBl=@+x)+b+x=a+b+ 2x)

b)a=(@+x)—(b+x)=a-b,azazb = 0. Afeltétel: B\ A = &, vagyis B C A.

©) Ez azonossag (a definiciébdl kozvetlentl kovetkezik, mert B € H), igy az egyenléség mindig igaz.

d) x :W, innena +b =0,azaza =b =0.A\B = B\A = @, vagyisA = B.

e) Az egyenl6tlenség altalaban teljestl; csak akkor nemigaz, haaz An B, BN C, AN C részhalmazok mind-

egyike Ures halmaz.
f) Tudjuk, hogy [ANBNCI<|Al;|AnNBNC[<|Bl; |AnBNCI<|CI. A hdrom egyenlétlenség dsszeada-

sabol [ANBNC|< Mlg“_m kovetkezik. Egyenldség csak akkor dllhat fenn, haANB N C = A,
ANBNC=B,ANBNC=C;azazA=8B=C.

m AH={a,b,c ..., g} alaphalmaz A, B, C, D részhalmazait az aldbbi tablazattal adtuk meg:

H|la|b|c|d]e f g
A 1 0 1 0 1 1 0
B 0 0 0 1 1 1 0
C 1 0 1 1 0 1 1
D | 0 0 1 0 0 1 0

Az elsé sorban a H halmaz elemeit tlintettlk fel; a kovetkezé sorokban az egyes halmazoknal 1-est ir-
tunk, ha az aktudlis elem benne van a halmazban, 0-t, ha nincs. Példaul a € A, de a & B. Szemléltessiik a
tablazat segitségével, hogy mivel egyenl6 az aldbbi halmazok elemszama, s hatarozzuk is meg az elemsza-

mokat!

a) AUB)UC; b)An(BnCQC); c) ANB)UC; d) AU (C\D);
e) AU (C\B); N AUQ)\(BUD); g AUB; h) AU(C\B);
) AnC; ) (C\B)\D; k) C\(B\D).
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5. HALMAZOK ELEMSZAMA

Megoldas

a) Az (A U B) U C halmazba szemléletesen azok az elemek tartoznak, ahol az elsé hdrom sor va-
lamelyikében 1-es szerepel. Az elemszam: 6.

b) Az elemszam 1. Az elsé harom sor mindegyikében 1-es van.

c) Az elemszam 6. A 3. sorban, vagy az els6 két sor mindegyikében 1-es szerepel.

d) Az elemszam 6. C\D = {a, d, g}; (a 3. sorban 1-es szerepel, de a 4. sorban 0.) AU (C\ D) =
={a,cd e fg}

e) Az elemszam 5.

) Az elemszam 2. Az 1. és 3. sor valamelyikében 1-es szerepel, feltéve, hogy a 2. és 4. sorok-

{a g}/ =2

g Az elemszém 2. Az els6 két sorban 0 szerepel.

h) Az elemszam 2. Az e) halmaz komplementere.

i) [{b}| = 1. (Az 1. és 3. sorban 0 van.)

J) Az elemszdm 2. Azok az elemek nem tartoznak ebbe a halmazba, amelyek C-ben benne van-
nak, de B-ben és D-ben nem. {a, g}

k) Az elemszam 3. B\ D = {d, e}: a 2. sorban 1-es van, de a 4. sorban 0. C\ {B\D} = {a, ¢, f, g}.

ban 0 van;

A 600-nal nem nagyobb pozitiv egész szamok kozott hany olyan van, amelyik
a) oszthat6 4-gyel;

b) oszthat6 5-tel;

¢) oszthat6 4-gyel és 5-tel;

d) oszthat6 4-gyel vagy 5-tel;

e) oszthat6 vagy 4-gyel, vagy 5-tel (de csak az egyikkel);

) a4 és5 kozul legaldbb az egyikkel oszthato;

g a4 és 5 kozil legfeljebb az egyikkel oszthato;

h) a 4 és 5 kozul pontosan az egyikkel oszthato;

i) ha oszthat6 4-gyel, akkor oszthaté 5-tel is;

J) a4 és5szamok koziil ha oszthat6 az egyikkel, akkor oszthat6 a masikkal is;
k) nem oszthaté sem 4-gyel, sem 5-tel?

Megoldas

Jelolje A és B a 4-gyel, illetve 5-tel oszthaté szamok halmazat, s legyen T
H = {1; 2; 3; ...; 600} az alaphalmaz. Ekkor |A| = 150, [B| = 120, 5]
|ANB| =30 (AN B a 20-szal oszthaté szimok halmaza). A Venn-diagra-

mon az egyes tartoményokat (1), (2), (3), (4)-gyel jeloltik, s A N B-bdl ki-
indulva meghataroztuk az elemszamaikat.

a) |Al = 150;
b) Bl = 120; 4) 360
o |AnBl = 30;

d) [AUB| = 240;

e) 120 + 90 = 210;

f |AUB| = 240;

g pontosan az egyik szammal vagy egyikkel sem oszthat6 szamok: (2), (3) és (4)-es tartomanyok:
600 — 30 = 570;

h) 210 (megegyezik e)-vel);

i) az allitds a (2)-es tartomany szdmaira nem teljestil: 600 — 120 = 480;

j) az allitds a (2) és (3) tartomanyokra nem teljesil: 360 + 30 = 390;

k) (4)-es tartomany: 360.

Hany elem( lehet az A és B halmaz, ha
a)|[ANBl=10és|AUB| =13;
b) |AUB| =13 és|A\B| = 8?




I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

Megoldas

Vezessitk be az | A\B| = a, |[B\A| = b, | AnB| = c jeléléseket. (a, b, c € N.)

aa+b=3,igg0<a<3,é10<|Al<13,shasonlé llithat6 B-rél is. A lehetséges elemszamok:

|A\B| | 3 2 1 0
|B\A| | © 1 2 3
|A| 13 | 12 | 11 | 10
| B 10 | 11| 12 | 13

b)b+c=5=[Bl. 0<b<5,igy8<[A[<13.

m Az A, B, C halmazokrdl tudjuk, hogy | A\B| =8, |AnB|[=3,|AuB|=21,[C\A| =11,|AnBNC| =1,

|C| =15,|BUC| = 23. Hatdrozzuk meg az A és B halmazok elemszdmat!

1. megoldas:

Szemléltessiik a halmazokat Venn-diagrammal, s jeloljik (1), (2), 3), ..., ﬁ
(7)-tel az egyes tartomanyok elemszamait (dbra)!

Ekkor 7 egyenletet kapunk 7 ismeretlennel:

1.3) + (5) =8,

2.(1) +(2) =3,

3. +(2) + (3) + 4) + (5) + (6) = 21,

4.4+ (7) =11,

6.(1)+@3)+ @) + (7) =15,

7.+ 2)+3)+ @) + 6+ (7) = 23.

Az egyenletrendszer megoldésa utan
Al=M+ @+ 3)+ ), [Bl=1)+2) +(3)+ @) + (5 + (6) az eredmény.

Megjegyzés: Ez a bonyolult megoldasi mddszer hasonlé feladatokban mindig alkalmazhaté. Az egyenlet-
rendszert megoldva A és B mellett meghatdrozhatjuk C elemszamat is, vagy barmely, a halmazokbdl feléptils
kifejezés elemszamét, példaul |(AUB\C].

Az aldbbiakban megoldjuk az egyenletrendszert, de a feltételeket figyelembe véve a feladatra most egy-
szer(ibb megoldas is adhato.

A 2. és 5. egyenletbdl (2) = 2; a 6. és 4. egyenlet kilonbségébdl, figyelembe véve (5)-6t, (3) = 3.
Az elsé egyenletbdl (5) = 5, igy a kdvetkezd egyenleteink maradtak:

3. (4) + (6) = 10,

4.4+ (7) = 11,

7'.4)+ 6)+ (7)) =17.

3’ és 4’ 6sszegébdl kivonjuk 7’-t: (4) = 4; s innen (6) = 6 és (7) = 7 adédik. Az alédbbi dbran tlintettik fel
az egyes tartomanyok elemszamat.

Al =11, |B|=13.
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2. megoldas:

|Al=]A\B|+|AnBl=8+3=11.|AUB|l=|Al+|BI—|AnBI, innen
Bl=lAUBI-|Al+|ANBl =21-11+3 = 13.
(Ebben a megoldasban nem hasznaltuk fel a C-re vonatkozo 6sszeftiggéseket.)

m a) Adjunk meg harom olyan A, B, C halmazt, amelyek kozal barmely kettének végtelen sok kozos
eleme van, de a hdrom halmaz kozds része tres!
b) Az el6z6 feladat tovabbi megkotése, hogy A U BU C = N is teljesiljon!

Megoldas

a) Sokféle megoldas adhat6. Példaul az abra A, B, C halmazainak (i)-vel jelolt részhalmazaiba
kertljenek a 10k + i alakd szamok, aholk e Z, ési =1, 2,3, 4,5, 6. (A (7) igy Ures halmaz
marad.)

b) Legyen példaul A = {péros szamok}, B = {3-mal oszthat6 egész szamok}, C = {6-tal nem
oszthat6 egész szamok}; ezek a halmazok a feltételeknek megfelelnek. Konnyen megmutat-
hatd, hogy barmely két halmaznak végtelen sok kozos eleme van, és a harom halmaz kézos
része tres. Ugyanakkor AU B U C = N is teljestil, mert AN B = C, és igy minden olyan ter-
mészetes szam, amelyik nincs benne sem az A, sem a B halmazban, benne van C-ben.
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6. PONTHALMAZOK

m Abrézoljuk azA = J-o0; 6], B =[-4; -3],C=1-1; 1[, D =12; 3], E = [4; 6] és F = [7; oo[ intervallumo-
kat a szimegyenesen!

Megoldas

A J

m Tekintstink hdrom intervallumot: A = [-50; 55], B = 1-13; 77[, C = [22; 82[. Hany egész szdm van a
{-100; -99; -98; ...; 100} halmazban, amely az intervallumok kozl
a) csak A-nak eleme;
b) pontosan egynek az eleme;
o) legfeljebb kettének az eleme;
d) legalabb kettének az eleme;
e) B-nek nem eleme;
f) B-nek nem eleme (de valamelyik masik intervallumnak igen);
g eleme B-nek és C-nek, de A-nak nem?

Megoldas

[ " ] 77
=50 -3 0 22 55
C

a) A\ (BU Q) = [-50; —13]; az intervallum 50 — 12 = 38 egész szamot tartalmaz.

b) A[-50; =131 U [77; 82[ halmaz 38 + 5 = 43 egész szamot tartalmaz.

¢ A[-100; 22[ U ]55; 100] halmaz 100 + 1 + 21 + 45 = 167 egész szamot tartalmaz.
d) A1-13; 77[ intervallum 12 + 1 + 76 = 89 egész szamot tartalmaz.

e) A[-100; —13] U [77; 100] halmaz 88 + 24 = 112 egész szamot tartalmaz.

f) A[-50; =131 U [77; 82[ halmaz 38 + 5 = 43 egész szamot tartalmaz.

g BN C)\A =155; 77[; az intervallum 21 egész szamot tartalmaz.

3. K1 Hatdrozzuk megaz AU B, AN B, A\ B és B\ A halmazokat, ha:

a) A=11;5], B=A{1;3,7}

b) A =1-3; 4], B = {-4;-3; -2}!

Megoldas

a) AUB =[1;5]U {7}, mert 1 €Aés3 €A.
ANB={1;3}.
A\B = [1; 5]\ {1; 3} = 11; 5]\ {3}. (Az eredményt megadhatjuk 11; 3[ U 13; 5] alakban is.)
B\A = {7}.

b)AUB = 1-3; 4] U {-4; -3} = {-4} U[-3; 4], mert -2 € A.
ANB = {=2}.
A\B = 1-3; 4[\ {-2}. (Vagy A\ B = -3, =2[ U ]-2; 4[.)
B\A = {-4; -3}.

m Hatdrozzuk meg a derékszogli koordinata-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazat, amelyek koordina-
taira teljestlnek az alabbiak:
a)x=2,y=3; b)x = 0; dy<4; d)x>06ésy>0; e) x =0 vagyy =0l
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Megoldas
Az egyes ponthalmazok az abran lathatok.
yAb Z Z
T . T T
.A
1 1
1 : — : —
I [ o of 1 X of 1 X
of 1 X

a) A ponthalmaz egyetlen pontbdl, az A pontbdl all;

b) a ponthalmaz a b egyenes (az y tengely);

¢) a ponthalmaz a c egyenes, valamint az ,alatta” 1évé félsik;

d) a ponthalmaz az elsé siknegyed (a koordinatatengelyek nem tartoznak a halmazhoz);

e) a ponthalmaz az elsé, masodik és negyedik siknegyed (a koordinétatengelyek a halmazhoz
tartoznak).

Hatdrozzuk meg a derékszogli koordinata-rendszerben azon P(x; y) pontok halmazat, amelyek
koordinataira teljestilnek az alabbiak!

a) -5<x<-1; b)4 <x<7é2<y<10; ox+y=0; dy=2x-1;
ey <2x-1; y=2x—1és-2<x<3; g x-y20; h) x* —y*> = 0.
Megoldas

A kapott ponthalmazok az abran lathatok:

IyA
I 4 l_l
| | |
| | |
I | |
| 1 B |
A | | |
| | I
I | |
= | |
1| 1
|
| [,
I g
| 11 X
(]
yﬂ d /!
/
/
/
/
7
11+ 7/
— >
0}_/1 X
y E
/|
/
/
/
/

a) Az A ponthalmaz ,balrél” zart, ,jobbrdl” nyilt sav.

b) A B ponthalmaz téglalap. (A ,vizszintes” hatdrok a ponthalmazhoz tartoznak, a ,fliggélege-
sek” nem.)

c) A ponthalmaz az y = —x egyenletli c egyenes.

d) A ponthalmaz a d egyenes.
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e) Az E ponthalmaz a d egyenes ,alatti” nyilt félsik.

f) A ponthalmaz az dbran lathat6 F.F, nyilt szakasz.

g A G ponthalmaz az els6 és harmadik siknegyedbdl all, a tengelyekkel.

h) x*—y? = (x + y)lx —y) = 0. AH ponthalmaza h,: x + y = 0 és h,: x —y = 0 egyenlet(i egyenesekbdl all.

Adjunk meg harom olyan ponthalmazt, amelyekre teljestil az alabbi feltételek mindegyike!
1. A halmazok elemszama végtelen.

2. Barmely két halmaznak végtelen sok kozo6s eleme van.

3. A hdrom halmaz metszete tres halmaz

1. megoldas:

Az 5. lecke 10. feladatdnak alapjan képeziink ponthalmazokat. Tekintstik az A = {paros szamok},
B = {3-mal oszthat6 egész szdmok}, C = {6-tal nem oszthaté egész szamok} szamhalmazok elemeinek
megfelelé pontokat a szamegyenesen. Kénnyen belathatd, hogy az igy kapott ponthalmazok a feltételek-
nek megfelelnek.

2. megoldas:

Megfelel§ geometriai konstrukcié példaul a haromoldald egyenes hasab; ennek a palastjat alkot6 harom tég-
lalap pontjai adjdk a halmazokat.
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7. NEVEZETES PONTHALMAZOK

7. NEVEZETES PONTHALMAZOK

A sikon adott az O pont. Hatdrozzuk meg a sikon azon P pontok halmazat, amelyekre

a) OP <12 cm; b)8cm < OP< 10 cm; c) OP > 16 cm!
Megoldas
g e op
7
P ’ \
/ \
ll 16 cm
\ © 1
\ /
\ /
\\ //

A P pontok halmaza

a) az O kozéppontl, 12 cm sugard zart korlemez;

b) az O kézéppontt, 8 cm és 10 cm sugarl koncentrikus korok éltal meghatarozott korgy(rd
(a belsé koriv nem tartozik a ponthalmazhoz);

¢) az O kozéppontd, 16 cm sugart zart korlemezen kiviili pontok a sikon.

Az S sikon felvett K és L koncentrikus korok kozéppontja O. A

Megadijuk a korlemezek pontjait: K = {P €S| OP <10 cm} és L

L={PeS OP<15cm}.

a) Hatdrozzuk mega KN L, KUL, K\L, L\K, K halmazokat!

b) Hatdrozzuk meg az dbran (1)-gyel és (2)-vel jel6lt ponthal-
mazokat! (A hatdrvonal a ponthalmazokhoz tartozik.)

Megoldas

aAKNnlL=K, KuL=1L;, K\L=@; L\K={P€S|10cm <OP<15cm}; K =S\K =
={P&S| OP > 10 cm}.

b) Az (1) korgytir( esetén: {P €S| 10 cm < OP < 15 cm};
(2): {P €S| 15 cm < OP}.

Az S sikon felvett K kor kdzéppontja O, sugara 12 cm; az L kor ﬂ

kozéppontja Q, sugara 16 cm; az OQ tavolsag 24 cm. K L
Hatdrozzuk meg az abran lathat6 (1), (2), (3), (4) tartomanyokat!
(A hatdrvonal nem tartozik a halmazokhoz.) o

Megoldas

1
2
3
4

): {P &S| OP <12cmés QP < 16 cm};
): {P S| OP <12 cmés QP > 16 cm};
): {P €S| OP > 12 cmés QP < 16 cm};
): {P €S| OP > 12 cm és QP > 16 cm}.

(
(
(
(

A kovetkezé 4-13. feladatokban a szerkesztési problémék megolddsat ponthalmazok metsze-
tének a meghatdrozdsdra vezetjik vissza. Eltekintiink a szerkesztési feladatok teljes értékdi megol-
ddsatol (elemzés, szerkesztés, bizonyitds, diszkusszid), ugyanis ezek egyrészt rendkiviil hosszadal-
masak, hely- és idGigényesek; mdsrészt ezekben az egyszer(i feladatokban csekély a szakmai vagy
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modszertani hozadékuk?. A keresett ponthalmazok (egyenesek, kérok) azonositdsa, majd megszerkesztése al-
taldban az alapszerkesztések kozé tartozik.
A feladatok megoldhatdsagdra, illetve a megolddsok szémadra is csak réviden utalunk.

m Adott egy P pont és egy ra nem illeszkedd e egyenes. Szerkessziink olyan pontokat a sikon, amelyek az egye-
nest6l 2 cm-re, a ponttdl 3 cm-re vannak!

Megoldas

Az e egyenestdl 2 cm-re |évé pontok halmaza a vele parhuzamos a, b egyenespar (melynek e a kozéppar-
huzamosa), a P ponttél 3 cm-re 1évé pontok halmaza a P kézéppontd, 3 cm sugari k kor. A kornek és az
egyenespdrnak a P pont helyzetétdl fiiggéen 0, 1, 2, 3 vagy 4 kdzos pontja lehet (az dbran P, P, P,, P,, P,
jeloli P megfelel6 helyzeteit).

e N
’ \
’ \
/ \
! \
1 1
1 o |
| P, 1
\ /i
\ /
\ /
\ /
N 7
~ 7
S _ -
b ==
e bl L et - ————= .- —-—-—-—--
~ 7 N
7 ~ Vi \
e N
’ \ // \
4 \ \
€ / \ ! \
! \ [ |
1 [ ° 1
- | ° 1 \ P ]
a PR N \ P, [ ' /
il bl O bbbttt b A—\———\— ———————————— - - ------———-- - -
.7 AN / \ \ /7 7
’ \ / \ AN e NG 7
/ ~ e
, \\ ,l \l \\\~__"/ -
1 \ 1 ° 1
! [ P 1
I o [ : /
\ P, 1 \ /
\ 1 \ /
\ / \ ’
\ Vi N 7
~ 7
AN e Seo__-7
~ 7
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m Adott két egyenes, a és b, valamint egy P pont. Szerkessziink olyan pontokat a sikon, amelyek egyenlé ta-
volsagra vannak a két egyenestdl és 4 cm-re a ponttdl!

Megoldas

Ha az a és b egyenesek parhuzamosak, akkor a télik egyenlé tavolsagra 1évé pontok halmaza az e kozép-
parhuzamos egyenes; a P ponttél 4 cm-re [évé pontok halmaza pedig a P kozéppontd, 4 cm sugard k kor.
Az e és k ponthalmazoknak a P pont helyzetétdl fiiggéen 0, 1 vagy 2 kozds pontjuk lehet.

Ha az a és b egyenesek metszik egymast, akkor a télik egyenld tavolsagra l1évé pontok halmaza az f és
g szogfelez6 egyenesek. A kornek és az f, g egyenesparnak a P pont helyzetétdl fiiggen 0, 1, 2, 3 vagy 4
kozos pontja lehet.

Az dbran mindkét esetre egy-egy példat lathatunk.

Se—_——=-

2 A témakorrdl részletesebben olvashatunk A geometriai szerkesztésekrdl c. olvasmanyban.
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m Adott két pont, A és B, és egy e egyenes. Szerkesszlink olyan pontokat a stkon, amelyek egyenl6
tavolsagra vannak a két ponttél és 4 cm-re az egyenestdl!

Megoldas

Az A és B pontoktél egyenld tavolsagra lévé pontok halmaza az AB szakasz m felez6merélegese;
az e egyenestSl 4 cm-re 1évé pontok halmaza a vele parhuzamos a, b egyenespér (melynek e a
kozépparhuzamosa). Az m egyenesnek, valamint a parhuzamos a, b egyenesparnak 0, 2 vagy
végtelen sok kozos pontja lehet. (Ez utdbbi helyzet akkor all elS, ha az m és példaul az a egye-
nesek egybeesnek. Ha tovabb elemezzik a pontok elhelyezkedését, megallapithatjuk, hogy ekkor
az AB egyenes merGleges e-re, és az AB szakasz F felez6pontja éppen 4 cm-re van az e egye-
nestdl.)

Adott két pont, A és B, és egy e egyenes. Szerkessziink olyan pontokat a sikon, amelyek az A pont-

7. K1 . X X .
tol 3 cm-re, a B-t6l 4 cm-re, az egyenestd| pedig 5 cm-re vannak!

Megoldas

Az e egyenestdl 5 cm-re 1évé pontok halmaza a vele parhuzamos a, b egyenespar (melynek e a
kozépparhuzamosa), az A ponttél 3 cm-re lévé pontok halmaza az A kézéppontd, 3 cm sugart
k, kor, a B pontt6l 4 cm-re 1évé pontok halmaza pedig a B kézéppontd, 4 cm sugari k, kor. Ak,
és k, koroknek 0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet; a feladat megoldasszama tehét attél fiigg, hogy k,
és k, kozos pontja(i) kozil hany esik az a vagy b egyenesek valamelyikére.

m Az ABC haromszdg AB oldalan szerkessziink olyan pontot, amelyik a masik két oldalegyenestd!
egyenlé tavolsagra van!
Megoldas
A keresett pont az AB oldal, valamint a CA és CB oldalegyenesek (belsé) szogfelezbjének a met-

széspontja. (Ez a pont mindig létezik.)

m Az ABC haromszog sikjdban szerkessziink olyan pontot, amelyik az AC és BC oldalegyenesektdl,
valamint az A és B pontoktdl is egyenld tavolsagra van!

Megoldas

A keresett pont rajta van az AC és BC oldalegyenesek f és g szogfelez6 egyenesein, valamint az
AB szakasz m felezémerdlegesén is. Altalaban két megoldas van; ha m parhuzamos az f bels6
szogfelezével, akkor a két egyenes egybeesik, s ekkor végtelen sok megoldas van. (Ez a helyzet
akkor all el6, ha AC = BC, azaz a haromszog egyenld szara.)

m Adott két szakasz, AB és CD. Szerkesszlink olyan P pontot, amelyikre az ABP és a CDP egyenl6
szar( haromszogek alapjai AB és CD!
Megoldas

A keresett pont az AB és CD szakaszok felezémerélegeseinek a metszéspontja. A két egyenesnek
0, 1 vagy végtelen sok kozos pontja lehet, s ez lehet a megolddsszam is.

B

(Természetesen ha a két felez6merdlegesnek egy kdzos pontja van, abbél még nem kovetkezik,
hogy a feladatnak is van megolddsa. Ha példaul a felezémerdlegesek az AB szakasz felez6pont-

jaban metszik egymast, akkor nem kapunk megoldast, mert ekkor ABP nem haromszog.)
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Szerkessztink két adott ponton, A-n és B-n atmend, adott r sugard kort!

Megoldas

A keresett kor O kozéppontja A-tél és B-t6l egyarant r tavolsagra van, igy az A és B kozéppontd, r sugari
korok metszéspontjaként dllithato els. A két kornek O, 1 vagy 2 kézos pontja lehet; ennyi a feladat megol-
ddsainak a szdma.

Vegytink fel egy 5 cm sugart kort. Szerkessziik meg azoknak a koroknek a kozéppontjait, amelyek érintik
a megadott kort, és a sugaruk 1 cm; 4 cm; 6 cm!

Megoldas

Jeloljik az 5 cm sugara kor kozéppontjat O-val. A két kor
centrdlisa (a kozéppontjaikat 6sszekotd egyenes) szimmet-
riaokok miatt atmegy a kozos E érintési ponton. Ha a két
kor egymast kiviilrdl érinti, akkor kozéppontjaik tavolsaga
5+ 1 = 6 (cm), mig ha a korok beltlrdl érintik egymast,
akkor a kézéppontok tavolsaga 5 — 1 = 4 (cm).

Jelolje az O kozéppontd kort kivilrdl érints, 1 cm su-
garl kor kozéppontjat Q,, s hasonl6éan a belsé érint6kor
kézéppontjat Q,. Mivel OQ, = 6 cm = dllando, a Q, pon-
tok az O kézéppontd, 6 cm sugari koron helyezkednek el;
mig a Q, pontok az O kdzéppontd, 4 cm sugard koron
(abra). A keresett korok Q, és Q, kozéppontjainak a hal-
maza tehdt egy-egy O kozépponti kor.

Hasonlé eredményt kapunk a 4 cm és 6 cm sugard
érint6korok kozéppontjainak a halmazara is. Ha a két kor
egymast kivilrdl érinti, akkor kozéppontjaik tavolsaga rendre 5 + 4 = 9 és 5 + 6 = 11 (cm); mig ha a kérok
belilrél érintik egymast, akkor a kozéppontok tavolsaga 5 -4 = 1 és 6 —5 = 1 (cm). A keresett ponthal-
mazok az O koézéppontd, 9 cm, 11 cm és 1 cm sugari korok.

Hatarozzuk meg egy négyzet belsejében azon P pontok halmazat, ame- . o
lyek kozelebb vannak a négyzet kozéppontjahoz, mint a csticsaihoz! D NG C
N VR e

Megoldas \y/ \)//

N 7
Az M kézéppontl, ABCD cstcst négyzet oldalainak a felez8pontjait /// \\\ 7 \\\ 7
jelolje E, F, G, H (bra). A keresett P pontok az AM szakasz EH fe- ‘/( :<:M /\\’F
lez6merélegesének M-et tartalmazo félsikjaba esnek; s hasonlét dllit- - /7 \\\ 7 N N,
hatunk az EF, FG és GH felez6meré&legesekrdl is. A négy félsik kozos -7 s 34 ®
része az EFGH nyilt négyzetlemez pontjainak a halmaza. (A halmaz RN AN
nyilt, azaz a négyzet kertlete nem tartozik a keresett ponthalmaz- ) ,\/\ -
hoz.) A

Vi N\

Egy P pont és egy H alakzat tdvolsdga megegyezik a P és H pontjainak tavolsagai kozul a legkisebbel, ameny-
nyiben létezik. Hol vannak azok a pontok a sikon, amelyek adott tavolsagra vannak

a) egy A kezdSpontu félegyenestdl;

b) egy adott AB szakaszt6l?

Megoldas

a) Az e egyenesre A-ban éallitott merdlegest jeloljik m-mel. Az m
egyenes két félsikra osztja a sikot. P,
Ha a P pont az e félegyenest tartalmazé félsikban van, akkor

P-bSl merdleges szakaszt bocsétunk e-re, és ennek a szakasznak
a hossza a pont és félegyenes tavolsaga. (Az abran ezt az esetet

P, szemlélteti.)

Ha P az e-t nem tartalmaz¢ félsikban van (az ébran a P, pont),
akkor Pe = PA.
(Ha P € m, akkor a két szakasz egybeesik.)




7. NEVEZETES PONTHALMAZOK

A keresett pontok tehét az e-t tartalmazé félsikban két félegyenest, az e-t nem tartalmazé félsik-
ban pedig egy A kozéppontu félkort alkotnak. A félegyenesek és e tavolsaga, valamint a félkor su-
gara az adott tavolsaggal egyezik meg.

b) Jeloljik a pontok és az AB szakasz tavolsagat d-vel. A keresett .
ponthalmaz egy atlétikai ,futépalyara” hasonlit. \ :

Vegyik fel a sikon az A és B pontokat Ggy, hogy tavolsaguk 12 cm legyen, s jeldljik az AB sza-
kasz felez6meré&legesét f-fel. Hany olyan P pont van a sikon, amelyre

a) PA=10cm, PB =4 cm; b) PA =8 cm, PB =4 cm; c) PA=16cm, PB =4 cm;
d) PA=16cm, P =8 cm; e) PA=14cm, Pf =8 cm; ) PA=3cm, Pf=8cm;

g PA=1cm, Pf=8cm; h) PA=8cm, Pf= 3 cm; ) PA=3cm, Pf=3cm?

Megoldas

A pontok szdma:
a)2; b) 1; o1; d) 4; e 3; ) 2; 2 0; h) 2; 1.

Az a)—c) feladatokban két kor lehetséges metszéspontjainak, a d)-i) feladatokban pedig egy kor
és két parhuzamos egyenes kozos pontjainak a szamat hatarozzuk meg.




2. E1

I. HALMAZOK, KOMBINATORIKA

SZAMOKROL ES HALMAZOKROL
(OLVASMANY)

Adjuk meg a kovetkez6 szdmokat kozonséges tort alakban!

a) A= 3,42; b)B = 5,823; c)C=1,15854; d)D=1,327; e E=2,9.
Megoldas

=340 = . _30/8_ﬁ(_£)
a) 10A = 34,2; 9A = 30,8; A="5"=%0\= =)

_ 53. _ . _576,5 _5765(_ 1153)
b) 1008 = 582,373; 998 = 576,5; B =22 =37 (_ 13

c_ 157,39 115739

) 1000C = 1158,54854: 999C = 1157,39; 999 = 99900 °
_ 1195 (_ @)

d D =450 |= T80/

OE=3=3

Hany valédi részhalmaza van a kovetkezé halmazoknak?

A = {legfeljebb kétjegyli, 20-szal oszthaté természetes szamok};
B={1;2;7;11;12; 15; -3,2; a};

C={23;25;27;...;77}.

Megoldas

|Al = 5, |B| = 8, |C| = 28. A valédi részhalmazok szdama 25 — 1 = 31; 28 — 1 = 255; illetve
2% 1.

Hany olyan négyjegyi pozitiv egész szam van, amely
a) paros vagy 5-tel kezdddik;
b) van benne 0 és 1 szdmjegy is?

Megoldas

a) Az 1000, 1001, 1002, ..., 9999 szamok kozott 4500 darab paros van (a szamok fele), és 1000 darab,
amelyik 5-6ssel kezddédik. Az 5-6ssel kezd6d6 paros szimok darabszama 500. A szitaformula alapjan az
eredmény: 4500 + 1000 — 500 = 5000.

b) Nincs benne 0: 9* = 6561 darab;
nincs benne 1: 8- 9% = 5832 darab (els6 helyre nem kertilhet 0);
nincs benne sem 0, sem 1: 8* = 4096 darab.

Eredmény: 9000 - 6561 — 5832 + 4096 = 703.

Egy varosi fizikaversenyen harom feladatot tliztek ki. A 77 indulé kozil az elsé feladatot 32-en, a mésodi-
kat 33-an, a harmadikat 40-en oldottak meg hibétlanul. Az elsé és masodik feladatra 9, a mésodik és har-
madik feladatra 16, az els6 és harmadik feladatra 13 tanulé adott helyes megoldast. Mindharom feladat
megoldasa 5 diaknak sikerdlt. Hanyan nem tudtak egyetlen feladatot sem megoldani?

1. megoldas:

Az elsé, mésodik és harmadik feladatokat megoldoékat egy-egy halmazba
soroljuk. Elkészitjik a harom halmaz Venn-diagramjat gy, hogy belulrdl
(a harom halmaz koz6s metszetétdl) kifelé haladva, az egyes tartoma-
nyokba az elemszamokat irjuk. (H a versenyen indult tanul6k alaphal-
maza.)

A harom halmaz uniéja 72 elemd, igy 5 tanulé nem tudott megoldani
egyetlen feladatot sem.




SZAMOKROL ES HALMAZOKROL

2. megoldas:
Az |AUBUC|=|Al+|BI+[Cl-|ANBI-[ANCI-[BNC|+|ANBNC] szitaformulat alkal-
mazzuk. Ez alapjan |[AUBUC| =32 +33 +40-9-16-13 + 5 =72, sinnen |H|-72 =
= 5 az eredmény.

Ha tudjuk, hogy van megoldas, akkor készen vagyunk. Egyébként az 1. megoldashoz hasonlé
moédon meg kell bizonyosodnunk arrél, hogy a feltételeknek megfelelé halmazok valéban lé-
teznek.

AH = {1;2;3;4;5;6; 7; 8} halmaznak hany olyan részhalmaza van, amelynek eleme
a)azlésa?2;
b) az 1 vagy a 22

Megoldas

a) Az 1 és 2 mellé a maradék 6 elembdl alkotott tetszéleges részhalmazt vélaszthatunk ki. Ered-
mény: 2¢ = 64.

b) Az 1 eleme 27 = 128 részhalmaznak; a 2 szintén 128-nak; az 1 és a 2 pedig 64-nek. A szita-
formula alapjan az eredmény: 128 + 128 — 64 = 192.




II. GEFEOMETRIA -
SOKSZOGEK

8-9. A HAROMSZOGEKRE VONATKOZO
ISMERETEK

m Létezik-e olyan hdromszog, amelyben az oldalak
a) 33, 66, 35;

b) 33, 66, 30;

©) 2008, 2010, 3;

d) x, 2x, 3%, (x > 0);

e) 2a, 3a, 4a. (a > 0)?

Megoldas

A hdromszog-egyenlStlenség a; ¢; e-re teljesil, igy ezek a hdromszogek léteznek, a tobbi esetben nincs ha-
romszog.

m Mekkora lehet a haromszog harmadik oldala, ha két oldala
a) 10 cm és 25 cm;
b) 0,5 m és 150 mm;
© 10 dm és 100 cm?

Megoldas

a) 15 cm < harmadik oldal < 35 cm;
b) 350 mm < harmadik oldal < 650 mm;
¢) harmadik oldal < 200 cm.

3. E1 Bizonyitsuk be, hogy minden konvex négyszdgben az atlok hosszanak 6sszege nagyobb, mint a négyszog
keriiletének fele, de kisebb, mint a négyszog keriilete!

Megoldas

Jelolje a négyszog oldalait a, b, ¢, d. Osszuk az e és f atlokkal a négyszoget
négy haromszogre. Legyen az &tlok metszéspontja K. Irjuk fel a harom-
szog-egyenlétlenséget az ABC, ABD, ACD és a BCD haromszogekre. Pél-
daul: b + a > e. A négy egyenlbtlenség Osszeaddsabdl adédik, hogy
2-(a+b+c+d)>2(e+f), ahonnan k> (e +f). Az egyenl6tlenség
masik oldalanak igazolasahoz jelélje az AK, KC, BK és KD szakaszokat
e, e, f, f,. Most az ABK, BKC, CDK, és ADK haromszogekre kell felirni a
haromszog-egyenlétlenséget. Példaul: f, + e, > a stb. A négy egyenlétlen-

ség Osszeadasabol adodik, hogy 2(e + 1) > k, ahonnan (e + ) > %




8-9. A HAROMSZOGRE VONATKOZO ISMERETEK

m Létezik-e olyan haromszog, amelyben az oldalak ardnya
a)2:3:4;
b)2:4:6?

Megoldas

a) van; b) nincs.

m Létezik-e olyan haromszog, amelyben a szogek aranya
a)2:3:4;
b)2:4:6;
) 2:7:27¢
Ha igen, hatarozzuk meg a szogeit!

Megoldas

a) 180°-ot 2 + 3 + 4 = 9 részre kell osztani, ebbdl az egyik szog 2 rész, a masik 3 rész, a har-
madik 4 rész. Tehat a szogek: 40°; 60°;, 80°.

b) 30°; 60° 90°.

c) 10°;, 35°% 135°.

m Mekkorak a derékszogli haromszog szogei, ha egyik kiilsé szoge
a) 120°%
b) 108°;
c) 90°;
d) 60°?

Megoldas

a) 60°% 30°% 907

b) 72°; 18° 90°

©) 90° és a masik ketté barmekkora szog lehet, ha az 6sszegiik 90°;

d) Ez lehetetlen, mert a 60° melletti bels6 szog 120° lenne, de egy derékszogli haromszogben
nincs tompaszog.

7 E1 Egy egyenl(:j szért]"héro"msz.('jg egyik belsé és egyik kiils6 szogének 6sszege 108°. Mekkorak le-
hetnek a hdromszog szogei?

Megoldas

Itt a bels6 és kiilsé szog nem lehet egymds mellett, mert azok 6sszege 180°.

. Egy alapszoghoz adhattuk hozza a szarszog kiils6 szogét. Ebben az esetben a kiilsé szog egyenld
a nem mellette fekvé két alapszog 6sszegével. Ezért 3e = 108°, @ = 36°, ahol @ az alapszoget
jeloli. Innen a szarszogre 108° adodik.

[I. A szarszoghoz adhattuk hozzd az alapszog kiilsé szogét. Ebben az esetben a kiilsé szog egy
alapszog és a szarszog Osszege, tehat ha & az alapszoget jeloli, akkor @ + 25 = 108°. A hdrom-
sz0g szOgosszege miatt 2a + [ = 180°. Az egyenletrendszer megoldadsa @ = 84°; = 12°.




Il. GEOMETRIA - SOKSZOGEK

10-11. PITAGORASZ-TETEL

m A kovetkez§ harom szam lehet-e egy derékszogl haromszog hdrom oldala hosszanak a mérészama?
a) 4, 8, V80;
b) V3, V8, V5;
c 7, 24, 25;
d)12, 16, 21;
e) ax/z, a, af@>o0).

Megoldas

a) 4, 8, V80 derékszogl;
b) V3, V8, V5 derékszog(;
c 7, 24, 25 derékszogU;
d) Nem derékszogl;

e av2, a, a derékszogi.

m Egy egyenld szarG derékszogl haromszog alapja 2 cm-rel hosszabb a szaranal. Mekkora a kertilete?

Megoldas

Az egyenld szarG derékszogli haromszog alapja av'2, ha a szra a. Tehdt av'2 = a + 2, ahonnan

a=—2 - 2(v/2 + 1), ahonnan k = a(2 +v2) = 2(vV2 + )(2 + v/2).
V2 -1

Az egyenl6 oldalG haromszog keriilete 6 cm. Mekkora a tertilete?

Megoldas:
V3

Az egyenl6 oldald haromszdg oldala tehdt a = 2 cm. A szabdlyos hdromszég magassaga az oldal ~5=-sze-
rese, ahogy az a fél szabalyos haromszogre felirt Pitagorasz-tételbdl kiszamolhato, igy a terllete a kovetkezd

2
képlettel szdmolhaté: T = a f . Jelen esetben T = v/3 cm?.

m Egy 60°-0s sz0g szdrait érinti egy 5 cm sugarl kor. Milyen tavol van a szog cstcsatél az érintési pont? A kor
a szogfelezét két pontban metszi. Milyen tavol van a szog cstcsatél a két metszéspont?
Megoldas

A szbgszar, mint érinté, meréleges az érintési pontba hizott sugarra. A kor kdzéppontja rajta van a szogfe-
lez6n. Ezért a sz0g csticsa, az érintési pont és a kor kdzéppontja 60°—30°-0s derékszogli haromszoget alkot.

z Lot sz s . o Ziz S iz z z z . s zez 2
Tehat az érintési pont a szog cslicsatél 5+ 3 tavolsagra van. A két metszéspont a szog csticsatél 5 cm és 15
cm tavolsagra van.

m Egy téglalap egyik oldala AB = 8 cm, a masik oldala BC = 4 cm. Az AB oldalon az A ponttél milyen messze
van az a pont, amelyik egyenld tavol van A-t6l és C-t61?

Megoldas

Jelolje az AB oldalon P a keresett pontot. Mivel AP = CP, a PBC haromszogre felirva a Pitagorasz-tételt
PC* = 4> + (8 — PC)?, ahonnan PC = 5 cm. A keresett pont tehdt A-t6l 5 cm-re van az AB oldalon.



7. K2

10-11. PITAGORASZ-TETEL

Egy téglalap egyik oldaldnal a masik oldala 3 cm-rel kisebb, az atl6ja 3 cm-rel nagyobb. Mekko-
rak az oldalak?
Megoldas

Legyenek a téglalap csticsai ABCD. Az ABC haromszogre felirva a Pitagorasz-tételt a? + (a — 3)? =
= (a + 3)% Azaréjelben all6 kifejezéseket négyzetre emelve és az egyenletet rendezve a = 72 cm
adadik. A mésik oldal 9 cm.

Hatdrozzuk meg az 5 cm sugari korbe irt szabalyos haromszog oldalanak hosszat!

Megoldas

Ha meghlzzuk a szabalyos hdromszog két magassagat, a metszéspontjuk, az egyik cstcs és a
magassag talppontja 60°-30°-os derékszogli haromszoget alkot, amelynek atfogdja 5 cm. Az oldal

fele 5?, tehét az oldal 5v'3 .

Hatdrozzuk meg az 5 cm sugar( kor koré irt szabélyos haromszog oldalanak hosszat!

Megoldas

A feladat megoldasahoz hasznaljuk fel a 4. feladat megoldasat. A 60°-o0s szg csticsatél tavolabbi
metszéspontnak a csticstdl valé tavolsaga a keresett szabélyos hdromszég magassaga, amirél mar

tudjuk, hogy 15 cm. Az oldal és a magassag Osszefliggését felirva 15 = a@, ahonnan a = 10v/3.

Az egységnyi terliletli rombusz egyik szoge 120°-0s. Mekkora az oldala?

Megoldas
A rombusz masik szoge 60°-0s. A rombuszt a 120°-os sz6gébdl kiindulé atléja két szabalyos ha-
2
romszogre bontja. Mar lattuk, hogy az a oldalti szabélyos haromszog terilete T = 2 f, ennek
. " : V3 2 2
kétszerese a rombusz teriilete, ami 1. Innen 1 = & ,ahonnan a’=—*, a = \/—
2 V3 V3

Mekkora tavolsagra lehet egymastél egy 6 cm-es és egy 8 cm-es hir egy 5 cm sugard korben?

Megoldas

A korben vegyiik fel a 8 cm hosszi hirt. A 6 cm-es hdrt ezutan kétféleképpen lehet elhelyezni:
vagy elvalasztja a két hart a kor kozéppontja, vagy nem. A hur felez6merélegese atmegy a kor
kozéppontjan. A hdrnak a kozépponttdl vald tavolsaganak négyzetét ezért tigy kapjuk meg, hogy
a sugdr négyzetébdl kivonjuk a hir hossza felének négyzetét. A 8 cm-es hir a kozépponttdl 3 cm-
re, a 6 cm-es hir 4 cm-re van. A kett6 tavolsaga igy 7 cm vagy 1 cm lehet.

Egységsugart korbe irjunk harom egyenld sugari kort, amelyek egymast és az egységkort is érin-
tik. Mekkora a beirt korok sugara?

Megoldas

Jeloljik a keresett korsugarakat r-rel. Szimmetria miatt a befrt korok

kozéppontjai olyan szabélyos haromszoget alkotnak, amelynek ol-

dala a beirt korok atmérdje. A szabalyos haromszog kozéppontja az ‘
egységkor kozéppontja. Az egységkor kozéppontja és két kiskor ko- ’VV\
zéppontja 120°-os szarszogli egyenld szart haromszoget alkot, mely- A"

nek szarai (1 —r) hossztiak. Az egyenld szar( haromszog alaphoz tar-
tozé6 magassagat behlzva felirhatjuk a 60°-30°-os derékszogli

haromszogre, hogy r = (1 — r)@, ahonnan r(2 ++v3) =3,




Il. GEOMETRIA - SOKSZOGEK

Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglatest egy csticsba futé éleinek aranya 2 : 5 : 14, akkor a testatld és az élek
hosszanak aranya raciondlis!

Megoldas

A hdrom egy cslcsba futé él tehat 2x; 5x; 14x. A téglatest testatléjat a kockdéhoz hasonléan lehet kiszami-
tani, és azt kaphatjuk, hogy a téglatest testatl6janak négyzete egyenlé az egy csticsba futé élek négyzetdsz-
szegével. Tehdt t* = a’ + b + ¢ = (2x)* + (5x)* + (14x)* = 225x%, ahonnan t = 15x, ami dllitasunkat iga-
zolja.



12-13. A HAROMSZOGEK NEVEZETES PONTJAI, VONALAI

12-13. A HAROMSZOGEK NEVEZETES PONTJAI,
VONALAI

m Vélasszuk ki az alabbi allitasok kozil az igazakat! A valaszokat indokoljuk!
A hdromszog koré irt kor kozéppontja
a) van olyan haromszog, amiben kozépvonalra esik;
b) mindig rajta van egy magassagon;
¢) mindig a haromszog belsé pontja;
d) van olyan haromszog, amiben rajta van valamelyik oldalfelez6 merélegesen.

Megoldas

a) Igaz, példaul a derékszogli haromszog.

b) Hamis.

¢) Hamis, példaul a tompaszogl haromszog.

d) Igaz, minden haromszogben az oldalfelez6 merélegesek metszéspontja.

m Szerkessziink haromszoget, ha adott két oldala és a kordlirt kor sugara! Hany megoldas van?

Megoldas

Vegyiik fel az adott sugard kort, és tetszéleges C pontjabél mint
kozéppontbdl hiizzunk kort az egyik oldallal mint sugérral. Ez ki-
metszi a haromszog koré irt korbdl az oldal masik végpontjat. A
C cstics koril a masik oldalhosszal mint sugarral hiizott kor a ha-
romszog koré irt kort két pontban metszi, ha a hosszabb oldal is
kisebb, mint a hdromszog koré irt kor atmérdje. Egy megoldas
van, ha egyenlé vele, és nincs megoldas, ha a hosszabb oldal na-
gyobb az dtmérénél. Egy megoldas van akkor is, ha a két oldal
egyenld, de kisebb az atmérénél.

Megjegyzés: Szerkesztéskor az egybevagd hdromszogeket nem tekintjik kilonbozéknek.
3. K1 Szerkessziink haromszoget, ha adott egy oldala, a hozza tartoz6 magassaga és a kortlirt kor sugaral

Megoldas

Vegytk fel a kort, és tetszbleges pontjabol, mint kdzéppontbdl, hizzunk kort az adott oldallal
mint sugarral. Ez kimetszi a haromszog koré irt korbdl az oldal masik végpontjat. Az oldalhoz tar-
toz6 magassag a harmadik cstics szamara egy parhuzamos egyenespart ad az oldalegyenestél ma-
gassagnyi tavolsagra. A hdromszog koré irt kor és az egyenespar metszéspontjai a haromszog har-
madik cstcsa. Lehet a feladatnak 0; 1; vagy 2 nem egybevagd megoldasa az adatoktdl fliggden.

m Szerkessziink hdromszoget, ha adott egy oldala, a kortlirt kor sugara és az adott oldalon fekvé
egyik szog!
Megoldas

Vegyiik fel a kort, és tetszéleges pontjabdl mint kozéppontbdl hiizzunk kort az adott oldallal mint
sugdrral. Ez kimetszi a hdromszog koré irt korbdl az oldal masik végpontjat. Mérjiik ezutan az ol-
dalra a rajta fekvé szoget, ez a félegyenes kimetszi a harmadik csticsot a korbél. Ha a szoget
mindkét iranyban ra tudjuk mérni Ggy, hogy a félegyenes messe a kort, két megoldast is kapha-
tunk, ennek feltételét most tovabb nem vizsgaljuk.

m Bontsunk fel egy haromszoget harom egyenld szar( haromszogre!

Megoldas

A kivant felbontast kapjuk, ha a hdromszég csticsait a kortlirt kor kozéppontjaval kotjiuk dssze.
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Az ABC hdromszog beirt korének kézéppontja O. Az AOB< = 150°. Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog
tompaszog!

Megoldas
“;5 — 180°— 150° = 30°. Innen 7 = 120°.

Szerkessziink egyenld szar( hdromszoget, ha adott az alapja és a beirt kor sugara!

Megoldas

Az alapot felvéve, az alap F felez6pontjéban allitott merdlegesre ramérjiik a kor sugarat. Ez a beirt kor K ko-
zéppontja. A kor tehat megszerkesztheté. Azutdn az alap végpontjait 6sszekotve K-val a belsé szogfe-
lez6khoz jutunk, amelyekre tikrozve az alap egyenesét, a szarak egyeneseihez jutunk. Ezek metszéspontja
pedig a harmadik cstics. Megoldhatésag feltétele, hogy az alap nagyobb legyen a beirt kor atméréjénél.

Vélasszuk ki az alabbi allitasok koziil az igazakat! A vélaszokat indokoljuk!

A haromszogbe irt kor kdzéppontja

a) mindig rajta van egy magassagon;

b) mindig a haromszog belsé pontja;

©) nincs olyan haromszog, ahol egybeesik a haromszog koré irt kor kozéppontjaval.

Megoldas

a) Hamis, példaul a 30°-60°-90°-o0s hdromszog derékszogli csticsabdl indulé magassag és szogfelezé nem
esik egybe.

b) Igaz, mert a belsé szogfelez6k metszéspontja.

©) Hamis, szabalyos haromszognél egybeesik.

Mekkorék a haromszog kiilsé szogfelezéi éltal alkotott haromszog szogei?

Megoldas
A hdromszog kiils6 és belsé szogfelezbje merdleges egymdsra, ezért a hdromszog A és B cslicsa és az A és
B csticsbdl indulé kiils6 szogfelezék metszéspontja altal alkotott hdromszog két szoge 90° — %; 90° — g

a+p
7

Az A és B csticsokbdl indul6 kiils6 szogfelezék szoge tehat
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A HAROMSZOGEK OLDALAIT ERINTO KOROK
(OLVASMANY)

Hatdrozzuk meg a hdromszogbe irt kor sugarat az oldalak segitségével!
(Segitség: Irjuk fel az ABC haromszog teriiletét az AOB, BOC, AOC teriiletek 6sszegeként!)

Megoldas

Az AO, BO, CO szakaszok behtzésaval az ABC ha-
romszoget harom részhdromszogre bontjuk fel. Ezek
tertletosszege az eredeti haromszog teriletével
egyenlé: t,,. =t,,o + t,oo T t, o AZ érintési pontba
hizott sugar meréleges az érintére, ezért OC, = r az
ABO haromszég AB oldaldhoz tartozé magassag.

AB- : UL Ar Aol A I PRI
Az ABO hédromszog teriilete t,,, = # = % A masik két részharomszogre is felirhatjuk a

szimmetrikus kifejezéseket, ezért t,,- = % + % + % =r- (%) =r-s. Haaz ABC hé-

romszog teriletét t-vel jeloljiik, akkor a keresett Osszefliggés: r = % (A t terlet mar kifejezhetd
az oldalakkal, a Héron-képlet felhasznalasaval.)
Hatérozzuk meg a haromszog oldalaihoz irt korok su-

gardt az oldalak segitségével!

(Hasonléan: T,, = TABQ + TACQ - TBCQ).

Megoldas
r, /

Az el6z6 példa megoldasi modszerét kovetjiik.

D

Az AQ, BQ, CQ szakaszok behdzasaval az ABQ, BCQ A B . C,
és ACQ hdromszogeket kapjuk. Az ABC haromszog
terllete t,,- = t,,, T L — lyeor A Megfeleld hdromszogekben QC,, QB, és QA, magassagok,

hosszuk egyenlé: r . (Mindegyik a hozzairt kor sugara.) Ez alapjan

c-r, b~ra+a‘ra —r~<b+c_a)=ra-(2552a>=ra-(s—a).

tABC=2+2 2 ~ )

Ha az ABC haromszog tertletét t-vel jeloljik, akkor a keresett 6sszeftiggés: r, = s%a‘ (At teri-
let mar kifejezhet az oldalakkal, a Hérén-képlet alapjan.)

Szimmetriaokok miatt a hdromszog b és ¢ oldalaihoz irt kérok sugara r, = illetve r. = ﬁ

_t
s—b’
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14. NEGYSZOGEK ATTEKINTESE,
OSZTALYOZASA

Az alabbi allitasok kozul melyek igazak és miért?

a) Minden téglalap trapéz.

b) Van olyan deltoid, ami paralelogramma.

¢ Minden trapéz konvex.

d) Ha egy négyszogben van két egyenlé szog, akkor paralelogramma.

e) Ha egy paralelogrammanak van szimmetriatengelye, akkor az téglalap.

) Ha egy négyszogben van két derékszog, akkor az még lehet, hogy nem trapéz.

Megoldas

a) Igaz, van parhuzamos oldalparja.

b) Igaz, példaul a rombusz.

o Igaz, minden szoge kisebb 180°-nal.

d) Hamis, példaul a hdrtrapéz.

e) Hamis, példaul a rombusz.

f) lgaz, példaul deltoid is lehet, de még ez sem biztos.

Egy derékszogl trapéz harom oldalanak hossza x, x és 2x. Mekkorék lehetnek a szogei és a negyedik oldala?
x>0

Megoldas

Harom lehetdség van.
Lehet téglalap, minden szoge derékszog, és a negyedik oldal hossza 2x.
Lehet olyan derékszog( trapéz, melynek két alapja x és 2x, és a magassaga is x. Ennek szogei 90°, 90°, 45°,

135°. A negyedik oldala x+/2 hosszu.
Lehet olyan derékszogl trapéz, melynek egyik alapja és a magassaga x, és a masik szara 2x. Ennek szogei

90°,90°, 30°, 150°. A negyedik oldala xv'3 + x.

Egy derékszogli trapézt az egyik atldja két egyenld szarl derékszogli haromszogre bontja. Fejezziik ki a tra-
péz oldalait a derékszogli szar hosszanak fliggvényében!

Megoldas

Lehet négyzet, minden szoge derékszog, és minden oldala egyenl6 a derékszogl szar hosszaval.
Lehet olyan derékszogli trapéz, melynek rovidebb alapja egyenlé a derékszogli szarral, hosszabb alapja

z z . z 2 o 2 /q P
ennek kétszerese. A nem derékszogl szar hossza a derékszogli szar v 2 -szorose.
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15. A SOKSZOGEKROL

Hany atléja van egy konvex
a) 5 szognek;

b) 12 szbgnek;

©) 29 szognek?

Szamitsuk ki a sokszogek bels6 szogeinek 6sszegét is!

Megoldas

a) 5 szognek 5 atléja van. A bels6 szogek sszege 540°.
b) 12 sz6gnek 54 atl6ja van. A belsé szogek dsszege 1800°.
¢) 29 szognek 377 atléja van. A belsé szogek 6sszege 4860°.

Egy szabalyos hatszog cstcsai kozul hagyjunk el kett6t. Milyen négyszogek keletkezhetnek? Ha-
tarozzuk meg a keletkezé négyszogek szogeit!

Megoldas

Keletkezhet téglalap, minden szoge 90°.
Keletkezhet szimmetrikus trapéz, melynek szogei 60°, 60°, 120°, 120°.
Keletkezhet deltoid, melynek szégei 60°, 120°, 90°, 90°.

Mekkora szdget zarnak be egy szabélyos nyolcszog egy csticsbol
indulé atloi?

Megoldas

A tengelyes szimmetria miatt csak harom szoget kell megadni.
A szabalyos nyolcszég minden bels6 szoge 135°-0s. A legrévidebb
atl6 az oldallal 22,5°%-o0s szoget zar be. A kovetkez6 &tl6 egy trapézt
vag le, ezért ennek szoge a legrovidebb atléval szintén 22,5°, mert
ez az oldallal bezart szognek valtészoge. Végil a leghosszabb atlé
felezi a szabalyos nyolcszog belsé szogét, igy az oldallal bezart
sz6g 67,5°. Ebbdl levonva az eddigi 45°-ot, a harmadik szogre is
22,5° marad.

Egy szabdlyos sokszognek 54 atléja van. Mekkora a sokszog egy szoge? Van-e a sokszognek szim-
metria-kozéppontja?

Megoldas
nin—3) _

7=
zatédra bontani Ggy, hogy az egyik tényez4 3-mal nagyobb, mint a méasik. Ennek a 9-12 = 108

szorzat tesz eleget. A szabalyos sokszog tehdt 12 oldald, igy van szimmetria-k6zéppontja. A sza-
balyos 12 sz6g minden szoge 150°.

54. Kett6vel beszorozva azt kapjuk, hogy a 108-at kell két természetes szam szor-

Hany oldala van annak a konvex sokszognek, amelyre igaz, hogy belsé szogei 6sszegéhez hoz-
zaadva egyik kilsé szogét 1500°-ot kapunk?
Megoldas

Konvex sokszog belsé szoge pozitiv, de kisebb mint 180°, ezért a kiils6 szogére is ez igaz.
1500° = 8 - 180° + 60°, tehat a sokszdg 10 oldald.
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16. MUVELETEK RACIONALIS SZAMKORBEN

m Szamitsuk ki az alabbi m(iveletsorok eredményét!

a)5+3:-8—-4:2; Megoldas: 27;

b) 3 —24:8+25-4-10% Megoldas: 0;

©) 0,24 :2°~0,03 +2,5-0,4 + 3% Megoldas: 10;

d) (4126 — 794)-3; Megoldas: 9996;

e) 76 +24:4; Megoldas: 82;

) (76 + 24): 4; Megoldas: 25;

g 126 +58—-12:4; Megoldas: 181;

h) 56 — 123 + (4 + 28) : (—20). Megoldas: —68,6.
m Keresstink a kilonbozéképpen megadott szamok kozott egyenlSket!

a) (3-2)% Megoldas: 36;

b) 3-9—-13% Megoldas: 18;

o (2" =2%:2)-(42-2%); Megoldas: 0;

d) 3-(9 —3%); Megoldas: 0;

e 3%-2; Megoldas: 18;

H(2°+3-2-4)-(2-2?% Megoldas: 48;

g 3-2% Megoldas: 12;

h)3%.2-3-2; Megoldas: 12;

) 3-(3-2-2); Megoldas: 12;

) 1011 —=8)*-(1 + 3)°. Megoldas: 1440.

Egyenlk: 18 =B=F0=C=D;12=G=H = 1.

Mdiveletsort Ggy készitettiink, hogy lefrtuk a pozitiv egész szamokat 1-t6l 2008-ig egymas mellé, majd bar-
mely két szomszédos szam kozé +, vagy — jelet irtunk.
Szamitsuk ki a miiveletsor eredményét, ha
— mindenhova + jelet irtunk; Megoldas: 2 017 036;
— valtakozva irtunk + és —jelet, az elsé + jel volt! Megoldas: 1006;
Otlet: A méasodiktél kezdve 2-2 tag dsszege —1.

Véltakozva irtunk + és — jelet, az elsé — jel volt. Megoldas: —-1004;
Otlet: Az els6tdl kezdve két szomszédos dsszege: 1.

Viltakozva irtunk két + és egy — jelet, az elsé + jel volt. Megoldas: 671 007 + 1 = 671 008.
Otet: 1T+ 2+3-4)+G5+6-7)+(@+9-10) + ... + (2006 + 2007 — 2008) =
=1+ 1)+ @)+ 7))+ ...+ (2005).

m Az alabbi tortek bévitése vagy egyszer(isitése sordn hibdkat vétettiink. Keressiik meg és jeldljik meg a he-

lyesen elvégzett tortbvitést, illetve -egyszerdsitést! A rosszakat javitsuk kil Példdul % = % rossz (mert ha 2-

vel bévitettiink, akkor % = %-ot kapunk).

11 121 z 200 4
3 27 = 7396 Megoldas: 11-gyel bévitve a helyes eredmény:

11 _ 121

44 < 484
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2 _ 4. fee 9 noao 2 _ 4 ) nono . 2_ 6
b) 3=9 Megoldas: 2-vel bévitve: 3= Vagy3 mal bévitve: 39
0212, Megoldas: J6 a bovités.

5 15

7 _ 49 ‘e w7 _ 49 3 s, 7 _ 35
d) T =55 Megoldas: 7-tel bévitve: £ =35, vagy 5 tel bévitve: £ =5z

Zsebszamol6gép haszndlata nélkil dontsiik el, hogy az aldbbi két szam koziil melyik nagyobb!

K2a)A=f,  B=-
Megoldas
Mivel 1 —%:%éﬂ —%:%/ezértA < B.
Mésmédon:A:%:%<%:%:B.
K2 b) C=53-, D=1
Megoldas
Mivel 1 _%:% és 1 —%5—81, ezért C < D.
Mas médon: C = 1%91930 < % = % =D.
ST 1)
Megoldas
Mivel —%:ﬁéﬂ —%: 20111,ezértE< F.

2009 _ 4040099

2010 _ 4040100 _ F

Més médon: E = 2010 ~ 4042110

2011~ 4042110 —
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17. OSSZETETT MUVELETEK RACIONALIS
SZAMKORBEN

Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések pontos értékét!

23 (8 5, 3).13_ 4s:

a) 4 (12 6+18)' - Megoldas: 0.
3_,)_18_ -

b) (2—2) —37 = Megoldas: 1.
3 _3 ).(_l 3,72 4s:

c (4+7,5 >+0,25 2+4,3+2+10 = Megoldas: 36.
2 4 _ 4q:

d) 5535 = Megoldas: 6.

Hatarozzuk meg, hogy az alabbi muveletsorok eredménye melyik esetben lesz negativ egész szam!

a) (%+(—%)2) : (2%—(1 +%)2) = Megoldas: %
321 (3 =324

b) ) +§ : ( 2) (%3)2 L Megoldas: %

o) (2’+0,1 +%):(%+0,1 +%): Megoldas: 1.
(0,5+%—0,25): 0,25 %) 7
43 1-2) 6

d) —7 :( _2>2 (=5)* = Megoldas: —=.

3 3
e (1 +%)-(1 +%)-(1 +%)~(1 +%)-(1 +%)= Megoldas: 2.

Ezen feladatok megoldasai kozil egyik sem negativ egész szam.
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KITERJESZTESE
m irjuk fel egyetlen szam hatvanyaként!
27777775112 Megoldas: 7°.
4 4 4 4 4 4 L [4)\°
o) (=3):(=3)-(=3)-(=3)-(=3) = Megoldas: (—3)°.
d—2:2:2:2:2222= Megoldas: —(2°).
€ 2-2:2:3:3:3:-2:3 = Megoldas: (2-3)* = 6*.

m irjuk fel az aldbbi hatvanyokat szorzat alakban, és szamitsuk ki a hatvanyértékeket!
a) 3% 4+ 5%

Megoldas: 3-3-3 =27;
4-4-4-4 = 256;
5-5-5=125.

b) (5 —8)*: (2° + 52 (24— 2.7°3),

Megoldas: (-3)-(=3)-(-3)-(-3) = 87;
33-33 =1089;
10-10-10-10-10 = 100 000.

3. K2 Mi az utolsé szamjegye az aldbbi hatvanyértékeknek?
: a) 25. 26. 27. 28. 215. 228. 2100. 22222.
Megoldas

A hatvanyvégzédések periodikusan ismétlédnek: 2, 4, 8, 6, 2, ...
2°=.2; 2°=..4; 27=.8; 2°=..6; 2"=.8; 2®%=..6; 2'"=.6;
2222 = 4.

b) 355; 3200, 3200, 32, 12325,
Megoldas
A hatvanyvégzédések periodikusan ismétlédnek: 3,9, 7,1, 3, ...
3% = 7, 30— 1, 320 9. 23%= 7. 123%'= 7.
o) 27%.
Megoldas

A hatvanyvégzédések periodikusan ismétlédnek: 7,9, 3,1, 7, ...
27% = ..3.

m Szamitsuk ki kovetkezé hatvanyok értékét!
a) 27 4% 5% 107 107

Megoldas
s_ 1, 3_ 1, 2 _ 1. a_ 1. 4 _ 1
27=5yi AT =g 5 =95 100 =551 107 =35000
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b

Megoldas
1

= 64; %=3125; %:1000; %:112.

(%)72:49; (;)75:3125; 0,272=25; 0,17°=100 000.

Megoldas
2\ _ . 16)’4_58_390625, 1 1
(?) = 6,25 (ﬁ _(4) ~ 65536 ' (1)*3_8'
2
2
6)7 3y*. _5° 102, 5
e) (_g) ’ _(Z) ’ _W/ 10_2, T
4
Megoldas
2
(_Q)_2_2_5 _(i)_z__ﬁ. 52 __ 1 . 107
5/ 7 36’ 4) = 97 10 = 12507 102
1

m Irjuk fel negativ kitevj(i hatvanyként az aldbbi szamokat!
a) & b 25

25; ?; ?

Megoldas

%=2_5, %=3_8/ 25'%=52 57 =57

2 . 2 6 . 1
b33 2500 162’ (1)—5

10

Megoldas

2 _ -4 2 _ 1 3. 6 _ 3 _ 31 q-4_ 93
32720 250°7125°° 7 Te2 8103 T3

¢ 0,01; 0,00001; 0,0000001.
Megoldas
0,01 =107 0,00001 =107, 0,0000001 = 107.

—4
=800 000; 2, =5
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-7

s 120 (2)70 1. 5. Y
a) (2x)7%; X % (7), — 57 =
Megoldas: (2x)7° = (21)5 X #0;
1 - 1
§X2=? X#O,
2\ 7V
2 =)
1
F=y4?
5x‘3—% x#0;
YT 25 4
572 y7
2.5 925 (3). 16 (207"
b) 5a™*-a>; 9°-b (b)’ 775 C TSRk

Megoldas: 5a7-a’ = 5a’;
92~b5~(é)_4: 9%.b*-b* — b

b
16

34

; 2.0t _ 25 ¢ 6

125 ¢

o x-(2x72 + 4x7).

(5-0)2 52%c*

Megoldas: x-(2x2 4+ 4x") = 2x'+ 4x° =

2
2+4,

m Alakitsuk at a kovetkezd kifejezéseket tigy, hogy ne tartalmazzanak negativ kitevét!

x # 0.
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19. A HATVANYOZAS AZONOSSAGAI,
A PERMANENCIAELV

m Végezziik el a kovetkezé miveleteket, és a végeredményt adjuk meg egyetlen szam hatvanyaként!

a) 3°-(39)" 3% Megoldas: 3'¢;
(11°)°
b) ST Megoldas: 11-3;
7)4 28
o %, Megoldas: % =27
221 »
d) ek Megoldas: 23;
322'93 . 322' 36
e ) 37 Megoldas: 337 = 3.
Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értékét!
K1 a) 24-53; Megoldas: 2000;
K1 b) 2 Megoldas: 37 — 3.
16 / egoldas: (32)16 =
6
K1 ¢ > ;75 ; Megoldas: %;
3”437, <. 37(1 +3)
K1 d 7, Megoldas: =— "2 =9:
) 3" 8 39(1 + 3)
210.512 + 2‘]2. 510 . 210' 510(52 + 22) 29
K2 e) 1012 ; Megolda.s: 212—512 = m,
4 105 3 110 1 . 2210' 3110 35 243

3. K2 EgyszerUsitsiik az alabbi torteket!
. 6650
1104 (521207

. 6650 650 ) 1150 650' 1 1 50 650
Megoldas: = = — )
§ 119 4+(52- 1217 1174+ 57-11°0 7 1190 (1 +.5%) ~ 1457

b 53"+ (39" _

4 277
— 24 3
ldas: 53"+ _5.3743% 395341
Mego das: 2727 381 = 16 3% =
(2°—2%). 16-

3 3

“ Tegyik ki a <; >; = jelek valamelyikét gy, hogy igaz allitasok legyenek!
K2 a) 8 2341,

Megoldas: 8% =27 > 234,413 — 960
K2 b) 7' 710 7150

Megoldas: 7% < 7%,
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K2 ¢ 3°-3° 3%-3042-3"%

Megoldas: 37 = 32.3942-37=3"4+2-3"=3"(1 +2)=3".
aoll) 2
Megoldas: é—z < 2;
E1 e) 24% 3461336.
Megoldas: (2°-3)"* = 2138.3% (2222362)36,
(2%.3%). 2% (2%0.3%).3%;
2% = 4% > 3%,
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20. SZAMOK NORMALALAKJA

irjuk fel a kovetkezé szamokat normélalakban!

a) 618; 5437; 1008;  —456 000; 1 000 000.
Megoldas
618 = 6,18 - 10%; 5437 = 5,437 -10%; 1008 = 1,008 - 10°%;
—456 000 = —4,56 - 10°; 1000 000 = 1-10°.
b) 0,235; 0,0087;  -0,000 301; 0,000 000 01; ~ -0,0002.
Megoldas
0,235 =2,35-107; 0,0087 = 8,7 -107%; —0,000 301 =-3,01-107%;
0,000 00001 = 1-10%;  —0,0002 =—2-10"*.
0 60. 4000,  _ 6 . 1400
8’ 25 7 1507 3 -
Megoldas
60 _ 5 1m0, 4000 _ 1 . qn2. 6 _ o2 1400 _ 4 ;o402
% =7510% S5 =1,610% Teg =—4 107 ST =4,6-10

A hatvanyozés azonossagainak felhasznalasaval végezziik el az aldbbi mdveleteket, a végeredményt nor-
malalakban adjuk meg!

a) 630000 -(—120 000 000) = Megoldas: —7,56 - 10",
b) 24 000 0002- 480 000 000 000 = Megoldas: 2,7648 - 10%°.

¢) _5600000000°  _
700 000 000 000

d) 0,000 000 022 41 - 645 000 000 000 = Megoldas: 1,445445 10
e) 0,000 000 455 -0,000 000 642 -3 650 000 000 = Megoldas: 1,0662015 - 10™°.

Megoldas: 3,584 -10°.

Végezziik el a kijelolt mUveleteket, és a végeredményt adjuk meg normalalakban!

K1 a) 3,5-107°-2,5-10°-4-10° = Megoldas: 3,5-10".

K1 b) 6,25-10"-4-107-5-10° = Megoldas: 1,25 10°.

K1 ¢ (1,8-10°)*-6-10°-(2,5-107)" = Megoldas: 1,215-10°.
. 7. . 6

K2 o) &3 10084100 Megoldas: 1,2 10%.
(2,1-107°)

4,5-107%-7,2-10°

K2 e 22510736107 Megoldas: 4-10".

K1 ) 10°+10*+10° = Megoldas: 1,11-10°.

K1 g 2,5-10°+4,3-10°-2-10° = Megoldas: 2,928 -10°.
K2 h) 6,8 -10+3,2-10°-3-107 = Megoldas: —2,288 - 107

Ellendrizziik az eredményeket szamol6géppel!

Hény molekula van 23,56 mol oxigénben, ha egy mol 6,02 - 10> db részecskét tartalmaz?
Megoldas

N = 23,56 -6,02-10” db = 1,42 -10” db részecske van 23,56 mol oxigénben.
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A fény sebessége 300 000 km/s. Szamitsuk ki, hogy a fény mennyi idé alatt ér el a Naptél a
lecke 1. példajaban megadott bolygokig!

Megoldas
Felhasznéljuk azt az ismeretet, hogy az id6 kiszamithaté a sebesség és s tavolsag ismeretében.

S A , . A .
t =, ahol taz idd, s a tévolsdg (megtett Gt) és v a sebesség.

s 5,79 10" km

Merkir: 58 000 000 km ~ 5,79 - 107 km; t==2~"1""——-—— =193 sec;
v 5 km
3-10°0 —
sec
Vénusz: 108 000 000 km ~ 1,08 - 108 km; t ~ 360 sec;
Fold: 150 000 000 km = 1,5 108 km; t ~ 500 sec = 8,3 perc;
Mars: 228 000 000 km = 2,28 - 10% km; t= 760 sec~ 12,7 perc;
Jupiter: 778 000 000 km ~ 7,78 - 108 km; t =~ 259 sec ~ 43,2 perc;

Szaturnusz: 1 426 000 000 km = 1,426 - 10° km; t~ 477 sec~ 79,4 perc = 1,32 h.

A fényév az a tavolsag, amelyet a fény egy év alatt tesz meg. Vigyazat, a neve beugraté, mert a
fényév nem id6-, hanem tavolsagegység!
Egy fényév hany km?

Megoldas

1 sec alatt 300 000 km-t tesz meg a fény.
1év=365nap =8760h = 3,1536- 107 sec.

s =v-t= 300000 l;e—ncl' 3,1536 - 107 sec = 9,46 - 10" km-t tesz meg a fény egy év alatt, tehét:
1 fényév~ 9,46-10" km.

A Sziriusz a legfényesebb csillag az égbolton.
a) Hany km-re van a Foldtél a Sziriusz, ha 1 085 000-szer tavolabb all téliink, mint a Nap?

Megoldas: A Nap-Fold tavolsag 1,50 -10° km, igy a Sziriusz—Fold tavolsag:
1085000-1,50-10% =~ 1,63 -10™ km.

b) Hany év alatt ér ide a fény a Sziriuszrél?
a4
Megoldas: t = é =~ 1,63 10" km =5,43-10% sec = 17,2 év.

300 000 XM
sec

¢) Hany fényévnyi tavolsagra van télink a Sziriusz?
Megoldas: A Sziriusz 17,2 fényév tavolsagra van téltnk.

Az Amazonas atlagos vizhozama vilagelsé, masodpercenként 220 milli6 liter vizet szallit.
a) Hany liter vizet szallit az Amazonas egy év alatt?

Megoldas: 1év = 3,1536-10" sec.
A vizhozam egy év alatt 2,2 - 10°-3,1536 - 10 liter = 6,94 - 10" liter.
b) Hasonlitsuk ssze, egy év alatt hanyszor tobb vizet szallit az Amazonas, mint a Tisza! A Tisza

vizhozama 4000 m* masodpercenként.

106 i
220-10 llter_55

Megoldas: 4000 m’ = 4 000 000 liter = 4-10° liter. e =
4-10° liter

Az Amazonas 55-sz0r nagyobb vizhozamd.
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A SZAMOLOGEPEK SZAMABRAZOLASA
(OLVASMANY)

. 222221 4 333331,
Melyik nagyobb, A_ vagy B, ha A, = 559993 € By = 3333377

Hasonlitsuk 6ssze a megfelel6 A, és B, A, ésB_, ..., A, és B, értékeket is!

Megoldas
A nagyobb sorszam tortek szamolégéppel mar nem hasonlithatok ('jssze

—1 B, = Mindkét tor-

2 1 3x+1

Jeloljuk x-szel a (k + 1) darab 1-esbél all6 111...1 szamot! Ekkor A, =

_ x=DBx+1D 5 _ Bx=2)2x+1)
2x+DCx+1D" 7k Bx+D2x+ 1D’
1
2x+1DCx+ 1’

tet bévitve: A, = A szorzésok elvégzése utan a két szamlalo

ox? —x -1, illetve 6x* —x — 2 alaki. A - B, = tehat A, > B,.

Gépunk szerlnt = = .142857143. irassuk ki a .142857143 — l értéket! Milyen eredményt kapunk, s ezt
hogyan magyarazhatjuk?

Megoldas

A kiirt érték nem nulla, hanem (az adott szimol6géptdl fliggd) pozitiv szam. Ennek az az oka, hogy a gép

altal az ; értékére kifrt .142857143 nem pontos, hanem (felfelé) kerekitett szam.

Anna gépének kijelz8jén a .333333333 érték szerepel. Ezt szorozza 3-mal, mire a gép valaszul kiirja az 1-
et. Anna ezutén beirja a .333333333 szamot, s ezt Gjfent 3-mal szorozza. Most viszont eredményil a
999999999 szamot kapja. Hogy lehetséges ez? A gép rossz, vagy Anna egy blivészmutatvanyat lattuk?

Megoldas

Anna trikkje az, hogy el6szor az 1/3 mvelet (a gép dltal kiirt .333333333) értékét szorozta
3-mal, aminek eredménye 1 lett. Masodszor viszont a ,normal” .333333333 haromszorosdra természete-
sen .999999999-et kapott.
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21. EGY- ES TOBBVALTOZOS ALGEBRAI
KIFEJEZESEK, HELYETTESITESI ERTEK

Matematikai tanulmanyaink soran hol talalkoztunk a fejezet elején szereplé algebrai kifejezé-
sekkel? Mit hatdrozhatnak meg ezek a kifejezések? A betlik mely szdmhalmaz elemeit helyette-
sithetik?

Megoldas

Tobb helyes valasz is elképzelhetd.

abc: Példaul a téglatest térfogatanak kiszdmitasa, élek: a, b, ¢, pozitiv valés szamok.

100a + 10b + c. Példaul a haromjegy(i szamok éltalanos alakja tizes szimrendszerben. A bet(ik:
szamjegyek.

kc: Két tetszéleges szam szorzata.

4k + 3: Példaul: Néggyel osztva 3 maradékot adé szamok. k € N*.

r’zm:  Példaul: A henger térfogata, r, m pozitiv valés szamok.

2a + 2b: Példaul: A téglalap kertilete, a, b pozitiv szamok.

X + r4 4 Z 7z ’ . . , ,
5 Y . Példaul: Két szém szamtani kozepe, x, y valés szamok.
ﬁ: Példaul: Harom szam osszegének reciproka, a + b + ¢ # 0, valés szamok.

¢ Példaul: A sebesség meghatdrozasa, a megtett dt, eltelt ido fiiggvényében.

a?*': Példaul: Pératlan egész kitevés hatvany, a € N*, k € N.

a,+ (n — 17)d: Példaul: Szamtani sorozat a_ tagja, a, és d valdés szamok, n € N™.

Ertelmezziik a kifejezéseket a valés szamok lehet6 legb6vebb halmazan! Adjuk meg a kifejezé-
sek értelmezési tartomanyat!

a) (a—b+c); Megoldas: a€R, b €R, ceR.

ax . 2qe .
b) B=9B3) Megoldas: a e R, x €R, b € R\ {2; -3}.

o) %; Megoldas: s R, t € R\{0}.
d) 3k+1; Megoldas: k € R.
e) (e—1N". Megoldas: ecR, feER, meN", hameZ m<0=e#f.

Szamitsuk ki a kifejezések helyettesitési értékét! Mely szamok nem tartoznak az értelmezési tar-
toményba?
a) a’—b* haa=15b = 14.

Megoldas: a’—b’=29,a€R, beR.

2 XZ_ 2
b) (Hyy) hax = 2007, y = 7002.

22
Megoldas: 2(%;/) =-9990, xeR, yeR x#—v.

irjunk fel egy-egy algebrai kifejezést a szévegnek megfeleléen!
a) Havonta c Ft jovedelembdl mennyi marad meg év végén, ha havi kiadasunk k Ft?

Megoldas: 12c — 12k = 12(c — k).

b) Az n szam 7-tel osztva 5-6t ad maradékul.

Megoldas: n=7k+5, keZ,vagyn=71-2,1€Z.
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©) Az f szdamnal 15-tel kisebb szam négyzetének harmada.
2
Megoldas: w, feR.

d) A p és g szamok dsszegének reciproka.

1
p+q

Megoldas: pER, geER, p#—q.

e) Ar éss szamok reciprokanak osszege.

Megoldas: %"'%/ reR, seR, r#0, s#0.
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22. EGYNEMU KIFEJEZESEK SZORZASA,
OSSZEVONASA, POLINOMOK

Melyek az egynemdi kifejezések a kovetkez6 egytagl kifejezések kozott?

a) —2ab’; 3,2ab; %azb; 17ab; 9a’b; —7ab; %ab2; —5a’b.

Megoldas: Egynemiek: —2ab’, %abz.
Egynem(ek: 3,2ab, 17ab, —7ab.
Egynem(iek: %azb, 9a*h, —5a’b.

2 2
b) 3x’yz; —4xy’z; 53xyz; 2,4>5<yz; 7%-x%yz; (%) xyz®;  —15x%yz;
_ 2
3xyz; %; 5xy’z;  —3,6xy°z.

Megoldas: Egynemdiek: 3x°yz, 7°-x’yz, —15x°yz.

Egynemiek: —4xy’z, , 5xy’z, —3,6xy°z.

2,4xy’z
5
Egynem(ek: 53xyz, 3xyz.

—xyz’
5

2
Egynemdek: (%) “xyz*,
Valasszuk ki az aldbbi kifejezések koziil az egytagtiakat! Hatdrozzuk meg az egytagt kifejezések
egyltthatojat!
a) 2a+b; —5x%; 0,6x-x; —% +y; a’—b*

Megoldas: Egytagl: —5x°, egyitthat6: —5.
Egytagd: 0,6x%, egyitthato: 0,6.

b) 3a°+b-b; 1Toxcyy; =X’ +y; —xyxy; 5xy.
10
T
Egytagl: —xyxy, egyutthato: 1.

Megoldas: Egytagu: 1Toxcyy, egyltthato:

Egytagt: 5xy, egyitthato: 5.

¢) ab +c; eT'f; 2a+2b; 3xxb+c* —3ab’c.

ef 1
2 2°
Egytagli: —3ab’c, egyitthat6: —3.

Megoldas: Egytagu: , egyltthato:

Végezziik el az alabbi egytag kifejezések szorzasat!

K1 a) x*-x°; Megoldas: x°.
K1 b) 5a°-2a%; Megoldas: 10a°.
K1 o %y&y“; Megoldas: 5y°.
K1 d) %XS%XO; Megoldas: 8x°.
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K2 e (—4x°)-(=7x")(3x%);
K2 0 (6a’bh)-(—3a°bh%);
K2 g (=5bc?)-(4b%c);
21 132

K2 h) ﬁx8y4~%xsy8;
K2 i) —2a6-6a4~(—%a3);
K2 j) 4d%’-(-8e*d’);
K2 k) (—SX”)-(—%X””);

K2 1) (x””)-(—%x””).

Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:

Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:

Megoldas:

Megoldas:

m Végezziik el az 6sszevonasokat a kovetkez6 kifejezésekben!

a) 5x —4x — 9x;

b) 6a —(~12a) + 21a — 7a;

o 11y* —(=5y?) — 25y%;

d) 8xy — 5xy + 12xy;

e) 1,4x°z — 3,6x°2 + 5,7x°z — (—6,4x’2);

) 15abaa — 17a*b — 5a’ab + 21ba’;

g 5a’b*+ 7b’a’ — 4a’b*a + 3ab’a’ + 175ba’ab.

Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:

Megoldas

—8x.
32a.
=9y~.
15xy.
9,9x°z.
14a’b.

: 186a°b*.
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23. POLINOMOK FOKSZAMA, EGYENLOSEGE,
ZERUSHELYE

Hatarozzuk meg a polinomok fokszamat!

a) %a; Megoldas: fokszam: 1.
4x° - ‘o
b) = Megoldas: fokszam: 3.
© 14a°+ 7a* —a; Megoldas: fokszam: 5
d) p’q*+3p° — 4q°. Megoldas: fokszdm: 7.

Keressiik meg a polinomok zérushelyeit!

a) a(x) =4 -3x; Megoldas: a polinom zérushelye: %
b) b(x) = %x; Megoldas: a polinom zérushelye: 0.
o clx)=x*—1. Megoldas: a polinom zérushelyei: 1; -1.

Hatdrozzuk meg az alabbi polinomokban a hianyzé egyiitthatékat Gigy, hogy a két polinom
egyenld legyen!
a) x>+ 3x—5=23x—5—ax’; a=.

Megoldas: a =—1.

b) —3x*+6x’—4x+1=6x—ax* + bx*— 4x + 1; a=, b=.
Megoldas: a =3, b=0.

Szamitsuk ki az alabbi polinomok helyettesitési értékét a megadott helyeken!

a) (5x% = 3y?) + [~ (x* = 2xy + y?) + (5x* = Sxy + 2))]; x=1; y=2.
Megoldas

(552 = 3y?) + [~ (x* = 2xy + y?) + (55> = 5xy + 2%)| = 9 — 3xy — 2%

sy 2 o2

2,2 122

1 2 5 1 1
b) (—jxy —§xy+€x2y2+2)—(x2y2—§xy +ﬁxy—4); x=—4; y=5.
Megoldas

2.2 1.2 2 _ 1,22

ey 2, 0500 9) (221 i_)f _3
(—2xy XY+ XY +2) (xy XY Xy —4) = gXy = Xy + 6.
A helyettesitési érték: 3?7
Dontsuk el, hogy az aldbbi polinomoknak a megadott szdamok koziil melyik zérushelye!
a) p(x) =x*—5x + 6; x=0; 2; 4; 3.
Megoldas: x,=2; x,=3.
b) p(x) = 2x* + 6x> — 6x — 6; x==3; =1, 0; 1; 2.
Megoldas: Egyik szam sem zérushelye a polinomnak.
0 p(x)=x>—2x—3 —(2x — 4x* + 13); x=0; 2; =2; 3; —4.

Megoldas: x,=2; x,=-2; x,=—4.
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Tekintstik a kévetkezé polinomot: p(x) = x* + x* + 2x* + x + 20.
Igaz-e ra az allitds? A p(x) polinom barmely pozitiv valés szamra pozitiv értéket vesz fel.

Megoldas

Az éllitas igaz, mert ekkor az 6sszeg minden tagja pozitiv.
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24. MUVELETEK POLINOMOKKAL

Végezziik el a kovetkez6 dsszevonasokat!

a) 32a —(17a + 22b); Megoldas: 15a — 22b.
b) 12x — (8y + 5x); Megoldas: 7x — 8y.

c) (23a +45b) —(18a — 7b); Megoldas: 5a + 52b.
d) (9a* — 5a) — (112’ — 7a). Megoldas: —2a* + 2a.

Bontsuk fel a zardjelet, és végezziik el a lehetséges 6sszevonasokat!
K1 a) (1,7xy — 2% + 7,5xy*) — (1,8xxy — 5,7y’x + 2,5xy).

Megoldas

—14xy — 3,8x%y + 13,2xy”.

K1 b) (3a°bh — 13b*) — (7a°b + 6b?).
Megoldas
—4a’h — 19b°.

K1 © (2xy — 31xz — 23yz) — (7yz — 16xy + 12xz).
Megoldas
18xy — 43xz — 30yz.

K2 d) (4r%s + 8rs®> — 13rs) + (3r’s — 6sr?) — (=7sr + 5r%s — 11rs?).
Megoldas

—4r%s + 19rs* — 6rs.

K1 e (8x —3y)— 5(4x — 3y) + 2(3y — 7x).
Megoldas
(8x — 3y) — 5(4x — 3y) + 2(3y — 7x) = 8x — 3y — 20x + 15y + 6y — 14x = —26x + 18y.

K2 /) 3 =2+ 4x = 3) + 2(=3x + 52 = 9x + 7) = 3(2¢* = 52 + 8x — 1).
Megoldas
B =2 +4x—3)+2(=3x + 5= 9%+ 7) = 3(2x°* = 5x* + 8x — 1) =

=3 -2+ 4x—3 -6+ 10x* = 18x + 14 — 6> + 15x> = 24x + 3 =
=—-9x% 4+ 23x* — 38x + 14.
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25. NEHANY NEVEZETES SZORZAT

m Végezziik el a kovetkezé miveleteket!

a)
b)
o)
o))
e

)

8
h)

)

(x+y)%
(a+3)%
(y =17
(2b — 3)%;
(5d + 1)%;

(5-2

(—=x = 2)%

Megoldas: x* + 2xy + y’.

Megoldas: a* + 6a
Megoldas: y* — 2y
Megoldas: 4b° — 1
Megoldas: 25d° +

2

+9.
+ 1
2b +9.
10d + 1.

Megoldas: - — 2a + 4.

4
Megoldas: x* + 4x
Megoldas: 9a* - 3
Megoldas: 16b* +
Megoldas: 25x*y?

+ 4.
0a’ + 25.
24b° + 9b%.

—10x% + 1.

Megoldas: 49m*n’ — 70m°n’ + 25m*n*.

Megoldas: <> 2 x°y?

Megoldas:

+ 2y + i><2y4.

12184 44 6 s 19646
4945 T 345t g7

Alakitsuk at az alabbi haromtagl 6sszegeket kéttagt dsszeg vagy kiilonbség négyzeteként!
Megoldas: (x — 1)°.

Megoldas: (y + 3)°.

Megoldas: (m — 10)*.

Megoldas: (3z — 8)°.

K1
K1
K1
K1
K1

K2

K1

K2

K2

a) xX>—2x+1;

b) y*+ 6y +9;

¢ m?—20m + 100;
d) 922 — 48z + 64;

e) 25j% + 20ij + 4i*;

36 22 9 9 2.
f —7ab+ﬁb,

Y% —8y2+16;

h) x4 x+

6 4
i) n —5n m+25

2

Megoldas:

o
+
N

Megoldas:

N[Oy
O
|

Megoldas:

w

<
+
N[—=

Megoldas:

Megoldas: (5n —

—  — —~  —— —~
~
o
|

N

ENo¥)

—_— —
()

~
o ™
~——— *
N

()

mlw
3

=
. N

Alakitsuk teljes négyzet és egy konstans tag 0sszegére az alabbi kifejezéseket!
Megoldas: (x — 4)°.
Megoldas: (x — 4)* -3
Megoldas: (x — 3)* + 2.
Megoldas: (x — 7)* —

K1
K2
K2
K2

K2
K2
K2

K2

K2

a) x*—8x + 16;
b) x*—8x+ 13;

o x*—6x+11;
d) x*— 14x + 40;
e x> —3x+2;
) x>=11x + 16;
g X’ +7x+5;
h) x2+%x+2;
DX Lx+1.

Megoldas: (x - é)2 -1

Megoldas:

(
Megoldas: (x +
Megoldas: (

(

Megoldas:



a) (x=Dkx+1);

b) (y +5)(y -

5);

c) (2a—3)(2a + 3);
d) (2x — 5y)(2x + 5y);
e) 7m*=2)(7m* + 2);

0 (r+ )3y -3

2 (4x’ —

)

(

h) (%a—7 )( a+§b
(2
(

5x) (4x° + 5x)

,5+a%)(2,5—a%;

) (6x?y + 1)(6x%y — 1).

)

Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:

Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:
Megoldas:

Megoldas:

m A tanult nevezetes azonossagok felhasznalasaval bontsuk fel a zaréjelet!

X =1
y*— 25
4a’>—9.
4x* — 25y°.
49m* — 4

16 -
9y_25y

16x° — 25x2.

1.2 2
g4 ——b

25. NEHANY NEVEZETES SZORZAT
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26. AZ AZONOSSAGOK ALKALMAZASA

Szamitsuk ki a tanult azonossagok felhasznaldsaval a kovetkezd szorzasokat, kivonasokat!
K1 a) 98-102; 75-65; 51-49.
Megoldas

98-102 = (100 — 2)(100 + 2) = 100° — 2° = 9996;
75-65 = (70 4+ 5)(70 — 5) = 70> — 5% = 4875;
51-49 = (50 + 1)(50 — 1) = 50% — 1% = 2499.

K1 b) 0,8-1,2; 307-293; 9,9-10,1.

Megoldas
Az el6z6, a) feladat alapjan:

0,96;  89951;  99,99.
K1 ¢ 48%— 382 1652 — 352,
Megoldas

Az el6z6, a) feladat alapjén: a>—b* = (a + b)(a — b).
482-382=860:  165%— 352 = 26 000.

2 2 2 2
K2 d) 312— 292; 7682— 5422.
437 =41 4587 — 232
Megoldas

317—=29* _ (314+29)(31—=29) _ 120 _ 5.

437417 (43+40(43—41) 168 ~ 7’
768° —542° _ (768 + 542)(768 — 542) _ 1310-226 _ 131
69

458°—232° (458 +232)(458 —232) 690226
2 E1 Végezziik el a kovetkezé miveleteket!
a) (x+y+2z)5 Megoldas: x* +y* + z* + 2xy + 2yz + 2xz.
b) (x + 2y +z)%; Megoldas: x* + 4y* + z* + 4xy + 4yz + 2xz.
o (x+b+5) Megoldas: x* + b’ + 25 + 2bx + 10b + 10x.

Megoldas: a’y’ + b*x* + % — 2abxy — bx + ay.

2
’

d) (ay — bx +%)

e) (2m —3n + 1% Megoldas: 4m’ + 9n’+ 1 — 12mn — 6n + 4m.
f (6a+5b—c)*; Megoldas: 36a” + 25b” + ¢’ + 60ab — 10bc — 12ca.
g (C+x+1% Megoldas: x* + x>+ 1+ 2x’ + 2x + 2x°.
2
h (104 204 9) . Megoldds: 1x°+ 2 + 4x' + 9¢* + 36x" + 81.

3. K1 Egészitsiik ki az alabbi egyenléségeket Ggy, hogy igazak legyenek!

a) k—y? + =x+y?; Megoldas: 4xy .
b) x> =10x = (x — 5)? — ; Megoldas: 25 .
cat+b?=(a+b)?- ; Megoldas: 2ab .
d)a*+b*=(a-b)3- ; Megoldas: —2ab .
e)xX+1=Kx+ 12— . Megoldas: 2x .



26. AZ AZONOSSAGOK ALKALMAZASA

m Két szdm Osszege 10, szorzatuk 21. Mennyi a két szam négyzetének az Osszege?
Megoldas

Jeloljik a szamokat a-val és b-vel. Ekkor: a + b = 10 és ab = 21.
a’+b*=(a+b)’—2ab=10"-2 21 =58.

m Két szam Osszege négy, szorzata %5 Mennyi a két szdm négyzetének az Gsszege?

Megoldas

1

Jeloljik a szamokat a-val és b-vel. Ekkor: a+b =4, ab = 7

a2+b2=(a+b)2—2ab=42—2-175=8/5.

m Két szdm szorzata 12, kilonbsége 16, Mennyi a két szdm 6sszegének négyzete?

3
Megoldas
Jeloljik a szamokat a-val és b-vel. Ekkor: a —b = 1?6, ab =12.
(a+b)* =(a—b)+4ab :@96+48 zﬁ_

A zérdjelek felbontasa utan irjuk egyszer(ibb alakba a kovetkezé kifejezéseket!
a) B=x+B-x)3+x)+6(x+1°

7. K2

Megoldas

B=xP+B =B +x)+6(x+1D"=9—6x+x*+9—x>+6x>+ 12x + 6 = 6x* + 6X + 24.

b) (2y —3)(2y + 3) — 4(y — 2)*.
Megoldas

(2y = 3)(2y +3)—4(y —2)*=4y*— 9 — 4y’ + 16y — 16 = 16y — 25.

) 3(2 = x)* + 4(x = 5)%.
Megoldas

32 =x)+4(x—=52=12 —12x + 3x> + 4x> — 40x + 100 = 7x* — 52x + 112.

d)5(1=y)(T+y)=8(1-y)=(2-y).
Megoldas
5(1—y)(1+y)=8(1T—y)Y—(2—y)=5-5y"—8+ 16y — 8y’ —4+4y —y’ =
=—14y’ + 20y — 7.

e) (2x + 5y)* — (5y — 2x)* — 8x(5y — 1).
Megoldas

(2x + 5y)* — (5y — 2x)* — 8x(5y — 1) = 4x” + 20xy + 25y” — 25y + 20xy — 4x” — 40xy + 8x = 8x.

f a+2@—-24+a)+(1—a)1 +a)1 +a?).
Megoldas

@+2)@-24+a?)+(1 -0+ +a) =@ —-4)(a*+4)+(1 -a>)(1+a?) =
=a*-16+1—a*=-15.
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g 5ala—3)"—5(a—1’+15(a+2)(a—2).

Megoldas

5a(a—3)—5(@—-1"+15(a+2)(a—2) =

= 5a’— 30a’ + 45a — 5a’ + 15a>— 15a + 5 + 15a” — 60 = 30a — 55.
h) (y+2)° —yQBy + 1)+ (2y + 1)(4y> = 2y + 1).

Megoldas

(v +2) = y@y+ 1)+ (2y + )4y’ =2y +1) =
=y 46y + 12y +8 -9y — 6y’ —y+ 8y’ — 4y’ + 2y + 4y’ =2y + 1 =11y + 9.
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27. POLINOMOK SZORZATTA ALAKITASANAK
MODSZEREI

m Milyen mveleti sorrendet kell figyelembe venni az aldbbi muveletek elvégzésekor? Ennek se-
gitségével hatarozzuk meg, melyik 6sszeg és melyik szorzat az aldbbi kifejezések koziil!

2
a) 2xy +7; %; —%x(x +y); cd’; aaxayy; 3 +xx+ %
Megoldas: 2xy + z: 6sszeg;
dZ

T szorzat;

—%x(x +y): szorzat;

c’d?: szorzat;
aaxayy: szorzat;
Yy

34+ xx+ g Osszeg.

b)%~(%+%); (< +2)y% 2x(1 —x); —%a“; 25b% —16a’.

4s: X.(24 D). :
Megoldas: - (3 + 2). szorzat;

(x* + 2)y*: szorzat;
2x(1 —x): szorzat;
5

4. .
—3a’: szorzat;
25b% — 16a*: sszeg.
m irjuk fel a szinezett alakzatok teriiletét kétféleképpen: szorzat alakban és 6sszeg alakban!
X Megoldas: (a + b)(x +y) = ax + ay + bx + by.

Y Megoldas: (x + 3)(y + 2) = xy + 3y + 2x + 6.
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X 3 Megoldas: (x +3)(5+y)=by +5x+5-3+(x+3 —b)y.

X Megoldas: (x +3)(x +2) = x>+ 2-x + 3(x + 2).

Kiemeléssel alakitsuk szorzatta az alédbbi kifejezéseket!

K1 a) 12a—3c; Megoldas: 3(4a —¢).

K1 b) ab + bc; Megoldas: b(a + c).

K1 ¢ 15ax —27ay; Megoldas: 3a(5x — 9y).

K1 d) X’y —xzy; Megoldas: xy(x —z).

K1 e 6—12; Megoldas: 6(1 — 2x).

K1 f) 24a’—54a; Megoldas: 6a(4a*—9).

K1 g a’b*—ab’; Megoldas: ab*(a’b? - 1).
K1 h) x*+ x5 Megoldas: x*(1 + x).

K2 i) 14z"-21z2""%; Megoldas: 72" "2(22> — 3).
K2 j) 5y 4+ 157y, Megoldas: 5x*y**"(xy” + 3).
K1 k) ay+ by +cy; Megoldas: y(a + b + c).

K2 ) 2x*—8x*—4x; Megoldas: 2x(x* — 4x — 2).
K2 m) 6a’b + 15ab — 3ab?; Megoldas: 3ab(2a + 5 — b).

K2 n) 14x°y*z — 21xy’z” + 35xyz>. Megoldas: 7xyz(2xy — 3yz + 5z).

“ A kovetkezd kifejezéseket kéttagl dsszeg kiemelésével alakitsuk szorzatta!

K1 a) y(x—=1D+x(x—=1; Megoldas: (x — D(y + x).

K1 b) 7ala—b)+3bla—b); Megoldas: (a — b)(7a + 3b).

K1 ¢ 2n(x+2)—(x+2); Megoldas: (x +2)(2n — 1).

K2 d) 3x(x+ 5 —x—5; Megoldas: (x + 5)(3x — 1).

K2 e 2a(a—2)—a+2; Megoldas: (a — 2)(2a — 1).

K2 ) 8ab + 3ac + 8cb + 3¢, Megoldas: 8b(a + c) + 3c(a +c) = (a + c)(8b + 3¢).

“ A kovetkezé kifejezéseket alakitsuk szorzatta! (Utmutatas: a megfeleld tagokat bontsuk ketté.)
K2 a) x*+5x + 4.

Megoldads: x*+x+4x+4 =x(x+ D+ 4(x+ 1) = (x+ D(x +4).
K2 b) x*+ 8x + 12.

Megoldas: (x> + 4x +4) + (4x + 8) = (x + 2)* + 4(x + 2) = (x + 2)(x + 6).



E1

E1

E1

E1

27. POLINOMOK SZORZATTA ALAKITASANAK MODSZEREI

¢ x*—8x+ 15.

Megoldas: (x*— 6x+9) +(=2x+6) = (x — 3)’ = 2(x — 3) = (x — 3)(x — 5).

d) x*—3x + 2.

Megoldas: (x> —2x+ 1) = (x =D =Kx—1D"=(x =10 =(x - D(x - 2).

e) x> —x—12.

Megoldas: (x —4)(x + 3).

) x*—2x—8.

Megoldas: (x —4)(x + 2).
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28. SZORZATTA ALAKITAS NEVEZETES
SZORZATOK FELHASZNALASAVAL

Alakitsunk szorzatta a tanult médszerek egydttes alkalmazasaval (kiemelés, nevezetes azonossagok fel-
haszndalasa)!

m a) 2a>—2b%; Megoldas: 2(a — b)(a + b).

b) 10x*—=10; Megoldas: 10(x — D (x + 1).

o) 3x*—3x; Megoldas: 3x(x + 1)(x — 1).

d) m’n —mn’; Megoldas: mn(m —n)(m + n).

e) 18a*— 50b%; Megoldas: 2(3a + 5b)(3a — 5b).

f) 8a*b*—98a’b*; Megoldas: 2a’b*(2a + 7b)(2a — 7b).

%) %xs)ﬁ - %xy? Megoldas: 2xy3(%x2 + ;)(%xz - ;)
m a) 3a*— 6ab + 3b%; Megoldas: 3(a? — 2ab + b?) = 3(a — b)*.

b) 7¢* + 14cd + 7d?; Megoldas: 7(c +d)°.

¢) 15ab*— 30ab + 15a; Megoldas: 15a(b — 1)°.

d) —x*—2x—1; Megoldas: —(x + 1)°.

e) —y’+ 4y — 4. Megoldas: —(y — 2)*.

a) a’+2ab+b*—1.
Megoldas: (a+b)’—1=(a+b+NDa+b-1).
b) x* = 2xy +y*—9.
Megoldas: (x —y)’—3°=(x—y—3)(x—y+3).
© 36 —x*—2xy —y’.
Megoldas: 6°—(x+y)’=(6—x—y)(6+x+Y).
d) 4y* — 20yx + 25x* — 121,
Megoldas: (2y — 5x)* — 121 = (2y — 5x — 11)(2y — 5x + 11).
e)a’—b*+a—b.
Megoldas: (a—b)(a+b)+(a—b)=(a—b)a+b+1.
) m>—n®—2m —2n.
Megoldas: (m +n)(m —n—2).
g a’—a’b—ab’+b’.
Megoldas: a’(a—b)—b*(a—b)=(a—b)a—b)(a+b)=(a—b)(a+b).
h) x* — 4xy + 4y* — xz + 2yz.

Megoldas: (x —2y)’—z(x —2y) = (x — 2y)(x — 2y — z).
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m Alakitsuk teljes négyzetté, majd ennek felhasznalasaval szorzatta az alabbi kifejezéseket!
a) a’+6a+ 8.

Megoldas: (a+3)'—1=(a+4)(a+2).
b) a>—5a +6.

Megoldas: (a—2,5)-0,25=(a—2,5)°-0,5"=(a—3)(a—2).
c a’—7a+12.

Megoldas: (a —3)(a—4).
d) a’+2a —15.

Megoldas: (a + 5)(a —3).
e) a’—3a—10.

Megoldas: (a—5)(a+2).
f a*+8a+12.

Megoldas: (a+6)(a+2).
g 2a’+10a + 8.

Megoldas: 2[(a+2,5)*—2,25|=2(a+2,5—-1,5)(a+2,5+1,5)=2(a+ N(a+4).
h) —a*—8a —15.

Megoldas: —(a’+8a+15)=—(a+3)(a+5).
i) 2a>—6a+4.

Megoldas: 2(a>—3a +2) = 2(a — 1(a - 2).
J) —2a’+2a+ 24.

Megoldas: —2(a>—a —12) =—2(a —4)(a + 3).
k) 3a*— 6a — 24.

Megoldas: 3(a—4)(a +2).

m A megismert azonossagok alkalmazasaval alakitsuk szorzatta az alabbi kifejezéseket!
a) x'+x*+ X+ x.

Megoldas: x*(x + )+ x(x + 1) = (x + Dx(x* + 1).
b) X’ =1+ 6x*—6.

Megoldas: (x — DO +x+ D+ 6(x— Dx+ 1) =(x— DO+ 7x+ 7).
o x*—6x*+ 5.

Megoldas: x*(x — 1) —5(x* = 1) = (x — D(x* — 5x — 5).
d X=X +x = 1.

Megoldas: (x> =D +x* =1 == D+ D =G = Dx+Dx+DOE—x+1) =
=(x—=Dx+D*(x*—x+1).
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29. ALGEBRAI TORTKIFEJEZESEK
EGYSZERUSITESE, SZORZASA, OSZTASA

m Mely szamok esetén értelmezhetjiik az alabbi torteket?
Megoldas: Tortkifejezéseknél a nevezd vizsgdlataval tehetjiik meg a kikotést.

x—28.
P

5x — 5.
f ox + 3’

6Xx
8 =

X4+ 1

Megoldas: Minden val6s szam esetén értelmezhetjik a tortet.
Megoldas: y —4 #0=y #4,ezérty€R; y+#4.
Megoldas: x €R; x# 8.

Megoldas: x e R; x#—6.

Megoldas: y €R; y #0.

Megoldas: x e R; x#-— %

Megoldas: Minden val6s szam esetén értelmezhetjik a tortet.

m EgyszerUsitsiik a kovetkezd torteket a véltozok lehetséges értékei mellett!

2

) ol Megoldas: 2, a#0, b+#0.
b) 22;;93; Megoldas: %, b #0.

c) 33212; Megoldas: é, a#0, x#0.
d) 17(2)3;132 ; Megoldis: 222, a0, b#0.
e 12322:5;)28_ Megoldas: 67)/5, x#0, y#0.

3. K1 Alakitsuk szorzatta az alabbi tortek szamlalojat, illetve nevezdjét, majd egyszer(sitsik a torteket!
a) m; Megoldas: 2161);(1_26)32 = ;2;2?( : f/; = %, y#0, x#y.
b) % ; Megoldds: 22, b#0, a#b.

c) iélf;; Megoldas: i;g, x#0, x#-a.
d) tzi-izts; Megoldas: H%’ t#0, t#-s.
e) p ibab; Megoldas: %, a#0, b#-1.
f ;(:/__’_);; Megoldas: x;y/ y#0, x#-y.
g j;%z; Megoldas: %, b+0, a#1

h) ‘325;6_7‘31"_[_)9. Megoldas: aEB, a#3.
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“ EgyszerUsitsiik a kovetkezd torteket!

6x> — 12xy + 6y’
K2 —
@ 15x* — 15y°

Megoldas:

3a?—27
K2 b) —2¢—=2 |
4 7a*+ 42a + 63

3(a—3)

Megoldas: 213

3x =3y +cx—cy

K2 0 =112

3(x—y)+clx—y) _(x=y)B+c) _x-y
4(c+3) ~ 4(c+3) ~ 47

Megoldas: c#-3.

2
E1 dw.
)a2+6a+5

. a+?2 _ _
Megoldas: P a#-5 a#-1.

2x2—12x + 18
E1 = =1 -,
e x> —7x+ 12

20 —6x+9) _ 2(x—=3)?% _ 2x—6
(x=4(x=3)" (x=4)(x=3)  x—4’

Megoldas: Xx#4, x#3.
o Végezziik el a kijelolt miveleteket, és irjuk a torteket a lehetd legegyszer(ibb alakba!
123" 9y’

K1 .
& 7x%y  15xy’

4
Megoldas: 32%, x#0, y#0.

b) 13a%b° - 4a_
K1 b) 13a°b 3957

3
Megoldas: 4‘33—b/ b #0.

K1 0 12253(? - 8a’.

Megoldas: a#0, c#0.

50ac’

a—b  ab?
K2 ) 250

.. a—b ab* _
Megoldas: b az—ab_b/ a#0, b#0, a#b.

K2 e azzab : abgbz.

... a’+ab . ab—b*_a+b
Megoldas: a b Ta—b a#0, b#0, a#b.




Megoldas:
(x=y)

X =7y" X=X’y

2+ 2y T A+ Axy

14
Megoldas: #,
x(x* = xy +y?)
0 X +x—=12 2x*—4x

X*+2x—8 xX*—6x+9’
Megoldas:

1. ALGEBRA

K2 a’b +ab* a’-a’b

ab a’+ab’
.. a’b+ab® a’-a’h
Megoldas: b 1 ab

K2 9 2a>—2b> 5a+5b

(a+b)* 4a—4b’

Megoldas:

2a° —2b*

=ala—-b), a#0, b#0, a#-b.

5a 4+ 5b _

(a+b)?

5
da_ap =2 A7*Eh

Végezziik el a kijelolt mveleteket!

5x* — 5y’

S10x* = 10y°

X =2y +y’  2X+2y

5(x—y)(X*+xy +y’) 10(x=—y)(x+y)

x#0,

2(x+y)

X # =Y.

x+4)x=3) 2xx—2) _

(x+4)(x—-2)

(x —3)°

T x=3

=25(X+xy +y’), x#

y.
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30. ALGEBRAI TORTKIFEJEZESEK OSSZEVONASA,
MUVELETEK TORTKIFEJEZESEKKEL

Végezziik el a kovetkezd tortek 6sszevonasat!

2a—3 , a+1
a) 6+t 0 -

10a—-154+3a+3 _13a—-12
30 - 30

Megoldas:

b) 4a—3 Sa—7

4 15
Megoldas: 60a — 45&)203 +28 _ 40366 17
o 2a—§3b_5_ a—27b+2_ agb_
Megoldds; 102+ 3b)=75(a—7b)+ 12(a=b) _ —43a.+543b.

23a—b) 5(a—b) , (7a—b)
d === =9y + "33

33(6a — 2b) — 6(20a — 5b) + 2(7a—b) _ 92a —38b _ 46a — 19b_

Megoldas: 6

) a’—b*  (a+b)_ (a—b)

e

4 3 6
2 2
Megoldas: %.
2a -5 4a—3
h == —a—=5—=.
se. 4(a—5)—28a—7(4a—-3) _ —48a+1
Megoldas: 28 =—>g -

/////

a tortek Osszeadasat, kivonasat!
TIx =2y  3x—=7y
a) N + v

Megoldas: Y X=2)+xBx=7y) _

3x* — 2y% + 4xy

Xy Xy

Megoldas:

y(6x — 2y) —x(5x — 4y) _ 10xy — 5% — 2y*

66 33

, x#0, y#0.

X2y2 X2y2

, x#0, y#0.
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Végezziik el a kijel6lt miveleteket!

a) x52+%
s, 5x+3(x=2) _ 2(4x—3)
Megoldas: =D - xx—2) x#0, x#2.
5 4
s
fe. Sx—=1—4x _ x-5
Megoldas: D = X1 x#0, x#1.
X 9
X5 x+5
. x(x+5)—9(x—5) _ x*—4x+45 _
Megoldas: (x=5x+5  (x=5(x+5) X#5 X#=5.
6 T X+ 2
e Ry Rl o PO
fe. 66 =2)+(x+2)-(x+2) _  6(x=2 _ 6 _
Megoldas: G+D0=2 4D —x+z P xF2
e X+5 _ 3x+7
x(x=1 2x=Dx+1"
Megoldas: 20+ D+ 5) —xBx+7) _ —x'+5x+10 Xx#0, x#1, x#-1.

2x(x+ Hx =1 T 2x(x+ Dx =1

A kovetkezd tortek 6sszeaddsakor el6szor alakitsuk szorzatta a nevezét, majd ezutan keressiik meg a kozos

nevezGt!
5 3 7
K1 a)a+1_a—1+a2_1'
. 5 3 7 5a—1—-3(a+1N+7 2a — 1
egoldds: o q-a=9F 77 (at+ Da—1 G+ D@—1
af+t1.
4a 3
K1 b)73a_3+753_5.
.. 4a 3 _ 20a+9
Megoldas: 32-375a-5" 15 (a1 a#l
2 5
Kl O 5 2 3p T 6at b
2 5 _4a+b)+5(a—-b) _ 9a — b

a#++h.

Megoldas:

3a—3b  6a+6b  6a—b)ath) _6at+ba—b)

7a—1 2a+3
K2 d .
)3a2—6a+a2—4

. 7a—1 2a+3_(Za—1(a+2)+3a(2a+3) _ 13a*’+22a—2
Megoldas: = =
8 3a’—6a  a’-—4 3aa+2)(a—2) 3ala +2)(a—2)
a#0, a#+2.
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5 2a + 1 3a—2
K2 - :
© P iiav4d a—a A—dara
Megoldas
5 c2a+1_ 3a-2 _5@-2"+Qa+N@+2)@-2)-Ba-2(a+2)" _
a’+4a+4 a’—-4 a’-4a+4 (a+2)7(a—2)

_ —a’—4a’—32a + 24

(a+2?%a-2* " aFl.

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kifejezések értéke fuiggetlen x-t6l!
a) (1 2X_1)-(3 ! )

T 3x =2 T1—x
Megoldas
2x=T\ (> 1T y\_ x=1 =3x+2 _ 2
(1_3x—2) B-rig)=mh A2 =1, x5, w20

b)(2x+3_2x+7)_10—8x
3x—=1 3x+1/" 9x2—1"

Megoldas

X +3)Bx+D=2x+7)Bx =1 9H* -1 _ =8 +10 %’ —1 _,
9x% — 1 1T0—-8x ~ 9x*—1 10—8x

0 Xx+1 x—=2 2+10x—13
XxX—2 x+3 XX4+x—6

Megoldas

X+ Dx+3) = (x=2D(x=2) =2+ 10x=13) _ =2 =% +12 _ 2(x=2D(x+3) _ _,
(x =2 (x+3) S x=-2(x+3) x=-2Kx+3) 7

X#2, X#-3.




IV. OSZTHATOSAG,
A SZAMELMELET
ALAPJAI

31. A MARADEKOS OSZTAS, AZ OSZTHATOSAG
FOGALMA, TULAJDONSAGAI

irjuk fel az (a: b) osztdsokat a = b - q + r alakban, ahol 0 <r < b!

a) a = 88; b = 23. Megoldas: 88 = 23- 3 + 19.
b) a = 100; b=7. Megoldas: 100 = 7 - 14 + 2.
c) a = 2008; b = 103. Megoldés: 2008 = 103 - 19 + 51.

Mely allitasok igazak? Indokoljuk véleménytinket!
a) 12|240.

Megoldas: Igaz, mert 240 = 12- 20 + 0.

b) 103]103.
Megoldas: Igaz, mert 103 = 103 - 1 + 0.

¢ 0|15.

Megoldas: Hamis, mert 0 tobbszorosei 0-val egyenldk.

d) 30]0.
Megoldas: Igaz, mert 0 = 30- 0 + 0.

e) 4|4,
Megoldas: Igaz, mert 4" = 4. 4"° 4+ Q.

Induljunk ki a kovetkezé igaz feltételekbdl: 314086 és 3|101 010. A szdmolasok elvégzése nélkiil éllapit-

suk meg, hogy helyesek-e a kovetkeztetések!

a) = 3|101010- 4086; Megoldas: Igaz.
b) = 3]101 010 — 4086; Megoldas: Igaz.
c) = 4086|101 010 + 3; Megoldas: Hamis.
d) = 3]101 01008, Megoldas: Igaz.



31. A MARADEKOS OSZTAS, AZ OSZTHATOSAG FOGALMA, ...

“ Legyenek a és b egész szamok, valamint a + b = 120. Helyesek-e az aldbbi kovetkeztetések?
(A feladatban szereplé 6sszes betl pozitiv egész szamot jelol.)

K2 a) Ha 4 | a, akkor 4 | b.
K2 b) Hac | 120, akkorc | a + b.
K2 ¢ Had | 120, akkor d | a vagy d | b.

E1 d) Hak | 120 —a, akkor k | 120 - b.

E1 e) Mivel 3 | 120, ezért 3 | a.
E1 H Ha10 | a, akkor 10 | b.

Megoldas
Megoldas
Megoldas

Megoldas

Megoldas
Megoldas

: Igaz, mivel 4 | 120.
: Igaz.

: Hamis, példaula = 10, b = 110,

d = 30.

: Hamis, példaul a = 78, b = 42,

k=7.

: Hamis, példaula = 10, b = 110.

: Igaz, mivel 10 | 120.
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32. OSZTHATOSAGI SZABALYOK

m Dontsuik el, hogy az alabbi allitasok kozil melyik igaz, melyik hamis!

a) Ha egy szam oszthat6 4-gyel, akkor oszthaté kettével.

Megoldas: Igaz, mert 2 | 4.

b) Ha egy szam oszthat6 9-cel, akkor oszthaté 3-mal.

Megoldas: Igaz, mert3 | 9.

¢) Minden olyan szdm, amely oszthat6 2-vel és 3-mal, oszthat6 6-tal is.

Megoldas: Igaz, mert2 | 6,3 | 6, Inko (2; 3) = 1.

d) Ha egy szam oszthat6 6-tal és 2-vel, akkor oszthat6 12-vel.

Megoldas: Hamis, példaul 18 esetén.

e) Ha egy szam oszthat6 6-tal és 4-gyel, akkor oszthaté 24-gyel.
Megoldas: Hamis, példaul 36 esetén.
m Dontstik el, hogy az alabbi szamok kozil melyik oszthaté 4-gyel; 9-cel; 12-vel; 36-tal; 30-cal!
12 564; 7 245 540; 21113; 5675 345.

Megoldas 4;9;12; 36 | 12 564.
4;9;12; 30; 36 | 7 245 540.
A 21 113-nak egyik szdm sem osztdja.
Az 5 675 345-nek egyik szam sem oszt6ja.

Fogalmazzunk meg szabdlyt 6-tal, illetve 12-vel val6 oszthatésagra!

Megoldas

Egy szam pontosan akkor oszthat6 6-tal, ha oszthaté 2-vel és 3-mal, mert 2 - 3 = 6, valamint
2 és 3 relativ primek.

Egy szam pontosan akkor oszthaté 12-vel, ha oszthaté 4-gyel és 3-mal, mert 4 - 3 = 12, valamint 4 és 3 re-
lativ primek.

m Milyen szamot irhatunk az ismeretlen bet(i helyére, hogy a 12 451 3x4 oszthat6 legyen

a) 3-mal? Megoldas: x = 1; 4; 7.

b) 4-gyel? Megoldas: x = 0; 2; 4; 6; 8.
c) 6-tal? Megoldas: x = 1; 4; 7.

d) 9-cel? Megoldas: x = 7.

e) 12-vel? Megoldas: x = 4.

Bizonyitsuk be, hogy 10" — 1 minden n természetes szdm esetén oszthat6 9-cel!

Megoldas

10" — 1 minden szdmjegye 9-es, tehat 6sszegiik oszthaté 9-cel.

Igazoljuk, hogy harom egymast kovetd természetes szam szorzata oszthaté 6-tal!

Megoldas

Biztosan van legalabb egy péros, illetve egy hdrommal oszthat6 a tényezék kozott, tehat szorzatuk oszthatéd
6-tal.
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7 E1 Minimum hény darab egymast kovets természetes szamot kell 6sszeszoroznunk ahhoz, hogy
barmelyik természetes szamtél indulva a szorzat oszthat6 legyen 12-vel? Indokoljuk a vélaszt!

Megoldas

Egy szam pontosan akkor oszthat6 12-vel, ha oszthaté 3-mal és 4-gyel is. Négy egymast kovetd
egész szam kozott biztosan van 4-gyel és 3-mal oszthaté is. Ennél kevesebb nem biztos, hogy elég,
példaul: 5- 6 - 7 nem oszthaté 12-vel.

m Hatdrozzuk meg az n pozitiv egész szam értékét gy, hogy az alabbi tortek értéke pozitiv egész
szam legyen!

Megoldas

%,ha3|n,n23/neN.

n ; 2/ ha n pozitiv egész, és 3-mal osztva 1-et ad maradékul, azaz n = 3k + 1, ke N.

5n3— 3, ha 3|n, azaz n = 3k, n € N*.

an, han > 1, pozitiv egész, és 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, azaz n = 4k + 1, k € N*.
2n5— 3, ha n pozitiv egész, és 5-tel osztva 4 a maradék, azaz n = 5k + 4, k € N.

7n9— 2/ ha n pozitiv egész, és 9-cel osztva 8-at ad maradékul, azaz n = 9k + 8, k€ N.
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33. PRIMSZAMOK, A SZAMELMELET
ALAPTETELE, OSZTOK SZAMA

Az alabbi szamok kozil melyik 6sszetett szam?
3; 7,9, 143; 479; 247, 357; 833; 957, 2007; 2009.

Megoldas

Osszetett szamok: 9; 143; 247, 357; 833; 957; 2007; 2009.

Dontstik el, hogy az alabbi éllitasok igazak vagy hamisak!

a) Ha egy szam primtényezdés felbontaséban szerepel 2 hatvanya, akkor a szam négyzetszam.

Megoldas: Hamis. Példaul a 12 esetén.

b) Minden Osszetett szamnak paros sok pozitiv osztéja van.

Megoldas: Hamis, példaul a 9 esetén.

©) Ha egy természetes szam prim, akkor a nala 3-mal nagyobb szam Gsszetett szam.

Megoldas: Hamis, példaul a 2 esetén.

d) Minden paros négyzetszam oszthat6 4-gyel.
Megoldas: Igaz.

e) Minden 4-gyel oszthat6 természetes szam négyzetszam.

Megoldas: Hamis, példaul a 12 esetén.

Fel lehet-e két csoportra osztani a 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 szamokat gy, hogy minden szamot felhasznalunk,

és a csoportokban 1évé szamok szorzata egyenl$?

Megoldas

Nem lehet, mert amelyik csoportba a 7 kertl, ott a szorzat oszthaté 7-tel, a masik csoportba kertilt szamok

szorzata pedig nem oszthaté 7-tel, mivel csak egy 7-tel oszthaté van a szamok kozott.

Bontsuk fel primszamok szorzatara az aldbbi szamokat!
168; 768, 2008; 4500; 2592; 13464; 14625, 33075.

Megoldas

168 =2°-3-7;
768 = 2°-3;
2008 = 2°-251;
4500 = 2%-32- 57,
2592 = 2°- 3%

13464 =2°32-11-17;
14625 =3%5°-13;
33075 = 3% 5% 7%
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m Hatdrozzuk meg a szamok primtényezds felbontdsanak segitségével, melyik oszthaté

a) 9-cell b) 4-gyel! ¢ 125-tel!
24-3-7°11; 3*.52.7-11%17; 23.32.5%.7.
Megoldas

Oszthat6 9-cel:  3°-5%-7-11%-17; 2%.3%2.5%.7.
Oszthat6 4-gyel:  2*-3-7°-11; 2°.3%.5%.7.
Oszthat6 125-tel: 2°-3%.5%.7.

Irjuk fel az aldbbi szémok pozitiv osztdit!

a) 75; b) 72; c) 150; d) 726; e 121; ) 225.
QXD Megoldss

a) 75 osztoi: 1,75,3,25,5,15;

b) 150 osztoi: 1,150, 2, 75, 3, 50, 5, 30, 6, 25, 10, 15;

c) 72 osztoi: 1,72,2,36,3,24,4,18,6,12,8,9;

d) 726 osztoi: 1,726,2,363,3,242,6,121, 11, 66, 22, 33;

e) 121 osztoi: 1,121, 11;

) 225 osztoi: 1,225,3,75,5,45,9,25, 15.

Hatarozzuk meg az alabbi szamok pozitiv osztéinak a szamat!
675;  3024;  288;  686;  243; 1225,  2%.32.5.7.  11%.13%.19.

Megoldas

675 osztbinak szama: 12.
3024 osztéinak szama: 40.
288 osztdinak szama: 18.
686 osztoinak szama: 8.
243 osztéinak szama: 6.
1225 osztéinak szama: 9.

23.32.5 -7 osztdinak szdma: 48.
11%2-13%- 19 osztdinak szdma: 24.

Mely természetes szamoknak van paratlan sok osztéja?
Megoldas

m A négyzetszamoknak van paratlan sok osztéja, mert primhatvanyaik kitevéje paros szam, az 1-
gyel nagyobb pedig pératlan. (Minden mas esetben biztosan van legaldbb egy olyan primhat-
vany, amelynek kitevéje paratlan szam.) Paratlan szimok szorzata paratlan.

(Az &llitas az osztoparok segitségével is megadhatd, mivel van olyan oszté, melynek pérja sajat maga.)

Mely n természetes szam esetén lesz az alabbi tortek értéke egész szam?

K2 b) 12 . Megoldas: (n + 3)|12, ezértn = 9, vagy n = 3, vagyn = 1, vagy n = 0.

Megoldas: (n —2)|7, ezértn = 9, vagy n = 3.

n+3’
2n — 4. c.2n—4 _2(n+3)—-10 _, 10 . _
E1 ¢ 13 Megoldas: ht3 = 13 =2 i3 Ezért (n + 3)|10, n = 2,
vagyn = 7.
3n—5. ;..3n—=5_3(n+5—20 _ 20 . _
E1 d) -l Megoldas: s = N5 _3_7n+5' Ezért (n + 5)[20, n = 0,

vagy n = 5,vagy n = 15.
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34. LEGNAGYOBB KOZOS OSZTO,
EUKLIDESZI ALGORITMUS,
LEGKISEBB KOZOS TOBBSZOROS

m Dontsiik el az alabbi allitasokrél, hogy:

Biztosan igaz! Lehetetlen! Lehet, hogy igaz, lehet, hogy nem!

a) Két szamnak végtelen sok kozos tobbszorose van.

Megoldas: Biztosan igaz.

b) Két szam kozos pozitiv osztoi koziil van legkisebb.

Megoldas: Biztosan igaz.

o) Két szam kozos tobbszorosei kozil van legnagyobb.

Megoldas: Lehetetlen.

d) Két szam legkisebb tobbszorose nagyobb, mint a megadott két szam kozil a nagyobb.

Megoldas: Lehet, hogy igaz, lehet, hogy nem.

m Hatdrozzuk meg a megadott szdmok legnagyobb kozos osztéjat!

a) 72; 108; Megoldas: 2°- 3% = 36.
b) 375; 1800; Megoldas: 3 -5° = 75.
©) 5544; 42 075; Megoldas: 3%-11 = 99.
d) 2250; 468; 2100; Megoldas: 2 -3 = 6.
e 2*.3%.5%7;, 2°-3%-77-11; Megoldas: 2*-3%-7 = 252.
f) 22-3-17%-23; 2*-5-17%-29. Megoldas: 2*-17° = 1156.
3. K1 Keresstik meg az aldbbi szamparok, illetve szamhdarmasok legkisebb k6z6s tobbszorosét!
a) 54; 150; Megoldas: 2 -3°-5° = 1350.
b) 360; 168; Megoldas: 2°-3°-5-7 = 2520.
c) 864; 7875; Megoldas: 2°-3°-5°- 7 = 756 000.
d) 125; 875; 2625; Megoldas: 3 -5°-7 = 2625.
e 2°-3%.5%7; 2.3°.52.11; Megoldas: 2°-3%.5%7-11 = 8316 000.
f) 2-3*13%17; 23325172, Megoldas: 2°-3°-5-13°- 17> = 685727 640.

m EgyszerUsitsiik az alabbi torteket!

450 c.. 450 _ 45
A 507 Megoldas: 90 =6

1750, s 1750 _ 2
b 3625 Megoldas: 5555 =3

1080 s.. 1080 _ 10
o 5 Megoldas: 756 = 7 -
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5. E2 Melyik az a két pozitiv egész szam, amelyre igaz:
a) Inko (x; y) = 6 és x-y = 25202
Megoldas: 2520 = 2°-3*.5-7;
x=2-3-1; y=2-3-k; I,keN, Inko(l;k)=T1;
xy=2"3%1-k=lk=2-57.

[ 1 2 5 7 10 14 35 70
k 70 351 14 10 7 5 2 1
X 6 12 1 30 42 60 84 | 210 | 420
y 420 | 210 | 84 60 42 30 12 6

b) Inko (x; y) = 18 és x + y = 5762

Megoldas: x=18-n; y=18-m; n,meN; Inko(n;m)=1;
X+y =576 = 18n+18m =576 = n+m = 32.

n 1 3 5 7 91 11| 13| 15| 17| 19| 21| 23| 25| 27| 29| 31
m| 31| 29| 27| 25| 23| 21| 19| 17| 15| 13| 11 9 7 5 3 1
x| 18| 54| 90 |126|162 | 198|234 | 270|306 | 342 | 378 | 414 | 450 | 486 | 522 | 558
y | 558 | 522 | 486 | 450 | 414 | 378 | 342 | 306 | 270 | 234 | 198 [ 162 | 126 | 90| 54| 18

c) Inko (x; y) = 12 és Ikkt [x; y] = 12607

Megoldas: Inko (x,y) =12 = 2%-3;

Ikkt [x, y] = 1260 = 2*-3%-5-7, tehat mind a két szim primfelbontésaban sze-
repel. Természetesen x és y szerepe felcserélhetd, igy 6sszesen 8 megoldas van.

X [22-32-5-7 =1260 |2%-3%7 = 252 2?-32.5 =180 22.32=136
y[22-3=12 22.3.5 =60 22.3.7 = 84 22.3.5-7 =420

6. K2 Egy villamos egyik végallomasardl két kiilonb6z6 iranyba inditanak villamosokat. Az I. villamost

12 percenként inditjék, a Il. villamost 15 percenként. Reggel 7 6rakor egyszerre indul a két k-
[6nb6z6 irdnyba villamos.

a) Mikor inditjdk a villamosokat legkozelebb egyszerre?

Megoldas: Ikkt [12; 15] = 60, ezért 6ranként indulnak egyszerre villamosok. Legkozelebb
8 orakor.
b) Reggel 7 6ra utan és délutan 5 6ra el6tt hanyszor inditjak egyszerre a két villamost?

Megoldas: A két id6 kozott 9 éra van, ezért kilencszer inditanak egyszerre villamost.

7 E1 Milyen a értéknél teljestilnek a kovetkezé feltételek?
Inko (21;a)# 1 és Inko(a;15)# 1, de Inko (15;21;a)=1.
Megoldas
Inko (21; a) # 1, ezért 3|a vagy 7 |a.
Inko (a; 15) # 1, ezért 3 |a vagy 5 |a.
Inko (15; 21; a) = 1, tehdt 3 nem osztdja a-nak.

Azok az a szamok felelnek meg a feltételeknek, amelyek 35k alakdak, ahol k € Z, de 3 nem osz-
t6ja k-nak.
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Igazoljuk a leckében szerepl6 azonossagokat a bemutatott bizonyitas alapjan!
a) (a+b)|@"+b"*"), neN.

35. POLINOMOK OSZTHATOSAGA
[ 1.61

Megoldas

(a + b)(aZHbO _ aZn—1b1 + a2n—2b2 — ¥ a0b2n) —

= a0 _ a2 4 ap2 a2
+a2nb1_a2n—']b2+a2n—2b3_ +a0b2n+1 — a2n+']+b2n+1'

b) (a+b) | (a>—b™), neN".

Megoldas
Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan igazolhatjuk.

2. F1 Igazoljuk az éllitasokat!
a) 11](17%° - 6%).

Megoldas

Mivel (a — b) |(a" — b"), ezért (17 — 6) = 11/ (17 — 6*°).
b) 23|(17" + 6").

Megoldas

Mivel (a +b)[(a® "+ b™*"), ezért 17 + 6 = 23| (17 + 67).
o 23](1729% — 62%%).

Megoldas
Mivel (a + b) | (aZ” - bz”)’ ezért 17 + 6 =23 ‘ (1 72008 62008).

3. E1 Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatésagokat!
a) (a+5)|(a*-2a - 35). Megoldais: (a> — 2a — 35) = (a + 5)(a — 7).
b) (y = 8)|(y*+ 7y — 120). Megoldas: (y* + 7y — 120) = (y — 8)(y + 15).
o (b—30)|(b* - 2bc — 3¢?). Megoldas: (b* — 2bc — 3c?) = (b — 3c)(b + ©).

m Mutassuk meg, ha p 3-nal nagyobb primszam, akkor p? 24-gyel osztva 1-et ad maradékul!
Megoldas

Azt kell belatni, hogy 24 |p® =1 =(p — 1)(p + 1). Mivel p > 3, ezért az egyik tényezd oszthaté 3-mal.

Mind a két tényezé péros szam, szomszédos paros szamok, ezért az egyik 4-gyel is oszthatd, igy a szorzat
oszthat6 8-cal. Mivel 3 és 8 relativ primek, és 3 -8 = 24, ezért az allitas igaz.

m Igaz-e az dllitas?

7‘32n+2 _ 2n+1/ ne N+.
Megoldas

Alakitsuk at a kifejezést:
7372 - 2nt 1= 320H 0 _pntl = gntl_ o041 Mivel minden n-re n € N (a—b)|a"—b" és 79 -2,
ezért az allités igaz.



6. E2

35. POLINOMOK OSZTHATOSAGA

Figyeljiik meg a kovetkezé &llitasokat! irjuk fel a kovetkezd harom hasonl6 allitést! Fogalmazzuk
meg az dllitasokat altaldnosan! Igazoljuk az el6z6 megfogalmazasunkat!

13 — 12_02,
2°=32-1%
3'=6"-3%
4 =10"-6%
5 =15*—10".
Megoldas

6’ =21"-15%
70 =28"-217%
8’ =36"—28%

Vizsgaljuk meg a jobb oldali hatvanyok alapjait! Az alapok kiilonbségeit vizsgélva:
1,3=1T4+2;,6=1+2+3,10=14+2+3+4;...,36=1+2+3+4+5+6+7+8;...

Hasznaljuk fel: T+ 2 +3 +4 + ... +k :M.

Eszrevételtink miatt a bizonyitandé éllitas:
= (n(n + 1))2_((n — 1)n)2 2?2+ 2n+10)—(n*=2n+1)n* _
- 2 2 - 4 -

_nt+2n*+n*—n*+2n°—n?* _ 4n° 3
= 1 = 4
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36. SZAMRENDSZEREK

m irjuk at kettes szamrendszerbe az aldbbi szamokat!
35; 79; 127; 257; 1000.

Megoldas

35=1-2°40-2*+0-2+0-2*+1-2"+ 1 =100011,.

Ehhez hasonléan a tébbi tizes szamrendszerben |évé szamot ketté hatvanyaiként csoportosithatjuk.
79 =1001111,;

127 = 1111111 ,;

257 = 100000001,;
1000 = 1111101000,

m irjuk fel tizes szamrendszerben az alabbi szamokat!
10101, 10110,; 1111111, 100000,.
Megoldas
10101,=1-2"+0-2°+1-2°+0-2"+ 1 =16 +4+ 1= 21.
Ugyanilyen médon felirhat6 a tobbi szam is.

10110, = 22; 1111111, = 127; 100000, = 32.
3. E1 irjuk at az aldbbi tizes szamrendszerbeli szimokat a megadott alapszami szamrendszerbe!
a) 47-et 7-es alapl szamrendszerbe; Megoldas: 47 =6-7'+5 = 65,.
b) 129-et 4-es alapd szamrendszerbe; ~ Megoldas: 129 = 2-4°+ 04+ 0-4'+ 1 = 2001,.
©) 6457-et 2-es szamrendszerbe; Megoldas: 6457 = 1100100111001,.
d) 529-et 8-as szamrendszerbe. Megoldas: 529 = 1021,.

m irjuk at a kovetkez6 szédmokat tizes szamrendszerbe!
45321, 100011101, 505,; 43012,; 1201 .

Megoldas
45321, =4-6"+5-6’+3-6"+2-6 + 1 = 6385;
100011101, = 285;
505, = 410;
43012, =10 642;
1201, = 2017.
m Melyik szdmrendszerben lehet 807 = 3423 ?
Megoldas

A szamrendszer alapja legaldbb 5, és 6-ndl nagyobb nem lehet, mert akkor a szdm nagyobb, mint 807.
Igy a két lehet6séget megvizsgdlva adédik, hogy a keresett szdmrendszer alapja 6.

807 = 3423,.

m irjuk fel az alabbi szdmokat 3-as szamrendszerbe!
6507, 4204,; 110101,
Megoldas

A megadott szamokat frjuk &t tizes szamrendszerbe, majd azutan harmas szamrendszerbe:
6507, = 4786 = 20120021,;

4204, = 940 = 1021211;

110101, = 53 = 1222,.
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7 E2 Végezziik el a kovetkez6é miiveleteket!
23112,
10011, 3243, 1031,
+ 1101, + 441, + 3311,
Megoldas

Hasonl6an végezziik az dsszeaddst, mint tizes szamrendszerben. Példaul: 4, + 3, = 12,.
Ennek megfelelSen:

23112,
10011, 3243, 1031,
+ 1101, + 441, + 3311,
100000, 4234, 100120,
m Hatdrozzuk meg az x értékét!
1220, = 63
Megoldas

irjuk fel az adott szdmokat helyiértékes alakban:
1-3°4+2:3242-34+0=6x+3;

51 = 6x + 3;

x = 8.

A keresett szamrendszer alapja 8.

9. E2 Dontstik el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok!
(Felhasznaljuk azt az ismeretet, hogy tetszéleges alapl szamrendszerben az alapszamnal 1-gyel
kisebb szdmmal val6 oszthat6sag a szamjegyekkel valé oszthatdsagtdl fligg, azaz pontosan akkor
teljestil, ha a szamjegyek 6sszege oszthaté az alapszamnal 1-gyel kisebb szammal.)
a) 4532, oszthat6 5-tel.
Megoldas
A szamjegyek Osszege 14, nem oszthato ottel, tehat a szam sem oszthat6 5-tel.
b) 12121, oszthat6 3-mal.
Megoldas
A szamjegyek Osszege 7, nem oszthaté hdrommal, tehét a szdm sem oszthat6 3-mal.
c) 23011, oszthat6 7-tel.
Megoldas
A szamjegyek Osszege 7, oszthaté héttel, tehdt a szam oszthat6 7-tel.
d) 210111, oszthat6 2-vel.

Megoldas
A szamjegyek 6sszege 6, oszthatd kettével, tehdt a szam oszthaté 2-vel.
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37. BEVEZETO FELADATOK A FUGGVENYEKHEZ

Keresstink olyan mennyiségeket, amelyek forditottan aranyosak!
Megoldas

Nézziink néhany példat!

a) Egy adott hosszlsagl Gtszakaszt szeretnénk megtenni allandé sebességgel. Sebességiink és az Gt megté-
teléhez sziikséges id6 forditottan ardnyos lesz. Képlettel: s = vt = allandé.

b) Egy 90 m?-es téglalap alapl hazat szeretnénk épiteni. Az utcafront és az udvari front hossza forditottan
aranyos lesz egymassal, hiszen a ketté szorzata dllandd, 90 m2.

¢ Egy hegyi menedékhazban egy embernek 100 napra elegend6 élelem van elraktarozva. Ha toébben akar-
nak itt meghtzédni, akkor nyilvan kevesebb ideig lesz elég az élelmiszer-tartalék. Az emberek szdma és
az eltoltheté napok mennyisége forditottan aranyos, hiszen a ketté szorzata pontosan 100 lesz.

Adjunk meg egy olyan hozzarendelést, ami az egyjegyi egész szdmokhoz negativ egészeket rendel!

Megoldas

Hozzérendeléstink igen egyszert, példaul minden szdmhoz a minusz egy-
szeresét rendeli.

=
(o]

OO NOU A WN =
y
|
(%2}

Adjunk meg olyan hozzarendelést, ami a sik pontjaihoz a sik pontjait rendeli! Hany ilyet tanultunk mar?
Megoldas

A geometriai transzforméaciok éppen megfelelnek, hiszen a sik minden pontjahoz egyértelmiien hozzéren-
delnek egy (nem feltétlendl) masik pontot. Tehat emlithetjiik a tengelyes és kozéppontos tiikrozést, az el-
tolast, az elforgatast.

Milyen hozzdrendeléseket valésitanak meg a kovetkezék:
a) bizonyitvany;

b) egy menza menlije;

¢) az 6érarend?

Megoldas

a) Minden tantargyhoz egyértelmiien hozzarendeliink egy jegyet.
b) Minden ételhez egyértelmiien hozzarendellink egy arat.
©) Minden naphoz tobb 6rat is rendeltink.
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Keress a kornyezetedben olyan informdacidkat, amelyeket hozzarendelés formdjaban adunk meg!
Megoldas

Példaul: az allampolgar és a személyi igazolvanyanak a szdma, vagy aru a bevésarl6kozpontban
és a vonalkddja.

Tudunk-e mondani olyan hozzarendelést, ami barmely két egész szimhoz egyértelmien rendel
egy harmadikat?

Megoldas

llyen hozzérendelés az 6sszeadas, kivonas, szorzds. Az osztast azért nem emlitettiik, mert nulla-
val nem lehet osztani. Természetesen lehet még kitaldlni ilyeneket, példaul: barmely két egész
szamhoz hozzarendeljiik a nagyobbikat (ha egyformék, akkor mindegy, melyiket).




V. FUGGVENYEK

38. MIT NEVEZUNK FUGGVENYNEK?

m Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
f: (1;2), 3; 4), 4; 5), (6; 5), (7; 7), (8; 7).

Megoldas

Ha rendezett szampérokkal adjuk meg a fliggvényt, akkor a szampar els tagja az ET-nek eleme, a maso-
dik tag pedig az EK-nak. Ezért D, = {1, 3,4,6,7,8} ésR. = {2,4,5, 7}.

m Legyen D, = {1, 2, 3} és R, = {5, 6, 7}. Adjuk meg az &sszes ilyen fliggvényt rendezett szamparokkal!
Hany megoldast kapnank, ha az {5, 6, 7} a képhalmaz lenne?

Megoldas

Lényegében annyi megoldas van, ahanyféle médon sorba rakhatjuk az 5, 6, 7 szimokat.
1. megoldas: {1; 5}, {2; 6}, {3; 7};
. megoldas: {1; 5}, {2; 7}, {3; 6};
. megoldas: {1; 6}, {2; 5}, {3; 7};
. megoldas: {1; 6}, {2; 7}, {3; 5};
. megoldas: {1; 7}, {2; 5}, {3; 6};
6. megoldas: {1; 7}, {2; 6}, {3; 5}.
Ha az {5, 6, 7} a képhalmaz, akkor nem kell feltétleniil mindhdarom elemnek részt vennie a hozzaren-
delésben. Az {1; x}, {2; y}, {3; z} felirasban x, y és z is egymastdl fuiggetlentil lehet 3-féle: 5, 6 vagy 7. Ez
azt jelenti, hogy a lehetséges esetek szdama 3-3-3 = 27.

g W N

3. K1 Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények értékkészletét!

a) f: {pozitiv paros szamok} — Z, f(x) = %

Megoldas

Az ET a porzitiv paros egész szamok, ezek barmelyikét elosztjuk kettével, szintén egész szamot kapunk.
Igy minden pozitiv egész szamot megkapunk, mégpedig akkor, amikor a kétszeresét osztjuk kettével.
TehatR = Z*.

f

b) g: 10; 10] = R, g(x) = g

Megoldas

0<x<10 /:2

0£§S5.TehétRf= [0; 5].
¢ h:R—R, h(x)=§.

Megoldas

Mivel az ET az Osszes valés szam, ezeket kettvel osztva megkapjuk az Gsszes valds szdmot. (Minden
szamnak van kétszerese.)

d)i:[-1; 5] >R, x—x + 3.
Megoldas
-1+3=2, 5+3=28. TehatR = [2; 8].
e j:{-2;-1,0; 1, 2} >R, jx) = 1.
Megoldas
R =A{1}.
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N k:{-3;-2;-1;0;1;2; 3} > R, kix) = —x.
Megoldas
R, ={-3;-2;-1;0; 1; 2; 3}, azaz a fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete meg-

egyezik.

Adjuk meg a kovetkezd fliggvények hozzarendelési szabdlyat, értelmezési tartomanyat és érték-
készletét!

I T v 2] 3] a|l s 6| 7] 8] o
) | 1| a | 7 [ 10] 131619 22 25
Megoldas

f: {1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {1,4,7,10,13,16,19,22,25}, x = 3x — 2.

DES T 214 6| s8]0 12]14] 16
g | 3 | 1 | 1] 3] 5] 7] 9[-
Megoldas

g:{2,4,6,8,10,12,14,16} - {-11,-9, -7, -5, -3, -1,1,3}, x » 5 — x.
Adjunk meg egy olyan fliggvényt, aminek az értelmezési tartomanya {1, 2, 3, 4} és értékkész-
lete az {1, 2, 3, 4, 5} halmaz!
Megoldas

Nincs ilyen fuggvény, mert az értékkészletnek maximum négy eleme lehet.
Altaldnosan is igaz | R;| <| D, |, ha D, és R, elemszama véges.
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39-40. PONTHALMAZOK ES FUGGVENYEK
ABRAZOILASA DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZERBEN

m Mi az egyenlete a kovetkezd alakzatoknak?

a) yl

by yA o) Y}

=y
=y

Megoldas

a) Ezen afiiggéleges egyenesen azok a pontok helyezkednek el, amelyeknek az els6 koordinataja 4. Tehat
az egyenlete x = 4.

b) A vizszintes egyeneseken [évé pontoknak a mésodik koordindtaja dllandé. Itty = 5.

c) Ezen az egyenesen olyan pontok vannak, amelyek els¢ és mésodik koordinatdjanak 6sszege 10.

Keresstik meg azokat a pontokat, amelyeknek masodik koordinataja feleakkora, mint az elsg!

Megoldas

Tehat y = % Ezek a pontok egy origdn atmend egyenesen helyezkednek el.

Van-e olyan fliggvény, aminek a képe egyetlen pont?
Megoldas

Természetesen van. Ha az ET egyetlen szém, akkor a grafikon is egyetlen pont lesz. Példaul: f: {1} — {2},
X— 2.

y A

P(1;2)
L 4

oA 4




39-40. PONTHALMAZOK ES FUGGVENYEK ABRAZOLASA ...

m Keressiik meg a koordinata-rendszerben azokat a pontokat, amelyeknek koordinétai kielégitik az
alabbi egyenletet!
a) k=172 + 2 [x + 12 +y2 = 0.

Megoldas

A szorzat csak Ggy lehet nulla, ha valamelyik tényezéje nulla. yA
Két eset van. 1
Els6 eset: (x — 1)? + y? = 0. Két négyzetszdm Osszege csak tgy
lehet nulla, ha mindketté nulla. Tehat csakx = 1 ésy = 0 lehet,
ez viszont a P(1; 0) pontot jelenti. |
Masodik eset: (x + 1)> + y? = 0. Az elébbiek miatt x = -1 ésy 0]
= 0, vagyis Q(-1, 0) a j6 pont.

Tehat a keresett ponthalmaz két pontbdl éll, a P és Q pontok-

bol.
b) x* —y* = 0.
Megoldas

X —y?=Kx-y)x+y) =0.

Tehatx —y = Ovagy x +y = 0.

X =y vagy X =Y. Az els6 esetben az origdn atmend elsd sik-
negyedbeli szogfelezé. A masodik esetben a mésodik sikne-
gyedbeli szogfelez6. A megoldashalmaz a két egyenes unidja.
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41. LINEARIS FUGGVENYEK

m Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket!
a) f(x) = -3x + 5.

Megoldas

A konstans tag 5, ezért a grafikon az y tengelyt a P(0; 5) pontban metszi. A meredekség -3, tehat ha x
értékét eggyel megnoveljiik, akkor a fliggvény értéke 3-mal csokken.

y=-3x+5

b) g(x) = %x + 2.

Megoldas yA
A grafikon az y tengelyt 2-nél metszi. A meredeksége %, ami R(&;4)
Q4;3)
azt jelenti, hogy ha x értéke eggyel né, akkor a fliggvény ér- p(o;z)'%
téke is né, de csak %—del. Az m = % azt is jelenti, hogy ha /1‘
x értékét néggyel noveljiik, akkor a fliggvény értéke eggyel : :O__ i I
né. Igy a P(0; 2) pontbdl kiindulva kdnnyen kaphatunk egész
koordinataja pontokat. Példaul: Q(4; 3), R(8; 4) stb.
¢ h(x) = —%x -2
i1

Megoldas

A grafikon az y tengelyt a —2-nél metszi. A meredeksége —2,

ami azt jelenti, hogy ha harommal néveljik x-et, akkor y ér-
téke 2-vel csokken. A grafikon athalad a P(3; —4), Q(6; —6)
pontokon.

m Keressiik meg azt az elséfokd fiiggvényt, amelynek képe athalad a kévetkezé pontokon!
a) A(0; =3) és a B(1; 0).

Megoldas

Az els6fok flggvény altalanos alakja az f(x) = mx + b. Az abrardl rogton
leolvashatjuk b értékét, b = —3. Mivel ha x-et nullarél egyre noveljik,
akkor a fuggvény értéke 3-mal né, ez azt jelenti, hogy m = 3.

Tehat f(x) = 3x - 3.
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b) R(-1; —1) és az S(5; —1).

Megoldas yA

A grafikon vizszintes egyenes, tehat konstans fliggvényrél van 11

sz6. Igy f(x) = —1. =T >
R=1;-1) | S(5;-1)

c) P(-6; 3) és a Q(1; —4).
Megoldas

A megoldast f(x) = mx + b alakban keresstik. A megadott
pontok alapjan:
I: 3 =-6m + b.
[I: -4 = m + b. Vonjuk ki az elsé egyenletbdl a masodikat!
7 =-7m [:=7)
-1=m= 4=-14+b = -3=5>b
fx) = —x - 3.

d) M(1; —1) és az N(2; 2).
Megoldas

Ha x-et egyrdl kettSre noveljik, az f értéke 3-mal nd, vagyis
m = 3. Ha az M(1; —1) pontbdl egyet megytink balra, akkor
harmat kell 1épniink lefelé, igy eljutunk a Q(0; —4) pontba.
Tehdtb = —4.
fx) = 3x — 4.

3. K1 A megadott fliggvények kozil melyek az elséfokdak?

a) f(x):1000x—ﬁ; b) g(x)=3_TSX; o h(x)=2x"=3x+1;
i R-3), 00 =X 70 xeRV-3) @ h(0=(x-2) (2x+3).
Megoldas

1

a) elséfokd fliggvény, m = 1000, b = ~7000"

N|w

b) elséfok fuggvény, m = —% b =
¢) masodfoku fliggvény.

x*—9  (x—=3)(x+3) _
d) X+3 X+ 3 -

x — 3, x # =3, ami egy elséfoki kifejezés.

e) (x — 2)(2x + 3) = 2x* — x — 6, ami egy mésodfok kifejezés.
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Abrézoljuk a kovetkezd sorozatok elsé 6t elemét a koordinéta-rendszerben! Déntsiik el réluk, hogy szdm-

taniak-e!

Q) a = 2n2— 1
Megoldas
=221 5222213 , 231
sbrézolnunk kell az A1(1;%), Af2:3), A (3%) A

d = 1, ami az n egyitthatdja.

yA

=6-n.

b)b,
Megoldas

ol 4

5 0 _2-4-1
24T
(3] Al

Az el6z6hoz hasonléan konnyen kiszamithatjuk az elsé 6t elemet.
b,=5,b,=4,b,=3b,=2b,=1.
Szamtani sorozat, d = —1.

y A
A(1;5)
L2
A)2;4)
AJ(3;3)
°
Al4;2)
¢ .
Nl AL
o] 1 X
o ¢, = %+ 2.
Megoldas

c,=8,c,=5,

c,=4,¢c,=3,5c¢=3,2
Nem szdmtani sorozat, mert példdul: c, -c,#c,-c,, 5-8#4 -5, -3 # 1.

2. Tehat

N

) pontokat. Szamtani sorozat,
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Z )
| R
L2
Az(2;5)
L2
.A§(3;4)
o JA5:32)
A,(4;35)
‘] +
o 1 X
2
_n"—4
& d,= n+2°
Megoldas

n—4 _ (n—=2(n+2)
n+2 "~ n+2

Az elemek: d, =-1,d,=0,d,=1,d,=2,d, = 3.

=n—2,n#-2, ez egy szamtani sorozat, d = 1.

y A

®

Aq(5;3)
+ °

A,4;2)
1+ °
1 1 e IA;(I?)/‘II) L
of 1 Ao T X

A,(1;-1)

103




V. FUGGVENYEK

42. AZ ABSZOLUTERTEK-FUGGVENY

Abréazoljuk a kovetkezé fuggvényeket tablazat segitségével!
K1 a) f(x)=|x-3[-2.

Megoldas
x = 3-ndl lesz a legkisebb az abszoldt érték. Ezért érdemes a harom kornyékérdl vélasztani az x ér-
tékeit.
X =1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4
-1 -2 =1 0 1 2
f(X)={(x—3)—2:x—3—2:x—5, ha x > 3;
—~(x—=3)—-2=-—x+3-2=—x+1, ha x<3.
Valéban a két félegyenest kaptuk meg.
K1 b) g(x) =—|x+4[+3.
Megoldas
Itt az x = —4-nél lesz az abszoldt értéken beliil nulla. Erdemes az x értékeket a (—4) kozelébd! va-
lasztani.
X 8|76 |5 |4 |3|=21]-1]o0
X+ 4 4 | =3 | =2 | - 0| 1 2 | 3
Ix + 4| 4 3 2 1 0 1 2 3 4
—|x+4] | 4 | 3 | =2 | -1 0O | -1 | -2 |-3 |4
—|x+4[+3| -1 0 1 2 3 2 1 0 | -1

—|x+4]+3

(x) ~(x4+4)+3=-x—4+3=-x—-1, ha x=—4;
BT ~(x+ D] +3=x+4+3=x+7, ha x<—4.
Pontosan ezt a két félegyenest kaptuk meg.
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E1 o h(x)=|x+2|-Ix—=2].

Megoldas
Az x = 2 ésaz x = -2 is fontos szerepet jatszik. Ezért —6-t6l +6-ig irjuk a szamokat a tab-
lazatba:
X -6 | 5| -4 1|-3|=2]-1 0 1 2 3 4 5 6
X A 2 -4 | =3 | =2 ]- 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ix + 2] 41 3| 2 1 0| 1 21 3|4 |5|6]|7]8
X—2 -8 | -7 |-6|-5|-4|-3]|-2]- 0 1 2 3 4
Ix —2] 8| 71 6| 5|4 32101 ]2]|3]4
Ix+2[—Ix—2[| 4|4 |4 |4 |4 |-2| 0| 2|4|4/|4/|4]|4
(x+2)—(x=2D=x+2-x+2=4, ha x> 2;
h()=3x+2) =[x =Dl =(x+2)+ (x =2 =x+2 +x -2 = 2, ha —2<x<2;

—x+2)-[-x=2D]=-(x+2)+(x -2 =—x—24+x—2=—4, ha x <-2.

Az els6 esetben mindkét abszolt értéken bell pozitiv szam éll.

A masodik esetben az (x — 2) mar negativ.

Harmadszor pedig mar mindketté negativ.

Lathat6, hogy az x tengelyen a —2-tél balra haladva mind a kisebbitends, mind a kivo-
nand6 eggyel né. Ez pontosan azt jelenti, hogy a kiilonbség nem valtozik. Ugyanez torté-
nik, ha az x tengelyen kettété| jobbra haladunk.

E1 d)i(x)=|Ix—4|-3|

Megoldas

X = 4-nél a belsé abszolatérték-fuggvénytink nullat vesz fel, ezért ez lesz a tablazatban a
kozépsé érték.

X o 1| 2| 3| 4| 5| 6|7 |8
x—4 4| 3| =21 o] 1| 2|3 |4
|x — 4] 41 30 20 1| o 1| 23 | 4
Ix=4|—=3 | 1| of 1| 2| -3|=22|-1]0 |1
x—4|=3|| 1| of 1| 2| 3| 2| 1[0 |1

(x—4)—-3=x—-4-3=x-7, ha x = 4;

—g(X):X_4_3:1_(X_4)_3=—x+4—3=—X+1/ ha x < 4.

Az i(x) fliggvényt konnyen tudjuk abrazolni. A —g(x) fliggvénygorbének csak az x tengely
alatti részét kell tiikrozniink az x-re.
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Hogyan véltozik a 4. példa megoldasa, ha tudjuk még, hogy Hatvanba kétszer, Miskolcra pedig haromszor
annyi arut szallitanak, mint Godoll6re?

Megoldas

A feladat feltételeinek moédositasa azt jelenti, hogy a Hatvanig megtett utat kétszeresen, a Miskolcig meg-
tettet pedig haromszorosan kell figyelembe venni. Amig Godoll6re egyszer megy a kamion, addig Hatvanba
kétszer, Miskolcra pedig haromszor.

Az f(x) =[x = 30|+ 2| x — 60|+ 3| x — 180/ fiiggvényt kell vizsgalnunk.

—(x=30)—2(x —60) — 3(x — 180) = —6x + 690, ha x < 30;
(x—30)—2(x—60) — 3(x — 180) = —4x + 630, ha 30 =<x < 60;
(x —30) + 2(x — 60) — 3(x — 180) = 390, ha 60 <x < 180;
(x—30)+ 2(x—60)+ 3(x —180) = 6x — 690, ha 180 <x.

f(x) =

y A
800 T

700 3

600 T
T(210,570)

5001
4001
R(60;390) 5(180;390)
3001

200 1

1001

»

0] 30 60 90 120 180 210 240 x

Az &brankon jol lathaté, hogy Hatvan és Miskolc kozott mindegy, hova tessziik a bazist.

Abréazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket!
K2 a) f(x) =|x*— 4.

Megoldas
El6szor készitstink tablazatot!
X -4 | =3 -2 -1 0 1 2 3 4
e 16 9 4 1 0 1 4 9 16
x*—4 12 5 0 -3 —4 -3 0 5 12
x2—4l| 12| 5| 0| 3| 4| 3|0 | 5|12

A végeredményt tgy kaptuk, hogy az x* — 4 fliggvénygorbe x ten-

|- 4| gely alatti részét tikroztik az x tengelyre.
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K1 b) g(x)=[3 —x|.
Megoldas

Ag,x) = 3 —x linedris figgvényt konnyen tudjuk dbrdzolni. Az y tengelyt 3-nal metszi, és
a meredeksége m = (-1). Ezutdn mar csak a gorbe x tengely alatti részét kell tikrozni az
X tengelyre.

A grafikonunk megegyezik az i(x) = | x — 3| fiiggvény grafikonjaval, amint azt kénnyen el-
lendrizhetjiik. Ez azért nyilvanvald, mert 3 —x = —(x — 3). Tehat egyik szam a masiknak a
minusz egyszerese, ami egyben azt is jelenti, hogy az abszoldt értékik megegyezik.
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43. A MASODFOKU FUGGVENY

m Ertéktablazat segitségével abrazoljuk a kovetkezé fuiggvényeket!
Keressiik meg a parabolak tengelypontjait! Adjuk meg a fliggvények értékkészletét!
a) f(x) = 2x* — 8.

Megoldas YA

X -3 | 2 -1 0 1 2 3 1
2x>-8 | 10 0 -6 -8 -6 0 10 11

A parabola tengelypontja a T(0; —8). R, = [-8; ool.

b) g(x) =—x*+ 4x.

el 4

Megoldas
X -1 0 1 2 3 4 5
e 1 0 |-1|-4 | -9 |-16 |-25
4x —4 0 4 8 12 16 20 f X=
x>+ 4x | -5 0 3 4 3 0| -5
Tehat a fliggvénytnknek maximuma van. R, = |-oc; 4]. A parabola ten- X4

gelypontja: T(2; 4).

¢ h(x)=—(x-2)"+4.
Megoldas

X -1 0 1 2 3 4 5
—(x-22+4| -5 0 3 4 3 0 -5

A grafikon teljes egészében megegyezik a g(x) fuggvény grafikonjaval, mivel
“x=2+4=-x2-4x+ 4] +4=x2+4x-4+ 4= x>+ 4x.

d) i(x) =x*+6x + 5.

Megoldas y
X't 6x + 5
X 6| 5| 4] 3| 2| 4 0
x>+ 6x+5 5 0| 3| -4 | -3 0 5
A parabola tengelypontja: T(-3; —4). .
R = [-4; ool :
0
T-3,-4)



e) jx) = (x + 3)* — 4.

43. A MASODFOKU FUGGVENY

Megoldas
X -6 | 5| 4| 3| 2| -1 0
x> +6x+5 5 o 3| 4| -3 0 5

R = [-4; odl.
Jol lathato, hogy a két grafikon (j(x) = i(x)) teljesen megegyezik, mivel
X+32-4=x2+6x+9-4=x>+6x+5.

H k(x)=x|x|.

Megoldas

X | 4| 3| =210 /|1 1|21]3]| 4
xIxl|-16 | =3| =4| =1] 0 1 4 9 | 16

X 2 0-raazx— x?, x < O-ra pedig az x — —x? fliggvény grafikon-
jat kapjuk, mert

ko = e
X

ha x> 0;

—x?, ha x < 0.

x|x|

—X

m Adjuk meg azt a mésodfokd fliggvényt, aminek képe illeszkedik a kovetkezé hdrom pontra!
a) A(0; 0),

Megoldas

B(1; 1),

C(2; 0).

Az A és C pontok egymas tiikorképei az x = 1 egyenletli egyenesre, ezért a parabolank ten-
gelye az x = 1 egyenes lesz. A hdrom pont alapjan az is nyilvanvalé, hogy ,szomord” (lefelé
nyild), és az x* egyditthatdja —1 lesz.
Ezek utén:
fx) = —(x — 1) + 1. Behelyettesitéssel konnyen ellenérizhetjik, hogy ez j6 is.

vA

T sa;m
, C(2;0)
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b) P(-3; 1), Q(0; 2), R(2; -6).

Megoldas YA
—X*=2X + 2

A megadott pontok alapjan tudjuk a fliggvény helyettesitési értékét harom
helyen.

Ezeket behelyettesithetjik az f(x) = ax* + bx + ¢ képletiinkbe.

-1 =a(-3)*+b(-3) + ¢

2=a(0?+b0)+c =2=c

-6=a-2*+b-2+c

| Q0;2)

-1=9a-3b +2 /-2

-6 =4a+2b+2 /=2

-3=9a-3b /:3

-8 =4a+2b /:2

-1=3a-b

-4=2a+b (/ adjuk Ossze a két egyenletet)
-5 = 5a /:5

1=a= 4=2-(-1)+b = -4=-2+b = -2=h.

Osszefoglalva: f(x) = —x2 — 2x + 2.
Konnyen ellenérizhetjik, hogy ez j6 is.

A grafikonjuk alapjan adjuk meg a kévetkezé mésodfokd fliggvények hozzarendelési szabalyat, értelmezési
tartomanyat és értékkészletét!

a) yA “_s5 b) Z 3 c) YA d) x4+ 2°+9 yA"
'+ 4
T¢ p
D; 1 R
a— — > — >
1 X 1 X
R, 1 R
1 11 —
e ® 1 X
O..
Megoldés T(=3;-4)
a) Az els6 grafikonon az x — x? — 5 fliggvény képét latjuk a [-2; 3] intervallu-

mon. A legkisebb fliggvényérték -5, a legnagyobb pedig 5. Ezek alapjén: T°
D, = [-2; 3], R, = [-5; 4] és f(x) = x* - 5.
b) A lefelé néz6 parabolat 4-gyel toltuk el az y tengely mentén 4 egységgel.
D, = [-3; 3], R, = [-5; 4] 65 f(x) = = + 4.
¢ A normalparabolat eltoltuk néggyel jobbra és eggyel felfelé.
D,=1[1;6[, R =1[1;10] ésfix) = (x —4)* + 1.
d) A lefelé nézé parabolat kett6vel balra toltuk és utdna kilenccel felfelé.
D, = 1-6; 11, R, = 1-7; 9] és f(x) = —(x + 2) + 9.
m Egy nagy erével megitott golflabda foldfelszintél mért tavolsagat j6 kozelitéssel a h = 25t — 5t fiiggvény irja
le. (A t id6t méasodpercben, a h magassagot méterben szamitjuk.)
a) Mekkora volt a foldfelszintSl mért legnagyobb tavolsaga a labdanak?
b) Mekkora tévolsdgot tett meg vizszintes irdnyban a labda, ha a vizszintes irdnyl sebessége a mozgds fo-
lyaman allandénak tekinthetd 32 m/s volt? (A labdat lassit6 kozegellenallas hatasat elhanyagoljuk.)

Megoldas

a) A h(t) = 5t(5 —t) fuggvény képe lefelé nyitott parabola, t = 0 ést = 5 zérushelyekkel. A fliggvény a ma-
ximalis értékét t = 2,5 esetén veszi fel, ez h(2,5) = 31,25. Tehét a golflabda foldfelszintél mért legna-
gyobb tavolsaga 31,25 méter.

b) A labda 5 masodpercig van a levegében, ezalatt 5- 32 = 160 (m) tavolségot tesz meg vizszintes iranyban.
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44. RACIONALIS TORTFUGGVENYEK

m Keresstink forditottan ardnyos mennyiségeket! Adjuk meg a nekik megfelelé fliggvényt a grafi-
konjaval egyiitt!

Megoldas

a) Egy adott hosszlsagl Utszakaszt szeretnénk megtenni allandé sebességgel. Sebességiink és az
Gt megtételéhez sziikséges id6 forditottan ardnyos lesz. Képlettel: s = vt = dllandé. Legyen az
Gt 60 km, és a sebességiink gyalogosan 5 kTm/ kerékparral 10 kTm/ 15 kTm, 20 kTm/ vagy

km
30 e

Készitstink tablazatot!

v (km/h)| 5 10 15 20 | 30

10+

Megkaptuk a forditott ardnyossag képét, a hiperbolat.

b) Egy 90 m?*-es téglalap alapl hazat szeretnénk épiteni. Az utcafront és az udvari front hossza
forditottan aranyos lesz egymassal, hiszen a kettd szorzata édllandd, 90 m2.
Az x jelentse az utcafront hosszat, f(x) pedig az udvari front hosszat.

X 5 8 9 10 15 18
fx) | 18 | 11,25 | 10 9 6 5

y A
20+
10+
0 10 20 X

A kapott értékek alapjan megkaptuk a hiperbolat.
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Abréazoljuk a kovetkezé fliggvényeket értéktablazat segitségével! Ugyesen vélasszuk meg x értékeit!

6
X+ 2°

a) f: R\{-2} - R, x~

Megoldas

x = —2-nél lesz a fliggbleges aszimptota. A vizszintes pedig tovabbra is az x tengely marad.

x | 8|5 |=a|=3|=1]o0o] 1] 4
x+2 6 |3 |21 121316

6 1 4 2|31 6] 3| 2|1
X+ 2

N

e 4

o
-

. 6

Megoldas

Az el6z6 megoldas felhasznéldsaval:

X 8|5 |4 |3 |1 0| 1] 4
x+2 |6 |3 |2 =] 1|21 316

6 12|31 6| 3| 211
X+ 2

3|4 |5 |6 |-9]| 3] o0]-1]-=2

_6
X+ 2

A g(x) helyettesitési értékei 3-mal kisebbek minden
x-re f(x)-nél, ezért a fuggvénygorbét (-3) egységgel az
y tengellyel parhuzamosan eltoljuk. Igy a vizszintes

aszimptota is , lejjebb” van harommal, mint az a)-ban. K2

y A

ol 4
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) 4

Megoldas

Az x = 4-nél nincs értelme a kifejezésnek, ezért itt lesz a fuggéleges aszimptota.

X ol 23| 5| 6| 8
x—4 |4 |2 1] 2] 4
4
A2 a | 2|
4 14| 3| 2] 0] 8] 6] 5
x—4

A vizszintes aszimptota az y = 4 egyenes lesz.

y A

3. K2 Adjuk meg a grafikonjukkal megadott flggvények hozzarendelési szabalyat!
a) b) y A

y A

Megoldas
a) Az X — % fliggvény grafikonja 3-mal jobbra tolédott és kettével felfelé. igy a képletink:
2

f(X)Z m+2

b) Az x — g grafikonjat az x tengelyre tukroztik és kettével ,lejjebb” toltuk.

f(x):_76—2.
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AZ EGESZRESZ-, TORTRESZ- ES AZ ELOJELFUGGVENY
(OLVASMANY)

Nem érettségi tananyag. Adjuk meg azt a fliggvényt, ami a szamokat tizesekre kerekiti!

Megoldas

f(x) = 10'[)(1%5]' Pl.: f(26) = 10-[2616r 21=10[3,1] = 10-3 = 30.

Nem érettségi tananyag. Abrazoljuk a kovetkezé fuggvényeket!
a) f: [-4;4] - R, x~2-[x].
Megoldas

Kiindulhatunk az x — [x] grafikonjabdl. Ennek az értékei valtoznak kétszeresiikre. Ez azt jelenti, ahol
eddig nulla volt, az is marad, ahol egy volt, ott most ketté lesz stb.

yA
2 L
3 *—o
R 3 —o
¢ oo
P D/ 11 &
C o
0] 1 X

b) g: [-4;4] =R, x~2-{x}.
Megoldas

Az x — {x} értékei valtoznak kétszeresiikre. A [0; 1[ intervallumon az x — 2x fliggvény grafikonjat kell meg-
rajzolni. Mivel a periédus nem valtozik, ezt a gorbét kell csak ismételni a tovabbiakban.
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o h:[-3;3]-R, x~[x].
Megoldas

Az y tengely minden egész koordinatdji pontjaba hizzunk egy vizszintes egyenest! Ahol a
fuggvénygorbe metszi ezeket az egyeneseket, oda tesziink egy teli karikat, mert az egész sza-
mok egész része Gnmaga. Az egyes savokban pedig levetitjiik a gorbét az alsé egyenesre.

d)i: [-3;3] - R, x~—{x*}.
Megoldas

Az el6z6 megoldast felhaszndlva, csak az egyes savokban 1évé részeket kell eltolni figglege-
sen a [0; 1[ savba. Vigydzzunk arra, hogy az x tengelyen lévé pontokat teli, migazy = 1 egye-
nesen lévéket Ures karikdval jeloljik!




V. FUGGVENYEK

e j: |-4;4]-R, x—sgn(x+1.

Megoldas
Az (x + 1) kifejezés eldjelét kell abrazolnunk. Ahol ez nulla (az x = —1-nél), ott nulla, ha pozitiv, akkor
+1, ha negativ, akkor —1 a fliggvény értéke.

yA Q(4;5)

7_.

o] +

P(~4;-3)

f) k: [-5;5] - R, X+~ sgn (%+ 1).
Megoldas

Az el6z6 feladat alapjan el6szor az x — (% + 1) grafikonjat rajzoljuk meg. Ahol ez metszi az x tengelyt,

ott nulla, ahol az x tengely alatt van, ott a flggvényink értéke -1, ahol pedig folotte, ott +1.

ya Q(5;35)
sgn(i‘-H)
o—ij o
>
0] 1 X
P(=5;-1,5)
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45-46. ADATOK ES ABRAZOLASUK.
A STATISZTIKA TARGYA, FELADATA

Gytijtstik Gssze az osztalyba jaré lanyok magassaganak adatait! Abrazoljuk oszlopdiagramon!
Megoldas

Mindenki a sajat osztdlyara késziti el.

Keresstink hibas (csalfa, tendenciézus) diagramokat a nyomtatott sajtéban!
Megoldas

Hiba lehet példaul egy diagramon, ha

a) nincs rajta az értéktengely (y) zérushelye, mert megvaltoztatja a gorbe meredekségét;

b) kulonallé adatokat 6sszekot (pl. kisnemesek szdma, kdzépnemesek szama, nagybirtokosok
szama);

¢) kiulonbozé szélességli osztalyokat azonos x tengelyli beosztas mellett abrazol... stb.

Abrazoljuk kozos vonaldiagramon a latogaték szamat! (Forras: KSH.)

Megoldas
g, 1000 lakosra juté
mozilatogat6 szinhazlatogato hangversenylatogaté | muizeumlatogatd
2000 1426 393 42 987
2001 1543 383 44 947
2002 1504 409 48 962
2003 1348 414 46 1019
2004 1346 432 45 1137
2005 1199 437 50 1139
2006 1155 413 43 1154
1000 lakosra juté litogatok szama
1800

1600 -
1400 0/\\

1200 A
1000 +

800 1
600 -
4001 #—a——8—8—8—8—3
200 A
A A A A A A A
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
—— mozi —®— szinhdz ~ —&— hangverseny —e— mizeum
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Az alabbi grafikont korfanak hivjuk. Mit olvashatunk le a 2005-6s korfarél, dsszehasonlitva az 1949-essel?
(Forrds: KSH.)

Mi okozza a beugrast a 28-33 éveseknél az 1949-es korfan?

Hol tart ez a beugras 2005-ben?

Mikor szilettek a 2005-6s korfa maximalis férfi- és néi értékeihez tartozok?

A népesség szama nem és életkor szerint
100—x
95

2 e
;;’ 5 =

FERFI NO

= ; =

e : =

40 -Lé

35 C3
1 —
T 30
25 :"I_-I
EFI
g 20 n
15
10
= 5
r—'_: 0 —
100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 O 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Ezer lakos Ezer lakos
1949. janudr 1. 2005. janudr 1.
Megoldas

A 2005-0s korfa alja 6sszesztikil, ami azt jelenti, hogy kevés gyerek sziletik, az 1949-es korfa széles ala-
pokon all.

All. vilaghaboru.

A 84-89 éveseknél.

A maximélis érték férfiakra a 28 éveseknél talalhat6. Ok 1977-ben sziilettek. NSkre a maximalis érték az
50 éveseknél van, 6k 1955-ben sziilettek.
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m Abrézoljuk a kozéphémérsékleteket vonaldiagramon! (Forras: OMSZ.)
A lehullott csapadék 6sszmennyiségének hany szazaléka esett az egyes hénapokban? Abrazoljuk
kordiagramon!

A si6foki megfigyel6allomés iddjarasi adatai
Id6észak kozép- maximalis minimalis lehullott a napsiitéses
hémérséklet, °C csapadék, mm orak szama
2007. | ) 3,5 13,7 -6,1 31 88
F 5,2 13,4 1,1 46 104
M 8,2 19,4 0,6 43 153
A 14,3 24,4 3,1 1 309
Mj 18,6 31 5,1 90 291
Ja 23,0 35,6 12 61 326
JI 23,9 37,7 15 29 344
A 22,5 34,1 13,4 173 276
Sz 15,2 24,7 5,8 44 200
@) 11,0 21 1 42 130
N 4,9 16,3 -4 47 76
D 0,4 10,3 -7 47 29
Megoldas
Kozéphdmérséklet °C
30 -
25 -
20 -
15
10 -
5 -
O T T T T T T T T T T T
J F M A Mj la 1 A Sz O N D
—&—— Kozéphémérséklet °C
HONAP o% A lehullott csapadék mennyisége (mm)
0
J 4,74 OF
F 7,03 OM
OA
M 6,57 OM;
P OJa
A 0,15 =
. OA
M; 13,76 =
Ja 9,33 oo
ON
JI 4,43 mD
A 26,45
Sz 6,73
O 6,42
N 7,19
D 7,19
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Ez a térkép és a kordiagramok az Eurépai Unié orszagainak erdés teriileteirdl késziilt adatokat mutatja. Er-
telmezziik! (Forrds: eurostat.com)

Hol a legnagyobb az erd6k ardnya (narancsséarga) a tobbi foldtertlethez (rézsaszin) képest?

A térkép szinezése szerint milyen hatdrok kozt van az erdds terllet nagysdga Spanyolorszagban, Roménia-
ban és Portugalidban?

Erd6k az EU-ban (1000 ha)

] < 5000

1 5000 — 10 000
1 10 000 - 15 000
=1 15 000 — 20 000
B > 20 000

ErdSk

S

Tobbi foldtertlet

Megoldas

Finnorszagban (kb. 75%) és Svédorszagban (kb. 66%).
Spanyolorszagban 15 000 és 20 000 ha kozo6tt, Roméanidban 5000 és 10 000 ha kozott, Portugdliaban 5000
ha alatt.
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Az osztalyzatai melyik kozépértékét érdemes kérnie a j6 tanulénak, aki egyszer elfelejtette meg-
csindlni a feladatdt, és kapott egy 1-est? Es a rossz tanulénak, akinek pontokbdl 6sszejott egy
5-0se?

Megoldas

A j6 tanul6 inkdbb a méduszt vagy a mediant kérje, mert azt egy szélséséges jegy kevésbé mo-
dositja, mig a rossz tanuldn sokat segit, ha az atlagot vélasztja, ami érzékenyebb a kiugré érté-
kekre.

Szamitsuk ki annak az osztalynak az atlagat matematikabdl, amelyben 6 db 5-6s, 7db 4-es, 9 db
3-as, 3 db kettes és egyetlen elégtelen volt!

Megoldas

5 4 3 2 1
6 7 9 3 1

Az osztalyba tehat 26-an jarnak, és az atlaguk:

v_654+4744+9-3+3-24+1-1_92 _
X= 6+7+9+3+1 _26~3’54‘

Az évfolyamon kémiabdl az a osztély atlaga 3,65; a b osztaly atlaga 4,02; a c osztély atlaga 3,86,
mig a d osztaly atlaga 3,54 volt. Mennyi az évfolyam &tlaga kémidbdl, ha az egyes osztalyokba
rendre 28; 25; 32 és 30 gyerek jar?

Megoldas

28-3,65 + 25-4,02 +32-3,86 + 303,54

X= 28 + 25 + 32 + 30

~ 3,76.

Egy 10 elem pozitiv egészekbdl &ll6 mintdban a median 19. Ha az utolso, legnagyobb elem ér-
tékét 20-szal megnoveljiik, hogy véltozik a medidn értéke? Véltozhat-e a modusz? Valtozik-e és
mennyivel az dtlag?

Megoldas

A medidn nem valtozik. A médusz véltozhat, ha a legnagyobb érték volt a médusz. Az atlag 2-
vel né.

Ha az utolsé tesztemet angolbdl 89 pontra irom, akkor 82 pont lesz az atlagom, ha csak 57
pontra, akkor az atlagom 78 pont lesz. Hany tesztet irtam az idén?

Megoldas

Legyen n a tesztek szdma, és az eredményiiket jeldlje x,, x,, x
Y:x1+><2+...+xn_1+89 X, + X+ ... +X,_,+57
1 n n
vonva egymasbdl és n-nel atszorozva: 89 — 57 = 82n — 78n, ahonnan n = 8.

5 X, . A feltétel szerint

=826 X,= = 78. A két egyenletet ki-

Adjunk meg olyan pozitiv természetes szamokbdl all6 10 elem(i mintat, amelynek medianja 2,
és egyetlen modusza 4! Mennyi az atlaga?

Megoldas

Ha a median 2, akkor az 6todik és hatodik helyen all6 elemek atlaga 2 a nagysag szerint rende-
zett mintaban, igy ha az 6todik és hatodik helyen is 2 all, akkor csak tgy lehet az egyetlen mo-
dusz 4, ha az utols6 négy helyen mindig 4-es all, az elsé harom helyen 1-es, az azt kovetd harom

helyen 2-es all. Ekkor az atlag % = 2,5. Lehetne Ggy is a median 2, ha az 6todik helyen 1-es,
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a hatodik helyen 3-as dll, de ekkor az elsé 6t hely mindegyikén 1-es kell dlljon. Ebben az esetben viszont
nem lehet az egyetlen médusz a 4.

Szamitsuk ki az el6z6 lecke feladatsordnak 5. feladatdban az éves kozéphémérsékletet mint a havi ko-
zéphémérsékletek atlagat! Vegyik figyelembe, hogy az egyes hénapokban hany nap van. A februdr legyen
28 napos.

Megoldas

Az éves kozéphémeérséklet a hdnapok kozéphdmérsékleteinek silyozott dtlaga. X ~ 12,6 °C.

Egy didknak 7 jegye van matematikabdl. Ha még egy 6tost kapna, az atlaga 0,125-del néne. Hany 4-ese
lehet eddig, ha a két leggyengébb jegyének atlaga 2?

Megoldas

Megoldhatjuk példaul egyenlettel: Jeloljik az elsé 7 jegy atlagat X-gal.

7'{%5 =X+ 0,125, ahonnan X = 4. Mivel ebbdl kovetkezik, hogy az elsé 7 jegy 6sszege 7 -4 = 28, a
két legrosszabb jegy 6sszege hasonléan 4, igy az 6t darab jobb osztalyzat 6sszege 24. Ez azonban csak tgy
johet ki, ha 4 darab 5-6s és egy darab 4-es jegye van.

Hany f&és az az évfolyam, ahol ha az osztélyzatom eggyel jobb, mint a tobbiek atlaga, akkor hozzavéve az
én jegyem, az atlag 0,02-dal emelkedik? Mennyi volt az atlag az én jegyem nélkal?

Megoldas

Hasonl6an szamolunk, mint az el6z6 feladatban. =X+ 0,02. Innen n = 50. Latszik,

(n=1DX+X+1)
n

hogy a masodik kérdésre nem egyértelm( a vdlasz, mivel X kiesett. Ezért X értéke akdrmennyi lehetett.
(1<X<5)
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50-51. TENGELYES TUKROZES

Tukrozztnk egy haromszoget

a) egyik oldalegyenesére;

b) egyik szogfelezé egyenesére;

) asik egy, a haromszoget nem metsz$ egyenesére!

Megoldas

Tiikrozziink egy kort
a) egyik atmérgjére;
b) egyik hir egyenesére;

c) egyik érintSjére!

Megoldas

Szerkessziink egyenld szar( haromszoget, ha adott a szimmetriaten-
gelye, az azon 1évé cslcs és a masik két csticson atmend

a) egy-egy egyenes;

b) egy-egy kor;

c) egy kor és egy egyenes!

Megoldas

a)—c) Legyen a haromszog A csticsa a szimmetriatengelyen!

Mivel a B cstcs tiikorképe a C cslcs, igy a B-n atmend alakzat (egye-
nes, illetve kor) tikorképe dtmegy a C csticson. Ennek a tiikorképnek
és az eredetileg is C-n 4tmend alakzatnak a metszéspontja megadija
C-t, és ezt visszatiikrozve B-t kapjuk. A megoldasok szama a metszés-
pontok szamatol fiigg.

Bizonyitsuk be, hogy az egyenlé szar( haromszog szarahoz tartozé
magassaganak az alappal bezart szoge fele a szarszognek!

Megoldas

Jelolje az alapszoget @, a szdrszoget 5. Ekkor 2a + f = 180°, ahonnan

B

a+5=90". Mivel az alap végpontjabdl indulé magassag altal leva-

gott hdromszog két szogét ismerjik (90° és @), ezért a feladatban sze-

replé szog csak g lehet.
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m Egy egyenld szar( hdromszog alapjanak egyik végpontjabdl induld belsd szogfelezéje a c
haromszoget két egyenld szart haromszogre vagja szét. Mekkorak a hdromszog szogei? A
Megoldas

Az alap egyik végpontjabdl indulé szogfelez6 akkor vagja két egyenld szarG harom-

szogre az eredeti haromszoget, ha a szédrszog fele az alapszognek. Ebben az esetben a

haromszog szogeinek dsszegét felirva a szarszogre 36°, az alapszogekre 72° adodik. P '
AN

A B

6. K2 Bizonyitsuk be, hogy ha egy szimmetrikus trapéz atl6ja felezi a trapéz egyik szogét, akkor a szara valame-
lyik alappal egyenld!

Megoldas

Ha a trapéz alapjai AB és DC, és az AC &tl6 felezi a trapéz DAB sz6gét,
akkor DAC « = ACD <, mivel BAC <« = ACD <, mert valt6szogek.
Ebbdl kévetkezik, hogy a CDA haromszog CA oldalan 1évé szogei
egyenlék, tehdt AD = DC.
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52-53. A THALESZ-TETEL

Igazoljuk, hogy egy egyenld szar( haromszog szara mint atméré folé
rajzolt kor &tmegy az alap felez&pontjan!

Megoldas

Az alap felezépontja rajta van az alap felezémerélegesén, ezért
ebbdl a pontbdl a szar derékszogben latszik. Az dsszes ilyen pont vi-
szont illeszkedik a Thalész-korre.

Hol metszi egy hegyesszogli haromszog tetsz6leges oldala mint at-
mérd folé rajzolt kor a masik két oldalt?

Megoldas

Az oldal végpontjaibdl indulé magassagok talppontjaiban, hiszen
ezekbdl a pontokbdl latszik az adott oldal derékszogben.

Egy kor egyik hdrjanak egyik végpontjat kossik dssze a kozéppont-
tal. Bizonyitsuk be, hogy ennek a sugdrnak a Thalész-kore felezi a
hart!

Megoldas

A hir felez6merélegese atmegy a kozépponton, ezért a kozéppon-
tot a hir végpontjaval 6sszekotd sugdr a hir felezGpontjabdl derék-
szogben latszik, tehat rajta van a Thalész-koron.

Szerkesszlink haromszoget egy oldalabdl és a két masik oldalhoz tar-
tozé magassagabol!

Megoldas

Legyen adott az AB oldal és az A-bél és B-bél indulé m_és m, ma-
gassagok. A vézlatbdl lathaté, hogy a magassagok kozul vagy mind-
kett6 kisebb kell legyen, mint az oldal, vagy az egyik kisebb, a masik
pedig egyenld az oldallal. Ekkor olyan derékszégl haromszogrél van
sz0, amelynek derékszogl csticsa az oldalon van. Vegyiik fel az AB
oldalt. Szerkessziik meg a Thalész-korét. Az A kozéppontd m_sugard
kor és a Thalész-kér metszéspontja megadja m_és BC oldalegyenes
metszéspontjat. Jeloljik D,-vel. Hasonléan megszerkesztjiik az m,
magassagvonal és AC oldalegyenes metszéspontjat. Jeloljik E-vel.
A C csticsot AE és BD egyenesek metszéspontjaként kapjuk, ha van
ilyen. A feladatnak lehet tobb megoldasa is att6l figgden, melyik
metszéspontot valasztottuk E-nek, illetve D-nek.

Szerkessziink egyenlé szar( haromszoget az alapjabdl és a szarhoz
tartozé magassagabol!
Megoldas

A feladat azonos az elézével, mivel az alap két végpontjabdl indulé
magassagok a tengelyes szimmetria miatt egyenlék.
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Adott A és B pont, amelyek tavolsaga 6 cm. Szerkessziink B-n &t olyan
egyenest, amely A-t6l 3 cm-re halad! Mekkorék a szogei annak a hé-
romszognek, melynek csticsai A, B és az egyenesen az A-hoz legkoze-
lebb esé pont?

Megoldas

Atfogalmazhatjuk a feladatot tigy, hogy hizzunk B-bél érintét az A ko-
zéppontl 3 cm sugarl kérhoz. Ha E,-gyel és E,-vel jeloljik az érintési
pontot a koéron, akkor azt latjuk, hogy az ABE haromszog egy szabalyos
haromszog fele, tehat szogei 30°-60°-90°.

Hol metszi a haromszog AC és AB oldalat az AM szakasz Thalész-kore? (M a haromszog magassagpontjat
jeloli.)
Megoldas
A C-bdl és B-bél indulé magassagvonalak talppontjaiban.
C

C

Bizonyitsuk be, hogy a haromszdg AB oldaldnak felez6pontja és a BC és AC oldalon [évé magassagtalp-
pontok egyenld szar( hdromszoget hataroznak meg!

Megoldas
Az allitas igaz, mert az oldalfelezé pontot barmelyik emlitett magassagtalpponttal dsszekotve a Thalész-kor

egyik sugarat kapjuk.

Bizonyitsuk be, hogy egy koron kivil fekvé P pontot 6sszekdtve a kor egy atmérdjének A és B végpontjai-
val, az APB sz6g hegyesszog! Mit mondhatunk, ha P a Thalész-koérén beldl van?

Megoldas

Kossiik dssze P-t a hozza nem kozelebbi atmérévégponttal. Tegytik fel, hogy ez az A pont. Az AP szakasz-
nak és a Thalész-kornek a metszéspontjat C-vel jelolve, az ABC haromszog derékszogli. Mivel C-nél de-
rékszog van, és ez a CBP haromszog kiils6 szoge, tehat CPB < = APB < < 90°. Hasonl6an igazolhaté, hogy
APB < > 90°, ha P a kéron beldl van.
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m Le lehet-e fedni egy tetszbleges konvex négyszog alaki teraszt az
esé ellen az oldalak f6lé befele hizott félkor alakd ernydkkel?

Megoldas

Igen, le. Bizonyitsuk indirekt médon! Tegytk fel, hogy van olyan
pont, amit egyetlen Thalész-kor sem fed le. Ez a pont akkor min-
den Thalész-kor kiilsé pontja, ezért ebbél a pontbél minden oldal
hegyesszogben latszik. Ez azonban lehetetlen, mert ez a négyszog
belsé pontja, ezért az oldalak 1atészogeinek dsszege 360°. Négy
hegyesszog 6sszege viszont biztosan kisebb 360°-nal.

m Bizonyitsuk be, hogy egy érintéhatszogbena + c +e=b + d + f!
Megoldas

Kilsé pontbdl hiizott érintészakaszok egyenlék. Ha az A-bél indulé
érint6szakaszokat x,-gyel, a B-bSl indulékat x,-vel... stb. jeloljik,
akkor a megfelel6 oldalakat alkoté érint6szakaszokat dsszeadva
adédik az allitas.
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54-55. KOZEPPONTOS TUKROZES

Tukrozziink egy hdromszoget

a) az egyik cslicsara;

b) az egyik oldal felez&pontjara;

©) egy haromszogon kivil esé pontra;
d) a haromszog egy belsé pontjaral

Megoldas: A megoldast az olvaséra bizzuk.

Adott egy konvex szog és szarai kozt egy pont. Szerkessziink olyan
egyenest, amely 4&tmegy a ponton, és a szogszdrak kozti szakaszat az
adott pont felezi!

Megoldas

Mivel az adott pontra vonatkozéan a szogszarakon |évé pontok tiik-
rosek, ezért ha az egyik szogszarat tikrozziik a megadott pontra, a
tikorkép kimetszi a masik szogszarbol a keresett egyenes egy pontjat.
Ezt 6sszekotve a szogszarak kozti ponttal, adédnak a szogszarak kozé
esé szakasz végpontjai és a keresett e egyenes.

Adott egy konvex szog és szarai kozt egy pont. Szerkesszlink olyan rombuszt, amelynek k6zéppontja a meg-
adott pont, és két szemkozti csticsa a szogszarakon van!

Megoldas

Az el6z6 feladat szerint megszerkesztjiik a rombusz két szemkozti csticsat. Az ezeket 6sszekotd szakasz a
rombusz 4tléja. Mivel a rombusz 4tl6i merdlegesek egymasra, ezen a merdleges egyenesen a megadott
pontra szimmetrikusan felvett két pont a szogszarakon felvett két ponttal rombuszt hatdroz meg. Egyrészt
kozéppontosan szimmetrikus, tehdt paralelogramma, és atléi merdlegesek, ezért rombusz. Végtelen sok
megoldas van.

Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos hatszog kozéppontosan szimmetrikus sokszog! Minden szabélyos sokszog
koézéppontosan szimmetrikus?

Megoldas

Mivel két szemkozti oldala parhuzamos és egyenld, ezért paralelogramma. Az &tlok egyenlé hosszdak (két
oldalhossznyi), ezért téglalap. Az 6todik és hatodik cstics is az atlé felez6pontjara tiikrosen helyezkedik el,
tehét az éllitas igaz. Nem, példaul szabélyos haromszog.

Megjegyzés: Altalaban az igaz, hogy a paros oldalszamU szabélyos sokszogeknek van, a pératlan oldal-
szamU szabalyos sokszogeknek nincs szimmetria-k6zéppontja.

Szerkessziink paralelogrammat, ha adott

K1 a) két oldala és egyik atloja;

K1 b) két oldala és a kozbezart szog;

K1 ¢ egy oldala és két atloja;

K1 d) két atloja és az atlok szoge;

K2 e) egy atloja, egy oldala és az adott oldalhoz tartozé magassaga;
K2 f) két atléja és az egyik oldalhoz tartozé magassagal!

Megoldas

a) Két oldala és egyik atl6ja altal meghatarozott hdromszog szerkeszthets. A negyedik cstcs a haromszog-
nek az atl6 felez6pontjara valé tiikrozéssel adodik.

b) Két oldala és a kozbezart szog ismeretében egy olyan hdromszog szerkeszthetd, amelynek a megadott
szoggel szemkozti oldala a paralelogramma egyik atléja. Ennek felezépontjara tikrozve a haromszoget,
adédik a paralelogramma.
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c) Az oldalbdl és a két atlo felébdl szerkessziink haromszoget, ezt tiikrozziik arra a csticsra, amely-
ben a két félatlo talalkozik (ez a paralelogramma kozéppontja). A két képpont és az eredeti-
leg szerkesztett hdromszog masik két csticsa a keresett paralelogramma.

d) A két 4tl6 és az atlok szoge ugyanazt a haromszoget hatdrozza meg, mint az el6bb, igy a be-
fejezés is ugyanaz.

e) Legyen mondjuk adva az AB oldal és az AC atl6. Vegytink fel két parhuzamos egyenest egy-
mast6l m tavolsagra. Jeloljiink ki tetsz6legesen az egyik parhuzamoson egy pontot, legyen ez
C. C kozéppontd AC sugarG kor kimetszi a masik parhuzamosbél az A pontot. (Feltétel:
m < AC. EgyenlGség esetén az AC atlé merdleges az AB oldalra. Mas esetben két AC atlé lehet.)
Ezutan az A-t tartalmazo egyenesre A-bdl felmérjuk AB-t. (Vigyazat, kétfelé mérhetjiik fel! Egy
AC atléhoz két megoldast kaphatunk.)

f) Vegytink fel két parhuzamos egyenest egymast6l m tavolsagra. Szerkessziik meg a kozéppar-
huzamosukat. Ennek tetszéleges pontja legyen a paralelogramma kézéppontja. Ebbél a pont-
bol mindkét atl6 felével kort szerkesztiink. A kozéppontra tiikros két-két metszéspontot va-
lasztva kapjuk a paralelogrammakat.
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56. KOZEPVONALAK

Szerkessziink trapézt, ha adott
a) m magassaga, k kozépvonala és az egyik alapon fekvé két szoge: a és [5;
b) a kozépvonala, a két szdra és a magassaga!

Megoldas

a) Vegyunk fel két parhuzamos egyenest egymdstél m tavolsagra. Szerkessziik meg a kozéppéarhuzamosu-
kat. Ennek tetszéleges pontjabdl mérjik fel a kdzépvonalat. Ennek végpontjaiban mérjik fel az @ és 5
szogeket. Ezek kimetszik az egyik parhuzamosbdl a trapéz két cslicsat, a szogszarak egyenesei pedig a
masik két csticsot.

b) Vegylnk fel két parhuzamos egyenest egymastdl m tavolsagra. Szerkessziik meg a kozépparhuzamosukat.
Ennek tetszéleges pontjabdl mérjik fel a kozépvonalat. Ennek végpontjaiban szerkesszlink rendre a sza-
rak felével koroket. Ezek kimetszik a parhuzamosokbdl a trapéz csticsait. A megfeleléket kossiik Gssze.

Adott egy konvex négyszog. Szerkessziink olyan paralelogrammat, amelynek csticsai a négyszog egy-egy ol-
daldra esnek! (A diszkussziotél tekintstink el.)

Megoldas

Tudjuk, hogy az oldalfelez6 pontok paralelogrammat adnak, tehat ez példaul j6 megoldas.

Mit mondhatunk arrél a négyszogrél, amelynek oldalfelezé pontjai

a) rombuszt;
b) téglalapot alkotnak?

Megoldas

a) Ha rombuszt alkotnak, akkor a négyszog atléi egyenlék.
b) Ha téglalapot alkotnak, akkor a négyszog atléi merdlegesek.

Bizonyitsuk be, hogy a trapéz atléinak felezépontjait 6sszekotd szakasz egyenlé az alapok kilonbségének
felével!

D C Megoldas

Legyen AB > CD! Hasznéljuk az abra jeloléseit. FG az ABC hdromszog AB-

V HNF vel parhuzamos kézépvonala, ezért hossza % Hasonléan HF a BCD ha-
A C

B romszog kozépvonala, ezért hossza TD Innen HG = w

Bizonyitsuk be, hogy egy haromszdg oldalfelezé pontjai és egyik magassaganak talppontja egyenld szard ha-
romszoget vagy hirtrapézt hatdroz meg!

Megoldas

Az oldalfelez6 pontok altal alkotott haromszog oldalai parhuzamosak
a nem felezett oldallal és feleakkorak (kézépvonalak). igy A B, parhu-
zamos AB-vel és az arra illeszkedd C, T-vel is, ahol T a C-bél indulé ma-
gassag talppontja. Tehat A B,C.T trapéz. Azt kell még belatni,

hogy B,C, = A,T. Ez azért igaz, mert B,C, = %, mivel kbzépvonal,
AT = %, mert a BC oldal Thalész-kérének sugara. Ha T azonos

C,-gyel, akkor az A,B,C, hdromszog egyenl6 szara.
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57-58. A HAROMSZOGEK NEVEZETES PONTJAI,
VONALAI

Szerkessziink haromszoget, ha adott

K1 a) egy oldala, a hozza tartozé magassag és egy masik
magassag;

K1 b) egy oldala, a hozza tartoz6 sdlyvonal és magassag;

K1 © egy oldala és a masik két oldalhoz tartozé sulyvo-
nala;

K1 d) egy oldala és a hozza tartozé stlyvonal és egy
mdsik sdlyvonal;

K2 e) két oldala és a kdzbezart silyvonal;

E1 #) harom sulyvonala!

Megoldas

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

a) Vegytink fel két parhuzamos egyenest egymastol m_ tavolsagra. Az egyik egyenesen vegyiik
fel az AB szakaszt. Az AB szakasz Thalész-kore és az A kozéppontd m_sugar( kérok metszés-
pontjaiadjak m_talppontjat, T, T -t. A BT, és BT, egyenesek és a masik pdrhuzamos metszés-
pontja C,,C,.

b) Az A ,AA, hdromszog megszerkeszthetd (AA, Thalész- A
korét kell A kozéppontd, m_ sugard korrel metszeni).
Mivel A,B = A,C = BE ezart A, koril huzott BE su-
garG kor kimetszi A,A, egyenesbdl a B és C pontokat.
A feladatnak nincs megoldasa, ha m > s;
m_=s_esetén egyenld szarG haromszog alapja és ma-
gassaga adott.

B
c) Legyenadottaza, s,, s, SBC haromszdg harom oldala )
(a, gsb, 2 ), igy ez szerkeszthetd. SD = Isc 6
37 37¢ 2
SE = 3B, igy D és E szerkeszthet. BD és EC egyene-
D 3
sek metszéspontja adja C-t. A diszkusszi6tél eltekin-
tink.
B a C
d) Legyen adott az a, s, éss,. BSA, haromszog szerkeszt- B
heté a harom oldalabsl (BA,=3BC; BS=3s,;
SA = %sa). B tiikorképe A,-re C, C tiikorképe B,-re A. ;
A diszkusszi6tol eltekintiink. ‘
B a A, c
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e) Legyen adottac; b; s_. Tiikrozziik a hdromszoget BC felez6pontjara.
A tukorképet jeloljik A’-vel. Az ABA” haromszog szerkeszthet6
harom oldalabdl (cBA” = b; AA” = 2s ). AA’ felez6pontjara tiikrozve
B-t, kapjuk C-t. A szerkeszthetdség feltétele, hogy a ¢; b; 2s_ szaka-
szokra teljestljon a haromszdg-egyenlétlenség.

Megoldas
) D, E, F pontok az oldalak felezépontjait jelolik. Legyen G a BS sza-
2 . 1 1.2 1 1 5
kasz felezGpontja. Ekkor GD = 55C = > 35C = 35F. Igy DGS ha-

romszog mindhdrom oldala egy-egy adott stlyvonal harmada, tehat
DCS haromszog szerkeszthetd. S tikorképe G-re B; B tiikorképe
D-re C. Mivel AS = 25D, igy A is szerkeszthetd. DCS haromszogbdl
latszik, hogy a harom silyvonalra teljestilnie kell a haromszog-
egyenl6tlenségnek.

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlyvonala kisebb, mint a kozrefogé oldalak szamtani kozepe!
Megoldas

Tukrozziik a haromszoget a harmadik oldal felezépontjara, igy paralelogrammat kapunk. A kapott abrarél
leolvashaté az allitds a haromszog-egyenlStlenség miatt.

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlyvonalai hosszanak 6sszege kisebb, mint a hdromszog kerilete!
Megoldas
5, < b+c.

’

2
sb<a'5C-

’

<b+a.

Se 2

Az egyenl6tlenségeket 6sszeadva adodik az allitas.

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlypontjat a haromszog csticsaival
Osszekotve harom egyenld terlletli részre bontottuk a haromszoget!
Megoldas

D, E, F pontok az ABC haromszog oldalainak felezpontjait jelolik. SD
stlyvonal ABS hdromszdgben, ezért t(ASD) = t(BSD) = t,. Hasonl6an
t(CSE) = t(BSE) = t, és t(CSF) = t(ASF) = t,. CD sulyvonal az ABC

hdromszogben is, ezért egyenld teriiletekbdl (%t(ABC)) egyenld

tertleteket (t,) levonva egyenlé marad, tehdt t(CSA) = t(BSC), azaz
2t, = 2t, = t, = t,. Az AD silyvonalbdl kiindulva hasonléan bizonyit-
hat6, hogy t, = t,, ami egydttal a hat részhdromszog teriiletének
egyenldségét jelenti, és a feladat allitasat igazolja.
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Jelolje egy ABC hegyesszogli haromszog magassagpontjat M, és koralirt korének A-val atellenes
pontjat A”. Bizonyitsuk be, hogy BMCA” paralelogrammal

Megoldas

A Thalész-tétel szerint ABA” < = 90°, tehat BA” parhuzamos CM-mel, mert mindegyik L AB-re.

Hasonl6an bizonyithat6, hogy BM parhuzamos CA”-vel. Ha egy négyszogben van két parhuza-
mos oldalpar, akkor az paralelogramma.
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59. AZ EGYENLET, EGYENLOTLENSEG FOGALMA

Tekintstik a kovetkezd kijelenté mondatokat. Ha eldonthetd, akkor dontstik el, hogy az éllitasok kozil me-
lyik igaz és melyik hamis!
a) Tizenhat négyszerese négyzetszam.

Megoldas: Igaz.
b) Tegnap délutan sttott a nap.
Megoldas: Nem donthetd el.

¢) Mai napon lesz biolégiaérank.

Megoldas: Nem dontheto el.

d) A kornek négy szimmetriatengelye van.

Megoldas: Hamis.
e) Minden paralelogramma trapéz.
Megoldas: Igaz.

f) Minden harmadik természetes szam oszthaté harommal.

Megoldas: Nem donthetd el.

g 3-5=16.

Megoldas: Hamis.

Allapitsuk meg, hogy az alabbi logikai fuggvények mely értékekre igazak és mely értékekre hamisak a meg-
adott értékek kozil!
a) 3x+7=x-3; x=0; -2; -5; 3.

Megoldas: Igaz, ha x = -5, a tobbi esetben hamis.

b) |2x — 5| = 4; x=-2,5; 0; 0,5, 1,5; %
Megoldas: Igaz, hax = 0,5; x = %, a tobbi esetben hamis.

0 —-(x+2’+3=—x—-1; x=-4; -3; -2; -1; O.

Megoldas: Igaz, hax = -3; x = 0, a tobbi esetben hamis.
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3. K1 Valasszuk ki az azonossagokat a kovetkezé egyenletek kozil!
a) 2x+34+x—-5=x—-8+4x+3 —x.

Megoldas
Osszevonas utan azt kapjuk, hogy
3x — 2 = 4x — 5, melybdl x = 3 megoldas, mas nem, ezért nem azonossag.

b) 11 —2x = 7x + 29 — (9x + 18).

Megoldas
Osszevonas utdn azt kapjuk, hogy
11 — 2x =— 2x + 11, mely azonossag, tetsz6leges szim esetén igaz.
5x+3 _ 15x
o) 7 = ¢ T 1,5.
Megoldas
Rendezve az egyenletet:
15x+9 _ 15x .
6 = ¢ T 1,5 /-6

15x+9 =15x+9
azonossag, tetszbleges szam esetén igaz.

d3—x=5-—x.

Megoldas
Rendezve:
3 = 5 adédik, ami ellentmondas, ezért nincs olyan szdm, melyre igaz lenne az egyenlet.

m irjunk fel olyan egyenletet, melynek dbrézolasahoz az aldbbi grafikonokat rajzoltuk fel!

b) y d) y

1 X X
Megoldas
a) %x—1 =—%x+3;

b) —Ix+3[+2=x+2;
o |lx—4-1 =%x+1;

d —(x+1°+4==x-1.
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o Mely szamok esetén értelmezhetjiik az alabbi egyenleteket?

136

K1 a) 2X4_5=3.

Megoldas

Minden valds szam esetén értelmezhetd az egyenlet.

5_.8
K1 b) 2 =S

Megoldas
Akkor nem értelmezhetd, ha a nevezd 0. Azaz x # 0; x = 1 kikotést kell tenniink. Az egyenlet tehat

értelmezhets Vx € R, kivéve x=0; x = 1.

K1 o x+1+3x+4 1
x—1

5x—=5 " 57
Megoldas

Az egyenlet értelmezheté vx € R, kivéve x = 1.

X 2x — 1
K1 d) x—5T 2o =

Megoldas

A nevezd szorzattd alakitasa utan
X 2x — 1
+
Xx=5" x(x=75)

= 1adédik, hogy vx € R, x# 0; x # 5.

3+x—2=2x2+8x—11
2 x+3 X +x—6

K2 e) iJ_r

Megoldas

A jobb oldali nevez szorzatta alakitasa utan

X+3  x=2 _ 2+ 8~ 11
X=2 x+3 (x=2(x+3)

adédik, hogy Vx € R, x # 2; x # 3.

Milyen szamot irhatunk a b betl helyére, hogy azonos egyenlétlenséget kapjunk?
K2 a) (x+5/+b=0.

Megoldas

Algebrai Gton is és grafikusan is végiggondolhato, hogy b = 0 érték esetén a bal oldal nemnegativ.
E1 b) x¥’—8x+b>0.

Megoldas

Alakitsuk at a bal oldalt. x’ —8x +b = (x — 4 — 16 + b.

Mivel (x — 4)* ¥x € R esetén nemnegativ, ezért =16 + b > 0 kell legyen. Ebbdl b > 16.
E1 o X’+2x+3+b>0.

Megoldas

El6z6h6z hasonléan megoldva adédik b > 2.
El d) —(x+3Y+5+b=0.

Megoldas

Mivel —(x + 3)* Vx € R esetén legfeljebb 0, ezért 5 + b < 0 kell hogy teljesiiljon. Ebbd| azt kapjuk,
hogy b <-5.
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60. EGYENLET, EGYENLOTLENSEG MEGOLDASI
MODSZEREI

n Oldjuk meg grafikusan az aldbbi egyenleteket!

K1 a) %x+2=—%x+6.

Megoldas

Az abrérdl leolvashaté a metszéspont x koordinétdja, ez lesz az egyenlet megoldésa.
x=2.
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy j6 a megoldas.

K1 b) %x—2:—x—6.

Megoldas

Az 4brardl leolvashaté a metszéspont x koordinatdja, ez lesz az egyenlet megoldasa.
X =-3.
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik a megoldast.
E1 o —Ix—1[+5=Kx-3)°+1.
Megoldas

Az egyenletnek két megoldasa van: x, = 1; x, = 4.
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El d)2—|x—3]=—2

X—2"

Megoldas

y A

Az egyenletnek hdrom megolddsa van: x, = 0; x, = 3; x, = 4.

m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket!

a) vx—2=+v1-x.
Megoldas
Vizsgaljuk meg az egyenlet két oldalanak értelmezési tartomanyat.
Baloldal: x—2=0=x= 2.

Jobboldal: 1T—x>0 = x<1.

A két oldal értelmezési tartomanyanak nincs kozos része, tehat nincs olyan valés szam, melyre az egyen-
let mindkét oldala értelmezhetd, ezért nincs megoldasa az egyenletnek.

b) vVx +2v/—x = 5.
Megoldas
A bal oldalon [évé négyzetgyokos kifejezések miatt az
x=0
—Xx=0=x<0

Behelyettesitve az egyenletbe az x = 0-t, kapjuk, hogy O = 5, ami ellentmondés. Az egyenletnek nincs
megoldésa.

}: x = 0 szamra értelmezhet$ az egyenlet.

o vx=5—-v5-x=0.
Megoldas
A bal oldalon [évé négyzetgyokos kifejezések miatt az
Xx=5
5-x20=x=<5

Behelyettesitve az egyenletbe az x = 5-t, kapjuk, hogy O = 0O, tehdt az x = 5 j6 megoldas, és mas meg-
oldas nem lehet.

}: x = 5 szamra értelmezhetd az egyenlet.

d) vV2x—5+4/2,5—x = 3.
Megoldas

A bal oldalon [évé négyzetgyokos kifejezések miatt az
2Xx—520=x=225
25-x>0=x<25
Behelyettesitve az x = 2,5-et, ellentmondast kapunk, tehat az egyenletnek nincs megoldasa.

} = x = 2,5-re értelmezhetd az egyenlet.

138



60. EGYENLET, EGYENLOTLENSEG MEGOLDASI MODSZEREI

Oldjuk meg a valoés szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
K2 a) [x—3[+|y+5|=0.

Megoldas
Két abszolit érték osszege csak gy lehet 0, ha mindkét abszoldt érték 0. Ezért az egyen-
let megoldasa: x = 3; y = -5.
K2 b) (x+ 1*+(y—2)*=0.
Megoldas
Mivel minden szam négyzete nemnegativ, ezért két négyzetszam Osszege csak gy lehet
0, ha mindkét tag 0. Ezért az egyenlet megoldasa: x = -1; y = 2.
E1 o (x+7)*(2y—3)=0.
Megoldas

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.

Ha (x + 7)* = 0 = x = —7, ekkor 2y — 3 tetsz6leges, ezérty is tetszSleges valos szam lehet.

Ha2y-3=0=y= %, akkor x tetszéleges.

El d) (2y+7)°+(x+4y—5)"=0.
Megoldas

Mivel minden szdm négyzete nemnegativ, ezért két négyzetszam osszege csak Ggy lehet

0, ha mindkét tag 0. Tehat
2y+7=0 IV
K4 dy—5 = 0}, amelybdly = -3,5; x = 19.

E1 e |3y —z|+|2y +x|+[x=3[=0.

Megoldas
Harom abszoldt érték dsszege akkor 0, ha mindharom abszolt érték 0.
Ezért:
3y—z=0;
2y +x=0;
x—3=0.

A 3. egyenlethdl x = 3, ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe y = —%, majd y értékét

behelyettesitve kapjuk, hogy z = —%

Ellenérzéssel meggy6zédhetiink a megoldas helyességérdl.

“ Oldjuk meg az egyenleteket, egyenlétlenségeket a val6s szamok halmazan!
El &) (x—4)+1=1-2[x—4]

Megoldas

Algebrai Gton: Vizsgaljuk az egyenlet két oldalanak lehetséges értékeit.

Abal oldal: (x —4)*+ 1> 1.

Ajobboldal: 1 —2[x —4[<1.

Ezért a két oldal csak gy lehet egyenld, ha mindkét oldal 1. Ez pedig azt jelenti, hogy
(x—4)*=0és |x—4|=0. Azaz az egyenletnek x = 4 a megoldasa.
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E1 b) X*—6x+7<-=3|x+1/—4.

Megoldas

Alakitsuk &t a bal oldalt:

x> —6x + 7 = (x — 3)* — 2, ebbdl lathato, hogy a bal oldal > —2. Az egyenlet jobb oldala < -4, ezért
nincs olyan x érték, melyre a két oldal egyenlé lenne, tehat az egyenl6tlenségeknek nincs megoldasa.

©) Nem érettségi tananyag. (x — 2)° + 1 = {x}.

Megoldas

Az egyenlet bal oldala legaldbb 1, a jobb oldal kisebb, mint 1, ezért nincs megoldasa az egyenlet-

nek.

m Egy 12 cm magas gyertya 6 6ra alatt, egy 9 cm-es gyertya 9 6ra alatt ég el. Egyszerre meggydijtjuk mindkét
gyertyat, amelyek ezutdn egyenletesen égnek (fogyasuk egyenletes).

a) Abrézoljuk a gyertydk magassagat az eltelt id6 fuggvényében!

b) Meggyujtasuk utdn hany perccel lesz kétszer akkora az egyik gyertya, mint a masik?

Megoldas

a) b cmyA

12
q

10

A 4

-2
-2

10

12

14

16

18

t (6ra)

b) Az id¢é fuggvényében az |. gyertya magassagat a h(t) = 12 — 2t, a Il. gyertya magassagat pedig a
h(t) = 9 —t fuggvények irjak le. A 1l. gyertya akkor lesz kétszeres magassagti, amikor

9—-t=2(12-20).
Az egyenlet megoldasa t = 5 (6ra).

Ellendrzés: 5 éra mdlva az elsé gyertya magassaga 12 —2- 5 = 2 cm, a masodiké 9 — 5 = 4 cm.
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61. EGYENLET, EGYENLOTLENSEG
MEGOLDASA SZORZATTA ALAKITASSAL

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket, egyenlétlenségeket!
A megoldas soran felhasznaljuk, hogy egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0.
K1 a) (x—5)(x+3)=0.

Megoldas

X, =5, x,=-3.

K1 b) 2x=5)(x+2)(x—1 =0.
Megoldas

=25 x,==2; x,=1

K1 ¢ x(x-3)=<0.
Megoldas

Egy kéttényezGs szorzat értéke nempozitiv, ha az egyik tényezé nemnegativ, a masik té-
nyezé nempozitiv.
Igy a két lehetdség:

L, x=0 iletve 1. X0
“x—3<0[ “x=3>0[

Az egyenl6tlenség megolddsa: 0 < x < 3, azaz x €[0; 3].

K1 d) (5x—6)(2 —3x) = 0.
Megoldas

Egy kéttényezds szorzat értéke nemnegativ, ha mindkét tényezé nemnegativ, illetve mind-
két tényez6 nempozitiv.

<x<

ulloy

Ebbél adéddan a megoldas 2 6]

,aZaZXelig;g.

[SS]1 )

K2 e) x(6 —2x)(5 + 2x) > 0.
Megoldas

Egy szorzat akkor pozitiv, ha a negativ tényez6k szama péros.

A bal oldali szorzat zérushelyei: x = 0; x = 3; x = -2,5. Ezek nem lehetnek megoldasok,
mert a szorzat pozitiv kell hogy legyen.

Szamegyenesen a zérushelyek két félegyenesre és két intervallumra bontjék a szamegye-

nest.
X e e I @ | @&
6-% ® { ® | ® | ©
542X © 1 @ | @ | ®
P R R
-2,5 0 3 X
1. eset:

Ha x < -2,5, akkor
x<0; 6-2x>0; 5+ 2x <0, ezért a szorzat pozitiv.

2. eset:
Ha -2,5 < x < 0, akkor
x<0; 6-2x>0; 5+ 2x > 0, ezért a szorzat negativ.
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3. eset:
Ha 0 < x < 3, akkor
x>0; 6-2x>0; 5+ 2x > 0, ezért a szorzat pozitiv.

4. eset:
Ha x > 3, akkor
x>0; 6-2x<0; 5+ 2x > 0, ezért a szorzat negativ.

Az egyenl6tlenség megoldashalmaza: |—oo; —2,5[ U |0; 3[.
(2x —4)(5x + 8)(x — 6) < 0.

Megoldas

Egy tobbtényezds szorzat akkor negativ, ha a negativ tényez6k szama paratlan.
Az e) feladatrészhez hasonléan megoldva az egyenlétlenséget, a megoldashalmaz:
J-o0; =1,6[U]2; 6.

Alakitsuk szorzatta a bal oldalon &ll6 kifejezéseket, és hatarozzuk meg az egyenletek zérushelyeit!
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Kl a) (x—D(x+5+&x-D(kx+8)=0.

Megoldas

(X—1)(2X+13)=O=>X1:1; Xzz—%.

K1 b) 2x —5)(3x +4)—(2x - 5)(1 —x) = 0.

Megoldas

(2x=54x+3)=0=x,=2,5 x,=—

Al

K1 ¢ (x+2)(x—7)—2—-x=0.

Megoldas
(x+2)5x—=7)—2—-x=0,
(x+2)6Bx-=7)—2+x) =0,

(x+2)5x—=8)=0=x,=-2; xzzg.

K2 d) x>+ 5x+6 =0.

Megoldas
(x +2)(x+3)=0; X, =—2; x, ==3.

K2 e x’+ 6x>+8x = 0.

K2 f)

Megoldas

x(x+4)(x+2)=0; x,=—4; x,=-2; x,=0.

X’ +3x*—4x—12 = 0.
Megoldas

X 43— Ax =12 =x(x+3) —4(x +3) = (x + 3) (x = 2 (x + 2).
A megoldasok: x, =—3; x,=-2; x; = 2.
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Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket!

x—4
a) ¥ 2 > 0.
Megoldas
Egy tort akkor pozitiv, ha a szdmléléja és nevezdje azonos elgjel(i.
| x—42>0 II><—4<O
" x+2>0]| “x+2<0|
X >4 ol s x <4 Y .
<> _2}, melybdl adodik < _2}, amelybdl kapjuk, hogy
X > 4. x <=2.
A feladat megolddsa: |—oo; —2[ U ]4; oof .
2x+5 -
b) 5 —5=0.
Megoldas
5.
-5
X+5
c) = <T.
Megoldas

Rendezziik nullara az egyenléStlenséget.
A feladat megoldasa: |—oo; 2[.

3

Megoldas

34

“ Oldjuk meg a valés szdamok halmazan az alabbi egyenlétlenségeket!

Az egyenl6tlenségek megoldasa soran hasznaljuk fel azt a tényt, hogy egy tort akkor negativ, ha
a negativ értéki szorzo- és osztétényezdk szama paratlan, és akkor pozitiv, ha a negativ tényezék
szdma paros.

K2 @ (XF3IK=D

Megoldas: Készitstink tablazatot az egyes tényezdk elSjelérdl:

x+3 o/ @& I e |
x-1 © o e 1@
x-4 9. o e @
] L
-3 1 4 X

Az egyenl6tlenség megoldésa a tablazatbdl kiolvashaté.
x <=3, 1<x<4.

2x+ 1D(3x +5)
K2 b) (4x 4+ 8)(x — 2) =0

Megoldas

]U]2;oo[.

w|ul
No|—

Az egyenl6tlenség megoldasa |—oo; —2[U[—
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E1 C)x 37 x—1

+ 1

Megoldas: Az egyenl6tlenség megolddsa |—oo; 1[U]3; 179[

x:1<3x—2'

E1 d)x 3 3x

Megoldas: |—oo; O[ U ]%, 3[.

Két egész szam Osszegéhez hozzdadjuk a két szam szorzatat, eredményuil 23-at kapunk.
Melyik ez a két szdm?

Megoldas

irjuk fel egyenletet a feladat megoldasahoz:

X+y+xy=23.

Szorzatta alakitva:

(x+ D(y + 1) = 24.

Az egyenlet megoldasait 24 osztéi felirasaval kaphatjuk meg.
Nézziik téblazatban a lehetséges megoldasokat:

X O |23 | =2|-25| 1T |11 | =3[-13]| 2 7 141913 5 |-5|-7
y | 23 0|-25| 2|11 1|13 3| 7 2 191415 3 |-7|-5

A tablazatbdl is latszik, hogy 6sszesen 8 szampdr tesz eleget a feltételeknek.

Két természetes szam reciprokainak 6sszege 1—11 Melyik ez a két természetes szam?

Megoldas
1,1 _ 1
5+B_ﬁl a;éO, b;éO

Szorzat alakban irva:
(@a—1DMhb =11 =121.
Amegoldasa=b=22; a=12, b=132.

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a természetes szdmok halmazan!
a) 2x’ +xy = 28.

Megoldas: Szorzatta alakitva: x(2x +y) = 28. 28 osztdit vizsgdlva:

(x;y)=1(1;26),

(x;y)=(2;10),

(x;y)=(26;7),

(x;y)=(10; 2).
b) % + % = %

Megoldas: x#0, y+#0. Rendezve: 3x + 3y = xy.

Szorzatta alakitva: (x — 3)(y —3) = 9.
9 oszt6it vizsgélva:

X 4 12 6
y 12 4 6

Tehat: (x; y) = (4;12) vagy (12; 4) vagy (6; 6).
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62. A LEGALTALANOSABB MODSZER:
A MERLEGELV

m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket mérlegelv segitségével!
a) 5(x+ 1) —7=3(x-2)+4.

Megoldas
x = 0.

b) 4x —(x+5)+12 = 14 + 2x.
Megoldas
Zarojelfelbontas soran figyeljink az el6jelekre.
x=7.

c) (8 —4x)—(B3x—5)=2x—5.
Megoldas
Zarojelfelbontas soran figyeljink az el6jelekre.
x=2.

d) 4(x = 5) — 3(2x + 3) = 8x — 6(5 — x).
Megoldas

Felbontva a zardjeleket
4x —20—6x —9 = 8x — 30 + 6bx.
1

X =

1

e}

e) 53x—4)+3(7 =x)=17 = 2(x = 3).

Megoldas
x=11

Van-e az alabbi egyenleteknek megoldasa a pozitiv szamok halmazéan?

K1 a) %x+%:3x4_2.

Megoldas

Hozzunk k6zos nevezére:

40 36 _ 45x—30

60**t60 =" 60 -

Rendezés utan kapjuk, hogy x = 13,2 € R*.

K1 b) 352 6= 242 oy

Megoldas

Szorozzunk be a kozos nevezével:
7(3 = 2x) + 84 = 2(5x + 2) — 28x.
Zarojelfelbontas és rendezés utan kapjuk, hogy

X = —% & R*, tehat nincs megoldas az alaphalmazon.
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K2 ¢ 5xé|—3_10g3x=3x?—>|—7_6.

Megoldas

Hozzunk kozos nevezdre:

15(5x + 3) — 24(10 — 3x) _ 40(3x+7)—6-120
120 - 120 :

Beszorozva a nevezdvel és felbontva a zardjeleket:
75x +45 — 240 4+ 72x = 120x + 280 — 720.

Ebbdl kapjuk hogy x = —% & R, tehat nincs megoldas az alaphalmazon.

+2

K2 d) 11(x6+3)_3x5—1=132—x 53x

Megoldas

Rendezés utan kapjuk, hogy x = 12 € R*.

2—-9% , 2x+7 _ ,_5—4x
K2 e 5— 5t =4 6

Megoldas

Beszorozva a kozos nevezdvel:

300 — 12(2 — 9x) 4+ 15(2x 4+ 7) = 240 — 10(5 — 4x).
A zéréjelek felbontdsa utdn:

300 — 24 + 108x + 30x + 105 = 240 — 50 + 40x.

X = —%, ami nem megoldas a pozitiv szamok halmazan.

A tanult nevezetes azonossagok felhasznalasaval oldjuk meg az alédbbi egyenleteket!
K1 @) (x+3)+(x+5)(x =2 +4=2(x+7)(x-3).

Megoldas

Felbontva a zaréjeleket:

X4+ 606X+ 9 +x"+3x — 10 + 4 = 2x + 8x — 42.
Rendezve az egyenletet:
X = —45.

K1 b) (x=5(x+5)—(x+3)(x+5)=403x—8).

Megoldas

Felbontva a zaréjeleket:
X =25 —x>—8x—15=12x — 32.
Rendezve az egyenletet:

=-04.

K2 ¢ (x=2P+(x+3)°-x—4x>=x*(x =D+ 19x — 1.

Megoldas

Felbontva a zaréjeleket:

X=X+ 12x =8+ X+ WX+ 27x + 27 =X’ = 4> =x = x*+ 19 — 1.
Osszevonds utan rendezve az egyenletet:

x=—1
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“ A véltozok lehetséges értékeinél van-e megoldasa az aldbbi egyenleteknek?

Kla) 2, -2=_3_

Megoldas

Kikotés: x # 4.
Beszorozva a nevezdvel:
5-2(x—4)=3.

x = 5.

3 x
K1 b)1+x—3_x—3 1.

Megoldas

Kikotés: x # 3.
Beszorozva a nevezével, majd elvégezve az dsszevondst, kapjuk, hogy x = 3, ami a kiko-
tés miatt nem megoldasa az egyenletnek.

5 3 1
K1 o x—4TXx " x—4

Megoldas

Kikotés: x #0; x #£ 4.
Hozzunk k6zos nevezére:
5x+3(x—4) _  x
x(x —4) x(x —4)°
Beszorozva a nevezdvel, majd rendezve, kapjuk, hogy:

_12
=+,

X

5x — 4 2 2Xx — 7
K2d) g +53T3-%=2=3

Megoldas

Alakitsunk szorzattd a nevezében, majd tegytink kikotést: x # 1.
Hozzunk k6zos nevezére:

6(5x—4)+4—3(2x—7)=3 /-6(x—=1)

6(x—1
30x —24 +4—-6x+21=18x—18.
x=-12.
X 5x -1 _
K2 e) X—3+x2—3x_1
Megoldas
Alakitsunk szorzattd a nevezében, majd tegytink kikotést:
X 5x =1
=1 ; :
X—3+x(x—3) ; x#0;, x#3

K6z6s nevezére hozva, majd beszorozva a nevezdvel:
xX*+5x —1=x>—3x.

x:%=0,125.
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X—3 , x—=2 _2°+5x—6
K2 ) x+2tx=3~ —x—6

Megoldas

Alakitsunk szorzattd a nevezében, majd tegytink kikotést:
x=3 x=2_ 2+5x-6
Xx+2x=3 (x+2)(x=3)
Kikotés: x —2; x # 3.
Hozzunk k6z6s nevezdre:
(x=3"+Gx=2(x+2) _ 2x’+5x—6
(x+2)(x=3) (x+2)(x=3)
Beszorozva a nevezdével és rendezve az egyenletet, adédik:
x=T1.

Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a legbévebb szamhalmazon, és abrazoljuk a megoldasokat szam-
egyenesen!

Az egyenlé6tlenségek megoldasa sordn is alkalmazhatjuk a mérlegelvet, figyelve arra, hogy ha egyenlétlen-
séget negativ szammal osztunk vagy szorzunk, az egyenlétlenség irdnya megvéltozik.

K1 a) 5x < 3x+10.

Megoldas: x < 5. °
o 5
K1 b) 8x+7 < 9x + 8.
Megoldas: x = —1. -
0 1 o
K1 ¢ 6x—6 <3x+18.
Megoldas: x < 8. °
o8
K1 d) 3(x+ 1D +5(x+5)>11(x+ 3).
Megoldas: x < —% . —>o
-3 0

K1 e 6x—2(3x +4)<2(3x—5).

Megoldas: x =

W=
\ 4

wl=

_ <
3 <2x+ 1

Megoldas

A bal oldalon k6zos nevezére hozunk, majd a nevezével beszorzunk:
3(2x=3) = 5(5 —2) < 15(2x + 1).
Osszevonds, rendezés utan kapjuk:

XZ—%.

\ 4

|
NN
o
N
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4(x+2) , 4—=3x < 5x+1
K29 =3~ +——7 -3

Megoldas

K6z6s nevezére hozunk, majd a nevezével beszorzunk és Gsszevonunk:
16(x +2) + 6(4 — 3x) 3(5?2+ D /17

12
—2x + 56 > 15x + 3.
x<@

O
17 : .

\ 4

17
K2 h) (x—5(x—3)—4 <(x—4)P+6.

Megoldas

Felbontva a zaréjeleket és elvégezve az 6sszevonast, azt kapjuk, hogy 11 < 22. Ez igaz,
tehdt az egyenl6tlenségnek minden valds szam megoldasa.
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63. ABSZOLUT ERTEKET TARTALMAZO EGYENLETEK,
EGYENLOTLENSEGEK

Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket, egyenlétlenségeket!

K1 a) [x=5|-3==3;

Megoldas

|x—57

o1\ s/ x
T 1
I I

|

Ix—5]-3="1;

|x—5|—3 =—4.

yl\

|x—5|—y
‘].
9 X ' '0__

]

|x — 5|—3 =-3 egyenlet megoldasa x = 5.

|x — 5[— 3 = 1egyenlet megolddsa x, = 1; x,=09.

|x — 5|— 3 =—4 egyenletnek nincs megoldasa.
Ahol van megoldas, ott az ellen6rzés sziikséges.

b) —|x+3|+4=x-3;

Megoldas

—|x+3l+4<x-3.

—|x + 3|+ 4 = x — 3 egyenlet megoldédsa x = 2.

—|x + 3]+ 4 <x - 3 egyenlStlenség megolddsa x > 2.

o Ix+1-5=-1; Ix —3]—-5<-1; x —3[-5=-1.
Megoldas
yA y A y A
-5 B 3 ST L7 '] 7
0 1 X 0 | X 0 X
N N

|x + 1|— 5 =1 egyenlet megoldasa x, = 3;
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63. ABSZOLUTERTEKET TARTALMAZO EGYENLETEK, ...

|x — 3]— 5 <—1egyenlétlenség megolddsa —1 < x < 7.
|x — 3] = 5>—1 egyenlStlenség megolddsa x <—1vagy x> 7.

d) %X—ZZ\X—4\—2.
Megoldas: 3 <x < 6.

e) |X+1\—3>%x+2.

Megoldas: x <—4; vagy x > 8.

Oldjuk meg algebrai Gton az alabbi egyenleteket!

a) |x|-2=3.
Megoldas
Ix|=5.

b) 2l x|+ 4 =|x|+1.

Megoldas

Rendezve az egyenletet, kapjuk, hogy | x | = =3, ennek az egyenletnek nincs megoldasa.

o [x-3|=5.
Megoldas
X—3==5.

X, =8; x,=-2.

d|x+5/=-1.
Megoldas

Nincs megoldas.

Van-e a pozitiv szdmokon megoldésa az alabbi egyenleteknek?

a) |x+3=7-x.
Megoldas

1. eset:
x = -3, akkor az egyenlet
X + 3 = 7 —x alakba frhat6, melybdl

x = 2. A megoldas az x > —3 vizsgalt intervallumba esik.

2. eset:
x < -3, ekkor az egyenlet

—(x 4+ 3) = 7 — x alak lesz, melynek nincs megoldasa.

Az |x + 3| =7 — x egyenletnek a pozitiv szimok halmazan x = 2 a megoldasa.

b)|x—4|=%x+3.

Megoldas

Az |x—4|= %x + 3 egyenletnek a pozitiv szamok halmazén x, = 14; x, =

2, megoldésa.

3



VIII. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETRENDSZEREK

o lx-2l=x-2.
Megoldas

x=>2, xeR".

d)2—\x+5\=%x+10.

Megoldas

Az egyenletnek nincs megoldasa.

m Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket, és a megoldast abrézoljuk szamegyenesen!

a) | x| < 3.
Megoldas: —3 <x < 3. o °
-3 0 3 g
b) Ix|> 2.
Megoldas: x <-2 vagy x> 2. —>° —
2 0 2 g
olx+1/=1.
Megoldas: -2 <x < 0. —e
2 0 -
d [2x=5]>1.
Megoldas: x < 2 vagy x > 3. © o
0 23 -
e [ x| = 2x.
Megoldas: x < 0. [
b Ll

f [x—2[<2x+5.

Megoldas: x = —1. °

\ 4

m Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket, egyenlStlenségeket!
a) Ix=2l+|x+3/=7.

Megoldas

Az abszolit értéken beluli kifejezések zérushelyei: x =—3; x = 2.

L. Ha x < -3, akkor az egyenlet

—(x = 2) + (= D(x + 3) = 7 alakd, melynek megoldasa x = —4. A kapott érték az x < —3 vizsgdlt inter-
vallumba esik, és megoldasa az egyenletnek.

[I.  Ha—-3=<x<=<2, akkor az egyenlet

—(x—2)+x+ 3 =7, amelynek nincs megoldasa.

. Ha x > 2, akkor az egyenlet

X —2+x+ 3 =7, amelynek megoldasa x = 3. A kapott érték megoldasa az eredeti egyenletnek.

A feladat megoldasa x, =—4; x, = 3.

b) [ x|+[x-5=2.
Az el6z6 felbontéssal vizsgalva az egyenletet, nincs megoldas.
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o |1T—=x|+|x+2|<5.
Megoldas

Vizsgéljuk az egyenlétlenség megoldasat esetszétvalasztassal.
Az abszolit értéken belili kifejezések zérushelyei: x =—-2; x =1.

1. eset:

x <=2, ekkor az egyenlétlenség

1 —x —x — 2 <5 alakd. Ebbdl adodik
x >—3. Osszevetve a x < —2 feltétellel:
-3 <x<-=-2.

2. eset:

-2 <x =<1, ekkor

T—x+x+2<=<5, amelybdl

3 < 5 azonossagot kapjuk a —2 < x < 1 intervallumon.
igy ezen az intervallumon a megoldas:
—2=<x=1.

3. eset:

x > 1, ekkor

-1 +x+x+42=<5, amelybdl

x < 2. Osszevetve x > 1 feltétellel:
1T<x=2.

Az eredeti egyenl6tlenség megoldasa a harom vizsgalt eset megoldasanak egyesitése:
—3=<x=2.

d)|lx=3/=2]-1=23.

Megoldas
Lebontogatdssal vagy grafikus Gton is megoldhaté az egyenlet.
X, =-3; x,=9.
& Mix+1/-2[-3=1
> .
Megoldas

1
x—3

‘>2.

Megoldas

Az egyenl6tlenség grafikusan is megoldhato.

Algebrai Gton:

‘ 1
X—3

‘ >2e xf13 > 2 vagy xf13 < =2 teljesll, feltéve, hogy x # 3.

1. eset:

1 )
X_3>2,
1
xX—3
7 — 2X
X—3

-2>0;

> 0.
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Egy tort értéke pozitiv, ha a szamlaldja és a nevezdje azonos eldjell.
Ennek vizsgalatabol kapjuk, hogy

3<x< %
2. eset:

1 :
x—3<_2’

Egy tort értéke negativ, ha a szamlal6ja és a nevezdje kilonbozé eléjeld.
Ennek vizsgalatdbol kapjuk, hogy

5
§<X<3.

Az eredeti egyenlétlenség megoldasa a két eset egyesitése:

%<x< 3 vagy 3 <x<Z/ melyet mas alakban l’rva%<x<%/ X # 3.
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64. PARAMETERES EGYENLETEK,
EGYENLOTLENSEGEK

m Hatarozzuk meg az egyenletben szereplé a paraméter értékét Ggy, hogy az egyenleteknek
. legyen;
II. ne legyen megoldasa!
a) ax —2 =2x—4.

Megoldas

Rendezve az egyenletet:
x(a—2)=-2.

a—2
Ha a = 2, akkor az egyenlet 0 = —2 lesz, ami ellentmondas, tehat nincs megoldas.
Tehat, ha a # 2, akkor van az egyenletnek megoldasa, ha a = 2, akkor nincs.

Ha a # 2, akkor x =

a megoldas.

b) (a +3)x =5x—7.

Megoldas
Rendezve az egyenletet:
x(a—2)=-7.

_7 "
Ha a # 2, akkor x = =72 megoldas.

Ha a = 2, akkor az egyenlet 0 = —7 lesz, ami ellentmondas, tehat nincs megoldas.
Tehat ha a # 2, akkor van az egyenletnek megoldasa, ha a = 2, akkor nincs.

o (@a—2)x+11=2ax—4.

Megoldas

Rendezve az egyenletet:
x(—a —2) =-15.

Ha —a — 2 # 0, azaz a # -2, akkor x = a1+52 a megoldas.

Ha —a — 2 = 0, azaz a = -2, akkor az egyenlet 0 = —15 lesz, ami ellentmondds, tehat nincs
megoldds.
Tehdt ha a #—2, akkor van az egyenletnek megoldasa, ha a = —2, akkor nincs.

2 E1 I—)logyan vélasszuk meg a p paraméter értékét, hogy az egyenlet megolddsa pozitiv szam legyen?
a) 3x—p=—7.

Megoldas
p—7

X=—=.

3
-7
3

Az egyenlet megoldésa pozitiv, ha P >0=p>7.

b) 5x + 3p = 2x — 4.
Megoldas

El6z6 alapjan a megoldas pozitiv, ha p < —%.




VIII. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETRENDSZEREK

0
Megoldas

2
1=
Ha p = 1, akkor nincs megoldas.

Ha p # 1, akkor x =

A megoldas pozitiv, ha p < 1.

d(p+1x+9=2x—-5.
Megoldas

_ 14
Hap7é1,akkorx_1_p.

Ha p = 1, akkor nincs megoldas.
A megoldas pozitiv, ha p < 1.

Oldjuk meg az egyenleteket a val6s szamok halmazan, az a val6s paraméter!
a) 5x = a.

Megoldas

X =

Ul

b) 2x + a = ax.

Megoldas

Ha a # 2, akkor x =

a .
a megoldas.
a—?2 8

Ha a = 2, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.
o 7x —(a+2)x = 4.

Megoldas

Ha a # 5, akkor x = a megoldas.

4
5—a

Ha a = 5, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.
d) ax+5=3x+7.

Megoldas

Ha a # 3, akkor x = a megoldas.

2
a—3
Ha a = 3, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.

e) a’x+a=ax—1.
Megoldas

Rendezve az egyenletet:
xala—1D=—(a+1).

Haa;éO;a;é1,akkorx=_(a+1).
ala—1

Ha a = 0 vagy a = 1, akkor nincs megoldas.
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f) 18 +a’x = 2a + 9ax.
Megoldas

Rendezve az egyenletet:
xala—9)=2(a-9).

Haa;éO;a¢9,akkorx=§.

Ha a = 0, akkor nincs megoldas.
Ha a = 9, akkor azonossag, tehat minden szam megoldas.

“ Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét igy, hogy az aldbbi egyenletek megoldasa 2-nél nagyobb
valés szam legyen!

E1 a) M#ﬂ =Xx—-p.

Megoldas

7p—3
s

7p—3
2

> 2 akkor teljestl, ha p > 1.
E2 b) p(1 —2x) =5 — 3x.
Megoldas

Hap = %, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.

Ha p#%/ akkor x = 35_;2%

A p értékének meghatdrozasahoz az 35_;2;; > 2 egyenlétlenséget kell megoldani.
5-p-2B-2p)_,. 3p-1
T >0, 3550

Egy tort értéke akkor pozitiv, ha a szamlalé és a nevezé azonos elgjelt.

3p—1>0 . 3p—-1<0
|'3—2p>0}/ illetve ”.3—2p<0}'

Az egyenlGtlenség-rendszer megoldasa: % <p< i, ami egyben a feladat megoldasa is.

5. 2 Oldjuk meg az alabbi paraméteres egyenleteket az egész szdmok halmazan!
a) 4ax—6 =(a+2)x+12.
Megoldas
Egyenletrendezés utdn kapjuk, hogy x(3a — 2) = 18.
2 _ 18
Ha a;éi, akkor x = 33-7"

Az egyenlet zérushelye akkor egész szdm, ha 3a — 2 oszt6ja 18-nak.
Az a értékeinek meghatarozasahoz készitstink tablazatot:

3a—2| -1 -2 -3 -6 -9 | -18 1 2 3 6 9 18
3a 1 0 -1 -4 -7 -16 3 4 5 8 11 20
S T O I I T 0 S 1% AP (A - T I T O K

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

SN

Ha a = %, akkor nincs megoldasa az egyenletnek.
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b)

c

3

2

ax—2  B5x—2a"

Megoldas

Kikotések: x #% és 5x —2a # 0, azaz x # 273.

Ha a = 0, akkor x € Z.

Rendezzik az egyenletet:
15x — 6a = 2ax — 4 = x(15 — 2a) = 6a — 4.

Ha a # 175, akkor

6a—4 _ 6a—45+45—4 _

X

~15-2a

15— 2a
x értéke akkor egész, ha 15 — 2a osztdja 41-nek.

=-3

41

t15-2a

15-2a| -1 |-41 1| 41
—2a |-16 |-56 | -14 26
a 8 28 7 |13
Hago 15 o )
a a = -5, nincs megoldasa az egyenletnek.

2

3x —2a _ X+ 2a

1—a

Megoldas

Az el6z6 feladatrész gondolatmenetét kovetve kapjuk, hogy x =

T 1T+a”

hogy a;é—1;—%;1.

x€Z,haa=0,ekkor x =0.

1

2a

+ 2a

az egyenlet megoldasa, feltéve,



65. ELSOFOKU EGYENLETRENDSZEREK

65. ELSOFOKU EGYENLETRENDSZEREK

Oldjuk meg behelyettesité médszerrel a kovetkezé egyenletrendszereket!

(1) X—y==2
Y2 3y-2x=09 }

Megoldas
Fejezziik ki az (1) egyenletbdl x-et, x = y — 2, majd helyettesitsiik be a (2) egyenletbe:
3y—-2(y-2)=9;

y =05.

Visszahelyettesitve az x = y — 2 egyenletbe y = 5-0t, kapjuk: x = 3.
Az egyenletrendszer megolddsa az x = 3; y = 5 szampar.
Ellendrzés soran a kapott értékeket mindkét egyenletbe be kell helyettesiteni!

(1) x—3y=—
b (2) 5y —3x =—5}'

Megoldas

Az (1) egyenletbdl x-et kifejezve:
(1) x=3y—
(2) 5y —3x =—5
5 -33y—4)=-5 = y=425.

Az egyenletrendszer megoldasa az x = 8,75; y = 4,25 szampar.

4}. Behelyettesitve a (2) egyenletbe:

(1) x=5-3y
C)(2)x+8y=10 }
Megoldas

Az egyenletrendszer megoldédsa az x = 2; y = 1 szampar.

(1) 2x+6y =06
d 4t
Megoldas

Az egyenletrendszer megolddsa az x =—-2; y = 5 szampar.

Oldjuk meg az azonos egyiitthatok moédszerével az alabbi egyenletrendszereket!

(1) 3x+2y =8
V) n-y= 10}'

Megoldas

Szorozzuk be a (2) egyenletet 2-vel:
(1) 3x + 2y =38 }

2) 2x—y=10
Adjuk Ossze a két egyenletet:
(1) 3x+2y =38 }
(2) 4x -2y =20
7x = 28,
X = 4.

Az egyenletrendszer megolddsa az x = 4; y =—2 szampar.
Ellenérzés soran a kapott értékeket mindkét egyenletbe be kell helyettesiteni!
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(1) X=2—4y
b (2) 8y+3x=5 }
Megoldas
irjuk az egyenletrendszert mas alakban (bal oldalon csak ismeretlen, jobb oldalon csak szam legyen).
(1) x+4y=2] /2
(2) 3x+8y =5
(1) 2x+8y =4
(2) 3x+8y =5
(2)—=(1) x=1
Az egyenletrendszer megoldésa az x = 1; y = % szampdr.
(1) x=2y=11
Y2 3x+2y=9 }
Megoldas
Az egyenletrendszer megoldédsa az x = 5; y = —3 szampar.
(1) 4x +3y =6
D) o +y= 4}‘
Megoldas

Az egyenletrendszer megoldédsa az x = 3; y = —2 szampar.

Vezessiink be célszerlien megvélasztott Gj ismeretlent, és ennek segitségével oldjuk meg az egyenletrend-
szereket!

1,1
xty

2
a) i
2

<<

1_
X

Il
—

Megoldas
Vezessiik be az

a= l, b=1 jeloléseket. Ekkor
X y

a+b=%,

-1
a—b_12.

A 1. és 2 feladatban gyakorolt médszer valamelyikével megoldva: a = %; b= %

Ennek alapjan az egyenletrendszer megoldésa az x = %; y = % szampar.

Ellendrzés soran a kapott értékeket mindkét egyenletbe be kell helyettesiteni!

+-9% -5
Xx+3 y-=5

Megoldas

Vezessiik be az

1 R
a=s13 b= V=5 jeloléseket. Ekkor az

a+4b =2

i ‘caca=1h=1
324 8b = 5} egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldédsa: a = 1; b = T
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Visszahelyettesitve:

1—X+3 = X=-2;
1T 1 _
47 y=5 = y=

A megadott egyenletrendszer megolddsa az x =—2; y = 9 szampar.
Ellendrzés soran a kapott értékeket mindkét egyenletbe be kell helyettesiteni!

9 7
2><—y+2x+y_2
6 14 _ 4(

2X—y 2x+y 3

c

Megoldas
Vezessiik be az
_ T T sle
= %=y b= Ty jeloléseket. Ekkor
9a+7b=2
4

1oy
a=g; b= 7
Visszahelyettesitve kapjuk, hogy

_ 1

T 2X -y

— = 1 '

77 2x+y

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa az x = 4; y = —1 szampar.
Ellendrzés soran a kapott értékeket mindkét egyenletbe be kell helyettesiteni!

—_ O

m Két szdm Osszege 40, kilonbsége 13. Melyik ez a két szam?
Megoldas

Legyen az egyik szam x, a masik szam y. A szoveg alapjan felirhat6 egyenletrendszer:
Xx+y=40

x—y=1 3}’

melynek megoldasa: x = 26,5; y = 13,5.

Az ellenérzés soran a kapott értékeket a szovegbe kell behelyettesiteni.

A keresett két szam a 26,5 és a 13,5.

m Egy panziéban harom- és kétagyas szobdk vannak. Osszesen 14 szoba van, a féréhelyek szama
34. Hany két-, illetve haromégyas szoba van a panziéban?

Megoldas

Jeloljik a kétagyas szobdk szamat x-szel, a hdromdagyasokét y-nal.
A felirhaté egyenletrendszer

x+y=14
2x + 3y = 34
Az ellen6rzés soran a kapott értékeket a szovegbe kell behelyettesiteni.
A kétagyas szobak szama 8, a haromagyasoké 6.

}, melynek megolddsa: x = 8; y = 6.

m Egy- és kéteurds pénzérmébdl dsszegy(ijtottiink 35 db-ot, melynek értéke 56 eurd. Melyik pénz-
érmébdl hany darabot gy(ijtottink 6ssze?

Megoldas

Legyen az egyeurds pénzérmék darabszdma x, a kéteurds pénzérmék darabszéma y.

x+y =35
X+ 2y =56/
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Az egyenletrendszer megoldasa: x = 14; y = 21.
Egyeurésbol 14 db-ot, a kéteurdsbol 21 db-ot gydjtottiink ossze.

Ha egy kétjegyli szdamhoz hozzaadjuk a jegyei felcserélésével kapott szamot, 132-t kapunk. Masrészt tud-
juk, hogy a jegyek felcserélésével kapott szam harmadrésze 8-cal kisebb, mint az eredeti szam. Melyik két-
jegyl szamrdl van sz6?

Megoldas

Legyen a kétjegyli szam Xy alakd.
Készitstink tablazatot:

Tizesek Egyesek Szam
Eredeti szam X y 10x +y
Felcserélt szam y X 10y + x

A szoveg alapjan felirhaté egyenletrendszer:
10x+y + 10y +x = 132
10y + x
3
Az egyenletrendszer megoldasa: x = 3; y = 9.
A keresett kétjegy(i szam 39.

+8=10x+y|

Egy somléi galuska és egy krémes dra 560 Ft. Harom krémes 80 Ft-tal dragabb, mint egy somléi. Mennyit
kell fizetntink 6t krémesért és két somloiért?

Megoldas

Legyen a soml6i galuska dra x Ft, a krémes ara y Ft. igy
X+y= 560}

3y —80 =x

Az egyenletrendszer megoldasa: x = 400; y = 160.

5 krémesért és 2 somléiért 1600 Ft-ot kell fizetni.
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66. GYAKORLATI ALKALMAZASOK 1.

Egy kétjegy(i szamban a tizes helyiértéken 2-vel kisebb szam &ll, mint az egyes helyiértéken. Ha
a szamjegyeket felcseréljik, az eredeti és felcserélt szamok 6sszege 154. Melyik ez a szam?

Megoldas

Tizesek | Egyesek Szém
Eredeti szam X—2 X 10(x — 2) + x
Felcserélt szam X X—2 10x + (x —2)

A felirhaté egyenlet:

10(x —2) + x + 10x + x — 2 = 154;

x = 8.

Az ellendrzést a szovegbe torténd behelyettesitéssel kell elvégezni.
A keresett szam a 68.

Egy haromjegy(i szam elsé szamjegye 2. Ha a tizes és az egyes helyiértéken lévé szamokat fel-
cseréljik, akkor az eredeti szam és a kapott szam kiilonbsége 63. Melyik ez a szam?
Megoldas

A szam, illetve a felcserélt szam egyarant 2-vel kezdédik, ezért elegendd a szézas helyi értéken
[évé szam elhagyasa utan kapott kétjegyl szammal foglalkozni.

Tizesek | Egyesek Szam
Eredeti szam X y 10x +y
Felcserélt szam y X 10y + x

10x +y —(10y + x) = 63;

9x — 9y = 63;

X—y=7.

Mivel 0 < x; y < 9; ésx; y egészszam, ezért x =9; y = 2;vagyx =8; y=T,vagyx=7; y =0
lehet6ség adodik.

Ellenérizve mindhdrom eset j6 megoldast ad.

A keresett szamok tehat: 292, 281, illetve 270 lehet.

Egy firdémedencét két csapon keresztiil lehet feltlteni. Az elsé csap egyedil 18 6ra alatt, a
mésik csap egyedl 15 6ra alatt téltené fel a medencét. Mennyi id6 alatt telik meg a medence,
ha az elsé csapbdl 2 6ran keresztil folyik a viz, majd ezt a csapot elzarjak?

Megoldas

Az els6 csapbdl 2 6ran keresztiil folyik a viz, ezért ekkor a medence % = % része telik meg.

A masik csap 1 6ra alatt a medence % részét tolti meg, és x 6rdig van nyitva, hogy a medence

8 oz .
g részét megtoltse.

1 L X _ 8 2, _ 40 .

Igy tehat = = §, amelybdl x = == 6ra.

A masodik csap a medencét egyedil 13 éra 20 perc alatt tolti meg.
A medence 15 éra 20 perc alatt telik meg.
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Egy aut6palya-szakasz épitéséhez kavicsot hordanak. Harom kiilonbozé teljesitménydi teherauté végzi a
munkat. Az egyik teherauté egyedil 5 nap alatt, a masik teherauté egyedil 8 nap alatt, a harmadik teher-
aut6 egyedil 9 nap alatt vinné a helyszinre a szlikséges kavicsmennyiséget. Mennyi id6 alatt végzi el a
harom teheraut6é a munkat, ha parhuzamosan dolgoznak?

Megoldas

A harom teheraut6 x nap alatt végzi el a munkat.
Készitstink tablazatot!

Egyedil a munkat ennyi Eg),/ed/ul a’mynka hanyad x nap alatt a munka
P részét végzi el egy nap b PR
nap alatt végzi el - hanyad részét végzi el

. 1 X

. teheraut6 5 5 T
Il. teherauté 8 1 X
: 8 8
1. teheraut6 9 : A
: 9 9

A tablazat alapjan:

X, X, X _ 4.
stgtg="1
360
X=757"

A hdrom teherauté egyitt ~ 2,3 nap alatt viszi a helyszinre a sziikséges kavicsmennyiséget.

Karcsi 17 évvel fiatalabb mogorva szomszédjandl. Ha kétszer annyi idés lenne, mint most, akkor egy évvel
volna id6sebb, mint szomszédja jelenleg. Hany éves a mogorva szomszéd?

Megoldas
Foglaljuk tablazatba adatainkat:

Most Karcsi kétszer annyi idésen
Karcsi x—17 2k —17)
Mogorva szomszédja X

A felirhaté egyenlet: 2(x — 17) — 1 = x.
Ebbdl kapjuk, hogy x = 35.

Az ellendrzés sordn a kapott értékeket a szovegbe kell behelyettesiteni.
A mogorva szomszéd 35 éves.

Harom testvér koziil a legid6sebb kétszer annyi éves, mint a legfiatalabb, a k6zépsé négy évvel fiatalabb,
mint a legid6sebb. Ot év mdlva életkoraik 6sszege 46 év. Hany évesek most a testvérek?

Megoldas

Vélasszuk a legfiatalabb testvér életkorat x-nek. Ekkor a legidésebb 2x, a k6zépsé 2x — 4 éves. Ot év milva
minden testvér 6t évet regedett, ezért 6t év milva az életkoruk sszege:

2X + 2x — 4 + x + 15 = 46, ebbdl

xX=7.

A testvérek életkora most 14 év, 10 év, 7 év.
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Egy téglalap alakd fiivesitett tertilet kozepére kb. 98,28 m? teriiletli, kor alaki szokékutat ter-
veznek. Mekkora a flvesitett terilet oldalainak hossza, ha oldalainak aranya 7 : 3, és a szokokat
tertilete a téglalap alakd park tertletének 13%-at foglalja el?

Megoldas

A téglalap alaku flvesitett terilet nagysaga legyen x.
x-0,13 = 98,28,

x =756 m%

A park oldalhosszainak aranya 3 : 7, ezért jeloljik
a rovidebb oldalt 3y-nal,

a hosszabb oldalt 7y-nal:

3y-7y = 756.
y* = 36,
y = 6.

A park oldalainak hossza 18 m és 42 m.

Egy laképarkot L alakd park hatarol, mely 6 db egybevagd négyzetre bonthat6. A parknak nincs
keritése a lakonegyed felé. A parkot hatdrolé keritéshossz mérészamanak tizszerese (m-ben
mérve) megegyezik a park tertletének mérdszamaval. Hany négyzetméter a park tertlete?

Megoldas

Két lehetdség adodik a laképllet oldalaihoz csatlakoz6 park kialakitasara, amelyet az aldbbi raj-
zok szemléltetnek:

X X

Legyen x a négyzet oldala.
Mindkét esetben a kerités hossza 9x, a flivesitett tertilet 6x2.
Ezek alapjan
90x = 6x* /:x#0

6x = 90,

x =15.

Az ellendrzés soran a kapott értéket a szovegbe kell behelyettesiteni.
Az épliletet hatarol6 park tertlete: 6-15-15 = 1350 (m?).
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67. GYAKORLATI ALKALMAZASOK 2.

Egy aut6 A-bdl B felé halad. Bizonyos id6 milva a megtett Gt Ggy aranylik a még hatralévéhoz, mint 3 : 5.
Ha az aut6 megtesz még 40 km-t, akkor az (t felénél tart. Mekkora az AB tavolsag?

Megoldas
Készitstink abrat!

3 : 5

A 40 km B

Jeléljiik 8x-szel az AB tavolségot.
A felirhaté egyenlet:
3x + 40 = 5x — 40;
x = 40.
AB tavolsaga 320 km, és ez megfelel a feltételeknek.

10 liter 20%-os oldathoz legaldbb hény liter 80%-os oldatot dntstink, hogy a keverék legalabb 50%-os le-
gyen?

Megoldas
Készitstink tablazatot!

Mennyiség (liter) | Toménység (%) | Alkoholtartalom
20%-0s oldat 10 20 0,20- 10
80%-0s oldat X 80 0,8 x
50%-0s keverék 10 + x 50 0,50- (10 + x)

A tablazat segitségével egyenlétlenséget irhatunk fel:

0,20-10 + 0,80x = 0,50(10 + x).

Az egyenl6tlenség megoldasa: x = 10.

A 80%-o0s alkoholbdl legaldbb 10 litert kell a 20%-oshoz 6nteni.

Numizmatikus baratomnak k db érméje 6sszesen K dkg. Legfeljebb hany érme témege lehet nagyobb, mint
K

EAS ?
L+ 0,012

3. E2

Megoldas

Nézziik meg, hogy az 6ssztomegben hanyszor van meg % +0,01!

% K - Kk , ennek a kifejezésnek az egész része adja meg, hogy legfeljebb hany érme tomege
k ’
lehet nagyobb, mint % +0,01.

Az a alapl szdmrendszerben felirt 3002, szdm a 2a alapl szamrendszerben felirva 302, . Mi a szdm tizes
szamrendszerbeli alakja?

Megoldas

Az a alapi szamrendszerben felirt 3002, szdm tizes szamrendszerbeli alakja:
3002, =3-a’+0-a*+0-a+2.

A 2a alapt szdmrendszerben felirt 302, szam tizes szamrendszerbeli alakja:
302, =3-(2a)*+0-2a + 2.
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A két egyenl6ség ugyanazt a szamot allitja eld, ezért
3-a+0-a’+0-a+2=3Qa)’+0-a+2;

3a’ = 12a%;

a,=0,a,=4.

Az elsé nem lehet a szdveges feladat megoldasa, igy az a = 4 esetén a szam tizes szamrend-
szerbeli alakja: 3002, =3-4>+0-4°+0-4 + 2 = 194, illetve 302, =3-8"+0-8 + 2 = 194.
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68. A PONT KORULI ELFORGATAS
SZARMAZTATASA ES TULAJDONSAGAI

m Szerkessziik meg egy négyzet elforgatott képét, ha d)
a) a kozéppont kordl forgatunk 45°-kal;

b) a cstcsa korul forgatunk —90°-kal;
o) az egyik oldal felez6pontja koril forgatunk 60°-kal; A&

d) egy kiils6 pont koriil forgatunk « szoggel!
Megoldas

m Szerkessziink szabdlyos haromszoget, ha adott egy cstcsa
és
a) egy-egy egyenes, ami a masik két csiicson megy at;
b) egy egyenes és egy kor, ami a masik két cstiicson megy at;
o) két kor, ami a mésik két csticson megy at!

Megoldas

a)—c) Legyen a haromszog A cstcsa adott!

Mivel a B cslcs elforgatott képe a C cslics, igy a B-n dtmend
alakzat (egyenes, illetve kor) elforgatott képe atmegy a C
csticson. Ennek a képnek és az eredetileg is C-n dtmend
alakzatnak a metszéspontja megadja C-t, és ezt visszafor-
gatva B-t kapjuk. (60°-kal, illetve —60°-kal forgatunk.)

A megoldasok szdma a metszéspontok szamatdl fugg.

3. E1 Adott hdrom parhuzamos egyenes. Szerkessziink olyan sza-
balyos haromszoget, amelynek egy-egy cslicsa egy-egy A
egyenesre esik! \j

Megoldas

Jeloljink ki az egyik egyenesen egy tetszéleges A pontot!
Ezzel a feladatot visszavezettiik a 2. a) feladatra. C

@
-
[6/¢}
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69. A KOZEPPONTI SZOG
ES A HOZZA TARTOZO KORIV

Mekkora a fokban megadott kovetkezé szogek ivmértéke?

a) 15% d) 210°%; g 17°
b) =75°; e) -300°; h) —204°;
) 150°; f 540° i 1234°.
Megoldas
T . . T .
a) 15 d)76/ g)17180,
. _5Z. _204-7%_.
b) =575 e —5%; h) —204-%5;
. . i T
c) 55, 0 3r; ) 1234180.
Hany fokosak az ivmértékben megadott kovetkez szogek?
37. _T. ) _5-
a) 8 e) 7 ) =5;
b) 75 D 5 j) 2008.
57 . 1007 .
C) ﬁ/ g) 6 ’
27 . .
d) 5 h)1;
Megoldas
a) 67,5% e) —90°; i) kb.-286,5°;
b) 10°; ) 84°; j) kb. 115 050°.
) 75°% g 3000°;
d) 120°% h) kb. 57,3°;
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70. A KORIV HOSSZA, A KORCIKK TERULETE

Szamitsuk ki a zold részek terletét, ha a négyzet oldala egységnyi!

a)
b)
Megoldas
at=1- % (négyzet teriilete minusz egységsugarl negyedkor terilete).
t,= % — % (egységsugarl negyedkor terlilete minusz a négyzet teriletének fele).
_2(Z 1) 2 1 az ez terter ke
t,= 2(4 5= 1 (az el6zb terilet kétszerese).

t,=1- % (négyzet teriilete minusz 4 darab 0,5 egységsugari negyedkor teriilete).

b) t = 2(% - %) = % —% (az a rész t, teriiletét kell kiszamitani 0,5 egységoldald négyzetben, és azt két-

szer venni).

t,= % — 1 (az el6z6 teriilet kétszerese).

37

=1-9F (

t,=1
kor).

- % - % négyzet terllete minusz 0,5 egységsugari félkor minusz 0,25 egységsugar(

t,=1- % (négyzet teriilete minusz 4 darab 0,25 egységsugarG kor terllete).

Hanyadrésze a zold tertilet a négyzet tertiletének?
a) b)

Megoldas

a) Afele.
b) Az 3. feladat zold terllete negyede a négyzetének.

Bizonyitsuk be, hogy a kék és sarga tertletek egyenldk!
Megoldas

Legyen a négyzet oldalhossza 1. Hasznaljuk az 1-2. feladat eredményeit! Ekkor

T_n_1_=m 1 . .
SiRGA — 4 T 8 4=§—Z,tehategyenlok.

tes = E—%. Ugyanakkor t

Kk — 8
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Toljunk el egy haromszoget
a) az egyik oldalvektoraval;
b) a haromszog stlypontjabdl a kortlirt kor kézéppontjdba mutaté vektorral!

Megoldas

Szerkessziink trapézt, ha adottak az atl6i, az atlok

D C‘ —Xé Cc’
szoge és N
a) az egyik alapja;
b) az egyik szara! @
%
A B

—»

Megoldas AB

Legyen a trapéz AB oldala adott! Toljuk el az AC atlét AB vektorral agy, hogy a két atlé mind-
egyike most a B pontbdl induljon, és a kozrezart szogiik az atlok szoge (vagy annak kiegészité
szoge). A DBC” hdromszog szerkeszthetd.

a) C’ pontbdl mérjik vissza AB-t, igy megkapjuk
C-t. Toljuk vissza B-t AB vektorral, (azaz —AB
vektorral toljuk el), igy megkapjuk A-t.

b) B kozéppontd BC szér sugarl korrel elmetszve
BC’-t, megkapjuk C-t. Toljuk vissza B-t AB vek-
torral, igy megkapjuk A-t. A diszkussziétol elte-
kinttink.

Szerkesszlink paralelogrammat, ha adott egyik ol-
dala és a masik két csticson atmend

a) egy-egy egyenes,
b) egy kor és egy egyenes!

Megoldas

Legyen a paralelogramma AB oldala adott!

Mivel az AD oldal AB vektorral eltolt képe a BC oldal, igy a D-n atmend alakzat (egyenes, illetve
kor) eltolt képe dtmegy a C csticson. Ennek a képnek és az eredetileg is C-n atmend alakzatnak
a metszéspontja megadja C-t, és ezt visszatolva B-t kapjuk.

A megoldasok szdma a metszéspontok szamatdl fiigg.
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73. A VEKTOR FOGALMA

Egyenl6-e a négyzet két atlovektora?
Megoldas

Nem, mert iranyuk kilénb6z6.

EgyenlSk-e a kocka szemkozti lapjain parhuzamosan futé atlévektorok?
Megoldas

Igen, ha az irdnyuk azonos.

Van-e olyan vektor, ami egyenl6 a 45°-os elforgatottjaval?
Megoldas

Igen, a nullvektor.

Van-e olyan vektor, ami egyenld a kétszeres nyujtasaval?
Megoldas

Igen, a nullvektor.
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74. VEKTOROK OSSZEGZESE

Rajzoljunk tetszéleges négyszoget. Szerkessziik meg az AB + BC + CD + DA sszegvektort!
Megoldas

AB+BC+CD+DA=AA=0.

Fejezzik ki a kocka egy csticsbdl indulé harom oldal-

vektora segitségével az adott csticshdl a tobbi cstcsba
mutaté vektorokat!

Megoldas
a

b

C

at+b
b+c
atc
atb+c

Fejezziik ki egy szabdlyos hatszog egyik csticsabdl indulé két oldalvektora segitségével az adott

csticsbol a tobbi csticsba mutaté vektorokat! (EF + EF vektort 2EF vektornak szokés frni.)

Megoldas AB E D

Inditsuk az A csticsh6l az AB és az AF vektorokat. A hat-
szOg cslicsait az dramutatd jarasaval ellentétesen korbe

—> > —>  —>

betlizziik meg. Ekkor AC = 2AB + AF; AE = AB + 2ﬁ;
végiil AD = 2AB + 2AF.

Harom (egyenld tomeg(i) kutya egyenld nagysagl erével hiizza ugyanazt a zsakmanyt. Mekkora
szoget zar be kozulik két kutya altal kifejtett erd, ha egy tapodtat sem tudnak semmilyen irdnyba
mozdulni?

Megoldas

Az erévektorok 120°-0s szoget zarnak be egymassal, és egy sikban vannak.

Szerkesszitk meg a hdromszog sdlypontjabdl a csticsokba mutaté harom vektor 6sszegét! Mit ta-
pasztalunk? Indokoljuk!

Megoldas
Mindig nullvektor. Mar megszerkesztettiik a harom sdlyvonal %-ébc’)l a hdromszoget, ami azt je-

lenti, hogy a harom sdlyvonalvektor 6sszege nulla.

A foly6 sebessége 3 % A folyasiranyra merélegesen 4 % sebességgel eveziink.
Szerkessziik meg a csénak haladési irdnyat és sebességét!

Megoldas

A 3-4-5 oldalt derékszogli haromszoget kell megszerkeszteni. A csénak sebessége 5 % lesz.
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75. KET VEKTOR KULONBSEGE

Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor abszolut értéke egyenld, akkor a két vektor 6sszege és kiilonbsége
merdleges egymasral

Megoldas

Ha a két vektor rombuszt feszit ki, akkor annak atléi a kérdezett vektorok, és az atlék merdlegesek. Ha
azonosak vagy ellentettek, akkor a két kérdezett vektor egyike nullvektor, ezért igaz az éllitas.

Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor 6sszege és kilonbsége merdleges egymasra, akkor a két vektor abszo-
lGt értéke egyenld!

Megoldas

Egy pontbdl felmérve a vektorokat, az 6sszeg- és kilonbségvektorok a két vektor altal kifeszitett parale-
logramma &tl6i. Ha ezek merélegesek egymasra, akkor rombuszrél van sz6, aminek az oldalai (a két vek-
tor abszoldt értéke) egyenlSk. Ha az 6sszeg-, illetve a kilonbségvektor nullvektor, akkor a két vektor ellen-
tétes, illetve azonos.

A foly6 sebessége 2 % Szeretnénk pontosan szemben partot érni. Milyen iranyba induljunk el, ha 4 % se-
bességgel tudunk evezni?

Megoldas

Olyan vektorharomszoget kapunk, amelynek atfogdja kétszer akkora, mint
egyik befogdja. Ez a szabélyos hdromszog fele, tehat a partra merdéleges irany-
t6l 30°-kal a folyésirany szerint felfele kell evezni.

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog kordilirt korének kézéppontjabdl a csticsokhoz mutaté vektorok dsszege
a haromszog magassagpontjdba mutat!

Megoldas

Jeloljik P-vel azt a pontot, ahova a harom vektor dsszege mutat, és K-val a C

koralirt kor kozéppontjat. Tehat KA +KB+KC = KP. A haromszog koré irt
kor kozéppontjatol a csticsokba vezetd vektorok hossza egyenld. Ezért az elsé
feladat szerint a két vektor 6sszege meréleges az adott oldalra. Példaul

KA + KB L AB. Mésrészt KA + KB = KP — KC = CP. Ez azt jelenti, hogy CP
merdéleges AB-re, tehat P rajta van a C-bél indulé magassagvonalon. Hasonl6an

. 2 . PTIR, . . . B
igazolhat, hogy rajta van a masik két magassagvonalon is, ezért P csak a ma- A
gassagpont lehet.

Tekintstik az ABCD négyszdg AD oldalanak felezépontjat E-t és BC oldaldnak felez6pontjat, F-et. Bizonyit-

suk be, hogy a négyszog EF kozépvonalvektorara igaz, hogy EF + EF = AB + DC!
C  Megoldas

D irjuk fel kétféleképpen az EF kozépvonalvektort. EF = EA + AB + BF,
maésrészt EF = ED + DC + CF. A két egyenletet Osszeadva és az ellentett
p 2 vektorokat kiejtve adédik az éllitas.
A
A
B
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—> =

m Jelslje egy szabélyos hatszdg csticsait A, B, C, D, E, F. Bizonyitsuk be, hogy AB + CD + EF = 0,
és BC + DE + FA = 0!
Megoldas 3 D
A hatszog kdzéppontjabdl a csticsokhoz vezet6 vektorok legyenek
rendre a; b; c.... A vektorok kivonasat alkalmazva:
AB+CD+EF=b-a+d-c+f—e. r c
Mivel minden vektornak szerepel az ellentettje is, igy valoban

nullvektort kapunk. A masik 6sszeftiggést felbontva az elsé ellen-
tettjét kapjuk, igy az is teljesul.
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76. EGYBEVAGOSAG

Bizonyitsuk be, hogy két szabalyos haromszog egybevagd, ha megegyezik
a) a magassaguk;
b) a beirt kortk sugara!

Megoldas

a) Megegyezik a magassaguk és a magassdg mindkét oldalan fekvé 90°-os és 30°-0s szog.
b) A beirt kortik sugara a magassag harmada, mivel a kdzéppont stlypont is.
Az el6z6 feladat értelmében az éllitas tehat igaz.

Bizonyitsuk be, hogy két egyenld szar( derékszogli haromszog egybevagd, ha megegyezik
a) a befogojuk;
b) a haromszog koré irt koriik sugaral

Megoldas

a) A befogojuk, a masik befogéjuk és a kbzbezart szog egyenld (két oldal és a kozbezart szog egyenld).
b) A haromszog koré irt kortik sugara az atfogo fele, tehat egy oldal és a rajta fekvé két 45°-o0s szog egyenlé.

Melyek igazak a kovetkezé éllitasok koziil? Valaszunkat indokoljuk!

K2 a) Két haromszog egybevago, ha megegyezik két szogiik és egy oldaluk.

K2 b) Ha egy haromszogben két magassag egyenld, akkor a hdromszog egyenld szard.

E1 ¢ Két haromszog egybevagd, ha megegyezik két szogiik és a harmadik csticshoz tartozé magassaguk.

Megoldas

a) Hamis, nem biztos, hogy két megfeleld szog egyezik meg.

b) Igaz. Tekintsiik azt az oldalt, amely végpontjabél indulnak a magas-
sagok. Egy magassag, az oldal, valamint az oldallal szemkozti 90°-0s
sz06g megegyezik. (Derékszog csak a haromszog legnagyobb oldalaval
lehet szemben.) igy a felvett oldalon fekvé két szog egyenls.

o) lgaz. Itt az okozhatna bajt, ha a magassag nem valasztana el a két csi- A
csot, de ekkor a két haromszogben az oldalon fekvé két szog kozil az
egyik nem lenne egyenld, hanem 180°-ra egészitenék ki egymast.




X. FUGGVENYEK -
TRANSZFORMACIOK

77. EGYENLETEK ES EGYENLOTLENSEGEK

GRAFIKUS MEGOLDASA

“ Oldjuk meg az elsé négy példa megoldasdnak felhasznalasaval a kovetkez6 egyenlétlenségeket!

K1 a) x> > 2-x.
Megoldas

Azon x értékeket keressik, ahol az x — x? fliggvény
grafikonja folotte van az x — 2 — x fliggvény grafikon-
janak.

Az x tengelyen pirossal jeloltik a J-oo; —2[ és az ]1; oo
intervallumot, ami éppen a megoldasa a feladatnak.
Tehat x € J~o0; =2[ U11; ool.

K2 b)|x\<%x+3.

Megoldas

Az egyenesnek az | x| feletti részét kell levetitentink

az x tengelyre.
A megoldashalmazt jeloljik M-mel. M = 1-2; 6].

K2 C)%<7—X.

Megoldas

Az egyenlGtlenség értelmezési tartomanya R\{0}.
A megoldashalmaz az M = ]-o0; O[ és az I1; 6[ nyilt
intervallumok unidja.
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d) Nem érettségi tananyag. {x} > 1 — %

Megoldas

A grafikonnak az a része érdekes, ahol az x — {x} képe van folil.

Y
]
Vi P i)
a3: )
|
5! NG
| | 5(3;0)
& | ¢ | vI p. >
of i Tt el e :
—%x+1

A megoldashalmaz: M = ]%, 1[UP; Z[U]g; 3[U]3; oof.

Oldjuk meg az egyenleteket!

K1 a) x* = 2x.
Megoldas
Megrajzoljuk a két fliggvény grafikonjat.

A két grafikon a P(0; 0) és a Q(2; 4) pontokban metszi egymast.
Ez azt jelenti, hogy x, = 0 és x, = 2 a megoldas.

E1 b) x> =|x|.
Megoldas

A két grafikon hdrom pontban metszi egymast.
Tehat a megoldasuk: x, = -1,x, = 0,x, = 1.

©) Nem érettségi tananyag. [x] = x* — 2.
Megoldas

Abrézolva a két fiiggvényt lathaté, hogy hdrom metszéspont van.
A P(=1,-1) és R(2; 2) pontok koordinatdi konnyen leolvashatok
a grafikonrél. A Q pontrdl csak azt tudjuk, hogy a masodik ko-
ordinétaja 1. Az elsé koordinatat kiszamithatjuk.

1T=x>-2,

3=x

+v3 = x, nekiink csak az x = v/'3 felel meg.

Tehat a megoldédsuk: x, = -1, x, = V3, X, = 2.
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Oldjuk meg az egyenlétlenségeket!
Kl @) x+1<2,

Megoldas

x#0.
Rajzoljuk meg a grafikonokat!
A megoldashalmaz: M = ]-oo; —2[ U ]0; 11.

E1 b) x*—6 > —|x|.
Megoldas

Abrazoljuk a két fiiggvényt!

A két grafikon a P(=2; -2) és a Q(2; —2) pontban metszi egymdst.
A megoldashalmaz: M = ]-o0; —2[ U ]2; ool.

K2 o) x*+6x+5=<0.
Megoldas

A bal oldalnak megfelel6 fuggvényt atalakitjuk.
X2+ 6x+5=x+6x+9-4=(x+ 3)—4. Az x — x? fliggvény grafikonjat harommal
balra és utana néggyel lefelé eltolva kapjuk a végeredményt.

Az x tengellyel valé metszéspontokat és a gorbének a tengely alatti részét keresstk.
A megoldashalmaz: M = [-5; —11.
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Gydr és Miskolc tavolsaga autopalyan 300 km. Reggel egy idében elindul két személyauté egymdssal szem-
. . k . s . . k . ) e
ben. A Gy6rbdl indulénak 70 é—:;, a Miskolcrél indulénak pedig 80 6—2 az atlagsebessége. Az indulés utan

mennyi idével talalkoznak? Mennyi id6 milva lesz a két auté tévolsaga 30 km? (Abrézoljuk az auték tévol-
sagat az id6 fuggvényében!)

Megoldas

Afizikabol ismert s = v - t Osszefiiggés alapjan felirhatjuk a két személygépkocsi Gt-id6 fliggvényét. GySrbdl
szemlélve az eseményeket: az eltelt id6t x-szel jeloljik, a megtett utat pedig f (x)-szel, ami egyben a Gyértdl
mért tavolsagat is mutatja. f(x) = 70x. A masodik gépkocsi Gy&rtél mért tavolsagat g(x)-szel jeldljik.
g0 = 300 — 80x.

Egy koordinata-rendszerben abrazolva a két fuggvényt, lathatjuk, hogy két 6ra elteltével talalkoznak.

A

3301 f(x) (km)
300 — 80x
200 1

70x

140 f——————— M(2;140)

100 1

20 1

N e e e

3 x (6ra)

Két 6ra elteltével az elsé autd 140 km-t, a mésodik pedig 160 km-t tesz meg. Tehat éppen talalkoznak.

A két auto tavolsaga akkor lesz 30 km, amikor f(x) — g(x) = 30 vagy g(x) — f(x) = 30 teljesl.
Az elsé esetben 70x — (300 — 80x) = 30, innen x = 2,2 (6ra); a masodik esetben 300 — 80x — 70x = 30,
azaz x = 1,8 (6ra).

Megjegyzés: A két feltételt egyszerre is felirhatjuk |f(x) —g(x)| = 30 alakban, ekkora [150x — 300| = 30
egyenlet megoldasait keressiik; példaul 150x — 300 = +30 atalakitassal.



A FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

A FUGGVENYTRANSZFORMACIOK
(OLVASMANY)

Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvényeket a megfelels transzforméciés lépések segitségével!
Keressiik meg a tengelypontok koordinatait!

o K1 a) f(x) = (x +2)*=09.

Megoldas

X2 = (x + 2)? = (x + 2)? - 9. Az x — x?* grafikonjat el kell tolnunk 2-vel balra, és utdna 9-
cel kell lefelé eltolni. A tengelypont a T(-2; —9) pont lesz.

T(=2;-9)

K2 b) g(x) =x*— 6x + 6.
Megoldas

Elészor teljes négyzetté alakitjuk:

X —bX + 6 =x2-6x+9-9+6=K—-6x+9) -3 = (x—3)2- 3. lgy mar leolvashat-
juk a transzformaciokat.

X2 — (x — 3)2 — (x — 3)? — 3. Az alapfuiggvényt eltoljuk 3-mal jobbra, majd 3-mal lefelé.
T(3; -3).
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K2 ¢ h(x) =—x*+8x—12.
Megoldas
El6szor teljes négyzetté alakitjuk:
x>+ 8 —-12=—(x*-8+12) = (x> -8 + 16 — 16 + 12) = —[(x* — 8 + 16) — 4] =

= [x—4?—4] = —(x—4) + 4.
X2 - —x? > =(x = 4)? > —(x — 4)>+4. A normalparabolat elészor tikrozzik az x tengelyre, eltoljuk

jobbra néggyel, majd felfelé néggyel. T(4; 4).

y A X

E1 d) i(x) = 0,5x*+ 3x + 3,5.
Megoldas
El6szor teljes négyzetté alakitjuk:
05x+3x+3,5=05x>+6x+7)=05x>+6x+9-9+7) =

= 0,5[(x* + 6x + 9) -2] = 0,5[(x + 3)*—2] = 0,5(x + 3)* - 1.
x?—0,5x - 0,5(x + 3)? = 0,5(x + 3)? - 1. A normalparabolat felére zsugoritjuk, majd balra toljuk

3-mal, véglil eggyel eltoljuk lefelé. T(-3; —1).
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€ 0= 3

Megoldas

1 3 3 3 1 . Koo 1z . o
XX T x=3 xo3 3 Azx—o alapfliggvényt el8szor haromszorosara nagyitjuk,
majd eltoljuk harommal jobbra (igy a fliggéleges aszimptota az x = 3 egyenes lesz), majd
harommal lefelé (a vizszintes aszimptota az y = -3 lesz).

\Z

K2 b) g(x) = X=1,

X+ 1
Megoldas
Elészor levalasztjuk az egész részt:
X=1_x+1=1=1_(+D=2 _x+1__2 _4_ 2 __ 2 4
X+1" X+ 1 Toox+1T T x+T x+17 x+17 x+1° 7
1 2 2 2

x_’x_’_x+1_>_x+1+1'

1 . P p P ). P
Az x — - alapfiiggvényiinket kétszeresére nydjtjuk, tiikrozziik az x tengelyre, ezutdn el-

toljuk eggyel balra és végiil eggyel felfelé.
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_ =3x+13
K2 ¢ h(x)—7X_4 .

Megoldas

El6szor levalasztjuk az egész részt:

—3x+13_—E}x+12—12+13_—3()(—4)+1_—3(x—4)+ 1 _
x—4 X—4 - X—4 T x—4 Xx—4
1 1

=3t 1T x—4

1 1 1

X x—4 x—4

- 3.

AZ X — % alapfliggvénytinket el6szor eltoljuk néggyel jobbra, utdna pedig harommal lefelé.

y A

el @ (0)=|x-2]-2.
Megoldas
Ix| =[x =2]=Ix=2]-2.

Az x — | x | alapfiiggvényiinket el6szor eltoljuk kettével jobbra,
utdna pedig kettével lefelé.

b) g(x) =-3[x+3[-3.
Megoldas
| x| =3 x|-=3Ix|-=3[x+3|--3[x+3[-3.
Az x — | x | alapfuggvényt elészor megnydijtjuk haromszoroséra,

tiikrozzik az x tengelyre, eltoljuk harommal balra, majd ha-
rommal lefelé.




A FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

c) h(x)=0,5/x—4|—4.
Megoldas

|x|-0,5/x|-0,5/x—4[-0,5/x—4[-4.
Az x | x| alapfuggvényt elészor zsugoritsuk felére, majd toljuk el néggyel jobbra és végiil
néggyel lefelé.

YA [x|
05|x]

0,5]x — 4|

n Nem érettségi tananyag.
a) f(x)=3-{x}-1
Megoldas

El6szor az x — {x} fuggvényt nydijtsuk haromszorosdra, majd toljuk el eggyel lefelé.

{x} - 3{x} - 3{x} - 1.

b) g(x) =—{x}+ 1.
Megoldas

az x — {x} fuggvényt elGszor tiikrozziik az x tengelyre, majd toljuk el eggyel felfelé.

X} ==} =3 + 1.
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