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Jelmagyarazat

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(4; e)
vagy Ae

Az A és B pont tavolsaga: AB vagy AB vagy
d(4; B)

Az A és B pont 6sszekoté egyenese: e(A; B)

Az f, és f, egyenesek szoge: <L (fi; f2) vagy
(fl,' f2) <X

A C cslicspontu sz6g, melynek egyik szaran az
A, masik szaran a B pont talalhat6: ACB<L

A C cslicspontu szo6g: CL
Szog jelolése: a, B, 7, ...

Az A, B és C csucsokkal rendelkezé haromszdg:
ABCA

Az ABCA terllete: T(ABC) vagy T,

BC
Az a, b és c oldalt haromszdg fél kerilete:

_a+b+c
- 2

s
A derékszog jele: b

Az e egyenes meréleges az f egyenesre: e | f
Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e | f
Egybevagdsag: =; ABCA = A'B'C'A

A hasonlésag aranya: A

Az A pontbdl a B pontba mutaté vektor: AB
Egyenl6, nem egyenlé: =,#; a=2,b#5
Azonosan egyenlé: =; a+ b =5
Kozelitéleg egyenlé: =; a = 2,3; 8,54 =~ 8,5

Kisebb, kisebb vagy egyenlé: <, <; 2 < 3,
5<x
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Nagyobb, nagyobb vagy egyenld: >, >; 6 > 4,
a=?2

A természetes szamok halmaza: N; {0; 1; 2; ...}

Az egész szamok halmaza: Z;
{o-2,-1,01;2; ..

A pozitiv, a negativ egész szamok halmaza:
VARV o
{1,2;3; ..}, {-1,-2;-3; ...}

A raciondlis, az irraciondlis szamok halmaza:

QQ

A pozitiv, a negativ racionalis szamok halmaza:
Q" Q
A valos szamok halmaza: R

A pozitiv, a negativ valés szamok halmaza:
R*, R

Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &; 5 € N,

—2&Z°

Részhalmaz, valodi részhalmaz: €, c; A CR,
NcQ

Zart intervallum: [a; b]
Balrél zart, jobbrol nyilt intervallum: [a; bl
Balrél nyilt, jobbrél zart intervallum: Ja; b]

Nyilt intervallum: Ja; b[

Az x szam abszolut értéke: | x |; [=3,1| = 3,1

Az f fliggvény hozzarendelési szabalya:
f: x — f(x); f: x — 2x+ 3 vagy
fix)=y, f(x)=2x+3

Az f fuggvény helyettesitési értéke az x, helyen:
f(x0); f(5),haxo =5

n-faktoridlis;nl=1-2-3-...-(n=1)-n






Gondolkodasi modszerek

1. Tétel és megforditasa, indirekt bizonyitas

EACE Az alabbi tételek kozil melyek azok, amelyeknek a megforditasa is igaz?

a) Ha egy haromszog derékszogl, akkor koré irhatd kérének koézéppontja az atfogé felezo-
pontja.

b) Ha egy sikbeli egyenes athalad az azonos sikban levé kor kézéppontjan, akkor felezi a kor te-
ruletét.

¢) Ha egy valds szam négyzete 1-nél nagyobb, akkor a valés szam is 1-nél nagyobb.

d) Ha egy négyszog paralelogramma, akkor atloi felezik egymast.

a) Az allitds megforditasa: ha egy haromszog koré irhatd korének kozéppontja egy oldalanak fe-
lez6pontja, akkor a hdromszdg derékszogli. E megforditas igaz, hiszen hegyes szogli harom-
sz06g koré irhato korének kozéppontja a haromszog belsejében van, tompa szogl haromszog
esetében pedig a haromszdgon kival van. Tehat az eredeti allitas megfordithato.

b) Az allitds megforditasa: ha egy egyenes felezi egy kor teriiletét, akkor athalad a kor kozép-
pontjan. Ez igaz, tehat az eredeti allitds megfordithaté.

¢) Az allitas megforditasa: Ha egy valos szam 1-nél nagyobb, akkor négyzete is 1-nél nagyobb.
Ez nyilvan igaz. Ugyanakkor az eredeti tétel nem igaz, hiszen, ha egy valds szam négyzete 1-
nél nagyobb, akkor a valés szdm még nem biztos, hogy nagyobb lesz 1-nél. Példaul: a -2
négyzete 4, vagyis 1-nél nagyobb, de —2 kisebb 1-nél, Most tehat arra lattunk egy példat,
hogy az eredeti tétel nem igaz, de a megforditasa igaz.

d) A megforditas: ha egy négyszdg atléi felezik egymast, akkor az paralelogramma. Ez igaz,
tehat az eredeti allitas megfordithato.

PALE] 1gazoljuk az alabbi allitast! Egy szam akkor és csak akkor oszthaté 5-tel, ha 5-re vagy
0-ra végzadik.

Az allitasban egyutt szerepel egy tétel és annak megforditasa.
1. Ha egy szam oszthat¢ 5-tel, akkor 5-re vagy O-ra végzédik,
2. Ha egy szam 5-re vagy 0-ra végzddik, akkor oszthaté 5-tel

1. 5-nek paros szamu tébbszordsei 0-ra, paratlan szamu tébbszérdsei pedig 5-re végzédnek.
Tehat ha egy szam oszthatd 5-tel (azaz 5-nek tobbszordse), akkor 5-re vagy 0-ra végzédik.

2. Ha egy szam 5-re vagy O-ra végzddik, akkor 10k + 5 vagy 10n alakd. Mivel mindkét esetben
5-tel oszthatd szdmhoz jutottunk, igy valéban: az elébbi allitds megforditasa is igaz.

EM&] Fogalmazzuk meg a kévetkezé allitasok megforditasat és dontsik el, hogy igazak vagy

sem! A megfordithato allitdsokat fogalmazzuk meg az , akkor és csak akkor” kifejezéssel!

a) Ha egy haromszdg hegyes sz6gU, akkor kéré irhaté korének kdzéppontja a haromszog bel-
sejében van.

b) Ha egy négyszdg paralelogramma, akkor atléi felezik egymast.

¢) Ha néhany pozitiv egész szam 6sszege paros, akkor a kdzottik levé paratlan szamok szama
paros.

a) Az allitas megforditasa: ha egy haromszog koré irhato korének kézéppontja a haromszog bel-
sejében van, akkor a haromszog hegyes sz6gl. Ez igaz, igy a tétel és megforditasa egyltt: egy
haromszdg akkor és csak akkor hegyesszogU, ha koré irhato korének koézéppontja a harom-
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sz6g belsejében van. (Természetesen igy is fogalmazhattunk volna: egy haromszog koré irhatéd
korének kozéppontja akkor és csak akkor van a haromszog belsejében, ha a haromszdg he-
gyes sz6gu.)

b) Ha egy négyszog &tléi felezik egymast, akkor e négyszog paralelogramma. E megforditas
igaz, tehat mondhatjuk: egy négyszog akkor és csak akkor paralelogramma, ha atléi felezik
egymast. (Vagy masképpen fogalmazva: egy négyszog atloi akkor és csak akkor felezik egy-
mast, ha e négyszog paralelogramma.)

¢) Az allitas megforditasa: ha néhany pozitiv egész szam kozott a paratlanok szama paros, akkor
e szamok 0sszege paros. E megforditas is igaz, tehat a két allitds egyben: néhany pozitiv egész
szam 0sszege akkor és csak akkor paros, ha a kozottik levé paratlan szamok szama paros.

FML®] Igazoljuk indirekt Gton, hogy a szabalyos haromszog beirhatd és koré irhaté koreinek ko-
zéppontjai egybeesnek!

Tegyuk fel — indirekt —, hogy a szabalyos haromszdg beirhato korének O kdzéppontja és koré ir-
hatd korének K kdzéppontja nem esik egybe. Ekkor valamelyik cstcsbol (pl. A-bdl) induld AK és
AO szakaszok kulonbdzd szakaszok. Mivel

KA = KB= KC=R

a koré irhatd kor R sugarai, ezért az ABK, BCK és ACK haromszdgek egybevagd haromszogek,
vagyis

BAKL = ABKL = CBK<L = BCKL = CAKL = ACKL = a.

Az O pont a beirhato kor kdzéppontja, ezért AO a haromszdgnek egy szogfelezéje. Mivel AK és
AO kilonb6zd szakaszok, ezért

a = BAKL = BAO = 30°.

De ha

a # 30°,

akkor a haromszog belsé szogeinek dsszegére

6a = 180°.

Azt kaptuk tehat, hogy ha K és O nem esik egybe, akkor a haromszdg belsé szogeinek dsszege
nem 180°. Ez nyilvan lehetetlen, igy a K és O pontoknak valdban egybe kell esnie.

EME] gy négyzet minden oldalanak felezépontjat dsszekotattilk a szemkézti cstics két vég-
pontjaval. lgazoljuk indirekt Uton, hogy a négyzet belsejében keletkezé nyolcszog nem lehet
szabalyos nyolcszog!

Készitsik el a szikséges abrat! Tegytk fel indirekt, hogy a négyzet belsejében keletkezé nyolc-

sz6g szabalyos.

Ha e nyolcszdg szabalyos, akkor minden szdge

(n—2)-180°
n

Tehat pl. a P pontnal levd szog is 135°. Ekkor az APD egyenl6 szart haromszdgben

APD<L =135°, tehat

ADP = DAPY = M =225

_ 6-180° _ o
=3 = 135°.

Mivel a négyzet AC &tléja az AD oldallal 45°-0s szdget zar be, és a 22,5° a 45°-nak a fele, ezért
az ACD haromszogben az AF sz6gfelezé és — mivel F a CD oldal felezé pontja — egyben sulyvo-
nal is. De ha egy haromszdgben egy szogfelezé egyben sulyvonal is, akkor az egyenlé szard ha-
romszdg, azaz esetlinkben AD = AC.

Arra jutottunk, hogy ha a négyzet belsejében keletkezett nyolcszdg szabalyos, akkor a négy-
zet oldala egyenl6 a négyzet atlojaval. Ez nyilvan lehetetlen, igy a nyolcszog nem lehet szabalyos.



2. Skatulya-elv

K& Egy osztalyban az osztalylétszam 28 £6. Ev végén matematikabol senki nem bukott meg;
harman kaptak 2-es osztalyzatot. Igazoljuk, hogy volt legalabb 9 tanulé, akik ugyanolyan osz-
talyzatot kaptak!

Ha harman kaptak 2-es osztalyzatot és senki sem bukott meg, akkor 25 didk 3-as, 4-es vagy
5-0s osztalyzattal zarta az évet. Ezek szerint 25 didkot kell harom , fakkba” elhelyezni. Mivel
3-8 = 24, igy kell lennie egy olyan fakknak, amelybe legaldbb 9 diak kerdilt, vagyis volt legaladbb
9 olyan tanulé, akik ugyanolyan osztalyzatot kaptak.

P& Nagymamanal a kamraban elromlott a vilagitas. A polcon van 3 tiveg korte-, 5 Gveg alma-

és 11 tveg meggybefott.

a) Hany Giveg beféttet kell kihoznunk a sotét kamrabdl, hogy a kihozottak kozott legyen mind-
harom fajtabol?

b) Hany lveg beféttet kell kihoznunk a sotét kamrabol, hogy a kihozottak k6zott legyen két
egyforma befétt?

a) A legtobb (11 Gveg) meggybdl, a masodik legtdbb (5 Gveg) almabol van. Ezek szerint, ha
(a legrosszabb esetet véve) 11 + 5 Giveggel vesziink ki a kamrabol, akkor még nem biztos,
hogy minden fajtabol lesz a kivett Gvegek kozott. Tehat ahhoz, hogy mindegyikbdl legyen, leg-
kevesebb 11 + 5+ 1 =17 tveggel kell kivenni.

b) Ha (ismét a legrosszabb esetet feltéve) mindharom fajtabol kivesziink egy-egy tveggel, akkor
még nem lesz olyan fajta, melybdl 2 Gveg van. Ha azonban még egyet kiveszink (teljesen mind-
egy, hogy milyen fajtat), akkor mar biztosan lesz olyan, amelybél van 2 Gveggel. Tehat ahhoz,
hogy valamelyik fajtabdl legyen két tveggel, legkevesebb 3 + 1 = 4 Gveggel kell kivennink.

EMCE] Egy osztalyban van harom olyan diak, akik ugyanabban a hénapban tinneplik a sziiletés-
napjukat. Mit mondhatunk az osztalylétszamroél?

12 hénap van. Ha minden hénapban 2-2 didk Gnnepli a szlletésnapjat, akkor 2 - 12 = 24 didk
lenne az osztalyban. De ha biztosan tudjuk, hogy van olyan hénap, melyben 3 diak is sziletés-
napot Unnepel, akkor még egy didknak lennie kell, vagyis az osztalylétszam legalabb 25.

FML®] Egy boltban piros, sarga és fehér salakat tartanak; mindharom fajtabol 30-30 darabot. Egy
anyuka harom gyermekének akar venni egy-egy salat. Becsukott szemmel legalabb hany salat kell
kivennie a bolt dobozabdl, ha azt akarja, hogy mindharom gyermeke ugyanolyan szinG salat
kapjon?

VegyUk a legrosszabb esetet: az els¢ harom huzasra harom kilénboz8 szind salat vesz ki. Ha a
masodik harom huzasra is harom kiilénbdz6 salat vesz ki, akkor eddig 2 - 3 = 6 salat vett ki, de
még nincs kozottik harom egyforma. De a 7. hlizasra mar barmilyen szin(it is valaszt, abbdl a
szinb&l mar van 2 db, igy biztosan lesz harom egyforma szin(i sal. Tehat, ha legalabb 7 sélat hiz
ki a dobozbdl, akkor mér biztosan lesz kdzottuk 3 egyforma.

m Egy konvex hatszog minden oldalat és minden atlojat kiszineztik pirosra vagy kékre. Iga-
zoljuk, hogy ekkor lesz a rajzunkon olyan haromszég, melynek minden oldala azonos szin(!

A sokszdg egy csucsabdl (pl. az A csucsbol) 5 db szakasz indul ki, melyek mindegyike piros vagy
kék. Igy a skatulya-elv alapjan biztosan van kozéttik harom egyforma szinG; legyenek ezek az
AD, AE és AF szakaszok (lasd abra).

Ha az EFD haromszdg valamelyik oldala ugyanolyan szin(i, mint az azonos szin( AF, AE és AD
szakaszok, akkor készen vagyunk, hiszen ekkor vagy az AFE, vagy az AED vagy pedig az AFD ha-
romszdg oldalai azonos szinliek. Ha viszont az EFD haromszdg mindharom oldala kilénbozik az
AE, AF, AD szakaszok ko6z6s szinétél, akkor az EFD haromszog oldalai lesznek azonos szinGek.
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[AF] A budapesti és a veszprémi allatkertbe érkezett 257 papagéj: pirosak, sargak, kékek és
zoldek. Tudjuk, hogy nincs kozottik 5 azonos szin(, kilonbdzd kord papagdj. Igazoljuk, hogy
valamelyik allatkertben lesz 9 azonos szin(i és azonos koru papagaj!

Csoportositsuk a 257 papagajt szinek szerint. Mivel négyféle szini papagajunk van, ezért vala-
melyik szinb6l lesz legaldbb 65 db. Ha ugyanis minden szinbdl csak legfeljebb 64 db lenne, akkor
legfeljebb 4-64 = 256 db papagajunk lenne.

Most vizsgaljuk ezt a 65 db azonos szin(i papagajt. Mivel — a feltételek szerint — nincs 5 azo-
nos szin(, kilonb6zé koru papagdj, ezért ezt a 65 papagajt korcsoportjaik szerint csak 4 féle kor-
csoportba sorolhatjuk. Ha 65 papagajt kell elhelyezni 4 ,fakkba” (ugy, hogy az azonos kortak
keruljienek egy fakkba), akkor valamelyik korcsoportba biztosan lesz legaldbb 17 db. Ha ugyanis
minden korcsoportbol csak legfeljebb 16 lenne, akkor legfeljebb 4 - 16 = 64 papagdj lenne.

Arra jutottunk, hogy van az 6sszes papagdj kdzott 17 db azonos szinli és azonos koru papa-
gdj. E 17 papagdj kézul néhany Veszprémbe, néhany pedig Budapestre kerdl. Mivel 2 -8 =16, igy
valéban igaz, hogy valamelyik allatkertbe legalabb 9 azonos szinl és azonos koru papagdj kerdil.

EAF] £gy dobozban elhelyeztiink p-féle killonboz6 szinti golyét, mind a p szinbél g darabot,
ahol p és g primszamok. Ha legkevesebb annyi golyét akarunk kivenni a dobozbdl, hogy min-
den szinbdl legyen a kivett golyok kézott, akkor 17-tel kevesebbet kellene kivenni, mint ha leg-
kevesebb annyi golyét akarnénk kivenni a dobozbal, hogy valamely szinb6l mind a g darabot ki-
vegyuk. Hany golyé van a dobozban?

Ha legkevesebb annyi golyét akarunk kivenni a dobozbél, hogy minden szinbél legyen a kivett
golyok kozétt, akkor [(p —1)- g + 1] db golyot kell kivenniink.

1.szam  2.szdm 3. szam . p. szam

gdb gdb g db g db

Ha legkevesebb annyi golyot akarnank kivenni a dobozbdl, hogy valamely szinbél mind a q
darabot kivegyuk, akkor [(g —1)-p + 1] db golyét kell kivenniink a dobozbdl.
A feltételek szerint
(P=1)-q+1+17=(q-1)-p+1, azaz
pg—q+17=pg—p, tehdt g-—p=17.

De két primszam kilénbsége csak akkor lehet paratlan, ha az egyik primszam péros. lgy nem
lehet mas, csak p = 2 és ekkor g = 19.

A dobozban levé golyok szdma: pg = 2-19 = 38.

3. Egyszerii kombinatorikai feladatok

KBS Egy osztaly tanulsi koziil heten jarnak biologia szakkarre. Hanyféle sorrendben irhatjuk
be a neviiket a szakkori napldba, ha nem ragaszkodunk az abc sorrendhez?

Az elsé helyre a hét tanuld barmelyikének nevét beirhatjuk a napléba, a masodik helyre mar
csak a maradék hat valamelyike kerllhet. Ez eddig 7 -6 lehetdség. Harmadiknak mar csak a
megmaradt 6t, negyediknek a maradék négy, 6tddiknek a maradék harom, hatodiknak a ma-
radék kettd valamelyikét irhatjuk be, végezetil az egy megmaradt név keril a hetedik helyre.
Vagyis a hét név sorrendje 7-6-5-4-3-2- 1, azaz 5040-féle lehet.



P& Az iskola sportnapjan kilenc osztaly nevezett a kosarlabdaversenyre. Hanyféle sorrend
alakulhat ki, ha nem lehet holtverseny?

Az el6z6 feladat megoldasanak gondolatmenetét kovetve: 9-8-7-6-5-4-3-2-1, azaz
362 880-féle lehet a sorrend.

EM&] Az ablakban nyolc cserepes névény van, amelyek kézil 3 pirosat, 5 pedig fehéret virag-
zik. Hanyféle sorrendben helyezheték el, ha csak a virdgok szinét figyeljuk?

A nyolc cserepes virag sorrendje: 8-7-6-5-4-3-2-1. Mivel csak a szinek a fontosak, igy osz-

tanunk kell 1-2-3-mal és 1-2-3-4-5-tel: ? 361551321

=56

e
2
Vagyis 56-féleképpen alakulhat ki a sorrend.

AL A bevasarlokosarba 3 egyforma sargabaracklevet és 4 egyforma kajszibaracklevet tesziink.
Hanyféle sorrendben tehetjik ezt meg?

A hét baracklé sorrendje: 7-6-5-4-3-2-1. Mivel 3, illetve 4 doboz egyforma, ezért osztanunk

P e 4.2.9 el £°6-5:4-3-2-1_
kell 3-2-1-gyel és 4-3-2-1-gyel: 357 _4.3_2_1_35.
Vagyis 35-féle sorrend lehetséges.

EA&] Az ebédnél egy kor alakt asztal koril elhelyezett hat széken foglal helyet a hatfés csa-

l&d. Két ledilést akkor és csak akkor tekintlink kulénbozének, ha a csaladnak van legaldbb egy

olyan tagja, akinek legalabb az egyik szomszédja a két elhelyezkedésben kiilénbdz6.

a) Hanyféleképpen lehet ez?

b) Hanyféleképpen torténhet az elhelyezkedés, ha a két legfiatalabb gyermek mindig egymas
mellett l?

a) Egy embert szabadon lelltethetiink egy tetszéleges helyre, a tébbieket ehhez képest
5-4-3-2-1, azaz 120-féleképpen Ultethetjik le.

b) A két legfiatalabb gyereket lelltetjik egymasmellé. A tébbieket hozzajuk képest 4-3-2-1,
azaz 24-féleképpen Ultethetjuk le. Mivel minden alkalommal a két fiatal gyermek helyet cserél-
het, ezért 24 -2 = 48 kiilénbdz6 lellés lehetséges.

¥ Egy tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog.
a) Hany kézfogas tortént, ha 8 fés a tarsasag?
b) Hany f&s a tarsasag, ha 6sszesen 45 kézfogas volt?

a) Mindenki 7 emberrel fog kezet, ez igy 56 kézfogas, de ekkor minden kézfogast kétszer sza-
moltunk 6ssze. Ezért 28 kézfogas tortént.

b) Gondolkodjunk visszafelé! A 2-vel osztas elétt 90-et kaptunk. Ez 9-szer 10. Vagyis 10 fés a
tarsasag.

¥ Botond megnézte a lecke kidolgozott példait, és ezt mondta: — Ezeket a feladatokat
ERTEM. Mi pedig adjuk meg az E, R, T, E és M bet(ik mindegyikének egyszeri felhasznalasaval az
értelmes szavakat!

Az 6t kGlonboz6 betlit 5-4-3-2-1, azaz 120-féle sorrendben tudjuk szerepeltetni, de ezek
mindegyike nem lesz értelmes sz6. A kévetkezé sorrendekhez tartoznak értelmes szavak: ERTEM,
ERMET, REMET, RETEM, METER, MERTE, MERET, TERME.

Osszesen nyolc értelmes szot talaltunk.
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Egy tarsasagban 6 férfi és 9 né van. Férfi a férfival kezet fog. A n6k ,Szervusz!” kdszon-
téssel Udvozlik egymast. A férfiak a néket ,Kezét csékolom!”, a nék a férfiakat ,Jo napot kiva-
nok!” készdnéssel Gdvozlik.

a) Hany kézfogas volt 6sszesen?

b) Hanyszor hangzott el a ,,Jo napot kivanok!” kdszonés?
¢) Hanyszor hangzott el a , Kezét csokolom!”?

d) Hanyszor hangzott el a , Szervusz!”?

a) A hat férfi kézfogasainak széama: % =15.
b) Minden né minden feérfit igy kdszontott. Ez 9- 6, azaz 54.
¢) Minden férfi minden nét igy koszontott. Ez 6 -9, azaz 54.

d) Minden n6é minden nének igy kdszont. Ez 9- 8, azaz 72.

4. Sorba rendezések szama

ERCEH szamitsuk ki
40011, 100! . 2044146048l 221241261
9 39091 P39 2 N IR EIRV LT

39991 7-2-3-...-3999
100! _1-2-3-..-97-98-99-100 _ 98-99-100 _
O slenT 23123 .97~ 123 070
o 2L+ A+ 61481 24244720+ 40320 _ 0533
221-241-261 _ o o4 oo _
d) S5 53 o1 = 22:24:26 = 13728.

EXEA Hozzuk egyszeriibb alakra!
a) (n=2)!-(n="Nn(n+1); b) (n="1-n(n+1)(n+ 2);

(n+2)! (n+4)!
) i+ D

e (n+3)1+(n+2)!1+(n+); ) 7{72(?;{322.
a) (n=2)!-(n=On(n+T)=(n+1)

b) (n=ntn(n+N)(n+2)=(n+2)!.

0 (n+2)! _

(n+2)(n+1) 7

(n+4)!
(n+1)!
e (n+3)+(n+2)1+(n+1)! =(n+N)[(n+2)(n+3)+(n+2)+1]=(n+T1)!(n*+ 6n+9).

(n—-nt (h=N1
) n"“-3n+2 (n—1)(n—2)_(n_3)!'

d)

=(n+2)(n+3)(n+4).

[EXEA Hany permutacioja van a
a) FOLDRAJZ,

b) INFORMATIKA;

¢) MATEMATIKA

sz6 betliinek?

a) Nyolc kulonb6z6 bettibél all a sz6, igy permutacidinak szédma: £, = 8! = 40 320.



b) Tizenegy betlibdl all a szo, az | betibdl 2 db, az A bet(ibél 2 db van, igy a permutaciok szama:

22 111
Pit = 191 9979 200.
¢) Tiz betlbdl all a sz6, az A bet(ibél 3 db, az M bet(ibdl 2 db, a T betlibél 2 db van, igy a per-
PRy, Lo D322 10! _
mutaciok szdma: P3%* = EI 151200.

IEXCEA A metron hat ember tud egymas mellett helyet foglalni. A végallomason felszall Attila,

Brigitta, Daniel, Réka, Vanda és Viktdria.

a) Hanyféleképpen tudnak letlni erre a hat helyre?

b) Hanyféleképpen tudnak letini erre a hat helyre, ha Réka és Vanda egyméas mellett szeretne UlIni?

¢) Hanyféleképpen tudnak lelini erre a hat helyre, ha Attila és Viktoria nem szeretne egymas mel-
lett dlIni?

d) Hanyféleképpen tudnak letlni erre a hat helyre, ha a fitk és a lanyok nem keverednek 6ssze?

e) Hanyféleképpen tudnak ledini erre a hat helyre, ha a fitk és a lanyok nem keverednek ¢ssze,
és Daniel Réka mellett szeretne UlIni?

) Hanyféleképpen tudnak ledini erre a hat helyre, ha a fitk és a lanyok nem keverednek 6ssze,
és Daniel nem szeretne Réka mellett UIni?

a) Hat ember sorba rendezésérél van szo, igy a lehetdségek szama: R, = 6! = 720.

b) A két lany egymas mellett szeretne dlni, ezért tekintstik ¢ket egynek.
A sorrendek szama: R, = 5! =120, de minden ilyen esetet kétszer kell szamolnunk, mert Réka
és Vanda helycseréjével Uj sorrendet kapunk. Ezért az sszes eset szama 240.

c) Az el6z6 két kérdés alapjan tudjuk, hogy 6sszesen 720 eset lehetséges, és 240 olyan eset van,
amikor két ember ragaszkodik ahhoz, hogy egymas mellett Gljén. Ezen meggondolasok alapjan
720 — 240 = 480 olyan eset lehetséges, amikor Attila és Viktéria nem Ul egymas mellett.

d) Két fiu és négy lany szeretne letilni. A két fiu kétféleképpen foglalhat helyet egymas mellett,
a négy lany pedig 4! = 24-féleképpen Ulhet melléjuk. Ez eddig 48 lehetség. Azonban kulon-
b6z6 ledlést kapunk, ha a fiuk mellé jobbra tlnek a lanyok, vagy a lanyok mellé jobbra tlnek a
fik. Ezért az 6sszes eset szama 96.

e) Danielt és Rékat lelltetjuk egymas mellé.

Ezutan két esetet kulonboztethetliink meg.

I. eset: Daniel mellé balra letl Attila, Réka mellé jobbra letl a harom lany. Ez 6sszesen hat lehe-
t6ség.

Il. eset: Daniel mellé jobbra letl Attila, Réka mellé balra letl a harom lany. Ez sszesen hat lehe-
t8ség.

Vagyis 6sszesen 12 sorrend képzelheté el.

f) Két eset lehetséges: I. Daniel Ul valamelyik szélen. II. Attila Gl valamelyik szélen.

I. eset: Daniel a jobb- és a balszélen is tlhet. Elegendd csak az egyikfélét 6sszeszamolnunk, mert
az esetek szamanak kétszerezésével megkapjuk az 6sszes eset szamat.

Daniel mellett Attila foglal helyet, majd a négy lany. A négy lany sorrendje 4! = 24-féleképpen
lehetséges.

Vagyis ebben az esetben mindent figyelembe véve 2 - 24 = 48 megfelel& sorrend van.

Il. eset: Attila a jobb- és a balszélen is Ulhet. Most is elegendd csak az egyikfélét 6sszeszamol-
nunk, és utana kétszerezni az esetek szamat.

Attila mellett Daniel foglal helyet, majd Réka kivételével barmelyik lany letilhet Attila mellé. Ez
harom lehetdség. A tovabbi harom lany sorrendje 3! = 6-féleképpen lehetséges.

Vagyis ebben az esetben mindent figyelembe véve 2 -3-6 = 36 megfelel6 sorrend van.

Az Bsszes eset szama: 48 + 36 = 84.

Megjegyzés: A kilonbozd lehetdségeket végiggondolva megkaptuk az ¢sszes eset szamat. Most is gyors és ered-
ményes az az észrevétel, hogy az Gsszes lehetséges esetbdl vegyik el a nekiink nem megfeleld esetek szamat. Most
a d) és az e) feladatban kapott eredményeink segitségével is megkaphatjuk a kivant végeredményt: 96 — 12 = 84.
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IEEA Az ebédisben az asztal korl elhelyezett hét széken szeretne helyet foglalni Anna, Ba-
l&zs, Balint, Domonkos, Déra, Fanni és Simona. Két lellést akkor és csak akkor tekinttink ki-
|6nbozének, ha van legalabb egy olyan tagja a tarsasagnak, akinek legaldbb az egyik szomszédja
a két elhelyezkedésben kiilénbz6.

a) Hanyféleképpen foglalhatnak helyet?

b) Hanyféleképpen torténhet az elhelyezkedés, ha Anna és Fanni egymas mellett szeretne GIni?
¢) Hanyféleképpen torténhet az elhelyezkedés, ha Balint szomszédjai Domonkos és Baldzs?

a) Képzeljuk el, hogy egy embert lelltetiink egy rogzitett helyre. Ezek utan téle pl. jobbra hat
embert 6!-féleképpen lehet ledltetni.
Vagyis az ¢sszes eset szama: 720.

b) Annéat és Fannit Ultesstk le egymas mellé. Ezt kétféleképpen tudjuk megtenni: Annanak Fanni
lehet a jobb és lehet a bal szomszédja is. T6lUk pl. jobbra haladva az 6t embert 5!-féleképpen
lehet letltetni.

Vagyis az ¢sszes eset szama: 2 - 120 = 240.

¢) Lehetséges, hogy Balint jobbszomszédja Balazs, és lehetséges, hogy Domonkos. T6luk pl.
jobbra haladva a négy embert 4!-félekeppen lehet lelltetni.
Vagyis az ¢sszes eset szama: 2 -24 = 48.

IEXEA coy automataba eddig bedobtunk 4 db 6tvenes és 6 db szazas pénzérmét. Hanyféle sor-
rendben tehettlk ezt meg?

A 10 pénzérme ismétléses permutaciojarol van szo: Pyi® = 41! 0I6| = 210.

EACEN Készitstink hétjegy(i telefonszamokat 1 db 0, 1 db 5, 3 db 2 és 2 db 4 szamjegy mind-
egyikének felhasznalasaval!

a) Hany darab készithetd, ha az elsé helyre nem rakhatjuk a 0 szamjegyet?

b) Hany darab 242 kezdet( telefonszamot tudunk késziteni ezen szamjegyek felhasznalasaval?

a) A hét szamjegy ismétléses permutacidinak szama: P>? = % = 420.
Ezek kozil a 0-val kezd6d6 esetek szama: P2 = 3'6-!2| = 60.

Vagyis ezekbdl a szamjegyekbdl készithetd, nullaval nem kezd&dé hétjegyl telefonszamok
szama: 420 - 60 = 360.

b) A 242 utan irhato szamjegyek: 1 db 0, 1 db 5, 1 db 2 és 1 db 4. Vagyis 4 kilénbozé szam-
jegy sorbarendezésérél van szo: P, = 4! = 24.
Azaz 24 megfelel§ szam létezik.

IEXCEA A tiz szamjegy mindegyikének felhasznalasaval hany darab
a) tizjegyl;

b) tizjegyd, harommal oszthato;

) tizjegyd, kilenccel oszthato;

d) tizjegyd, hattal oszthato;

e) tizjegyl, negyvendttel oszthato;

f) tizjegy(, kilencvennel oszthaté

szam készithetd?

a) A tiz szamjegy 6sszes sorbarendezései kozil nem megfeleléek a 0-val kezdéddk. Vagyis az 6sz-
szes megfelel§ eset szama: 10! — 9! = 3265 920.

b) Mivel a tiz szdmjegy 0sszege 45 (azaz harommal oszthato), ezért minden ilyen tizjegy( szam
harommal oszthaté lesz. Vagyis 3 265 920 db megfelel6 szam készithetd.



¢) Mivel a tiz szamjegy 6sszege 45 (azaz kilenccel oszthato), ezért minden ilyen tizjegyd szam ki-
lenccel oszthato lesz. Vagyis 3 265 920 db megfelel§ szam készithetd.

d) Mar lattuk, hogy ezek a szamok harommal biztosan oszthatok lesznek. Parosnak is kell len-
nitik, hogy hattal oszthatok legyenek.

Két esetet kulonbdztetliink meg:

. eset: Az utolso jegy 0.

Ekkor a tobbi kilenc szamjegy minden sorrendjéhez megfeleld tizjegyl szam tartozik. Vagyis
ebben az esetben 9!, azaz 362 880 darab megfelels szam van.

Il. eset: Az utolsé jegy nem nulla.

Ekkor az utolso jegy a 2, 4, 6, 8 valamelyike lehet. Az egyik végz&dés esetén dsszeszamoljuk a
lehetéségeket, majd a kapott eredményt négyszerezzik.

Rogzitsik az utolsé helyen pl. a 2-t. A tobbi kilenc szamjegy sorrendje 9!, de ezek kéz6tt a O kez-
detliek is szerepelnek. Ezek szama 8!.

Mindent figyelembe véve ebben az esetben az 6sszes megfelel szdm darabszéma:

4(9! - 81)=1290 240.

A két eset Osszesen: 362 880 + 1 290 240 = 1 653 120.

e) Mar lattuk, hogy ezek a szamok kilenccel biztosan oszthatok lesznek. Ottel oszthatonak is
kell lennilik, hogy negyvenéttel oszthatok legyenek.

Két esetet kulonbdztetlink meg:

. eset: Az utolso jegy O.

Ezek szama: 9!, azaz 362 880 darab.

Il. eset: Az utolso jegy 5.

A tobbi kilenc szamjegy sorrendje 9!, de ezek koz6tt a 0 kezdetlek is szerepelnek. Ezek szama
8!. Vagyis 9! — 8! = 322 560 darab 6tre végz&dé megfelel szam van.

A két eset Osszesen: 362 880 + 322 560 = 685 440.

f) Mar lattuk, hogy ezek a szdmok kilenccel biztosan oszthatok lesznek. 0-ra végzéd&eknek is kell
lennitk, hogy kilencvennel oszthatok legyenek.

Ha az utolso jegy 0, akkor a tobbi kilenc szam sorrendje 9! lehet.

Vagyis 362 880 db megfelel§ szam van.

IEXEN 195z0ljuk, hogy harom egymast kdvets pozitiv egész szam faktorialisainak 6sszegét tgy
is kiszamithatjuk, hogy a legkisebb szam faktoridlisat megszorozzuk a legnagyobb szam négy-
zetévell

Legyen a harom egymast kovet6 pozitiv egész szam: a—1, a, a+ 1, ahol a = 2, a pozitiv egész
szam.

Ekkor (a—"T)+al+(a+N =[1+a+a(a+Nfa-1N =(a’+2a+1)(a-"1)!=(a+1y(a—=".
Ez pedig igazolja a bizonyitando allitast.

KLLMD A kosarlabda-mérkézésen 1, 2 és 3 pontos kosar is dobhaté. A csapat egyik jatékosa a
mérk&zésen 12 pontot szerzett. Hanyféleképpen alakulhatott ki ez a pontszém?

Legyen a 3 pontos dobasainak a szdma x, a 2 pontos dobasainak szdma y, az 1 pontosoké pedig z.
Ekkor 3x+ 2y + z=12.

Foglaljuk tabldzatba a lehetséges szamharmasokat.

A tablazat negyedik sordban a P)%:% , szerepel.

X+y+z

x |4 3| 3| 2| 2 20 21 1 1M 1] 110
y|10p 1| 0| 3| 2 11 0| 4 3] 211 0|6 54| 3] 2|1|0
0| 1 3] 0| 2 41 6| 1 3] 5] 7| 9]0
112020 10|90 [105(28 |30(140(168|72 10| 1217084 45|11 | 1

A negyedik sorban szereplé szamok 6sszege adja a feladat megoldasat: 927 lehetéség van.
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EERE] A bajnoksag hetedik forduléja utan az egyik focicsapatnak 11 pontja van. A gy6zelem
3, a vereség 0, a dontetlen 1 pontot ér. Hanyféleképpen alakulhatott ki ez a pontszam?

Legyen a gy6zelmek szama x, a dontetlenek szdma y, a vereségeké pedig z. Ekkor x+ y+z=7
és3x+y=11.

Foglaljuk tablazatba a lehetséges szamharmasokat.

A tablazat negyedik sordban a P,%”"# szerepel.

X 3| 2
y 2| 5
21 0

2101 21

A negyedik sorban szereplé szamok 6sszege adja a feladat megoldasat: 231 lehetdség van.

5. Kivalasztas és sorrend

EACE irjuk fel az ERDO sz6 bettibsl képezhetd harom bettis (nem feltétlendl értelmes) szava-
kat, ha minden bet( csak egyszer szerepelhet egy szoban!

A négy betli harmadosztalyu variacidinak szama: V2= 4-3-2 = 24. Ez a 24 eset a kdvetkezd:

ERD, EDR, RED, RDE, DER, DRE, ERO, EOR, REO, ROE, OER, ORE, EDO, EOD, DEO, DOE, OED,
ODE, RDO, ROD, DRO, DOR, ORD, ODR

P& Az 1, 3, 5, 7 szamjegyek felhasznalasaval haromjegy, illetve négyjegyli szamokat készi-
tlnk. Egy szamban mindegyik szamjegy maximum egyszer szerepelhet. Hasonlitsuk ¢ssze az igy
képezhet6 haromjegyl és négyjegy(i szamok szamat!

Az els6 esetben a négy bet(i harmadosztalyu variacidinak szamat kell meghataroznunk:
V)=4-3-2=24

A masodik esetben a négy betll permutacidinak szamat kell meghataroznunk:

P =41=24.

Az igy képezhetd haromjegyl és négyjegyl szamok szama egyenlé.

Megjegyzés: Szamolas nélkdl is erre a megallapitasra jutottunk volna, hiszen barmelyik haromjegyl szamhoz
egyértelmien tartozik egy négyjegy(i szam (a negyedik szamjegyet a haromjegy( végére irjuk).

EMLE] Az iskolai szavaloverseny dantsjébe tiz tanuld jutott. Az elsé hat helyezett kap hat k-
l6nb6z6 dijat. Hanyféle sorrend alakulhat ki?

A tiz tanulé hatodosztalyu variacidinak szamat kell meghataroznunk:
V5=10-9-8-7-6-5=151200.

FA®] Hany ember indult azon a sportversenyen, ahol az arany, ezlst, bronz érmek kiosztasa
504-féleképpen toérténhetne?

Az indulék szama legyen n. Az n indulé harmadosztalyu variacidinak szama 504, vagyis:
Vi=n-(n-=1)-(n-2)= 504.

Megtalalhatd, hogy 9-8-7 = 504, vagyis az n = 9 megoldas.

Ha n helyére 9-nél kisebb pozitiv egész szamot irunk, akkor a szorzat kisebb lesz, mint 504, ha
nagyobbat, akkor pedig a szorzat nagyobb lesz, mint 504. Vagyis egyeduli megoldas a 9.

A sportversenyen 9 ember indult.



E®] Egy vetélkeds 9 szereplsjének jutalma harom kiilonbozé dij lesz. Hanyféleképpen vihetik
el a jaték végén a nyereményeket, ha egy versenyz6 tobbet is nyerhet?

Kilenc elem harmadosztalyd ismétléses variacidinak szamat kell meghataroznunk:
Vs (ism) = 9° = 729.

[FE] Egy tesztes versenyen 30 kérdés mindegyikére 5 kilonbézé valaszbol valaszthatunk, egy
masik versenyen pedig 4 kilénboz6bdl (minden kérdésre csak egy jé valasz van). Maximum hany
kérdéses lehet ez utobbi teszt, ha azt szeretnénk, hogy a kitoltési lehetdségek szama kevesebb
legyen, mint a 30 kérdésesé?

Legyen a méasodik teszt n kérdéses. Ekkor a feladat feltételeinek megfeleléen a kovetkezé egyen-
|6tlenséget irhatjuk fel:

4n < 530,

Szamologéppel kapjuk, hogy 5% =~ 9,31-10%°. A 4 pozitiv egész kitevéji hatvanyai névekedd
szamsorozatot adnak, igy gyorsan megtalalhato, hogy 2,95 10%° =~ 4% < 5%° < 4% =~ 1,18 107,
vagyis maximum 34 kérdéses lehet ez a teszt.

EALE] Hatjegyli szamot egy nyolclapu sorsvetével (dobdoktaéder) allitunk els.

A test nyolc lapja 1-t6l 8-ig szamozott. A dobott szamokat a dobdas sorrendjében egymas utan
irjuk. A hatodik dobas utan kialakul egy hatjegy(i szam. Hanyféle hatjegy(i szamot nem kapha-
tunk meg ilyen médon?

A hatjegy(i szamok szama: 9 - 10° = 900 000.

A sorsvetével dobhatd hatjegyl szamok szama: 8% = 262 144.
Vagyis 900 000 — 262 144 =637 856 darab hatjegyl szamot nem kaphatunk meg ilyen médon.

6. Kivalasztasok szamanak meghatarozasa

&R szamitsuk ki
12\ 21

7N_7-65_ 12\ _ 12\ _12-11-10 _

N (3)‘12‘3‘35' 9 9 ‘(3)‘ 123 - 220
9)\_9:87:6_ 21\ 20\ 2120 _

v (4)‘12‘3.4‘126' 9 <19>‘<2>‘ 12 — 210

& Végezzik el a kijelolt miveleteket!

Sa8 ] 4 LR Y A e

_ 765 123 _ 765 _5
T1.2.3' 1413127 14-13-12 52°
0
2
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ERC&H \égezziik el az dsszeadasokat, kivonasokat!
5 7\, 9 9\ 8 14\ 100 9
SAH ] A S M B A A
<g>+ <7>:1O+ 35 =45,
9 9 9 9
b) <7>+ <2> = <2>+ <2> =36+ 36=72.
(-] o-10-2

- (2)- ) me

6 2 3

IEXCEH Vennyibe kertlt volna 2010-ben megjatszani az 6sszes lehetséges szelvényt az 6tos
lottdn, ha akkor 225 Ft-ba kerult egy fogadas?

(Az 6t0s lottd elsé 50 évében a legnagyobb nyeremény 5 092 890 758 Ft volt, 2003. november
29-én.)

A 90 szam 6tddosztalyu kombinacidinak szamat kell megszoroznunk a 225 Ft-os egységarral:

225- (950> = 9888585300 (Ft).

(Lényegesen tobbe kertlne, mint a lottotorténelem eddigi legnagyobb nyereménye.)

IEEZEH ~ hatos lottdn a hetenként rendezett sorsolason az 1-t6l 45-ig terjed egész szamok-
bél huznak ki hat szamot. A jatékosok 45 szambol hat szadmot jatszhatnak meg.

a) Hany darab jatékszelvényt kellene kitolteni a biztos telitalalathoz?

b) Hasonlitsuk 6ssze a kapott darabszamot az 6t6s lottd esetén kapottal!

a) A 45 szam hatodosztalyd kombinaciéinak szamat kell meghataroznunk:

o, = <465> = 8145 060.

b) 43949 268 = (950) > (465> = 8145 060.

Az 6t6s lottd kitoltési lehetéségeinek szama tébb mint 6tszordse a hatos lottdénak.

A& Adott n db pont tgy, hogy nincs kozéttik harom, amely egy egyenesre illeszkedne, és
nincs k6zottuk négy, amely egy sikban lenne. Hany szakaszt, hany haromszdget, hany tetraédert
hataroznak meg, ha

an=4; b)n=6; cn=S§; d)n=10?

= 6 db, haromszdgek: <4> = 4 db, tetraéderek: (j) =1db.

3

): 20 db, tetraéderek: <6> =15 db.

):15 db, haromszogek: <g

= 28 db, haromszdgek: ( >_ 56 db, tetraéderek: < >_ 70 db.

3

10

3 ) =120 db, tetraéderek: (f) =210 db.



IEAZEA gy kosarban 36 darab pingpong labda van, 9 darab sarga, a tobbi fehér. Hanyféle-
képpen lehet kivalasztani 6 labdat, hogy a kivélasztottak kozott

a)0; b)1; c) 3; d) 5

sarga legyen?

<9> ( >_1 +296 010 = 296 010.
)

)
o)

7. A matematikai logika alapfogalmai

9-80730 = 726570.

w O

Xe}

27

d) =126-27 = 3402.

2 i(5)-
@) ( ( 7>: 84-2925 = 245700.
5%

1

EACE] Dontsiik el a kévetkezé mondatokrol, hogy allitasok-e!

A: Vigyazz, a kutya harap!

B: Milyen szinl inget vettél?

C: Odatettem.

D: Szamitsuk ki a szabalyos haromszog teriletét, ha a magassaga 5 cm hosszu!
E: Ez egy barna kabat?

F: Holnap nem fog esni az esé.

A nem kijelentd mondatok nem lehetnek allitasok. A C egy hianyos mondat, igy nem tekint-
hetjuk allitasnak. Az F esetében pedig még nem tudhatjuk, hogy igaz vagy hamis.
Vagyis egyik mondat sem allitas.

P& Dontsiik el a kovetkezé mondatokrol, hogy allitasok-e! Allitas esetén adjuk meg a logi-
kai értékét!

A: Kétszer kettd néha ot.

B: Két Ut van el6ttem, melyiken induljak?

C: Szaz forintnak Otven a fele.

D: Szabad a madarnak agroél agra szallni.

Az A dllitas, |A| =
A B nem 4éllitas (nem kijelenté mondat).
A Callitas, |[Cl = 1.
A D allitas, |D| = i.

EM&] Adjuk meg a logikai értékét a kovetkezo allitasoknak!
A: A 11 pératlan szam.

B: A 267 oszthatd 3-mal.

C: A deltoid olyan négyszdg, amelynek van derékszdge.

D: A pokoknak hat laba van.

E: A Talan eltindk hirtelen verssort Jozsef Attilanal olvashatjuk.
F: A kadmium vegyjele Ca.

G: Edelényen keresztil folyik a Bédva.

H: Wass Albert egyik regényének cime a Tizenharom almafa.

A dontésekhez hasznalhatunk szakirodalmat, vilaghalot!

|Al=1i, |Bl=i, |Cl=h, IDI=h, |El=i, |Fl=h, |Gl=1i, |H|I=1i.
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AL A kovetkezé allitasok tartalma megegyezik egy-egy kdzmondasunkkal. Adjuk meg a koz-

mondasokat a szokasos alakban!

A: Sok liba diadalmaskodik a sertés folott.

B: Az ebet ezen a helyen hantoltak el.

C: A valotlant allitét gyorsabban utolérik, mint a jarashibas ebet.

D: Az év 6todik hénapjaban hullé cseppfolyds halmazallapotu csapadék értéke az arannyal
egyez6.

A: Sok lud disznét gydz.
B: Itt van a kutya elasva.
C: Koénnyebb utolérni a hazug embert, mint a santa kutyat.
D: Majusi es6 aranyat ér.

EACE] irjuk fel a kovetkezo szavak tagadasat, majd adjuk meg egy-egy ellentétiiket is!

a) magas; b) buta; ¢) vékony; d) szégletes; e) kicsi; f) csunya.
a) nem magas; alacsony.

b) nem buta; okos.

¢) nem vékony; vastag.

d) nem szogletes; kerek.

e) nem kicsi; nagy.

f) nem csunya; szép.

[FE] irjuk fel a kovetkezo allitasok tagadasat! Dontsik el, hogy melyik igaz: az allitas vagy a
tagadasa!

A: Minden természetes szam pozitiv.

B: Minden paralelogrammaban a két atlo egyenlé hosszu.

C: Minden 3-mal oszthat6 szam oszthaté 9-cel.

D: Van olyan haromszdg, amelynek csak egy hegyesszdge van.

E: Van olyan haromszdg, amelynek pontosan két oldala egyenlé hosszusagu.

F: Ot egymast kovetd paratlan szam mindegyike lehet primszam.

—A: Nem igaz, hogy minden természetes szam pozitiv. Azaz van olyan természetes szam, amely
nem pozitiv.

[=A] = 1.

—B: Nem igaz, hogy minden paralelogrammaban a két 4tl6 egyenl& hosszu. Azaz van olyan pa-
ralelogramma, amelyben a két 4tlé nem egyenld hosszu.

[=Bl=i.

—C: Nem igaz, hogy minden 3-mal oszthaté szam oszthatd 9-cel. Azaz van olyan szam, ami
3-mal oszthatd, és nem oszthatd 9-cel.

[Cl=i.

—D: Nem igaz, hogy van olyan haromsz6g, amelynek csak egy hegyesszége van. Azaz nincs
olyan haromsz6g, amelynek csak egy hegyesszdge van.

[=D] =i

—E: Nem igaz, hogy van olyan haromszog, amelynek pontosan két oldala egyenlé hosszusagu.
Azaz nincs olyan haromszég, amelynek pontosan két oldala egyenlé hosszisagu.

[El=i.

—F: Nem igaz, hogy 6t egymast kovets pdaratlan szam mindegyike lehet primszam. Azaz 6t egy-
mast kovetd paratlan szam mindegyike nem lehet primszam.

[=F] =1



| convoikonast monszene  [ENIENINIRER FX0

8. Logikai miiveletek

S 1gazoljuk értektablazattal, hogy a
a) konjunkcio;

b) diszjunkcio

kommutativ mivelet!

2 P Q |PAQ|OQAP
i i i i
i h h h
h i h h
h h h h
b)

P Q |PvQ|QVP
i i i i
i h i i
i i i
h h h h

PAL®] Igazoljuk értéktablazattal a kovetkezé azonossagokat!

a) (A vV B) = (=A) A (4B),

b) ~(A A B) = (=A) V (-B).

(A szakirodalom de Morgan-azonossagoknak nevezi ezeket az 6sszefliggéseket.)

A Al B[ Aave [«ave)] -4 | -8 [-ar-8
i i h h| oh h
i | oh i h ho| o h
ho| o i h i | oh h
h | h h i i | i i

A tablazat negyedik és hetedik oszlopa mutatja az allitas helyességét.

DT A 8| ane [«anp)] -4 | -8 [-av-B
il i h h| h h
i | n h i ho| o i
ho| o h i i | n i
h | h h i i | i i

A tablazat negyedik és hetedik oszlopa mutatja az allitas helyességét.

EM®] Tagadjuk a kovetkezo allitasokat!

A: Bodzasz6rpot iszom, vagy paprikas krumplit eszem.

B: Elmegyek a kutyaval sétélni, és levdgom a kertben a flvet.

C: Megirom a matematika hazi feladatot, és nem kapcsolom be a szamitogépet.
D: Nem veszek kenyeret, vagy veszek sajtot.

Alkalmazzuk a =(P vV Q) = ((=P) A (1Q)) azonossagot az A, D esetben.
Alkalmazzuk a =(P A Q) = ((=P) V (1Q)) azonossagot a B, C esetben.

10. EVFOLYAM
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—A: Nem iszom bodzaszdrpot, és nem eszem paprikas krumplit.

—B: Nem megyek el a kutyaval sétalni, vagy nem vagom le a kertben a flvet.

—C: Nem ifrom meg a matematika hazi feladatot, vagy bekapcsolom a szamitdgépet.
—D: Veszek kenyeret, és nem veszek sajtot.

] A kovetkezo allitasok kozismert szolasoknak a tagadasai. Adjuk meg az eredeti allita-
sokat!

—A: Van olyan dolog, ami nem |6, és mégis j6 a vége.

—B: Nem fUjja a szél, és mégis zordg a haraszt.

A: Minden j6, ha j6 a vége.
B: Nem z6rodg a haraszt, ha a szél nem fujja.

EL®] A felsorolt allitasok kozatt vannak-e azonosak?
AANB, AN(EB), BGAAB, (A A(EB), AVB, AV (=B), (A VB, (=A)V (=B).

Készitsiink értéktablazatot!

A|B|-A|-B|AANB|AAEB)|(RA)AB|(=A)A(B)AVB|IAV (=B)|(=A)V B|(=A) V (=B)

i|i|h|h i h h h i i i

i|h|h|i h i h h i i h i
i|i]|h h h i h i h i i
h|ili h h h i h i i i

A tablazat alapjan latjuk, hogy a felsorolt allitasok kdzott nincsenek azonosak.

FLE] A felsorolt allitasok kozatt keressiik meg az azonosakat!
ANB, ANGB), (RAVAB, (FAYA(RB), ~(AVB), ~(AV(B), ~((=A)VB), —((=4)V (=B)).

Alkalmazzuk a kovetkezd azonossagokat:
=PV Q)= (=P A Q)

—(=P) = P.

Ezek alapjan a kovetkezé parositasokat kapjuk:
((—A) V (1B)) = A A B;

“((—A) V B) = A A (=B);

(A V (=B) = (1A) A B;

(A V B) = (=A) A (—B).

ALE] A felsorolt allitasok kozatt keressiik meg az azonosakat!
(A AB), 2(AA(B)), ((=4) AB), ~((=A) A (=B)), AV B, AV (=B), (HA)V B, (=A)V (-B).

Alkalmazzuk a kovetkezé azonossagokat:

(P A Q) = (4P V (~Q));

=(=P) = P.

Ezek alapjan a kovetkezé parositasokat kapjuk:
(A A (=B)) =AV B;

(=AY AB)=AV (=B);

(A A (=B)) = (=A) V B;

—(A A B) = (=A) V (—B).



9. Miiveleti tulajdonsagok

EAC& 1gazoljuk a kovetkezé négy azonossagot!

a) ANA=A;
b)AVA=A,
) ANAVB) =A;
dAVAAB=A.

Készitstink értéktablazatot!

a)
A ANA
i i
h h
b)
A AVA
i i
h h
9 A B AVB |AANAVB)
i i i i
i h i i
i i
h h
9 A B AANB |[AV(AAB)
i i i i
i h h i
h i h
h h h

GONDOLKODASI MODSZEREK

P& Legyen | P| = p (ahol p lehetséges értéke i vagy h). Igazoljuk, hogy

a) pAi=p

b)pVvh=p!

a) : :
p i PAI
i i i
h i h

Vagyis az allitas igaz.

b)
p h pVh
i h i
h h h

Vagyis az allitas igaz.

10. EVFOLYAM
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EM®] Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot!
ANBVCO=AAB)VAADCQC.

Készitsik el a megfelel6 értéktablazatot!

A B C BVC |[ANBVO|AAB|AANC|AABYVIAAQO
i i i i i i i i
i i h i i i h i
i h i i i h i i
h i i i h h h h
i h h h h h h h
h i h i h h h h
h h i i h h h h
h h h h h h h h

A téblazat 6tédik és nyolcadik oszlopa mutatja, hogy azonos minden esetben a logikai értéke a
két osszetett allitasnak, vagyis a konjunkcié valdban disztributiv a diszjunkcio felett.

FAL®] A disztributiv tulajdonsagok felhasznalasaval mondjuk révidebben a kovetkezé allitasokat!

a) Holnapra elolvasom ezt a novellat és sakkozom Agnessel, vagy holnapra elolvasom ezt a no-
vellat és pingpongozom Agnessel.

b) Elmegyek réplabdazni vagy készitek egy csésze teat, és elmegyek roplabdéazni vagy készitek
egy melegszendvicset.

a) Holnapra elolvasom ezt a novellat és sakkozom vagy pingpongozom Agnessel.
b) ElImegyek roplabdazni, vagy készitek egy csésze teat és egy melegszendvicset.

10. Grafok

EAC&] Hany csticsa van annak a teljes grafnak, melynek
a) éleinek a szdma a csticsok szaméanak 11-szerese?
b) éleinek a szama a csuicsai szamanak haromszorosanal 9-cel nagyobb?

a) Ha a graf csucsainak a szama n, akkor a feltételek szerint

wﬂm, azaz (n#0) n-1=22, tehat n=23.

b) A feltételek szerint

M=3n+9, azaz n*—n=6n+18, ahonnan n*—7n-18 = 0.
n1'2=7ix/429+72=71511, n=9 =2,

A negativ gyok nyilvan nem johet szamitasba, igy a feltételeknek eleget tevé graf csucsainak a
szaman=9.

P& Egy bajnoksagban 8 csapat jatszik kormérkézést. Eddig 9 meccs zajlott le. Igazoljuk, hogy
van olyan csapat, amely legalabb haromszor jatszott mar!

Tegyuk fel —indirekt —, hogy nincs olyan csapat, mely legalabb harom meccset mar lejatszott, azaz
mind a 8 csapat legfeljebb 2 meccset jatszott eddig. Ez azt jelenti, hogy az eddig lejatszott mér-
8-2

kézések szama legfeljebb 5 = 8. Mivel eddig mar 9 mérk6zés lezajlott, igy nem lehet az ed-

digi meccsek szama legfeljebb 8, tehat valoban kell lennie olyan csapatnak, amely legalabb 3
mérk&zést jatszott mar.



EML& Egy konferencian 8 tudés vett részt. Ugy dontéttek, hogy a konferencia végén mindenki
mindenkivel névjegykartyat fog cserélni. Eddig mind a 8 résztvevd 3 masikkal cserélt névjegy-
kartyat.

a) Szemléltessuk egy graffal az eddigi kartyacseréket!

b) Hany kartyacserére fog még sor kerdlni?

a) A névjegykartyacserét szemléltetd egy lehetséges graf:

b) A graf minden csucsanak a fokszama 3, igy a fokszamok Osszege 3-8 = 24. Ez azt jelenti,
hogy e grafnak 12 éle van. Az a kérdés, hogy hany élt kell még berajzolnunk, hogy teljes grafot
kapjunk. Mivel a 8 pontu teljes graf éleinek a szama % = 28, és eddig 12 élt rajzoltunk be,

igy még 28 — 12 = 16 él hidnyzik. Tehat még 16 kartyacserére kerul sor.

m Mi a szlikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy teljes graf éleinek a szama paros
legyen?

n(n—1)
2

Ez azt jelenti, hogy vagy n, vagy pedig n — 1 oszthaté 4-gyel. Tehat annak feltétele, hogy egy

n pontu teljes graf éleinek a szama paros legyen az, hogy n oszthaté legyen 4-gyel, vagy 4-gyel

osztva 1 maradékot adjon.

Ha

=2k, akkor  n(n-1)=4k.

IECEH oy sakkbajnoksag dontsjébe — ahol mindenki mindenkivel egy mérkézést jatszik — né-
gyen jutottak: A, B, C és D. A dontében A mar mindharom ellenfelével jatszott, B és C ponto-
san két mérkdzést jatszott le, de egymassal még nem jatszottak. Hany mérkézést jatszott eddig
a dontében D?

Szemléltessik a feladatot egy graffal. Az A csuics az 6sszes tébbi csticcsal 6ssze van kotve. Mivel
B-t és C-t még egy-egy csuccsal kell 6sszekdtni, de egymassal nem lehetnek 6sszekotve, igy
mindkét csucsot csak D-vel kothetjik 6ssze. Ezzel mar meg is kaptuk a vélaszt a feladatban fel-
tett kérdésre: D eddig hdrom mérkézést jatszott (vagyis minden mérk&zését lejatszotta mar).

&N coy iskolak kozatti teniszbajnoksag dontsjébe 7 jatékos jutott be. A déntében min-
denki mindenkivel egy mérk&zést jatszik. Egy nézé jegyezte az egyes mérkézések kimenetelét.
Valamikor igy szolt a szintén nézd baratjghoz: ,Az 1-es szamu versenyzé mar minden mérkézé-
sét lejatszotta, a 2-es szamu mar 6t mérkézését lejatszotta, viszont a 4-es és a 7-es szamu ver-
senyz6k még csak egy-egy mérkdzeést jatszottak.” Erre a szomszéd igy valaszolt: ,Biztosan té-
vedsz.” Honnan tudta ezt a szomszéd?

A 7 pontu graf csticsait megszamoztuk az egyes jatékosoknak megfeleléen (lasd abra). Az 1-es
szamu jatékos (pont-) fokszdma 6, a 2-es szamué pedig 5. Ezt dbrazolva mar csak egyetlen olyan
csucs marad, melynek fokszama 1. Ez azt jelenti, hogy nem lehet két olyan versenyzé, akik eddig
csak egy-egy mérkdzést jatszottak.
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EAZEA oy teljes grafnak letoroltiik 40 élét, igy a megmaradt élek szama az eredeti teljes graf
csUcsai szamanak otszorose. Hany pontu az eredeti graf?

Az w_ 40 = 5n egyenletet kell megoldanunk a pozitiv egész szamok halmazan. 2-vel

szorozva mindkét oldalt:

n?—n—-—80=10n, ahonnan n?—11n=280 - nin — 1) = 80.

A 80-at kell két olyan egész szam szorzatara bontanunk, melyek kilénbsége 11. A 80 két té-
nyezds szorzatokra bontasa utdn hamar adédik, hogy n = 16, n — 11 = 5. Tehat az eredeti graf-
nak 16 cslcsa van.

IEX®A £y 6 ponty graf 5 csucsanak a fokszama: 0, 1, 2, 3, 4. Mekkora a hatodik cstcs fok-
szama?

Induljunk ki a 6 pontu grafbol: elészor rajzoljuk be a 4 fokszamu pont éleit; ekkor a 0 foku és
az 1 foku pontot is megkapjuk:

(@)

~e

)

Ha maradék harom cstcs kozdl barmely kett6t 6sszekotjiik, megkapjuk a 2 fokszamu pontot:

W)

Ez utan mar csak a hianyzo fokszamu két pont kdthetd 6ssze, hogy a 3 fokszamu pontot is meg-
kapjuk, igy a hianyzé fokszam 2 lehet csak.

)

IEXMEA oy 12 f6s tarsasag tagjai egy hosszabb tdran vettek részt. Andras és Béla, a tura két

(11) ) ) vezetdje, a csoport minden tagjat ismerték. Ot olyan tagja volt a csoportnak, akik a két vezetén

° ) kival senki mast nem ismertek, a tdbbiek ezen az 6t személyen kivil mindenki mast ismertek.

¢, o2 Amikor a csoport tagjai taldlkoztak, azok, akik nem ismerték egymast, kézfogassal bemutat-
koztak egymasnak. Hany kézfogas tortént?

VegyUk fel a 12 pontu graf csucsait, és irjuk mindegyik cstics mellé a fokszamét (Legyen A és B

®2)  akét turavezetd). A és B fokszama 11. Ot olyan tagja van a csapatnak, akik A-n és B-n kiviil sen-

(6). .(6) kit sem ismernek, igy 5 db pont fokszama 2. A maradék 5 db cstics mindegyikének a fokszama
(6) 6, hiszen 6k egymast ismerik, valamint a két vezetét is ismerik.



Ezek szerint a graf éleinek a szama (a fokszamainak ¢sszegének a fele):

2:1145-2+45:6 _ 34
2 .

A kézfogasok szama a teljes graffa valé kiegészitéshez sziikséges élek szama. A 12 pontu teljes
graf éleinek a szama: 12% = 66. Tehat a hianyzo élek szama: 66 — 31 = 35, vagyis 35 kéz-

fogas tortént.

m Egy sakkbajnoksag 16 résztvevéjét két csoportba osztottdk. Az egyes csoportokban a
csoport tagjai kdrmérkdzést jatszottak egymassal. Az egyik csoportban igy 3-szor annyi meccs
zajlott le, mint a masikban. Hany résztvevdje volt az egyes csoportoknak?

Legyen az egyik csoport résztvevéinek a szama k; ekkor a masik csoportnak 16 — k résztvevéje
van. Az egyes csoportokban lejatszott mérk&zések szama
k(k—=1) (16— k)16 —k—1)
2 2 '

A feltételek szerint az egyik csoportban haromszor annyi meccset jatszottak, mint a masikban,
tehat
3_k(/<—1) (16— k)(15—k)

2 2 '
2k’+28k—240=0, tehdt  k*+14k—-120=0,
&JZ—Mi/?grﬁﬁz—MfZQ k=6, k=20
A negativ megoldas érdektelen szamunkra, igy azt kaptuk, hogy az egyik csoportban 6, a ma-
sikban pedig 10 résztvevé volt.

illetve

azaz 3k?— 3k = 240 — 31k + K2,

KRR £oy bajnoksagon, ahol a résztvevék kormérkézést jatszanak egymassal, még 7 mérks-
zés van hatra a bajnoksag végéig. lgazoljuk, hogy az eddig lejatszott mérk&zések szama nem
lehet 10-zel oszthato!

Legyen n a bajnoksagban résztvevék szama. Ha még 7 mérkézés van hatra, akkor az eddig le-
jatszott mérk&zések szama
n(n—1)
2
Azt kell megmutatnunk, hogy ez a szam nem lehet 10-zel oszthaté. Ha ez a szam 10-zel oszt-
n(n—1)
2
n(n — 1) utols6 szamjegye 4 kell, hogy legyen. A szamlaldban két szomszédos egész szam szor-
zata szerepel, ezért vizsgaljuk meg, hogy két szomszédos egész szam szorzatanak mi lehet az
utolsé szamjegye.

7.

hato lenne, vagyis O-ra végzédne, akkor (hozzaadva 7-et) -nek 7-re kell végz&dnie, azaz

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
NSNS\ NSNS NSNS NSNS NS
o 2 6 2 0 0 2 6 2 0

Azt latjuk, hogy két szomszédos egész szam szorzatanak utolsé szamjegye csak 0, 2 vagy 6 lehet,
tehat e szorzat nem végzédhet 4-re. Ez viszont azt jelenti, hogy az eddig lejatszott mérk&zések
szama valéban nem lehet 10-zel oszthato.
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Gyokvonas
1. Racionalis szamok, irracionalis szamok

A& 19azoljuk, hogy v'3, v'5, v/12 irracionalis szamok!

Tegyiik fel, hogy '3 felirhatd két egész szam hanyadosaként:
J—zg, ahol (o, g)=1.

Mindkét oldalt négyzetre emelve azt kapjuk, hogy

2
3= g— azaz 3q°= p’.

2

A kapott egyenl&ség jobb oldala oszthatd 3-mal, igy p is oszthaté 3-mal: legyen p = 3k. Ekkor

3¢°=(3ky = 9Kk?, azaz q’= 3k’

A kapott egyenl&ség bal oldala oszthaté 3-mal, tehat q is oszthatd 3-mal.

Azt kaptuk, hogy ha v'3 racionalis szam, akkor p is és q is oszthaté 3-mal, vagyis nem lehet
(b, @) = 1. EbbdI kdvetkezik, hogy V'3 valéban irracionalis szam.

V5 esetében ugyanugy jarhatunk el, mint v'3 esetében.

Ha v/12 = 2+/3 racionalis szam, akkor
2V3 = B, azaz V3 =L
aq 2q
Arra jutottunk, hogy ha v12 racionalis szam, akkor +/3 is raciondlis szam. Ez nyilvan ellent-
mondas, tehat +/12 irracionalis szam.

P& Igazoljuk, hogy két racionalis szam szorzata és hanyadosa is racionalis szam!

Legyen a két racionalis szam a & 9, ahol a, b, ¢ és d egész szamok (természetesen b, d és c

b d
egyike sem lehet 0).
A két racionalis szdm szorzata:
a c_ ac

b d~ bd’

A kapott tort szamlaloja és nevezbje is egész, tehat a két racionalis szdm szorzata is racionalis.

ac_ad_ad

b'd b c bc’

A kapott tort szamlaléja és nevezdje is egész, tehat a két raciondlis szam hanyadosa is racio-
nalis.

EMCE] irjuk fel az alabbi tizedes tort alakban megadott szamokat két egész szam hanyadosa-
ként:
a)0,32; b) 3,122; ¢)0,1313... .

_ 32 _ 8.
3) 0.32 =375 = 75

122 _ 3122 _ 1561.

b)3122 = 31000 ~ 1000 — 500’

¢) Legyen 0,1313... = a. A végtelen szakaszos tizedes tortben a szakaszok 2 jegybdl allnak,
ezért szorozzuk meg e szamot 100-zal.
100a = 13,13...
Ezzel

100a-a=13, azaz 99a=13, ahonnan a:%.
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A& irjuk fel az alabbi torteket tizedestort alakban:
2. 11
a) 2 b) 13

a)%: 0,285714...; b)%: 0,846153....

E®] Adjunk meg két olyan racionalis szamot, mely nagyobb, mint 0,6666, de kisebb, mint
0,6667!

Ha n olyan szam, melyre

0,6666 < n < 0,6667, akkor 2006 . 6667

10 000 10 000"
Bovitsuk a torteket pl. 2-vel: Bovitsuk a torteket pl. 3-mal:
BB Eoo<BE
Ezek szerint n lehet pl. Ezek szerint n lehet pl.
_ 13333 20000 _ 2
20000° 30000 3

A két eljarasbol vildgos, hogy végtelen sok, a feltételnek megfelel6 racionalis szam létezik.

[E] Lehet-e két irracionalis szam szorzata, illetve hanyadosa racionalis szam?

Igen. Legyen pl. a két irraciondlis szam '8 és v'2 . Ezek szorzata, ill. hanyadosa:

VBVI=ViE=4 & YB- B_yz_3
/2 2
m Lehet-e egy raciondlis és egy irracionalis szam &sszege racionalis szam?

Nem. Legyen ugyanis a racionalis szam g és jeldljik j-vel az irracionalis szamot. Ha ezek ¢sszege

raciondlis szdm, akkor valamely a és b egészekre

P,i_a _a_P_ag-—bp

q+/_ b dzaz = 7= bg

A kapott egyenl6ség jobb oldalan a szamlaléban és a nevezében is egész szam szerepel, igy nem
lehet irracionalis.

MR Lehet-e két irracionalis Gsszege racionalis szam?

Igen. Tekintstk az aldbbi két szamot: V3+ V8, V3-8 . E két szam irracionalis. Ha ugyanis
pl. ¥3 + ¥'8 racionalis lenne, azaz valamely p, q egészekre

2
v3+«/—:§, akkor 3+\/§:%

is racionalis lenne. De ekkor
2

f:%—3

is racionalis lenne. Mivel v'8 irracionalis, ezért valdban v'3 + +/8 s irraciondlis szam.
Tekintsuk a megadott két szam kilonbségének négyzetét.

(V3+v/8-v3-v8)=3+v/8+3-v8-2/(3+/8)(3-v8)=6-2/9-8=4.
Mivel a két szam kulonbségének négyzete 4, és a két szam kulénbsége pozitiv, ezért a két
szam kalénbsége 2, vagyis racionalis szam.




2. A négyzetgydkvonas és azonossagai

BERCEW \éqezzik el a gyokvonast, illetve a kijelolt miveletet!

12 16 416 8 10
/34110 . . ja*b®. /cd
a)va'b'"; prwoCS]s ' d) isz' ;6b2'

b) w/XZy4Z6q8; C)

a) Va'b" = 2’| b°|;
b) Vxy'2q° = x|y 2 lq*;

p1zq1s B p6q8 .
o rost st
J) \/a4b6_ g0 _ \/a4b6. a°p? _ \/awobg _ ‘as|b4
C2d4 . asz C2d4 ngw C10d14 ‘CS H d7 |
BEAEW Véqezzik el az alabbi miveleteket!
a)vﬁ}«/ﬁ; b)w’/g'v125; C)V/E‘v/j;
) o) /48
o) Y 63 : o) ¥ 50 ; £ _
)77 )2 G

BEREM Velyik szam nagyobb?
a)v'5-v/7 vagy 6;

o) (V3 ++2)" vagy 10;

b) V8 -V5 vagy V6 -v7;
d) (V5 +0)(/5 -1 vagy (v2+1°.

a) V5 V7 =+v35<v36=6.

b) V8 V5 =740, v6-V7=+42, tehdt vV8-V5<V6V7,

o) (V3+vV2)V=3+2+2v6 =5+ 2V6. Melyik nagyobb 5+ 2v/6 vagy 10 = 26 vagy 5.
Mivel 2v/6 négyzete 24, az 5 négyzete 25, ezért 2+/6 < 5, tehat (v3 + v2 Y <10.

d (V5+1)(/5-0)=5-1=4, (V2+1/=2+1+42V/2=3+2J/2. Mivel 242 >1, ezért
(V5 +1)(V5-1) < (V2 +1).

IERCE Hatarozzuk meg a kovetkezo kifejezések értelmezési tartomanyat!

_ X . X—6 . V5x+ 4
e R e R = T 2

a) 2x—5>0, ng.

b) A négyzetgyok alatti tort szamlaldja minden x-re nemnegativ, igy annak kell teljestlnie, hogy
1—x>0,azaz x <1.

MATEMATIKA
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C) X—6

> . _—
3% 0. Két eset lehetséges:

1. Xx—6=2065s3—-2x>0,azaz x=6 és x < % llyen valos szam nincs.

2.x—6§0é53—2x<0,azazx56ésx>%

Tehat a kifejezés értelmezési tartomanya: % <x<6.

d) 5x+ 4 >0 és x— 2 # 0. A kifejezés értelmezési tartomanya: xZ—% és X+ 2.

BERCEN \égezzikk el a kijelolt mveleteket!
a) 3v2-1N4+2v2); b (/8+3v/2-V18)-4v2; ¢ (3V2-2V3)+12/6.

a) 3vV2-0)(4+2v2)=12/2+6-2—4-2/2=10/2+38.
b) (V8 +3v2-V18)-4V2=4/16+12-2-4/36 =4-4+ 24— 4-6 =16+ 24— 24 =16.
o (3v2—-2V3Y+12/6 =18+12-12v/6 +12v6 = 30.

[BAEEE] szamitsuk ki a kovetkezo kifejezések értékét!
a) V8+3V7 V8-3V7;

b) V9+ 17 49— V17 ;

o (V8+3V7 —v/8-3V7)"

o (WVa+vVa—1-+va-va-1).

a) V8+3v/7 V8-3/7 =/(8+3/7)(8-3V/7)=v64—-63 =1.
b) VI9+ 17 ¥V9— V17 = /(9+V17)(9-V17) = V8117 = /64 = 8.
0 (V8+3V7 —vV8-3V7) =8+3V7+8-3v7-2/(8+3/7)(8-3V7) =
=16—2/64—-63=16—-2=14.
o) (Varva—1-va—vai—1) =a+va —1+a—vai—-1-2/(a+ Va —1)-(a— Va'-1) =
=2a-2/a— (=) =2a-2

3. A négyzetgydkvonas alkalmazasai

EACE A kovetkezs feladatokban a négyzetgyokok alatt szereplé bettik mindegyike pozitiv. Vé-
gezzUk el a négyzetgydkvonast (amit lehet, vigytink ki a négyzetgyokjel alol)!

13,6
a) /75ab°C%;  b) ;igggﬂ o Va'b?— b'a’.

a) V753’3 = v25-3-a%a-b® c'®.c = 5a°h*® v 3ac.
)\/18x13 /P _\/ ox'3y® _ 3x6y3«/; _

50p9q 25p9q11 4 5 /pq
o Va'b?—b'a’ = Jalb*(a’ - ): aby a’— b*.

P& Oldjuk meg az alabbi egyenletet a nemnegativ valos szamok halmazan!
6v9x + 5v'x — 2v/25x = 26.

Az egyenlet bal oldala igy alakithato:
6v9X + 5Vx —2v25x = 6-3 VX +5vVx —2-5-Vx =18+Vx + 5V/x =10V x =13vx.
Tehat

13Vx =26, azaz vx =2, ahonnan x=4.
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EM&] Vegezzik el az alabbi mveleteket!
a) (V3+4v27-775)-2/12;

b) (V5 ++20)(2v/5 - /45);

) (v500 + v125)(2v75 - 5v3).

a) (V3+4y27-75)-2y12=(vV3+4-3¥/3-5V3).2-2/3=8y3-4/3=32-3= 9.
b) (V5 +v20)(2V5 - V45) = (V5 + 2/5)(2v/5 - 3V/5) = 3V5 - (=+/5) = —15.
¢ (V500 + v125)(2v/75 — 5v/3) = (10¥/5 + 5v/5)(10v/3 - 5/3)=15/5.5/3 = 75,/15.

A& Melyik szam nagyobb: A vagy B?
a) A=5v2, B=12V5;

b) A=y54—-6v24, B=3/6-2;
O A=+49+4/12, B=4/3+1.

a) A=5y2 =450, B=2v5=+20,tehdtA>B.
b) Mindkét szam pozitiv, igy az a nagyobb, amelyiknek a négyzete nagyobb.
A?=54-6v24 =54-12V6,
B2=(3vV6-2=54+4-12/6 =58-12v6.
Mivel B> > A2, ezért B > A.
¢) Most is a két szam négyzetét hasonlitjuk ossze.
A?=49+4/12 =49+ 8Y3,

B =(4v3+1/=48+1+8V3=149+8V3.
Tehat A = B.

E®] Gyoktelenitsiik az alabbi tortek nevezsjét (@ > 0, b> 0)!

6 . 15 . a . avb .
AEY VY /5 Wy
56 . 4 . V5 +1. a—+va
? (i 9 s e
6 6v3 63 _
KA Tl B Tl B

V5
/a
o) %:%:\/}
d) aﬁ:a%-@:a@:@
bYa bva-v/a ab b~

5/6 _5V/6-v2 _5/12 5.2/3
0 Sf6_S/EVT_SZ (L5203 _5y3)

p_4 AT+ AT+ AT+ 2(/7+1)
Vi1 (V7T-2WT7+1) 7-1 6 3
g Vo1 (V540541 (541 _5+1+2/5 _6+2/5 _3+5
V51 (J5-0)(/5+1) 5-1 E 1 2

pa=va_ (a—val _a+a-2a/a _a+1-2/a
a+va (a+va)a-+va) a’—a a=1
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[FE] Dontstik el, hogy az alabbi kifejezés milyen elsjelti!
V74473 -V7-4V3-2V3.

Legyen

A=V7+4V/3-V7-4/3 >0 é B=2/3>0.

Ha A > B, akkor a kifejezés pozitiv, ellenkezé esetben negativ. A két szdm négyzetét hasonlitjuk
Ossze:

A =7+4/3+7-4V3-2J(7+4V3)7-4v3)=14—2/49— 48 =14-2 =12,
B2 =(2v3Y=4-3=12.

Tehat a megadott kifejezés értéke 0.

4. Az n-edik gyok fogalma és azonossagai

A& Vegezziik el az alabbi gyskvonasokat:
2)W6d;  b)VEs;: 95— d3y/-2l 9024, f)s\/&.

32" 1000 ’
a) 3J_—3F—4
b)4«/62 4/5% =

9%/ =52 =/( i -2
/ 3 i

100 10°
e) %1024 ='%2"° = 2.

[ /(A1
D e 6_4 - <2> 2
PALE] Végezziik el az alabbi gydkvonasokat (a feladatokban szereplé paraméterek mindegyike
pozitiv)!

psqu k2> m?°
a) ¥ath?:  b) /x4 o 0 @, 32/

a) ¥a'h'"? = (a?f (b*) =
b) 7\/X21 2,14 7/(X (ye (Z

p°q” _ p’q’
9 r’os4 rs

km® _ km*
d) s - .
)N S = g

EM&] Végezziik el az alabbi miveleteket (a feladatokban szerepld paraméterek mindegyike po-
Zitiv)!

3
a) ¥/4%.510.3/47. 55 b)¥abic? - ¥a'b'*c; s /%7:44/ y7

a) 3\/44‘510'3\/42.55 3\/44 5W0 42 55 3/46 5‘15 42 55
b) SJa3b8 12 5\/a7b12 3 Bx/a10b20 15 _ a2b4 3

/XY _ X x XX
Q4 ys' X_4 ys }/3_4 yg_




IM®] Végezziik el az alabbi miveleteket (a feladatokban szereplé paraméterek mindegyike po-
Zitiv)!

DVVT N R VYRR s fan a2

a) &/8/2% .3/13/22 _ 38/14 .36/772 _ 36/7% _ ).
b) \/3\/4 310 _\/\/6 3% _ 24/310 .24 /338 _ 24/388 _ 32

=9
)5\/4\/3.\/10/igzzo/Lu.zo/igzzo/Lw:Q
b14 b6 bm b6 bZO b

EME] A Neptunusz bolygo keringési ideje kb.165,5 év. Kb. hanyszor tavolabb kering a Neptu-
nusz a Nap koral, mint a Fold?

Kepler lll. térvénye alapjan

2 3
Téw  _  Resw

TI\%eptunusz R I%/eptunusz .
Ha a Fold Naptdl valo atlagos tavolsagat 1-nek vesszik, akkor

2 3
1 2 = 3 1 ' ahonnan RNeptunusz = 165 52 27 390 25
165:5 RNeptunusz
Innen

Reptunusz = %27 390,25 =~ 30,14.

Tehat a Neptunusz kb. 30,14-szer olyan tavol van a Naptél, mint a Fold.

5. Az n-edik gydékvonas alkalmazasai

EAC& Vigyuk ki a gyokijel elé a lehetséges szorzétényezéket!
a) ¥40; b) ¥/54; o ¥a" (a=0).

a) ¥40=38-5=3%23%5=
D o ara e Y
0 4/a"% = 4/a'% @ = a* Val.

PALE] Vigyuk be a gyokjel ala a gyokjel el6tti szorzotényezot!
a) 3-¥4: b) 2-5/3: 0 a>-%a*(@=0).

a) 3-¥4=%3°34=%27-4=%108.
b)2-%/3=%2°%3=%323=%96.
0 a*Ya=4a' Val=Ya"

EMCE] Végezzik el a kijelolt mveleteket!
a) ¥2-V3; b) ¥a-¥a* (a=0); ¢ va’b-4ab* (@a=0,b=>0).

&) ¥2-/3 =YV T 6f %27 = %427 = 5/108.
0 Va'b-4/ab = ,/1/(a2b)2 4/ab? = 43 4/ab” = Vb,

MATEMATIKA
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FA®] irjuk fel egyetlen gyokjel segitségével a megadott kifejezéseket!

a) ¥3-v3; b) ¥a-¥ad: o VX yx.

a) ¥3-/3=%/373=93"=%27.
b Va-¥a =4Vaa = "Va.
0O 3y yix = YNy yx = WXy =5/ X)

m Milyen pozitiv egész szamot irjunk n helyébe, hogy az alabbi egyenléség igaz legyen, ahol
a=0:

Az egyenl6ség igy alakithato:

4\/3x/a3”~a5=4\/3\/(a5)4, azaz 13/a+s = 12/520
Innen
aBn+5=

a’®, azaz 3n+5=20,

3n=15, tehat n=5.



Masodfoku fuggvények,
masodfoku egyenletek

1. Masodfoku fiiggvények

A& Abrazoljuk és elemezziik az alabbi, a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!
a) fx)=(x+6)°+ 2;

_ 1\% 3.
b) fx) = (x- 1) - 2;
¢ fx)=—(x+37°+2;

d) 00 =—Jx=17+3;
e) f(x)=(x+ 0,5)°—0,25.
a) ET: minden valos szam. EK: f(x) = 2, a fuggvénynek nincs zérushelye. a)

A flggvény menete: —oo-t6l —6-ig szig. mon. csokkend, —6-t6l +oo-ig szig. mon. no-
vekvé. A fliggvénynek —6-ban minimuma van, értéke f(—6) = 2.

b) ET: minden val6s szam, EK: f(x) 2—% Zérushelyek: x =

1+43  _1-43
2 2

A fliggvény menete: —oo-tél %-ig szig. mon. csokkend, 161 +00-ig 5Zig. mon. ndvekve.

o 1 . csre A1V _ 3
A flggvénynek x = 5 ben minimuma van, értéke f(z) =7

¢) ET: minden valds szam, EK: f(x) < 2. Zérushelyek: xi= -3+ v2, xx=-3 - v2.
A fuggvény menete: —oo-t6l —3-ig szig. mon. novekve, —3-t6l +oo-ig szig. mon. csok-
kené.

A fuggvénynek x = —3-ban maximuma van; f(-3) = 2. L
d) ET: minden valés szam, EK: f(x) < 3. Zérushelyek: xi=1++v6, x2=1- 6.
A flggvény menete: —oo-t6l 1-ig szig. mon. névekved, 1-tél +oo-ig szig. mon. csdkkend.
A fuggvénynek x = 1-ben maximuma van: f(1) = 3.
e) ET. minden valés szam, EK: f(x) 2—%. Zérushelyek: xi=1, xo = 0.
A fliggvény menete: —oo-t6l —%-ig szig. mon. csékkend, —%-tél +00-ig 5Zig. mon. no-
vekvé. A fliggvénynek x = — 1 ben minimuma van, értéke f(— 1) -1
2 2 4
< | [ YA / d N[ ALL €
\ / \ /
\ / \ /
\ /
\ / \ /
\ / \ /
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MATEMATIKA

P& Az f(x) = (x— u)*+ v fuggvény grafikonjanak tengelypontja T(3; —4). Oldjuk meg az
f(x) > 0 egyenl6tlenséget!

Ha a fliggvény tengelypontja T(3; —4), akkor f(x)= (x— 3) — 4. A flggvény zérushelyeit az
f(x) = 0 egyenlet megoldasai adjak.

(x—3Y—-4=0, azaz (x—3)=4.

Innen x— 3 =2, vagy x— 3 =—2. Tehat a fliggvény zérushelyei: x, =5, x, = 1.

¥

Az dbra alapjan az f(x) > 0 egyenl&tlenséget kielégité valos szamok: x <1vagy 5 < x.

EML&] Az f(x) = (x— u)*+ v flggvény értékkészlete: f(x) > 5. A fiiggvény x <—4 esetén csok-
ken, x > —4 esetén novekszik. Hatarozzuk meg az u és v értékét!

A feltételek alapjan a fliggvény grafikonja az alabbi:

YA

—_

¥

Ennek megfeleléen u=-4, v=>5.

FML®] Abrazoljuk és elemezzik az alabbi, a valos szamok halmazan értelmezett fiiggvényeket!

a) fx)=|x2-1]; b) fix)=|(x=17— 4| o) f(x)= %(X+ 22— 45|

Egy f(x) fuggvény grafikonjabol az | f(x)| figgvény grafikonjat gy kapjuk meg, hogy az f(x)
flggvény grafikonjanak x tengely , alatti” részét tengelyesen tikrozzik az x tengelyre, az x ten-
gely ,folotti” részt pedig megtartjuk.

Mindharom flggvény értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza, értékkészlet pedig a
nemnegativ valés szamok halmaza.
a) Zérushelyek: x, =1, x, =-1.

A fliggvény menete:

—oo-t6l —1-ig szig. mon. csékkend, —1-tél 0-ig szig. mon. ndvekve, 0-tél 1-ig szig. mon. csdk-

kend, 1-t6l +oo-ig szig. mon. névekvo.



MATEMATIKA

A fuggvénynek x = —1-ben és x = 1-ben minimuma van, értékuk f(—1) = (1) = 0, x = 0-ban
pedig helyi maximuma van, értéke f(0) =1.

b) Zérushelyek: x, =3, x, = -1.
A flggvény menete:
—oo-t6l —1-ig szig. mon. csékkend, —1-t8l 1-ig szig. mon. ndévekvd, 1-tél 3-ig szig. mon. csok-
kend, 3-t6l +oo-ig szig. mon. ndvekve.
A fuggvénynek x = —1-ben és x = 3-ban minimuma van, értéktk f(—1) = f(3)= 0, x = 1-ben
pedig helyi maximuma van, értéke f(1) = 4.

¢) Zérushelyek: x, =-5, x, = 1.
A fliggvény menete:
—oo-t6l =5-ig szig. mon. csokkend, —5-tél —2-ig szig. mon. novekvd, —2-t6l 1-ig szig. mon.
csokkend, 1-t8l +oo-ig szig. mon. ndvekveé.
A fuggvénynek x = -5-ben és x = 1-ben minimuma van, értékik f(—5) = f(1)= 0, x=-2-ben
pedig helyi maximuma van, értéke f(—2) = 4,5.

a |\ YA / b) \ | YA [ 9 YA
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EME] Adott a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = |(x— 3)*— 4/ fuiggvény, és legyen
k egy valos szam. Hany megoldasa van az f(x) = k egyenletnek?

El¢szor dbrazoljuk az f(x) fuggvény grafikonjat.

A g(x) = k fuggvény grafikus képe egy x tengellyel parhuzamos egyenes, mely az y tengelyt \(A

k-ban metszi. Az f(x) = k egyenlet megoldasainak a szdma a két fuiggvény grafikonjanak met- \

széspontjainak a szamaval egyenld. Ezek szerint, ha

k<0, akkor nincs megoldas,

k=0, akkor 2 megoldas van,

O<k<4, akkor 4 megoldas van, /

k=4, akkor 3 megoldas van, \1/ \ /

4 <k, akkor 2 megoldas van. 1 -
“X

m Egy masodfoku fuggvény grafikonja illeszkedik az A(0; 3), B(1; 2), ((3; 6) pontokra.
Melyik ez a masodfoku figgvény?

A masodfoku fuggvény altalanos alakja: f(x) = ax*+ bx + c. Ha a fliggvény grafikonja 4thalad
a megadott A, B, C pontokon, akkor e fiiggvény 0-hoz 3-at, 1-hez 2-t, 3-hoz 6-t rendel. Ezek
szerint az alabbi haromismeretlenes elsé foku egyenletrendszert kell megoldanunk:
3=c, 2=a+b+c, 6=9a+3b+c.

Az els6 egyenletet felhasznalva azt kapjuk:
a+b=-1, 9 +3b=3, azaz
a+b=-1,
3a+b=1

Vonjuk ki a masodik egyenletb6l az elsét: 2a = 2, azaz a =1; innen pedig b = —2. Tehat a ke-
resett fuggvény: f(x) = x*— 2x + 3.
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2. Masodfoku fiiggvények altalanos alakja,
abrazolasa

BERCE A akitsuk telies négyzetté az alabbi masodfoku kifejezéseket!

a) X*—8x+12; b) x*+10x +16; Q) X+ 3x+2;

d) —x— 6x+11; ) 3 —12x+ 7; f —%x2+ 3x— 5.
3) - 8x+12= (x— 4P —16+12 = (x— 4F - 4.

b) X*+10x+16 = (x+ 5F = 25+ 16 = (x+ 5/ — 9.

Q) X+ 3x+2= <x+%)z—%+ 2= (x+%>2—%.

d) —x*— 6x+11 =[x+ 6x—11]=—[(x+ 3= 9—11]=—(x+ 3) + 20.
e) 3 —12x+7= 3[X2— 4x+%]: 3[()(— 2)2—4+%]= 3(x— 2y -5.

1 1 1 2 1 >
f) =X+ 3x=5=—5[x~ 6X+10]:—§[(x— E) 9+1o]:—§(x— 3 -5

EMEE®] Abrazoljuk az alabbi, a valos szamok halmazan értelmezett fliggvényeket!

a) f(x)=x*— 6x+8; b) f(x)= x>+ 4x+ 7; o fAx)=—x*+8x—09;
d) fix)= %x2+ ZX—%,' e) f(x)=2xX*+ 4x— 3; f f0)=|x=3lxl.

Az egyes fliggvényeket megadd masodfoku kifejezéseket elészor teljes négyzetté kiegészitjik.
a) fx)=x"—6x+8=(x—3-9+8=(x—3F-1.

b) fx)=x"+4x+7=(x+2f—4+7=(x+2)+ 3.

b) \ YA/

<Y

Q) f)=—x+8x—9=—[x"— 8x+ 9]=—[(x—4Y = 7]=—(x— 4V + 7.

d) f(x)= %x2+ 2x—§= %[x2+ 4x—3]= %[(x+ 27— 7]= %(x+ 2)2—%.
a |\ YA
\
|
\ /
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Y




e) fx)= 2+ 4x— 3 = 2[x2+ 2x — %]: 2[(x+1)2— %]: 2(x+17— 5.
) Az f(x) =| x> — 3| x || fuggvény paros fuggvény, igy elegendé a grafikonjat csak x = 0-ra el-
készitentink, majd a kapott grafikont tikrozniink kell az y tengelyre.

Ha x >0, akkor f(x) = | x*— 3x|. A g(x) = x*— 3x fuggvény grafikonja egy felfelé nyilo
parabola; zérushelyei: xi= 0, x = 3. Ennek x tengely ,alatti” részét tengelyesen tikrézzik
az x tengelyre, igy megkapjuk az f(x) = | x*— 3x | fuggvény grafikus képét, majd ezt kiegé-
szitve az y tengelyre vonatkozé tukorképével, adodik az eredeti figgvény grafikus képe.

<

YA

/
/
/

/

L —

<Y

BEXEM Abrazoljuk a megadott fiiggvényeket a megadott szamhalmazon és allapitsuk meg
a fliggvények értékkészletét!
a) f(x)=x"—4x+3, xe(1;4] b) f(x)=x"=1, 1=|x|[=<2.

a) f(x)=x2—4x+3=x—-2)2-1

b) Az f(x) =x?—1 flggvény értelmezési tartomanya a feltételek szerint:
—2=x=-1ul=x=2.

IEAEM Adott a valos szamok halmazan értelmezett f(x) = x* + 4x + ¢ fiiggvény. Hatarozzuk
meg a ¢ értékét ugy, hogy a fuggvény értékkészlete f(x) >—2 legyen!

f(x) = x*+ 4x+ c = (x+ 2 — 4 + c. Ha a fuggvény értékkészlete a —2-nél nem kisebb valds
szamok halmaza, akkor —4 + ¢ =—2, ahonnan c = 2.

BEREH Adott a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = x* + bx + 4 fuggvény. A figg-
vény minimuma x = —2-ben van. Adjuk meg a fliggvény értékkészletét!

2
f(x)=x"+ bx+ 4= <x+ %)2— %+ 4. Ha a fuggvény minimuma x =-2-ben van, akkor
% =—2,ahonnan b =—4. Ekkor f(x) = x’— 4x+ 4 = (x— 2). Tehat a fuggvény értékkészlete:

f(x)=0.
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MATEMATIKA

IEAEN 2 alabbi fuggvényekrsl tudjuk, hogy minden x-hez pozitiv szamot rendelnek. Hata-
rozzuk meg a fliggvények képletében szereplé ¢ paraméter értékét!

a) f(x)=x*+6x+c; b) f(x) = 2x*—10x+ c; @) f(x)=—%x2+ 3x+cC.

a) f(x) = x*+ 6x+ c= (x+ 3Y— 9+ c. Ha ez minden x-re nagyobb 0-nal, akkor -9+ ¢ > 0,
tehat ¢ > 9.
9 — o[ - _5V_25, ¢l o5(x,_5Y_25
b) f(x) = 2x 10x+c_2[x 5x+2]_2[<x 2) 4+2]_2<x 2) 5+ C.

Ha ez minden x-re pozitiv, akkor —§+ c>0,azazc

25
5 > ==

2

¢ Az f(x) = —%x2+ 3x+ c fuggvény grafikus képe egy lefelé nyil6 parabola, igy nincs olyan c,

melyre teljestine, hogy a fliggvény minden x-re pozitiv.

BEAEN A2 ()= x>+ 2(c+ Dx+ 52+ 10c+ 5 (c > 0) fuggvény értékkészlete f(x)=>9.
Hol van a figgvény minimuma?

f(x)=x"+ 2(c+Dx+ 5 +10c+ 5= (x+ c+ 1 = (c+ 1Y + 5%+ 10c + 5 =
=(X+ c+1 == 2c—1+5+10c+ 5= (x+ c+ 1V + 4+ 8¢ + 4.
Ha a fuggvény értékkészlete f(x)=>9, akkor 4c®+ 8c+4 =9, azaz 4(c+1Y=9. Innen

2(c+1) =3, vagy 2(c+1)=—3. Els¢ esetben c = % masodik esetben c=—%. De ¢ >0, igy
1

csak ¢ = 5 lehetséges. A fuggvény minimuma x =—(c+ 1)-ben van, tehat a minimum hely:

N

-_3
X=-3

3. Szélséérték probléemak megoldasa a masodfoku
fliggvények segitségével (Emelt szint)

KA Két szam osszege 26. Hogyan valasszuk meg ezt a két szamot, hogy szorzatuk a lehet6
legnagyobb legyen?

Legyen az egyik szam x; ekkor a masik szdm 26 — x. E két szam S szorzata az x fliggvényében:
x(26 — x) = —x"+ 26x.
A kapott masodfoku fuggvény grafikus képe egy lefelé nyil6 parabola. Ennek széls¢értéke az

X==7 helyen van. Tehat a szorzat értéke akkor lesz a legnagyobb, ha x = — E—g =13, vagyis,

ha a két szam egyenld. A maximalis szorzat értéke: 13% =169.

EME] Az f(x) = — x>+ 9 fuggvény gorbéje és az x tengely altal kozbezart tartomanyba olyan
téglalapokat frunk, melyek két csticsa az x tengelyre, egy-egy csucsa pedig a fliggvény gorbéjére
illeszkedik. E téglalapok kozul melyiknek a legnagyobb a kertilete?

Készitstink abrat a feladat szévege alapjan! Az f(x)=—x*+ 9 flggvény zérushelyei: 3 és -3.
Legyen x, a téglalapnak az x tengely pozitiv felére illeszkedd pontja. Nyilvan 0 < xo < 3.

A téglalap x tengelyre illeszkedd oldalénak a hossza 2x,, az y tengellyel parhuzamos oldala-
nak a hossza az x, helyen vett fliggvényérték: —x§+ 9. Ezek szerint a téglalap K kertilete az x,
fuggvényében:

K(Xo)= 22X+ 2-(—x6+ 9) = —2x5+ 4x0+ 18.

A kapott fuggvény grafikus képe egy lefelé nyild parabola. Maximuma az

Xo = —% = —3 =1 helyen van. Tehat a téglalap kertlete akkor lesz a legnagyobb, ha x =1,

és a legnagyobb kerilet: K=-2+ 4 +18 = 20.



EME] gy meghibasodott katonai mihold mozgasat egy éran keresztil készltek figyelni a
szakemberek. A mihold Foldtol valo tavolsagat a megfigyelés kezdetétdl az alabbi f(x) figgvény
irja le (az egység az x tengelyen 6 perc, az y tengelyen 1500 méter):
) = {xz— 4x+ 10, ha x < 3}
—x*+8x—8, hax>3

a) Milyen magasan volt a mihold a megfigyelés kezdetekor?
b) Egy radarallomason minden olyan targyat észlelni tudnak, amely a féldtél legfeljebb 10,5 km

magasan van. Mikor észlelte a radarallomas a megfigyelés idejében a miholdat?

El6szor dbrazoljuk a megadott f figgvényt! A megfigyelés kezdetét jeldlje x = 0. Ha a miholdat
egy 6ran keresztil akartak megfigyelni, és az egység az x tengelyen 6 perc, akkor az x tengelyen
x = 10-ig célszer( a skalazast jeldIni.

Ha x < 3, akkor f(x) = X’ — 4x+10=(x— 2y - 4+10= (x— 2) + 6.

Ha 3 <x, akkor f(x)=—x*+ 8x— 8 =—[(x— 4 — 16+ 8]=—(x— 4} + 8.

A kapott kifejezésekhez tartozo parabolak jellegzetes pontjait felvéve az f(x) figgvény grafi-
konjat mar kénnyen abrazolhatjuk.

a) A megfigyelés kezdetén a miihold foldtél valo tavolsagat a fliggvény x = 0 helyen vett értéke
adja meg. A O-t nyilvan az x < 3 intervallumon értelmezett figgvény képletébe kell helyet-
tesitentink; ekkor f(0) = 2°+ 6 =10. Mivel az y tengelyen az egység 1500 m, ezért a mdhold
magassaga ekkor 10+ 1500 m = 15 km.

b) Az y tengelyen az egység 1500 m. igy a 10 500 m magassag az y tengelyen 1105%%0 = 7 egy-

ségnek felel meg. Ezek szerint érdemes megrajzolnunk a g(x)= 7 egyenest (ami az x ten-
gellyel parhuzamos egyenes), és leolvasni az f(x) < 7 egyenl6tlenség megoldasat.

Az &bra alapjan az f(x) < 7 egyenl6tlenség megoldasa: 1 < x < 3 vagy 5 < x. Figyelembe
véve az x tengelyen az egységet: a radar a miholdat a megfigyelés kezdetétdl szamitott
6. perctél a 18. percig, majd a 30. perc utan észlelte.

IR Abrazoljuk az alabbi f fuggvényt, melynek értelmezési tartomanya az x > 0 valos sza-
mok halmaza!

xX*—2x+5 ha0<x<2
f(x) =15, ha2<x<8

X— 3, ha 8 < x

Ha 0 <x <2, akkor f(x) = X’ — 2x+ 5= (x— 1Y+ 4. A flggvény grafikonja:

YA

<Y

EME] Az abran egy gotikus ablakot latunk. Ez egy téglalap, melynek egyik oldalahoz illeszttink
egy félkort. Az ablak kertlete 6 m. Hogyan méretezzék az ablakot, hogy az a lehetd legtobb fényt
beengedje (azaz a leheté legnagyobb legyen a terilete?

Legyen x a félkor sugara, y az ablak téglalap részének a magassaga.
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MATEMATIKA
Ekkor az ablak K kerUlete:

K=2x+2y+xr=6; innen y:3_X_X772'_
Az ablak T terUlete:

2
X T= 2+ %%,

Helyettesitstik be a T terlletképletbe az el6bb y-ra kapott értéket, igy megkapjuk a terlletet
y y x figgvényében:

2 2
T(x)= 2X(3 = x= 50 )+ 255 = =2+ )¢+ bx+ 55t = X (5 — 1= 2)+ 6x.

2% 2 2 2 2
A kapott figgvény egy masodfoku figgvény, melynek grafikus képe egy lefelé nyilé para-
bola. Ennek maximuma x = —%-ban van, tehat a maximumhely
X= —6 = 4_6 ~ 0,84 és ezzel y=3—x—x77fz0,84.
2(5 -7~ 2) e
2
Azt kaptuk tehat, hogy az ablak terllete akkor lesz maximalis, ha a téglalapjanak vizszintes
része 2x =~ 1,68 m, figgdleges része pedig y =~ 0,84 m.
[BE] Legyen az f(x) = X* + 4x + 6 flggveény értelmezési tartomanya a nempozitiv valés szamok
YA halmaza. Legyen M a fliggvénygorbe és az y tengely metszéspontja. Tukrozzik az f(x) figgvény
T grafikonjat az M pontra, és adjuk meg azt a figgvényt, melynek grafikus képe a tukorképként
- adddo grafikon!
\ ALY o _
My f(X)=x"+4x+ 6= (x+2Y+2 (x<0). A flggvény grafikonjanak tengelypontja a T(-2; 2)
\ Y \ pont. Az f(x) figgvény az y tengelyt az M(0; 6) pontban metszi. A T pontnak az M pontra vo-
; 7 \ natkozo tikorképe T'(2; 10). Mivel f(x) grafikonja felfelé nyild parabola volt, ezért a tikorké-
y \  pének grafikonja lefelé nyil6 parabola. Ezek szerint a keresett figgvény
T [ VP (x)=—(x=2P+10 ==X+ 4x+6 (x=0).
X m
AR Egy labdat h = 1,5 m magassagbol fliggslegesen folfelé hajitunk v = 8 5 kezdbsebes-
séggel. Milyen magasra repul a labda? (A levegd kdzegellenallasatol eltekintink.)

A fizikabol ismert, hogy ha egy testet a féldt6l h magassagbol v, kezdésebességgel fliggblege-
sen felhajitunk, akkor a foldtél valo s tavolsaga a t id§ fuggvényében

s(t)=h+ wt— %gtz,
(ahol g a nehézségi gyorsulas (= 10 m/s?). Esetiinkben tehat
S(t)=15+8t— - 10£ =5+ 8t+1,5.
8

E fliggvény maximumat keressik. A maximum helye: t = T 0,8 sec, vagyis a labda
0,8 sec ideig repilt folfelé. Ezek szerint a labda altal elért magassag (vagyis a fliggvény maximum
értéke):

s=154+808-5-0,8"=47.
Tehat a labda 4,7 méter magasra repult.

4. Masodfoku egyenletre vezeté feladatok

EACE] ket szam szorzata 143, kilonbségik 2. Melyik ez a két szam?

Legyen a két szdm x és x + 2. Ekkor

x(x+2)=143, azaz X'+ 2x—143=0.

Az egyenlet bal oldalat igy alakithatjuk:

X4 2x—143 = (x+ 1Y =1 -143 = (x+ 1} —144 = 0,

(x+1¢ =144,  ahonnan  x+1=12 vagy x+1=-12.

A feladat feltételeinek eleget tevé valds szam: x =11vagy x. = —13.



P& Oldjuk meg szorzatta alakitassal az alabbi masodfoku egyenleteket!
a) X+ 4x—77 = 0;
b) x*— 8x+15=0;
2 1, _3_
Q) x +4x 3= 0
a) X+ 4x—T77=(x+2f—4—-77=(x+2V-81=(x+2-9"=
=(x+2+9)(x+2-9)=0,
(x+11)(x—=7)=0.
Innen xi=-11, 2= 7.
b) (x—=4Y=16+15=(x—4Y-1=(x—4+1)(x—4-1)=(x-3)(x—5)= 0.
xi=3, x2=5.

¢ xz+%x—§: (x+%>2—6i4—é—i: <x+%>2—<§>2: <x+%+%><x+%—%>: 0,
<x+%><x—%): 0.
Innen X1=—%, X2 = %

EML& Oldjuk meg a teljes négyzetté kiegészités modszerével az alabbi masodfoku egyenleteket!
a) X’ +16x+55=0;
b) ¥*—9x—36=0;
c) 3x°+10x+3=0.

a) (x+ 8y —64+55=(x+8fF—9=0,azaz (x+8)=9.Innen | x+ 8|= 3, tehat
X+ 8= 3vagy x+ 8 =—3. Az egyenlet gydkei: x;=-5, xo=—11.

b) (X—9>2—&—E= 0, azaz (X—g)2= (EY Innen ‘x—g‘z % tehat

2 4 4 2 2 2
9_15 _9__15. -
X=35= 5 vagy x—5= 2,X1—12, X2=-3.
(x2+ 10 —3. S5Y_25_ 4]= 5y_16_ 2
0 3+ Dx+1)=3 [<x+ -5 +1]_ 3(x+3) - 9 = 0, tehat
5y _16 2|_4 1
<x+§> =9 azaz ‘x+3‘— 3 Innen x; = 3 Xo=—3.

FM®] Az abran egy téglalap alaku parkot és a szélén korbe vezets sétautat latjuk. A park oldalai
30 m és 50 m. A kdrbevezetd sétaut szélessége mindenUtt ugyanannyi. Mekkora legyen a sé-
taut szélessége, ha a bedlltetett kert a teljes park teriletének 80%-a?

A park terlletenek 80%-a 0,8-30-50. A belltetett kert tertlete: (30 — 2x)(50 — 2x).
Ezek szerint felirhatjuk a kdvetkezo egyenletet:

0,8-30-50 = (30 — 2x)(50 — 2x).

A mUveletek elvégzése utan azt kapjuk:

x2—40x+ 75=0,

_ 401/16200— 300 _ 5045/13.

Xi,2
A feladat jellegébél adoddan 0 < x <15, igy csak x = 20 — 5+/13 lehetséges. Tehat a sétaut
keresett szélessége: x = 20— 5v/13 =~ 1,97 m.

m Adott (2n + 1) db egymaést kévets egész szam, melyek kozil az elsé (n + 1) db négyze-
tének 6sszege egyenld az utolsé n db négyzetének 6sszegével. Melyek ezek a szamok?

Jeloljik x-szel a (2n + 1) db egymast kdvetd egész szam kozil a kdzepsét. Ekkor az elsd (n + 1)
db szém:

MATEMATIKA
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X, x=1, x=2, Xx=3, ..., X—n,
az utolsé n db szam pedig
X+1, X+2, x+3, ..., X+n.

Ezek szerint felirhatjuk az alabbi egyenletet:

(x=nY+(x=(n=1F+ ...+ (x=2V+ (x=1Y+ X’ = (x+ 1V + (X + 2 + ... + (x+ n).
A mveletek elvégzése utan az egyenlet bal oldalan

N+ =2x(n+n=1+n=2+ ... +3+2+1)+1°+2°+ 3>+ ...+ %,
a jobb oldalon pedig

N+ 2X(1+ 243+ ..+ n)+ 174 224+ 3%+ .+ n’.
Ezek szerint a kdvetkezd egyenletet kaptuk:
X*—4x(1+2+3+...+n)=0, azaz
x(x—4(1+2+3+...+n))=0.

Innen az egyik gyok x = 0, a masik pedig

T+n)n

X2=4(1+2+3+...+n)=4'( 5 2n(n+1).

[FAE] Két munkas egyttesen 6 nap alatt végez el egy munkat. Ha kiilon-kilon végeznék el a
feladatot, akkor az egyik 8 nappal hamarabb végezne a munkaval, mint a masik. Hany nap alatt
végzik el kulén-kdlén a munkat?

Ha a gyorsabban dolgozé munkds x nap alatt végezné el egyedll a munkat, akkor a masik

(x+ 8) nap alatt végezne egyeddl. Ekkor a gyorsabb munkas egy nap alatt a munka %-ed ré-

1

szét, a masik munkas egy nap alatt a munka X -ad részét végezné el. Mivel egylitt dolgozva

+8
6 nap alatt végeznek, ezért irhatjuk a kdvetkezé egyenletet:
6. 6 _
x+x+8_l

A kdz6s nevezdvel szorozva

6(x+8)+6x=x(x+8), azaz x'—4x—48=0.

Az egyenletet igy alakithatjuk:

(x—2Y—4-48=(x-2Y-52=0, azaz (x-2y=52.

Innen

x—2=+52=2/13 vagy Xx—2=-2Y13,

tehat az egyenlet megoldasai: xi= 2+ 2v/13 = 9,2, 2= 2 — 2/13 ~=5,2. A negativ megol-
das nyilvan érdektelen, igy azt kaptuk: x =~ 9,2. Tehat a kérdéses munkat az egyik munkas egye-
dal kb. 9,2 nap alatt, a masik pedig kb. 17,2 nap alatt végezné el.

5. Specialis masodfoku egyenletek megoldasa

EACE Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan.

a) xX*—6x=0; b) x*+12,6x=0; ) 2xX*+13x=0;
2_ 2, _1,._5,. 2 1
d) 6x° = 3% e) X = 3% f) G xeT

a) X*—6x=x(x—6)=0; x=0, xx=6.
b) x>+ 12,6x = x(x+12,6)= 0; xi=0, xx=-12,6.
¢ 2x*+13x = x(2x+13) = 0; x=0, Xz:—E_

2
d) 6X2:%X,innen18X2—2x:x(18x—2):0, x=0, Xz:%.
12_5 f 2 _ _ _ __10
e) — 35X =3X, innen —3x*=10x=-x(3x+10)= 0, xi=0, ==z



0 x#=1, (x+1=2(x+1)=(x+1)(x+1-2)=(x+1)(x—1)=0. Az x=-1 az eredeti
egyenletnek nem megoldasa, igy az egyedili megoldas: x =1.

P& Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) x*—9=0; b) X2+16=0; c) 5x*—=20=0;
d) 4X=18; e) —x - %- f 7+ 174 0.
a) X*=9,azaz |x|=3;, x=3, xx=-3.

b) x*=—16; az egyenletnek nincs val6 gydke.
©) 5x° = 20, tehat X’ = 4, azaz | x | = 2; =2, Xx=-2.

d) xzz%\x|=i; X1=%, Xz=—%.

) X =— %; az egyenletnek nincs valos gyoke.

EME] Az ax’+ b= 06s ax’+ bx= 0 (a # 0, b # 0) egyenleteknek van egy kozos valés gyoke.
Mi ez a k6z6s gyok?

Ha a két egyenletnek x, egy kézos gydke, akkor axé+ b = axé+ bxo, azaz b = bxo, ahonnan
b # 0 miatt csak xo =1 lehet. (Fontos megjegyezni, hogy az els§ egyenletnek akkor és csak akkor

lehetnek valds gyokei, ha a és b eléjele kilonbozo, hiszen az elsé egyenlet gyokei: x.=+,/— g )

EME] Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
(a’— b)x*+ax=bx (lal#Ibl)

Az egyenletet igy alakithatjuk:

(2= b)X°+ax—bx=0

(a—b)a+b)X*+(a—b)x=0.

,ezértinnen (a+ b)x*+ x= 0, x[(a+ b)x+1]= 0. Az egyenlet gyokei:

1
a+b’

:O, X2 =—

BAE] Adott az (a+ Dx*+ (a>— Dx = 0 (lal # 1) masodfokt egyenlet. Mekkora legyen az a pa-
raméter értéke, ha azt akarjuk, hogy az egyenlet 0-t6l kilonb6zé gyoke legaldbb 6 legyen?

A megadott egyenletet atalakitva azt kapjuk:
x[(@a+Nx+(a+1)(a-1)]=0

Mivel |a|#1, ezért irhatjuk:
x(x+a-1)=0.
xi=0, xx=1-a. Ha a 0-tél ktlénbdz6 gyodk legalabb 6, akkor 1 — a > 6, azaz a <-5.

6. A masodfoku egyenlet megoldoképlete

EACE Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket a megolddképlet segitségével!
a) x>+ 2x—15=0; b) a®*—3a—-4=0; ¢ 2+ 2t+3=0;

d) 2k—3k—-9=0; e) %X2+3x—20:0; ) —3b24+7b—4=0.

—Ziv24+60:—2i8; X1=—5 x=3.

a) xi2= p)

MATEMATIKA
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a=4, aa=-1.

_3+xv9+16 _ 3+£5.
b)aw,z— 2 =5

Q) t2= . Mivel a négyzetgydk alatt negativ szam szerepel, ezért az egyenletnek

—244/4-12
2

nincs valds gyoke.
d)k1,2:3iV9+72:3i9; /<1:—§, k
4 4 2
e) Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 2-vel (természetesen ezt a Iépést nem muszaj
megtenniink, csupan az egyszer(ibb szamolas kedvéért tessziik): x*>+ 6x— 40 = 0.

—-6£v36+160 _ —-6+£14.
2 - ’

X12= 5 x=-10, xx=4.
) ba==LELB=48 T2l by p= 2

PAL®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!

a)Z—XLH:er%; b)z-ﬁ:x—Z; o (x+3)%*=402x+ 3);
x(X =D+ 2x* . 3 2x 4
D3 =X it i a2

a) x #—1. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 2(x + 1)-gyel:
4(x+1)—2x=2x(x+1)+x+1,  ahonnan  2x°+x-3=0.

_=1+v1424 _ 145, —_3 —1
= 4 = ===, X2=1

X1,2 4 >

b) x#2. 2(x—=2)—1=(x—2),azaz x’— 6x+9=0.
_6+v36—36
B 2

X2 = 3. Az egyenletnek csak egy valds gydke van.

) xX*+ 6x+9=28x+12, azaz x*— 2x— 3= 0.

_2+v44+12 _ 244,
= 5 = :

P X1=—1, X2 = 3.

X1,2

d) x;é%. X—x+2x*=1-9x%, azaz 12— x—-1=0.

_1£v/1+48 147, _1 _ 1 _1 -
X2 = >4 =40 N=30 e=—g De az X=3az eredeti egyenletnek nem

megoldasa, igy az eredeti egyenletnek egy valés gydke van csak: x = — %
e) x #£+2. El6szor a nevezéket alakitsuk szorzatta, majd szorozzuk meg mindkét oldalt a k6zos
nevezével:
3 n 2x ___4
(x=2)(x+2) 2(x+2) x+2'
6+ 2x(x—2)= 8(x—2),
X —6x+11=0,

6+v36—44.
) :

Xi2 = mivel a négyzetgydk alatti mennyiség negativ, ezért az egyenletnek

nincs valds gyoke.

EME] Oldjuk meg az alabbi egyenleteket, ahol p, m, k 0-t6l killénbsz6 valos szamok!

x P _10. X+ Kk _ X+ m?. ooV A2 42
a) 2+ 5= b) o T ¢ x(x—2a)=b*—a’.

a) Szorozzuk meg mindkét oldalt 3px-szel! Azt kapjuk, hogy
3x*+3p>=10px, azaz 3x*— 10px+ 3p?=0.



Innen a megolddképlet segitségével:

_ 10p +4/100p° — 36p”> _ 10p +8p
= E = '

6
Az egyenlet gyokei:x, = 3p,  x, = %p.

Xi 2

b) A kbzds nevezével megszorozva az egyenlet mindkét oldalat, a kévetkezd egyenlethez ju-

tunk:

mx>+mk® = kX + km?,  azaz  mx*— kx* = km?* — mk®.
A bal oldalon x?-t, a jobb oldalon mk-t kiemelhetlnk:
x*(m— k)= mk(m— k).

Most két esetet kell vizsgalnunk:

1. Ha m = k, akkor — az eredeti egyenletet vizsgalva — azonossagot kapunk, melynek minden

x # 0 valés szam megoldasa.
2. Ha m # k, akkor m — k-val elosztva mindkét oldalt:

x> = mk, ahonnan az eredeti egyenlet megoldésai: x, = vymk, x,=—vmk.

¢) A bal oldali zarojelet felbontjuk, majd az egyenletet 0-ra rendezzik:
X —2ax+a*-b*=0.
Innen a megolddképlettel:
_ 2a+v4a’—4a’+4b* _ 2a+2b
2 2
Az egyenlet gyokei: x,=a+b, x,=a-—b>b.

Xi 2

EME] Mely valés szamok elégitik ki a alabbi egyenleteket?
a) - 2[x|-3=0; b) Xl x—3[-10=0; o xX=|x-6]

a) Ha x>0, akkor x*— 2x— 3= 0.

_2+/4+12 _2+4.

2 2 7

De x = 0 miatt az x = —1 nem megoldasa az egyenletnek, tehat x = 3.

Ha x < 0, akkor x>+ 2x—3=0.

—2+V/4+12 _ 244,

2 2

De x < 0 miatt az x =1 nem megoldasa az egyenletnek, tehat x = —3.
Az eredeti egyenlet gyokei: xi= 3, x; =—3.

X1,2 X1= 3, X2=-1.

X2 =

X1=—3, xx=1.

b) Ha x> 3, akkor x*— 3x—10 = 0,

_3+v9+40 _3+7
h 2 -2

De x = 3 miatt a =2 nem megoldas.
Ha x < 3, akkor —x*+ 3x—10 = 0.
_—3+v9-40
-2

X1,2 Xx1=—2, Xx2=5.

X1,2

egyenletnek nincs valés megoldasa. Az eredeti egyenlet egyediili megoldasa: x = 5.

c) Ha x> 6, akkor X*— x+ 6= 0.

_1+4/1-24
B 2

X1,2

egyenletnek nincs valés megoldasa.
Ha x < 6, akkor x>+ x— 6 =0,

_—1+£v1+24 _-145.
= 5 =

X1,2 '
2

X1=—3, Xo= 2.

Ezek teljesitik az x < 6 feltételt, igy az eredeti egyenlet gyokei: xi=—-3, xo = 2.

; ekkor a négyzetgyok alatt negativ szam szerepel, tehat ez esetben az

; ekkor a négyzetgyok alatt negativ szam szerepel, tehat ez esetben az

MATEMATIKA
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ElE Az f(x) = 2x%— 5x + k masodfoku fliggvény egyik zérushelye x = 4. Hol van a fliggvény
masik zérushelye?

Ha x = 4 zérushelye a megadott flggvénynek, akkor

2-42-5.44+ k=0, ahonnan k=-12.

Tehat az eredeti fuggvény f(x) = 2x*— 5x—12. E fuggvény zérushelyei:
_5 i/Zj)-i—i% _5+11. 3

; x=4, xx=—3.
4

X1,2 5

Tehat a fliggvény masik zérushelye: x = —

N|w

m Oldjuk meg a kovetkezé egyenletet a valds szamok halmazan!
|x*=2|x||=24

Tekintstik az egyenlet bal oldalan szerepl6 kifejezést; legyen g(x) =|x*— 2| x||. Ez a fuggvény
paros fuggvény, hiszen minden x-re f(x)= f(—x). Ezek szerint elegend6 az egyenlet pozitiv
megoldasat megtalalnunk; ennek (-1)-szerese is megoldas. Ha x = 0, akkor
X*—2x=24=0 vagy x*—2x+24=0.

Masodik esetben a megolddképletben a négyzetgydk alatt 4 — 96 < 0 negativ szam szere-
pel, tehat nem lehet megoldasa. Elsé esetben

_2£44+96 _ 2+£10.
B 2 o2

Mivel x > 0, ezért az eredeti egyenlet megoldasai: xi, = +6.

X1,2 X1=—4, X2= 6.

7. A masodfoku egyenlet diszkriminansa

EAC&] Hatarozzuk meg a kovetkezé egyenletekben szereplé paraméterek értékét tgy, hogy az
egyenleteknek két egyenl6 valos gyoke legyen!

a) 2 —-7x+p=0; b) x*~11x— k= 0; ¢ 3+ 4x—rt=0;

d) ax’+ 5x+a = 0; &) 3¢~ 1x+b=0; f) —6x+ 5x+ 2c = 0.

Ha a megadott egyenleteknek egy valds gyoke van, akkor az egyenletek diszkriminansa 0.
a) 49-8p=0, azaz p= %9

b) 121+ 4k = 0, azaz k:—%.

¢) 16 +12r* = 0; mivel ennek az egyenletnek nincs valés megoldésa, ezért nincs olyan r, melyre
az eredeti egyenletnek csak egy megoldasa lenne. (Esetlinkben a diszkriminans minden r-re
pozitiv, tehat az eredeti egyenletnek minden r-re két kilonb6z6 valdés megoldas van.)

d) 25— 4a’= 0, azaz a1,2:i%.

1 _ _1
e) Z—Zb_o, azaz b_8.

_ __25
f) 254+ 48c= 0, azaz c= TR
FAL®] Hogyan valasszuk meg az alabbi egyenletekben szereplé paraméterek értékét, hogy az
egyenletek mindegyikének két kilonbozd valds gydke legyen?

a) ax*— 4x+ 2a = 0; b) 2x*~11x+ b= 0; ¢) 5x°+ 2px—1=0.

Ha a megadott egyenleteknek két kulonbdzd valds gydke van, akkor az egyenletek diszkrimi-
nansa pozitiv.
a) 16— 8a2> 0, azaz a*< 2, ahonnan —v2 <a<+2.

121

b) 121 —-8b >0, azaz b<?.



c) 4p*+ 20 > 0. Ez utdbbi egyenl6tlenség minden valos p-re teljesil, igy az eredeti egyenletnek
barmely valods p-re két kilénbdzé valés megoldasa van.

EMF] Mekkora legyen a k # 0 paraméter értéke, hogy csak egyetlen olyan m valés szam legyen,
melyre az alabbi egyenletnek két egyenlé valés megoldasa van?
kx*—2(m — k)x+ mk = 0.

Ha a megadott egyenletnek csak egy valés megoldasa van, akkor diszkriminansa 0, azaz
4(m— kY —4k’m = 0,

m?>—=2mk+ kK*— kYm= 0,

m*— (2k + k*)m+ k*= 0.

Ha csak egyetlen olyan m valds szam van, melyre ez utdbbi teljestl, akkor ennek az m-ben
masodfoku egyenletnek a diszkriminansa szintén 0 kell, hogy legyen:
(2k+ k?Y —4k*= 0,
4K’ + 4k + k*— 4k’ = 0,

K(k+4)=0.

Mivel k # 0, igy k = —4. Tehat akkor lesz csak egyetlen m valds szam, melyre az eredeti egyen-
letnek egy valds gyoke van, ha k =—4. Ekkor m*— 8m+ 16 = (m— 4) = 0, azaz m = 4. Ezzel
az eredeti egyenlet
—4x*-16x-16=10, azaz X+ 4x+4=0.

Innen (x+ 2) = 0, vagyis x = —2.

m Mekkora legyen az alabbi egyenletben szerepl® a # O paraméter értéke, hogy az egyen-
letnek ne legyen valés megoldasa?

ax2+(a+1)x+%: 0.

Ha a megadott egyenletnek nincs valés megoldasa, akkor diszkriminansa negativ:
(a+1W—4<0, azaz |a+1]<2,
-2<a+1<2, ahonnan —-3<ax<l.

EME Az ab- x>+ 2-ba-x+ ab = 0 a # b masodfokt egyenlet gyokei racionalis szamok (ab a
10-es szamrendszerben felirt kétjegy(i szamot jeldl). Melyek ezek a gyokok?

Az egész egyUtthatds masodfoku egyenlet gyokei akkor és csak akkor lesznek raciondlisak, ha
az egyenlet diszkrimindnsa négyzetszam.
4-ba’— 4-ab’ = n*.

Mivel a 4 négyzetszam, ezért ez akkor és csak akkor teljestl, ha
(10b+ ay — (10a + by = £,
100b% + 20ab + a*— 100a” — 20ab — b* = k?,
99b% — 99a’ = k?,
9-11-(b—a)(b+a)= k"

A 9 négyzetszam, igy annak kell teljesdlnie, hogy
1M-(b—a)b+a)="r.

A kapott egyenléségbdl kovetkezik, hogy (b —a) vagy (b + a)-nak 11-gyel oszthaténak kell len-
nie. De b — a (két ktlénbdz6 egyjegyl szam) kilonbsége nem lehet oszthatd 11-gyel, igy b + a
oszthatd 11-gyel. De a b + a 6sszeg értéke legfeljebb 18 lehet, igy b + a = 11. Ekkor (b — a)-nak
négyzetszamnak kell lennie. Tehdtb-a=4vagyb-a=1.

Ha b+a=11 és b-a=4, akkor 2b =15, ami nyilvan nem lehetséges.

Ha b+a=11 és b—-a=1, akkorb=6ésa=>5.

Tehat az eredeti masodfoku egyenlet: 56x%+130x + 56 = O.

_ —130++130°—4-56° _ —130+66.

.2 112 12

Xzz—%.
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8. Viete-formulak (Emelt szint)

KR Ellendrizzik, hogy az alabbi masodfoku egyenletek gydkei valosak, és allitsuk elé a gyos-
kok kobének 6sszegét az egyenletek megoldasa nélkul!

a) X'+13x—2=0; b) 3x*+13x— 2 = 0; Q) X~ 4x+6=0.

Ha az ax*+ bx+c=0 gyokei valésak, akkor a D diszkriminansa nemnegativ, azaz
D = b*— 4ac > 0. A Viete-formulakat, valamint a két tag 6sszegének kobérdl szolé azonossa-
got hasznélva

Xi+ X3 = (Xi+ %) — 3xixa— 3x3xi= (x+ X)) — 3 (X+ X),

X+ X3 = <_Q>B_ 3.£‘<_Q>:_b_3 3bc _ —b’+ 3abc
a =

a a a3 2 3

a a
a) Az egyenlet diszkriminansa: D= 132+ 8 > 0.

3
X4 xi= Lfm — 2275,

b) Az egyenlet diszkriminansa: D = 1324 24 > 0.

33 —=13°-234 2431
Xi+ X2 = 57 = 57
¢) Az egyenlet diszkriminansa: D= 16-12 > 0.
3
xitxi=2=30_ 74

o[ —

m Az x*— (p+10)x+16p = 0 masodfoku egyenlet egyik gydke a masik kétszerese. Hata-
rozzuk meg a p paraméter értékét!

xi= 2x,. [rjuk fel az egyenletre a Viéte-formulakat!

X+ x2= 3%, 3x=p+10 és Xi-X2= 2x3, 2x5 =16p.

Az els6 egyenletbdl p = 3x, — 10; ezt a masodik egyenletbe helyettesitve azt kapjuk:

2x2 = 48x, — 160, azaz Xx3— 24x+ 80 = 0.

Az x,-re kapott masodfokl egyenlet gyokei: 4 és 20. Tehat a feltételeknek eleget tevé p értékek:
p=3x2—10,azaz p1= 2, p»=50.

A megfelel6 masodfoku egyenletek: x*—12x+ 32 = 0 és x*— 60x + 800 = O.

EME] Az ax? + bx+ c = 0 masodfoku egyenlet valds gyokei x, és x,. Fejezzik ki az egy(ttha-
tokkal a kévetkez6 dsszeget: xix + xix3 !

xixo+ xx3 = xo (xt+ x3). A gydkok négyzetének dsszegéhez emeljiik négyzetre a gydkok 6sz-
szegérol sz6l6 6sszefliggést!

(a+xf = x{+ x5+ 2xax,  tehat
2 2
XWZ+ X%: (X1+ Xz)z— 2X1X0 = %— 27C: bizzac
a a a

Ezzel

2 2 2
Xxot+ xd=C. b 22ac = bc 32‘3C .

a a a

MX] Az ax’ + bx + ¢ = 0 masodfoku egyenlet valos gyokei X, s x,. Hatarozzuk meg az egyen-
let gydkei négyzetének reciprokanak dsszegét!

b?— 2ac
1 1 X2+ xt a2 b*—2ac
St 5= 2,2 2 - 2 .
Xi X2 X1 X2 C C




EE Az ax’+ bx+ c = 0 (a = 0) masodfoku egyenlet 0-t6l killénboz6 egyitthatéirdl tudjuk,
a kovetkezdket: a egyenlé az egyenlet valos gyodkei négyzetének dsszegével; b egyenlé a gyd-
kok reciprokanak 6sszegével; c pedig egyenld a gyokok dsszegének reciprokaval. Oldjuk meg az
egyenletet!

A feltételekbdl az alabbi egyenletek koévetkeznek:
b’ — 2ac pol, 1 __b c 1 a

a=xi+x3i= ==, . =
a

X X2 C

“x+x b
A masodik egyenletbél ¢ = —1. Ezt a harmadik egyenletbe helyettesitve a = b adddik. Ezek-
kel az els6 egyenlet: a® = a*+ 2a, ahonnan a’—a—2=0.
_12V/1+8 _ 13
2 2
Ha a = —1, akkor az eredeti egyenlet: —x* — x— 1 = 0. Ennek az egyenletnek diszkriminansa:
1—4 <0, tehat nincsenek valds gyokei.
Ha a = 2, akkor 2x*+ 2x—1 = 0; ekkor

_—2+J/4+8 -—2+2vV3. X_—1+/§.X_—1—fs
- 4 -4 R

ai,2 a1:—1, a= 2.

X1,2

m Az ax*+ bx+ c = 0 (a # 0) masodfoku egyenlet egyutthatoirdl a kdvetkezéket tudjuk:
a egyenld a gyokok szorzataval, ¢ egyenlé a gydkok dsszegével, b pedig egyenlé az egyenlet
diszkriminansaval. Hatarozzuk meg az a, b, c egyUtthatokat!

A feltételek alapjan az alabbi egyenleteket irhatjuk fel:

a:xm:%; C=X1+Xz=—§,‘ b= b>— 4ac.

Az elsé egyenletbdl ¢ = a*. Ezzel a masodik és a harmadik egyenlet igy alakul:

b=-a b=b’—4a°.

Tehat —a® = a°— 433, azaz 3a°= a°.

a>=3, vagyis a=%¥3.

Fzzel b=—3 és c=%9.

Az eredeti egyenlet:

¥3x—3x+%¥9=0.

EAE Az f(x) = X’ + bx+ ¢ masodfoku fiiggvény grafikonja az x tengelyt az A és B pontokban
metszi. Ha tudjuk, hogy az AB szakaszra emelt négyzet érinti a parabolat, akkor mekkora e négy-

zet terllete?

Készitsiink egy fiktiv abrat! A fliggvény zérushelyei: A = xi,

Y
B = x. (Legyen x; > x1). Jeloljuk D-vel a diszkriminanst. A
A négyzet oldala: \ /
X2
Xz—X1=_b_;JB—_b_2JB=/B. \\ 2 /
T \a | B
A négyzet oldalat ugy is meghatarozhatjuk, hogy kisza- >3
mitjuk a figgvényértéket a gyokdk szamtani kdzepénél. \ /
PRV Lo x+x_ b _ b
A megfelel§ Viete-formula alapjan T, T
Ezek szerint a négyzet oldala

by[_|b>_ b, |_ M‘_Q
M‘z)Hfz”H A
Ezek szerint v/D = % ahonnan D = 16.

A négyzet teriilete: (x;— xf = D =16.

MATEMATIKA
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9. A masodfoku egyenlet gydktényezés alakja

EAC&] Adjunk meg olyan masodfokd egyenletet, melynek gyokei:

a) =3, xx=-8; b) XWZ%, XZ:%; 0 x=—+v2, xx=+18.

A masodfoku egyenletek gyoktényez6s alakjat hasznaljuk.
a) (x—3)(x+8)=x"+5x—24=0.

b) (x—%)(x—%): xz—%x+1 =0.

0 (x+v2)(x=V18)=x-2V/2-x-—6=0.

P& Alakitsuk szorzatta a kovetkezé masodfoku kifejezéseket!

a) X*—3x—18;
b) x*—14x + 49;
) X+ 2x+ 8;

d) X —12x+ 4.

El6szor meghatarozzuk a masodfoku kifejezések gyokeit, majd alkalmazzuk a gyoktényezés fel-

bontasrol tanultakat.

a) Ha x*—3x—18 =0, akkor x1=-3, x, = 6, tehat X’ — 3x—18 = (x+ 3)(x— 6).

b) Az X’ —14x+ 49 = (x— 7).

¢) Az x*+ 2x+ 8 = 0 egyenlet diszkriminansa negativ, tehat az egyenletnek nincs valos gyodke,
igy a masodfoku kifejezés nem bonthatd fel két elséfoku szorzatéra.

d) %> —12x+ 4 = (3x— 2).

EML®] EgyszerUsitsiik az alabbi torteket!
X+ 2x— 3. p) X =6x+9 . 0 3’ —17x— 6
x*—6x+5' X'+ 8x— 33" 32+ 13x+ 4~

A tort szamlalojat és nevezdjét is felbontjuk elséfokd tényezék szorzatara, majd — ha lehetséges —
a megfeleld szorzétényezdvel egyszerUsitlink.
a) X'+ 2x—3=(x=1)(x+3); X¥— 6x+ 5= (x—1)(x—5). Tehat

X4 2x—=3_ (X=N(x+3) _ x+3

X—6x+5 (x=N(x=5) x=5 (x#1, x#5).
X—6x+9  (x=3F  x_3 )
b) Xz+8X—33_(X—3)(X+']'])_X+11 ()(753,)(7é 11)
1
o) 3x2—17X—6=3(X—6)<X+§>=X—6 (X#—4 X;é—l>
3%+ 13x+ 4 3(X+4)<X+%> X+ 4 ' 3)

EMER] EgyszerGsitstik a kovetkezo tortet!
X+ Q2 —a)x—2a
X’ —3ax+2a>

A szamlalé zérushelyei:

a—2+J(2-ar+8a a-2+/al+da+4 _a-2%(a+2)
2 N 2 - 2 !

A nevez6 zérushelyei:

_3atv9’—8a" _3ata.
2 2 7

X1,2=

Xi=a, x=-—2.

X1,2 Xi=2a, 2= a.

Tehat
X+(2—ax—2a (x—a)(x+2)  x42
X’—3ax+2a’  (x—2a)(x—a) x-2a

(x#a, x+# 2a).
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EAE] EgyszerGsitsiik a kovetkezo tortet!
X+ 2x* — 24x
2%+ 28x°+ 96x

Emeljink ki a szamlalobol x-et, a nevezébdl 2x-et!

Xt 20— 24x _ x(X+2x=24) _ x(x+6)(x—=4) _ x-4
23+ 28"+ 96x  2x(xX*+ 14x+48)  2x(x+ 6)(x+8) 2(x+ 8)
(x#0, x#-6, x#-8).

10. Masodfoku egyenletrendszerek

A& Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!

a) x—y=3 és  xy=10;
b) X*+y*=5 és  y—x=1;
Q x+y=9 és  xy=20;
d) x—y=7 és  X—y =19+ xy;
e y—2x=3 és Y —x"=30xy+1).

El6szor az els6fokd egyenletbdl fejezzik ki valamelyik ismeretlent, majd helyettesitstik a kapott

kifejezést a masik egyenletbe!

a) Az elsd egyenletbél x = y + 3. Ezzel a masodik egyenlet: y*+ 3y —10 = 0, ahonnan y; = -5,
y» = 2. Az egyenletrendszer megoldasai: x=—-2, yi=-5; xx=15, yp»= 2.

b) A masodik egyenletbél y = x +1; igy az elsé egyenlet: x*+ x— 2 = 0. Ennek gydkei és ezzel
az eredeti egyenletrendszer megoldasai: xi=1, y1=2; xx=-2, y=-1.

¢) y=9-x; ezzel X~ 9x+ 20 = 0, ahonnan az egyenletrendszer megoldasai: xi= 5, y1= 4;
X =4, Yo = 5.

d) y=x—7, ezzel X' — (x—7F =19+ x(x— 7), azaz x’— 21x+ 68 = 0. Az egyenletrendszer
megoldasai: x1=17, 1=10; x2=4, y,=-3.

e) y=2x+ 3, tehat (2x+ 37 — x*= 3-[x(2x+ 3)+1], azaz x*— x— 2 = 0. Az egyenletrend-
szer megoldasai: xi=—1, =1, =2, y,=7.

PAL®] Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!

a) X*+xy=35 és Y +xy=14;
b) X+ V' +x+y=18 és X—y'+x—y=6;
c) X’y—xy’= 48 és  xy+ 3x—3y=30.

a) Adjuk Ossze a két egyenletet: X+ y’+ 2xy =49, (x+y) =49, tehat x+y=7 vagy
xX+y=-7.
Els6 esetben y = 7 — x. Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve: x*+ x(7 — x) = 35, ahonnan
x=5ésigy y= 2.
A mésodik esetben y =—7 — x, igy X*+ x(—=7 — x) = 35, ahonnan x=-5, y=-2.
Az egyenletrendszer megoldasai: x1= 5, y1=2; x2=-5, y,=-2.

b) A két egyenletet dsszeadva az x>+ x — 12 = 0 egyenlethez jutunk, melynek gyokei: xi=—4,
x2 = 3. A kapott értékeket rendre valamelyik eredeti egyenletbe (pl. az elsébe) visszahelyet-
tesitve y?+ y— 6 = 0 adddik, ahonnan y1=-3, y»= 2. Az egyenletrendszer megoldasai:
x=—4, ynw==-3;, xx=—4, p=2;, x3=3, y3=-3;, xa=3, ya= 2.

¢) Az eredeti egyenletrendszer igy irhatd: xy(x—y)= 48, xy+ 3(x—y) = 30.
Vezessik be az xy = a és x— y = b Uj ismeretleneket. Ekkor ab = 48 és a + 3b = 30. Ennek
az egyenletrendszernek a megoldasai: ai= 24, by= 2 és a,= 6, b, = 8.
Az els6é megoldassal xy = 24 és x—y = 2;innen xi=—4, 1=—6; X, =6, y, = 4.
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A masodik megoldassal: xy=6, x—y=8; innen xs=4++v22, ys=—4++422;
X4=4—x/ﬁ,y4=—4—\/§.

EME] Oldjuk meg a kovetkez6 haromismeretlenes egyenletrendszert!
a+b’+c?=29, ab+bc+ac=-10, a+b=-1

A masodik egyenlet kétszeresét az els¢ egyenlethez hozzaadva azt kapjuk:

a’+ b’+ + 2ab+ 2ac+ 2bc= (a+ b+ cf = 9. Tehat

a+b+c=3vagy a+b+c=-3.

Felhasznalva a harmadik egyenletet: c = 4 vagy c =-2.

Ha ¢ = 4, akkor (az els6 egyenletet hasznalva): a*+ b* =13. A harmadik egyenletbdl b = —1 — a,
igy @+ (a+ 17 =13, ahonnan

a1=2,b1=—3,C1=4; az=—3,b2=2,C2=4.

Ha ¢ =—2, akkor a’+ (a+ 1y = 25, ahonnan

332—4, b3= 3, C3=—2} ds = 3, b4=—4, C=-—2.

EMF] Oldjuk meg a kovetkezé egyenletrendszert (a egy valos paraméter), tudva azt, hogy annak
csak egyetlen valos (szampdr) megoldésa van!

VYV —dx+2=y"—4x—4 é x+y=2a.

Alakitsuk at az els6 egyenletet gy, hogy a jobb oldalon megjelenjen a bal oldali négyzetgyok
alatti kifejezés!

JY —4dx+2=y—4x+2-6.
Ha most bevezetjik az /)/Z—TJF =b=0 Uj ismeretlent, akkor b= b?’—6, azaz
b?’— b— 6= 0, ahonnan b =—-2 vagy b = 3 adddik. Mivel b = 0, igy azt kapjuk:
b=y —ax+2=3, azaz y*—4x—7=0.
A masodik egyenletbdl x = 2a — y; ezt felhasznalva
y—4Qa-y)-7=0, vagyis y'+4y—8a-7=0.
Ha az eredeti egyenletrendszernek csak egy valds szampar megoldésa van, akkor ez utébbi

masodfokl egyenletnek csak egy megoldasa lehet, vagyis diszkriminansa 0.

16+ 4(8a+7)=0,  ahonnan a=-11

g
_ 2 _ he v __11,8_ 3
Ekkor y*+ 4y + 4= (y+ 2Y,azaz y=—2,és x= 2a—y_—Z+Z_—Z.
11. Masodfoku egyenlétlenségek
EACE Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket!
a) x*=13x+ 42> 0; b) X*+ 6x—16 < 0; c) 2x*+ 5x—3>0.

Vazoljuk fel az egyenl&tlenségekben szereplé masodfoku kifejezésekhez tartozd fliggvények gra-
fikonjat (elsésorban arra figyeljink, hogy hol vannak a zérushelyek, illetve hogy a parabola fel-
felé vagy lefelé nyitott). Ezt kdvetden olvassuk ki a grafikonbdl az egyenl&tlenség megoldasat!
a) A zérushelyek: xi= 6, x= 7. Az f(x) = x*—13x + 42 fuggvény grafikonja egy felfelé nyilo
parabola.
Az egyenl&tlenséget kielégité valds szamok: x < 6 vagy 7<Xx.
b) Az f(x) = x*+ 6x — 16 fuggvény grafikus képe egy felfelé nyil6 parabola; zérushelyei: xi=—38,
X, = 2. Az egyenl6tlenség megoldasa: —8 < x < 2.
o) Az f(x) = 2x*+ 5x — 3 fuggvény grafikus képe egy felfelé nyilé parabola; zérushelyei: x = -3,

X = % Az egyenl6tlenség megoldasa: x <-3 vagy % <X



PAL®] Abrazoljuk szamegyenesen az alabbi kifejezések értelmezési tartomanyat!

2
9 (A—S—2h; A X820 xs3
) ) x—1 )\/XZ—GX

a) A kifejezés akkor értelmezhet, ha x*— 5x— 24 > 0. A masodfoku kifejezés zérushelyei:
x=-3, x,= 8. Az egyenl6tlenség megoldasa (vagyis a kifejezés értelmezési tartomanya):
X <-—3vagy 8 <x.

pra o

- 2 4 .H
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b) —x*— 8x+20=>0 és x—1# 0. A masodfoku kifejezés zérushelyei: xi=—-10, xo= 2. A fel-
tételeknek eleget tevé valds szamok: —10 < x <2 és x #1.

& O—e
T T e S T [
—10 0o 1 2 X
) x+3=>0, x¥’—6x>0.Tehat x>-3 és x <0 vagy 6 < x.
e—o o >
T T e e R A
-3 0 6 X

EM®] Melyek azok a konvex sokszogek, amelyek atldinak a szama 100-nal nagyobb, de 200-
nal kisebb?

n(n—3)

Az n oldalt konvex sokszog atldinak a szama: 5

. A kovetkez6 egyenlétlenséglancolat

megoldasait keressik:

100 < "N=3)
2

0 <n*-3n-200 és n*—3n—-400<0.

A mindkét egyenlétlenséget kielégité pozitiv egész szamok: 16, 17, 18, 19, 20 és 21.

< 200, ahonnan

MR Hatarozzuk meg a kovetkezd kifejezések értelmezési tartomanyat!

/2 /2
a) Y 2x+5x+14; b ./ 2x+5x+14.
VX =13x+ 22 V x*=13x+ 22

Abrazoljuk kdzds koordinata-rendszerben a szamlaloban, illetve a nevezében szereplé masod-

foku kifejezéseknek megfeleld grafikonokat! A szamlalé és a nevez6 zérushelyei az a) és b) eset-

ben: szamlalé: x1=—2, xo= 7; nevezd: xi= 2, x,=11.

a) A—x>4+5x+14 >0 és x*—13x+ 22 > 0 egyenlStlenségeknek kell teljestilnitik. A kifejezés
értelmezési tartomanya: —2 < x < 2.

MATEMATIKA




MATEMATIKA

13-2v2  3+2v2

2
b) Most a M
X —13x+ 22
zitiv, ha a szamlald és a nevezd el6jele megegyezik. Az egyenlétlenség megoldésa (vagyis a
kifejezés értelmezési tartomanya): —2 < x <2vagy 7 < x <11.

egyenlétlenséget kell megoldanunk. Egy tort akkor és csak akkor po-

Y

EAE] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket!
a) X+Ix=1>5; b) | x*—6x+5/>4.

a) Ha x =1, akkor x>+ x— 6 > 0. A masodfoku kifejezés zérushelyei: xi=—3, xo = 2. De x =1,
igy ez esetben a megoldas: x > 2.

Ha x <1, akkor x*— x— 4 > 0. Ez esetben a zérushelyek: xi» = 1 ii/ﬁ. Mivel most x <1,
ezért x < ! _ﬁ'

1-v/17

Az eredeti egyenl6tlenség megoldasa: x < 5

vagy 2 < Xx.

b) Oldjuk meg grafikusan az egyenl6tlenséget!
Az x*— 6x+ 5 = 4 egyenlet megoldasai: 3 +2+/2, igy az egyenl6tlenség megoldasa:
X<3-2v2 vagy x=3 vagy 3+ 2V2 <x.

[FE] Hatarozzuk meg a kovetkezé egyenlétlenségekben szereplé paraméterek értékét gy,
hogy az egyenlétlenség minden valds x-re teljestljon!

a) X+ 6x+2m—1>0;

b) m@—=2m+Nx+m—3<0;

c) (k+1Dx*—2kx+ k+6=>0.

a) Az egyenl6tlenségben szereplé masodfoku kifejezés grafikus képe egy felfelé nyild parabola.
Ha a kifejezés minden x-re pozitiv, akkor e parabolanak nincs k&z6s pontja az x tengellyel, azaz
nincs zérushelye, tehat a kifejezés diszkriminansa negativ.
36-4(2m-1<0,  ahonnan m>5.

b) Ha az egyenl6tlenség minden x-re teljesul, akkor a masodfoku kifejezés grafikus képe olyan
parabola kell, hogy legyen, mely lefelé nyilik és nincs zérushelye. Ez azt jelenti, hogy m < 0
és a diszkriminansnak is negativnak kell lennie.

4m+17—4m(m—-3)<0, azaz  m*+2m+1-m’+3m<0.

Tehdt m < 0 és m <—%. Az egyenl&tlenség akkor teljestl minden x-re, ha m <-—

ul|l—

¢) Az egyenl6tlenségben szerepld masodfoku kifejezés grafikus képének olyan parabolanak kell
lennie, mely felfelé nyitott és legfeljebb egy k6zds pontja lehet az x tengellyel. Tehat

k+1>0  és  4k—4(k+1)(k+6)<0.

Innen k >—1és k >—g.
Az egyenl&tlenség akkor teljestl minden x-re, ha k >—g.

E Hatarozzuk meg a p paraméter értékét Ugy, hogy a kdvetkezé egyenlétlenség minden x-

re teljestljon!

pX = (p+)x+2p—1_ 1
X =2px+pi-1




Nincs olyan p, melyre a megadott egyenl&tlenség minden valéds x-re teljesul. Tegytik fel ugyanis
—indirekt —, hogy valamely p, val6s szam esetében az egyenlétlenség minden x-re teljesil, és vizs-
galjuk meg a tort nevezéjét!

X =2px+p’=1=(x=py—p’+p’—1=(x—py-1

Legyen x = pi+ 1. Ezzel a nevezd
(p+1—py—1=0,
vagyis a tort nem értelmezhet6. Azt kaptuk tehat, hogy tetszéleges p,-hez talalhato olyan x valos
szam, melyre az egyenl6tlenség nem teljesul. Ellentmondasra jutottunk, igy valéban nincs olyan
p, melyre az egyenl&tlenség minden x valés szamra teljestine.

12. A széveges masodfoku egyenletek,
egyenletrendszerek

A& Harom egymast kovetd pozitiv egész szam négyzetének sszege 75-tel nagyobb, mint a
legkisebb és legnagyobb szam szorzata. Melyek ezek a szamok?

Legyen a harom szam x —1, x, x + 1. Ekkor a feltételek szerint
(X=1Y+ X+ (x+17=75= (x="1)(x+1),

3xX°—73=x*—1, ahonnan X=6.

Tehéat a keresett szamok: 5, 6, 7.

FAL®] Egy derékszogi haromszog teriilete 120 cm2. A haromszog koré irhaté korének a sugara
13 cm. Mekkorak a haromszdg oldalai?

Legyenek a derékszdgl hdromszog befogdi a és b. A derékszogl haromszog koré irhatd koré-

nek a sugara — Thalesz tétele miatt — az atfogo felével egyenld. gy a kévetkezd egyenleteket ir-

hatjuk fel:

ab_1y0 & V@D g3

2 2

ab=240 és &'+ b’=676.

Adjuk hozza az els6 egyenlet kétszeresét a masodik egyenlethez!

a’+ b’+2ab=1156, vagyis (a+ by =1156.

Mivel a és b pozitiv valés szamok, ezért

a+b=34.

Innen b = 34— a, tehat a’+ (34 — ay = 676, a’— 34a+ 240 = 0.

_34++/342-960 _34+14.
2 2

A hdromszog oldalai: a1= 24, by=10, = 26; a,=10, b,= 24, = 26.

Természetesen a két megoldas egybevagéd haromszogeket jelent.

azaz

a2 a= 24, a,=10.

m Az abran egy olyan kertet latunk, melynek alakja: két négyzet egymas mellé helyezve az
abran lathaté modon. A kert terllete 2500 m?2. A bekeritéséhez dsszesen 220 m keritésre volt
szikség. Mekkorak az egyes négyzetek oldalai?

Legyen a nagyobbik négyzet oldala b, a kisebbik négyzet oldala a. Ekkor a terilet:
a’+ b’ = 2500.

A kert kerUlete:

3b+3a+b—a=4b+ 2a= 220, ahonnan a=110-2b.

Ezt az elsé egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy

(110 = 2by + b* = 2500.

A mUveletek elvégzése utan a

b*—88b+1920= 0

masodfoku egyenlethez jutunk.
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2_ .
b= 881«/882 4-1920 _ 88218, b= 40, by 48.

Ha b = 40, akkor a*= 2500 — 1600 = 900, tehat a = 30.

Ha b = 48, akkor a®> = 2500 — 482 =196, tehat a = 14.
A kertet alkotd négyzetek oldalai: 40 m és 30 m, vagy 48 m és 14 m.

FA®] Egy téglalapot egy, a rovidebb oldalaval parhuzamos szakasszal két részre bontottunk: az
egyik rész egy négyzet, a masik pedig egy olyan téglalap, melynek oldalainak aranya egyenlé az

eredeti téglalap oldalainak aranyaval. Szamitsuk ki az eredeti téglalap oldalainak az aranyat!

Legyen a téglalap hosszabbik oldala 1, a révidebb oldala a.

-1+v5

A feltételek szerint 1-a >

= g, ahonnan a’+a—1=0. Innen a1, =

@—1.1
Y2

. A negativ gyok
nyilvan érdektelen, igy a téglalap oldalainak aranya

E®] Egy alkalommal elutaztunk Budapestrdl a 720 km tavolsagra levé Miinchenbe. Visszafelé

az utat 15 kTm—val nagyobb sebességgel tettik meg, és igy 1 6raval révidebb idé alatt, mint oda-

felé. Mekkora volt az odafelé Uton a sebességiink?

Legyen az odafelé vezetd Uton a sebesség v. Ekkor

to:@, tv:ﬂ éS to_1:tv.
v v+15

720y _ 720

v v+15'
720(v+15)— v(v+15)= 720v, ahonnan V' +15v—10800 = O,

_ —154+v225+ 43200

Vig= 2 .
A negativ gyok érdektelen szamunkra, igy az odafelé Uton az atlagsebességiink:

_—=15+208,4 _ km
Ve ——s = 96,7 h

[AE] Andras kerékparral ugyanazon az iton mindig ugyanakkora sebességgel szokott elmenni
a tavoli iskolaba. Egy alkalommal a tavolsag p%-at szokasos sebességénél p%-kal kisebb sebe-
séggel tette meg. Ekkor Ugy érezte, hogy késésben van, ezért a hatra levd utat szokasos sebes-

ségénél 2p%-kal nagyobb sebességgel tette meg. igy szokasos menetideje 2 részére csokkent.

6
Hatarozzuk meg p értékét!

Legyen S a szokdsos Ut, v a szokasos sebesség. Ha az Ut p%-at szokasos sebességénél p%-kal
kisebb sebességgel tette meg, akkor az erre az Utszakaszra es6 t, menetideje:



Sp.
4— 100
1= ,O .
(1= +66)
A masodik Utszakaszra esé t, menetideje:
Sp
o_ >7100
2= .
v<1 + 2p
100
A feltételek szerint
Sp. S
100 100 _55
o 2p\ 6 v’
(1-180) 1+ 15)
A megfeleld atalakitasok utan azt kapjuk:

0 100-p 5 2 _
100—p+100+2p_6’ ahonnan 7p°— 275p + 2500 = 0.
pra= 275++75625—-70000 _ 275+75

" 14 14
Innen p keresett értéke: pi= 25%, p. = @ ~ 14,29%.

EAF] gy vazaban minden szal viragon annyi bimbo volt, ahany szal virag volt a vazaban. Egy
napon kinyilt az 6sszes bimb¢ 6todrésze. Masnap kinyilt a még meglevé bimbodk negyede, majd
a kovetkezd napon kinyilt a még ki nem nyilt bimbok harmada. Igy ésszesen 5-tel tobb ki nem
nyflt bimbé maradt, mint ahany szal viradg volt a vazaban. Hany szal virag volt a vazédban?

Legyen n a viragok szama; ekkor a bimbok szama n?. Az elsé napon megmaradt a bimbok

%-e, azaz %-nz bimboé. A masodik napon megmaradt a bimbdk %-e, azaz %%nz. A harma-
: Co 2 234 2 2 ; : --
dik napon megmaradt a bimbok 3aazaz 3N =0t A feltételek szerint ez az 6sszes

viragok szamanal 5-tel tébb, vagyis %nz =n+5, azaz

2n*—5n—-25=0,

_5+v25+200 _ 5+15 5
4 4 2’

Mivel n pozitiv egész szam, igy azt kaptuk, hogy a vazaban 5 szal virag volt.

m, n=>5.

m=

13. Masodfoku egyenletre vezetoé gy6kos
egyenletek

A& Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) Vx+7=x-75;

b) vV2x—3=11;

) V2X*—9=x-3.

a) x=-7 és x =5, tehat x> 5. Mindkét oldalt négyzetre emelve azt kapjuk:

X+ 7 =x*~10x+ 25, azaz xX2—11x+18 =0,
X1'2:11iv1221—72:112i7, =2 x=09.

De x =5 miatt x = 2 nem megoldas; az x = 9 kieléqiti az eredeti egyenletet.

b) XE% 2x— 3 =121, ahonnan x = 62.

€ x=3.2¢-9=x>—6x+9, azaz xX*+6x—18=0.

MATEMATIKA
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X2 =

6+ §6+72=—6i26\/§; x=-3-3V/3, x=-3+3V3.

Az egyenletnek nincs valés megoldasa.

P& Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) v2x+8—-vx+5=7;

210
b) Vx+13——10__ _ /5x_51:
)+ JX+13

Q 2vx+1+3vy1—-x=05.

a) x=—4. Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve

2X+ 8+ x+5—2,/(2x+ 8)(x+ 5) = 49,

3x—36=2v2x*+18x+ 40.

Most ismét négyzetre emeljik mindkét oldalt, igy a bal oldal nem lehet negativ: 3x — 36 > 0,
azaz x =12 kell, hogy legyen.

9%*+ 1296 — 216x = 8x*+ 72x + 160,

x*—288x+1136 = 0.

YV _
_ 2884482 244 4544 _ 288%280’_ Xi=4 x=284.
Az x = 4 nem megoldas, az x = 284 kielégiti az eredeti egyenletet.

X1,2

b) x> % = 10,2. Szorozzuk meg mindkét oldalt v x + 13-mal.

X+13-10 = /(5x— 51)(x+13),
X+ 3= v5x*+14x— 663,
X+ 2x—168 =0,

_ -2+ §1+ 672 _ —2526; Xi==14, x,=12.

Az x =—14 hamis gyok, az x =12 kielégiti az eredeti egyenletet.

X1,2

¢ -1 <x<1.
A(x+1)+9(1 —x)+12V/1—x? = 25,
121 = %2 = 5x+12,
144 —144x% = 255>+ 144 +120x,

169% + 120x = x(169x +120) = 0;  x= 0, x = — 120

169"
Mindkét érték kielégiti az eredeti egyenletet.

m Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) VX—2x+1=4;

b) VAX + 4x+1= %;
Q) VX*—6x+9=3—x.

a) J(x=1¥ =4,azaz |x—1|=4.Tehat x—1 = 4 vagy x—1=—4, ahonnan xi= 5, x;=-3.

b) ,/(2x+1)2:%, azaz \2x+1\:%. Tehat 2x+1 :% vagy 2x+1 :—%. Innen mz—%,
XzZ—%.

¢ (x—3) =3-x,azaz |x— 3|= 3 — x. Ha egy valos szam abszolut értéke egyenlé a szam
—1-szeresével, akkor a kérdéses valds szam nem pozitiv tehat x— 3 <0, azaz x < 3.



EME] Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) VX4 x+2=x+x;

b) vax+b=ax+b (a#0).

a) Vezessik be az x>+ x = y (j ismeretlent. Ezzel a kdvetkezé egyenletet kapjuk:
Jy+2=y, azaz yP—y—2=0.
A kapott masodfoku egyenlet gyokei: y1=—-1, yo= 2.
Elsé esetben x*+ x+1 = 0. Mivel ennek az egyenletnek a diszkriminansa negativ, ezért ez
esetben nem kapunk valés megoldast.
Ha x*+ x— 2 = 0, akkor xi=1, x» = —2. Ezek az értékek kielégitik az eredeti egyenletet.

b) ax+ b =0, azaz XZ—g. Legyen ax+ b = y. Ekkor //y =y, ahonnan yi= 0, y,=1. Elsé

esetben ax+ b= 0, azaz x1 = —g; masodik esetben ax+ b =1, ahonnan x; = %.

B[] Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
VX+3—4/x=1+Vx+8-6V/x—1=1.

Vezessik be a vx—1= a Uj ismeretlent. Ekkor x—1 = a?, azaz x = a*+ 1. Ezzel a kovetkez6
egyenlethez jutunk:

Jal+1+3—4da+V/a*+1+8-6a=1, azaz (a—2Y+,(a—3)=1,
la—2|+]a-3]=1

Most harom esetet kell vizsgalnunk.

1.Haa=>3,akkora—2+a—-3=1,azaza= 3.

2. Ha 2 <a < 3, akkor a— 2 — a+ 3 =1; azonossaghoz jutottunk.

3.Ha a <2, akkor —a+ 2 —a+ 3 =1, azaz a = 2, tehat ekkor nincs megoldas.

Arra jutottunk, hogy 2 <a <3, vagyis 2<vx—1=<3.Innen 4 <x—1<9, tehat az eredeti
egyenletet kielégité valos szamok: 5 < x <10.

[F] Mely x, y valds szamok elégitik ki az alabbi egyenléséget?
VX —Xx=124V-X+6x—=8+ )y —xy=2x+y— 2.

Az egyenletnek akkor van értelme, ha x> — x—12>0 és —x*+ 6x— 8 > 0.

Abrazoljuk mindkét egyenlétlenség megoldasat egy szamegyenesen.

Az x*— x—12 = 0 egyenlet gydkei: xi=—3, x = 4, tehat az elsé egyenlétlenség megoldasa:
X<-3vagy x=4.

A —x’+ 6x— 8 = 0 egyenlet gydkei: x1= 2, x. = 4, tehat a masodik egyenl6tlenség megol-
dasa: 2 <x<4.

Y

Y

Az eredeti egyenletnek csak akkor van értelme, ha x = 4. Helyettesitstk ezt vissza az eredeti

egyenletbe:

y—4y=8+y—2, azaz y'—5y—-6=0,

_5+vV25+24 _5%7.
2 2

Tehat az eredeti egyenletet kielégité valds szamparok: 1= 4, yy=-1, xx=4, y,= 6.

V1,2 =6, yp=-1
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14. Masodfoku egyenletre vezeté6 magasabb foku
egyenletek

EAC& Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) x*—=20x’+ 64 = 0;

b) xX*—9x*+8=0;

¢) (x—2)*—25(x—2)+144 = 0.

a) Legyen x> = y. Ekkor y*— 20y + 64 = 0, ahonnan

_ 2044400 — 256 _ 20+12.
= 2 -2

Tehat |x|= 4, illetve |x|= 2. Az eredeti egyenlet megoldasai: xi=—4, xx=4, xs=-2,

n=16, y,=4.

W2

Xa= 2.

b) Legyen x> = y. Ekkor y*— 9y+ 8 = 0. Ez utébbi masodfoku egyenlet megoldasai: yi= 8,
y> =1, tehat az eredeti egyenlet megoldasai: xi= 2, x,=1.

c) Legyen (x— 2)2= a. Ekkor a>— 25a+144 = 0, ahonnan ai=16, a; = 9. Tehat
|x—2|=4 vagy |x—2|= 3. Az eredeti egyenlet megoldasai: x1=6, xx=-2, x3=5,

X4=—1.

EME] Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) X*—7x+6=0;

b) X+ x*=17x+15=0;

) 23+ 7x*+7x+2=0.

a) Az egyenletet szemlélve azonnal feltlnik, hogy az x = 1 megoldasa az egyenletnek. Ezek sze-
rint az egyenlet bal oldalan szereplé harmadfoku kifejezés igy irhaté:

X—Tx+6=(x=1)(x*+ax+b)=0.

Végezziik el a szorzast és hasonitsuk dssze a megfelelé egyttthatdkat!
Xt+ax’+bx—x—ax—b=x+(a-)x"+(b—a)x—b=0.
Tehata—1=0,b—a=-7,—b=6,vagyis a=1, b=—6. Ezek szerint
X—=Tx+6=(x=1)(x"+x—-6)=0.

A masodfoku tényezére x>+ x— 6 = 0, ennek gyodkei 2 és —3. Ahonnan az eredeti egyenlet
gyokei: xi=1, o= 2, x3=-3.

b) Az x =1 megoldasa az egyenletnek, tehat
X+ X =17x+15= (x=)(X*+ bx+ )= X+ (b—1)x’+ (c— b)x—c= 0.
A megfeleld egyttthatok ¢sszehasonlitasabél: b = 2, ¢ =15, vagyis
X+ X —17x+15 = (x=1)(xX*+ 2x—15) = 0.
Az x>+ 2x—15 = 0 egyenlet gyodkei: 3 és -5, igy az eredeti egyenlet megoldasai: x =1,
X2= 3, x3=-b5.

¢) Eszrevehetjik, hogy az x = —1 megoldésa az egyenletnek. Ezzel
2C+7X + Ix+ 2= (x+1)(ax’+ bx+ )= ax’+ (a+ b)xX’+ (b+ c)x+ c= 0.
Az egyUtthatok dsszehasonlitasabol: a= 2, b= 5, c = 2. Ezek szerint
2+ 7+ 7x+ 2 = (x+1)(2x°+ 5x+ 2) = 0.
A 2x*+ 5x+ 2 = 0 egyenlet gyodkei: =2 és —%, igy az eredeti egyenlet megoldasai: x1=—1,

__ __1
X2 = 2,X3— 2



EMF] Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) 2x*— 9+ 14x* = 9x+ 2 = 0;
b) 8x*—14x’— 69x*—14x+ 8 = 0.

a) x# 0. Osszuk el mindkét oldalt x*-tel:
9, 2

22X - % +14-=+5=0,
X X
2<x2+ i2>_ 9(x+l>+14: 0.
X X
Ha x + % = a, akkor x*+ % = a’— 2, tehat azt kapjuk, hogy

2(a°~2)-9+14=0, azaz 2a*-9%9+10=0.

a=2, a= % vagyis az alabbi egyenleteket kell megoldanunk:

X+ =2 és X+ =2
X x 2

Els6 esetben x>— 2x+1 = 0, ahonnan x =1, masodik esetben pedig 2x*— 5x+ 2 = 0. Ez

1

utébbi masodfoku egyenlet gydkei: 2 és =. Tehat az eredeti egyenlet gydkei: x1=1, x2 = 2,

2

-1

X3 = 2
b) Ugyanugy jarunk el, mint az a) esetben.
8x—14x— 691418 _ ¢
X X

2, 1 1 _
8<x + 7)-14(x4r ;)— 69 = 0.
Ha X+~ = a, akkor X+ — = a?— 2, tehat

X X

8(a’—2)—14a—69=0, azaz 8a’—14a—85=0.
ar= % a= —%. A megoldando egyenletek:
x4 Y= sz 40 17x+4=0 és X+ L =_2 azaz 2+ 5x+ 2= 0.

x 4 X 2
Az eredeti egyenlet megoldasai: xi= 4, x; = % X3= 2, Xa= %

EMF] Abrazoljuk a szamegyenesen az alabbi kifejezés értelmezési tartomanyat!
Vx* =29 +100 + v/ x*— 29x +100.

Az x* = 29x*+100 = 0 és x*— 29x 4+ 100 = 0 egyenl&tlenségeknek kell teljestlnitik.
Az x*— 29x+100 = 0 egyenlet gyokei: xi= 25, x, = 4. Tehat x < 4 vagy 25 < x.
Az x*— 29%° + 100 > 0-bol kovetkezik: x* <4 vagy 25 < x?, ahonnan

x <4 vagy 25 < x és |x|<2vagy 5<|x]|

Abrazoljuk mindkét szamhalmazt egy szdmegyenesen!

<—— 9 ——o o >

<z o — >

-+t +t+—t+t+—++—+++t+—t+—+—+—+—+—+—+—+—t+—+—+—+—+—+—+—+—t+—+—+—+—+—+—+—+—t"t—>>
-5 -2 0 2 45 25

Az eredeti kifejezés értelmezési tartomanya e két szamhalmaz metszete:
X<-5 U —-2=<x<2 U 25=x

-5 -2 0 2 45 25
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Geometria

1. Tavolsagtarto transzformaciok

EAC& szerkesszink egyenld szari haromszoget, ha adott a szarak A metszéspontja, az alap
F felez6pontja, valamint az egyik szar egyenesének egy P pontja, amely nem azonos az A-val!

Készitstink vazlatrajzot!

Az F pontbol merélegest allitunk az AF egyenesre. Az igy kapott egyenesre illeszkedik a B és
a Ccsucs.

Az A és a P pontok 6sszekodtheték, az igy kapott egyenes az egyenlé szart haromszog egyik
szara lesz. Erre az egyenesre illeszkedik a haromszog C csucsa.

Az AF-re F-ben mer&leges egyenesnek és az AP egyenesnek a metszéspontja lesz a haromszog
C csucsa.

A Ctikorképe AF-re adja a B csucsot.

Ha AP meréleges AF-re, akkor nem kapunk C pontot, vagyis nincs haromszog.

Ha P illeszkedik az AF egyenesre, akkor C, F és B pontok egybeesnek, vagyis nincs harom-
sz0g.

Egyébként egy megoldast kapunk.

P& szerkessziink hurtrapézt, ha adott mindkét alapjanak felez6pontja, tovabba a szarakra il-
leszkedd egy-egy pont!

Készitstink vazlatrajzot!

Az F és az E pontokban mer6legest allitunk az EF egyenesre. Az EF egyenes a trapéz szim-
metriatengelye lesz. A Q pontot tikrozzUk erre a tengelyre. Az igy kapott Q’ pont illeszkedik a
trapéz masik szarara, ezért PQ' egyenes kimetszi az F és az E pontokban az EF egyenesre allitott
merdlegesekbdl az A és a D pontot. Ezeket tikrozve az EF tengelyre megkapjuk a B és a C csu-
csokat is.

Altalaban egy megoldas van. A P és a Q helyzete alapjan, a kivitelezés soran lathatova valnak
azok az esetek, amikor nincs trapéz.

EML®] szerkessziink négyzetet, ha adott az egyik atlojanak egyenese, tovabba két szemkozti
oldal egyenesérél egy-egy pont!

Készitsiink vazlatrajzot!

Az adott AC egyenesre a P ponton at 45°-0s szégben hajld egyenest szerkesztlink, ami ki-
metszi bel6le az A pontot. A Q ponton at a vele parhuzamos egyenes kimetszi az AC egyenes-
bél a C pontot. Ekkor ismert lett a keresett négyzet AC atloja. Innen a szerkesztés példaul az AC
felez6merdlegesének megszerkesztésével befejezhetd. Ez kimetszi a két parhuzamos egyenes-
bél a hianyzé két csucsot.

Mivel a P ponton &t két 45°-0s egyenes is szerkeszthetd, ezért altalaban két megoldas van.
Az egyedi eseteket nem részletezzuk.

FM®] Egy szabalyos hatszog leghosszabb &tléjanak hossza d. Igazoljuk, hogy a keriilete 3d!

Az ABCDEF szabalyos hatszog két szomszédos csticsa és a K kdzéppontja szabalyos haromszoget
alkot. Vagyis a K pontra illeszkedd atlok hossza kétszerese a hatszog a oldalanak, azaz a = %
A szabalyos hatsz6g kerulete 6a, igy valéban 3d.

MATEMATIKA
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EME] Az 5 cm oldalu szabalyos nyolcszog

a) csucsokra;

b) oldalfelez6 pontokra

illeszkedd szimmetriatengelyébdl mekkora hosszisagu darab esik a nyolcszdg belsejébe?

Hasznaljuk az abra jel6léseit!

Az a) kérdésben az AE szakasz hosszat, a b) kérdésben pedig a TQ szakasz hosszat kell meg-
hataroznunk. Az abra szimmetridit felhasznélva elegendé az AK, illetve a TK szakaszok hosszat
kiszamitanunk, ezért nézzik az ABK egyenl6 szart haromszdget. A szabalyos nyolcszég miatt a
szarak altal bezart sz6g 45°, az alapon fekvé szogek pedig 67,5°-0sak.

Az ABK haromszdg koré irt korének kdzéppontja legyen O.

Ekkor KAOY = AKOX = KBO< = BKO< = 22,5°, valamint OAB = OBA<L = 45°. Az
OAK és az OBK két egybevagd, egyenld szari haromszdg. Az ABO pedig egyenlé szart derék-
sz6g(i haromszog. Mivel AB = 5, ezért OT = 2,5. Ekkor AO = BO = 2,5-V2. De a leirtak alap-
jan ezzel egyenls a KO is, vagyis KO = 2,5-v2.

Azaz: TK = 2,5+ 2,5-v2 = 6,036.
Pitagorasz-tétellel az AK hossza kiszamolhato:

AK = /2,524 (2,54 2,5V2) = 25+ 12,5-V/2 ~ 6,533.

a) AE=2 AK=2-4/25+125v/2 =100+ 50-v2 =~ 13,066.
Az 5 cm oldalu szabalyos nyolcszdg csucsaira illeszkedé szimmetriatengelyébél kb. 13,066
cm hosszUsagu darab esik a nyolcszdg belsejébe.

b)TQ=2-TK=2-(25+25v2)=5+5-v2 = 12,071.
Az 5 cm oldalu szabalyos nyolcszdg oldalfelezd pontjaira illeszkedd szimmetriatengelyébdl
kb. 12,071 cm hosszUsagu darab esik a nyolcszog belsejébe.

2. Parhuzamos szelok tétele
KBS szerkesszik meg az AB szakasznak azt a pontjat, amely a szakaszt 1:4 aranyban osztja!

Huzzunk az A pontbdl kiindulva egy tetszéleges félegyenest. Erre a félegyenesre szintén A-bél
indulva mérjunk fel 6tszor egy tetszéleges szakaszt. Az 6tédiknek felmért szakasz C, végpont-
jat kossuk 6ssze B-vel. C.B-vel hizzunk parhuzamost C, ponton at. Ez az egyenes az AB sza-
kaszt a megfelelé D pontban fogja metszeni.

A szerkesztés helyességét a parhuzamos szel6k tétele biztositja.

PR Az abran lathato szogszarakat harom parhuzamos egyenessel metszettik. Az adatok is-
meretében szadmoljuk ki az x, y, z és v szakaszok hosszat!

. X . aoox W
A parhuzamos szel6szakaszok tétele alapjan: X121 272 amibél x = 1,75.
A parhuzamos szel6szakaszok tétele alapjan: % = % vagyis z = % ~ 3,914.

A parhuzamos szel6k tétele alapjan:

Y _ 21 amibsly = 2,88.

2,4 1,75
v o_ b6l v— 144
24" 1’75,am|bol V= 3c ~4114.



EM®] Szerkessziink a szabalyos 6tsz6g oldalaval egyenld hosszu szakaszt, ha adott az 6tszog
kerulete!

Az adott kerilettel adott lesz a szamunkra egy AB szakasz, amelynek a hossza egyenlé az 6tszdg
kerlletével. Ezt a szakaszt vagjuk szét 1:4 aranyban, ekkor a kisebb szakasz hossza egyenlé lesz
az 6tsz6g oldaldnak hosszaval.
A szerkesztést a tanult moédon (ahogyan az 1. feladatban lattuk) végezzik el.
FM®] Szerkesszik meg a, b és ¢ szakaszok ismeretében a
be. i ac. b?
a) 5 b) %5 N d) =

hosszUsagu szakaszt!

Egy tetszéleges sz0g két szarara a megfelel6 modon (ahogyan az dbrakon latjuk) felmérjik az
adott szakaszokat. A parhuzamos szel6k tételét haszndlva az x mindig a keresett szakasz lesz.

a) Mivel X _ Q, ezért x = K.
c a a

2
b) Mivel = b ezért x = 5

b

vel X — @ z _ ac
¢) Mivel C_b,ezertx_ b )
c
b
a
2
d) Mivel X Q, ezért x = b—.
b ¢ c

E®] Az ABC derékszogl haromszog BC befogojara kifelé megrajzoljuk a BCDE négyzetet.
A BC és AE egyenesek metszéspontja legyen P. Adjuk meg a CP szakasz hosszat a derékszogU
haromszdg befogoinak ismeretében!

Készitstink abrat a szoveg alapjan!

Legyen CP = x, a befogdk a szokdsos modon BC = a, AC = b. Ekkor CD = DE = a. Hasznaljuk
a parhuzamos szel6szakaszok tételét a CP és a DE parhuzamos szakaszokra:

X b

a_a+b

ab
a+b’

Vagyis a keresett szakasz hossza a derékszog(i haromszog befogdinak ismeretében: x =
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[@¥] Az AB szakaszon vegylink fel egy C pontot, amelyre AC = x, BC = y. Az AB szakasz
ugyanazon oldaldra megrajzoljuk az ACDE és a BCGH négyzetet. A DC egyenest a BE egyenes a
P pontban, az AH egyenes pedig a Q pontban metszi. Adjuk meg x és y ismeretében a CQ és a
CP szakasz hosszat!

Készitstink abrat a széveg alapjan!

A X c Y B

Hasznaljuk kétszer a parhuzamos szel6szakaszok tételét, el6szor a CP és az AE, majd a CQ és
a BH parhuzamos szakaszokra:

CP_ YV amibsl cp=

X  X+y xX+y’
CQ_ _x_ amibsl co= Y
y X+y X+Yy

A kapott eredmény szerint P és Q pontok egybeesnek.

3. K6zéppontos hasonlosag

EACE] Megadtunk egy kdzéppontos hasonlésagot az O kézéppontjaval és a
a) A=3; b) A=-2; c)ng;

_ 7. —_>. -_3
d)?»_4, e) A= > f) A= S
aranyaval. Szerkessztk meg egy adott ABC haromszdgnek a transzformaciéval kapott képét!

a) Az A pont A’ képének megszerkesztéséhez felhasznéljuk az O ponttdl valé tavolsagokra fenn-
allé OA” = 3- OA 6sszefliggést.
Az OA szakaszt az OA egyenesre az O kdzéppontbdl, az A ponttal megegyezé iranyban ha-
romszor felmérjik. igy kapjuk az A’ pontot.
Ugyanigy jarunk el a B’, C’ pontok megszerkesztésénél is.

A=3 A

C‘/

BI

A koézéppontos hasonlosdg egyenestartod, ezért a harom képpontot 6sszekotjik. Ekkor kap-
juk az ABC haromszdg A'B’C’ képét.

b) Az A pont A" képének megszerkesztéséhez felhasznaljuk az O ponttol valé tavolsagokra fenn-
allé OA” = 2 - OA 6sszefliggést.
Az OA szakaszt az OA egyenesre az O kdzéppontbdl, az A ponttal ellenkezé irdnyban kétszer
felmérjik. lgy kapjuk az A’ pontot.
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Ugyanigy jarunk el a B’, C’ pontok megszerkesztésénél is.

B
c C

A/

A koézéppontos hasonlosdg egyenestartod, ezért a harom képpontot 6sszekotjik. Ekkor kap-
juk az ABC haromszog A'B’C’ képét.

c) Az A pont A" képének megszerkesztéséhez felhasznaljuk az O ponttdl valé tavolsdgokra fenn-

)
aIIoOA_3

Az OA szakaszt elharmadoljuk a tanult médon, felhasznélva a parhuzamos szel6k tételét.

A H harmadol6 pont megszerkesztése utan az OH tavolsagot az OA egyenesre az O kozép-
pontbdl, az A ponttal megegyez6 iranyban kétszer felmérjik. igy kapjuk az A’ pontot.
Ugyanigy jarunk el a B’, C’ pontok megszerkesztésénél is.

OA 0sszefliggést.

A kdézéppontos hasonlésag egyenestartd, ezért a harom képpontot 6sszekotjik. Ekkor kap-
juk az ABC haromszodg A'B'C’ képét.

d) Hasznaljuk fel az O ponttdél valo tavolsagokra fenndllo OA” = %OA 0sszefliggést.

A ¢) feladatnal leirtakat alapul véve elkészitjiik az dbréat.

e) Az A pont A’ képének megszerkesztéséhez felhasznaljuk az O ponttdl valé tavolsagokra fenn-

allé OA” = %OA Osszefliggést.

Az OA szakaszt elfelezziik, ekkor kapjuk a H pontot. Az OH tavolsagot az OA egyenesre az
O kozéppontbol, az A ponttal ellenkezé irdnyban 6tszér felmérjik. gy kapjuk az A’ pontot.
Ugyanigy jarunk el a B’, C’ pontok megszerkesztésénél is.
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B 5

H\ p
! \ 0 <

A/
A kozéppontos hasonlosag egyenestartd, ezért a harom képpontot ¢sszekotjik. Ekkor kap-
juk az ABC haromszdg A'B’C’ képét.

f) Hasznaljuk fel az O ponttdl vald tavolsagokra fennéllé OA” = %OA 0sszefliggést.

Az e) feladatnal leirtakat alapul véve elkészitjik az abrat.
A/

CI

B/

P& Tudjuk, hogy egy kézéppontos hasonlésag az A pontot az A’ pontba transzformalja. Le-
gyen adva az A és az A’. Szerkesszik meg az O pontot, ha

a) A= 2: b) A=-3: oar=4.

_ 3. -_3 -2
d)?L_4, e) A= > A= c-

a) Tudjuk az O ponttdl vald tavolsagokra fennalld OA" = 2 - OA dsszefliggést és tudjuk, hogy az

O pont nem valasztja el egymastol az A és az A’ pontot. Ezért AA” szakasz hosszat felmérjik
az AA’ egyenes A-n tuli meghosszabbitasara, igy kapjuk az O pontot.

b) Tudjuk az O ponttdl valo tavolsagokra fennallé OA" = 3- OA 6sszefliggést és tudjuk, hogy az

O pont elvalasztja egymastol az A és az A’ pontot. Ezért AA” szakasz hosszat elnegyedeljik.
Az A-hoz kozelebbi negyedelépont lesz az O.
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A

¢) Tudjuk az O ponttdl valoé tavolsagokra fennalld OA” = % OA 06sszefliggést és tudjuk, hogy az
O pont nem valasztja el egymastol az A és az A’ pontot. Ezért AA’ szakasz hosszat felmérjik

az AA’ egyenes A-n tuli meghosszabbitasara haromszor, igy kapjuk az O pontot.

o)

3.
4
O pont nem valasztja el egymastol az A és az A’ pontot. Ezért AA’ szakasz hosszat felmérjik
az AA’ egyenes A’-n tuli meghosszabbitasara haromszor, igy kapjuk az O pontot.

d) Tudjuk az O ponttdl valé tavolsagokra fennalld OA” = =-- OA 6sszefliggést és tudjuk, hogy az

e) Tudjuk az O ponttol valo tavolsagokra fennalldo OA" = % OA 6sszefliggést és tudjuk, hogy az

O pont elvalasztja egymastoél az A és az A’ pontot. Ezért AA’ szakasz hosszat 6todoljik
(a parhuzamos szel6k tételét felhasznalva). Az A-hoz kdzelebbi masodik 6todolépont lesz az O.

A

) Tudjuk az O ponttdl vald tavolsagokra fennalld OA” = % OA 6sszefliggést és tudjuk, hogy az

O pont elvalasztja egymastol az A és az A" pontot. Ezért AA’ szakasz hosszat hetedeljik (a par-
huzamos szel6k tételét felhasznalva). Az A-tél tavolabbi 6tddik hetedelépont lesz az O.
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EM& Rajzoljunk egy haromszoget és

a) nagyitsuk az egyik csucsabol 1,5-szeresére;

b) nagyitsuk az egyik oldalanak felez&pontjabol 3-szorosara;
¢) nagyitsuk egy kulsé pontbol 2-szeresére;

d) kicsinyitstk egy belsé pontbdl %-szoroséra.
A szerkesztéseket mar nem részletezzik, csak a kész abrakat adjuk meg.

a) €

C

A=A"=0




A& Nagyitsunk egy kort 2,5-szeresére a sik egy adott pontjabél. Az adott pont
a) illeszkedjen a korvonalra;

b) legyen a kor kozéppontja;
¢) legyen a kor belsejében egy tetszéleges pont;
d) legyen a koérén kivdl!

A szerkesztéseket nem részletezzik, a kész dbrakat megadjuk. Az abrék a A = 2,5 aranyhoz ké-
szultek. Ha az adott k6zéppontra tikrozzik a kapott képeket, akkor a A = -2,5 ardnyhoz kap-
nank a képet.

a)

b)

I

| @
a)

@ W O
E®] Az abran lathatd négyzetek kozéppontosan hasonlok. Szerkesszik meg a kézéppontos
hasonlésag kozéppontjat! Hany kézéppontot kaphatunk?

Két eset van.

|.eset. p C Il.eset. p C

D N\ B A

A B A B O A B D

m A koordinata-rendszerben adott az ABC haromsz6g: A(6; 2), B(7; 5),

MATEMATIKA

C(5; 9). Adjuk meg az A’B’C’ haromszog koordinatait, ha az ABC harom- YA ;
sz6gbdl
a) 2-szeres nagyitassal kapjuk, és a nagyitas kozéppontja az origo; \
b) —2-szeres nagyitassal kapjuk, és a nagyitas kdzéppontja a K(4; 7). \\
) \
a) Abrazoljuk az ABC haromszdget, majd az origobdl 2-szeres nagyitassal ka- |
pott A’B’C’ haromszdget.
A'(12; 4), B'(14;10), C'(10;18). - \ B
VI 1/
\ \
\ \
\\ B \/
\/ A
2
0 6 X
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b) Abrazoljuk az ABC haromszdget, majd a K(4; 7) pont-

Y
bol —2-szeres nagyitassal kapott A’B’C’ haromszdget. A
A(0;17), B'(—2;11), C'(2; 3). A
\
JANA
\
Bl
¢
\
\ \
LN
\ N
\ \
5 |/
T/
A
0 X

4. Hasonlosagi transzformacio

m A flizetlapra rajzolt ABC haromszdg oldalai: AB =12 cm, BC= 14 cm, AC= 10 cm. Egy
ehhez hasonlé haromszdget szeretnénk szerkeszteni, amelynek a

a) leghosszabb oldala 3,2 cm;

b) legrévidebb oldala 4,8 cm.

Szamitsuk ki a tovabbi oldalak hosszusagat!

Ha két haromszdg hasonld, akkor a megfeleld oldalparok aranya egyenld.
a) Tudjuk, hogy B'C" = 3,2 cm.

Felirhatjuk, hogy ’ﬁg = ?j vagyis A'C' = ? ~ 2,286 cm.

Felirhatjuk, hogy ’4}5 = ?j azaz A'B’ = % vagyis A'B’ = % ~ 2,743 cm.
b) Tudjuk, hogy A'C" = 4,8 cm.

Felirhatjuk, hogy 312 = 11‘53 azaz B'C' = 4'%614, vagyis B'C’ = 6,72 cm.

Felirhatjuk, hogy A}g = 41108 azaz A'B’ = % vagyis A'B’ = 5,76 cm.

m Mutassuk meg, hogy barmely két kilénbdz6 sugart kér hasonlé!

R

Két, K kozépponty, r és R sugart kor egymasba atviheté a K kbzéppontd, % illetve T aranyu

kdzéppontos hasonlésaggal.

Ha a két kor kdzéppontja nem esik egybe, akkor egy eltolassal elérhetjik, hogy a kérék kon-
centrikusak legyenek.

EM&] Az ABCD téglalapban megrajzoltuk az AC atlét. Erre az atléra merélegest allitottunk a
B és a D csucshol. A merélegesek talppontja K, illetve L pont lett. Igazoljuk, hogy az igy kapott
rajzon valamennyi haromszég hasonlé!

Elkészitjuk a vazlatrajzot és hasznaljuk az dbra jeldléseit!

Az dbran lathaté hat haromszég (ABC, ACD, ABK, BCK, ADL, CDL) mindegyike derékszogu.
A D és a B csucsnal bejelolt szogek egyenlék, mert valtdszogek. Hasonldan az A és a C cstcsnal
bejeldlt szogek is egyenldk. De a D és az A csucsnal bejeldlt szogek is egyenlék, hiszen meréle-
ges szaru szogek és mindkett6 hegyesszdg.
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Vagyis az abran lathaté hat deréksz6gl haromszdég mindegyikének van ugyanolyan hegyes-
szoge.

Mivel a hat hdromszdg megfelel$ szdgei paronként egyenldk, ezért ezek valamennyien ha-
sonlok.

FM®] Egy négyszog oldalait harom-harom egyenl részre osztottuk. Az osztépontok kozil négyet
az abran lathatdé médon 6sszekotéttink. Igazoljuk, hogy az igy kapott KLMN négyszdg trapéz!

A DNM és a DAC haromszogek kdzéppontosan hasonlok, a hasonlésag aranya a % (hiszen N és

M harmadolépont a megfelel6 szakaszon). Ezért NM | AC.
Hasonléan mutathaté meg, hogy KL || AC.
Vagyis NM | KL, ami igazolja, hogy KLMN négyszdg trapéz.

E®] Egy haromszog egyik oldalat osszuk fel két részre tgy, hogy a keletkezett részek aranya
megegyezzen a masik két oldal aranyaval!

b

Az ABC haromszdg BC = a oldalat fogjuk = aranyban kettéosztani.

I3
Megszerkesztjik a BC szakaszon azt a P pontot, amelyre % = % és azt a Q pontot, amelyre
BQ _b
QC ¢’

A szerkesztés az abrakrol leolvashato.

D

B P C
AP |DC RQ| DC

¥ Egy paralelogramma egyik oldalara az eredeti paralelogrammahoz hasonlé paralelog-
rammat szerkesztettiink. A két sikidom egyUtt egy Uj paralelogrammat hoz létre. Adjuk meg az
igy kapott Uj paralelogramma oldalainak hosszat, ha a kiinduld paralelogramma oldalai 12 cm
és 4 ¢cm hosszuak voltak!

Az ABCD paralelogramma hasonlé az ADEF paralelogrammahoz, ezért . .
X_ 4 4

Z: ﬁ,vagyB X:§Cm. / /
4
Vagyis az Uj paralelogramma oldalai 4 cm és 13% c¢m hosszuak.

FXA 12 B




Egy okori varost négyzet alaku kéfallal vették koril, mely-
nek oldalai 4 km hossztak. A négyzet oldalai az egyes égtajak felé
néztek, és minden oldal kozepénél volt egy-egy kapu. Az északi
kaputol északra 4 km-re, valamint a déli kaputél délre 4 km-re volt
egy-egy vilagitotorony. Egy alkalommal egy vandor a déli vilagito-
toronytol nyugati iranyba haladt. Hany km-t kellett gyalogolnia,
hogy megpillanthassa az északi vilagitétornyot?

/ Hasznaljuk az abra jeloléseit.

/ kozos szoglk van. Ezek szerint felirhatjuk a kovetkezd aranypart:

// 4 km VEE _ Vb azaz %=74+§+4,

/ EQ WP’

ahonnan X=06.

/ A QEVE és PV, V, haromsztgek hasonlok, hiszen mindketté derékszogl és pl. a V, cstcsnal

jomo=booe Tehat a vandornak a déli kaputdl nyugati irdnyban 6 km-t kell haladnia, hogy megpillantsa az

északi vilagitotornyot.

m Az abran egy szinpad vilagitasat latjuk. A 6 m magas diszletelem kozepén van egy 2 m
magas ablak. A diszletelem mogott, a tetejével azonos magassagban helyeztek el egy R reflek-
tort, mely az ablakon keresztil vilagitja meg a szinpadot. Milyen tavol legyen a reflektor a disz-

lettdl, hogy a szinpadot pontosan 4 m mélységben vilagitsa meg?

1 [ O

4m

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

X_Y _1
1= azaz y=5x.

x _4+vy
2 4

2x:4+%x, azaz 4x = 8+ x,

10. EVFOLYAM

Z , ahonnan 2x=4+y.

Felhasznalva az el6bb y-ra kapott értéket:

De az RDC és CAQ haromszdgek is hasonldk, tehat

vagyis

P 4m Q hogy a szinpadot pontosan 4 m mélységben vilagitsa meg.

Az RDB és BAP haromszdgek hasonlok, hiszen mindkettd derékszogi
és a B cstcsnal cstcsszdgek vannak. frhatjuk tehat az alabbi aranypart:

=38
xX=3.

Tehat a reflektort a diszlettd| %z 2,66 m tavolsagra kell elhelyezni,
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5. Tétel a haromszég szégfelezéjérdl (Emelt szint)

EAC&] Milyen aranyban vagja ketté egy derékszogi haromszog 45°-0s szogének szégfelezéje a
szemkozti oldalt?

B
Alkalmazzuk a haromszdg szogfelezéjének osztasaranyarél szolo tételt.
Ha BC= AC= a, akkor AB=av2. av2
D
. cD a 1
A keresett arany: == = —4—=—.
VDB av2 T V2
EME] Mekkora szakaszokra vagjak egy haromszég 52 cm, 66 cm, 74 cm hosszUsagu oldalait a A\ p
AC~ 52°
A
66X
B
97
72 A

szemkozti szogek belsé szogfelez6i?

Készitsiink abrat!

A haromszog szogfelez6jének osztasaranyarol szold tétel szerint: BA _ 66

C
Vagyis BAi= 66 -x, AiC= 52 -x, ahol az x egy ismeretlen pozitiv szamot jelent. A két szakasz
Osszegére felirhatd, hogy 66x + 52x = 74. Ebbdl x = %
52
2 — 6637 — 2442 _5y.37 _1924

Tehat BAi= 66 £9 = 9 ~ 41,39, AilC= 52 55~ 59 ~ 32,61.
A BC oldal két szakasza kb. 41,39 cm és kb. 32,61 cm.

A

Hasonldéan kapjuk a masik két oldalon is a két-két szakasz hosszat.

: =52. 01572 —74.11_814
Tehat AG= 52 57 = 25~ 27,24, GB = 7453 = 51" ~ 38,76.

m Derékszogl haromszog egyik befogdja 65 cm, az atfogdja 97 cm hosszusagu. Milyen
hosszu a legkisebb szo6g szogfelezéje?

Az AB oldal két szakasza kb. 27,24 cm és kb. 38,76 cm.

Tehat CBi= 7413 = 202 5749 pa—66.13 = 838 _ o451,
A hidnyz6 befogo Pitagorasz-tétellel: ¥ 972 — 652 = 72.

Vagyis a 65 cm-es oldallal szemben van a legkisebb sz6g.

a
C
52x
66
357 35 357 35
B
A haromszog szogfelez6jének osztasaranyarol szold tétel szerint: BD _9/
"DC~ 72" 97x
- _ 06l x= 5 lay D 72,5 _ 360 B
Vagyis 97x+ 72x = 65, amibdl x = 13 lgy CD = 72 3= 13
Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az ACD derékszogli haromszogre: 72x
AD = (360>2+ 722=%-«/194z77,14. B

A BC oldal két szakasza kb. 27,49 cm és kb. 24,51 cm.
13

A legkisebb sz6g szogfelezéje kb. 77,14 cm hosszu.

C

EME] Egy papirbdl kivagott haromszog oldalainak hossza 8 cm, 10 cm és 12 cm. A kdzds cstics-
bol indulé hajtasvonal mentén a legrévidebb oldalt rahajtjuk a leghosszabb oldalra. Ekkor a pa-
pirlapnak lesz kétrétegl és egyrétegl része. Igazoljuk, hogy az egyrétegli rész egyenld szard ha-
romszdg alaku!

Készitstink vazlatrajzot!
Az A-bél induld hajtasvonal a szogfelezd lesz.
A haromszog szogfelez6jének osztasaranyarol szold tétel szerint: % = %

Vagyis 12x+ 8x =10, amibdl x = % igy CD = 8-% = 4, amivel egyenl6 a DE is.

Ezzel azt is belattuk, hogy DE = EB = 4, azaz EDB haromszdg (az egyrétegl rész) valdban
egyenl6 szard haromszog.
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B Milyen aranyu részekre vagja a haromszog egyik szogfelezéjét egy masik szogfelezdje.
Adjuk meg az aranyt a haromszog oldalainak ismeretében!

Elkészitjuk az abrat!
Az dbra jelolése szerint az AK : KA ardny meghatarozasa a feladatunk.
Az ABA, haromszdgben az AA, oldalon a K pontot a B csticsbol indulé szogfelezé hatarozza
meg, ezért a BA, oldal hosszat kell kiszérpl’tanunk. Ezt viszont az ABC haromszogben az A-bol
A indulo szogfelezé vagja le a BC oldalbdl. lgy alkalmazzuk a haromszog szogfelezéjének osztas-
BA; _C

aranyarol szolé tételt: AC= b

- _ T _ _ac
Vagyis cx + bx = a, amib6l x = bac lgy BA; btc

Az ABA, haromszogbdl a keresett aranyt is felirhatjuk most mar:

KA — ~._acC
AK.KA1—C.b+C.

Rendezett alakban a keresett arany: % = b; <
1

6. A haromszdg kiils6 szogfelezéje (Olvasmany)

KB Egy haromszog belsé szogfelezéje a szemkézti oldalt 3 és 4 hosszu darabokra végja. Hol
metszi a szemkozti oldalegyenest ugyanezen cstcsboél induld kilsé szogfelezg?

A megadott adatok alapjan tudjuk a haromszdg egyik oldalanak hosszat: AB = 7, és tudjuk a
masik két megfelel® oldal aranyat is: AC : CB = 3 : 4. Azt is tudjuk, hogy a kilsé szogfelez6 a
szemkdzti oldalegyenest az A-n tuli meghosszabbitasan egy olyan Q pontban metszi, amelyre
AQ : QB=3:4, azza AQ = 3x, QB = 4x.

I | | |
r T T 1

Q A P B

Vagyis 4x — 3x = 7, mivel AB=7.
A kulsé szogfelez6 a szemkozti oldalegyenest az A-n tuli meghosszabbitasan metszi Ggy, hogy
AQ = 21.

EMF] A 3 és 4 befogoju derékszogi haromszog derékszogi C csticsabol induld kilsé szogfe-
lez6 a szemkozti oldalegyenest Q pontban, a belsé szogfelezé pedig P pontban metszi. Szamit-
suk ki a PQC haromszdg teriletét!

A PQC haromszdg PQ oldalahoz tartozé magassaga azonos az ABC haromszdg AB atfogojahoz
tartozé magassagaval. A PQC haromszog tertletének kiszamitasahoz ezt a magassagot és a PQ
oldal hosszat fogjuk meghatarozni.

C
M
A PT B Q

Az ABC haromszog atfogodja: AB = 5. Teriletének kétszeresét kétféleképpen is felirjuk:

2t=3-4=75-CT, vagyis CT = %

A PQ szakasz PB részének hosszat a haromszog belsé szdgfelezdjének osztasaranyarél szolé
tétellel, a BQ részének hosszat pedig a haromszog kiilsé szogfelezéjének osztasaranyardl szolo
tétellel szamitjuk ki.

Mivel AP:PB = 4:3, ezért 3x+ 4x = 5, amib6| x = % Vagyis PB = 17

Mivel AQ:QB = 4:3, ezért 4x— 3x =5, amibél x = 5. Vagyis QB =15.
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PQ=PB+BQ="1115=120.
120 12

PQ-CT _ 7 5 _ 144 _

Lo 75 19825057

A PQC haromszdg terllete: T =

m Az 5 és 12 befogdju derékszogl haromszog derékszogl C csucsabol induld kilsé szog-
felez6 a szemkozti oldalegyenest Q pontban, a belsé szogfelezé pedig P pontban metszi. Sza-
mitsuk ki a PC* + QC? dsszeget!

Tudjuk, hogy a haromszdg egy csucsahoz tartozo belsé és a kiilsé szogfelezé merdleges egy-
masra. Vagyis PQC haromszdg derékszog, igy PCP+ QC? = PQ?. Elegend6 a PQ hosszat meg-
hataroznunk. Pitagorasz-tétellel: AB =13.

A P B Q

A PQ szakasz PB részének hosszat a haromszog belsé szogfelezéjének osztasaranyardl szolo
tétellel, a BQ részének hosszat pedig a haromszdg kiilsé szogfelezdjének osztasaranyardl sz6lé
tétellel szamitjuk ki.

Mivel AP:PB =12:5, ezért 12x + 5x =13, amib6| x = % Vagyis PB = $—5

2
Mivel AQ:QB =12:5, ezért 12x— 5x =13, amibsl x = 2. Vagyis QB = %.

7

_ _ 65, 65_ 65746517 _ 1560
PR=PB+BQ=39+5=""977  ~Ti9"
Vagyis PC2+ QC? = PQ? = (%)2 ~ 171,85,

EME] Az adott AB szakaszhoz szerkesszilk meg az 1:3 és a 3:1 aranyl Apolléniosz-kéroket!

Az AB szakaszon megszerkesztjlik azt a P, pontot, amelyre APy:PiB =1:3, és az AB szakasz meg-
hosszabbitasan azt a Q, pontot, amelyre AQ+:Q:B8 =1:3.

WL

Q1 A Py

A Q,P, Thalész-kore lesz a keresett kor.
Az AB szakaszon megszerkesztjik azt a P, pontot, amelyre AP,:P,B = 3:1, és az AB szakasz
meghosszabbitasan azt a Q, pontot, amelyre AQ>:Q,B = 3:1.

>
>
vo]

Q;

A Q,P, Thalész-kore lesz a keresett kor.
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EAE] Az adott AB szakaszhoz szerkesszik meg az 1:2, 1:3, 1:4 aranyd Apolloniosz-koroket!

Az el6z6 feladatban az 1:3 aranyu Apolloniosz-kért mar lattuk, ennek mintéjara szerkesztjik
meg a masik kettét is.

Ny |

[E] Az adott AB szakaszhoz rajzolt két Apolloniosz-kor érintheti-e egymast?

Egy aranyhoz kolcsondsen egyértelmien tartozik egy atmérd, igy nem érinthetik egymast az AB
szakaszhoz rajzolt Apolléniosz-korok.

AR szerkessziink haromszoget, ha adott az egyik oldala és az ezen az oldalon fekvé nagyobb
sz6g 60°-0s, tudjuk tovabba, hogy a masik két oldal aranya 1:2.

Az adott oldalt felvesszik, legyen ez a haromszog AB oldala. Megszerkesztjik az AB szakaszhoz
az 1:2 aranyu Apolléniosz-kort. Ebbél metsszik ki a C csucsot az A-bol indulo, AB-vel 60°-0s sz6-
get bezard egyenessel.

7. Kézepek

EACE] szamoljuk ki a kovetkezd szamok szamtani és mértani kozepét:
a)4d és 16; b) 4 és 25; c) 10 és 20; d) 20 és 30.

a) S(4,16) = 4+216=10, M(4;16) = J416=8.
b) 5(4;25) = 4+2

25 _14,5, M(4;25) = 425 =10.

0) 5(10;20)= 10+20 _15 p1(10; 20) = /1020 =10v2 ~ 14,14.

2
d) 5(20;30) = 20430 = 25, M(20;30) = V2030 = 106 ~ 24,49.

P& Agnes egyik nap 45 oldalt, a kovetkezé napon pedig 63 oldalt olvasott el egy kanyvbél.
Mennyit olvasott atlagosan naponta?

45+63 _ gy

Itt az 4tlag a szdmtani kozepet jelenti: S(45; 63) = 5

Atlagosan 54 oldalt olvasott naponta.



EML& Egy termék ara eredetileg 98 ezer Ft volt. Kétszer ugyanolyan mértékben emelték az arat,
igy most 128 ezer Ft-ba kerll. Mennyibe kerilt az elsd aremelés utan?

Az els6 emelés utani ar legyen x. A szdveg szerint:

128000 _ X
x  98000°

Ebbdl kovetkezik: x = +/128 000-98 000 = 112 000.
Az elsé aremelés utan 112 000 Ft volt az ara.

FAL®] Két pozitiv a és b szam kozil csak az egyiket ismerjik. Hatarozzuk meg a masikat, ha tud-

juk, hogy
a)a=9, S; b) =30; b)a=7, Ma; b)=14;
¢ a=2, Ha; b)=3; d) a=9, Na; b)=+v65.

a) Mivel 9“5 b _ 30, ezért b= 51,

b) Mivel v7b =14, ezért b = 28.

¢) Mivel 2 2 bb = 3,ezért b=6.

d) Mivel ‘/ =65, ezért b= 7.

E®] Eqy kerékparos Utjanak elss felét 12 kTm a masik felét 18 kTm sebességgel tette meg.

Visszafelé szeretne egyenletes sebességgel haladni, és ugyanannyi idé alatt megtenni az utat,
mint odafelé. Mekkora legyen a sebessége?

Legyen a sebessége: v, a megtett Ut oda: 2s.
Ekkor az ut els6 felét 152, a masik felét ﬁ id6 alatt teszi meg. A vissza utat pedlg > ideig
fogja megtenni. A széveg szerint:
2s 1 1 2

ﬁ‘f‘ﬁ v , azaz ﬁ_{—@ V

Vagyis v = i % = 14,4.
12718
Visszafelé 14,4 km/h legyen a sebessége.

—_

[FE] szamoljuk ki néhany esetben két pozitiv szam szamtani és harmonikus kézepének szor-
zatat! Hasonlitsuk dssze a kapott értéket a két szam mértani kozepével! Fogalmazzuk meg a sej-
téslinket és bizonyitsuk be!

A szamitasok utani sejtés: S(a; b)- H(a; b) = M*(a; b).
S(a;b)- H(a; b)= 3+ b. —athb. 2ab _ op_ pp(a;p).

2 1~ 2 a+b
b

1
+
2

QJ‘—\

EA®] Az azonos terileti téglalapok kozil melyiknek a legkisebb a kertilete?

Legyen a téglalap két oldal a és b hossztsagu. Tudjuk, hogy az ab szorzat konstans, hiszen azo-
nos terdlet( téglalapokat vizsgalunk. A téglalapok kerllete, a 2(a + b) pontosan akkor a legki-

sebb, amikor az anr b 4 legkisebb.
Tudjuk a szdmtani és a mértani kozép kozotti 6sszefliggés alapjan, hogy a‘g_b >Jab.

Vagyis az anrib akkor a legkisebb, ha a /ap konstanssal egyenls. Ez azonban akkor és csak

akkor all fenn, ha a = b.
Vagyis a keresett téglalap a négyzet.

MATEMATIKA
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A £gy adott hosszusagu szakaszt hogyan kell kettévagnunk, ha azt szeretnénk, hogy a két
szakasz hosszanak szorzata maximalis legyen?

A kettévagas utani két szakasz hossza legyen x és y.
Tudjuk, hogy az x + y konstans, igy az X‘giy is az.

A szamtani és a mértani kozép kozotti dsszefiiggés alapjan: x-;iy > /xy - A két szakasz hosz-

szanak szorzata pontosan akkor maximalis, amikor a 4/ xy maximalis. Ez pedig akkor a legna-

gyobb, ha az XJZF Y -vel egyenl. Tudjuk, hogy ez akkor és csak akkor all fenn, ha x = y.

Vagyis a szakaszt pontosan felezve kell kettévagni.

EX®A Mutassuk meg, hogy két pozitiv szam 6sszegének és a reciprokaik 6sszegének szorzata
nem lehet négynél kisebb!

Legyen a két pozitiv szam a és b. Ekkor a bizonyftandé éllitas: (a + b)<%+ —) =4,

Alakitsuk at az egyenl&tlenséget: (a+ b)% >4,
Tudjuk, hogy a, b pozitiv szam, ezért szorozhatunk ab-vel, majd irhatjuk az egyenlétlenséget
a kovetkez alakban is:
(a+ by—4ab=0,
a’—2ab+ b*=0,
(a— by =0.
Mivel a kapott egyenlétlenség minden a, b esetén igaz, és ekvivalens lépéseket végeztiink,
ezért ezzel az eredeti allitast igazoltuk.

Megjegyzés: Egy masik bizonyitast is mutatunk.
VégezzUk el a szorzast az egyenlétlenség bal oldalan:
b

a -

’|+fb+fa+'] 4,
a b>

b a_z'

Tudjuk, hogy barmely pozitiv szam és reciprokanak 6sszege legalabb 2, igy készen vagyunk.

KM 19azoljuk algebrai aton, hogy két pozitiv valds szam
a) mértani kézepe legaldbb akkora, mint harmonikus kézepuk;
b) szamtani kdzepe legfeljebb akkora, mint négyzetes kdzepuk.

a) A bizonyitando allitas: H(a; b) = azf-bb < # = S(a; b).

Szorozzuk mindkét oldalt a pozitiv 2(a + b)-vel:

4ab <(a+ by, ami 0 <(a— b) alakban is irhato.

Ez utébbi egyenlétlenség nyilvan igaz, hiszen a jobb oldalon egy valés szam négyzete szere-
pel. Mivel Iépéseink megfordithatok voltak, ezért a kiindulasi egyenl&tlenség is igaz. A kapott
eredménybdl az is kovetkezik, hogy egyenléség akkor és csak akkor teljestl, ha a = b.

b) A bizonyftandé allitas: S(a; b) = EHZ- b \/ az'g b’ N(a; b).

2 2 2 2
Emeljik mindkeét oldalt négyzetre (megtehetjiik, mert pozitiv): 2 + Z‘Zb +b <4 Jg b .

Néggyel szorozva és rendezve: a*+ 2ab + b? < 2a’+ 2b?,

azaz: 0 < a’— 2ab + b?, vagyis 0 < (a— bY.

Ez utobbi egyenlétlenség nyilvan igaz, hiszen a jobb oldalon egy valés szam négyzete szere-
pel. Mivel Iépéseink megfordithatok voltak, ezért a kiindulasi egyenl&tlenség is igaz. A kapott
eredménybdl az is kovetkezik, hogy egyenléség akkor és csak akkor teljesdl, ha a = b.



EEME] Adjuk meg azt a legszikebb intervallumot, ahovéa harom pozitiv szam dsszegének és a
reciprokaik ¢sszegének szorzata eshet!

Legyen a harom pozitiv szam a, b és c. Néhany préba utan a sejtésunk:

(a+b+ c)(%+%+%)29.

Végezzik el a szorzast az egyenlétlenség bal oldalan:

14242, b g b CiClqsg,
b ¢ a c a b
a, by, (b, c\, (a,\>
<b+ a>+<c+ b>+<cJr a)_6'
Tudjuk, hogy barmely pozitiv szam és reciprokanak ¢sszege legalabb 2, igy ezzel készen va-
gyunk.

Megmutatjuk, hogy ez az érték tetszélegesen nagy lehet.
Legyen K egy tetszéleges 9-nél nagyobb paros szam. Megmutatjuk, hogy alkalmas a, b és ¢

esetén (a+b+c)<%+%+%> > K.

Legyen pl. a = % b= % c =1, ekkor igy alakul az egyenlétlenség:
K K 2.2 K K. )4
<7+7+1><F+?+1)><7+7+1> T=K+1>K.

Mivel K tetsz6legesen nagy lehet, ezért a keresett legsztikebb intervallum: [9; oo .

8. K6zepek tobb szam esetén (Emelt szint)

k
KR Egy gyalogostara 4 db 4 km-es szakaszbol all. Az els6 4 km-es szakaszat 4 Tm allandé se-

bességgel tettilk meg. A masodik 4 km-es szakaszt 6 kTm allando sebességgel, a harmadik
4 km-es szakaszt pedig 4,5 kTm allando sebességgel tettiik meg. Mekkora (allandd) sebességgel

. k
tettik meg a negyedik 4 km-es szakaszt, ha atlagsebességlink az egész Uton 5 Tm volt.

Az 4tlagsebesség az egyes sebességek harmonikus kdzepe.
4 4

11, 1+1:5' 23 G Ex+8x+36
4761 35" % 36x

144x  _ _ 180 _
3%+ 36~ 5, ahonnan X = 25 ~6,2.

Tehat az utolsé szakaszon kb. 6,2 kTm sebességgel haladtunk.

EME] 1gazoljuk, hogy a derékszogl haromszog koéré irhato kére sugaranak a +/2 -szorose
egyenl6 a befogdk négyzetes kbzepével!

A Thalész-tételbél adodik, hogy a derékszogl hdromszog koré irhatéd korének a sugara az atfogo
felével egyenld. lgy azt kell belatni, hogy

C /5 _ Ja*+b?
25—4/72 .

Mindkét oldalt négyzetre emelve:
c¢_a+b
2 2

Ez pedig a Pitagorasz-tétel miatt igaz.

MATEMATIKA
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EME] 1gazoljuk, hogy ha a, b és ¢ pozitiv valés szamok, akkor
(ab+ 1) (ac+1)(bc+1) = 8abc.

El6szor végezzik el a szorzast, majd osszuk el mindkét oldalt abc-vel.
(ab+1)(ac+1)(bc+1) = (a’bc+ ac+ ab +1)(bc+ 1) =

= a’b’c®+ abc® + ab’*c + bc+ a’bc+ ac+ ab+1 = 8abc,

abc+C+b+ttat iy >8,
a b ¢ abc

abc+ —t+a+ b+t ct
abc a b C

Mivel barmely pozitiv szamnak és reciprokanak dsszege legalabb 2, igy

abc+izz, a+122, b+i22, c+122.
a b C

abc
Tehat valdban
1

abc+ - +a+1tb+
abc a

= 8.

1

1
b+c+c*8'

EMF] Mely x, v, z valos szamok elégitik ki az alabbi egyenldséget:
I LIV L VA — X -4 =9+ 62— 2%

A négyzetgyok alatti mennyiség egy teljes négyzet (-1)-szerese: 4x — x* — 4 = —(x — 2, igy a bal

oldal harmadik tagja: y/—(x— 2).

Ennek csak akkor van értelme, ha x = 2.
Ezzel az eredeti egyenlet:

343V =9+62-2,
9:3¥4+9.3V=9—-(2-62),

9»<3Y+§>= 9-[(z=37-9]

9~<3y+%>=18—(z— 3).

A kapott egyenlet bal oldalan a zarojelben egy pozitiv szamnak és reciprokanak 6sszege sze-
repel, ami legaldbb 2, és pontosan akkor 2, ha a kérdéses szam 1. Ezek szerint az egyenlet bal
oldala legaldbb 18. A jobb oldal értéke nyilvan legfeljebb 18, igy az egyenl&ség csak akkor all-

hat fenn, ha mindkét oldal 18. Ekkor 3” =1, tehat y =0 és z— 3 =0, azaz z= 3.
Az eredeti egyenlet megoldasa: x= 2, y=0, z= 3.

9. Befogotétel, magassagtétel

EACE] Egy derékszogii haromszog befogdinak hossza 36 és 77. Az atfogohoz tartozé magas-
sag mekkora darabokra vagja az atfogot?

Az atfogd Pitagorasz-tétellel: ¢ = 85.

85—
36 2

77

Befogotétellel: p- 85 = 36%, amibél p = 15,25.
Az atfogohoz tartozd magassag kb. 15,25 és kb. 69,75 hosszUsagu darabokra vagja az atfogot.
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PAL®] Egy derékszogl haromszégben a hosszabb befogd 17-tel hosszabb a révidebbnél és
8-cal rovidebb az tfogoénal. Az atfogohoz tartozd magassag mekkora darabokra végja az atfogot?

A szokasos jeldléssel az oldalak: a, a+ 17, a + 25.

A Pitagorasz-tétel szerint: @+ (a+17) = (a + 25).

Rendezve: a’—16a — 336 = 0.

Az egyetlen pozitiv gyoke: a = 28, vagyis a haromszog oldalai: 28; 45; 53.

Befogotétellel: p-53 = 282, amibsl p = % ~14,8 6553 —p= % ~38,2. 28

Az 4tfogdhoz tartozd magassag % és % hosszUsagu darabokra végja az atfogot. 45

EM®] gy derékszogli haromszog atfogojahoz tartozé magassag az atfogot 5 és 12 hosszu-
sagu darabra vagja. Mekkorék a befogok és az atfogd?

Az atfogd: c=5+12 =17.

Magassagtétellel az atfogohoz tartozéd magassag: m = v'5-12 = V60.

Ez a magassag két derékszogli haromszogre vagja az eredeti haromszoget. Ezekre felirjuk a Pi-
tagorasz-tételt és megkapjuk a keresett befogok hosszat is:

a=+v60+5 =+85=~09.22.
b=+v60+122= 204 ~ 14,28.

m Egy derékszogl haromszégben az dtfogdhoz tartozd magassag 4, az egyik befogoja
pedig 5. Mekkora az atfogd és a masik befogd?

Pitagorasz-tétellel megkapjuk a befogé atfogdra esé meréleges vetiiletének hosszat: p = 3.

Befogotétellel kapjuk az atfogod hosszat: 52 = 3¢, azaz c = %
2
Pitagorasz-tétellel megkapjuk a hianyzo6 befogot: b = <%) -5 = %
m Az A, B, C és D pontok ebben a sorrendben illeszkednek egy egyenesre. Tudjuk, hogy
AB = BC. Az AD atmér6ji kort az AD-re B-ben meréleges egyenes a P és a Q pontban metszi.
A BD atméréji kort a BD-re C-ben meréleges egyenes a K és az L pontban metszi. Igazoljuk, hogy

PKLQ négyszog koré irt korének B a kézéppontja.

53—-p

A Thalész-tétel alapjan APD és BKD haromszogek (valamint az AQD és BLD haromszogek) de- A B C
rékszoglek.
Az ADP és AQD haromszdgben alkalmazzuk a magassagtételt, a BKD és a BLD haromszdg-
ben a befogotételt, tovabba tudjuk, hogy AB = BC, igy kapjuk, hogy BP = BQ = BK = BL. 0
Vagyis a PKLQ négyszog koré irt kdrének valdban B a kdzéppontja.

[AF] Az A, B, C és D pontok ebben a sorrendben illeszkednek egy egyenesre. Tudjuk, hogy
AB = BC. Az AD atmér6ji kort az AD-re B-ben meréleges egyenes a P és a Q pontban metszi.
A BD atméréjl kort a BD-re C-ben meréleges egyenes a K és az L pontban metszi. Hatarozzuk
meg a PKQ<L nagysagat!

Az el6z6 feladat allitasa szerint PKLQ négyszog koré irt korének B a kdzéppontja. Mivel B pont
a PQ szakasz felez6pontja, ezért a Thalész-tétel alapjan PKQ< = 90°.
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10. Sokszogek
ERCEH Hany atloja van a

a) 6; b) 8; c)11; d) 103
oldalu konvex sokszognek?

n(n-3)
2
a)o9; b) 20; Q) 44, d) 5150.

Felhasznaljuk az képletet az atlok szamara.

IEAEA gy konvex sokszogben megrajzoltunk 60 darab &tlot. Tudjuk, hogy ekkor tébb mint a
felét megrajzoltuk. Hany oldalu lehet a sokszog?

n(n—3)

Legyen az oldalak szama n. A széveg szerint: 60 < 5

<120, azaz 120 < n(n— 3) < 240.
Vagyis az n lehetséges értékei: 13, 14, 15, 16, 17.
IEREA cgy konvex sokszogben az atlok szama

a) 44; b) 170; c) 230; d) 527.
Hany oldalu a soksz6g?

n(n-—3)

Felhasznaljuk az 5

at; b) 20; q) 23; d) 34.

képletet az atlok szamara.

IEXCEA Hany oldala van annak a konvex sokszognek, amelyben az atlok szama egyenlé az ol-
dalak szamaval?

(n-3)

..n
A szbveg szerint: 5

Az egyenlet két gydke kozul csak az n = 5 pozitiv, igy 5 oldala van annak a konvex sokszdgnek,
amelyben az atlok szama egyenld az oldalak szamaval.

IEXEH Viekkora az

a)5; b)7, c) 15; d) 102.
oldalu konvex sokszdg belsé szogeinek 6sszege?

=n, azaz n*— 5n= 0.

Felhasznaljuk az (n — 2)- 180° képletet a bels6 sz6gek Gsszegére.
a) 540°; b) 900¢, ) 2340¢, d) 18 000°.

IEAZEH Hany oldala van annak a konvex sokszognek, melyben
a) 3420°, b) 3960°; c) 8460°; d) 18 000°
a bels¢ szbgek 6sszege?

Felhasznaljuk az (n — 2)- 180° képletet a bels6 szogek dsszegére.
a)21; b) 24; c 49, d) 102.

IEAEA Mekkora a szabalyos sokszog egy szoge, ha oldalainak szama
a)8; b)9; c)12; d)15?

Felhasznaljuk az (n — 2)- 180° képletet a bels6 sz6gek 6sszegére, valamint tudjuk, hogy a sza-
(n—2)-180°

—

a) 1359 b) 1400; c) 150¢°; d) 156°.

balyos sokszdg minden szdge egyenld. Vagyis egy szog:



IERCEH Lehet-e egy sokszagben a belsé szogek Gsszege 4590°?

Felhasznéljuk az (n — 2)- 180° képletet a bels6 sz6gek 6sszegére:
(n—2)-180° = 4590°, amib6l n = 27,5.
Vagyis nem lehet egy sokszdgben a belsé szogek dsszege 4590°.

IEXEH Lehet-e egy sokszogben négy olyan belss szoget vélasztani, amelyeknek 6sszege 321°?

A kivalasztott négy belsé szdg és a hozzajuk tartozd négy kilsé szog dsszege 4 - 180° = 720°,
vagyis a négy kiilsé szog 6sszege: 720°— 321° = 399° lenne. Ez azonban lehetetlen, mert az
0sszes kilsé sz6g 6sszege 360°.

KL= gy konvex hatszog belsejében vegytink fel hat pontot gy, hogy a csticsokkal egyiitt
kapott 12 pont kozul semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Kossiik dssze paronként a pontokat
szakaszokkal! Az 6sszekoté szakaszok nem metszhetik egymast! Az Osszekdtéseket addig vé-
gezzUk, amig az eredeti hatszdget csak haromszdgekre vagjak szét ezek a szakaszok. lgazoljuk,
hogy ilyen moédon a hatszég mindig ugyanannyi haromszogre vaghaté!

Osszeszamoljuk az igy kapott haromszdgek belsé szogeinek dsszegét!
Ezek a haromszdgek tartalmazzak a hatszdg ¢sszes belsd szogét, valamint a belsé pontok koruli

360°-0s teljes szogeket. [gy a sz6gdsszeq: 720°+ 6 - 360° = 2880°. Mivel 218880?’0 =16, igy min-

den esetben 16 haromszog alakul ki.

11. Haromszogek, négyszégek, sokszégek teriilete

EAC®] szamitsuk ki az

a)a=17,b=10,c=9;

b)a=15b=14,c=13

oldalhosszusagokkal megadott haromszog terdletét!

a) Ismerjuk a haromszog terlletképletét: t = a‘zma

. Ahhoz, hogy kiszamithassuk a terlletet,
elészor valamelyik oldalhoz tartozé magassagot kell meghataroznunk.

A vizsgalt haromszdgben az a oldal a leghosszabb, ezért a magassag T talppontja az ol-
dalszakaszra esik. A T pont két részre vagja az oldalt, legyen az egyik szakasz x, a masik 17 — x
hosszusagu. Az igy kapott két derékszogli haromszogre (ABT-re és ACT-re) felirjuk a Pitago-
rasz-tételt:

C X T 17 —x B

mi+ x*=100
mi+ (17 — x) = 81
Az igy kapott kétismeretlenes masodfoku egyenletrendszer megoldasahoz vegyik az elsé
és a masodik egyenlet kilénbségét: —289 + 34x =19.

4y — 194
Ebbdl: x = 7

MATEMATIKA
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Az m_magassagot az els6 egyenletbdl szamitjuk ki:

17-72
Vagyis: t = —5 = 36.

b) Az el6z6 megoldas gondolatmenetét kovetve: t = 84.

PAL®] szamitsuk ki az

a)a=20,b=15c=7;

b)a=50,b=41,c=39

oldalhosszusagokkal megadott haromszog beirt kdrének sugarat!

a) A haromszog terlletét a tanult modszerrel kiszamitjuk a harom oldal ismeretében: t = 42.
Tudjuk, hogy t = ps, ahol p a beirt kor sugara, s pedig a kerulet fele.
Ebben a feladatban: s = 21.
Vagyis 42 = p-21.
A haromszog beirt kdrének sugara: o = 2.

b) Az el6z6 megoldas gondolatmenetét kovetjuk.
t=780, s =65, ami alapjan: o =12.

EME] szamitsuk ki az

a) a=40,b=30,c=14;

b)a=100,b=82,c=78

oldalhosszusagokkal megadott haromszdg hozzairt kéreinek sugarat!

At=ps(s—a)= ob(s—b)= pc(s— c) teruletképleteket fogjuk hasznalni, ahol o. az x oldal-
hoz hozzairt kor sugara, s pedig a kerllet fele. A teriletet a tanult médszerrel kiszamitjuk a
harom oldal ismeretében.

a) t=168,s=42, ami alapjan: .= 84, oo =14, oc = 6.

b) t=3120, s = 130, ami alapjan: 0, =104, 0, = 65, oc = 60.

EMX] igazoljuk, hogy a pitagoraszi szamharmasokkal megadott haromszogek is Heron-félék!

Ezen haromszogek oldalainak hossza egész mérészamu, ezért csak azt kell igazolni, hogy a te-
rilet mérészama is egész szam.

A derékszogl haromszogek teriilete az a és b befogd ismeretében a t = % képlettel kisza-

mithaté. Ez csak akkor nem egész, ha a és b egyike sem paros. Megmutatjuk, hogy nincs olyan
pitagoraszi szamharmas, amelyben a két befogd hossza paratlan.
Tegytk fel, hogy van ilyen! Legyen a = 2m+1, b= 2n+1, ahol m, n € N.
Ekkor = (2m+ 1+ (2n+ 1Y = 4m>+ m+n’+ n) + 2.
eN
Tudjuk, hogy c egész, és lathatdan c? 4-es maradéka 2. Ez lehetetlen.
Vagyis a pitagoraszi szamharmasokkal megadott haromszdgek valdban Heron-félék.

E®] szamitsuk ki az ABCD konvex négyszog teriiletét, ha az oldalak hossza:
a) AB=8,BC=6,CD=9, AD=17 és a B csucsnal lévs szdg 90°-0s;
b) AB=7+3,BC=7,CD =15, AD =13 és az AC 4tl6 hossza 14!

a) Az ABC derékszogli haromszog atfogoja (ami az ABCD négyszdg egyik atloja) Pitagorasz-té-
tellel kiszamithaté: AC =10.
Az ABC derékszdgl haromszdg tertlete: t= 24
Az ACD haromszdg minden oldala ismert, a tanult médszerrel a terilete: t, = 36.
Vagyis az ABCD négyszdg terllete: t = ti+ & = 60.
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b) Mivel az ABC haromsz6g oldalaira: (7«/§)2+ 72 =142, ezért ez derékszog.

Az ABC derékszdgli haromszog tertilete: t= 24,5v'3.
Az ACD haromszdg minden oldala ismert, a tanult modszerrel a terilete: t; = 84.
Vagyis az ABCD négyszog teriilete: t = ti+ b= 24,5v/3 + 84 =~ 126,44.

[F®] Hatarozzuk meg az r sugaru kérbe irt és a kor koré irt szabalyos
a) hatszog;

b) nyolcszog

terlletét!

a) Az r sugaru korbe irt szabalyos hatszog feldarabolhaté 6 db r oldalt szabalyos haromszogre,

6.°V3 _3rV3
4 2

ezért a terllete: t =

Az r sugaru kor koré irt szabalyos hatszog feldarabolhaté 6 db olyan szabalyos hatszdgre,

amelyekben a magassag r. Pitagorasz-tétellel kapjuk az oldalt: a = j% ezért a hatszog te-
2
(75) 2

rulete:T:6~#:2r2\/§. - g
b) Az r sugaru korbe irt szabalyos nyolcszdget négy egybevagd deltoidra tudjuk szétvagni. Az

egyik deltoid a rajzunkon az ABCK. A deltoid atldinak hosszat meg tudjuk hatarozni. KB = r, A

CA = rv/2, mert AKC egyenl6 szaru derékszogi haromszog.

Vagyis az r sugaru korbe irt nyolcszog terilete: t = 4‘¥ =2r7V2. E

Az r sugaru kor koré irt szabalyos nyolcszog felvaghato nyolc olyan egyenld szart harom-
szdgre, amelyeknek az alaphoz tartozé magassaga r, a szarszoge pedig 45°. Egy ilyen ha-
romszdgnek még az alapjat kell meghataroznunk, hogy ki tudjuk szamitani a teriletet.

Legyen a nyolcszog oldala x, ekkor PA = QB = X_ Vagyis: 2=+ x+ -2 = 2r, amibél ? 5 A P
gy y g f = =75 gyis: 75 7=
2 C X f H
X = 7 r.

2 +1 R A

Az ABK haromszag terllete: L :
V241 D
Vagyis az r sugaru kor koré irt nyolcszog teriilete: T= 8 p
V2 41

ALE] A tizenkétszoget az abran lathatd modon tizenkét egyenld szari haromszogre vagtuk.
A tizenkét sikidom felhasznalasaval rakjunk ki harom négyzetet!
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A megoldast lathatjuk az alabbi dbran. A hdromszdgek szbgei és oldalai segitségével belathato,
hogy ezek valdban négyzetek.

EMF] Egy haromszog beirt korének sugara 2, a hozzairt koreinek sugara pedig 3, 10 és 15.
Mekkora a haromszdg terilete?

Hasznéljuk a kovetkez6 teriletképleteket: t = 0a(S—a) = 0b(S— b) = 0c(s—C) = ps.
Szorozzuk 6ssze a megfelelé oldalakat: t* = s(s— a)(s— b)(s — €)pa0b0c0.

Felhasznaljuk a Heron-képletet: ¢ = s(s— a)(s— b)(s— ¢), igy kapjuk a kovetkezd osszefiig-
gést: £ = 0a0b0c0.

A megadott adatokkal: = 3-10-15-2, vagyis t = 30.

EMZF] 1gazoljuk, hogy a derékszogi haromszog beirt korének és a befogokhoz hozzairt kérei-
nek sugara egyUtt annyi, mint az 4tfogéhoz hozzairt kér sugara.

Hasznéljuk a kovetkez6 terlletképleteket: t = pa(s—a) = ob(s— b) = oc(s— ¢) = ps, ahol o,
az a oldalhoz, p» a b oldalhoz, o a c oldalhoz hozzairt kér sugara, s pedig a haromszog kert-
letének a fele.

Ekkor a bizonyitand¢ allitas a kdvetkezd alakban irhato:

11, 1 1

s—c sTs—a's—b

el e_atbtC a2 2 2 2
Mivel s = ,ezert'a+b_c_a+b+c+—a+b+c+a—b+C'
Rendezve: 1 ! ! + :

atb-c at+b+tc c—(a—-b) c+(a-b)
2C _ 2¢C
(a+by-c J—(a-by’
A két tort pedig egyenld, mert a nevezdjik is egyenld. Felhasznaljuk, hogy derékszégl harom-
szdgek esetén a’+ b’ — *= 0.
Ezzel az allitast igazoltuk.

12. Kertileti sz6gek, latoszégkdriv (Emelt szint)

EACE] Adjuk meg az adott kézépponti sz6ghoz tartozo kerileti sz6g nagysagat!
a) 739 b) 85¢; c) 101°41"; d) 105°39'.

a) 36,5° b) 42,5 ¢) 50°50'30"; d) 52°49'30".

P& Adjuk meg radianban azokat a kerileti szogeket, amelyek egy kor kertletének
1. 2. 1. 3
a) T b) = o) 9 d)5

részéhez tartoznak!

. 27 . . 37
a) & b)?, ¢ = d) =



EM®] Mekkora szoget zarhat be egymassal a szabalyos
a) Otszog; b) hétszog; ¢) kilencszog d) tizenkétszog
egy cslcsbol huzott két atlgja?

A szabalyos sokszogek koré irt korét a sokszog cstcsai azonos ivhosszakra daraboljak. Ebbél
adddoan az egy csucsbol kiinduld &tlok a sokszdg egy szogét egyenld részekre bontjék.

a) A szabdlyos 6tszog egy szoge 3: 15800 = 108°. Egy csucsbol két 4tl6 indul, és ezek harom
részre osztjak ezt a szoget, tehat az egy csucsbdl kiinduld két atlo altal bezart sz6g 36°.

b) A szabalyos hétszdg egy szdge %800 = %OO Egy csucsbdl négy atld indul, és ezek 6t
részre osztjak ezt a szoget, tehat az egy cstcsbdl kiinduld szomszédos atlok altal bezart szog
18700. Az azonos csucsbol induld két atlo hajlasszoge m-@ lehet, ahol m lehetséges ér-
tékei: 1, 2, 3.

¢) A szabalyos kilencszég egy szége %800 = 140°. Egy csucsbol hat atl6 indul, és ezek hét

részre osztjak ezt a szoget, tehat az egy cstcsbdl kiinduld szomszédos atlok altal bezart szog

20°. Az azonos csucsbol induld két atld hajlasszége m-20° lehet, ahol m lehetséges értékei:

1,2,3,4,5.

10-180°
12

tiz részre osztjak ezt a szodget, tehat az egy csucsbol kiinduld szomszédos atlék altal bezart

sz6g 15°. Az azonos csucsbol indulé két atl6 hajlasszdge m - 15° lehet, ahol m lehetséges ér-
tékei: 1, 2, 3,4,5,6,7, 8.

d) A szabalyos tizenkétszog egy szoge = 150°. Egy csucshdl kilenc 4tlé indul, és ezek

FA®] Megrajzoltunk egy haromszoget a koré irt korével. A haromszog csticsai a kor kertletét
4:5:6 ardnyban osztjak harom részre. Szamitsuk ki a haromszog belsé szogeinek nagysagat!

A kdzépponti szogek: 4x, 5x, 6x. Ezekre: 4x + 5x+ 6x = 360°, azaz x = 24°. Mivel a kozép-
ponti szogek: 96°, 1200, 144°, ezért a haromszog szdgei (amik ezekhez tartozé keruleti szogek):
480, 60°, 72°.

EA®] Hany kozos pontja lehet egy egyenes és egy AB szakasz y szogui latdszogkorivének?

Lehet: 0, 1, 2, 3, 4, az dbra mutat egy-egy példat.

MATEMATIKA
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X 1gazoljuk, hogy egy korben az azonos ivhez tartozoé érintdszard kerileti sz6g az ugyan-
ehhez az ivhez tartozo kézépponti szog felével egyenlé.

Mivel KABXL = KBA< = 90° — a, ezért valéban az A csucsnal 1évé érintészaru kerdileti sz6g az
ugyanehhez az ivhez tartozo kdzépponti szog felével egyenld.

X

ﬂ/ ’

13. Hurnégyszégek

m Soroljuk fel azokat a négyszogeket, amelyek hurnégyszogek is!

Négyzet, téglalap, hurtrapéz, derékszogl deltoid.

P& 1gazoljuk, hogy a rombuszok kéziil csak a négyzet lehet hurnégyszog!

Tudjuk, hogy egy négyszdg akkor és csak akkor hurnégyszog, ha két szemkozti szogének dsszege
180°. Ha a rombusz két szemkdzti szoge hegyes, akkor a masik ketté tompa. Ezért csak akkor

teljesil a tételben megfogalmazott feltétel, ha a két-két szemkdzti sz6g 90°-0s. Vagyis a négy-
sz0g négyzet.

EML®] Egy hurnégyszogben valamely harom szég aranya
a) 3:4:5; b) 4:5:6.
Mekkorak lehetnek a négyszdg szdgei?

a) A hurnégyszog szemben fekvé szogeinek 6sszege 180°. A kivalasztott szogek haromféle-
képpen helyezkedhetnek el egymashoz képest.

I. eset: 3¢ és 4o fekszik egymassal szemben. Ekkor ¢ = @
A hurnégyszog szogei: 3p = 3 @ = 77,14°, 4¢ = 4~@ ~ 102,86°, 5¢ = 5~@ ~

~ 128,57° és a negyedik sz6g 180°— 128,57° = 51,43°.

Il. eset: 3¢ és 5¢ fekszik egymassal szemben. Ekkor ¢ = 22,5°.

A hurnégyszog szogei: 3¢ = 3-22,5°= 67,5° 5¢=5-225°= 112,5°, 4dp = 4-225°=
=90° és a negyedik sz6g 180° — 90° = 90°.

lll. eset: 4¢ és 5¢ fekszik egymassal szemben. Ekkor ¢ = 20°.

A hurnégyszog szogei: 4¢ = 4-20°= 80°, 59 = 5-20°= 100°, 3¢ = 3-20° = 60° és a ne-
gyedik sz6g 180° — 60° = 120°.

b) Ez el6z6 feladat gondolatmenetét kovetjik.
I eset: 4¢ és 5¢ fekszik egymassal szemben.
A hurnégyszdg szdgei: 80°, 100°, 60°, 120°.
Il. eset: 4¢ és 6¢ fekszik egymassal szemben.
A hurnégyszdg szdgei: 72°, 108°, 90°, 90°.
Il. eset: 5¢ és 6¢ fekszik egymassal szemben.
A hurnégyszog szogei: kb. 81,82°, kb. 98,18°, kb. 65,45°, 114,55°.



FAL®] Bizonyitsuk be, hogy a haromszog magassagpontjanak az
a) oldalakra;

b) oldalfelez& pontokra

vonatkozo tikorképei a haromszog koré irt kérén vannak.

a) Készitstink abrat és hasznaljuk az abra jel6léseit! <
A CT,MT, négysz6g hurnégyszdég mert két szemkozti ‘
sz6gének osszege 180°. Ezért a masik két szemkozti sz6- D
gének 06sszege is 180°, vagyis TMTLL = 180°— 7. A"
TMT, L = AMB<, mert csucsszogek. Az AB egyenesre
M pontot tukrézve kapjuk az M, pontot. A tlkrézés ‘
miatt AMB< = AMsB<(, vagyis AM:B<L = 180°— 7. A
Belattuk, hogy ACBM, négyszdgben a C cstcsnal és az \' B
M, cstcsnal 1éve két szog dsszege 180°. Vagyis ez hur- ,
négyszog. Ez azt jelenti, hogy M, rajta van az ABC ha- Ms

romszog koré irt korén.

b) Készitstink abrat! A bizonyitast az el6z6hoz hasonléan végezzik el.

m Az ABC hegyesszdgl haromszog A cstcsbol induld magassag talppontja T,, B csucsbol
indulé magassag talppontja T,. Bizonyitsuk be, hogy a T,7,C haromszdg hasonld az ABC ha-
romszdghoz!

Az AB szakasz Thalesz-korére illeszkedik a két talppont, ezért ABT,T, hirnégyszdg. Vagyis a
T,-nél lévé kilsé sz6g nagysaga egyenld a B-nél 1évé belsé szogével. (Hasonldan a T,-nél lévs
kils6 sz6g nagysaga egyenld az A-nal 1évé belsd szogével.) A megfelel§ szogek egyenlésége
miatt: ABCa ~ TRCa.

[AE] £gy haromszog szogei: 34°, 70°, 76°. Szamitsuk ki a harom magassagtalppontja altal
meghatarozott haromszdg (a talpponti haromszog) szdgeinek nagysagat!

Az ABC haromszdgben az A-bol és B-b6l indulé magassagok talppontja T, illetve T,. Az ABT T,
harnégyszdg, mert T, és T, rajta van az AB Thalész-kérén. Mivel hurnégyszog, ezért T -nél «,
T,-nél B kils6 sz6g talalhato. Ezt alkalmazzuk a BCT,T, és a CAT,T, hirnégyszégekre is. A kapott
szogeket az abran lathatjuk.

Vagyis a talpponti haromszég belsé szogei: 180° — 2, 180° — 23, 180° — 27.

A megadott adatokkal: 112°, 40°, 28°.

MATEMATIKA
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EAF] Az ABC haromszdgben megrajzoltuk az A és a B csticsbol induld két szogfelezét. Ha a
beirt kor kdzéppontja, a két szdgfelezé szemkozti oldallal alkotott metszéspontja, valamint a
C csucs hurnégyszoget alkot, akkor mekkora a haromszdg C cstcsanal 1évé sz6g nagysaga?

Az ABC haromszdgben az A és a B csuicsbol indulod két szogfelezé a szemkozti oldalt a P és a Q
pontokban metszi. A beirt kér kdzéppontja legyen K.

C

Tudjuk a feladat szovege szerint, hogy most a CQKP hurnégyszoget alkot, ezért
QKPP = 180°— 7. Az AKB<L = 180° — 7, mert QKPX és AKB< csucsszogek. Az AKB harom-

szbgben a belsé szogek Gsszege: %'f‘ §+180°— y =180°, azaz a + f = 2y. Ebbdl kovetke-

zik, hogy @ + S+ 7 = 3y, ami szerint 3y =180°. Ezek alapjan a haromszdg C cstcsanal 1évé
szdge 60°.

m Alkalmazzuk téglalapra a Ptolemaiosz-tételt! Milyen 6sszefliggést kapunk?

A Ptolemaiosz-tétel alapjan tudjuk, hogy a hudrnégyszogek atldinak szorzata egyenlé a szem-
kozti oldalak szorzatanak ¢sszegével.

Téglalap esetén: ¢ = a’+ b?. Ez a Pitagorasz-tétel.

m Egy hurtrapéz alapjai a és ¢, a szara b, az atldja e hosszUsagu. Igazoljuk, hogy az a és ¢
oldallal megadott téglalap tertlete egyenlé az e — b és e + b oldallal megadott téglalap tertle-
tével!

Alkalmazzuk a Ptolemaiosz-tételt: e* = ac+ b?, amit e’— b’ = ac, azaz (e — b)(e+ b) = ac
alakban is irhatunk. Ez pedig a bizonyitand¢ allitast jelenti.

14. Erinténégyszégek

A& soroljuk fel azokat a négyszogeket, amelyek érinténégyszogek is!

Négyzet, rombusz, konvex deltoid.

P& Eqy érinténégyszog harom oldala ebben a sorrendben: a, b, c. Mekkora a negyedik ol-
dala?

A negyedik oldal legyen x. Ekkor a+ ¢ = b+ x, vagyis x=a+ c—b.



EM®] Bizonyitsuk be, hogy ha egy hurtrapéz érinténégyszog, akkor a magassaga a két parhu-
zamos oldalanak a mértani kézepe!

Készitstiink abrat és hasznaljuk az abra jeldléseit!

b b
b b
a m a
D1 a—-b
a a

A Pitagorasz-tétel szerint: m*+ (a— by = (a+ by, amibél m = v2a-2b.
Valéban, ha egy hurtrapéz érinténégyszog, akkor a magassaga a két parhuzamos oldalanak
a mértani kdzepe.

IM®] Az ABCDEF hatszognek van beirt kore. Igazoljuk, hogy ekkor:
AB + CD + EF = BC + DE + FA.

Tudjuk, hogy killsé pontbol a kérhdz huzott érintészakaszok hossza egyenlé. Abrankon az
egyenld szakaszokat bejeldltik.

AB+CD+EF=a+b+c+d+e+f, BC+DE+FA=b+c+d+e+f+a.
Ezzel igazoltuk az allitast.

EME] Az 5, 12, 13 oldalhossztsaggal adott derékszogl haromszoget az atfogdjara mersleges
egyenessel szétvagjuk egy érinténégyszogre és egy derékszdgl haromszdgre. Hatarozzuk meg
a négyszdg oldalainak hosszat!

I eset:

A két derékszdgli haromszdg hasonlésagabdl:
Yy _12-x _5(12-x)
5= 13+ ¥ Y=z
7z _12—x _12(12 - x)
5= g3 azaz Z=—a3—"

A hurnégyszogben az oldalakra:

5+y=x+(13-2), azaz 5+W=X+<B_W>'

4l y—10 10 _ _
Ebbolx_3,y_3,z_8.

10 1
3

o

A négyszog oldalainak hossza: ,56s5.

wl
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X Il. eset:
x e . .12 .13
v 13— x Az el6z8ekhez hasonldan jarunk el. Kapjuk, hogy x=1, y = 5 2= ¢
. . . : 12 12
A négyszdg oldalainak hossza: 12, 12, = 5
12

15. Kérhoz huzott szelok és erintok

m A 8 cm sugaru korhoz a kdzéppontjatél 16 cm tavolsagban 1évé P pontbdl olyan szel&t
hdzunk, amelyen a révidebb szelészakasz 9 cm hosszu. Milyen hosszi a masik szel6szakasz?

Tudjuk, hogy a kérhdz egy kiilsé pontbol huzott szel6kon a szel6szakaszok szorzata allandd.

Vagyis: PA-PB = PC-PD, a mostani adatokkal: 8-24 = 9-PD.

A keresett szel6szakasz hossza: PD = % cm.

PAL®] Az 5 cm sugaru korhoz a kozéppontjatol 15 cm tavolsagban lévé P pontbél olyan szelst
hazunk, amelyb6l a kér 3 cm hosszusagu hurt vag ki. Milyen hosszu a révidebb szel6szakasz?

Tudjuk, hogy a kérhoz egy kuilsé pontbdl huzott szel6kon a szel6szakaszok szorzata allando.

D

o

Vagyis: PA-PB = PC-PD, a feladatban szerepl6 adatokkal: 10-20 = PC-(PC+ 3).

Az igy kapott masodfoku egyenlet pozitiv megoldasa: PC = _3% V809

A keresett szel6szakasz hossza kb. 12,72 cm.



EM®] Egy hurnégyszog 3 cm és 8 cm hosszd oldalanak meghosszabbitasa a kéré irt kérén kvl
metszi egymast. A metszésponttdl 15 cm-re van a révidebb oldal tavolabbi csticsa. Milyen messze
van a metszésponttol a hosszabb oldal tavolabbi csucsa?

A szbveg alapjan a kovetkezd abrat készithetjik el:

Tudjuk, hogy PA-PB = PC-PD, azaz: x-(x+ 8)= 12-15.
Egyeduli pozitiv gydk az x =10.
Vagyis 18 cm-re van a metszésponttél a hosszabb oldal tavolabbi cstcsa

EME] Az ABCD hurnégyszogben az atlok metszéspontja legyen M. Tudjuk, hogy AM = 3,
BM =4, CM = 8. Adjuk meg az atlok hosszat!

Tudjuk, hogy AM-CM = BM-DM, azaz 3-8 = 4-DM. Ezek alapjan: DM = 6.
Az atlok hossza: 11 cm és 10 cm.

B Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos tizsz6g oldala a koré irt kér sugaranak aranymetszeté-
vel egyenld!

A szabalyos tizszdg a koré irt kor K kbzéppontjabdl tiz egybevagd egyenlé szarl haromszogre
vaghato. Egy ilyen haromszdg alapja lesz a szabalyos tizszdg oldala, a szara lesz a szabalyos tiz-
sz6g koré irt korének sugara, a szarak altal bezart sz6g pedig 36°.

Az A-bdl induld szogfelezdt berajzoltuk, megallapitésainkat rogzitettik az abran. A szogek
alapjan megallapithatd, hogy ABKa ~ BPAA.
r—a

a
Ez pedig a bizonyitand6 allitast jelenti.

. gz
Vagyis: .

16. Hasonlo sikidomok tertilete

EAC&] Hogyan valtoztatja meg a sikidomok tertletét a
a) A= a: b i=1; 9 A=11 d)ﬂz%

aranyu hasonlosagi transzformacio?

a) 16-szorosara; b) kilencedére; ¢) 1,21-szorosara; d) 245 -szOrosére.

m Milyen pozitiv aranyd hasonlosagi transzformacié valtoztatja egy sikidom terlletét az
a) Otszorosére; b) negyedére; c) %—ére; d) %—szoroséra?

a)i=v5: b)ﬂ:%; C)A:‘/g; d) A= %
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EM®] Egy termet terveink szerint 480 darab burkolélappal lehetne burkolni.

a) A tervezett lapokhoz hasonlé lapokbol 214 darabbal megoldhaté a burkolés. A tervezett és
a felhasznalt burkolélapok kdzétt milyen ardnyl a hasonlésag?

b) Hany darabot vasaroljunk a tervezetthez hasonlo, és 0,8-szer kisebb hosszméreti lapokbdél?
(Az esetleges hulladékkal most ne szamoljunk!)

X

a) Ha a terem terilete x, akkor az eredetileg tervezett burkoldlap tertlete 730"

a lerakott lapok

X

kozul egynek a terilete 514"

A tertiletek aranyanak négyzetgyoke adja a hasonlosag aranyat:  /=2—: -X_ ~15.

4
5

122 -ét fedik, tehat az eredeti 480 db helyett 480: % = 750 darabot kell va-

b) A burkolélapok megfelel6 oldalainak ardanya =, emiatt az Uj lapok darabonként az eredeti

lapok terlletének

sarolnunk.
IM®] Az abran lathatd haromszoget az AB = 24 cm hosszu oldalaval parhuzamos PQ = 15 cm-
es szakasz egy trapézra és egy haromszogre vagja.

Hogyan aranylik egymashoz a két sikidom tertlete?

A megfeleld szogek egyenlésége miatt ABCa ~ PQCx .

Tudjuk a megadott adatok alapjan, hogy a hasonlésag aranya: % = % azaz % = %

A két hasonld haromszog terlletének aranya: %: % Azaz t = 25q, T = 64q, ahol q az ara-
nyossagi tényezd. Ezek szerint T— t = 64q — 259 = 39q.

A két sikidom teriletének aranya: %

E®] Eqy haromszog alaku viragagyast az egyik oldalaval parhuzamos egyenessel két egyenlé
terletl részre szeretnénk osztani. Milyen aranyban osztja ez a parhuzamos az oldalhoz tartozé
magassagot?

Tudjuk, hogy Teor _ 1 Epor a hasonlésag aranya: 1A megfeleld haromszégek magassa-
tcas 2 /2
inak i anya: M= 1
gainak is ez az aranya: - 75
: m _ 1
Vagyis M= 731

[FE] Egy haromszoget a 24 cm hosszi magassagara meréleges egyenesekkel harom egyenls
tertletd részre vagtunk. Milyen darabokra vagjak ezek az egyenesek a magassagot?

A parhuzamos oldalak miatt DECa ~ ABCx, FGCa ~ ABC, (a sz0gek paronként egyenl&k).

A hasonlésag aranya \/I illetve \/g
( T T_ ]2 2
gy CH = CJ/;_ 24~\/;_8~/§, C= CJ\/;_ 24~\/;_8~/€.

Vagyis CH = 8v3 =~ 13,86 (cm), HI = 8(V6 — v/3) =~ 5,74 (cm), I/ = 24 — 8v6 ~ 4,40 (cm).



A®E] Az ABCD téglalap alaku viragiiltetvény AB oldalanak felezépontja F. Az AC és FD szaka-
szok metszéspontja M. Az AFM haromszog alaku tertletet rézsaval Ultették be; ennek terllete
400 m?. Az MCD haromszog alaku tertletet pedig tulipannal Ultették be.

a) Mekkora a terllete a tulipdnnal beultetett résznek?

b) Mekkora a téglalap alaku viragultetvény tertlete?

D C

tulipan

rézsa

a) Lathatd, hogy AFMa ~ CDMa, mert a szégeik paronként egyenlék. A hasonldsag aranya

]

N|—

hiszen F az AB oldal felez6pontja, igy AF:CD = 1:2.

A hasonl6 sikidomok terllete a hasonlésag aranyanak négyzetével aranyos, ezért az AFMa
terllete negyede a CDM, teriiletének.

Ezért a tulipannal bediltetett rész terilete 4-400, azaz 1600 m2.

b) Az AMD és az MCD haromszogek D-bél indulé magassaga megegyezik. Az el6z6 részben
lefrt hasonlésag miatt AM:MC =1:2, vagyis MC = 2 - AM . Ezek alapjan az AMD haromszdg
tertlete fele az MCD haromszog tertletének. Mivel MCD haromszog tertletét 1600 m?-nek
szamoltuk, ezért AMD haromsz6g tertlete 800 m?. Ezek szerint az ACD haromszog terllete
(azaz a téglalap felének a teriilete) 2400 m?.

Vagyis a téglalap alaku viragultetvény tertlete 4800 m?.

17. Hasonlo testek térfogata

EAC&] Hogyan valtoztatja meg a testek térfogatat a
Y -1 _ 4. _3
a) A=2; b)A_3, c)ﬂ—3, d)A—5

aranyl hasonlésagi transzformacio?

. . I 64 . . 27 .
a) 8-szorosara; b) 27-ederé; c) >7 ére; d) 158 ére.
FALE] Milyen pozitiv aranyu hasonldsagi transzformacio valtoztatja a testek térfogatat a
a) kétszeresére; b) huszonhetedére; ¢) 287 -ara; d) felére?

—3/7- 1. _3. s \/I
a)i=¥2; b)A=g; JA=3; dA=3/5.

EM®] Egy uditsitalt 34 cm magas 2 literes palackokban arusitanak. Milyen magassaguak a
0,5 literes és az 1 literes palackok, ha a haromféle palack hasonlé egyméashoz?

Legyen a 0,5 literes palack m,, az 1 literes pedig m, magassagu. Ekkor a hasonl¢ testek térfo-

gatdra tanult tétel alapjan:
(Dy=092,  ebbsl  m=21,4 (cm)
A masik magassag esetén:

31

(%) =5 ebbdl m, = 27,0 (cm).
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IA®] Egy m magassagu gulat a magassaganak felezépontjara illeszkeds és az alaplappal par-
huzamos sikkal két részre vagtuk. Milyen aranyu lesz a két rész térfogata?

A két hasonlé gula esetén a hasonlésag aranya: % a térfogatok aranya: %

Azaz a két rész térfogatanak aranya: 1

7

8
27

kapott téglatest felszine, térfogata, testatldja az eredetihez képest?

FA®] Egy téglatest minden élhosszanak a

-szeresét vesszik. Hanyszorosa lesz az Uj élekkel

A hasonlésag aranya: %

A felszinek aranya: % = % mert a hasonlo6 sikidomok teriiletének arédnya a hasonlésag ara-
nyanak négyzetével aranyos.

A térfogatok aranya: % = 1516283' mert a hasonlé testek térfogatanak aranya a hasonlésag
aranyanak koébével aranyos.

A testatlok aranya: % = % mert a megfelel® szakaszok hosszanak aranya a hasonldsag ara-

nyaval aranyos.



Trigonometria

1. Tavolsagok meghatarozasa aranyokkal

EAC&] Hatarozzuk meg a
a) 30°-0s; b) 45°-0s
derékszogl haromszogben az oldalak aranyat!

a) Legyen a rovid befogod hossza a, ekkor tudjuk, hogy az atfogd 2a, a hosszabb befogd pedig
a Pitagorasz-tétel alapjan v'3a.
Vagyis az oldalak aranya: a:b:c = 1:v3:2.

b) Legyen a befogé hossza a, ekkor tudjuk, hogy az 4tfogo a Pitagorasz-tétel alapjan v'2a.
Vagyis az oldalak aranya: a:b:c= 1:1:v2.

EME] Hatarozzuk meg a 15°%-0s derékszogi haromszogben az oldalak aranyat!

Nézzink egy 30°-os derékszogl haromszdget, amelyben az oldalak hossza: 1, @ % 5
A 30°-0s sz6g szogfelezéje a szemkdzti oldalt x és 1 — x hosszUsagu darabra vagja. :
— X
2
A szogfelezd osztasaranyara vonatkozo tétel szerint: i i(x = @ amibél 2x = v/3 — V/3x, azaz D
X
/3 V3(2-v3)
X = = =2/3-3.
2++V3 1 < V3

Az ACD derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:
AD = /(23 -3/ +(V3V =v24-12/3.
Vagyis az oldalak aranya: AC:CD:DA = v3:(2v/3—3):¥/24-12V3 .

EML&] Szogmérs és vonalzé segitségével rajzoljunk

a) 25°-0s; b) 40°-0s; ¢) 70°-0s

derékszogl haromszoget. Méréssel és szamitassal hatarozzuk meg a szoggel szemkozti befogd
és az atfogd aranyanak kozelitd értékét!

A rajzok elkészitése utan a megfelel6 szakaszok hosszat megmérve a kapott értékek:
a) kb. 0,4;
b) kb. 0,6;
¢) kb. 0,9.

FM®] Egy vizszintes réten all egy magas fa. A fatél 30 méterre egy 1,8 m magas férfi 18°-os
emelkedési szogben latja a fa tetejét. Rajz és mérés segitségével adjuk meg a fa magassagat!

Az elkészitett rajzon méréssel kapjuk, hogy a fa magassaga kb. 11,5 méter.
(A rajz méretaranya lehet 1:100, vagyis ami a valésagban 1 méter az a rajzon 1 cm.)
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2. Hegyesszogek szogfiiggvényei

EACE] szamologep segitségével hatarozzuk meg a
a)sin 16°; b) cos 72°; c) tg 87°; d) ctg 67°
értékét ot tizedesjegy pontossaggal!

a) sin16°=0,27564; ¢) tg87° = 19,08114,
b) cos72° = 0,30902; d) ctg67° = 0,42447.

PACE] szémologép segitségével hatarozzuk meg az @ hegyesszog nagysagat négy tizedesjegy
pontossaggal, ha

a)sina =0,42; b) cos @ =0,75; Jtga=14 d)ctga =1,25.

a) a ~ 24,8346°; c) a = 54,4623°;
b) a = 41,4096°; d) Ha ctg @ = 1,25, akkor tg @ = 0,8, vagyis a ~ 38,6598°.

EML®] Egy haz falatol egy 180 cm magas ember a szemkozti haz tetejét 14°-0s emelkedési szog-
ben latja. A két haz kozott a tavolsdg 26 méter. Milyen magas a szemkozti haz?

A feladat szovege alapjan vazlatrajzot készitink, és hasznéljuk az abra jeloléseit!

Az ABC derékszog(i haromszogben felirhatjuk, hogy tg 14° =

azaz BC=26-1tg 14°~ 6,5.
Vagyis DB= DC+ CB=65+1,8= 8,3.
A hdz magassaga kb. 8,3 méter.

26"

¥ Eqy garazshoz vezeté emelkedd hossza 14 méter, az emelkedési szoge 12°-0s. Milyen
magason van a garazs az emelkedé aljahoz képest?

A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk!

X
14"
A garazs az emelked6 aljahoz képest kb 2,9 méter magasan van.

Felirhatjuk, hogy sin 12° = azazx=14-sin 12°~ 2,9.



E®] Milyen magasra visz az a lejts, amelynek emelkedési szoge 9°15", és a vizszintes sikon lévés
vetilete 70 méter?

A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk!

B
X
9°15/
A 70 C

Tudjuk, hogy 9°15" = 9,25°. Felirhatjuk, hogy tg 9,25° = 7—)6 azazx=70-1g9,25°~ 11,4.

A lejt6é kb 11,4 méter magasra visz.

[FMF A 14 cm sugar kor kdzéppontjatsl 22 cm tavolsagra lévé pontbdl két érintét huzunk a
korhoz. Mekkora a két érinté hajlasszoge?

Készitstink vazlatrajzot!

E
14
o) > p
22
Az OPE derékszdgl haromszoégben: sin a = % amibél @ = 39,5°.

A két érintd hajlasszdge ennek kétszerese, vagyis kb. 79°.

AL A 20 cm sugart kort 12 cm hosszisagu hrral két korszeletre vagtuk. Szamitsuk ki a kor-
szeletek

a) keruletét;

b) teruletét!

a) A korivek hossza a kozéppontban lévé szogek nagysagaval egyenesen aranyos.
Kiszamitjuk az AOB sz6g nagysagat!

MATEMATIKA
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Az OTB derékszogl haromszogben: sin a = amibél @ = 17,46°, azaz AOB =~ 35°.

6
20’
Ezek szerint a kor kertletét az AB hur 35:325 aranyban osztja ketté.
A kor kerUlete: k=2-20-7 = 407 = 125,7.

A kisebb iv hossza: 35 % =~ 12,2. Vagyis a kis korszelet kerulete: kb. 24,2 cm.
A nagyobb iv hossza: 325~% ~ 113,5. Vagyis a nagy korszelet kerilete: kb. 125,5 cm.

b) A korcikkek tertlete a kozéppontban Iévé szogek nagysagaval egyenesen aranyos.

Mivel AOB =~ 35°, ezért a kor terlletét az AO és BO sugar 35:325 aranyban osztja ketté.
A kor terllete: t = 20% 7 = 4007 ~ 1256,6.

1256,6
360

Ha ebbdl kivonjuk az AOB haromszog tertletét, akkor megkapjuk a kisebb korszelet teriiletét.

Az AOB haromszog AB-hez tartozé magassaga Pitagorasz-tétellel: OT = v20°— 6% = 19,1,
12:19,1 _

Ty R 114,6.

A kisebb korszelet tertilete: 122,2 — 114,6 = 7,6 (cm?).

A nagyobb korszelet tertlete: 1256,6 — 7,6 = 1249 (cm?).

A kisebb korcikk tertlete: 35 -

= 122,2.

vagyis a haromszog terllete: t =

EM®] Egy téglalap alapu gula alapéleinek hosszisaga 20 cm és 14 cm, magassaga 16 cm, és
minden oldaléle egyenl6 hosszu. Mekkora szdget zarnak be

a) az oldalélek az alaplappal;

b) az oldallapok az alaplappal?

Készitstink rajzot!

m

16

a) A kérdéses szodget a-val jeloltik.

Az ATE derékszogU haromszog AT befogoja pontosan a fele az ABC derékszogli haromszog
/ 2 2 /
AC atfogodjanak, amit Pitagorasz-tétellel kiszamitunk: AT = 20 2+14 = 5296 =+149.

16
¥ 149

Az ATE derékszdgl haromszogben: tg a = , amibél @ ~ 52,66°.

b) A kérdéses szoget S-val jeloltuk.

Az FTE derékszdgl haromszodgben: tg § = 1—6 amibdl S ~ 57,99°.



3. Osszefiiggések hegyesszégek szégfiiggvényei

kozott

EAC& Adjuk meg, mely hegyesszog koszinuszaval egyenlé:

a) sin 43°; b) sin 23,6°; ¢) sin 76°45"; d)sin 71°12'44" .
a) 47° b) 66,4° c) 13°157 d) 18°47'16".

m Adjuk meg, mely hegyesszdg kotangensével egyenld:
a) tg 33°; b) tg 42°23, c) tg 63°31; d) tg 22°34'39".

a) 57¢ b) 47°37"; c) 26°29'; d) 67°25'21".

EM®] szamitsuk ki a kovetkezo kifejezések pontos értékeét:
a) cos30°+ sin60° + tg45°;
b) ctg30°sin45°
cos60°
¢) cos’30°— sin?30°;
d) sin?18°+ cos”18°.

a) ?Jr@ﬂ =341

5 42

2y,

o (5]~
d 1.

FA®] Szamitsuk ki az
a)a=1,b=2ésy=60%
b)a=3,b=4¢ésy=45°
¢a=1,b=2éy=120%
da=3,b=4ésy=135°

adatokkal megadott haromszdg tertletét!

b)

absin(180°— 7)
2

Hasznaljuk hegyesszdg esetén a t = abs%, tompaszog eseténa t = képletet.

5 t— 1:2:5n60° _ V3,

2 2
b)t:%wzgﬁ;
g o 1:2:5n(180°-120°) _ /3.
2 2
0t 3~4~S|n(12230 ~135) _ 55

E®] Egy hegyesszognek ismerjiik az egyik szogflggvényértékét. Szamitsuk ki a hegyesszog
tobbi szogfliiggvényének pontos értékét!

a)sina =0,6; b) cos 5 =0,75; gtgy=1,5 d)ctgd = %

a) Tudjuk, hogy sin’a + cos’a =1, ezért cosa = v/1 - 0,6° = 0,8.

sine _ 0,6 _ 3 1 4

cosa =08 4 W35, T3

Tudjuk, hogy tga = t9a = 3
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b) Az elézéekhez hasonloan: sinf = y/1 — cos’f = /1 - 0,752 = ,/1— % = /% = 4

V7
tgp= SNB _ A" _ VT op 1 _ 3 37
cosf 3 37 tgf V7 7
4
1 _1_2
09T =19,37 3
2
, _siny _3 3 e cinZa 1 a2
Tudjuk, hogy tgy = cosy = 2 azazsiny = 5-cosy, €s siny = 1— cosy.
S 3 2_ _ 2 Sz, 2 _i
Ezek alapjan: (? cosy) = 1- cos’y, amibdl: cos’y = 3

Mivel a hegyesszogek szogfliggvényei pozitiv valds szamok, ezért cosy = 2__ 25.

Visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy siny = 3 %

3

|—

d) tgd = g

1
ctgo

wlul

Sind _ i, azaz sind = ;cosé, és sin?d =1 — cos?d.
cosé 5 5

Tudjuk, hogy tgé =

(3 :o. 2 bl cnc2s 25
Ezek alapjan: <§ c056> =1-cos’0, amibdl: cos’d = 31
Mivel a hegyesszogek szogfliggvényei pozitiv valds szamok, ezért cosd =

Visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy sind = = 3@_

4. Vektorok

EACE] Az abran lathato a és b vektor segitségével adjuk meg az

a)a+2b; b) 0,5a — b; c)-a-b; d) 3(a+b)
vektorokat.
a) b) 9
/ /
e
a 0,5a

d)

X0




PAL®] Adjuk meg az adott a és b vektorok linearis kombinaciojat a A, és A4, valos szamokkal, ha

. 4
ad=2,4,=-1, bA=151=3.
Vegylk fel az adott két vektort! Az dbra mutatja a 4,a + A,b vektort.

a) b)

EM®] Adjuk meg a v vektornak az a és b vektorokkal egyallasu dsszetevsit!
a) b)

a
a
v \"A
= o\
b
a) b)
a
a
\"
\"
n\
b
IM®] Az abran lathato a, b és ¢ helyvektorok segitségével adjuk meg a kovetkezé vektorokat.
a) BA; b) AD; ¢ DC; d) OD.
a) BA=a- b;
b) AD=BC =c-b;
o) DC=AB =b-a;

d) OD=08+BA+BC =a+c-b.

m Egy téglalap harom csuicsa az origdban, tovabba a (6; 0) és a (0; 4) koordina-
taju pontokban van. Adjuk meg
a) a negyedik csucshoz b) a kézéppontjahoz ¢) az oldalak felez&pontjahoz
tartozé helyvektor koordinatait!

Készitsink abrat!
a)6;4);, b)3;2); (3;0),(6;2),(3;4),(0;2).

& Adjuk meg a hosszat a kévetkez6 vektoroknak!

a) a(5;12); b) ﬁ(—B;—él); c) &(—2;2); d) ﬁ(% 3).

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:
a) |0A|= 5%+ 122 = 13.
b) |0B|= 3"+ 42 =5.

o 10C|l=v2i+22=V8=2/2.

d) 0D |= (%)Zgz :@.
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5. A szogfiiggvények altalanositasa

A& szamologép segitségével adjuk meg négy tizedesjegy pontossaggal:

a) sin 110°; b) sin (=1327°)
e) tg 226°; f) tg (-2028°);

a) sin 110° ~ 0,9397;
¢) cos 200° ~ -0,9397;
e) tg 226°~ 1,0355;
g) ctg 340° ~ -2,7475;

c) cos 200°; d) cos 1020°;
g) ctg 340° h) ctg (-6000°).

b) sin (<1327°) = 0,9205;
d) cos 1020°=0,5;

f) tg (-2028°) ~ -1,1106;
h) ctg (-6000°) ~ -0,5774.

LS A kovetkez6 szogfuggvényértékeket vezessiik vissza hegyesszogek szogfliggvényeire:

a) sin 202°; b) sin (-2387°)
e) tg 238 f) tg 2790°,

a) sin 202° = —sin 22°;
¢) cos 352° = cos 8°;
e) tg 238° =tg 58°,
g) ctg 260° = ctg 80°;

c) cos 352°; d) cos 2026°;
g) ctg 260° h) ctg 2970°.

b) sin (=2387°) = sin 47°;

d) cos 2026° = —cos 46°;

f) tg 2790° = tg 90°; (ami nincs értelmezve),

h) ctg 2970° = ctg 90°, (de a 90° nem hegyesszog).

EM&] Szamitsuk ki a haromszog teriletét, ha

a)a=10,b=7, y=124%
b)a=9,b=6, y=170°10".

Hasznaljuk a t =

absiny
2
a) t= % ~29,02:

b) t= 9~6~Sin2170010’ ~ 461

FA®] Milyen forgasszogekre igaz, hogy
V2

a)sina==; b) cos @ =— = ;

1

2 2

d) sin @ =-0,7880; e) cos @ =0,8290;

o) o] 30°+ki360°
~ 150°+ k.- 360°
b) @ = | 1357+ k360

225° + k2-360°
) a=60°+ k-180°, ahol ke Z.
232°+ ki- 360°
—52°+ k;- 360°"
34° + k- 360°
326° + k- 360°
f) @ =—10°+ k-180°, ahol k€ Z.

d a=

e a=

tertletképletet!

o tga=+3;
f tg @ =-0,1763.

ahol ke Z, ke Z.

ahol ke Z, k,eZ.

ahol keZ, k,eZ.

ahol ke Z, ke Z.
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6. Szogfiiggvények abrazolasa

EAC®] A trigonometriai alapfiiggvényekbdl fuggvénytranszformaciok alkalmazasaval abrazoljuk

a kovetkezé fuggvényeket:

b) =2 cos x;

a) 3sin x;

a) 3sin x;

TRIN

b) =2 cos Xx;
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FAL®E] A trigonometriai alapfiiggvények segitségével abrazoljuk a kévetkezé fuggvényeket a
[0; 27 intervallumon:

a) cos(x—%); b) sin(x+ E); ) tg(x+ E).

4 2
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EM®] A trigonometriai alapfiiggvények segitségével abrazoljuk a kévetkezé fuggvényeket a
[-27; 27[ intervallumon:

. A X X
a) cos 2x; b) sin5; @) tg5.

a) cos 2x

—3nllll—énlllll—lnlllll IIIIJITIIIIIZJTIIIII3I71,X
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FA®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!
a)2sin3x=-1; b)—2cos2x=+v2; ¢ 3sindx=+3; d) 5cos3x=1,5.

a)

b)

o

Asin 3x = —0,5 egyenletet kell megoldanunk.

Két eset van:

l. 3x = —30° + k, - 360°.

Azaz x = —10° + k, - 120°, ahol k, tetsz6leges egész szam.
Il. 3x = —150° + k, - 360°.

Azaz x = —50° + k, - 120°, ahol k, tetszbleges egész szam.

A cos 2x = _9 egyenletet kell megoldanunk.

Két eset van:

l. 2x=135°+ k, v 360°.

Azaz x = 67,5° + k, - 180°, ahol k, tetszéleges egész szam.
Il 2x = =135° + k, - 360°.

Azaz x = —67,5° + k, - 180°, ahol k, tetszéleges egész szam.

A sin 4x = @ ~ 0,5774 egyenletet kell megoldanunk. A @ nem nevezetes sz6g szinusza,

ezért szamolunk kozelité értékkel.
Két eset van:

|. 4x = 35,26° + /<1 - 360°.

Azaz x = 8,8° + k, - 90°, ahol k, tetszéleges egész szam.
II. 4x =~ 144,74° + /<Z - 360°.

Azaz x = 36,2° + k, - 90°, ahol k, tetsz6leges egész szam.



Statisztika és valosziniiség

1. Statisztikai alapismeretek

IERECEH ) Dobjunk egy pénzérmével 20-szor. Készitsiink a dobasokrol gyakorisagi eloszlast.
Abrazoljuk kérdiagramon az adatokat.
b) Dobjunk két pénzérmével 20-szor. Készitsiink a dobasok dsszegérdl gyakorisagi eloszlast. Ab-
razoljuk oszlopdiagramon az adatokat.

a) A kovetkezé gyakorisagi eloszlast kaphattuk:

A dobas fej iras
A dobas gyakorisaga 11 9
Abrazolas:

b) A kovetkezd gyakorisagi eloszlast kaphattuk:

A dobas két fej két iras vegyes

A dobas gyakorisaga 4 5 11

Abrazolas: (Iasd: alsd &bra)

IERCEH Gy jtstnk (pl. napilapokbol, folydiratokbol) grafikonokat, tablazatokat! Elemezziik, ér-
telmezzUik a latottakat!

A gy(jtott grafikonokrol, tablazatokbol féleg az adatok nagysagat, az egymashoz valé viszo-
nyukat prébaljuk leolvasni.

m GyUjtsiink adatokat arrol, hogy a személygépkocsikban hanyan utaznak. Statisztikai
mutatok felhasznaldsaval készitstink rovid elemzést a rendelkezéstinkre allé adatok alapjan a

személygépkocsik kihasznaltsagarol.

Megnéztiink 50 személygépkocsit, a kovetkezd gyakorisagi eloszlast kaptuk:

Utazék szama 1 2 3 4 5
Gyakorisaga 26 13 8 2 1

A szamsokasag atlaga: (1-26+2-13+3-8+4-2+5-1)/50 ~1,78.

A szamsokasag modusza: 1, hiszen a gyakorisagi tablazatban az 1 szerepel a legtdbbszor.

A szamsokasag medianja: 1, mert az adatok nagysag szerinti rendezésekor kézépen, vagyis
a 25.ésa26. helyenisaz 1 all.

Ezek alapjan elmondhatd, hogy a személygépkocsik kihasznaltsaga nagyon alacsony. Lathato,
hogy az 4tlag 1,78. Azonban 1,78 utas nem lehet a személygépkocsiban, ezért kerekithetnénk
2-re, de ez nem mutatna azt, amit a felmérésnél tapasztaltunk. Nevezetesen, hogy lényegében
minden masodik autdéban csak a vezetd Ul.

Természetesen ebben a példaban is lathatd, hogy milyen fontos szerepe van az adatgy(jtés
mikéntjének. Nem mindegy, hogy a nap melyik szakaban, milyen helyen végezzik az adatok
gyUjtését. Ha nem tudjuk, hogy mikor és hol gyUjtotték az adatokat, akkor csak nagyon évatos
vélemény fogalmazhaté meg. J6I megfigyelheté az adatok szamanak fontossaga is. Ha bizton-
sagosabb elemzést, véleményt szeretnénk megfogalmazni, akkor nagyobb mintat kell gydjte-
nunk, és a feltételeket, a kordlményeket is illik kozolni.
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IEXCEY Valaki szeretne elhelyezkedni egy cégnél, de nem tudja milyen fizetésre szamithat. Az
ott dolgozd emberek fizetéseinek melyik kozépértéket érdemes megkérdezni?

Az 4tlag nagyon félrevezetheti az illet6t. Gondoljuk meg, hogy ha a cég vezetdje nagyon sokat
keres, az alkalmazottak pedig nagyon keveset, akkor az atlag nem ad igazan hasznos informa-
ciot. Erdemesebb a mediant, esetleg a méduszt megkérdezni.

IEEA tgy osztalyban a lanyok testmagassaganak atlaga 166 cm, a fitké pedig 172 cm. Az
osztalyban 14 lany és 18 fid van. Szamitsuk ki az osztaly testmagassaganak atlagat.

Mivel a 14 lany testmagassaganak atlaga 166 cm, ezért a lanyok testmagassaganak osszege:
14166 = 2324 cm.

Mivel a 18 fiu testmagassaganak atlaga 172 cm, ezért a fitk testmagassaganak osszege:

18- 172 =3096 cm.

A 32 f6s osztaly testmagassaganak ¢sszege: 2324 + 3096 = 5420 cm.

5420 _ 169 375 cm.

Az osztaly testmagassaganak atlaga: 35

IEAE] =) Harom tanulonak harom tantargybdl elért félévi eredményeit vizsgaltuk. El¢szor ki-
szamoltuk mindegyiktk atlagat, majd az atlagok atlagat vettik. Masodszor kiszamoltuk a harom
tantargy atlagat, majd ezen atlagok atlagat is meghataroztuk. A kapott két érték milyen vi-
szonyban lehet egymassal?

b) Véalaszoljunk az el6z6 kérdésre n tanuld és k db tantargy esetén.

a) A hdrom tanulé: A, B és C, a harom tantargy: x, y és z. A megfeleld félévi jegyet a kdvetkezd
tablazatbdl megtudhatjuk (a, b, ..., i €11, 2, 3, 4, 5}):

X y z
A a b q
B d e f
C g h i
Az A tanulo atlaga: HBﬂ, a B tanul¢ atlaga: %&\4—7" a Ctanulé atlaga: %fm
A tanulok atlagainak az atlaga:
a+b+c, dre+f g+h+i _
3 3 3 _at+b+c+d+e+f+g+h+i
3 B 9 '
Az x tantargy atlaga: w, az y tantargy atlaga: w, a z tantargy atlaga: %ﬁ“'
A tantargyak atlagainak az atlaga:
a+d+g+b+e+h+c+f+i .
3 3 3 _at+tb+c+d+e+f+g+h+i
3 N 9 ’

Lathatjuk, hogy a tanuldk atlagainak az atlaga és a tantargyak atlagainak az atlaga egyenlé
(feltéve, hogy a részeredményeket nem kerekitettik).

b) Azntanulo: A, A, ..., A, aktantargy: x,, x,, ..., X,, A megfelel6 félévi jegyet a kévetkezd
tablazatbdl megtudhatjuk (a, ., ..., a,., € {1, 2, 3,4,5)}:

1

X1 Xk
A1 a1;1 a1 k
AZ aZ;1 aZ;k
An an,‘1 an,’k




Az A, tanul6 atlaga: dat . F Ak o, A, tanulo atlaga: w ..., az A_tanulo at-
ami+ ...+ ank
laga; 2o .. T dmk
9 k
a‘l;1+...+a1;k an;1+...+an;k
L . , K ot K A+ ...+ ank
A tanulok atlagainak az atlaga: - =T

Az x, tantargy atlaga: w az x, tantargy 4tlaga: Gzt ...t dn2 g, X, tantargy
étlaga: Akt ...+ an;k_
a1;1+...+an;1 a1;k+...+an;k
) ) . ) n Tt n At ...+ ank
A tantargyak atlagainak az atlaga: X =

Lathatjuk, hogy a tanuldk atlagainak az atlaga és a tantargyak atlagainak az atlaga egyenlé.
(Eltérést csak az okozhat, ha a szdmolas soran a részeredményeket kerekitetttik.)

IEAZEA Tudjuk, hogy hat szamnak a medianja 10. Mit mondhatunk a medianrdl, ha a hat szam-
hoz hozzavesszlik a 12-t is?

Legyen a hat szdam:a< b <c<d<e<f Mivel a medidn 10, ezért c<10és 10 < d.
Harom eset lehetséges:
Ha 10 < d < 12, akkor a sorrend: a, b, ¢, d, .... Vagyis a median: d (azaz 12-nél kisebb).
Ha d =12, akkor a sorrend: a, b, ¢, d, 12, e, f. Vagyis a median: d (@ami 12-vel egyenld).
Ha 12 < d, akkor a sorrend: a, b, ¢, 12, d, e, f. Vagyis a median: 12 (ami d-nél kisebb).
Ha a hat szamhoz hozzavesszik a 12-t is, akkor a hét szamnak a medianja [10;12] intervallum-
ban lesz.

IEXED Harom tanulo jegyeit jegyeztiik fel.
Katié: 2, 4, 3; Lorandé: 3, 2, 3, 2, 5; Martoné: 4, 1, 3, 5, 2.
Szamitsuk ki a szérast mind a harom adatsor esetén!

A sz6rés kiszamitasahoz szikségunk van az atlagra.
Kati 4tlaga: 3, Lorand 4tlaga: 3, Méarton atlaga: 3.

Kati jegyeinek szérasa:

\/(2— 3)2+(4—33)2+(3— 3 _ J2~082

Lorand jegyeinek szorasa:

\/(3— 3)2+(2—3)2+(3;3)2+(2— J+(G-3F _ J &~ 110

Marton jegyeinek szorésa:

\/(4_3)2+(1 - 3)2+(3_53)2+(5— Q=3 _ maim

Részletesen leirtuk a behelyettesitést a képletbe. Nagyobb minta esetén ezt nem tennénk
meg, csak az eredményt ko6zolnénk.

Egyes zsebszamoldgépek statisztikai funkcioi kozott megtalalhato a széras kiszamitasa is. Ez
lényegesen gyorsitja a szamitasainkat.

MATEMATIKA
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IEXEN K¢t adatsor a kovetkezd: 1,2, 2,2,3,4,5,6,7,8,illetve 5,6,6,6,7,8,9,10, 11, 12.
Melyik adatsornak nagyobb az (atlagtél vett) atlagos abszolut eltérése?

Az els6 adatsor atlaga: 4, a masodiké pedig: 8.

Hasznaljuk az atlagos abszolut eltérésre megismert képletet!
Az elsé:

N—4|+|2-4|+[2-4|+]2-4|+|3-4|+|4—4|+|5-4|+|6—-4|+|7-4]+|8-4]
10 -

_3+2+2+424+1+0+14+2+3+4_20_,

10 10
A masodik:
|5-8|+3:[6-8|+|7-8]+[8-8|+|9-8|+[10—-8|+|11-8|+[12-8| _
10 N
_3+3-2+1+0+1+2+3+4_@_2
N 10 10T 7

A két adatsornak egyenlé az (atlagtol vett) atlagos abszolut eltérése.
(Bizonyithatd lenne, hogy ha az adatsor minden elemét ugyanannyival néveljuk, akkor az atlaga
is ugyanannyival n6, az atlagtol vett atlagos abszolut eltérése viszont nem valtozik.)

ELME] o) Egy szakkor 9 tanuldjanak magassagat Xyi Xy -7 Xg jelolje. Hatarozzuk meg az
fix) = Ix, = xI + Ix, = xI + ... + Ix; — x| hozzéarendelés( fliggvény minimumhelyét!

b)Jeldlje egy 7 f6s tarsasag tagjainak testtdmegét x,; x,; ..., x,. Hatarozzuk meg az
fx) = (x, = x)? + (x, = X)? + ... + (x, — x)? hozzarendelés( fuggvény minimumhelyét!

a) Az abszolutérték-figgvények abrazolasanal tanultak
alapjan a g(x) = la— x| + |b— x| hozzarendelésu fligg-
vény képe a kovetkezd alaku lesz (a < b):

A 9 tanulé magassaga legyen nagysag szerint sorba
rendezve: x, < x, < ... < x, < x,. Vazlatosan megraj-
zolhatjuk a
9,00 =1x, = x|+ Ix,— x|,

9,0 = 1x, = x|+ Ix,— x|,
950 = Ix;—x1+ Ix, - x|,
9,00 =1x,— xl+1x,— x|,
9.(x) = Ix,— x| hozzarendelésl fliggvények képét egy
koordinata-rendszerben.

v/

<Y

X1 X5 X9

Leolvashato az abrardl, hogy az x.-nél lesz az f figgvény minimumhelye.



Megjegyzés: Eszrevehetd, hogy az X; pontosan az x,; X,; ...; Xg; X, szamsokasag medianja. Al-

talanossagban is megmutathatd, hogy az atlagos abszolut eltérés a mediantél lesz a legkisebb.

b) Végezziik el az f(x) kovetkezé atalakitasat:
) = (X, = X2+ (X, = X)2+ ...+ (X, = Xx)? =
=7 =20+ X+ A XX+ X2 E X2+ xE=
_ 7[x— (XH— Xt ... +X7>]2_ <X1+ X+ ...+ X

2 2 2 2
+Xi+ X2+ ...+ X7
7 7 ) { 2 7

X+ X2+ ...+ X7

B

Megjegyzés: Eszrevehetd, hogy ez pontosan az X, X,; ... X; szamsokasagnak a szamtani ko-
zepe. Hasonl6 médon mutathatnank meg altalanossagban is, egy szamsokasag esetén mini-
malis négyzetes eltérést akkor kapunk, ha az eltéréseket a szdmsokasag atlagahoz képest
szamitjuk.

Ennek a figgvénynek a minimumhelye: xmin =

2. A véletlen

A Ketféle kisérletet is lefrunk. Az elsében 20-szor feldobunk 6t pénzérmét. Ebben a kisér-
letben a valészinlségi valtozd a leesett pénzotdsokben a fejek széma. A kisérlet soran felje-
gyezzUk ezeket a szamokat. A méasodik kisérletben 20-szor feldobunk egy dobdkockat. Ekkor a
dobott szamnal eggyel kisebb érték lesz a valdszinlségi valtozé. A kisérlet soran itt is feljegyez-
zUk ezeket a szamokat. A két kisérlet egyikét kivalasztjuk, majd elvégezzik, és ezt kapjuk:
1,2,3,3,2,1,1,41,3,2,3,3,1,3,3,3,2,3,3.

Hajtsuk végre mindkét kisérletet tobbszor is. Ezek alapjan tippeljink, hogy a fenti szamsor me-
lyik kisérletbdl eredhet!

Az altalunk elvégzett pénzérmés kisérlet kimenetelei:
21223134434234323523
13414242252322151212
23442133221423114332
31133231334244414233
51242434402122303421

A dobokockas kisérlet kimenetelei:

42345555145512135511
31521354300330150331
43154345414201124355
40542400220401241433
54151501353104152422

Mivel a feladatban lejegyzett kisérletsorozatban legritkabban a 0, 4, 5 szadmjegyek szerepelnek,
igy feltételezhetd, hogy a pénzérmés kisérlet kimeneteleit lathatjuk. Megfigyelhetjik, hogy a
dobokockas kisérlet esetén szinte mindig, akar tobbszor is eléfordul mindharom kérdéses szam.

PAL®] Nagyon sok tarsasjatékban az els6 lépést csak hatos dobas utan tehetjik meg. Végezzik
el a kovetkezé kisérletet: addig dobjunk egy dobdkockaval, amig hatost nem kapunk. Jegyez-
zUk fel az ehhez szlikséges dobasok szamat. Legalabb 10-szer végezzik el ezt a kisérletet. Sza-
moljuk ki az eredményeink &tlagat, azaz azt, hogy atlagosan hanyadik dobdasra jott ki az elsé
hatos!

Az altalunk elvégzett kisérlet kimenetelei: 2,6, 1, 1, 3,6, 1,5, 4, 3,8, 2, 4, 25, 6, 5, 20.
Atlagosan hatodik dobéasra kaptuk az elsé hatost.
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EM& A lottoszelvényiinket véletlenszertien szeretnénk kitdlteni. Adjunk meg ilyen médsze-
reket!

Példaul irjuk fel 90 darab egyforma papirlapra 1-t6l 90-ig az egész szamokat, majd keverés utan,
véletlenszerlien huzzunk ki 6t6t.

A& Totdszelvényt szeretnénk véletlenszerten kitolteni. Adjunk modszert a kitoltéshez!

Példaul dobdkockaval dobunk.

Ha a dobasunk 1 vagy 2, akkor legyen 1.
Ha a dobasunk 3 vagy 4, akkor legyen 2.
Ha a dobasunk 5 vagy 6, akkor legyen X.

E®] A 32 lapos kartyank segitségével adjunk meg egy igazsagos modszert, amellyel ot ember
kozul kivalasztunk négyet!

Valasszunk ki 6t lapot, legyen pl. a négy kirdly és a zdld hetes. Ezeket a lapokat megkeverjuk és
kiosztjuk az 6t embernek. A kivalasztottak legyenek azok, akik a kiraly lapokat kaptak.

¥ A 64 65 évfolyamrodl szeretnénk kivalasztani egy tanulot. Tervezzink meg egy modszert,
amely 1 darab pénzérme segitségével véletlenszer( és igazsagos valasztast eredményez!

A 64 embert tegyuk példaul dbécérendbe! A pénzérme fej dobasa jelentse a névsor elsd felét,
az iras dobas pedig a masodik felét. Az igy kivalasztottakkal jarjunk el ugyanigy. Folytassuk az
eljarast addig, amig egy ember marad.

A& Egy dobokockat egymas utan négyszer feldobunk. Az alabbiakban erre a kisérletre vo-
natkozo &llitasokat fogalmazunk meg. Allapitsuk meg, hogy koziliik melyek a biztos, melyek a
lehetetlen események.

a) A dobott szamok 6sszege 25.

b) A dobott paros szamok szama péros.

¢) A legnagyobb dobott szam paros.

d) Dobott szamok kozott van hatos.

e) A dobott szamok 6sszege legalabb harom.

Biztos: e)
Lehetetlen: a)

3. A valosziniiség

A& Huzzunk ki egy csomag 32 lapos magyar kartyabol talalomra egy lapot. Hatarozzuk meg
a kovetkezd valdszintségeket! A kihuzott lap

a) kiraly;

b) nem zold;

¢) nem szamozott;

d) tok vagy felsd.

N .
a) p(kiraly) = 35 0,125;

sy = 24 _ 0 75.
b) p(nem zoéld) = 35 = 0,75;

¢) p(nem szdmozott) = 13—2 =0,5;

wmww@wm®:%:QMwa



IEIEA Dobokockaval kétszer dobunk, a sorrendet tartva leirjuk a két szamjegyet egymas mellé.
Mekkora valdszinUiséggel lesz az igy kapott kétjegy szam

a) paratlan;

b) tizzel oszthato;

¢) kilenccel oszthato;

d) husznal nagyobb.

a) p(paratlan) = % - %;

b) p(tizzel oszthatd) = O;

. N4 1.
¢) p(kilenccel oszthatd) = L

. _30_5
d) p(husznal nagyobb) = %" 6

[EXZEA £gy dobozban 16 piros és 16 zold kupak van. Véletlenszertien kivesziink kett6t. Mek-
kora a valdszinlisége, hogy két kilénbozé szin(it veszink ki?

3231

A 32 kupak koézal barmelyik kett6t valaszthatjuk. Az 6sszes esetek szama: 5= 496.

Barmelyik piroshoz barmelyik zoldet valaszthatjuk. A kedvezd esetek szama: 16-16 = 256.
peoirean. 256 _ 16

A keresett valdszin(iség: 196= 31~ 0,516.

IEXCEA Egy dobozban 14 zold és 18 fehér golyo van. Véletlenszertien kivesziink kettét. Mek-
kora a valdszinlisége, hogy

a) két kulonbozé szin(it vesziink ki;

b) két zoldet veszink ki?

32-31
2

Barmelyik z6ldhoz barmelyik fehéret valaszthatjuk. A kedvezd esetek szama: 1418 = 252.

A keresett valoszin(iség: 252 _ 63 0,508.

496 124

a) A 32 golyo kozul barmelyik kett6t valaszthatjuk. Az Osszes esetek szama: = 496.

3231

5 = 496.

b) Az 0sszes esetek szama:

14-13

5 =91

Barmelyik két zoldet valaszthatjuk. A kedvez6 esetek szama:

A keresett valészinUség: % ~0,183.

m Egy mlanyag kupak feldobasa esetén milyen kimenetelek varhatok? Végezzik el a ki-
sérletet 20-szor és hatarozzuk meg ezek relativ gyakorisagait!

Haromféle kimenetel varhato:

‘

Gyakorisag: 10 9 1
Relativ gyakorisag: 0,5 0,45 0,05
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&N £oy sruhaz sziletésnapi jatékanak reklamszovegében ezt olvashatjuk:

Ha 20 000 Ft felett vasarol, akar 20 000 Ft készpénzt is nyerhet!
A jatékban a feltételnek eleget tevd vasarldk egy zart dobozbdl nyereményként egy papirpénzt
huzhatnak ki. A doboz 500 Ft-os, 1000 Ft-os 2000 Ft-os, 5000 Ft-os, 10 000 Ft-os és 20 000 Ft-
os pénzeket tartalmaz, mindegyikbdl pontosan 20 000 Ft-ot. Mekkora eséllyel nyer a vasarlo
a) csak 500 Ft-ot;
b) valoban 20 000 Ft-ot?

A dobozban a széveg szerint 40 db 500 Ft-os, 20 db 1000 Ft-os, 10 db 2000 Ft-os, 4 db 5000
Ft-os, 2 db 10 000 Ft-os és 1 db 20 000 Ft-os van. Ez 6sszesen 77 db pénz, amelyekrél feltéte-
lezhetjuk, hogy a zart dobozbdl barmelyiket ugyanolyan eséllyel huz ki a szerencsés vasarlo. Ezért
kedvezé kimenetelek szdma

Osszes kimenetel szama

alkalmazhatjuk, hogy p(A) =

a) p(500 Ft a nyeremény) = % ~ 0,519.

Vagyis kb. 51,9% eséllyel csak 500 Ft lesz a nyereménye a vasarlonak.

b) p(20 000 Ft a nyeremény) = % ~0,013.

Vagyis csak kb. 1,3% eséllyel lesz 20 000 Ft a nyereménye a vasarlénak.

EAZEA tqy televizios rejtvénymiisorban a nyertes biztos nyereménye 10 000 Ft, de fédijként
akar 2 000 000 Ft-ot is kaphat. A misorba emeltdijas telefonalassal lehet bekertini. A telefonaldk
kozul szamitdgép sorsolja ki a valaszadét. J6 valasz esetén a jatékos megkapja a biztos nyere-
ményt, és ha a misorvezeté harom doboékockaval harom hatost dob, akkor a 2 000 000 Ft is az
ové lesz. Mekkora eséllyel nyer 2 010 000 Ft-ot egy jo valaszt ad6 betelefonald?

Harom dobodkockaval dobva az 6sszes kimenetel szdma: 63 = 216.
A kedvezé kimenetelek szdma pedig csak 1.

T L
516~ 0,0046.
Vagyis a fényeremény megszerzésére 0,46% esélye van annak a jatékosnak, akit a szamitégép

kisorsolt valaszadénak és jol is valaszolt.

A keresett valoszin(iség: p =

IEXEA Az €626 feladatban leirt nyereményjatékban mit mondhatunk, mennyi az atlagos nye-
remény?

A jatékban nyerhetlink 10 000 Ft-ot, és ha nagyon szerencsések vagyunk, akkor 2 010 000 Ft-ot
is. Erezzik, hogy a két szdm osszegének fele nem mondhaté &tlagos nyereménynek. A jaték
szabalya szerint harom hatos dobés esetén lesz a nyeremény 2 010 000 Ft. Harom kilonbdzé do-
boékockaval 6- 6- 6 = 216-féle dobéas képzelhet el. Ezek kozil 1 esetben 2 010 000 Ft, 215
esetben pedig 10 000 Ft lesz a nyeremény.

215~1OOO§1-EZO10000 ~ 19 260.

Vagyis az atlagos nyeremény ebben a jatékban 19 260 Ft-nak mondhato.

A leirtak alapjan az atlagos nyeremény:

m Egy dobozban 3 piros golyd van. Legalabb hany darab z6ld golyét kell a dobozba rakni,
hogy ezutan kihuzva egy golyot, az 0,15-nal kisebb valdszinliséggel legyen piros?

3
X+ 3

Vagyis legalabb 18 zdld golyot kell betenni a dobozba.

Legyen a zold golydk szama x. Ekkor: < 0,15, amibél 17 < x.




ELME] Egy minden oldalan befestett kockat 64 azonos méreti kis kockara flrészelnek szét.
A kis kockakbol véletlenszertien valasztunk egyet. Mekkora a valdszintsége, annak, hogy a va-
lasztott kis kocka

a) 3; b)2; Q1; d) 0

oldala festett?

A 64 kis kockabdl 8 db lesz festetlen, 24 db-nak lesz egy oldala, 24 db-nak lesz két oldala és
8 db-nak lesz harom oldala festett.

8 _ 1. 24 _ 3. 24 _ 3. 8 _
Ves=7g bei=3 Je1=3g 9 s =

EEME] Eoy minden oldalan befestett kockat azonos méretti kis kockara flrészelnek szét. Ha

ezek kozul a kis kockak kozdl g valoszinliséggel huzunk egy festett oldalu kis kockat, akkor

mekkora valészinliséggel huzhatunk festetlen kis kockat?

Legyen a kocka éle x, igy a kis kockak szama x3.

Az egy festett oldalt kis kockak szama: 6(x — 2).
6(x—2) _ 27

— =g

Ebbdl kapjuk: 9x*—128x*+ 512x— 512 = 0.

Ez szorzat alakban: (x — 8)(9x*— 56x + 64) = 0.
Ennek az egyenletnek egyediili egész gyoke az x = 8.
Vagyis a kis kockak szama: 8> =512.

A festetlen kis kockak szama: 63 = 216.

216 _ 27
512~ 64°

Vagyis:

A keresett valoszin(iség:
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