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Jelmagyarazat

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(4; e)
vagy Ae

Az A és B pont tavolsaga: AB vagy AB vagy
d(4; B)

Az A és B pont 6sszekoté egyenese: e(A; B)

Az f, és f, egyenesek szoge: <L (fi; f2) vagy
(fl,' f2) <X

A C cslicspontu sz6g, melynek egyik szaran az
A, masik szaran a B pont talalhat6: ACB<L

A C cslicspontu szo6g: CL
Szog jelolése: a, B, 7, ...

Az A, B és C csucsokkal rendelkezé haromszdg:
ABCA

Az ABCA terllete: TIABC) vagy T,

Az a, b és c oldalt haromszdg fél kerilete:

_a+b+c
- 2

s
A derékszog jele: b

Az e egyenes meréleges az f egyenesre: e | f
Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e | f
Egybevagdsag: =; ABCA = A'B'C'A

A hasonlésag aranya: A

Az A pontbdl a B pontba mutaté vektor: AB
Egyenl6, nem egyenlé: =,#; a=2,b#5
Azonosan egyenlé: =; a+ b =5

Kozelitéleg egyenlé: =; a = 2,3; 8,54 =~ 8,5
Kisebb, kisebb vagy egyenlé: <, <;2< 3,5 <x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenld: >, =; 6 > 4,
az=?2

A természetes szamok halmaza: N; {0; 1; 2; ...}

Az egész szamok halmaza: Z;
{..;=2;-1,0;1;2; ...}

A pozitiv, a negativ egész szdmok halmaza:

(1,23, .3, 1,-2,-3;, ..}

A raciondlis, az irraciondlis szamok halmaza:

QQ

A pozitiv, a negativ raciondlis szamok halmaza:
Q. Q
A valés szamok halmaza: R

A pozitiv, a negativ valds szamok halmaza:
R*, R

Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &; 5 €N,

-2&Z"

Részhalmaz, valddi részhalmaz: S, c; ACR,
NcQ

Zart intervallum: [a; b]

Balrél zart, jobbrol nyilt intervallum: [a; bl

Balrol nyilt, jobbrol zart intervallum: Ja; b]

Nyilt intervallum: Ja; b[
Az x szam abszolut értéke: | x |; [=3,1| = 3,1

Az f fliggvény hozzarendelési szabalya:
f: x — f(x); f. x — 2x+ 3 vagy
f(x)=2x+ 3, f(x)=y,y=2x+3

Az fflggvény helyettesitési értéke az x, helyen:

f(x0); f(5),haxo =5
n faktoridlis:n'=1-2-3-...-(n=1)-n
a alapu logaritmus: log, x
10-es alapu logaritmus: Ig x

e alapu logaritmus: In x

Binomalis egyutthato, n alatt a k: (Z)

Az x szam négyzetgyoke: Vx

Az x szam n-edik gyoke: V' x
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Kombinatorika

1. Permutaciok

ERCEH szamitsuk ki
1000! | 1501 . 31461+ 9! 771-871-97!
3) “5og1 - b 17131 9 s 9761861 961"
1000! _ 1-2-...-998-999- 1000
a = = . = .
) 100 9989 999 - 1000 = 999 000
p) 1500 _ 1-2-...-147-148-149-150 _ 148-149-150 _ 14.140.9c — ,
) T471 31 1.2...-147-1-2.3 7.2-3 14814925 = 551300
C)W:1+4~5-6+4-5‘6~7‘8~9:1+120+60480:60601-
o) 770-871-97 _ 59 a7 o7 _ _
) L g6 o6 = 778797 = 649803

IEAEA Hozzuk egyszertibb alakra!
a) (n=3)(n=2)(n=1); b) (n="1n+ Nn;

(n+3)! (n+3)!
9 (n+3)° 9 (n+ 1"
e) nl+(n+ 1)} ) (n+1)!—=nl

a) (n=3)(n=2)(n=1)=(n-=-"1)1.
b) (n=1)!(n+T)n=(n+ 1)L
(n+3)!

G (n+3) =(n+2)!.
g %:(m 2)(n+3).

e nl+(n+M)=nl(1+n+1)=(n+2)nl
) (n+1)!=nl=nl(n+1-1)=n-nl

[EAZEN Hany permutacioja van a
a) MISKOLC;
b) BUDAPEST
sz6 betlinek?

a) Mivel 7 kilonbozé betl szerepel a MISKOLC szdban, ezért a megoldas:
P,=7!=5040.

b) Mivel 8 kildnb6zé betli szerepel a BUDAPEST szdban, ezért a megoldas:
P, =8! =40 320.
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IEXCEH Hany permutacioja van az
a) EGER;

b) HATVAN;

c) TATA

sz0 betlinek?

a) Mivel az EGER sz6 4 betlijébdl 2 azonos, ezért a megoldas:

Pj=%=3~4=12

b) Mivel a HATVAN sz6 6 bet(jébdl 2 azonos, ezért a megoldas:

P§=%=3-4-5~6=360

¢) Mivel a TATA sz6 4 bet(jébdl 2-2 azonos, ezért a megoldas:

22 41 34
Pa _2!2!_1‘2_6,

IE&A Hany darab olyan tizjegy(i szam van, amelyben minden szamjegy pontosan egyszer sze-
repel?

A 10 kulénbozé szamjegy sorba rendezéseinek szama: P,, = 10!.

A 0-val kezd6déek nem adnak tizjegy( szamot. Ezek szama: P, = 91.
Ezek alapjan a keresett tizjegyl szamok szama:

101 —9!'=91-(10-1)=9 9! =3 265 920.

A& Hanyféleképpen lehet sorba rakni 5 killonbozé almat és 6 kilonbézé kortét, ha az
almak mindig a sor elején vannak?

Az almak sorba rendezéseinek szama: P, = 5! = 120.

A korték sorba rendezéseinek szama: P, = 6! = 720.

Vagyis a 11 gyimolcsot a feltételeknek megfeleléen 120 - 720, azaz 86 400-féleképpen lehet
sorba rendezni.

IEA®A £oy automataba bedobtunk 3 db szazas és 7 db kétszazas pénzérmét. Hanyféle sor-
rendben tehettlk ezt meg?

A fenti 10 érme sorba rendezéseinek szama: p37 = 10! _8:9-10 _ q5p.
3171 1-2-3

IEXEA A paratlan szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany darab

a) otjegyd;

b) 6tjegyl, harommal oszthato;

c) otjegyd, 9-re végz6do;

d) 6tjegyd, 13-mal kezd6dé

szam készithet&?

a) P,=5!=120.

b) Mivel az 1 + 3 + 5+ 7 + 9 = 25 6sszeg nem oszthatd 3-mal, ezért a feladatban szerepld sza-
mok egyike sem oszthaté 3-mal.

¢) Az 1, 3,5, 7 szdmjegyek minden lehetséges sorba rendezése esetén tegylink a végére egy 9-
est. Vagyis a megfelel6 szamok szama: P, = 41 = 24.

d) Az 5, 7, 9 szamjegyek minden lehetséges sorba rendezése esetén tegylink az elejére 13-at.
Vagyis a megfelel¢ szamok szama: P, = 3! = 6.
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IEXZEA A paros szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany darab
a) otjegyd;

b) 6tjegyd, kilenccel oszthato;

¢) Otjegyl 4-gyel oszthatd;

d) 6tjegy, 10-zel oszthatd

szam készithetd?

a) A 0 nem éllhat az els6 helyen, ezért a keresett szamok széma: 5! — 4! =4!-(5 — 1) = 96.

b) Mivel az 0 + 2 + 4 + 6 + 8 = 20 6sszeg nem oszthatd 9-cel, ezért a feladatban szereplé sza-
mok egyike sem oszthat6 9-cel.

¢) A 4-gyel oszthaté szamok utolsé két szamjegyének mint kétjegyli szamnak oszthaténak kell
lenni 4-gyel. A rendelkezéslnkre allé szamokbdl ezek lehetnek a végzédések:
04, 08, 20, 24, 28, 40, 48, 60, 64, 68, 80, 84.
Mind a 12 esetben a tovabbi 3 szdmjegyet tetszéleges sorrendben (vagyis 6-féleképpen) ir-
hatjuk eléjuk, ezért az 6sszes eset szama: 12 -6 = 72.

d) Ebben az esetben a 0 szdmjegyet a végére kell irnunk. A megoldasok szama: P, = 4! = 24.

ELAC®] Hanyféle sorrendben rakhatjuk ki a magyar kartyabol a nyolc piros és a nyolc makk
lapot, ha egymas utan kiloénbozé szinl lapoknak kell kovetkezni?

A 8 piros és a 8 makk sorba rendezéseinek a szama is: P, = 8!. Barmelyik piros sorba rendezés
esetén barmelyik makk sorba rendezést valaszthatjuk, és felvaltva lerakjuk a kiilonb6z6 szind la-
pokat. Mivel kezdésként lehet piros vagy makk, ezért a megoldasok szama:
2-8!1-8!'=3251404 800.

EEM® gy 8 tagu tarsasag egy kerek asztalnal foglal helyet. Hanyféleképpen tlhetnek le, ha
a székek nem szamozottak?

Egy embert letltethetlink egy tetsz6leges székre, majd téle példaul jobbra a tébbi hetet az dsszes
lehetséges sorrendben. Vagyis a lelltetések szama: P, = 7! = 5040.

EERL®] Hany eleme volt a halmaznak, ha az adott elemszamot 3-mal csokkentve a permuta-
ciok szama a 60-adara csokkent?

Legyen az elemszam n. A feladat szévege szerint: n! = 60 - (n — 3)!. Oszthatunk (n — 3)!-sal:
(n — 2)(n — 1)n = 60. Azaz harom egymast kovets pozitiv egész szam szorzata 60. Ez csak
3-4-5 lehet. Vagyis n = 5.

2. Variaciok

IERCEH coy vetélkedsn a donts szerepli az els és a masodik helyért versenyeznek. Tudjuk,
hogy pontosan 56 lehetéség van a két kilonbdzd dij megszerzésére. Egy versenyzé maximum
egy dijat kaphat. Hanyan szerepelnek a dént&ben?

A donté szereplSinek legyen a szama n. Ekkor a feladat szévege szerint: n- (n — 1) = 56.
A masodfokl egyenlet egyetlen pozitiv egész megoldasa az n = 8.
Vagyis a dént&ben nyolcan szerepeltek.

IERCEH Hany darab haromjegyii szam képezhets a 24 368 szam szamjegyeinek a felhasznala-
saval, ha a szamjegyek
a) nem ismétlédhetnek; b) ismétlédhetnek?

a) V2=5.4.3=60.
b) V2(i)=5-5-5=125.
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IEXED Hany darab legfeliebb 6tjegy(, természetes szam irhato fel a hetes szamrendszerben?

A hetes szamrendszer szamjegyei: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6.

Az 1-jegyliek szama: 7.

A tovabbiakban vigyaznunk kell, hogy a legmagasabb helyiértéken nem szerepelhet a 0 szam-
jegy.

A 2-jegyliek szdma: 6 - 7 = 42.

A 3-jegyliek szédma: 6 - 72 = 294.

A 4-jegyliek szédma: 6 - 73 = 2058.

Az 5-jegyliek szama: 6 - 74 = 14 406.

Vagyis a keresett szamok szama: 7 + 42 + 294 + 2058 + 14 406 = 16 807.

Megjegyzés: Ha arra gondolunk, hogy példaul a 00126 egy haromjegy(i természetes szam a
hetes szamrendszerben, akkor egyszer(ibben is szamolhattunk volna. gy minden helyiértéken 7
lehetéséguink van, vagyis 7° = 16 807.

IERCEH rjuk fel a KERT sz6 bettibsl képezhetd harombetiis (nem feltétlendl értelmes) szava-
kat, ha minden betl csak egyszer szerepelhet egy széban!

A kovetkezé betliharmasokat hasznalhatjuk:

K,E,R;, KET KRT ERT

Mindegyik esethez hat sorrend tartozik, ezért a kdvetkezd 24 esetet kapjuk:
KER, KRE, EKR, ERK, RKE, REK,

KET, KTE, EKT, ETK, TKE, TEK,

KRT, KTR, RKT, RTK, TKR, TRK,

ERT, ETR, RET, RTE, TER, TRE.

IECEH /2 iskolai Ki mit tud? dontéjébe tizenkét tanuld jutott. Az els6 6t helyezett kap 6t kii-
|6nb6z6 dijat. Hanyféle sorrend alakulhat ki?

V5 =12-11-10-9-8 = 95 040.
Vagyis 95 040 sorrend alakulhat ki a dont&ben.

& Hany ember indulhat azon az tszéversenyen, ahol az arany-, eziist-, bronzérmek ki-
osztasa 1320-féleképpen térténhetne?

Legyen az indulék szama n. Ekkor a szbveg szerint: n(n — 1)(n — 2) = 1320.

Harom egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzata 1320 csak Ugy lehet, haa 10- 11 - 12-re gon-
dolunk (se kisebbek, se nagyobbak nem johetnek széba). Vagyis n = 12.

Az Uszéversenyen 12-en indultak.

m Egy rejtvénypalyazatra 62 j6 megfejtés érkezett. A helyes megfejtést bekuldék kozott
sorsolassal kiosztanak 3 kulonb6zé dijat. Egy megfejté maximum egy dijat kaphat. Hanyféle
eredményt hozhat a sorsolas?

V2, =62-61-60=226920.
Vagyis 226 920-féle eredményt hozhat a sorsolas.



IEXZEA Hany olyan otjegy( szam van, amelyben minden szamjegy kiilénboz6?

Az elsé helyre 9 lehet6ség adddik (@ 0 nem johet szoba).

A masodik helyre nem irhatjuk amit az elsé helyre irtunk, de irhatjuk a 0 szamjegyet, igy ide is 9
lehetéség adodik.

A harmadik helyre 8 lehet&ség van, hiszen az elsé két helyen hasznalt szamjegyek mar nem
hasznalhatok.

Ezt a gondolatmenetet hasznélva kapjuk a megfelel§ szamok szamat:

9-9-8-7-6=27216.

IEXCEA £oy 28 165 osztalyban az 6ra elején a tanar bejelenti, hogy ma harman fognak felelni.
Hanyféleképpen alakulhat a felel6k sorrendje?

V), =28-27-26 = 19656.
Vagyis 19 656 lehet a felel6k sorrendje.

ELAC®] Egy szakrendelésen 4 orvos rendel parhuzamosan egymas melletti rendelékben. Az ér-
kez6 betegek barmelyik orvoshoz bejelentkezhetnek a sorszamuk leadasaval. Hanyféleképpen je-
lentkezhet valamely napon az elsé 12 beteg a 4 orvosnal?

Vi2(iy=42=16777216.
A jelentkezések szama 16 777 216.

3. Kombinaciok
EAC®] gy 28 165 osztaly tanuldi kozil 6 tanuld képviseli az osztalyt egy rendezvényen.

a) Hanyféleképpen vélaszthaté ki ez a 6 tanuld?
b) Hanyféleképpen vélaszthaté ki az a 22 tanulo, aki nem vesz részt ezen a rendezvényen?

a) C&,= (268> = 376740,

b) = @3) _ (268> — 376 740.

. M/ N\ .
Felhasznaltuk az (k> = (n B k) Osszefliggést.
PRI Szamitsuk kit
10\ 10\ 13\ 30
263 S ) ] ]
10y _ 10-9-8 _
a)<3>— P =120
10\ _ 10-9-8-7 _
b)<4>_ 534 =210
13\ _ /13\_ 13-12-11 _
d <1o>_<3>_ 53 =286
28 2 1-2
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EM®] Az ot6s lottod hazank egyik legrégebbi szamsorsjatéka: kilencven szambol 6tot kell meg-
jelolni. A jatékos akkor nyer, ha a kisorsolt 6t szam kodzul legalabb kettét eltalalt, és akkor ér el
telitaldlatot, ha az altala megjeldlt mind az 6t szam egyezik a kisorsolt nyer6szamokkal. Ez a
klasszikus lottd mar 1957 6ta jatszhato ebben a forméaban.

Hany darab kulonbozsé-féleképpen kitoltott lottdszelvény képzelhetd el egy jatékhéten Ggy, hogy
azon

a) pontosan két talalat legyen;

b) ne legyen taldlat;

¢) ne legyen nyeremény?

a) Az 5 nyer6szambol valamelyik 2 eltaldlasarél van szo. Ez <g> = 10-féleképpen térténhet. Min-

den ilyen szamparhoz a nem nyeré 85 szambdl barmelyik 3 mellé tehetd.
Ez (835> = 98 770-féleképpen torténhet.

Vagyis 987 700 kulonbozéféleképpen kitoltott kettes taldlatos szelvény képzelhetd el egy ja-
tékhéten.

b) llyenkor a nem nyer6 85 szambdl jeléltik be mind az 5tét. Ez <855) =32801517-féleképpen

térténhet.
Vagyis 32 801 517-féleképpen kitoltott szelvény képzelheté el, amin nincs egyetlen talalat
sem.
¢) Ha nincs talalatunk és ha pontosan egy talalatunk van, akkor sincs nyereményunk.
Ez utdbbi esetben az 5 nyerészam valamelyikhez a nem nyeré 85 szam barmelyik 4-e mellé

tehetd. Ez (845> = 2024 785-féleképpen torténhet.

Vagyis 10 123 925 szelvény képzelhet6 el, amelyiken pontosan egy talalat van.
Felhasznéljuk a b) feladatrész eredményét: 32 801 517 + 10 123 925 =42 925 442.
Ennyiféleképpen tolthetd ki a lottdszelvény, hogy ne legyen rajta nyeremény.

FAL®] A hatos lotto jatékban negyvenost szambol hatot kell megjeldini. A jatékos akkor nyer, ha
a kisorsolt hat szam kozdil legaldbb harmat eltalalt, és akkor ér el telitaldlatot, ha az altala meg-
jelolt mind a hat szam egyezik a kisorsolt nyerészamokkal. A sorsolason mar kihuztak a 11, 23,
40 szamokat. Hanyféleképpen képzelhetd el most a telitaldlatos szelvény?

A maradék 42 szambol még harmat sorsolnak. Ez (432> = 11480-féleképpen torténhet.

E®] A skandinav lottd jatékban harminct szambol hetet kell megjeldlni. A sorsolason hét

szamot géppel, hét szamot kézzel hiznak ki. Akkor nyer a jatékos, ha barmelyik kisorsolt hét

szambol legalabb négy talalata van. Egy szelvény az ikersorsolas mindkét szamsorsolasan auto-

matikusan részt vesz, és akar mindkét sorsolason lehet taldlata.

a) Havalakia 16, 21, 23 és 25 szamokat minden szelvényen be szeretné jeldIni, akkor dsszesen
hany jatékszelvényt tudna kilénbdzé médon kitdlteni?

b) Egy jatékosnak az 6todik nyerészam kihluzasa utén 6t taldlata van. Minimum hany szelvénnyel
jatszhatott, ha mar biztosan tudja, hogy lesz telitalalata?

a) A jaték szabalyai szerint a maradék 31 szambdl még 3 szamot kell megjeldinie.
Ez (331 ) = 4495-féleképpen torténhet.

b) Akkor lehet biztos a telitaldlatban, ha minden szelvényén szerepel az eddig kihuzott 6t szam,
és a maradék 30 szambdl pedig az dsszes lehetséges szampart megjatszotta minden szelvé-

nyén. Ez (32()) = 435-féleképpen toérténhet. Vagyis minimum 435 szelvénnyel jatszott.
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[FE] A 24 65 osztalyban 3 jelolt van az osztalytitkari tisztség betoltésére. Mindenki (a jeloltek
is) egy jeldltre szavaznak. Hanyféle eredménye lehet a szavazasnak?

A szavazas végén a 32 szavazoélap mindegyikén a harom jeldlt valamelyikének neve szerepel. A
szavazolapok sorrendje nem szamit. Csak az szamit, hogy a jeléltek kulén-kilén hany szavaza-
tot kaptak. A szavazas minden eredménye a harom jellt egy 32-edosztalyd ismétléses kombi-
nacioja. Ezek szama:

320y _ (3+32—1\_ (34\_ (34\_ 34-33 _
& (/)_< > )— (32>— (2 )_ 4:33 _ 561,
Vagyis 561-féle eredménye lehet a szavazasnak.

AR A 32 lapos magyar kartyabdl 5 lapot osztunk. Hanyféle eset lehetséges, ha csak a szine-
ket vesszlk figyelembe?

A négy szinbdl sorrendre valé tekintet nélkul 6tds csoportokat készitink, és ezek szamat kell
meghataroznunk. Ezt 4 elem 5-6dosztalyd ismétléses kombinacidinak szdma adja meg:

(3 -5

Vagyis 56 lehetdség van.

4. Binomialis tétel

m irjuk fel rendezett tobbtagu kifejezésként a kévetkezd hatvanyokat!
a) (x+2)"; b) (3x—1y; o (2x+yy; d) (3x—2y)".

a) (x+2)= <g>x4-2°+ <?>x3-21+ <£21>x2-22+ (;)X“23+ (j)xO-z“ =

= x*+ 83+ 24x*+ 32x + 16.

B) (3x—1f = <(6)>-(3x)6— (?) (3P + <§)-(3x)4— @ (3P + (j) (3xf— (§>-(3x)+ (2) _
= 729x5 —1458x° + 1215x* — 540x> + 135x> — 18x + 1.

9 (s yF = (o) + (S) 0ty + (S)@xiy+ (S)axry « (3 Jay+ (2 )@y -
= 32x° + 80x*y + 80x°y* + 40x%)> + 10xy* + y°.

d) (3x— 2y ) = 81x* = 216xX°y + 216x°y* — 96xy° + 16*.

PAL®E] irjuk fel a kovetkezé hatvanyok rendezett tobbtagu alakjaban a hatodfoku tag egyitt-
hatdjat!
a) (x+5); b) (2x—=1Y; o (x—2); d) (3x+ 2.

A binomialis tétel alapjan felirjuk a hatodfokud tagot, ekkor latjuk az egydtthatojat is.
a) <6>x6 = x°, vagyis az egyitthato: 1.

9

3 (2x)° (=17 = —5376x°, vagyis az egyltthato: —5376.

d)

o <8> x°-(=2Y =112x°, vagyis az egyutthato: 112.
( >(3x 2'=10206x°, vagyis az egyUtthato: 10 206.
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EM®] Adjuk meg egy binomialis egyttthatéval a kovetkezd dsszegeket!

()G GG+ )
9 o) () () G () 3)

n
-1

a) Alkalmazzuk az (n + 1) = </<

k >+ (Z) osszefliggést t8bbszor egymasutan, de el6tte a @)

helyére frjunk <j>-et:

(Gl GG 6= G G G G ()= B 6+ (5)-

Vagyis az 6t binomialis egyUtthato 6sszege: (i)

b) Irjuk &t az egy(tthatokat:

o) () )+ () (@) (5)= G )+ )+ )+ )+ 2)

Most mar az a) feladatban latottak alapjan jarhatunk el:
3+3+4+5+6+7_8
3 2 2 2 2 2)  \3)

W] 19azoljuk, hogy az n elemU halmaz részhalmazainak szama 2 lesz!

Az allitds a kovetkezd alakban irhato:

-3+ >

Ez pedig a binomidlis tétel alapjan igaz. (Alkalmazzuk a tételta=1, b = 1 esetén.)

Em Igazoljuk, hogy ha a Pascal-haromszdg n-edik sordban a szamokat valtakozé eléjellel 6sz-
szeadjuk, akkor 0-t kapunk!

irjuk fel a binomialis tételta = 1 és b = -1 esetén:

(1 -1y = (g) 17 (=1 + <'1’> 1 (=t (Z) 10.(=1) = (8)— ('1’>+

Vagyis valdban igaz:

o= (o))



Grafok

5. Vegyes grafelméleti feladatok (Emelt szint)

m Rajzoljunk egy olyan 6 pontu 6sszefliggd grafot, melynek csucsainak fokszamai: 4, 4, 2,
2, 3, 1, és adjuk meg a graf egy nyilt Euler-vonalat!

A feltételeknek eleget tevd egyik lehetséges graf:

A grafnak két paratlan foku pontja van, igy biztosan van nyilt Euler-vonala. Mivel az F és E csu-
csok fokszama paratlan, ezért az Euler-vonal e két pont egyikébdl indul, és a masikban végzé-
dik. Egy lehetséges Euler-vonal:

FE— EA— AB—BC— CA— AD— DB - BE.

P& Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy n pontd teljes grafnak legyen Euler-
vonala?

Az n pontu teljes graf minden csticsanak a fokszama n — 1. Ezek szerint akkor és csak akkor van
Euler-vonala egy ilyen grafnak, ha minden cstcsanak a fokszama paros, vagyis n — 1 = 2k, ahon-
nan n = 2k + 1. Ezek szerint egy n pontu teljes grafnak akkor és csak akkor van Euler-vonala
(mégpedig zart), ha a csucsok szama paratlan.

m Hany élt kellene behuzni az dbran lathaté nyolcpontu gréafba, hogy
a) teljes graf legyen?
b) legyen Euler-vonala?

a) Irjuk be a gréfba az egyes cstcsok fokszamat.

E(3)
(3)F D(3)
G(4)
(3)A HB)
(3)B C(2)

A csucsok fokszamanak osszege: 6-3 + 4 + 2 = 24, tehat e graf éleinek a szdma 12. Mivel a
nyolcpontu teljes graf éleinek a szédma % = 28, ezért e grafba még 28 — 12 = 16 élt kellene

behuzni ahhoz, hogy teljes graf legyen.

b) A grafnak 6 db paratlan foku pontja van. Ha ezek kozil valamelyik kett6t 6sszekotjik, akkor
e két pont fokszama eggyel névekszik, igy mar csak 4 db paratlan foku pontja lesz. Ha e négy-
bél ismét Osszekotlink kettét, akkor pontosan két paratlan fokl pontja lesz a grafnak, igy lesz
benne nyilt Euler-vonal. Tehat két él behuzasaval (pl. BF és AD) elérhetjik, hogy legyen Euler-
vonal. Ekkor az E és H pontok fokszama lesz paratlan, igy a nyilt Euler-vonal e két pont egyiké-
bol indul, és a masikban végzédik.

MATEMATIKA

B
A
F
E
E
F
G
A H
B
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A& Az abran egy varos 7 nevezetessége és az azokat 6sszekotd Uthalozat lathats. Eqy turis-
p tacsoport Ugy szeretné megtekinteni a nevezetességeket, hogy minden dton egyszer és csak
F egyszer haladjanak el.
a) Tervezzik el a sétautat!
A b) Sajnos — elére nem lathatd okok miatt — az F-bdl G-be vezetd utat felbontottak, igy jarhatat-
lanna valt. Ekkor hogyan tervezzik a sétautat?

a) Irjuk be a graf cstcsainak a fokszamat.

A G és D csucsok fokszama paratlan, igy e két pont valamelyikébdl kell elindulnunk. Egy lehet-
séges Utvonal a kovetkez6:
GD-DC-CG-GB-BA-AG-GF-FE-ED

b) Ha az FG utvonal megszinik, akkor F és G fokszama eggyel csokken, igy F fokszama parat-
lan, G fokszdma paros lesz.

Most F és D fokszama pdratlan, tehat a sétaut e két pont valamelyikébdl indul. Egy lehetséges
Utvonal:

FE-ED-DG - GA-AB-BG-GC-CD.

&N A alabbi grafok kozil melyiknek van nyilt vagy zart Euler-vonala? Amelyiknek van,

annak rajzoljuk meg!
E
B D p
A D
A
A
D F c
C = °G E
c E
F c
G b)
irjuk be az egyes grafok csticsainak a fokszamait!

>

a) )

E(4)
DG3)
22 A1)
(4) D(4) K2) ‘
C
&) ® )
F(2)
a) GQ2) b)

a) esetben minden csucs fokszama péros, tehat van zart Euler-vonal.

b) esetben két paratlan foku csucs van, tehat van a grafnak nyilt Euler-vonala.

¢) esetben ugyancsak két paratlan foku csucs van, tehat van a grafnak nyilt Euler-vonala.

d) esetben 4 paratlan foku pontja van a grafnak, tehat sem nyilt, sem zart Euler-vonala nincs.



A& oy 8 pontt graf minden csticsanak a fokszama paratlan. Legalabb hany Gj élt kell be-
huznunk, hogy a grafnak legyen Euler-vonala?

Legyenek a graf csucsai A, B, C, D, E, F, G és H. Kosstk ¢ssze A-t B-vel, majd C-t D-vel, végul
E-t F-fel. Ekkor az A, B, C, D, E és F pontok fokszamai parosak lesznek, mig a G és H pontok fok-
szamai paratlanok, gy lesz a grafnak nyilt Euler-vonala. Tehat 3 él behuzasa utan elérhetjuk,
hogy legyen Euler-vonal. Az eljarasbol az is kdvetkezik, hogy 3-nal kevesebb él behtzasaval nem
érhetd el, hogy legyen Euler-vonal.

m Az dbran egy kiallitas foldszintjének alaprajza lathaté. Egy latogato éppen kedvenc fest-
ménye el6tt all, és eddig minden ajtén pontosan egyszer ment at. Melyik helyiségben van a la-
togato kedvenc festménye?

bejarat

Modellezzik a foldszint alaprajzat egy olyan graffal, melynek csicsai az egyes helyiségek, és két
csuics pontosan akkor van 6sszekotve egy éllel, ha a megfeleld helyiségek kdzott van ajto. A graf-
ban a csucsok fokszamat is feltlintettik.

Ha a latogato minden ajton pontosan egyszer ment at, (azaz a graf minden élén pontosan egy-
szer haladunk kereszttl), akkor kell lennie a grafban nyilt Euler-vonalnak. Mivel két csucs fok-
szama paratlan (A és D), de a latogatoé csak A-bol indulhatott (hiszen a bejarat utan A-ba kerul,
és innen indulhat csak), ezért csak a D helyiségben lehet a latogatd kedvenc festménye.
Nézzik a latogatd egy lehetséges Utvonalat:
AB-BC-CA-AG-GC-CD-DG-GF-FE-ED.

m Hany db olyan pozitiv egész n szam van, melyre teljestl, hogy az n pontu (10 < n < 30)
teljes graf éleinek a szama oszthaté 5-tel ?

n(n—1)
2
szorzata milyen n esetén végzédik O-ra. A 11.2.7. feladatdban megvizsgaltuk két szomszédos
egész szam szorzatanak lehetséges végzddéseit. Az ottani eredményt felhasznalva arra jutunk,
hogy n(n—1) akkor végzédik O-ra, ha n utolsd szamjegye 1, 5, 6 vagy 0. Ezek szerint a feltéte-
leknek eleget tevé graf cstcspontjainak szama: 10, 11, 15, 16, 20, 21, 25, 26, 30, vagyis 9 darab

a feltételeknek eleget tevd pozitiv egész szam van.

Ha = 5k, akkor n(n—1)=10k. Az a kérdés tehat, hogy két szomszédos egész szam

IEXEA tgy n pontu teljes grafnak nincs Euler-vonala. Ha azonban letoraljiik 5 olyan élét, me-
lyek kdzUl semelyik kettének nincs kdzds csucsa, akkor lesz nyilt Euler-vonala. Hany pontu lehet
az eredeti teljes graf?

Ha letorltink 5 olyan élt, melyek kozul semelyik kettének nincs kdzos csucsa, akkor 10 csucs fok-
szama valtozott 1-gyel, azaz 10 db péaros foku pontja lesz a grafnak. Mivel ekkor lesz nyilt Euler-
vonal, ezért 2 db pératlan foku pont is lesz. Ezek szerint az eredeti grafnak 12 csucsa volt.

MATEMATIKA
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ELAC®] szemléltesstik egy fagraffal a 19 600 primtényezés felbontasat!

e
S
AR

EEM®] Hany kor talalhato a abran lathato 8 pontd grafban? Hany élét kellene letorolntink e
grafnak, hogy 8 pontu fagrafot kapjunk?

G

A grafban 6 kor talalhato:

HEG, HABDG, DFG, HABDFG, HABDGE, HABDFGE.

A grafnak 10 éle van. A 8 pontu grafnak 7 éle van. Ezek szerint 3 élt mindenképpen le kell t6-
rolntink, hogy 8 pontu fagrafot kapjunk. Ennyi elegendd is; toroljik le példaul a HG, EG és FD

éleket:
G
F
H
r D
A
C
B

KB 19az0ljuk, hogy barmely sszeftiggs graf néhany Uj él behtizasaval olyan graffa alakit-
hatd, melynek van Euler-vonala!

Barmely 6sszefliggd grafban a paratlan foku pontok szama paros; legyen tehat az ilyen pontok
szama 2k. E pontok kozil valamelyik kettdt 6sszekotve e két pont fokszama eggyel né, igy paros
lesz. Ekkor a paratlan fokd pontok szdma (2k — 2)-re csdkken. E 2k — 2 paratlan foku pont kozdl
ismét kettét 6sszekdtve azok szama paros lesz, tehat ekkor a paratlan fokd pontok szama maér
csak 2k — 4. Az eljarast folytatva (mindig két paratlan fokd pontot 0sszekotve) k — 1 1épés utan
elérjik, hogy pontosan két paratlan fokd pontja lesz a grafnak, igy lesz nyilt Euler-vonala. Ki-
mondhatjuk tehat, hogy ha a grafnak 2k db paratlan foku pontja van, akkor k — 1 Gj él behu-
zasaval lesz nyilt Euler-vonala, k db él behuzasaval pedig lesz zart Euler-vonala.
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EEME £y iskolak kozotti teniszbajnoksag dontsjébe 7 jatékos jutott be. A dantében mindenki
mindenkivel egy mérkdzést jatszik. Egy nézd jegyezte az egyes mérk&zések kimenetelét. Vala-
mikor igy szolt a szintén nézé baratjahoz. ,Az 1-es szamu versenyzé mar minden mérk&zését le-
jatszotta, a 2-es szamu mar 6t mérk8zését lejatszotta, viszont a 4-es és a 7-es szamu verseny-
z6k még csak egy-eqy mérkbzést jatszottak.” Erre a szomszéd igy valaszolt: , Biztosan tévedsz.”.
Honnan tudta ezt a szomszéd?

Készitstink egy olyan grafot, mellyel azt tudjuk szemléltetni, amit mar tudunk. Az 1. szamu ja-
tékos az osszes tobbivel 6ssze van kotve. 3.
A 2. szamu jatékost a 3., 4., 5., 6., 7. pontok kdzul 4-gyel dssze kell kdtnink, hiszen & mar
5 mérk&zést lejatszott (egyet az elsével). Ezek szerint a 2. szamu jatékos a 4-es és a 7-es szamu
jatékosok valamelyikével biztosan 6ssze lesz kotve. Ez viszont azt jelenti, hogy vagy a 4-es, vagy 4.
a 7-es jatékos (esetleg mindkettd) mar legaldbb két mérkézést jatszott.

KEME o) Egy pedagogiai konferencia kazépiskolai szekcidjaba 12 6 jelentkezett. A 12 65 cso-
port két tagja (a moderatorok) a csoportbdl mindenkit ismertek. Ot olyan tagja volt a csoport-
nak, akik a moderatorokon kivil senkit sem ismertek; a szekcié tébbi tagja koézil pedig min-
denki mindenkit ismert (az ismeretség minden esetben kolcsdnos). Az elsé szekcidiilés elétt, akik
nem ismerték egymast, kézfogassal bemutatkoztak egymasnak. Hany kézfogas tortént?

b) Az bvodai szekcionak harom moderatora volt; 6k szintén mindenkit ismertek a csoportbdl.
A csoport t6bbi tagjanak a fele a moderatorokon kivil senkit sem ismert, mig a csoport tobbi
tagja kozdl itt is mindenki mindenkit ismert (természetesen az ismeretség itt is minden esetben
kolcsénos). Ebben a szekcidban is bemutatkoztak egymasnak azok, akik nem ismerték egymast,
s igy ebben a csoportban 35 kézfogasra kerult sor. Hany f6bél all az dvodai szekcié?

a) Készitstk el a 12 f6s tarsasag ismeretségi grafjat. Legyenek A és B a moderatorok, C, D, E, F

és G azok a személyek, akik a moderatorokon kivil senki mast nem ismertek; a tébbiek pedig

H, I, J, KésL.

Azt kell meghataroznunk, hogy e grafba hany élt kellene még berajzolnunk, hogy teljes grafot K®

kapjunk.

Az A és B pontok fokszama 11-11, C, D, E, F és G pontok mindegyikének a fokszama 2, H, I, J, J©)

K és L pontok mindegyikének a fokszama 6. lgy a graf pontjai fokszamainak dsszege:

2-11+5-2+5-6=062,

vagyis a graf jelenleg meglevé éleinek a szama 31.

12:1
2

élek szama 66 — 31 = 35. Tehat a szekciodulés eldtt 35 kézfogasra kerUlt sor.

A010) g1
YA
N

7
/
0

c2

Mivel a 12 pontu teljes graf éleinek a szama =66, és jelenleg 31 éle van, igy a hianyzé

Megjegyzés: Masképpen is kiszamolhattuk volna a meglevé éleket. Az A, B, H, I, J, K és L pontok egy 7 pontu

teljes grafot alkotnak, igy ezek éleinek a szama % = 21. Ezeken kivil van még C, D, E, F és G pontokbdl induld

2-2 él, vagyis 5-2 =10 él. Ezek szerint a meglevd élek szama 21 +10 = 31, tehat a hianyzé élek szama
66 — 31 = 35.

Azt is megtehettik volna, hogy kdzvetlendl a hianyzé éleket szamoljuk 6ssze. A hianyzé élek egyrészta G, D, E, F
és G pontokbol az A és B pontokon kivil az 6sszes tobbi pontba huzott élek; ezek szama tehdt 5-5 = 25, tovabba

a G, D, E Fés G pontok alkotta 6tpontu teljes graf éleinek a szama, vagyis % =10. Tehat a hidnyzé élek szama

25410 = 35.

b) Legyen A, B, C a harom moderator. Legyen k db olyan személy, akik a moderatorokon kivdil
senkit sem ismertek. Ekkor a csoport tébbi tagjai (ugyancsak k db személy) kdzul mindenki min-
denkit ismert.

Ekkor a grafnak 2k + 3 pontja van.

A harom moderator és azok, akik kézal mindenki mindenkit ismert egyltt egy k + 3 pontu tel-
jes grafot alkotnak, igy ezeknek a meglevé éleknek a szdma
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(k+3)(k+2)
—

Azok a személyek, akik csak a moderatorokat ismerik 3k élt jelentenek, igy a graf meglevé éle-
inek a szdma

(k+ 3)(k+2)
2

A 2k + 3 pontu teljes graf éleinek a szama:

(2k+ 3)(2k+ 2)

5

igy a meglevé graf hianyzoé éleinek a szama:

(2k+ 3)(2k+2) (k+3)(k+2)

+ 3k.

5 - 5 — 3k = 35,
4k*+ 10k + 6 — k> — 5k — 6 — 6k = 70,
3k —k—70=0,
1+v1+840 _ 1+£29 28
k.= 6+ =% k=5, /<2=—?.

A negativ megoldas nyilvan érdektelen, igy k = 5.
Tehat az ¢vodai szekcionak 2k + 3 =13 tagja volt.

Megjegyzés: Természetesen most is megtehetjik, hogy kdzvetlendl a hianyzo éleket szamoljuk 6ssze. A hidnyzé

élek abbdl a k db pontbdl indulnak, melyek csak az A, B és C pontokkal vannak 6sszekdtve. E pontok mindegyi-

két 6sszekothetjik a graf azon k db pontjaval, melyek kézil mindegyik mindegyikkel ¢ssze van kotve: ez 6ssze-

sen k-k = k* db pont. Tovabba ezen k db pont k&ziil még mindegyiket mindegyikkel ésszekéthetjiik. Ez utdbbi

k(k—=1)
2

egy k pontu teljes grafot jelent, tehat

k(k—=1)
2

3kP—k—-70=0,

s igy ugyanahhoz a masodfoku egyenlethez jutottunk, mint az eredeti megoldasnal.

hianyzo élt. Ezek szerint a hianyzo élekre:

K+ = 35, azaz 2k*+ k*— k=70,

KB Csabi partit rendezett, ahova 9 f6t hivott meg. A tarsasagbol Csabi mindenkit ismert.
3 olyan személy volt a tarsasagban, akik Csabin kivil senki mast nem ismertek. A tarsasag tobbi
tagjanak Csaban kival még 2-2 ismer&se volt (az ismeretség minden esetben kélcsonds). Azok,
akik nem ismerték egymast kézfogéassal bemutatkoztak egymasnak. Hany kézfogasra kerult sor?

Készitsiink egy lehetséges grafot, mellyel a tarsasagban meglevd ismeretségeket szemléltetjik,
és irjuk a graf csucsai mellé a csucs fokszamat. A graf egy cstcsanak (amelyik Csabanak felel
meg) a fokszdma 9. Harom csticsanak a fokszama 1, a tobbi csucs fokszéma 3 (lasd abra).
Ezek szerint a graf csucsai fokszamanak 6sszege:

9+6-3+3=30.

A graf éleinek a szdma a fokszamok 6sszegének a fele, azaz e grafnak 15 éle van. Mivel a 10
pontu teljes graf éleinek a szama

10-9

2 "

igy a grafnak még 45 —15 = 30 éle hidnyzik. Tehat, ha az ismeretlenek kézfogdssal bemutat-
koznak egymaésnak, akkor 30 kézfogasra kerul sor.

K Egy tarsasagban (ahol a fitk is és a lanyok is egynél tobben voltak) a lanyok és fitk els-
szor kulon valtak; minden lany minden lannyal, és minden fid minden fitval koccintott egyszer.
lgy a lanyok kozotti koccintasok szama 6-tal volt tobb, mint a fidk kézotti koccintasok szama.
Ezutan a filk és a lanyok 6sszevegyultek; ekkor mindenki mindenkivel koccintott egyszer. Hany
koccintas hallatszott ekkor?

Legyen f a fiuk, / a lanyok szdma. Ekkor a feltételek szerint
f(f=1) (1=

;7 te="5
PP—f+f—1=12, vagyis  (I-f)(I+f)—(/-1f)=12,

azaz fP—f+12=1* =1,



(I-H)(+f=1)=12.
Tehat a 12-t kell felbontanunk két pozitiv egész szam szorzatara, mivel a szorzat mindkét té-
nyezdje pozitiv egész szam: 12 =1-12=2-6 = 3-4. Figyelembe véve, hogy /- f <[+ -1,
az alabbi esetek lehetségesek:
1./—f=1 és [+ f—1=12. Akét egyenletet Gsszeadva
2/=14, azaz =7, ésezzel f=6.
2. 1-f=2 és [+ f—1=6. Most a két egyenlet 6sszegébdl 2/ = 9, amibdl nem kapunk
I-re egész megoldast.
3./1—-f=3 és [+ f—1=4.Ekkor /=4, ésezzel f=1, de ez sem lehetséges, hiszen a fel-
tételek szerint mindkét nembdl 1-nél tébben voltak a résztvevok.
Ezek szerint csak / = 7 és f = 6 lehetséges. Tehat a tarsasagban 6sszesen 13 személy volt, igy —
13-12

5= 78 koccintas hallatszott.

amikor mindenki mindenkivel koccintott — 6sszesen

EEAR] Bejarhatd-e az 5-sz6r 5-6s sakktabla lougrassal gy, hogy minden mezére pontosan
egyszer lépjlnk és visszatérjink a kiindul6 mezdre?

A ldugrasnal mindig szint valtunk, vildgos mezérél sotétre 1éplnk és forditva. A 25. lépésben
ismét a kiindulé mezén kellene allnunk, de ez lehetetlen, mert minden paratlan sorszamu lépéssel
a kezdd mezével ellenkezd szinre léplink.

EEMEE] Rajzoljuk meg egy vonallal, a ceruzank felemelése nélkiil az abran lathato grafokat!

a) b) ) d)
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EEME] Miért nem lehet egy vonallal, a ceruzank felemelése nélkil az abran lathato grafokat
megrajzolni?

a) o

a) Ketténél tobb paratlan fokszamu csuicsa van.
b) Ketténél tobb paratlan fokszamu csucsa van.

m Miért nem lehet a fert6di Esterhazy-kastély parkjaban (abra) egy olyan sétat tenni, amely
soran minden Uton athaladunk egyszer és az indulasi helyre visszajutunk?

Van paratlan fokszdmu csucs, ezért nem lehet a feltételeknek megfelel6en végig jarnia a park
Utjait.

EXEEE] A2 alabbi grafok kozil melyek azok, amelyek lerajzolhatok a ceruzank felemelése nél-
kal ugy, hogy minden szakaszon csak egyszer menjink &at?

<y &)

Egy graf akkor és csak akkor rajzolhato le ugy, hogy kézben nem emeljiik fel a ceruzankat és min-

den élen egyszer és csak egyszer megy(nk at, ha van a grafnak (nyilt vagy zart) Euler-vonala. lrjuk

be az egyes grafok csucsainak a fokszamait!

a) esetben a grafnak két paratlan fokszamu pontja van, tehat van a grafnak nyilt Euler-vonala.

b) esetben a grafnak 4 db paratlan fokszamu pontja van, igy sem nyilt, sem zart Euler-vonala
nincs a grafnak.

¢) esetben minden csucs fokszama paros, tehat a grafnak van zart Euler-vonala.
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EXME] 19az0ljuk, hogy barmely fagrafnak van legalabb két 1 fokszamu pontjal

Elszor azt mutatjuk meg, hogy barmely fagrafnak van legalabb egy db 1 fokszamu pontja.
Tegyuk fel, hogy allitdsunk nem igaz, vagyis minden pont fokszama legalabb 2 (0 fokszamu pont
nem lehet, hiszen minden fagraf 6sszefliggé). Ha az n pontu fagraf minden cstcsanak a fok-
szama legaladbb 2, akkor a fokszamok 6sszege legaldbb 2n, vagyis az élek szama legalabb n. Ez
azonban lehetetlen, hiszen az n pontu fagréf éleinek a szaman — 1.

Tehat a fagrafnak van 1 fokszamu csuicsa. De egy db ilyen nem lehetséges, hiszen a paratlan foku
csucsok szama paros. Ezek szerint minden fagrafban van legalabb két db 2 fokszamu csucs.

EENME] Adott egy n pontu fagraf és egy k pontu fagraf, melyeknek nincs kozos csticsuk. Iga-
zoljuk, hogy ha e két graf egy-egy pontjat 6sszekotjik, akkor Ujabb fagrafot kapunk!

Az n pontu fagraf éleinek a szama n + 1, a k pontu fagraf éleinek a szdma k + 1. Ha e grafok
egy-egy pontjat 6sszekotjiuk egy éllel, akkor egy 6sszefliggd grafot kapunk, melynek élei az ere-
deti grafok élei és az egy db Uj 6sszekotd él. Ezek szerint a keletkezett graf csucsinak a szama
n + k, éleinek a szdma pedign — 1+ k—1+1=n+ k — 1, vagyis eggyel kisebb az csticsok
szamanal, tehat ismét fagrafot kaptunk.

m Egy 9 pontu graf csticsainak fokszama: 8, 6, 4, 3, 3, 3, 2, 2, 1. Hany élét kell letorol-
nunk a grafnak, hogy 9 pontu fagrafot kapjunk?

El6szor készitsk el a kérdéses 9 pontu grafot (Iasd abra)!

A graf csticsai fokszamainak osszege:
8+6+4+3+3+3+2+2+1_32 _ 46 (M
2 2

Mivel a 9 pontu fagrafnak 8 éle van, ezért 16 — 8 = 8 élt kell letorélntink, hogy fag- 3) 2)
réfot kapjunk. Az dbran egy lehetséges megoldast latunk:

A
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] Egy konvex 17-sz6g minden élét és atlojat pirosra, zoldre vagy sargara festettiink. Iga-
zoljuk, hogy barhogyan is szineztlink, lesz olyan haromszdg, melynek cstcsai a 17-sz6g csucsai,
és minden oldala ugyanolyan szin(!

A konvex 17-sz6g valamely P csticsaboél (minden csticsabol) 16 szakasz indul ki. Mivel ezeket ha-
romféle szinnel festettlk be, ezért — a skatulya-elv alapjan — kell lenni koéz6ttik 6 db olyannak,
melyek azonos szinlek (pl. pirosak). Tekintstik ezt a hat db piros szakaszt; legyen ezek masik
végpontja: A, A, A, A, A, A Haaz A, A, ... A; konvex hatszognek valamely oldala, vagy va-
lamely atloja piros, akkor készen vagyunk, hiszen e hatszdg minden oldala és minden atléja egy
olyan haromszdégnek oldala, melynek mar van két piros oldala. Ha az A, A, ... A¢ konvex hat-
szdgnek nincs sem piros oldala, sem piros atléja, akkor e hatszég minden oldala és minden at-
|6ja zold vagy sarga.

E hatszég valamely cstcsabol (minden cstcsabol) pl. A,-bél 5 db szakasz indul ki. Mivel ezek
kétféle szinnel vannak kiszinezve, ezért kell lennie ezen 5 db vonal k6zott harom azonos szind-
nek. Legyenek ezek A/A,, AA; és AA,, és legyenek pl. zoldek.

Ha az A,A;A, haromszdgnek valamely oldala z6ld, akkor készen vagyunk. Ha viszont e harom-

sz6g egyik oldala sem z6ld, akkor mindh&rom oldala sérga kell, hogy legyen, s igy ekkor is ké-
szen vagyunk.

EXME] Legyen n egy paros szam. Az n pontu graf minden csticsanak a fokszama paratlan.
Legaldbb hany élt kell berajzolnunk a gréafba, hogy legyen

a) nyilt Euler-vonala?

b) zart Euler-vonala?

a) Az el6z6 feladat gondolatmenetét kdvetve ”E 2 | behuzasaval elérhetjik, hogy legyen a

grafnak Euler-vonala.
b) Ha az a) esetben leirtaknak megfeleléen behtzunk ”E 2 yj élt, akkor pontosan két parat-

lan foku csucs lesz, a tobbi paros fokd. Ha még a két paratlan foku csucsot is 6sszekotjuk,
akkor mar minden csucs fokszama paros lesz, vagyis lesz a grafnak zart Euler-vonala. Ezek sze-

rint a behtizandé élek szama: f75_2+ 1= %



Hatvanyozas, logaritmus

1.Mit tudunk a hatvanyokrol, gy6kékrél (Ismétlés)

KRS Vvégezziik el a kijelolt hatvanyozast, és irjuk fel az eredményt tortmentes alakban!

ey (35"
a) (2 ( 3)2 X =x%x-x" x"=x", ahol x % 0.

O ] ™

4\-2 _4,8
b) < ’3b5> = ;bgo =a*b%a®b'°=a """, ahola =0, b= 0.

P& Melyik szam nagyobb: A vagy B?

a) A=10%, B=20", b)A=%+%l B:%.

N

a) A=10"=(10%)°=100", B=20", tehdt A>B.
b) lrjuk mindkét tértet 2'2 nevezdjd tort alakban!
Al 1 _2°41_17 p_1_2°_8

F"'ﬁ 212~ iz 29~ 712 T iz tehat A >B.
a’+b’
m Mivel egyenlé a megadott kifejezés értéke, ha a= 2, b= § ﬂ?
1 1
a’l+ b g? b
-2 _ b—1 - i_l
a® b

1,1 1

2 b_bra_3t* 1412 13

A 1" b-a 1_, 1-127 11
3

IR Allitsuk nagysag szerint ndvekvo sorrendbe a megadott szamokat: %3, 4/4, /5!

EIc’SszC')r hasonlitsuk &ssze az elsé két mennyiséget' frjuk at 6ket 12. gyodkos alakba:
4 /3 12/_ 4/— 3 /4
tehat %3 > f.

Most hasonlitsuk 6ssze a masodik és a harmadik mennyiséget; irjuk at 6ket 20. gydkds alakba:

Va=2/4=0/1024, %5 =25 =2/625,
tehat ¥4 > %/5.
A két eredményt egybevetve azt kapjuk: /3 > ¥4 > %/5.

MATEMATIKA
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E®] Vegezziik el a kijelolt szorzast, és irjuk fel az eredményt egyetlen gydkjel segitségével!

92435 0Tl ovavavat

2 ./5 . [/2¢ . //5¢ _ 2352_\/7
a)\/g3\/g_6\/<§> 6\/(§ 53. )2 V5
b) 3\/%4\/% =1 /(9 4 12 / =) =12/ 24—173 = 12\/§, ahol a =0, b =0, és azonos eldjelliek.

o) ‘/5.3‘/5‘5\/?:3 15,30,/ 410 30ﬁ 3of ahola> 0.

[FE] Milyen pozitiv egész szamot irhatunk az n helyébe, hogy az alabbi egyenldség igaz legyen?
Va"va =a-%a (ahola>1).

Emeljuk az egyenlet mindkét oldalat 6-dik hatvanyra!
(@V-(Vay=a%a®>, azaz a"'=a".

Innen 2n+1=11, azaz 2n=10, tehdt n=>5.

2.Tortkitevoji hatvanyok értelmezése

A& (vjuk fel az alabbi kifejezéseket gyokos alakban, és szamologép segitsegével adjuk meg
értékiket harom tizedesjegyre kerekitve!

1 3 _1 _3
a) 43, b) 104, 572 d)8s.
1 3
a) 43 =3/4 ~ 1,587. b) 10% = 4/10° = 5,623.
1 3
—_ ‘| —2
Q) 52=—=0,447. d) 8 >= ~ 0,287.
v5 ¢

PALE] irjuk fel a kovetkez6 kifejezéseket tortkitevé-mentes alakban (y, x, p, k 1-nél nagyobb
valés szamok)!

6 2 1 _2 11 5
a)y’, b) x3-x?; c)p -p 3 d) k?-k3-k °.
12,1 1
a) y —7./ b) X3 2=x32=x6="5%x".
12 1y 11 .5 1,15
C)p p3_p53 p 5= — d)kzvk3'/<6=k236=k0='|

- ls 15 /
EM&] Vegezziik el a kovetkezd miiveleteket!

2 (2 (6) b (a3.63) % (sF573) 9 [(p%)_%] |




FM®] Hozzuk egyszertibb alakra az alabbi kifejezéseket!

1 1 3 2
510721072, b (a7 a2). 9 6453—164?
102410 ?
5 1
i 100-—%
5 102102 _ 107
10241072 102+
102

1
Bavitsuk a tortet 102-nel.

1
102 1 "
102 _ (102) -1_10-1_9
1 - 1\2 - -
1044 (102) 04+1 11
102

3 4

2 32 4 23
b) <a3—a2) =a3+a*-2-a3a?

4 13
=a3+a’-2-afb.

3 2
o 647-64> _ J64® 64’ _ 8 -4 _2°-2° _ %221 _2"-31_ 54 _qp
319 31 31 ~ 31 - 31 ~ 3 7™

E®] Az egyik argentin Gserd6 4 évenként 1,8%-kal csokken. Hany szazalékéra csokken ez az
6serdd 30 év elteltével?

Ha az erd6 4 évenként 1,8%-kal csokken, akkor 4 év elteltével a 0,982-ed részére csokken.
A 30 év 7,5 ilyen periodust jelent, tehat 30 év elteltével az erdd allomanya 0,9827° = 0,8726-ad
részére, vagyis a 87,26 %-ara csokken.

BE] Egy lengyelorszagi erdészetben 786 muflont tartanak, melyek éves szaporulata 1,2%.
Egy szerz&dés szerint hat és fél év mulva az akkori allomany harmadat elszallitjak egy masik te-
lepre. Hany muflon marad ekkor ebben a gazdasagban?

Az allatallomany 6,5 év mulva kb. 786 - 1,012%° =~ 849 egyedbdl all. Ennek egyharmad részét el-
szallitjak, vagyis a kétharmad része marad helyben:

2 549
£-849 = 566.
3. Az exponencialis fiiggvény

EACS] Abrazoljuk a valés szamok halmazan értelmezett alabbi figgvényeket!
a) f(x)=27%%; b) g(x)= 33, o h(x)=2"7-1.

a |\ b) y o |
/
|
\ /I /
A /
gx) =37~
AN =2 1 :
0 X 0 X QL 5 X
hix) =271

MATEMATIKA
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PA®] Hany %-kal csokken a légnyomas, ha a tengerszint feletti 4800 m magasan levé Mount
Blanc csuicsra felmaszunk a 2200 m magassagu taborhelyré|?

A légnyomas 2200 m-en
2,2

p(2,2)= 10° e 8 = 10°-e°%% ~ 10°-0,75957 ~ 75 957 Pa.
A légnyomas 4811 m magasan

_48
p(4,8)=10°-e & = 10° e %~ 10°-0,54881 ~ 54 831 Pa
54881 _

Zegeg ~ 0,7225.

Tehat a légnyomas kb. 27,75%-kal csokken,

EM®] A radioaktiv izotépok folyamatosan bomlanak. A bomlasi folyamatot az idé fliggvényé-
ben az alabbi exponencidlis fliggvény irja le:

N(t)= Ny-e ",

ahol N, a folyamat kezdetén meglevé bomlasra képes izotopok szama, t az eltelt id6 (6rakban
mérve), N a t idd elteltével megmaradt bomlasra képes atomok szdma, k pedig a kérdéses
anyagra jellemzé bomlasi dllando. A barium egy izotépjanak bomlasi allanddja k = 0,04. Sza-
mitsuk ki, hogy 2000 g mennyiséget véve ebbél az izotépbdl mennyi marad beléle 4 nap mulva?

4 nap = 96 6ra. Tehat a megmaradt izotopok szdma
N(96) = 2000 - e >**®* = 2000 - e *** ~ 2000-0,0215 ~ 43 g.

EME] Abrazoljuk az alabbi fiiggveényt!

f:R\{O}>R,  f(x)=20]1.

2

T |27 hax>o.
2 Xl = ' y
{2‘*”, ha x < 0. \ |
\ /
\ /
x2—x
\ f(x) =[2 [
A
0 X
x=x
EME] Abrazoljuk az f: R\{1}> R, f(x)= ‘3 o 3‘ fliggvény grafikonjat!
x=x x(1-x)
‘3“-3‘:‘3“ —3’=\3-X—3\. y
2
VL Tr=135%=T L3
\
\
\ 1
0 X
‘\
\\ ~l




4. Exponencialis egyenletek

EACE Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a racionalis szamok halmazan!
a) 2" = 64 b) 5 = <) 4% = 64;

25
d) 49%5=7; e) 274 = 9; f) 3642 = %.

a) 2*=64=2% x=6;

b) 5*:%: 52 x=-_2:

O 4¥=64=4, 2x=3, x:%;

1

o) 49> = 7(< 497) 3x—5=%, 6x =11, x=%.

—_

e) Irjuk fel az egyenlet mindkét oldalat 3 hatvanyaként.
(33> =32, azaz 32 %=3%, 12-9x=2, x=.

?.
f) Az egyenlet igy irhato:
(60)""?=6", azaz 6¥*=6", 8x+4=-1, x=—%
P& Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a racionalis szamok halmazan!
|x|—4=L. 1_3 x+1 _ .
a5 o5 b) 3 V2 0,5;
C) 27_9x—4:4/32x+1; d) 125_5/53x—6 :(OIZ)B—X_

a) 5|X|-4=%(=5-3), (x|-4=-3, [x|=1, x=4#1,

b) Az egyenlet mindkét oldala felirhatd 2 hatvanyaként:
Xt —34 2]

23.23 =27 azaz 2 3 =2

1
x+1_ x+1_ _
3 = 1, 3 =2, x=5.

~3+

¢) Az egyenlet mindkét oldala felirhaté 3 hatvanyaként:

2x+1 2x+1

—4 4 - 4

3.(3)""=3*, azaz 3*3%8=3"*%,
2x+1

3283 4 2x—5:¥, 8x— 20 = 2x+1,

6x = 21, ahonnan x:%.

d) Az egyenlet mindkét oldala felirhaté 5 hatvanyaként:
3x—6 34.3x=6

535 5 — (5%, azaz 5 ° =577 3+3X5_6:x—3,

154+ 3x—6=5x—-15, 2x= 24, ahonnan x=12.

MATEMATIKA
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EML&] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a racionalis szamok halmazan!
a) 3"+ 2-3*'-37"= 20; b) 5?4 3.5~ 2.5"1=18;

O 44342471213, d) 83— 47" =64

a) A hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval az egyenlet bal oldala igy irhaté:

3*+2~3~3*—3§= 20, vagyis 7~3X—3§= 20,

20-3*=60, 3*=3, ahonnan x=1.

b) A hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval az egyenlet bal oldala igy irhatd:
25-5%4+3.5*-10-5=18, tehat 18-5*=18,
5*=1(=5°%), ahonnan x=0.

¢) A hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval az egyenlet bal oldala igy irhato:

4~4X+3-4X—2~4ZX=13, azaz 1347213,

1
4* =2 =42, ahonnan x= %
d) A hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval az egyenlet bal oldala igy irhato:
8-(%/8)' —4-(V4) =64, vagyis 8-2"—4-2" =64,

4.2"=64, azaz 2*=16(=2"), ahonnan x=4.

IA®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a racionalis szamok halmazan!
a)d¥+4 =6, b4 +32=2"7+27%  )5-5%"1+1=5"24 5%

a) Vezesstk be a 4* = a (] ismeretlent. Ekkor

—1+v14+24 —-1+5
2 -2

4* = —3 nem lehetséges, hiszen 4-nek minden hatvanya pozitiv. Ha
1

4*:2(:42), akkor x=%.

a’+a-6=0, a,= a=-3, a=2.

b) Az egyenletet igy alakithatjuk:
44+ 32=8-2"+4-2%, azaz 4°-12-2"+32=0.
Most 2”*-ben kaptunk egy masodfoku egyenletet:

X i — i X X
2, =12 ¢14214 128 _ 122 4 yi_g2), 2=4(=2)

Tehat az eredeti egyenlet megoldasai: x,= 3, x,= 2.

¢) A hatvanyozas azonossagai alapjan az egyenlet igy irhato:
25-5%4+1=25-5"4+5% azaz 25-5%-26-5"+1=0.
Az 5"-ben méasodfoku egyenlet megoldasa:

~50\" 25

Tehat az eredeti egyenlet megoldasai: x,= 0, x,=-2.

EAE] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a racionalis szamok halmazan!

a) (%)(%)_2 - (%) b) VA — 2T VB 27 1= 2.

a) A hatvanyalapokban szerepl6 tortek szamlaloit és nevezét alaposan szemugyre véve észreve-
hetjik, hogy azok mindegyike 3-nak vagy 5-nek hatvanya. Ezzel az észrevétellel az egyenlet igy
irhato:

GG - == G-



X+ 6— 3x x
(g)u 3:(%), ahonnan 6—x=x%, vagyis xX*+x—6=0,
_ —1+v1+24 —-145
- 2 - 2

X1,2

b) A kénnyebb attekinthetdség érdekében vezessik be a 2* = a U] valtozét. Ezzel a megoldando
egyenlet igy irhato:

Ja'—2a+1+vVal+2a+1=2.

A négyzetgyokok alatt teljes négyzetek szerepelnek, tehat azt kapjuk?

la=1+|a+1|=2.

Most harom esetet kell vizsgalnunk.

1.Haa=1, akkor a—1+a+1=2, azaz 2a= 2, tehdt a=1.

2.Ha—-1<a<1, akkor —a+1+a+1=2, amibél a 2 = 2 azonossaghoz jutunk.

3.Ha a<-1, akkor —a+1—-a-1= 2, ahonnan a=-1, ami nem megoldas.

Azt kaptuk tehat, hogy az a-ban felirt egyenletet kielégité valds szamok: —1 < a <1. Ezek sze-
rint =1 <2 <1. Mivel 2* minden valds x esetén pozitiv, igy a bal oldali egyenlétlenség mindig
teljestl. Tehat 2% <1 = 2°, vagyis az eredeti egyenletet kielégité valds szamok: x < 0.

5.Exponencialis egyenletrendszerek,
egyenlotlenségek

EACE] Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valos szamparok halmazan!
a) 4*—2-3Y=14}. b) 5”1—2y=17}. g 20 +3: 7= }

4143V = 65 54+3.271=17] 27127 =12

a) Vezessik be a 4% = a és 3” = b (j valtozokat; ezzel az egyenletrendszer igy irhato:
a—2b=14 és 4a+ b= 65.
A kapott kétismeretlenes elséfoku egyenletrendszer megoldasa: a =16, b =1, tehat
4 =16(=4?) & 3 =1(=39,
fgy az eredeti egyenletrendszer megoldasa: x=2, y= 0.

b) Legyen most 5* = a és 2¥ = b. A kdvetkezd elséfoku kétismeretlenes egyenletrendszerhez ju-
tunk:

Sa—b=17  és a+%:17.

Ez utdbbi egyenletrendszer megoldasa: a = 5, b = 8. Tehat
5=5, ahonnan x=1 és 2V = 8(=2°), ahonnan y=3.
¢) Legyen 2* = a és 77 = b. Az (j egyenletrendszer:

3b _ ) a_ _
2a+7_11 és 5 2b=-12.

Az egyenletrendszer megoldasa: a = 4, b = 7. Tehat 2* = 4(= 22) és 7’ = 7, ahonnan kap-
juk az eredeti egyenletrendszer megoldasat: x= 2, y=1.

FAL®] Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valos szamparok halmazan!

Q¥+ = Q-3 . X+l — 1y
a) <%>3x+1: 27v-2 ' b) geet_ (25;2“

a) Az egyenletrendszerben szerepld egyenletek mindkét oldala felirhaté azonos alapu hatvany-
ként. Az els egyenlet 2-nek, a masodik pedig 3-nak hatvanyaként. Tehat az egyenleteket igy
frhatjuk:
24X+2 — 2y—3 éS 3—3)(—1 — 33y—6'
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Ezzel az aldbbi kétismeretlenes elséfokl egyenletrendszerhez jutunk:
és
2 ,_7
37 /T 3
b) Az elsé egyenlet mindkét oldalat 5 hatvanyaként, a mésodik egyenlet mindkét oldalat 3 hat-
vanyaként irhatjuk fel.
5x+1 — 5—y éS 34x—2 — 33y+3.
A kovetkezé egyenletrendszerhez jutunk:
xX+y=-1 és 4x— 3y =5.

Az egyenletrendszer megoldasa: x = —

~|w

Az egyenletrendszer megoldasa: x = % y=-

EXE] Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valds szamparok halmazan!
1

(47 =32 ~(8y)%

3% =3 .(3272y)y

irjuk fel az elsé egyenlet mindkét oldalat 2 hatvanyaként, a masodik egyenlet mindkét oldalat 3
hatvanyaként. Az elsé egyenletbdl

27 =2°.2", ahonnan X _ 5,3
y X
A masodik egyenletbdl
y=-1 _
, ahonnan X 1 +M.
Y y
A masodik egyenletbdl x = 2 — y. Ezt az elsé egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy
y 2—-y

A kbz06s nevezével vald szorzas és rendezés utan az aldbbi masodfoku egyenlethez jutunk:
2’ —9y+4=0,
1

9+v81-32 _9+7
Yi2= 4 ="z n=4, =5
Felhasznalva az x = 2 — y egyenletet, az eredeti egyenletrendszer megoldasai:
. 3 1
x=-2, y=4 és %N=5 =5

m Oldjuk meg a kovetkezé egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
2)3"5<27; b) (%)2”4 > 0,2 08 < (%)2”.

a) 37° < 3%, mivel a hatvanyalap 1-nél nagyobb, ezért innen x — 5 < 3, tehat az egyenlétlen-
séget kielégits valds szamok: x < 8.
2x+4
b) (%) s % A hatvanyalap 1-nél kisebb, ezért az alapok elhagyasa utan az egyenl&tlenség
iranya megfordul:

2x+ 4 <1, ahonnan x<—§.

2
¢) lrjuk fel az egyenl6tlenség mindkét oldalat 2 hatvanyaként.
29)(—3 < 2—4+2x.
A hatvanyalap 1-nél nagyobb, ezért irhatjuk

9x — 3 <-4+ 2x, ahonnan x<—%.



EAE] oldjuk meg a kévetkezé egyenlétlenséget az 1-t6l koliinbéz6 pozitiv valoés szamok hal-
mazan!
Xx7—10x+16 <1.

x<10+16 < x0 Szeretnénk elhagyni az azonos alapokat, de nem tudjuk, hogy az 1-nél kisebb
vagy nagyobb. Ezért két esetet kell vizsgalnunk.

1. Ha x >1, akkor x*—10x+ 16 < 0. E masodfoku kifejezés zérushelyei 2 és 8, tehat az egyen-
|6tlenség megoldasa 2 < x < 8, és e valds szamokra teljestl az x > 1 feltétel.

2.Ha 0 < x <1, akkor x> —10x+ 16 > 0. Ennek az egyenlétlenségnek a megoldasa: x < 2 vagy
Xx = 8. Mivel esetlinkben 0 < x <1, ezért ez esetben a megoldas 0 < x <1.

A két esetet egybevetve az eredeti egyenl&tlenséget kielégité valds szamok:

0<x<1 vagy 2<x<8.

6. A logaritmus fogalma

EAC&] Hatarozzuk meg az alabbi kifejezések értékét a logaritmus definicioja alapjan!

a) log, 8: b) log, 81; 0 |ogS%; d) log,, 2;
e Iog4%,’ f) log sz 25; 9) log; 9; h) log 1 49.
3 V7
a) log, 8 = 3; b) log; 81 = 4; c) |095%=—1; d) logs2=2;

e) Iog4%:—2; f) log, 25 = 4; g)log; 9=-2; h)log ; 49 =-4.
3

V7

m Hatarozzuk meg az alabbi kifejezésekben szereplé logaritmusok alapjat!

a) log, 16 = 2; b) Iogx3:%; ¢ log,5=-1,
1_ 5. _ 1. s_ 1
d) Iogxz— 2; e) log, 8 = 3 f) log, a’= 3 (a>0).
1
a) x¥*=16, (x>0), x=4,; b) x2=3, x=9;
1 _ 1. —2_ 1 .
c) x'=5, x_5, d)x_4, X=2;
_1 1 1 1
e) x 3=8, X=3=517 ) x3=a’ x=a°.

EML& szamitsuk ki a kovetkezo kifejezésekben szerepld ismeretleneket!
a) log, a=3; b) log, b =-4; 0 log; k=-2;
2

d) logg x=-3; e) log,, y=4; f) logg p =-

N[ —

a3 . _9-a_ 1. _ (N2,
) a=4=64;, b b=2"= c)k_<2) = 4;

N|—=

d) x=67= e y=(7) =49 H p=9 =%.

1
216"
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FA®] Adjuk meg a kovetkez6 kifejezések pontos értékét!

a) 3logz15; b) 1olg6; C) 9\0935'.

d) 4Iog‘581’. e) 71+I09498; f) 25%_"3953'
a) 39> =15;

b) 109¢ = 6;

C) glog:5 (32)|0935 — (3I0935)2 - 52_ 25:

1

1\log, 81 1
d) 4°9:8 = (162) = (1698 = 81 = 9;

1 1
g) 7'+1°98 = 7.(49°9:8) = 7.8 = 7-/8;

1

f) 255—\0953_ 5 5 5

= (5‘0953)2 = 32 =9

EAE] Hatarozzuk meg a kévetkez6 kifejezések értelmezési tartomanyat a ¢, d, e és f esetben
abrazoljuk az értelmezési tartomanyt egy szamegyenesen!
lg(5x+10) .

a) lg(2x + 4); b) log, (15 — 3x); c) i1

2
e lg(=x+11x—-24). f) log, ,(—x*+ 8x).

2 .
d) log; (x* — 7x); ) ;

a) 2x+4>0, x>-2.
b) 15—-3x>0, x<5.
¢) 5x+10>0 és x+1+#0, tehdt x>-2 és x#—-1.

, o O 7 . .
. . . i i | i i i i —
-5 —4 -3 —2 —1 0 1 2 3 4 5)
d) X*—7x>0, x<O0vagy x>7.
-9 . . . . . . o—————
2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 g ~
e) =x*+11x=24>0 és x—4+0.
A masodfoku kifejezés zérushelyei: 3 és 8, tehat 3 <x <8 és x#4.

o]
+0
O
>

o
-
N
w
N
ul
o
~
(0]
(e}
)

) x—=2>0, x—2#165—x>+8x>0, tehdt x>2, x#3¢és0 < x< 8. Az 6sszes felté-
telnek eleget tevd valos szamok: 2 < x < 8, x # 3.

o]
+0
O
>
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7. A logaritmusfiiggvény, a logaritmusfiiggvény
és az exponencialis fiiggvény kapcsolata

EAC& Abrazoljuk a kovetkezo fliggvények grafikonjat!

a) f(x) = log; x; b) g(x)= Iog% (x=1); ¢) h(x)=—log, (—x).
a) |y b Y @) Y
f(x) = logs x
1 — T T | 1
0 X 0 X 0
g(x) = log 4 (x —F h(;= +log,(=x)

FAL®] Abrazoljuk a kovetkezo fliggvények grafikonjat!

a) f(x) = |log, (x—3)|+ 2; b) g(x):‘logl(3—x)‘—1.
3
a) ¥y b) y
| T 0 X

1 f00l=1og40x |- B)||+2 .

: i ' g(x)'={log1B[=X)| -1

0 X 5
EME] Abrazoljuk a kovetkezo fuggvény grafikonjat!
f(x) = log, | x|.

y
f(x) =llog, |x|
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FA®] Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenl6tlenséget!
log, (x+ 2)|<1.

A megoldas: x € [—% 0].

EAE] Vizsgaljuk meg, hogy az alabb megadott fliggvéyeknek van-e inverziik, s ha igen adjuk
meg azokat!
a) f(x)=x+4,; b) g(x)=vVx=2 (x=2); ¢ h(x)=x"=2x x=1).

a) Mivel fix) kdlcséndsen egyértelm, ezért van inverze. Ha ez az inverz f*(x), akkor
x=1%x)+4, ahonnan fXx)=x-4.

b) A g(x) fliggvény szigorian monoton novekvd, az értelmezési tartomanya x > 2. Mivel érték-
készlete a nemnegativ valés szamok halmaz, ezért g*(x) inverzének értelmezési tartomanya
x> 0. Ekkor
x=.,g%x)—2, ahonnan = g*(x)= X+ 2.

o) A h(x)= x*—2x= (x—1¢—1fuggvény x =1 esetén szigordan monoton ndvekvs. Erték-
készlete a —1-nél nem kisebb valds szamok halmaza. Ezért a h*(x) inverz fliggvényének ér-
telmezési tartomanya x>-1. Ha elkészitjuk h(x) grafikus képét, akkor lathatd, hogy

h*(x)=vx+1+1.

8. A logaritmus azonossagai

EACE irjuk fel az alabbi kifejezések logaritmusat a benne szereplé (pozitiv) mennyiségek loga-

ritmusainak segitségével!
3
a) x=a-b% b) y=a’— b 0z=29"7

Jq

a) lgx = Ig(ab?) = lga+Igb*=Iga+ 2Igb;
b) lgy=lg(a’— b’)=lg(a+ b)(a—b)=lg(a+b)+Ig(a—b);

_1g(27\ = 1g(a*n) — Igg? = Iga*+ g — Mgq = 1
9} Igz_|g<@>_|g(aﬁ) lgg?=lga*+ gz 2ng_3lga+lg7r 2ng.



P& A logaritmus azonossagainak felhasznalasaval fejezzik ki x-et az alabbi egyenléségbsl
(@, k, b, p, g>0)!

a)lgx=lga-Igk; b)lgx:%lga+3|gb; C)IgX:ZIga—%(Igp—lgq).

a)lgx= Ig% X = %;

1
b)lgx=lga2+Igb’=1Ig(va b’), x=+va b’

2 2
o lgx=lga’~igp+ Jgg = 192~ 1g,/p + I9v/q = |g(aﬁ), PEERT
o

EM®] szamitsuk ki a kovetkezo kifejezések pontos értékét!
a) log,s 15 + log,s 35 — log,s 21;
g9+ 2lg2.

lg6 '

d) log,, v'p’q +10g,, v PG* (p>0,9>0,pq#1).

b)

a) log,s 15+ log,s 35 — log,s 21 = log,s %: log,s 25 =1;
b) |g9+2IgZ_Ig9+|922_Ig(9'4)_I962_2Ig6_2_
lg6 - g6 ~ g6 "~ Ig6 "~ Ilge6

3

0) 109, v P’ + 109,V PG = log,, v p’apq” = 09, /(pq)’ = log,, (pq)’ = %

FA®] Mivel egyenls 19150, halg3 =aéslg 5 =b?

lg150 =1g9(3-5-10)=1g3+1g5+Ig10=a+ b+1.

EME Legyen g 2 =a,1g3=b éslg 7 = c. Fejezziik ki lg(101)-t a, b és ¢ segitségévell

lg(10) =1g2 +lg3+1g4+1g5+1g6+1g7 + 1g8+1g9+ 1g10 =
=1g2+1g5+1g3+2Ig2+1g2+1g3+1g7+3lg2+2Ilg3+1g10 =
=1g10+4Ilg3+61g2+1g7+1g10=1+4b+6a+ c+1=6a+4b+ c+ 2.

9. Logaritmikus egyenletek

EAC& Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valds szamok halmazan!
1

a) log; x=-1; b) Iog4x=§; c) log: x=2;
3
d) logg (x+ 3)=0; e) log; (x+1)=-2; ) Ioggx=—%.
4
a) x=3"= %;

A kapott gyokok helyességérdl ellenérzéssel meggyézédhetink.

MATEMATIKA
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P& Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) log, (1 +log; x) =1,
b) log,s [2 — log, (x+ 2)]

0 log, [3+ log, (2x—1)]=

1

N[—= O

a) 1+log;x=2, logy;x=1 x=3;
b) 2—1log,(x+2)=1, log,(x+2)=1 x+2=2, x=0;

1
0 3+log,(x-1)=4"=2, log,(x-T)==-1, x-1=7, =2, x=2.
A kapott gyokodk helyességérdl ellenérzéssel meggyézédhetink.

EML®] Mely valos szamok elégitik ki a kovetkezé egyenleteket?

a) log, (2x+4) =1, b) log,,;(6x—2)=1; ) log,_,(2x—1)= 2.

a) x>0, x#1, 2x+4=x, x=-4; azegyenletnek nincs valés megoldasa.

b)x>%; 6x—2=x+3, 5x=5, x=1

O x>2, x#3;, 2x—-1=(x-2Y, x¥*—6x+5=0,

6++v36—-20 _6+4
2 o2

Mivel x > 2, ezért a megoldas x = 5.

Xi2=

FM®] Mely valds szamok elégitik ki a kovetkez6 egyenleteket?
a) %-Iog3 (2x+ 1)+ logy v3x— 3 = 1g 100;

b) log, (x*— 2x+1)+ 2-log, (2x) = 2.

a) x >1. A logaritmus azonossagait felhasznalva az egyenlet igy alakithato:
1

log;(2x + 1)’ + logsv3x— 3 = 2,

log;y/(2x+1)(3x—3) =2,  ahonnan  /(2x+1)(3x—3) =9,

6x*— 3x— 84 =0, azaz 2x*—x—28=0,

1+4/1+224 1415 7
X = 4+ =7 X==3 x,=4.
A negativ gydk hamis, tehat az egyeddli megoldas: x = 4.
b) x>0, x#1.

log,(x =17+ 2log,(2x)=2, azaz  2log,(x—1)+ 2log,(2x) = 2,
log,((x—1)-2x)=1,  ahonnan  2x*-2x=4, X —x-2=0,

1£v1+8 _ 143
2 -2

A negativ gydk hamis, tehat az egyeddli megoldas: x = 2.

Xi 2= x=-1, X, = 2.

EME] Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!
log, (122" +1) = l0g,s (%)

El6szor alakitsuk at az egyenlet jobb oldalat.
1 —x

Iogzs<§> =l0g,s 5 =—x-10g,s 5 = —g.

Ezek szerint a megoldando egyenlet igy irhaté:

Iog4(12~2x+1)=—§, azaz 4

N[>

=12-2"+1,



27%=12-241, L=12.2"41, 12-(2f+2°=1=0.

Egy 2*-ben masodfokl egyenlethez jutottunk:
X - i - i X X
(2%), = 1+4/1+48 _ -1 7, 2= 1 2= 1

24 24 3’ 4’
Mivel 2* minden valds x esetén pozitiv, igy a negativ megoldas nem johet szdba.

x_l_ -2
2 _4_2 ,

tehat az eredeti egyenlet megoldasa: x =—2.

[FE] Fejtstik meg az alabbi keresztrejtvényt!

Vizsz.: 1. Azlog, x = n egyenlet megoldasa, ahol n 1-nél nagyobb egész szam.
2. (log, 2 +log, 4 + log, 8).
3. 500-nal kisebb négyzetszam.

Flgg.: 1. Elsd és utolsd szamjegye megegyezik.
2. Primszam.

Vizsz.: 1. Ha log, x = n, akkor x = n". Ez a szam csak akkor lesz kétjegy(, ha n = 3, tehat a

vizsz.1.: 27.
Vizsz.: 2. (log, 2+ log, 4 + log, 8 = (1 + 2 + 3 = 36.
Fugg. 1: 262
Flugg. 2.: 31 vagy 37, de vizsz. 3 miatt csak 1 lehet.
Vizsz. 3.: 121

10. Logaritmikus egyenletrendszerek (Emelt szint)

EACS] Oldjuk meg a kévetkezo egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!

a)3|og4x+4|oggy=é;’_ p) 109 (x+2y)=3|. log, (x+y)=-log,(x—y)=1]
log, x*— log, y = 5 log, (6x+ 6y) =3 X—y'=2

a) Vezessik be a log, x = a és log, y = b Uj valtozokat. Ezzel egyenletrendszertnk igy alakul
3a+4b=38, 2a—b=%.

Ez utébbi egyenletrendszer megolddsa: a = 2 és b = % Tehat

log, x =2, ahonnan x=16 és Ioggy=%, ahonnan y=3.

b) A logaritmus definiciojabdl az egyenletrendszer igy irhato:
X+ 2y =8, 6x+ 6y =27, azaz 2x+2y=9.

Az egyenletrendszer megoldasa: x =1, y= %

¢) Az egyenletrendszer elsé egyenletébdl

|ng§t§=1, azaz x+y=2x—2y, tehat x= 3y.

Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve azt kapjuk:
9 —y* =2, y=4_r%.
A negativ megoldas hamis gyokokhoz vezet; az eredeti egyenletrendszer megoldasa:

_3 _1
X=3, y=5.
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PAL®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!
log, (2x+ y)—log, y =1 }
2*+27=120

Az egyenletrendszer elsé egyenletébdl

Iogzzx%zt azaz 2x+y= 2y, ahonnan y= 2x.

Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy

2%+ 2% =20, tehat 2*+2°—20=0.

A 2*-ben masodfoku egyenlet megoldésai: 2* = =5 és 2* = 4 = 2%. A negativ megoldas nyilvan
lehetetlen, hiszen 2-nek minden hatvanya pozitiv, igy az eredeti egyenletrendszer megoldasa:
x=2, y=4.

EM®] Oldjuk meg a kévetkez6 egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!
log, (2x+y) = 2}
log, (xy)— log, (y - x) =3

Az eredeti egyenletrendszer — a logaritmus megfelel§ azonossagainak alkalmazasaval — a ko-
vetkezd egyenletrendszerre vezet:
Vo _g
y—x
FejezzUk ki mindkét egyenletbdl y-t.

X =2x+y,

y=x"—2x, xy = 8y— 8x, tehat y:88—x

— X
Innen
2 5, 8X
X —2X= 8 x"
Az eredeti masodik egyenlet miatt x # 0, igy egyszerUsités utan azt kapjuk:
X—Z:i, ahonnan x2—10x+ 24 =0,
8—x

X=6, Xx,=4, a megfelel6 y értékek: y,=24, y,=8.

EME] Mely valos szamparok elégitik ki az alabbi egyenletrendszert?
log, (xy)-log, % = log, ¥’ — log, ¥
xy—4(x+y)=0

Az els6 egyenlet igy alakithato:
(log, x+ log, y)(log, x—log, y) = 2(log, x— log, y).

Innenvagy x=y, vagy log,xy=2, azaz xy=4, ahonnan y= %

Az 1. esetben (x = y) a masodik egyenlet igy alakul:

xX*—8x=0, azaz  x(x—8)=0.

Az eredeti elsé egyenlet miatt x # 0, igy ebben az esetben az eredeti egyenletrendszer megol-
dasa: x =y = 8.

A 2. esetben <y = %) az eredeti masodik egyenlet:

4—4<x+%>:0, ahonnan X—x+4=0.

Ez utobbi masodfoku egyenlet diszkriminansa negativ, igy nem kapunk Uj megoldast. Tehat az
eredeti egyenletrendszer megoldasa: x = y = 8.



EME] oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!
X092 ¥ Aylogyzx — /g
lg(x+ 2y)=1

Az els6 egyenlet bal oldalanak egyes tényezéi igy alakithaték:

X0y = J(R)% = [y lletve oo = \J/(y2)9 =

Tehat az elsé egyenletbdl
Jxy =8, azaz y= %

Helyettesitstk ezt a masodik egyenletbe:

X+m—10, ahonnan x*—10x+16= 0,
= 10£/100-64 1046 g .

Ezzel az eredeti egyenletrendszer megoldéasai:  x,=8, y,=1 és X, =2,

11. Logaritmikus egyenlétienségek (Emelt szint)

EACE Oldjuk meg a kovetkezs egyenlétlenségeket a valos szamok halmazan!

a) log; (4x—1) <1, b) |ogl<2x—%>>0; ) log, (6 — 4x) < 2.
2
a) x> %; log;(4x—1) <log, 3
A logaritmus alapja 1-nél nagyobb, igy azt kapjuk:
Idx—1 <3,

1

ahonnan x <1. Az eredeti egyenl6tlenség megoldasa: 7 <x<=1.

3 3
b >= o 2x— =) > log, 1.
) x 4 g%< X 2) g%

A logaritmus alapja 1-nél kisebb, ezért
3

2X — 5 <1,
ahonnan x < % Az eredeti egyenl&tlenséget kielégité valds szamok: % <x< %
c x< %; logy(6 — 4x) < log, 25.
A logaritmus alapja 1-nél nagyobb, tehat
6 — 4x < 25,
19 , X . cea. 19 5
ahonnan x >_T' Az eredeti egyenl&tlenség megoldasa: -7 <x< T

PAL®] Abrazoljuk szamegyenesen a kovetkezé egyenl6tlenség megoldasat!
log, (x*+ 2x—3) > 2.

x*+2x—3>0, ahonnan x<-3 vagy x>1
log,(x*+ 2x—3) > log, 16,  ahonnan  x*+2x—19 > 0.

x<-1-2v5 vagy x>—1+2V5.

Az eredeti egyenl6tlenség megoldasa: x <—1—2v'5 ~—5,47 vagy x>—1+2v5 =~ 3,47.

MATEMATIKA
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EM®] Mely valos szamok elégitik ki a kovetkezd egyenlétlenségeket?
a)log, (2x+6)>1;  b)log,,,(7—x) <.

a) x>0, x#1. log,(2x+6)>log, x.

Most két esetet kell vizsgalnunk aszerint, hogy x >1 vagy 0 <x<1.

Ha x >1, akkor

2X+ 6> x, azaz X>—6.

Tehat ez esetben x >1.

Ha 0 < x <1, akkor

2x+ 6 <x, azaz x <-—6.

Ekkor tehat nincs megoldas.

A két esetet egybevetve az eredeti egyenl6tlenség megoldasa: x >1.
b) x#0 és x<7. log,, (7—x)<log,, (xX+1).

A logaritmus alapja minden x-re 1-nél nagyobb, igy azt kapjuk:

7—x<xX+1, azaz X+x—6>0.
—1+v1+24 —-1+5
Xi2= ) =—5 X,=—3, X,=2.

Tehat a masodfoku egyenlétlenség megoldasa: x <—3 vagy x > 2. Egybevetve az egyen-
|6tlenség értelmezési tartomanyaval, az eredeti egyenl6étlenség megoldasa:
x <=3 vagy 2<x<7.

m Abrazoljuk szdmegyenesen a kdvetkezé kifejezés értelmezési tartomanyat!

/1 — Iog%(B—x)

X+ 2

x<3, x#-2 és 1-log;(3—x)=0. log,(3—-x)=1.
2 2

log,(3—x)<1(= Iog1l .
2 32
A logaritmus alapja 1-nél kisebb, ezért innen
1 5
x> <2
3 x_2, ahonnan x_z.

Az eredeti egyenl6tlenség megoldasa:  x S% és x#£—2.

|
(e)}
|
ul
|
N
|
w
|
N
|
N
o
N
N
Nu +0
w
N
Ul

Bl Abrazoljuk szamegyenesen a kovetkez6 kifejezés értelmezési tartomanyat!
Jlog? x— log, x* + 4 >1.

x> 0. Azegyenl6tlenség bal oldala igy irhato:

J1ogix—4-log, x+ 4 >1, azaz (log, x— 2y =1,

log, x—2|=1.

Innen log, x—2=1 vagy log,x—2=<-1.
Els6 esetben

log, x = log, 8, azaz x=8.

Masodik esetben

log, x <log, 2, azaz x=<2.



A két esetet és az értelmezési tartomanyt egybevetve az eredeti egyenl&tlenség megoldasa:

vagy

12. Attérés uj alapra (emelt szint)

EAC®] Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

a)log; x+logy x = 6; b) |ogZX-|ogAX-|ogg)<:%.

a) x > 0. Irjuk &t az egyenlet bal oldalanak masodik tagjat 3-as alapra.

log; x
2

log; x = 4, ahonnan x= 81

log; x + 6, azaz 3log; x =12,

b) x > 0. Irjuk &t a bal oldal tényezsit 2-es alapra.
log, x log,x _ 4

s 3,
log, x > 3 =3 azaz log; x =8,
log, x = 2, ahonnan x=4.

FAL®] Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a)log, (x+12)-log, 2 = 2; b)log,,,(x—3)=log,_;(x+1).

a) x>0, x#1. Az egyenlet igy alakithato:
1 .
Iogz(x+12)‘m =2,  vagyis log,(x+12) = 2log, x,

log,(x+12)=log, x,  ahonnan  x*—x—-12=0.
1£4/14+48 _ 1£7
X, = 2+ =5 x=-3, X=4.

Mivel x > 0, ezért az egyedili megoldas: x = 4.
b) x > 3. Az egyenlet igy irhato:

log,, (x—3)= azaz  logZ, (x—3)=1.

1
Iogx+1(X_ 3) '
Innen
l0g,,+(x=3) =1 vagy log,.,(x—3)=-1.
Els6 esetben X+ 1= x— 3, ami nyilvan lehetetlen.
1

A masik esetben X—3=——,  vagyis X*—2x—4=0.
x+1

2%/%:2%@:&@.

Xi2=

A negativ érték nem jon szamitasba, igy az eredeti egyenlet megoldasa: x = v'5 + 1.

EME] Abrazoljuk szamegyenesen a kovetkezé egyenl6tlenség megoldasat!
log, x = log, 4.

x>0, x#1.

1

log, x =
A X2 .
log, x

Most két esetet kell vizsgalnunk aszerint, hogy log, x > 0, azaz x >1, vagy log, x < 0, azaz

x <1.
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Ha x >1, akkor az egyenl&tlenség igy alakul:
logix>1,  azaz  |log, x|=1.

Mivel ebben az esetben log, x > 0, ezért azt kapjuk:

log, x=1 = log, 4, ahonnan x=4.
Ha 0 < x <1, akkor a fenti egyenlétlenség nevezje negativ, igy ekkor
log; x <1, azaz -1 <log, x <1,
|094%5|094x5|og44, ahonnan %Sx§4.
Ebben az esetben tehat azt kapjuk: %S x <1.
A két esetet egybevetve, az eredeti egyenl&tlenség megoldasa: %S x<1 vagy x=4.
. i d—" . s .
-1 0} 1 2 3 5 6 7 8 9 107

EME] Mivel egyenls log, x, ha log, x = a és log, x = b?

1

log,2 =— log, 3 = 1

a’ b’
A két egyenl6ség dsszege:

_1,1 _a+b
IogX2+|ogX3_a+b, azaz log, 6 = 5
Innen pedig

_ _ab
loge x = 24 b

EME] Mmit irhatunk az x helyére, hogy az alabbi egyenléséq igaz legyen?
1 1 1 1 ¢
log, b * log,. b * log,: b * log,- b * logsb log, b’

Az eredeti egyenletet igy irhatjuk:

log, a + log, a* + log, a’ + log, a* + log, a° = x-log, a,
log,(a-a*-a’-a* a°) = x-log, a,

log,a"” = x-log,a, azaz  15-log,a = x-log,a,
tehat x=15.



13. Exponencialis folyamatok a tarsadalomban,
a logaritmus gyakorlati alkalmazasai

K& A braziliai 6serds a fakivagasokat és az Uj tltetéseket egybevetve — az ottani természet-
védok szerint — évente 1,28%-kal csdkken. Ha ez a tendencia nem valtozik, akkor hany év mulva
tlnik el ennek az 6serddnek a fele?

Legyen A az 6serdé jelenlegi fadllomanya. Ha n év mulva csokken a felére, akkor

A-0,9872"=0,5-A, azaz 0,9872"=0,5.

Vegyuk az egyenlet mindkét oldaldnak 10-es alapu logaritmusat:

lg0,9872" = I1g0,5, azaz n-1g0,9872 = 1g0,5,

,_ 1905 _ —0,301
Ilg0,9872 ~ —0,0056

Tehat, ha a tendencia igy folytatodik, akkor az erd6 kb. 53,75 év mulva a felére csokken.

~ 53,75.

P Andras betett a bankba 1 millié Ft-ot. Ez évenként kamatozik 8,5%-ot. Testvére Béla egy
masik bankba tette 1,3 millié Ft-jat, ahol évente 6%-ot kamatozik. Hany év mulva lesz Andras-
nak ugyanannyi pénze mint Bélanak?

Ha n év mulva lesz a két fiinak ugyanannyi pénze, akkor

10°-1,085"=1,3-10°-1,06",  azaz (1'085)"=1,3, vagyis  1,0236"=1,3,

1,06

Ig1,3 01139
Ig1,0236 = 0,0101
Tehat a 11. évet kovet6 id6ben lesz a két fiinak ugyanannyi pénze.

n-1g1,0236 = Ig1,3, ahonnan n= ~11,27.

m Magyarorszag lakossaga 2007-ben kb. 10 045 000 6 volt, ami kb. 0,2%-0s csokkenést
jelentett az el6z6 évhez képest. Ugyanebben az évben Finnorszag lakossaga kb. 5 282 000 f6,
ami 0,2%-0s emelkedés az el6z6 évhez képest. Ha mindkét orszagban ez a tendencia folyta-
tddna, akkor kb. hany év mulva érné el Finnorszag lakossaganak 1étszama Magyarorszag lakos-
saganak létszamat?

1,0045-107-0,998" = 5,282 -10°%-1,002",
10-1,0045 _ (1,002Y
5282 10,998)"
I9(1,90174) =~ Ig(1,004"), azaz I9(1,90174) = n-1g(1,004),
_191,90174 0,27915
~ 1g1,004 " 0,00173
Tehat, ha a tendencia ilyen Gtemben folytatodik, akkor a két orszag lélekszama kb. 161 év mulva
lesz egyenlé.

vagyis 1,90174 =1,004",

~161,3.

FA®] 1990-ben a Fold lakossaga 6 milliard f6 volt. A népességkutatok szerint ez a szam évente
1,8%-kal novekszik. Mikor lesz a Fold lakéinak a szama 10 milliard?

6-1,018"=10, azaz 1,018" = 1,6666.

lg1,6666 _ 0,22184
Ig1,018 = 0,00774
Tehat ilyen novekedési Utem mellett a Fold lakéinak a szama kb. 2018. év kozepén éri el a
10 milliard fét.

n-lg1,018 = Ig1,6666, ahonnan n= ~ 28,6.
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E®E] A lehdilési torveny alapjan szamitsuk ki, hogy a 120 C°-os sutébél kivett piskota, vagy a
180 C°-0s stitébdl kivett pogdacsa hil le hamarabb 50 C°-ra, ha a piskota esetében k = 8,5, a po-
gacsa esetében pedig k = 9,2, és a konyha hémérséklete 24 C°?

VegyUk a lehilési torvényrél sz6l6 egyenléség mindkét oldalanak 10-es alapt logaritmusat.

t _ _
Ig2,7" =~ |g<77:3_ E) azaz % 92,7 = Ig<%>,
L,— K
Bl x)
- Ig2,7
Piskdta esetében
120—24 96
(5024 _ . '9z8)
or \50-24) o °\26) .- 193,6923 . 05673 _
t, =85 92,7 ~ 8,5 92,7 ~ 85 92,7 85 0.4313 ~11,2 perc.
Pogacsa esetében
180—-24 156
(50 s4) _,, *36)
a5 \50-24) -, 2\26) o, g6 _ o, 0,77815 _
t,=9,2 92,7 ~9,2 92,7 "~ 9,2 92.7 = 9,2 04313 ~ 16,6 perc.



Trigonometria

1. A vektorokrol tanultak 6sszefoglalasa

K& Az abran jelolt vektorok kozul valasszuk ki
a) az egyenléket;
b) az ellentetteket!

a)b=d c=e.
b)a=-e, a=-c.

PACE] Két négyzet egymashoz illesztésével téglalapot rajzolunk. Az igy kapott hét szakaszt ira-
nyftsuk Ugy, hogy a hét vektorbdl kivalaszthato legyen ketts, négy és hat vektor is, amelyek 6sz-
szege nullvektor!

Egy lehetséges megoldast mutat az abra.
a+e=0,

a+t+h+e+g=0,
a+b+c+d+e+g=0.

EM&] Adott a, b és ¢ vektor (semelyik ketté nem egyenl6 egymassal). Szerkesszik meg az

a)a+2b; b) 2c - a; c)2(a+0); d)b-3c
vektorokat!
a ) a a+b o) a o a
b —_—> <
b b x
C C ’I" C &
! l

C

A& Legyen ABCD egy négyzet. Mutassuk meg, hogy

a)A_C)—E:A_D)+D_§; b)A_C)+a§:A_D)+E§!
a) b)
D C D C D C D C
A / A
N Y N
A B A “~ B A “ B A “~ B

VagyisA_C)—A_D):A_D)+D_§. Vagyis A—C)+ @:ID:t DB .
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EA®E] Adjuk meg a v vektornak az a és b vektorokkal egyallasu dsszetevéit! (dbra)

a) b) a
a /‘ /
v o
a) b) \ -
a

m Egy téglalap harom csuicsa a (-2; 2), (8; 2), (8; 4) koordinataju pontokban van. Adjuk meg
a) a negyedik csucshoz,

b) a kdzéppontjahoz;

¢) az oldalak felez6pontjahoz

tartozé helyvektor koordinatait!

a) D(=2;4);
b) K(3; 3);
o) R(3;2); £(8;3); £(3;4); F(-2;3).

2. Két vektor skalaris szorzata

EACE] Adott két vektor abszolut értéke és hajlasszoge. Szamitsuk ki a skalaris szorzatukat!
a)lal=9, |Ibl=10, y=73%

b)lal=4, 1bl=13, »=103°%

¢ lal=0,8, Ibl=9, y=19°20

d)lal=18, Ibl=0,5 y=117°45".

Hasznaljuk fel a skalaris szorzat definiciojat: ab = lal-lbl-cos 7.
a)ab=9-10- cos 73°~ 26,31;

b)ab=4-13- cos 103°~-11,70;

¢) ab=0,8-9- cos 19°20’ ~ 6,80;

d)ab=18-0,5- cos 117°45" ~ -4,19.

P& szamitsuk ki annak a paralelogrammanak a szogeit, amelynek oldalhosszai 10, illetve 20,
az egyik csucsabol induld két oldalvektor skalaris szorzata pedig 184,1!

A feladat szoévege szerint: ab =10- 20- cos @ = 184,1.

- _ 1841
Vagyis: cosa = 500 = 0,9205.

Ebb6l kapjuk, hogy @ = 23°. A paralelogramma szogei: 23°, 157°, 23°, 157°.

EML&] Szamitsuk ki annak a rombusznak a szogeit, amelynek oldalhosszai 24, az egyik csticsa-
bél induld két oldalvektor skalaris szorzata pedig —100,02!

A feladat szévege szerint: ab = 24 - 24 - cos @ =-100,02.
100,02 _

Vagyis: cosa = — 576 ~—-0,1736.

Ebb6l kapjuk, hogy @ = 100°. A rombusz szdgei: 100°, 80°, 100°, 80°.




A& szamitsuk ki annak a rombusznak az oldalhosszat, amelynek egyik szége 70°, és az ebbdl
a csucsbol indulo két oldalvektor skalaris szorzata 30,22!

Tudjuk, hogy: ab=a- a- cos 70° = 30,22.

30,22 g9 3574,
cos 70°

Ebbdl kapjuk, hogy a rombusz oldalhossza: a = 9,4.

Vagyis: a* =

E®] 5) 1gazoljuk, hogy a és b (egyik sem nullvektor) hegyesszoget zar be egymassal, ha
4b — a és 2a — 3b merdéleges egymasra!

b) lgazoljuk, hogy a és b (egyik sem nullvektor) tompasztget zar be egymassal, ha a + 2b és
3a + 4b merdleges egymasra!

a) Tudjuk, hogy 4b — a és 2a — 3b merdleges egymasra, ezért (4b — a)(2a — 3b) = 0.
Végezziik el a szorzast:
8ab - 2a’? - 12b% + 3ab = 0.
Fejezziik ki ab-t, és hasznaljuk fel, hogy a? = a?, b? = b’
~ 2. 2,12 1o
ab_11 a+ 97 b*>0.

Mivel ab > 0, ezért a és b valéban hegyesszdget zar be egymassal.

b) Tudjuk, hogy a + 2b és 3a + 4b merdleges egymasra, ezért (a + 2b)(3a + 4b) = 0.
Végezzik el a szorzast:
3a’ + 6ab + 4ab + 8b? = 0.
Fejezziik ki ab-t, és hasznaljuk fel, hogy a? = a?, b? = b’
ab=-3.27+ 8 .p7 <0
Mivel ab < 0, ezért a és b valdban tompaszdget zar be egymassal.

m Az adott a és b vektorok egyike sem nullvektor. Igazoljuk, hogy van olyan k valés szam,
amelyre a + kb és a — kb meréleges egymasra!

Vizsgéljuk a (a + kb)(a — kb) szorzatot:

(a+ kb)(a— kb) = a*— k°b?, ahol |a|=a, |b|=b.

2
A feladat szévege szerint teljestilni-e kell: a*>— k*b*= 0, azaz k* = %.
Ezek szerint k lehetséges értékei: k, = %, k,=— %.

3. A trigonometriardl eddig tanultak dsszefoglalasa

A& szémologép segitségével hatarozzuk meg a
a)sin 11°; b) cos 63°; Qtg71° d) ctg 76°
értékét hat tizedesjegy pontossaggal!

a) sin11°=0,190809; b) cos63° = 0,453990;

1
¢ tg71°=2,904211; d) ctg76° = ~ 0,249328.
) 19 ) g tg76°

m Szamoldgép segitségével hatarozzuk meg az @ hegyesszdg nagysagat két tizedesjegy
pontossaggal, ha
a)sina=0,22; b) cos a = 0,44; Jtga=1,11; d)ctga =2,23!

a)a~12,71° b) @ ~ 63,90° Q) a~ 47,98 d) a~24,15°

MATEMATIKA
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EM®] Egy 24 méter hossz emelkedd emelkedési szoge 10°-0s. Mennyi a szintkilénbség az
emelkedd alja és teteje kozott?

Készitstink abrat! A szintktlonbség legyen x.

24
10°

A derékszogl haromszogben: sin10° = ﬁ azaz x = 24-sin10° = 4,2.

Vagyis a szintktldnbség kb. 4,2 méter.

IML®] Egy 2 méter magas létra tetején 4llo 180 cm magas ember a szemkozti haz tetejét 12°-
os emelkedési szogben latja. Az ember és a haz kozotti tavolsag 18 méter. Milyen magas a szem-
kozti haz?

A rendelkezésiinkre all6 adatok alapjan vazlatrajzot készitlnk.
A létra és az ember egylittes magassaga 3,8 méter, a hdz magassaga (x + 3,8)méter.

Xxm
B 12°
3,8m 3,8m
18 m
A derékszogli haromszogben: tg12° = % azaz x = 18-1g12°= 3,8.

Vagyis a haz kb. 7,6 méter magas.

E&] Adjuk meg mely hegyesszog koszinuszaval egyenls:
a) sin 32°% b) sin 3,62°; ¢) sin 56°54'; d) sin 18°54'51"1

a) 58 b) 86,38°; c) 33°6'; d) 71°5'9”,

FLE] szamitsuk ki a kovetkezo kifejezések pontos értékét!

a) (cos 45° + tg 45°)%; b) (cos 30° + sin 270°)?%;
ctg X

c) 74~sin%; d) %:cos%.
cos% sin?ﬂ

2
a) (cos45°+tg45°)2:<g+1) :%+ﬁ+1 :%+ﬁ;

2
b) (cos 30° + sin 270°)? = (?-1) = %_ J3+1= %_ V3
Q) ctg4> -sin60° = ctg4> -c0s30° = ctg45°=1;
cos 30° cos 30°
d) €O5180%. (hsoa00= =1 (Lcosp0%)= L ilo 2 .- 4
) sin 120° sin60°( ) 23 V3

73 :
2
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ALE] Milyen forgasszogekre igaz, hogy
V2 1 V3.

a) sma:T; b)cosa:—j; o tga= :

3
d) sin @ =-0,2924; e) cos « =0,5150; f) tga =-0,6745?

a) a,= 45°+ k,-360°, @, = 135°+ k, 360°, ahol k, k, € Z.
b) a,=120°+ k,-360°, @, = 240°+ k,- 360°, ahol k, k, € Z.
¢) a=30°+ k-180°, ahol ke Z.

d) a;=—17°+ k;-360°, @, ~—163°+ k,-360°, ahol k, k, e Z.
e) a,~59°+ k,-360°, @, ~—59°+ k,-360°, ahol k, k, € Z.

f) @ ~—34°+ k-180°, ahol k € Z.

EML®] A trigonometriai alapfiiggvényekbdl fliggvénytranszformaciok alkalmazasaval abrazoljuk
a kovetkezé fuggvényeket!

a) 2sinx; b) —%cosx; c) tg(x—%);
d) sin<x+%); e) cos(x—%); f) 1+ sinx.
a) y
2sinx |3
/1 5 N AN VAR
—2my N ' N 27/ \ /
7 | 3 _ A0 N4 : X
sinx | \
b) i
% 4% O5 X
0 T T, —~ O\ _—1—~ 27 . 0
. AN S~ ' T
COS X 2'
& 1 l [ DR ] l | T
I | 11 [T 1 I ERINIEN
/ INANI / |1 / I
/ / / / 4 / / / /1
'L/ ,.'/ /'I/L /./ ,/41/ // £ A'IT/L // "/L/ ,.'/ /'I/l/x
o o Y A O A
[T 1] / [T / IR /
I | | [ 1] [ (I
1 | l |l | I
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4. Szamitasok haromszogben

K& Milyen magasra visz az az emelkeds, amely a vizszintessel 6,3°-0s szoget zar be, és a
hossza 70 méter?

Készitstink abrat!

70

A derékszogl haromszogben: sin6,3° = % azaz x=70-sin6,3°=~ 7,7 (m).

Vagyis kb. 7,7 méter magasra visz az emelkedé.

P& Eqy garazsba vezetd lejarat mélysége 124 cm, a lejarat vizszintesre esé meréleges vetii-
lete 244 cm. Mekkora a lejarat hajlasszdge a vizszinteshez képest?

A szoveg alapjan vazlatrajzot készitlink.

124

244

A derékszogli haromszogben: tga = % azaz @ = 27°.

Vagyis kb. 27°-0s a lejarat hajlasszdge a vizszinteshez képest.



EM& A falnak dontve ferdén all egy 2,1 méteres gerenda. A gerenda alsé vége 70 cm-re van
a faltél. Mekkora szdget zar be a fallal a gerenda?

A vazlatrajzunkon a-val jeloltik a keresett szoget.
0,7
2,1

’

A derékszogl haromszodgben: sina = ,azaz @ = 19,5°.

Vagyis a keresett sz6g kb. 19,5°-0s.

A& Egy vizszintes talajon allo torony tetejét 52 méter tavolsagbdl egy 175 cm magas ember
21°-0s szbgben latja. Milyen magas a torony?

Véazlatrajzunkon a torony magassaga x + 1,75.

Xxm

21°
1,75m\ 11,75 m
52 m

A derékszogl haromszodgben: tg21° = SLZ azaz x=52-1921°=19,96.

Vagyis a torony kb. 21,7 méter magas.

m Hatarozzuk meg a téglalap tertletét, ha az egyik oldala 8 cm, az atléja 9 cm hosszu!
Mekkora szdget zar be az atld az oldalakkal?

Az ismeretlen oldal legyen x, a keresett szogek pedig «, il-
letve 90° — a.
Az x meghatarozhato Pitagorasz-tétellel: 9cm

Xx=v81—64=+17. xem
Ekkor: t = 817 ~ 32,98. C; (]
Vagyis a téglalap terllete kb. 32,98 cm?. 8 cm

azaza ~ 27,27°.

A derékszdgl haromszoégben: cos @ = %
A keresett szogek kb.: 27,27° és 62,73°.

A& Mekkora szoget zarnak be a vizszintessel a fénysugarak akkor, amikor egy 180 cm-es
ember arnyéka a vizszintes talajon 3,5 méteres?

Az adatok feltlintetésével vazlatrajzot készitlnk:

1,8 m

3,5m

1,8
3,5’
Vagyis a napsugarak kb. 27,22°-0s sz6get zarnak be ekkor a vizszintessel.

A derékszogli haromszogben: tga = azaz a ~ 27,22°.
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2cm

2cm

0,5cm 0,5cm

72°

34 cm

B

23 cm

C

EA®] £gy haromszog minden oldalanak hossza centiméterben mérve egész szam. Két oldala-
nak hossza 1 cm és 2 cm. Mekkorak a haromszdg szégei?

A haromszog-egyenl6tlenségek miatt a hianyzoé oldal hossza nem lehet 2 cm-nél révidebb, de
hosszabb sem. A hianyzé harmadik oldal csakis 2 cm-es lehet.
Készitstink rajzot!

Az egyenlé szarl haromszog alaphoz tartozé magassaga két egybevagé derékszogl harom-
0,5
2
Az eredeti haromszog hidnyzd szdgét a belsé szogek sz6gdsszegére vonatkozd tétellel szamol-

juk ki: 180°—2- 75,52° = 28,96°.
Vagyis a haromszog szoégei: 75,52°; 75,52°; 28,96°.

szogre bontja a haromszoget. Vagyis: cosa = ,azaz a = 75,52°.

EM®] Az 4brén lathatd ABCDE 6tszognek mekkorak a szogei, mekkora a hianyzé oldala, mek-
kora a terilete?

Az AED derékszog(i haromszogben a két hegyesszog 45°-0s, AD = +/2..
Ekkor ADC derékszdgl haromszégben az A-nal 1évé szdgre felirhatd:

1
tgCAD<L = ——, azaz CAD< =~ 35,26°.
? /2

Ezek alapjan az ADC derékszdgl haromszoégben: ACDX = 54,74°, Pitagorasz-tétellel pedig:
AC=V1+2=43.

Ekkor ACB derékszogl haromszoégben az A-nél 1évé szogre felirhato:

1
tg CAB = ——, azaz CAB< = 30°.
9 v3

Ezek alapjan az ACB derékszogl haromszogben: ABC< = 60°, Pitagorasz-tétellel pedig:
AB=+V1+3=2,

Vagyis a hidnyzo oldal: AB = 2, a hidnyz6 szégek: BAEL = 45°+ 35,26°+ 30°=110,26°,
ABC = 60°, BCDX = 90° + 54,74° = 144,74°, CDEL = 90° + 45° =135°.

Az ABCDE 6tsz6g terlete: %Jr ! 'zﬁ+ ! f =1+ 52* Y3 257,

5. Szinusztétel

KBS Egy haromszog két oldalanak hossza 23 cm és 34 cm. Ez utébbival szemben 72°-0s sz6g
van. Hatarozzuk meg az ismeretlen oldal hosszat! Mekkorak a hianyzé szogek?

Az adatok alapjan készitslink vézlatrajzot!
irjuk fel a szinusztételt:
sinae _ 23
sin72° 34’
sine = £3-5in72° ~ 0,6434.
Mivel a < b, ezért @ < B. Vagyis @ csak hegyesszog lehet:
a ~40°.
A hidnyzé harmadik szég:
y=180°— @ — 5 =~180°— 40°— 72° =~ 68°.
A harmadik oldalt is szinusztétellel szamoljuk ki:
C _ sin68&°
34 sin72°’
c— s?n 68°
sin72°
Tehat: c~ 33,15 cm, @ ~ 40°, y ~ 68°.

34 = 33,15.
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P& Egy haromszog 20 cm-es oldalan 42°-0s és 64°-0s sz6g talalhatd. Hatarozzuk meg az is-
meretlen oldalak hosszat!

Az adatok alapjan készitstink vazlatrajzot!

A

Tudjuk, hogy @ =180°— 8 — v =180° — 42°— 64° = 74°.
irjuk fel a szinusztételt a ¢ és utana a b oldallal is: ¢ b
Cc _ sin64° sin 64°
< _ , = 3INb% 50 +18,7. o o
20 sin74° sin74° 42 64

: o ; o B 20 cm C
Q:M’ b=&20z13,9.
20 sin74° sin74°

Vagyis az ismeretlen oldalak hossza kb. 13,9 cm és 18,7 cm.

EML®] Mekkorak a haromszog oldalai, ha a keriilete 42 cm, és van egy 27,2°-0s és egy 76,8°-
0s szbge?

Hasznaljuk az abra jeldléseit!
Tudjuk, hogy @ = 180° — 27,2° - 76,8° = 76°.
rjuk fel a szinusztételt:

a sin76° . a sin76°

F=="—, lletve == .
b sin27,2° 42—-a—-b sin76,8°
a~2123b a~0,997(42—a—b).

A masodik egyenletbe behelyettesitiink az a helyére 2,123 - b-t:
2,123-b=0,997(42 - 2,123 -b—b),

2,123 b~ 41,874 — 3,114b,

b=~8.

Ekkor a =17, c=17.

Tehat az oldalak kb.: 8 cm, 17 cm, 17 cm.

] Az 5 és 12 befogoju derékszogli haromszogben a derékszoget harmadold két félegyenes
mekkora darabokra vagja az atfogot?

Az &bra jeloléseit hasznaljuk!

Az ABC deréksz6gl haromszdgben a Pitagorasz-tétel miatt AB = 13.
Ezért ha AH,= x, BH, =y, akkor HH,=13—x—y.

Az ABC derékszogli haromszogben: sina = amibdél @ ~ 22,62°. Ekkor

S
13"
B =90°- a=90°-22,62°= 67,38°.

Tudjuk, hogy a kis haromsztgek C-nél 1évé szdge 30°-0s.

A kis haromszogekre a belsé szogdsszegre vonatkozd tételt felhasznalva:

AH,CL =180°— 30°— 22,62°=127,38°.

BH,C<L =180°— 30°— 67,38° = 82,62°.

A rendelkezéstinkre all6 szogek és oldalak segitségével a kis haromszogekre alkalmazzuk a szi-
nusztételt:

X _ _sin30° amibél: x = sin 30°

ACH, haromszogben: % = —212x L
12 sin127,38° sin127,38°

12 = 7,55.



MATEMATIKA

Y _ .sin30° , amibél: y = .sin30°
5 sin82,62° sin82,62°
Ezek alapjan: HH,=13—x—y=13-755-2,52=29.

A keresett darabok hossza sorban két tizedesjegy pontossaggal: 7,55; 2,93; 2,52.

BCH, haromszogben: -5x2,52.

E®] Egy 12 cm oldalu szabalyos haromszog egyik szogét harom egyenessel négy egyenld
részre osztjuk. Mekkora darabokra vagjak ezek az egyenesek a sz6ggel szemkozti oldalt?

Készitstink vazlatrajzot!
Tudjuk, hogy a C-nél lévé kis szdgek 15°-osak. A szabalyos
haromszdg magassaga is kifejezhetd, hiszen ismerjik az ol-

C
dalhosszat: CF=12 ? =6v3.

CF szogfelezd, de szabalyos haromszdgben oldalfelezé is egy-
ben. Ezért F az AB-n felez6pont: AF = FB = 6. Legyen FP = x.
12 12 A CFP derékszdgl haromszdgben:

tg15°= —%X_ azaz x = 6v/3 1g15° =~ 2,78.
g e/3 g

a Ekkor PA=6—x=6-2,78 = 3,22.

Ab—xP X f Q B A szimmetria miatt a négy keresett szakasz hosszanak kere-
kitett értéke:

PF= QF =~ 2,78 cm, PA= QB = 3,22 cm.

[FL®] Egy saroktelekré| készitett vazlatrajzra (abra) bejeloltiik az altalunk megmért harom ada-
tot. Mekkora a telek tertilete? Milyen hosszu keritést kell épiteni a két utca felé?

40°20'

42 m

Hasznéljuk a vazlatrajz jel6léseit!

) 40°20/
42 — x X

A magassag két derékszogl haromszogre vagja a nagy haromszoget. Ezekre felirhatjuk, hogy
m, = x-tg40°20’, illetve m. = (42 — x)-tg38°.

42 1g38°
tg40°20’ + tg38°
Ekkor 42 — x = 21,87, és m_= x-1g40°20" = 20,13 -tg40°20" =17,09.

Most mar minden adat a rendelkezéstinkre all, hogy a kérdéseket megvalaszoljuk.
_cm._ 42:17,09

t= 5 > = 358,89.

a= .mc = 1,7’09 ~ 27,76.
sin38°  sin38°

Vagyis x-tg40°20" = (42 — x)-tg38°, amibdl x = =~ 20,13.
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b= m, _ 17,09
sin40°20"°  sin40°20’

a+b=2776+26,4="54,16.

A telek tertlete kb. 359 m?, a két utca felé kb. 54,2 m hosszu keritést kell épiteni.

= 26,40.

EAL®E] Az abran lathato eqy téglalap véazlatrajza. Tertlete: 645,25 cm?2. Az A kdzéppontu AD su-

C B
garu negyed korivre illeszkedd P pont az AB oldallal 307,5 cm? tertletd haromszdget alkot, E
amelynek a B cstcsnal 1évé szoge 64,01°. Hatarozzuk meg a téglalap kerdletét!
Hasznaljuk az abra jeloléseit!
D C
D A
X
P
X
64,01°
o 1
A 645,25 B
X
X 645,25 sina

Tudjuk, hogy t,z = = 322,625-sine = 307,5.

2
Ebb6l kapjuk, hogy sina =~ 0,9531, azaz @ =~ 72,39°.

Most mar az ABP haromszog P-nél 1évé szbge is kiszamolhato:
180°— 72,39°— 64,01° = 43,60°.

Alkalmazzuk a szinusztételt az ABP haromszogre:

X _ sin64,01°
645,25  sin43,6°
X
A téglalap oldalainak hossza: x = \/645,25 M = 29; 645,25 _ 22,25, azaz
sin43,6° X

Kagep = 2(29 + 22,25) =102,5.
Az ABCD téglalap kerllete kb. 102,5 cm.

EML®] Egy hurtrapéz egyik szoge 68,6°, rovidebb alapja 36,4 cm, az atléja 95,2 cm. Mekkorak
a trapéz hianyzé oldalai?

Helyezzlk el az adatokat egy vazlatrajzon!
Hurtrapéz esetén 5 =180°— 68,6°=111,4°.

A BCD haromszdgben a szinusztételt alkalmazva:
36,4 _  siny 36,4
952 sin111,4°" 95,2

ABD haromszodg minden sz6gét meg tudjuk adni:

ABD = 68,6°— y = 68,6°— 20,9° = 47,7°.

ADB< =180°— 47,7°— 68,6° = 63,7°.

Az ABD haromszogben a szinusztétellel mindkét hianyzo oldalt kiszamithatjuk:
Lz s@n47,7°, amibél b = si_n47,7°
95,2 sin68,6° sin68,6°

amibél siny = sin111,4°- ~ 0,3560, vagyis y = 20,9°. lgy az

95,2 =75,6.
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a_ _ s?n 63,7°’ amibsl a = s?n 63,7°
95,2 sin68,6° sin68,6°
Tehat a hurtrapéz szarainak hossza kb. 75,6 cm, a hosszabb alapja pedig 91,7 cm.

95,2 =91,7.

6. Koszinusztétel

K& Adott a haromszog két oldala és a két adott oldal &ltal kozbezart szoge. Szamitsuk ki a
hianyzo oldal hosszat!

a)AC=29, BC=34, ACB< =81%

b)AC=24, BC=30, ACB< =126°.

Alkalmazzuk a koszinusztételt!

a) AB>=29%+34°—2-29-34-cos81°~1688,5112,
AB =~ 41,09.

b) AB?> = 247+ 30°—2-24-30 - cos126° =~ 2322,4108,
AB ~ 48,19.

P& Adott a haromszog mindharom oldalhossza. Szamitsuk ki az AB oldallal szemkézti sz6-
gének nagysagat!

a)AB =25, BC=28, AC=36;

b)AB=16, BC=18, AC=21.

Alkalmazzuk a koszinusztételt!
a) 252 =282+ 36— 2-28-36-cos7,

28’ + 36° — 25°

e3> ~ 07217,

Cosy =

y =~ 43,8°.
b) 167 = 187+ 21°—2-18-21-cos7,

1874+ 21— 16°

S ~ 06733,

cosy =

y =~ 47,7°.

EM®] Egy 14 cm? teriilet(i hegyesszogli haromszog két oldalanak hossza 8 cm és 7 cm. Sza-
mitsuk ki a hidanyzé oldal hosszat!

absiny

Tudjuk, hogy t = 5

, vagyis 14 = 28siny.
1

Ha siny = 5

, akkor cosy = @ (alkalmaztuk, hogy sin*e + cos’a =1).

A koszinusztétel alapjan: 2= 82+ 7°—2-8-7 Q =113-56+3.

A hidnyz6 oldal hossza: ¢ = ¥113 — 56+/3 cm.
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FM®] Egy trapéz alapjai 61 cm, illetve 18 cm, szérai 61 cm, illetve 68 cm hosszuak. D 18 C

Mekkorak a trapéz szogei? y ‘

Az abra jel6léseit hasznaljuk. Az AED haromszdgben a koszinusztételt alkalmazva
kiszamitjuk az @ és a 3 értékét is.

_612+432—682~ - o _ o_ o_ o
OS@ = =5 iz ~0,1803, «a = 79,6°. Ekkor § =180°— 79,6°=100,4°. 61 68 68

_ 682+432—612~ ~ o _ o o_ o
COSB_—2-68v43 ~0,4706, [ =~61,9° Ekkory=180°-61,9°=118,1°.

A keresett szogek: 79,6°; 61,9°;, 118,1°; 100,4°.
@ B B

A 43 E 18

EM®] Egy turista a pihendhelyété| keletre haladt 1 km-t, majd északkelet felé haladt 1,4 km-t,
végezetll ismét kelet felé sétalt 0,2 km-t. Milyen messze van ekkor a pihenéhelytél?

A vazlatrajz szemlélteti a turista Utjat.

c02p
—

E

1,4
135°
A 1 >B
Az DCEN ~ ABEN (a szogeik paronként egyenlék), a hasonlésag aranya: Oiz = %
A BC szakaszt is ilyen aranyban osztja az £ pont, igy CE = % BE = 3—8 = %

Koszinusztétellel szamolunk:

AE = 124 (%)2— 2:1-(Z)-cos135° ~ 4,0110,
AE = 2.

A hasonlésagi aranyt felhasznélva: ED ~ 0,4.
AE+ED=2+04=2,4.

Vagyis a turista ekkor kb. 2,4 km-re van a pihen&helytél.

[FE] Egy egyenes turistatiton megallunk egy jellegzetes pontnal, amit a térkép is jeldl. Jobbra
el6re tekintve, az egyenes Uttal 32°-0s szdgben latunk egy kilatot. A térképunk szerint 320 mé-
terre van télunk. Balra el6re tekintve, az egyenes Uttal 40°-os szogben latunk egy templomtor-
nyot. A térképunk szerint ez 1200 méterre van télunk. Milyen messze van a kilatotol a templom?

A szbveg alapjan vazlatrajzot készitunk.

Alkalmazzuk a koszinusztételt:

KT? = 320%+ 1200%— 2-320- 1200 - cos 72° = 1305 074,948,

KT = 1142,4. 1200
A kilatotol a templom kb. 1142,4 méterre van.
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EAE] A haromszog egyik csticsabol indulé oldalak hossza 45 cm, 37 cm. Az ebbél indulo suly-
vonal hossza 35 cm.

a) Mekkora a harmadik oldal?

b) Mekkora sz6g van a nem megadott oldallal szemben?

Az ismert adatokat a vazlatrajzon rogzitettiik.

a) Az ACD haromszdgben a koszinusztétel:

2_3c2, (aV_ 5. 3c.@.
372=135 +(2) 2:35:5-cosd,

2
1369:1225+%— 35-3-C0s6.

Az ABD haromszogben a koszinusztétel:

2_ 352, (A¥_5.35.4. o_
452 = 35 +(2) 2:35-5-cos(180°~9),

2
2025:1225+%+ 35-a-cos0.

A két egyenlet dsszeadasaval kapjuk:

2
3394 = 2450 + %

a’=1888,
a=~43,45.
A harmadik oldal kb. 43,45 cm.

b) Az ABC haromszogre a koszinusztétel:

372+ 452 — 43,45
2-37-45
A k6z6s csucsnal kb. 63,1°-0s sz6g van.

cosa = ~ 0,4523, a =~ 63,1°.

EME] ) Milyen értékeket vehet fel az x, hogy x2 — x + 1, 2x — 1 és x2 — 2x egy haromszog ol-
dalhosszainak mérészama legyen?
b) lgazoljuk, hogy a fent kapott haromszdgek legnagyobb szége 120°!

a) Mivel a haromszog oldalainak hossza pozitiv, ezért teljestini kell a kdvetkezé egyenldtlensé-
geknek:
X-x+1>0,2x-1>0, x2-2x>0.
Mindharom feltételnek eleget tev x-ek: x € [2; oo .
Teljestlni kell a haromszog-egyenlétlenségeknek is:
L (X = x+ 1)+ (2x=1) > x*— 2x, amibd| x € ]0; o[ .

I (X — x+ 1)+ (= 2x) > 2x—1, amib6l 2x* — 5x+ 2 > 0, azaz x € ]—oo; %[u 12; oo

ML (X = 2x)+ (2x = 1) > x*— x + 1, amib6| x € |2; oo].
Mindent egybevetve: x € |2; oo[.

b) Egy alkalmas x behelyettesitésével megsejthets, hogy a legnagyobb szég az x* — x + 1 oldal-
lal szemben lesz.
(Pl: Ha x = 3, akkor ¥*—x+1=7,2x—1=5, xX*— 2x= 3))
Ezért erre az oldalra irjuk fel a koszinusztételt:
(X =+ (=2 = (C=x+1 _ —2¢+5¢—2x _ 1

cosa = = = — =, ami az allitast igazolja.
“ 2-(2x—1)-(x— 2x) 2026=5¢+2x) 2 9420}




7. Szamitasok terepen

EACE Egy trapéz alaku telket az egyik atldja mentén egy sétauttal kettéosztottak. A 4000 m2-
es telket ez a sétany 7:3 aranyban szeli ketté. A telek szélességének masfélszeresével egyenld a
rovidebb parhuzamos oldala. Milyen széles a telek?

A két haromszdg terlletének aranyaval egyezik a két parhuzamos oldal aranya is (a két harom-
sz6g magassaga azonos, ezért az oldallal aranyos a tertletik). Legyen a = 7x, ¢ = 3x, a szdveg
alapjan a telek szélessége (vagyis a trapéz magassaga): m = 2x.
(a+c)m _ (7x+ 3x)2x
2 2
Vagyis a telek szélessége m = 40 méter.

Ezek alapjan: t = = 10x* = 4000, amibél x = 20.

PAL®] Egy réten két fa all. Szeretnénk megtudni a tavolsagukat, de egyenes mentén nem lehet
az egyik fatol a masikig eljutni. Az egyik fatol eltdvolodunk 50 métert, innen 110°-0s szogben
latjuk a két fa kozotti szakaszt. Tovabb tavolodunk a fatdol még 20 métert, és ekkor 80°-0s sz6g-
ben latjuk a két fa kdzotti szakaszt. Milyen messze van a két fa egymastol?

Készitstink egy felllnézeti vazlatrajzot!

Az APQ haromszogben a szinusztétel:
in80° in80°
2}’—0: ;nT azaz y = zo-mz 39,4.
Az APB haromszdgben a koszinusztétel:
x> =502+ 39,4°—2-50-39,4-cos110° ~ 5399,9194,
X=735.
A két fa kb. 73,5 méterre van egymastol.

EML®] A Balaton viztikrének tengerszint feletti magassaga 105 méter. A Tihanyi-félsziget leg-
magasabb pontjan, a Csucs-hegyen dllva (tengerszint feletti magassaga 235 m) két hajét pil-
lantunk meg. A két hajé kdzotti szakaszt 52°-0s szdgben, a hajokat kildon-kulén 2,98°-o0s, il-
letve 4,02°-0s depresszidszogben latjuk.

a) Milyen messze van téltnk a két hajé?

b) Milyen messze van egymastél a két hajo?

Készitstink vazlatrajzot.
A Csucs-hegy és a Balaton vizének szintkllonbsége (rajzunkon AC szakasz) 130 méter. Bejeldl-
tuk a ket depresszidszdggel azonos nagysagu CH,A<-et és CH,A<L-et.

MATEMATIKA
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135°

f19

Ha

Ha
a) Az AH,C derékszog(i haromszégben: sin2,98° = @, amibdl y = & ~ 2500,6.
y sin2,98°
Az AH,C derékszdg(i haromszogben: sin4,02° = i, amibél z= i ~1854,4.
z sin4,02°

Szamitasaink szerint az egyik hajé kb. 2501 méterre, a masik pedig 1854 méterre van télink.

b) frjuk fel a koszinusztételt a CH,H, haromszégre:
x> = 2500,6+ 1854,4>— 2-2500,6 - 1854,4 - c0s52° =~ 3 982 016,502,
X =1995,5.
Vagyis a két hajo kb. 1996 méterre van egymastol.

m Turistatérképen a Dobogdké (699 m), Pilis (756 m), Bolcsé-hegy (588 m) csticsok egy ha-
romszdget alkotnak. A térképen a kodvetkezéket mértik: Pilis és Dobogokd 10 cm, Pilis és Bol-
cs6-hegy 19,2 cm, Dobogdké és Bolcsé-hegy 16,3 cm. A térkép méretaranya 1:40 000.

a) Milyen messze van Dobogokétdl a Bolcsé-hegy?

b) Milyen hosszi a Dobogodké és a Bolcsé-hegy legmagasabb pontjat 6sszekoté képzeletbeli
vonal?

¢) Hany fokos emelkedési szogben kellene a Bolcsé-hegyen allva ,, felnézni” Dobogdkére?

d) A Bolcs6é-hegy legmagasabb pontjan allva el6szér a Pilis, utdna Dobogokd irdnyaba néziink.
Mekkora a sz6g a két irany kozott?

a) Mivel Dobogokd és a Bolcsé-hegy 16,3 cm-re van a 1:40 000 méretaranyu térképen, ezért a
valésagban a tavolsaguk a mérésunk szerint 16,3 - 40 000 cm, azaz 6520 méter, vagyis
6,52 km.

b) Az adatok alapjan tudjuk, hogy a szintkulonbségik 111 méter. Az el6z6ekben meghataroz-
tuk a vizszintes tavolsagukat, ami 6520 méter. Pitagorasz-tétellel kapjuk az 6sszek6td vonal

hosszat: v 111%+ 6520% ~ 6521 méter.

¢) Felirhatjuk a keresett sz6g pl. tangensét: tga = 11

6550 amibdl: @ = 0,975°.

Vagyis a keresett szog kb. 1°-0s.
d) Koszinusztétellel szamolunk:
16,3+ 19,22 —10?

2-16,3-19,2

cos 8 = ~ 0,8537.

B ~31,4.
A két irany kozott a szog kb. 31,4°.

E®] £y kelet felé halado hajorol két magaslat lathaté az északi parton, amelyek egymastol
5 km-re vannak, és a magaslatokat a hajoval 6sszek6té egyenes észak-dél irdnyd. Néhany perc
hajézas utan az egyik magaslat északnyugati, mig a masik észak-északnyugati iranyban lathato.
Mennyit haladt a haj¢ ez alatt az id6 alatt?

Készitsik el a szbveg alapjan a vazlatrajzot, felhaszndlva az égtdjak adta szogek nagysagat!

A H,H,P egyenl& szaru derékszogl héromszégben a P-nél lévd kils6 sz6g 135°-0s (@ nem mel-

lette fekvé két belsd szog dsszege). lgy H,PQ haromszdgben a Q-nal 22,5°-0s sz6g van. Vagyis

ez a haromszdg is egyenld szard: PH, = 5. A H,H,P egyenl6 szaru derékszogl haromszogben
PH, 5

HH,=—=2=-—-=~3,5. Ahaj6 kb. 3,5 kilométert haladt.
=S TS )



8. Trigonometrikus egyenletek

EAC&] Hatarozzuk meg az x lehetséges értékeit, ha
a)sinx=0,5; b) sin x=-0,4226; ¢) cosx:Q; d) cos x=0,2419;
e)tgx=1, f) tgx=5,6713; g) ctgx=-1, h) ctg x=-17,6327!

a) x;= 30°+ k,-360°  vagy x,=150°+k,-360°,  ahol k,k,eZ.
b) x,~—25°+ k;-360° vagy x,=-155°+k,-360°, ahol k,k,eZ.
c) x,= 45°+ k,-360°  vagy x,=-45°+k,-360°, ahol k, k,eZ.
d) x,=~76°+ k-360°  vagy x,=-76°+k,-360°, ahol k, k2.
e) x=45°+ k-180°, ahol keZ.
f) x=80°+ k-180°, ahol keZ.
g) x=135°+ k-180°, ahol keZ.
h) x ~—3,25°+ k-180°, ahol ke Z.

FAL®] Oldjuk meg a kovetkezé egyenleteket!

a) 2sin?x+7sinx-4=0; b) cos?x—1,5cosx—1=0;
¢ 2sin?x—v3 sinx=0; d) 2cos? x + cos x =0;

e) 12sinx+sinx—-1=0; f) 9cos?x+3cosx—-2=0;
g) (tgx+ 1)(tgx—2) =0; h) tg? x + 3tg x = 0.

a) Megolddképlettel: sinx = % vagy sinx =—4.

Ez utébbi nyilvan nem lehet (minden x-re —1 < sinx <1), igy a megoldasok:
x,= 30°+ k,-360° vagy x,=150°+ k,-360°, ahol k, kK, € Z.

b) Megolddképlettel: cos x = 2 vagy cos x = — %

Az elsé nyilvan nem lehet (minden x-re —1 < cos x <1), igy a megoldasok:
x,=120°+ k;-360° vagy x, = 240°+ k,-360°, ahol k, kK, e Z.
V3

¢) Kiemeléssel: sinx = 0 vagy sinx = S

A megoldasok:
X, = k- 180°, ahol k, € Z.
x, = 60°+ k,-360° vagy x; =120°+ k;-360°, ahol k,, k;€ 2.

d) Kiemeléssel: cos x = 0 vagy cos x = —%.

A megoldasok:
X, = 90°+ k;- 180°, ahol k, € Z.
X, =120°+ k,-360° vagy x; = 240°+ k;-360°, ahol k,, k; € Z.

e) Megoldoképlettel: sinx = % vagy sinx = —%.

A megoldasok:
X, ~14,48° + k,- 360° vagy x, ~165,52°+ k,-360°, ahol k, k, € Z.
X; =—19,47° + k;-360° vagy x, ~—160,53°+ k,-360°, ahol k;, k, € Z.

) Megoldoképlettel: cos x = % vagy cos X = —%.

A megoldasok:
x,~ 70,53°+ k,-360° vagy x, ~—70,53°+ k,-360°, ahol k, k, € Z.
X; =131,81°+ k;-360° vagy x, ~—131,81°+ k,-360°, ahol k;, k, € Z.
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g) tgx=—1vagy tgx = 2.
A megoldasok:
x,=—45°+ k;-180°, ahol k, € Z.
X, ~ 63,43°+ k,- 180°, ahol k, € Z.
h) Kiemeléssel: tgx = 0 vagy tgx =-3.
A megoldasok:
X, = k- 180°, ahol k, € Z.
x,=—7157°+ k,-180°, ahol k, € Z.

EML®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!
a) 10sin2x—-6sinx-8,4=0; b) 100cos? x —25sinx—-79=0.

a) Megoldoképlettel: sinx ~1,2644 (ami nem ad megoldast, mert minden x-re —1 <sinx <1)
vagy sinx =—0,6644.
A megoldasok:
X, ~—41,63°+ k,- 360° vagy x, ~—138,37°+ k,-360°, ahol k, k, € Z.
b) Alkalmazzuk a cos® x =1 — sin’x helyettesitést:
100sin’x+ 25sinx— 21 = 0.
Megoldoképlettel: sinx ~—0,6 vagy sinx = 0,35.
A megoldasok:
x,~—36,87°+ k,- 360° vagy x, ~—143,13°+ k,-360°, ahol k, k, € Z.
X, ~ 20,49°+ k;- 360° vagy x, ~159,51°+ k,-360°, ahol k, k, € Z.

[A®] Oldjuk meg a

a) 4sin x cos x —2cos x +2v2 sinx— /2 =0;
b) sin x cos x —3cos x + 2sinx—6=0
egyenleteket!

a) Az egyenlet bal oldaldn all6 kifejezést szorzatta alakitjuk:
(2cos x+ v2)(2sinx—1) = 0.
V2 1

COSX:—T Vagy SINX = j

A megoldasok:

x,=135°+ k,-360° vagy x,=—135°+ k,-360°, ahol k, k, € Z.

X3 = 30°+ k;-360° vagy x, =150°+ k,-360°, ahol k;, k, € Z.
b) Az egyenlet bal oldalan allo kifejezést szorzatta alakitjuk:

(sinx— 3)(cos x+ 2) = 0.

sinx = 3 vagy cos x =—2.

Az egyenletnek nincs megoldasa.

moldjuk meg:
a) cos (6x— %) = cos(2x+ %) b) cos(8x— %) = cos <4x+ %”)
d sin(3x— %)= sin<2x+ %); d) sin(8x+ )= sin<7x— ).
e 1g(2x+ )= tg(x+5); ) tg<5x+%”)=tg(x—%)!
a) |. eset: <6x— %)— (2x+ %) = k,-2x, ahol k,e Z,
4x = %'f‘ k- 2m,
X, = %+ /<1-%.



Il. eset: (6x— E)+ (2x+ %) =k, 27, ahol k, € Z,

6
8x=—%+ k, 27,
X2= R"Fk

Az egyenlet gyokeit az x1, x, adja.
b) |. eset: <8x——> <4x+ 3 ) k,- 2z, ahol k,€ Z,

5
XW—%—{—/Q'%.
Il eset: (8x—§> <4x+ 3> k,-2z, ahol k, € Z,
%=1go+ k'

Az egyenlet gyokeit az x,, x, adja.
. T
0) I eset: <3x—7>—(2x+ ) k27, ahol k,€ Z,

= %Tﬂ-'_ k- 2x.

Il. eset: (3x— £)+ (2x+ %) = 7+ k, 2r, ahol k, € Z,

2
T k.2
7t Kk, A
Az egyenlet gyokeit az x,, x, adja.
d) 1. eset: <8x+ 4) <7x——> k,- 27, ahol k,€ Z,

x1=—%+ k- 2r.

Il eset: (8x+ %>+ (7x~ 5) = 7+ k, 27, ahol k, € Z,

6

B 2
% =—7g5" k757

Az egyenlet gyokeit az x;, x, adja

e) Ertelmezési tartomany: x;é +/ T x# L, ahol I, ,e Z.

5
<2x+%>—(x+%):k-7r,aholkeZ,
X, = 3E§T+k T.

f) tg<5x+2?”> tg( 7;)
Ertelmezési tartomany: x;é% 1-£, X#15 7Z'+/ -7, ahol I, ,eZ.

<5x+ 25”) (x-Z)= k-7, ahol ke,

X—_ﬁJ“k
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9. Trigonometrikus osszefiliggések (Emelt szint)

EAE] A kovetkezs kifejezéseket irjuk olyan alakban, hogy @ szogfiiggvényei szerepeljenek
benne:

a) sin(a — 45°); b) sin(a + 60°); ¢) sin(30° - a); d) sin(135° + a);

e) cos(a + 120°); f) cos(a —210°); g) cos(60° + a); h) cos(240° - a).

a) sin(a — 45°) = sina@ cos 45° — cos asin 45° = @sina - @cosa.

b) sin(a + 60°) = sina cos 60°+ cos asin60° = %sina/ + ?cosa.

¢) sin(30°— a) = sin30°cos @ — cos 30°sina = %cosa/— ?sina.

d) sin(135°+ @) = sin135°cos @ + cos 135°sina = @cosa— @sina.
e) cos(a +120°) = cos acos120°— sinasin120°=—%cosa—§sina.
) cos(a@—210°) = cos @ cos210°+ sinasin210°:—§cosa— %sina/.
g) cos(60°+ @) = cos60°cos a — sin60°sina = %cosa - ?sina.

h) cos(240°— @) = cos 240°cos @ + sin240°sina = —%cosa/ - @sina.

EME] Adjuk meg a pontos értékét!
a) sin 99° cos 21° + cos 99° sin 21°;
b) sin 50° cos 20° — cos 50° sin 20°;
C) cos 48° cos 12° —sin 48° sin 12°;
d) cos 104° cos 14° + sin 104° sin 14°.

a) sin 99° cos 21° + cos 99° sin 21° =sin 120° = @;

b) sin 50° cos 20° — cos 50° sin 20° = sin 30° = l;

N

C) cos 48° cos 12° —sin 48° sin 12° = cos 60° =

d) cos 104° cos 14° + sin 104° sin 14° = cos 90° = 0.

I

N —

EME 2) Hatérozzuk meg tg(e + B) értéket, ha tga = +, tg 8 = %!

4
b) Hatarozzuk meg ctg(a + B) értékét, ha ctga = % ctg B = 3!

t tg B it

_Wga+19ps _ 44 _ 1 _16
P W@+B) =T gatgp =, 1.3 13 1
4 4 16

b) Mivel ctga:%, ctgf = 3, ezért tga = 2, tgﬁ:%.

2*% % : 1 1

3 3



EME] EgyszerGsitsiik a kovetkezo kifejezéseket a valtozo lehetséges értékeinél!

. 5 . .
a) sin 2x; b) CosS 2x_ : o COS” X — COS xsmx,. d) Cos xsinx
COS X COS X + sinx COS 2x sin 2x

a) Sin2x _ 2sinXcos X _ 2sinx.

Cos X CoS X

2y _ sin? COS X+ sinx)(cos x — sinx .
) COS2x__ _ COS” X S.'”X:( X . ):cosx—smx.

COS X+ sinx ~ Cosx+ sinx COS X+ sinx

0 cos? X — cos xsinx _ €OS x(Cos x—sinx) €0s x(cos x — sinx) oS X
Cos 2x ~ cos’x—sin’x  (cosx+ sinx)(cos x— sinx)  COS X+ sinx’
d) cosxsinx _ _cosxsinx _ 1
sin 2x 2sinxcosx 2’

EME] oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket!
a) sin 2x—2sinx=0; b) sin 2x + 2cos x = 0;
¢) cos2x—-sinx—1=; d) cos 2x+ 2sinx—1=0.

a) 2sinxcos x— 2sinx= 0,
2sinx(cosx—1)=0,
sinx = 0 vagy cos x =1.

A megoldasok:

x,= k-7, ahol ke Z.

X, = k,-2m, ahol k, € Z,
vagyis x = k-, ahol k€ Z.

b) 2sinxcos x+ 2cosx = 0,
2cos x(sinx+1)= 0,
cos x = 0 vagy sinx =—1.
A megoldasok:

X, = §+ k-7, ahol ke Z.

X, =—7m+ k,-2m, ahol k, € Z.
¢) cos’x—sin’x—sinx—1=0,
1—sin’x— sin’x—sinx—1= 0,
2sin’x+ sinx = 0,
sinx(2sinx+1)=0,

sinx = 0 vagy sinx =—

N

A megoldasok:
x,= k-7, ahol k,e Z.

_T
6

d) cos? x— sin’x+ 2sinx—1= 0,

==L+ k27, x,=—2L 4 k27 ahol k, k; € 2.

1 —sin’x— sin’x+ 2sinx—1= 0,
2sin’x— 2sinx= 0,
2sinx(sinx—=1)= 0,

sinx = 0 vagy sinx =1.

A megoldasok:

x,= k-7, ahol ke Z.

X, = §+ k, 7, ahol k,e Z.

MATEMATIKA



MATEMATIKA

[FE] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!

2

a)tgx+ ctgx = Snox

b) tg x + ctg x = ctg 2x.

a) Ertelmezési tartomany: x # %-k, ahol ke Z.

irhat6 a kévetkezd alakban is:
sim<+cc_>5x= _ 1 _

COSX  sinx  SiNXcos X

Szorozzunk a kozos nevezével:

sin®x + cos® x = 1.

Ez minden x-re teljestl, ezért a megoldas:

xeR\{x: %-k, ahol keZ}.

b) Ertelmezési tartomany: x # %-k, ahol ke Z.

frhaté a kovetkez6 alakban is:
Sinx , COSX _ COS2X

cos X  sinx sin2x ’

sinx , €osXx _ €os’Xx— sin’x
cos X  sinx 2sinxcos x
Szorozzunk a kozos nevezével:

25sin’x+ 2 cos? x = cos? x — sin’x,

3sin’x+ cos’x = 0,
3sin’x+ (1 —sin’x) = 0,
L2 1
inx=—=.
> 2
Nincs valés megoldas.

10. Vegyes feladatok

EAC®] Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket!
a) sin x=x% b) cos x = x2.

a) Abrazoljuk a koordinatasikon a valos szamok halmazan értelmezett f(x) = sinx és g(x) = x*

hozzarendelési fliggvények grafikonjat.

009 X

Az elkészUlt dbrardl a metszéspontok elsd koordinatajanak kozelitd értékét leolvassuk radianban:
x=0, x,=0,9.



b) Abrazoljuk a koordinatasikon a valés szamok halmazan értelmezett f(x) = cos x és g(x) = x°
hozzarendelési fliggvények grafikonjat.

Az elkészUlt dbrardl a metszéspontok elsd koordinatajanak kozelitd értékét leolvassuk radianban:
x,~—0,8, x,=0,8.

FAL®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket!
a) Y3+ sinx <2, b) v2 —sinx >1.

a) Tudjuk, hogy —1 <sinx <1 minden valds x-re igaz, ezért 2 < 3+ sinx < 4, azaz
V2 <V3+sinx <2.
Vagyis minden valds x megfelel6 lesz.

b) Tudjuk, hogy —1 <sinx <1 minden valos x-re igaz, ezért 1 <2 —sinx < 3, azaz
1<V2—sinx <v3.

Vagyis minden valds x megfelel6 lesz.

m Oldjuk meg a kovetkezé egyenletrendszereket!

2) sinx + cosy:1}'_ b)

6sinx-cosy =1
sinx—cosy=0 )

6sinx+ 6cosy=>5

a) Kapjuk, hogy: sinx = % cosy = %
A megoldas:
x = 30°+ n-360° vagy x =150°+ n-360°, ahol n € Z.

y = 60°+ m-360° vagy y =—-60°+ m-360°, ahol me Z.

inx = 1 1 sinx= 21 1
b)l.smx_2,cosy_3,Il.smx_3,cosy_2,
A megoldasok:
|. eset

x = 30%°+ n-360° vagy x =150°+ n-360°, ahol ne Z.

y =~ 70,5°+ m-360° vagy y ~—70,5°+ m-360°, ahol me Z.
II. eset

x=19,5°+ p-360° vagy x =~160,5°+ p-360°, ahol p € Z.
y=60°+ q-360° vagy y =—-60°+ g-360°, ahol g € Z.
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FA®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!

a) cos* x—sint x = b) cos? x = sin 2x — sin? x.

1
2

1
—_——

a) (cos? x — sin’x)(cos? x + sin’x) =

N|—

_1
COS 2X = 7

2x = 60°+ k,-360° vagy 2x = —60°+ k,-360°, ahol k, k, € Z, vagyis
x = 30°+ k- 180° vagy x =—30°+ k,- 180°, ahol k, k, € Z.
—_—t

b) cos® x + sin’x = sin 2x,
2x = 90°+ k- 360°, ahol k € Z, vagyis

x=45°+ k- 180°.

Bl oldjuk meg a kévetkezs egyenleteket!

a) cos(3x— T) = sin(x+ T); b) sin(Zx—%T): cos(x+ %);

¢) cos <3X+ %) =—cos <2x+ 5277> d) sin<6x— %) = —sin(Zx— %)

a) cos(3x— %) = cos(x+ %— %) (sina = cos(90° — @) és cos(-a) = cos a)
cos<3x— %) = cos(x— %)

T 4 37
A3x—§esazx )

Készitstink rajzot az egységkorrel! Vegylnk fel egy koszinuszértéket, és rajzoljuk be a két
megfeleld egységvektort!

sz6gek koszinusza egyenld.

I. eset: Mindkét sz6g ugyanahhoz az egységvektorhoz tartozik. Ekkor a két szdg kulénbsége
27 16bbszorose:

<3X—%>—<X 10) k,- 2z, ahol k,e Z,

2X = %+ k- 2x,

X = %+ k7.

Il. eset: A két sz6g nem egy egységvektorhoz tartozik. Ekkor a két sz6g 6sszege is 27 tébb-
szorosével egyenld:

<3x—£> <x—3—7[) k,- 27, ahol k, € Z,

3 10
197

dx = 30 + Ky 27w
197

X, = 1204—k

Az egyenlet gyokeit az x,, x, adja.

b) cos(Zx— 2?”— %) = cos(x+ %)
cos(Zx— %) = cos<x+ %) (sina = cos(90°— )
|. eset: (2)(—%) <X+ ) k,- 2z, ahol k,e Z,
X = 237 k7.

20
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Il. eset: (Zx—?—g>+<x+ ) k,- 2z, ahol k, € Z,
X = 137 + k- 271
2=

60
Az egyenlet gyoke|t az x,, X, adja.

c) cos<3x+ 6)—— cos<2x 52 ) azaz cos<3x+ 6>_ cos<2x+ 57”— 7r)
. eset: <3x+ < ) k- 2z, ahol k,e Z,

24?7[4— k- 27.
II. eset: <3x+ 6) <2x+ 2) k,-2r, ahol k, € Z,

X, =— 4?7[ + K, 2?”
Az egyenlet gytkeit az x,, x, adja.
. __ T T 4
d) sm(6x—§> 5|n<2x 5) azaz S|n(6x 3) = sm<2x+ 5 )
Abx—Z ésa2x+ 2L 4r

3 5

Készitstink rajzot az egységkorrel! Vegytnk fel egy szinuszértéket, és rajzoljuk be a két meg- y
felel6 egységvektort! 1

Két esetet tudunk elképzelni.
I. eset: Mindkét sz6g ugyanahhoz az egységvektorhoz tartozik. Ekkor a két szdg kulénbsége
27 tobbszorose:
\_

szdgek szinusza egyenld.

(6 —g) <2x+ 5) k- 27, ahol k€ Z,

177

4x = = 5

+ k- 27,

Il. eset: A két sz6g nem egy egységvektorhoz tartozik:

(6 —%)+<2x+ 4?”): 7+ k, 2, ahol k,€2,

-
15

Iz 71
20tk
Az egyenlet gyoke|t az x,, x, adja.

8= =7+ k, 27,

Xy =—

11. Haromszogelés régen és ma

m Egy haromszogelési halozatban az A és B alappontok azonos tengerszint feletti magas-
sagban vannak és a tavolsaguk 12 km.

A szamitasok el&tt a kovetkez6 szogek nagysagat tudtuk megmérni: ABCX =58°, BACL =46°,
CAT< =5°, ahol T pont a C mer6leges vetilete az A-t tartalmazd vizszintes sikra.

a) Hatérozzuk meg a C alappont helyzetét!

b) Hatarozzuk meg a C pont tengerszint feletti magassagat, ha az A ponté 125 m!

A szoveg alapjan rajzot készitiink.
a) Az ABC haromszdgben a C-nél 1évd szog: 180° — 58° — 46° = 76°. T
Alkalmazzuk a szinusztételt erre a haromszogre: A

AC _ sin58° @
12 Sin76o’ 12 km
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AC= 12.5IN58° 105

sin76°
BC _ sin46°
12 sin76°’

BC=12.5N46° _gg
sin76°

Vagyis a C alappont légvonalban A-t6l 10,5 km-re, B-t6l pedig 8,9 km-re talalhato.
b) Az ATC derékszdgli haromszogben:
X _ X
AC 10,5’
x=10,5-5in5°~ 0,915.
Azaz 915 méterrel van magasabban, mint az A pont, ezért a tengerszint feletti magassaga
1040 méter.

sin5° =

FA®] Az A, B és C azonos tengerszint feletti magassagban 1évé haromszogelési pontok altal
meghatarozott haromszégben AB = 14 km, BC =17 km, AC = 13 km. A sik terepen egy olyan
D pontban allunk az ABC haromszdgén belll, ahonnan az AB szakasz 135°-0s, az AC szakasz
pedig 100°-0s szogben latszik. Milyen messze vagyunk a C ponttél?

A C-nél lév6 y sz6g nagysagat koszinusztétellel kiszamitjuk:
142=1324+17°-2-13-17-cos7,

7y =~ 53,65°.

Az 4bran lathatd jeloléseket hasznalva:

0=180°-100°— 7 + x =180°—100° — 53,65° + x = 26,35°+ x.

A D pontbol a BC szakasz 360° — 100° — 135° = 125° alatt latszik. gy
e =180°-125°— x = 55°— x.

@ \ irjuk fel az ADC és a BDC haromszdgekre a szinusztételt, ekkor kétismeretlenes egyen-

letrendszert kapunk:

B : i o_
bc _ SINE _ 3honnan DC=17-M.
17 sin125° sin125°

D¢ _ _siné , ahonnan DC:13-W
13 sin100° sin100°
Vagyis:
sin(26,35°+ x) _ 17. sin(55°— x)
sin100° sin125°

Szamoljunk kozelitd értékekkel:

0,6361-5in(26,35°+ x) = sin(55°— x).

Alkalmazzuk az addiciés tételeket:

0,6361 -(sin26,35°C0os x 4+ €os 26,35°sinx) = sin55°cos x — cos 55°sinx,

1,1436sinx = 0,5368 cos x,

tgx = 0,4694,

x = 25,15°.

Visszahelyettesitve kapjuk a DC szakasz hosszat:

sin(26,35°+ x) _ 13. sin(26,35° + 25,15°)
sin100° sin100°

Vagyis a D pont kb. 10,33 km-re van a C haromszogelési ponttol.

DC=13-

=10,33.




Koordinata-geometria

1. Vektorok koordinata-rendszerben, miiveletek
vektorokkal

EAC&] Adottak a kovetkezs helyvektorok: a(-2; 5), b(3; —10), ¢(2; 0), d(5; -2,5). Szamitsuk ki az
alabbi vektorok koordinatait!

a)a+b; b)a-c+ 2d; c)2a—%c+4d; da+b-c-d.

a) (a+ b)(1;-5); b) (a— c+ 2d)(6; 0);
0 <2a—%c+ 4d)(15; 0); d) (a+b—c— d)(—6,-2,5).

m Mely x vektort adtuk hozza az a(4; 3) vektorhoz, ha az eredmény a b(-2; 7) vektor lett?

Ha x(x, x,), akkor 4+ x,=-2 és 3+ x,= 7. Tehat x(-6; 4).

m Adottak az a(4; 4) és b(-6; 2) vektorok. Abrazoljuk koordinata-rendszerben az a; b

vektort!

a—-b
Az 5

vektor koordinatai (5; 1).

YA

o
¥

FML®] Legyen k egy pozitiv valds szam, és adott két vektor: a(log, k; log, 2k), b(-log, k; log, 4k).
Hatarozzuk meg az a + b vektor koordinatait!

Az a + b vektor elsé koordinataja 0. A masodik koordinata:
log, 2k + log, 4k = log, 8k* = log, 8 + log, k* = 3 + 2log, k.
Tehat (a + b) (0; 3 + 2log, k).

m Bontsuk fel a v(6; 3) vektort a(2; —1) és b(-2; 6) iranyl 6sszetevokre!

Legyenv=ca-a+ - b. Ekkor
2a-25=6 és —a+ 6 =3.

Az egyenletrendszer megoldasa: S = % =1,2, a=4,2. Tehatv=4,2a+1,2b.

MATEMATIKA
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[FE] Adott négy vektor: a(1; 2), b(-4; 2), ¢(5; 10) és v(-11; 8). Tudjuk, hogy
v=a-a+f-b+c
Hatarozzuk meg az «, /3 valds szamokat!

A feltételekbdl

a—4f+5=-11, azaz a—48=-16 és
2+ 25 +10 = 8, azaz a+p=-1

Vonjuk ki a masodik egyenletbdl az elsét:

55 =15, ahonnan L =3 ésezzel a=-4.

2. Szakasz felezépontjanak, harmadolopontjanak
koordinatai

EACE] szamitsuk ki az AB szakasz felezépontjanak a koordinatait, ha
a)A=2;7), B4; 1), b) A(5; 3,5), B(-1,2; 4,6); c) Alk; 3k + 1), B(6 — k; 9 — 3k)!

a) F(1; 9); b) F(1,9; 4,05); ¢ F(3;5).

P& Az AB szakasz egyik végpontja A, felez6pontja F. Szamitsuk ki a szakasz masik végpont-
janak a koordinatait, ha
a) A(5; -2), F(3; 3); b) A(=0,6; 1,4), K(1,2; -4,2) c) A(lg 2; Ig 5), Klg 5; Ig 20)!

_a+b
Az f= 5

a) B(1; 8); b) B(3; -9,8); ¢) B(lg 12,5; Ig 80).

egyenl6ségbdl b = 2f — a.

EM®] Az A(-6; 10) pontnak a P(2; 3) pontra vonatkozo tikorképe A’. Szamitsuk ki a P pontnak
az A’ pontra vonatkozo tikorképét!

Készitstiink egy fiktiv dbrat.

P(2;3) P'(p1; p2)
A(—6; 10) Ax; y)

A P pont az AA’ szakasz felezépontja, igy A'(10; -4). Az A’ pont a PP’ szakasznak felez&pontja,
tehat P'(18; -11).

FM®] Egy haromszog egyik csticspontja A(4; —6). Az A csticcsal szemkozti oldal felezépontja
F(5; 11). Szamitsuk ki a haromszdg sulypontjanak a koordinatait!

A haromszdg S sulypontja az AF szakasz F-hez k&zelebbi harmadolopontja. Ezek szerint S
koordinatai:

o5:)

Bl Az origonak az A(a,; a,) pontra vonatkoz tukérképe A’, a B(b,; b,) pontra vonatkozé ti-
korképe B'. Bizonyitsuk be, hogy az origonak az AB szakasz felez&pontjara vonatkozé tikor-
képe az A'B’ szakasz felezépontjal!

. Az origénak erre a pontra vonatkozé tikor-

Az AB szakasz felez6pontja: /-;B<‘31Jr b1; %ﬁb)

2
képe: F,; = (a+ b; a,+ bz))
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Az origbnak az A és B pontra vonatkozé tukorképei:

A'(2a, 2a,), B'(2b, 2b,),

igy az A'B’ szakasz felez6pontja: Fz(a,+ by a,+ b,).

A két eredményt egybevetve a bizonyitandé allitashoz jutunk.

[E] Az AB szakasz két végpontja A(12; 6), B(9; 18). Szamitsuk ki az AB szakasz A-hoz legko-
zelebbi hatodolopontjanak a koordinatait!

Egy szakasz hatodolopontja a szakaszt 1 : 5 ardnyban osztja két részre. Ezek szerint a keresett
pont koordinatai:

x=212+9_23 _56+18_g

6 2 Y 6
A keresett osztépont: P(11,5; 8).

3. A haromszdég sulypontjanak, szakasz tetszéleges
osztopontjanak koordinatai

m Szamitsuk ki az ABC haromszdg sulypontjanak koordinatait, ha
a) A(3; -3), B4, 5), C(2; -8); b) A(0,5; 6), B(4; -4), C(-1,5; =7)!

a) S(3;-2); b) S<1;—%>.

P& Adott a haromszog két csticspontja és az S sulypontja. Hatarozzuk meg a harmadik cstics
koordinatait!

a) A(5; 3), B(=2;4), S(0; 0); b) A(4; -7), B(1,4; -2,6), 5(0,2; 3,6).

Az s= %‘M egyenl6ségbdl €= 3s— a—b.

a) A-3; -7), b) ((-4,8; 20,4).

EM®] szamitsuk ki az AB szakasz azon pontjanak koordinatait, mely P pontra % = % ha

A(=12; 4), B(6; 3)!

p:%, tehat P<—8;3—4>.

FM®] Az AB szakasz egyik cstcspontja A(5; 8). A szakasz A-hoz kozelebbi 6todoldpontja
P(-4; 2). Hatarozzuk meg a B pont koordinatait!

Az 6todolépont 1 : 4 ardnyban osztja ketté a vizsgalt szakaszt. Mivel

p= @, ezért  b=5p—4a, tehat P40 -22).

Bl Az ABC haromszog oldalait meghosszabbitjuk az alabbi médon: AB-t B-n tul a BP = 3AB,
BC-t C-n tul a CQ = 3BC, végul a CA-t A-n tul az AR = 3CA szakasszal. Igazoljuk, hogy a POR ha-
romszdg sulypontja egybeesik az ABC haromszog sulypontjaval!

Legyenek az eredeti haromszog koordinatai A(ay a,), B(b; b,), C(¢; G,). Ekkor az ABC harom-
sz6g S sulypontja:
S<a1+ b+ ¢. a+ b+ c2>

3 ' 3 '
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A B pont az AP szakasz A-hoz kdzelebbi negyedelépontja, igy a P pont koordinatai:
x = 5b,— 4a, és y = 5b,— 4a,.

Hasonldan kapjuk a Q és R pont koordinatait:

P(5b,— 4a, 5b,— 4a,),

Q(5¢,— 4b,, 5¢,— 4b,),

R(5a,— 4c¢; 5a,— 4q,).

A POR hdromszog sulypontjanak S*(x*; y*) koordinatai

= 5b,— 4a,+ 5¢,— 4b,+ 5a,— 4, a,+ b+ ¢

_ 5b,—4a,+ 5¢,— 4b,+ 5a,— 4¢,  a,+ b,+ G

y*
Ezt egybevetve ABC haromszdg sulypontjaval, kapjuk a bizonyitandd allitast.
m Az ABCD téglalap AB oldalanak A-hoz, BC oldalanak B-hez, CD oldalanak C-hez, DA ol-

daldnak D-hez kodzelebbi negyedel&pontjai rendre P, Q, R, T. Igazoljuk, hogy a PQORT négyszdg
paralelogramma, és szimmetriacentruma megegyezik az ABCD téglalap szimmetriacentrumaval!

Helyezzlk el az ABCD téglalapot egy koordinata-rendszerben Ugy, hogy oldalai parhuzamosak
legyenek a koordinatatengelyekkel. Ekkor két-két pont elsé koordinatai és két-két pont maso-
dik koordinatai egyenlék lesznek (lasd abra).

YN |
Dladq;az) {L(CHCZ)
L= R
K \

AY
X 1 -%Q
-t
1 Alay; ap) B(b bz)
0 %

AP, Q, R, T pontok koordinatai:
P<3a1i b1’_ a2>, Q<b1; 3a2;- c2>’ R(Sbg— a1; C2>’ T(aw; 3c22- a2>_

A PQRT négyszog akkor és csak akkor paralelogramma, ha atloi felezik egymast. A PR és QT
szakaszok felez&pontjai:




3a,+ b,+ 3b,+a, a,+cC a+b a+c
FPR( 1 18 1 1; 22 2)[ azaz FPR( 12 1; 22 2>’
£ a1+b1_az+c2>
a2 2 )

Tehat PQRT négyszog atloi felezik egymast, igy e négyszog valdban paralelogramma.
Mivel a PQRT négyszog atloinak felez6pontja megegyezik az ABCD téglalap atldinak felezé-
pontjaval, ezért a két négyszdg szimmetriacentruma egybeesik.

4. Két pont tavolsaga

EAC&] szamitsuk ki az AB szakasz hosszat, ha
a) A(5; -2), B(4; 8), b) A(=3; 1), B(5; 5); ) A2,5; 3), B(-4,5; -6)!

a) AB=,/(5—-4Y+(-2-8)=+101,
b) AB= /(-3 -5+ (1-5f=+80;
o) AB=.(25+ 457+ (3+6) =+130.

P& Egy haromszog cstcspontjainak a koordinatai A(S; 2), B(=5; -2), C(4; —11). Szamitsuk ki
a haromszog keruletét!

AB=+v116, BC=+/162, AC=+/170.
Tehat a haromszog K kertlete: K= +/116 + ¥ 162 + ¥170 =~ 36,55.

m Egy kor egy atméréjének két végpontja A(-6; 4), B(5; 3). Szamitsuk ki a kor terlletét!

A kor R sugara az AB szakasz fele.
AB=Y121+1=+122, tehat R=Y12Z

A kor T tertlete:
T=Rr= %z ~ 95,81.

m Az origénak az A(2; 4) pontra vonatkozo tukorképe A’, a B(8; 2) pontra vonatkozd ti-
korképe B'. Milyen hosszu az A’B’ szakasz?

A'(4;8), B'(16; 4). Tehat
AB = /144 +16 = /160 = 4V10.

Bl Az AB szakasz végpontjai A(-6; 3), B(5; —10). Egy P pont az AB szakaszt 3 : 7 aranyban
osztja két részre. Szamitsuk ki a P pont koordinatait, valamint az AP és BP szakaszok hosszat!

| eset:
Ha AP:PB=3:7.
A P pont koordinatai: P(-2,7; —0,9). A keresett tavolsagok:

PA = 410,89+ 15,21= 5,1, PB= 59,29+ 82,81= 11,9

Il. eset:

HaBP:PA=3:7.

A P pont koordinatai: P(1,7; —6,1). A keresett tavolsagok:
PA~ 11,9, PB=5,1.

MATEMATIKA
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[AE] Legyen k egy pozitiv valés szam. Egy haromszég cstcspontjainak a koordinatai
A(log,k; log,4k), B(log,2k; log,4k), Cllog,k; log,8k). Szamitsuk ki a haromszog teriletét!

A pontok koordinatait tlizetesebben megnézve azt vehetjik észre, hogy az AB oldal az x ten-
gellyel, az AC oldal pedig az y tengellyel parhuzamos.

Az AB oldal hossza: AB = log, 2k — log, k = log, % =log,2 =1.

Az AC oldal hossza: AC = log, 8k — log, 4k = log, % =log,2 =1
A haromszog egy egységnyi befogdju egyenld szaru derékszogl hdromszog.

Terllete: T= % terlletegység.

5. Vektorok skalaris szorzata

EAC& szamitsuk ki az alabbi a és b vektorok skalaris szorzatat!
a) a(4;-2), b(5; -2), b)a(5; 1), b(4; -4); ¢ a@; 1), b(-6; 2).

a)ab=4-5+(-2)(-2)= 24,
b)ab=54+1-(-4)=16;
) ab=3(-6)+11-2=4,

PALE] szamitsuk ki az a és b vektorok hajlasszogét!
a) a(6; -6), b(3; 2); b)a4; 1), b(5; -2); c) a(10; 3), b(4; -2).

b a,b,+ a,b,

Az a és b vektorok a hajlasszégére: cosa = —&- = .
s al[b]” a7+ a} J/bi+b]

6 6 1 o.
a) cosa = = = ~ 0,1961, a =~ 78,7°;
) J72-/13  6v/2-/13 /26

18
b) cosa = —=>—=0,8107, a =~ 35,83°;
4 V17 -v/29

34 o
c) cosa = ————~—=~0,7282, a =~ 43,26°.
) V109 v 20

EM®] szamitsuk ki a p paraméter értékét ugy, hogy az alabbi két vektor meréleges legyen egy-
masra: a(1,4; 6), b(2,5; p)!

Ha az a és b vektorok merélegesek egymasra, akkor skalaris szorzatuk 0.
ab=1425+6p=0, azz 6p=-35  tehat p =—%.

EME] Hatarozzuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy az x tengelynek csak egyetlen olyan
pontja legyen, melybél az A(4; 6) és B(10; p) pontokat 6sszekotd szakasz derékszogben latszik!

Ha az x tengely P(x_; 0) pontjabol az AB szakasz derékszdgben latszik, akkor a PA és PB vekto-
rok mer6legesek egymasra, tehat skaldris szorzatuk 0: PA-PB = 0.

ﬁ(4—x0; 6), %(10— X1 p).

PA-PB=(4-x)(10—x)+6p=0, azaz

X5 —14x,+ 40+ 6p = 0.

Ha azt akarjuk, hogy az x tengelynek csak egy olyan pontja legyen, melybél az AB szakasz de-
rékszogben latszik, akkor a kapott x -ban masodfokl egyenletnek csak egy megoldasa lehet. Ez

azt jelenti, hogy diszkriminansanak 0-nak kell lennie.

14— 4(40+ 6p)=0, ahonnan  p= %



Ezzel
X;—14x,+49=0, azaz (x—7y=0.
Tehat az x tengely egyeduli pontja, melybdl AB derékszogben latszik: P(7; 0O).

B[] Az ABC derékszogi haromszog befogdira egy-egy négyzetet emeltiink, majd e négyze-
tek egy-egy csucsat 6sszekotottik az abran lathatd médon; legyen az igy keletkezett 6sszekotd
szakasz felez6pontja F. (abra) lgazoljuk, hogy az ABCF négysz6g hurnégyszog!

Helyezzik el az abrat egy koordinata-rendszerben ugy, hogy a befogdk egy-egy tengelyre il-
leszkedjenek, és legyen a befogdk hossza a és b.

YA
E(—a; a) B(0; a)
a
B b Alb; 0)
cI\\ ¢ x

D(b; —b)

Az ABCF négyszdg akkor és csak akkor hurnégyszog, ha AFB<L = 90°, hiszen az AB szakasz C-
bél derékszogben latszik. A megfelelé pontok koordinataibdél az F pont koordinatai:

F(b_ d.4— b). Ekkor

2" 2

—{ b—a. a—->b > b—a.a+b

FB(— 5 - 5 ) azaz FB(— 5 3 )

- b—a. a—b x(b+a. a—-b

FA(b— >384 -25 ) azaz FA( +a,_as )

?_?_ (b+a)b—a) (a+b)a—b) (b+a)a->b) (a+b)(a—b)_O
T 2 B 2 - 2 B 2 -

Tehat az FA és FB vektorok merélegesek egymasra, igy az ABCF négyszdg valdban hurnégyszog.

MATEMATIKA
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[FF] 1gazoljuk, hogy a kocka egy éle, egy lapatldja és a testatloja olyan haromszéget hataroz-
nak meg, melynek van két meréleges sulyvonala!

A kocka egy éle, lapatloja és testatldja olyan derékszogl haromszdget hataroznak meg, melyek
oldalainak aranya 1:v'2 : v/3. Azt kell megmutatni, hogy az ilyen haromszégnek van két me-
réleges sulyvonala. Helyezzik el ezt a hdromszdget egy olyan koordinata-rendszerben, melynek
befogoi a tengelyekre illeszkednek. Ha méretaranyos abrat készitiink, akkor észrevehetjuk, hogy
—valészintileg — az 4tfogéhoz és a v'2 oldalhoz tartozé sulyvonalak merslegesek egymésra.

YA
0; 1)B
N
A |
(P X1
)
\ AlV2:0)
c(0;0) “x

V2.
3

A haromszdg S sulypontjanak a koordinatai: 5( ; %) frjuk fel az SB és SC vektorokat és sza-

mitsuk ki ezek skaléris szorzatat.

?B<_ V2. ;>, §<_ v2. _1>,
3" 3
Tehat a két sulyvonal valéban meréleges egymasra.

6. Alakzat és egyenlete

EACE] Melyek azok a P(x; y) pontok, amelyek koordinatai kielégitik az alabbi egyenléségeket?
a) x=-4; b)y=1, oly—1]=3.

a) b)




V. KOORDINATA-GEOMETRIA

oy-1=+3, azaz y=4vagy y=-2.

—

PAL®] Melyek azok a P(x; y) pontok, amelyek koordinatai kielégitik az alabbi egyenléségeket?
a) x-y=0; b) (x*=1)-y=0; o (X—4)|y|-1)=0.

a) x=0 vagy y=0.

—

b) y=0 vagy x*—1=0,ahonnan x=1 vagy x=-1.

—_—

1

1.
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¢ X*—~4=0, ahonnan x=2 vagy x=-2, vagy |y|=1, ahonnan y=1 vagy

y=-1

EML®] Szemiéltessiik az alabbi egyenletekkel megadott alakzatokat!
a) X+ y*’=9; b) X’y —xy*=0.

a) A ponthalmaz egy origd koézéppontu, 3 egység sugaru kor pontjai.

Y
2 V2=9
TN
ZILTTIN
0] X
\ /
N A

b) xX’y—xy=xy(x—y)=0, ahonnan x=0, vagy y=0, vagy x=y. Az x=y

egyenletnek eleget tevé pontok halmaza egy, a koordinatatengelyekkel 45°-0s szdget bezard
egyenes, mely az elsé és a harmadik siknegyedben halad.

N

<
1}
@




EME] Szemiéltessiik az alabbi egyenletekkel megadott alakzatokat!
Cy+y’x—xy=0.

Y+ yx—xy=xy(xX*+ ) —xy = xy(X*+ y*=1)= 0.
Tehat x= 0 vagy y= 0 vagy X+ y*=1.

y
=0
1 2-V2='|
X
0 =0

m Hatarozzuk meg a sik azon P(x; y) pontjainak a koordinatait, melyekre
(x=2)(y-1<=0!

1.x-2=<0 é y—-1=0, azaz X<2 és y=1.
vagy
2.x—2=0 é y-—-1<0, azaz x=2 és y<1.

y

X =2
x<2ésy>1
1 s
0 X

<
2
N

[FF] Hatarozzuk meg a sik azon P(x; y) pontjainak a koordinatait, melyekre

(xI-1(yI-1) =0

T [x|<1 és |y[=1, azaz  —1<x<1 és y<—-1 vagy y=1, y
vagy
2. [x[=1 és |y|=7, azaz x=1 és x<-1 vagy —-1=<y<1,

11. EVFOLYAM
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7. Adott P (x,; y,) ponton atmené, adott v(v,; v,)
iranyvektoru egyenes egyenlete; két ponton
atmend egyenes egyenlete

K& irjuk fel a P, ponton atmend, v iranyvektoru egyenes egyenletét!
a) P(=3; 4), v(=2, 5); b) P(11; 2), v(3; -1); c) P (4, -6), v(0; 4).

a) bx+2y=-15-(-8)=-7 vagyis 5x+ 2y=-7;
b)x-3y=-11-6 vagyis X+ 3y=17,
) 4x-0-y=16-0-(-6) vagyis x=4.

PALE] irjuk fel az egyenes egyenletét, ha athalad az A ponton és parhuzamos a megadott egye-
nessel!
a) A4, 8), 3x - 10y =2, b)A(=2;9), y—6x=10; ) A(0; 6), 2x + 13y =5.

Ha a keresett egyenes parhuzamos a megadott egyenessel, akkor irdnyvektoraik megegyeznek.
a) A megadott egyenes egy iranyvektora: v(10; 3). A keresett egyenes egyenlete
3x—10y =12 - 80, azaz 3x—10y = —68,;
b) A megadott egyenes egy iranyvektora: v(-1; —6). A keresett egyenes egyenlete
—6x+y=12+9, azaz —6x+y=21,
¢) v(=13; 2). A keresett egyenes egyenlete 2x + 13y = 78.

EML®] Egy egyenes athalad a P(9; 2) ponton és az y tengely pozitiv felébsl haromszor akkora sza-
kaszt metsz ki, mint az x tengely pozitiv felébdl. Irjuk fel az egyenes egyenletét!

Ha a keresett egyenes az y tengely pozitiv felébél haromszor akkora szakaszt metsz ki, mint az
X tengely pozitiv felébdl, akkor egy irdnyvektora a v(-1, 3) vektor.

YA

o
¥

Az egyenes egyenlete: 3x + y =27 +2=29 vagyis 3x+y=29.

FACE] irjuk fel az A és B pontokon atmend egyenes egyenletét!
a) A(7; 2), B(4; -2), b) A=1; 0), B(5; -2), c) A(0; -10), B(6; 11)

a) Az egyenes egy iranyvektora: v, (3; 4). Az egyenes egyenlete:
4dx—3y=28-6 vagyis dx— 3y = 22,



b) Az egyenes egy iranyvektora: v, (-6; 2) vagy az ezzel parhuzamos (-3; 1). Az egyenes egyen-
lete:
X+ 3y=-1,

¢) Az egyenes egy iranyvektora: v, (-6; —21), vagy az ezzel parhuzamos (2; 7). Az egyenes
egyenlete:
7x =2y =20.

E®] Egy haromszog cstcspontjai: A(4; —4), B(0; 6), C(—4; -2). Irjuk fel a haromszég stlyvona-
laira illeszked® egyenesek egyenletét!

A haromszdg sulyvonala valamely cstcsbél a szemkozti oldal felezépontjaba hizott szakasz. Le-
gyenek a haromszog oldalfelez6 pontjai E, F, G (lasd abra).

Y
B
\
G \
N1 F
\I /’ .
101N \ 5%
47 N
Cl T J\
El T
A

Az felez6pontok koordinatai £(0; -3); F(2; 1), G(=2; 2).

Az A csucson atmend sulyvonal egy iranyvektora v, (6; —6), vagy (1; —1). E stlyvonal egyenlete
—X-y=-4+4, vagyis x+y=0.

A C cstcson atmen6 sulyvonal egy iranyvektora v (-6; -3), vagy (2; 1). A C cstcson atmend
stlyvonal egyenlete: x — 2y = -4 + 4, vagyis x — 2y = 0.

A B csticson atmend sulyvonal E pontja ugyancsak illeszkedik az y tengelyre, igy a B csticson at-
mend sulyvonal egyenlete: x = 0.

[E] £gy egyenes az x tengelyt az (a; 0) pontban, az y tengelyt a (0; b) pontban metszi

(@# 0, b=0). lgazoljuk, hogy ennek az egyenesnek az egyenlete §+ % =1

A kérdéses egyenes egy iranyvektora v(a; —b). Az egyenes egyenlete:
—bx—ay=-ab, vagyis bx+ ay = ab.
Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat ab-vel; azt kapjuk, hogy

X,V _
a+b_1.

8. Adott P (x,; y,) ponton atmené, adott n(n ; n,)
normalvektoru egyenes egyenlete

EACE irjuk fel a P ponton 4tmend, n normalvektort egyenes egyenletét!
a) (-1, 5), n(2; 3); b) P(10; 13), n(=2; 7); c) P(O; 6), n(8; -5).

a) 2x+ 3y=-2+15, azaz 2x+ 2y =13;
b) —=2x+ 7y =—20+ 91, azaz —2x+ 7y=171;
¢) 8x— 5y=-30.

MATEMATIKA
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P& irjuk fel az AB szakasz felez6merélegesének az egyenletét!
a) A(7; -2), B(-3; 4); b) A(11; 0), B(-9; 6).

a) Az AB szakasz felez6pontja F, (2; 1). Az AB szakasz egy iranyvektora v, (-10; 6), vagy (-5; 3).
Ez a vektor a felezémerdlegesnek normalvektora. Tehat a felez&merdleges egyenlete:
—5x+ 3y=-10+ 3, azaz 5x—3y=7,

b) Az AB szakasz felezépontja F,(1; 3). Az AB szakasz egy iranyvektora v, (-20; 6), vagy (-10; 3).
Ez a vektor a felezémer6legesnek normalvektora. Tehat a felezémeréleges egyenlete:
—-10x+3y=-10+9, azaz 10x— 3y =1.

EMCE] rjuk fel a megadott ponton atmend, a megadott egyenesre mersleges egyenes egyenle-
tét!
a) P(6;-1), 3x+ 5y =—-4; b)P(-6; 3), ~4x+ 7y =11.

a) A megadott egyenes egy normalvektora n(3; 5). Ez a vektor a keresett egyenesnek egy irany-
vektora, tehat a kért egyenes egyenlete: 5x— 3y = 30+ 3, vagyis 5x— 3y = 33.

b) A megadott egyenes egy normalvektora (-4; 7). Ez a vektor a keresett egyenesnek egy irany-
vektora, tehat a kért egyenes egyenlete: 7x + 4y =—-42 +12, vagyis 7x+ 4y =-30.

m Egy haromszdg csucspontjainak a koordinatai

AQ3; 4), B(7; 5), C(-2; 7). Hol metszi az A csucshoz tartozd YA
magassagvonal az x tengelyt? C = /
N To7r—_[B

Készitsiink egy abrat. —

A
A BC egyenes egy iranyvektora v, (-9; 2). Ez a vektor az /
A csucshoz tartozd magassag egyenesének egy normal- 1 /
vektora. Tehat a magassagvonal egyenlete: 0 >
—9x+ 2y =—-27+ 8, azaz -9+ 2y =-19. /
Ez ott metszi az x tengelyt, ahol y = 0. Ekkor x = % /

/

m Egy térképhez rogzitett koordindta-rendszerben (ahol az egység mindkét tengelyen
160 m), két tanya koordinatai A(-2; 3), B(6; 1). Az orszagut a térképen az x tengelynek felel
meg. Milyen messze van az egyes tanyaktél az orszaguton az M buszmegalld, ha az mindkét ta-
nyatol egyenld tavolsagra van?

Az AB szakasz felez6merélegesének és az x tengelynek a
metszéspontjat kell kiszamitani.

Az AB szakasz F felez6pontja F,(2; 2). Az AB egyenes YA
egy iranyvektora v, (8; -2), vagy (4; -1). Ez a vektor a fe-
lezémerdlegesnek egy normalvektora. Tehat a felez6me- —~
réleges egyenlete: 4x— y = 6. Ez ott metszi az x ten- 13 /T
gelyt, ahol y= 0, vagyis x=1,5. Tehat az M pont
koordinatai M(1,5; 0). Most szamitsuk ki az MA (vagy
MB) tavolsagot.

MA = 3,52+ 32 = /21,25 ~ 4,61. /
Tehat az M megallénak az egyes tanyaktoél valo tavolsaga
kb. 4,61-160 =~ 737,6 m.

il

/|
7
—
\
\
v}

O
]
¥
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[FE] gy egyenls szart haromszog alapjanak két végpontja A(3; 3), B(5; 7). A haromszog suly-
pontja az y tengelyre illeszkedik. Szamitsuk ki a harmadik csucs koordinatait!

YA

o
¥

Az egyenld szarl haromszdg sulypontja rajta van az alaphoz tartozé magassagvonalon, vagyis
az alap felez6merélegesén. Az AB alap felez6pontja F(4; 5). Az AB egyenes egy iranyvektora
v, ,(2; 4) vagy (1; 2). Ez a vektor az alaphoz tartoz6 magassag egyenesének egy normalvektora.
Tehat az AB alap felez6émer6legesének egyenlete: x+ 2y =14. Ez az egyenes az y tengelyt
y = 7-nél metszi, vagyis az S sulypont koordinatai: 5(0; 7). A haromszdg harmadik C(c,; ¢,) cstcs-

pontjara
@: , azaz G=-8, és %: 7, azaz =11
Tehat a harmadik cstcs koordinatai C(=8; 11).
AR Egy sportcsarnok tetdszerkezetének egy acélszerke- 12m
zetét latjuk az abran. A ferde tetérészt annak felezépont- ( 5m
jaban, ra merélegesen kell kitdmasztani. Mekkora legyen a
kitamaszt6 acélrud d hossza? d=? Ism
Az adatokbol koévetkezik, hogy CD = 3 és ED = 4.
12m E4dm D
C
8&m
d=?  |5m
A B

Helyezzlk el az abrat egy jol valasztott koordinata-rendszerben. YA

Az EC ferde tet6 F felez6pontjanak koordinatai F<14; %) Az EC

egyenes egy iranyvektora v,(4; —3). Ez a vektor a gerenda egye-

)
nesének egy normalvektora. Tehat a gerenda egyenesének egyen- \5'
lete: 4x— 3y=56-19,5=36,5. Ez az egyenes az x tengelyt /7

)
&

<

x = 9,125-ben metszi, tehat a gerenda T talppontja 7(9,125; 0).

A gerenda g hossza:

g=4(14—-9,125¢ + 6,52 ~ 8,124 m. 1 v

<Y
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9. Két egyenes metszéspontja, pont és egyenes
tavolsaga

A& szamitsuk ki az egyenletiikkel adott alabbi egyenesek metszéspontjanak koordinatait!
a)2x—y=>5, 3x+ 5y =14, b) 3x—10y =—46, 2x+ 7y = 24.

a) A metszéspont M(3; 1). b) A metszéspont M(-2; 4).

P& Egy haromszog oldalegyeneseinek egyenlete:
5x—3y =1, S5x+y=13; 15x — y = 67.
Szamitsuk ki a haromszog kerletét!

Ki kell szamitanunk a harom egyenes egyenletébdl barmely két-két egyenes metszéspontjat. Az
els6 két egyenes metszéspontja M, (2; 3). Az elsé és a harmadik egyenes metszéspontja M,(5; 8).
A masodik és a harmadik egyenes metszéspontja M,(4; =7). A haromszdg kerllete:

K= MM, + MM, + M,M, = v34 + V104 + v226 ~ 31,06.

EMLE] irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, mely athalad a
dx+y=1 és 3x+2y=17
egyenletl egyenesek metszéspontjan és meréleges a 4x — 7y =11 egyenlet(i egyenesre!

A megadott két egyenes M metszéspontja M(=1; 5). A 4x— 7y =11 egyenes egy normalvektora
n(4; 7). Ez a vektor a rd merdleges egyenesnek egy iranyvektora, tehat a keresett egyenlet:
—7/x—4y=7-20, azaz x4+ 4y =13.

FA®] Egy haromszog csticspontjainak a koordinatai A(2; 1), B(4; 7), C(10; 1). Szamitsuk ki a ha-
romszog koré frhatd korének sugarat!

A haromszdg koré irhatd korének K kdzéppontja
YA B az oldalfelezé merélegesek metszéspontja. Az AC
oldal felez6mer6legesének egyenlete x = 6.
/ A BC oldal felez6 pontja A7; 4); irdnyvektora
v,(1; =1). A BC oldal felezémer6legesének egyen-
/ 1 lete x — y = 3. A két felez6meréleges K metszés-
. A N RN\ C pontja K(6; 3). A haromszog koré irhaté kérének
sugara a K pontnak a haromszdg valamelyik csu-
csatol (pl. C-t8l) vald tavolsaga.

KC=+4%+2?=20.

E®] szamitsuk ki a P pont és a megadott egyenes tavolsagat!
a)P(=2;6), x+y=1; b) P(=2; -4), 4x + 2y = 5.

a) A megadott egyenes egy normalvektora n(1;1). Ez a r& merdleges egyenesnek irdnyvektora.
Tehat a P ponton atmend, az egyenesre meréleges egyenes egyenlete x — y = —8. Ennek az
egyenesnek és az eredeti egyenesnek a metszéspontja M(-3,5; 4,5). Az M és P pontok ta-
volsaga PM = /1,52 + 1,52 = 2,121.

b) A P-b6l a megadott egyenesre allitott meréleges egyenes egyenlete x — 2y = 6. A most ka-
pott egyenes és az eredeti egyenes M metszéspontja M(2,2; —1,9). A PM tavolsag

PM = y4,2°+ 2,1” = 4,69.

¥ Egy haromszog csticspontjai A(-4; 1), B2; -3), C(1; 2). Szamitsuk ki az A csticsbol induld
magassag hosszat!

A BC egyenes egy iranyvektora v, (1; -5). Ezzel a BC egyenes egyenlete
—5Sx—-y=-7, azaz S5x+y=7.



A v, vektor az A csucsbol indulé magassagvonal egy normalvektora. Tehat az A cstcson at-
mend magassag egyenlete: x — 5y =—9.

Az 5x+ y = 7 és x— 5y = —9 egyenesek egyenletébdl allé egyenletrendszer megoldasa x =1,
y = 2, vagyis az A csticson atmend magassag talppontja T(1; 2). Ez a pont azonos a haromszog
C csucsaval. Ez azt jelenti, hogy a haromszog derékszdgl és az A csucsbél induld magassaga
éppen az AC befogé. Ennek hossza AC = v52+12 = v/26.

EAE] Mekkora legyen a b paraméter értéke, hogy a 6x+ y = 22 és 2x+ 5y = —2 egyenesek
metszéspontja rajta legyen a 3x + by =16 egyenesen?

A két megadott egyenes M metszéspontjanak koordinatai M(4; —2). Ha ez a pont rajta van a
3x+ by =16 egyenletli egyenesen, akkor 3-4+ b-(—2)=16, azaz 12— 2b =16, ahonnan
b=-2.

10. Adott P,(x,; y,) ponton atmeng,
adott m meredekségii egyenes egyenlete,
egyenesek parhuzamossaganak
és merélegességének feltétele

EACE irjuk fel a P ponton &tmend, m meredekségi egyenes egyenletét!

a) P(5; O),m:%; b) P(4; 7),m:—%; c)P(1;—«/§),m:—%.

a) y=%-(x—5), azaz yz%x—%;

b) y—7:—%-(x+4), azaz y:—§x+ﬁ'

N B -1
Jy+v2= 73 (x=1), azaz vy X .

P& Az alabbi egyenesek koziil melyek parhuzamosak egymassal és melyek merélegesek egy-
masra?
2x—T7y=11, 3x+4y=-3, 6x+8y=15, 7x+2y=13;, —x+ 35/ =-4.

Az egyenesek iranyvektorait, vagy normalvektorait, vagy meredekségeit 6sszehasonlitva arra ju-
tunk, hogy

A 2. és a 3. egyenes parhuzamos egymassal.

Az 1. és az 5. egyenes parhuzamos egymassal.

A 4. egyenes mer6leges az 1. és az 5. egyenesre.

m Hatarozzuk meg az §+ % =1(a#0, b +#0) egyenletli egyenes meredekségét!

Az egyenes egyenletét ab-vel megszorozva bx+ ay = ab. Tehat az egyenes egy iranyvektora

v(-a; b). Igy az egyenes m meredeksége: m = — g.
FM®] gy egyenes meredeksége 3, egy masik egyenes meredeksége 1. Szamitsuk ki a két egye-

nes hajlasszogét!

Av(1; 3) és v*(1; 1) vektorok hajlasszogét kell meghataroznunk. A két vektor a hajlasszoge —
a skalaris szorzat alapjan:
4 2 .
oS = ——+—=—+—=0,8944, vagyis a = 26,56°.
J10Y2 /5 ¥
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E®] Egy haromszog cstcspontjai: A(5; 4), B(1; 2), C(3; -3). Szamitsuk ki a haromszog oldale-
gyeneseinek a meredekségét!

A haromszog oldalegyeneseinek egy-egy iranyvektora, és m meredeksége:

v (-4, =2) vagy (2; 1), tehat az AB oldalegyenes meredeksége m = %

v, (=2, =7), tehat az AC oldalegyenes meredeksége m =

’

No|Ul TN

v,(2; -5), tehat a BC oldalegyenes meredeksége m = —

E Az y= ax+ b és y = bx+ a egyenesek merSlegesek egymasra. Szamitsuk ki az egye-
nesek metszéspontjanak a koordinatait!

Ha e két egyenes meréleges egymasra, akkor meredekségeik szorzata —1, tehat ab = —1, ahon-

nan b =— %. Ezzel a két egyenes egyenlete

1 . 1
=ax—— és =——X+a.
y a y a
ax—t=—Yyva,  azaz  ax—1=-x+a,
a a
2 ) _ . _ 1
x(@+1)=a’+1, ahonnan x=1, és ezzel y=a--.

AR A (p+D)x+py=p és (2p+T)x+(p+1)y=3p—1 (p#—1) egyenesek merélegesek
egymasra. Szamitsuk ki a két egyenes metszéspontjanak koordinatait!

Dolgozhatunk meredekséggel, de dolgozhatunk irdany- vagy normalvektorokkal is. Az egyenesek
egy-egy iranyvektora rendre:

v=p; p+1),  Vv*=p-1; 2p+1).

E két vektor meréleges egymasra, tehat skalaris szorzatuk O.
p(p+1N+(p+02p+N)=(p+1)(3p+1)=0.

Mivel p #-1, ezért csak p = —% lehet. Ezzel az eredeti egyenletek:

2, 1,1 i 2, _ _y=_ ; -
3X—3Y=-3 és 3X+3y= 2, azaz 2x—y=-—1 es X+ 2y =-6.
Az egyenletrendszer megoldasa (vagyis a két egyenes M metszéspontjanak koordinatai)

8. 1
M(‘ 575 )

11. A kor egyenlete; a kor és a kétismeretlenes
masodfoku egyenlet

EACE irjuk fel a kor egyenletét, ha kozéppontja és sugara
a)K=1;7),r=8; b) K(0; -5), r=+2; ) K(=7;3), r=12!

a) (x+1Y+(y—77=64, b) X*+(y+5y=2; o (x+ 770+ (y—3y=144.

P& irjuk fel a kor egyenletét, ha adott a K kézéppontja és egy P pontjal
a) K(3; 1), P(7; 2), b) K(3; 0), P(4; 4), ) K(0; 0), P(5; -3).

A kor sugara a P és K pontok tavolsaga.

a) PK=r=+v16+9=5, akéregyenlete (x—3Y+(y+17=25;
b) PK=r=+12+4>= 17, akoregyenlete (x—3f+)’=17;
¢ PK=r=+5"+3"=+34, akéregyenlete X'+ y>= 34.



EMLE Allapitsuk meg a kévetkezé kétismeretlenes masodfoku egyenletekrél, hogy kor egyen-
letei-e, és ha igen, adjuk meg a kézéppontot és a sugarat!

a) X+ y*—10x+ 8y+ 40 = 0;

b) X*+ y*4+ x+ 2y + 0,25 = 0;

Q)X+ y 4+ 2x—4y+6=0.

Alakitsuk teljes négyzetté a kétismeretlenes masodfoku egyenleteket.

a) (x—=5Y+ (y+ 4y =1. Akapott egyenlet a K(5; —4) kdzéppontu, r =1 sugart kér egyenlete.

b) <x+ %>2+ (y+ 17 =1. A kapott egyenlet a K(— %; —1) kozéppontd, r=1sugarl kér egyen-
lete.

o (x+1)'+(y— 2) =-1. A kapott egyenlet nem kor egyenlete; nincs olyan P(x; y) pont, mely-
nek koordinatai ezt az egyenletet kielégitenék.

FM®] Egy kor érinti a koordinatatengelyeket és athalad a P(2; 1) ponton. Adjuk meg a kor
egyenletét!

Ha a kor érinti a koordinatatengelyeket és athalad a P(2; 1) ponton, akkor az elsé siknegyedben
kell lennie. Ekkor kézéppontjanak a koordinatai egyenlék a kor sugaraval, tehat egyenlete
(X=rV+(y—ry=r.

A P pont koordinatai kielégitik ezt az egyenletet;

Q-ry+(1=ry=r, azaz r-6r+5=0.

A kapott masodfoku egyenlet megoldasai: ,=1, r, = 5. Tehat két, a feltételeknek eleget tevé kor
van; ezek egyenlete:

(x=1P+(y—17=1 é  (x=5V+(y—5Y=25.

m irjuk fel annak a kérnek az egyenletét, mely 4thalad az A(2; 3) és B(6; 7) pontokon és a
kozéppontja az x tengelyen van (abra)!

A kor kozéppontjat az AB szakasz felezémerdlegese metszi ki az x tengelybdl. Az AB szakasz fe-
lez6pontja F(4; 5), a felez6merdleges egy normalvektora n(1; 1). A felezémeréleges egyenlete:
X+ y= 9. Ez az egyenes az x tengelyt a K(9; 0) pontban metszi.

YA

o
/
) J

A kor sugara a KB (vagy KA) szakasz hossza: KB = v'3%+ 7% = v/58 . Ezzel a keresett kor egyen-
lete
(x—9F+y = 58.
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m Adottaz x*+ y*— 4x+ 8y + k = 0 egyenlet. Hatarozzuk meg a k paraméter értékét gy,
hogy

a) ne legyen kor egyenlete;,

b) olyan koér egyenlete legyen, mely érinti az x = -4 egyenest;

¢) olyan kor egyenlete legyen, mely athalad a P(-2; 2) ponton!

Alakitsuk at a megadott kér egyenletét: (x— 2 + (y+ 4) = 20 — k. Tehat a kor kozéppontja
és sugara: K(2;-4), r=+/20-k.
a) Ez az egyenlet akkor nem kor egyenlete, ha 20 — k<0, azaz k=>20.

b) A kor kozéppontja az x = —4 egyenestdl 6 egység tavolsagra van. +20 — k = 6, ahonnan
k=-16.

¢) Haa P(=2; 2) pont rajta van a koron, akkor koordinatai kielégitik az egyenletét:
(—4Y+ 67 = 20—k, ahonnan k =-32.

m Egy haromszdg cstcspontjai A(2; 1), B(10; 1), C(7; 4). Irja fel a haromszdg koré irhato ko-
rének az egyenletét!

A haromszog AB oldala felezémerélegesének egyenlete x = 6. A BC oldal F felez6pontja F(H' 5).

2'2

A BC oldal irdnyvektora v(1; —1). Ez a vektor a felezémerélegesnek normalvektora. Tehat a fele-
z6meréleges egyenlete: x — y = 6. A haromszdg koréirhatd kore K kdzéppontja K(6; 0). A kor
rsugara: r= KA = v16+ 1= v17. Tehat az ABC haromszog koréirhatd korének egyenlete:

(x—6y+y =17.

FMEE] Adott két kor: X+ 2+ 4x+ 6y + 9 = 4 és x>+ y? — 2x— 4y + b = 0. Mekkora legyen a
b értéke, hogy e két kor kivalrél érintse egymast?

Ha két kor kivulrgl érinti egymast, akkor kézéppontjaik tavolsaga egyenlé a két kér sugaranak
0sszegével. Alakitsuk at a korok egyenletét.

(x+2P+(y+3¢=8, tehat  K(-2,-3), r=+8,
(x=1W+(y—-2Y=5-b, tehat K,(1,2), n=+v5-b.
KK,=r+rn, vagyis v34=+v8+V5-b.

V5=b =348,

5—b=42-24272, ahonnan b=2v272-37 (~-4,02).

EMF] Adott két kor: x2+ y? = 4 és (x— 3} + y? = 1. Hatarozzuk

K ;) meg annak a kérnek az egyenletét, mely érinti e két kort és érinti
”/’: az x tengelyt!
/1 )
o Mivel a keresett kor érinti az x tengelyt, ezért kozé tjanak ma-
[ gelyt, ezért kdzéppontjanak ma

sodik koordinataja r vagy —r (az dbran lathaté K kdzéppontu kort
az x tengelyre tUkrozve szintén a feltételeknek megfeleld kort ka-
punk).

frjuk fel Pitagorasz tételét a KTO és a KTK, derékszogl haromszo-
gekre.

(r+W=r+u® & (r+2f=r+(ul+3).

Mivel u < 0, ezért a masodik egyenlet: (r+ 2y = r’+ (3 — uY.
Az elsé egyenletbdl

rP+2r+l=r+u’, azaz 2r=u’-1.

A masodik egyenletbdl

P+dr+d=r+u*—6u+9, azaz  4r=u’—6u+b5.
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Helyettesitstk az el6bb kapott egyenlet kétszeresét az utdbbi egyenletbe:
2U =2 =U*—6u+5, vagyis w+6u—7=0,

—-6+v36+28 _—-6+£8
2 2

U=

2
Mivel u < 0, ezért csak a negativ megoldas jon szamitasba. Ha u = —7, akkor r= Y 2_1 = 24.

A feladat feltételeinek eleget tev6 korok egyenlete:
(X+ 77+ (y+24Y =49  és  (x+ 7P+ (y—24Y=49.

Megjegyzés: Erdemes megvizsgalni az u = 1 eredményt is. Ekkor r= 0. Ebben az esetben az eredmény egy pont:
az (1; 0) koordinataju pont. Mivel ennek a megadott két korrel is és az x tengellyel is egy k6zds pontja van, ezért
koordinatai kielégitik az eredetileg felirt egyenletrendszert. Mivel a O sugaru kért nem engedjik meg, ezért ez az
eredeti feladatnak nem lehet megoldasa.

12. K6r és egyenes kolcsénos helyzete

A& szamitsuk ki a megadott kor és egyenes kozés pontjainak koordinatait!
a) X*+y'—2x=0,3x—y=0; b) X+ y’+ 4x—4y—18=0, x—y = 2.

a) Az egyenes egyenletébdl y = 3x. Ezt a kor egyenletébe helyettesitve azt kapjuk, hogy
X+ 9x*—2x=0, azaz 5x*— x=0, vagyis x(5x=1)=0,

x =0, Xzz% és ezekkel y,=0, yzzg,

A kor és az egyenes metszéspontjai: M,(0; 0), M2<%; %)
b) y = x— 2. Ezzel a kor egyenlete x*+ (x— 2 + 4x— 4(x—2)-18 =0,
xX*—2x—3=0, ahonnan x=3, x=-1

A kor és az egyenes metszéspontjai: M,(3;1), M,(—1;-3).

PALE] szamitsuk ki az x* + y2—10x— 10y + 25 = 0 kornek azokat a pontjait, melyek az A(0; 5)
és B(4; —3) pontoktdl egyenl6 tavolsagra vannak!

Az A és B pontoktol egyenld tavolsagra levé pontok halmaza az AB szakasz felezémerélegesé-
nek a pontjai. A keresett pontokat e szakaszfelezémerdleges metszi ki a megadott korbdl. Az AB
szakasz F felez6pontja F(2; 1). Az AB egyenes egy iranyvektora v(4; —=8) vagy (1; —2). Tehat a sza-
kaszfelez6meréleges egyenlete: x — 2y = 0, ahonnan x = 2y. Ezt a kor egyenletébe helyette-
sitve

4+ y’—20y—10y+25=0, azaz y'—6y+5=0, ahonnan y,=1, y,=5.

A kornek az A és B pontoktdl egyenl6 tavolsagra levé pontjai: M,(2; 1), M,(10; 5).

EML®] Eqgy kor egyenlete X2+ 2+ 2x— 2y — 14 = 0. A kor egy belsé pontja P(1; 3). Szamitsuk
ki a P ponton athalado legrévidebb hdr hosszat!

A kor egyenletébdl (x + 17 + (y — 1 =16, tehat a kor K kdzéppontja és r sugara: K(=1; 1), r= 4.
A P ponton &tmend legrévidebb hart a P ponton atmend, PK egyenesre merdleges egyenes
metsz ki a korbdl. A PK egyenes egy iranyvektora v, (2; 2), vagy (1; 1). igy a keresett egyenes
egyenlete: x+ y =4, ahonnan y = 4 — x. Ezzel a kdr egyenlete:

X+ (4—xY+2x—=2(4-x)=14=0, azaz x*-2x-3=0, x=3, x=-1

A P ponton atmend legrévidebb har végpontjai: M,(3; 1), M,(~1; 5). A hur hossza e két pont ta-
volsaga:

MM, = V& + 4 = 4Y2.
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EM®] Az AB szakaszra, mint atmérére irt kor egyenlete x?+ y? + 6x— 4y — 4 = 0. Az AB sza-
kasz felezémerdlegesének egyenlete 4x — y = —14. Hatarozzuk meg az A és B pontok koordi-
natait!

A kor egyenletébdl (x+ 3Y + (y— 2) =17; a kor kdzéppontja K(=3; 2). A megadott felezéme-
réleges egy normalvektora n(4; —1). Ez a vektor az AB egyenesnek egy irdnyvektora. Tehat az AB
egyenes egyenlete —x— 4y = 3 — 8, vagyis x = 5 — 4y. Ezzel a kdr egyenlete

(5-4yY+y’+6(5—-4y)—4y—4=0, azaz Yy —4y+3=0, y=3, y=1
Az A és B pontok: (=7;3) és (1;1).

m Egy haromszdg két csucspontja A(0; 3), B(-3; 0). A harmadik csucs rajta van az
x>+ y*— 8x— 4y +16 = 0 egyenlet(i kron. Hatarozzuk meg a harmadik csucs koordinatait ugy,
hogy a haromszdg terllete a leheté legnagyobb legyen!

A megadott kor kézéppontja és sugara K(4; 2), r=2. A haromszog terllete akkor lesz

A = a legnagyobb, ha a keresett C csucs a legtavolabb van az AB oldal egyenesétdl.
Al T« N A megadott kdrnek az AB egyenestél legtavolabbi pontja az AB-vel parhuzamos ,,ta-
K volabbi” érinté érintési pontja.

1 :_ € A C pontot a kor kézéppontjan atmend, AB-re meréleges egyenes metszi ki a kor-
0 % bél. A K ponton atmend, AB-re mer6leges egyenes egyenlete x + y = 6, ahonnan
y =6 —x. Ezt a kor egyenletébe helyettesitve azt kapjuk:

xX*—8x+14=0, ahonnan Xx=4+v2, x,=4-V2.
A keresett metszéspont elsé koordinataja biztosan nagyobb 4-nél (azaz a kor elsé koordinataja-
nal), igy a keresett metszéspont: M(4 + v/2;2 —v/2).
Tehdt a haromszog terllete akkor lesz a legnagyobb, ha a harmadik cstcsa a kor
(4 ++v/2; 2 — ¥/2) koordinataju pontja.
R irjuk fel az x*+ y>— 8x— 2y + 16 = 0 kor azon érintéinek egyenletét, melyek athaladnak
a P(0; 2) ponton!

YA Mindenekel6tt abrazoljuk a megadott kort! A kér egyenlete

(x=4Y+(y=-1y=1,

tehat a kor kdzéppontja és sugara: K(4; 1), r=1.

PO:2) K Mivel a keresett érinté athalad a P(O; 2) ponton, ezért egyenlete y = mx + 2 alaku,
1 \/,,) ahol m a meredeksége. A kor egyenletébdl vilagos, hogy az egyik érinté parhuzamos
) A > az x tengellyel, vagyis egyenlete x = 2.

~ Egy kor és egy egyenes kodzos pontjainak kiszamitasahoz meg kell oldanunk az egyen-
< leteikbdl allo kétismeretlenes egyenletrendszert, ezért helyettesitsik a kor egyenle-

tébe az y = mx + 2 kifejezést! Azt kapjuk, hogy
X+ (mx+2Y —8x—2(mx+2)+ 16 = 0, azaz
X+ m* X+ dmx+ 4 —8x—2mx—4+16 =0,
(M + )X+ (2m—8)x+16= 0.
Mivel azt akarjuk, hogy az egyenes érint6 legyen, vagyis a kdrnek és az egyenesnek csak egy

kdzds pontja legyen, ezért ennek az egyenletnek csak egy megoldasa lehet. Ez akkor és csak
akkor teljestl, ha a kapott masodfoku egyenlet diszkriminansa 0.

(2m—8Y — 64(m*+ 1) = 0,
4m? — 32m + 64 — 64m* — 64 = 0, ahonnan —4m(8 + 15m) = 0.

Ez utdbbi egyenlet megoldasai: m, = 0, m, = _%.

Tehat a keresett érint6k egyenlete: y = 2, y = —%x+ 2.



EAE Hany db olyan pozitiv egész n szam van, melyre teljesiil, hogy az
x>+ y2—10x+ 6y + n = 0 egyenletl kornek van koézés pontja az y = —1 egyenessel, de nincs
kdzds pontja az x = —1 egyenessel?

Ha a megadott kérnek van kézds pontja az y = —1 egyenessel, akkor (y = —1-et a kérbe he-
lyettesitve) az

X =10x=54+n=0

egyenletnek van megoldasa, tehat D diszkriminansara D = 0. Tehat

100 - 4(-5+n)=0, ahonnan  n<30.

Ha a megadott kérnek nincs k6z6s pontja az x =1 egyenessel, akkor az

y'+6y—9+n=0

egyenletnek nincs megoldasa, tehat diszkriminansa negativ:

36-4(-9+n) <0, ahonnan n>18.

Ezek szerint n lehetséges értékei: 19, 20, 21, ..., 30, vagyis 12 db a feltételeknek eleget tevd
n pozitiv egész szam van.

EE Az ABCD téglalap oldalai AB = 20, BC = 10. A téglalap AB oldalara, mint atmérére egy
félkort rajzoltunk a téglalap belseje felé. A téglalap atloi e félkort a P és Q pontokban metszik.
Szamitsuk ki az ABPQ négyszdg teriletét!

Helyezzik el az abrat egy jol valasztott koordinata-rend- 7

szerbe. Az ABPQ négyszog egy szimmetrikus trapéz.
Ha ki tudjuk szamitani a P pont koordinatait, akkor ismert D

>
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C(20; 10)

lesz a trapéz magassaga, és a PQ révidebb parhuzamos ol-
d a | a 1

O

A P pontot az AC egyenes és a félkor metszéspontjaként kap- +
juk meg. Az AC egyenes egyenlete: y = %x. A félkor K ko-

zéppontja K(10; 0), sugara r =10. Tehat a félkorre illeszkedd

kor egyenlete: (x—10) + y* =100. Helyettesitsik az egye- 1
nes egyenletét a koér egyenletébe:

1

X — 20x+1004 1x*=100,  ahonnan X’ —16x=0 Al 1 K(10;0)

4
x=0, x,=16.

Az x =y =0 az A pont (ezt eddig is tudtuk). A P pont koordinatai P(16; 8). Ez azt jelenti, hogy a

trapéz magassaga 8, révidebb parhuzamos oldala PQ = 20— 2-4 =12. A trapéz terilete:

Tagpo = w =128 teriletegység.

13. Két koér kélcsénés helyzete

A& szamitsuk ki az alabbi korok kozos pontjainak a koordinatait!
a) X+ Yy —8y+12=0, *+yV+4x—4y+4=0;
b) X*4+ y*—4x—2y+3=0, X+ y*—10x—8y+ 33 =0.

a) A két kor egyenletét kivonjuk egymasbdl: az y = 2 — x egyenes egyenletéhez jutunk. Ezt va-
lamelyik (pl. az els6) egyenletbe visszahelyettesitve
X+(2-xY-8(2-x)+12=0, ahonnan  x(x+ 2)= 0, amib6l x = 0 vagy x = -2.
A korok metszéspontjai M,(0; 2), M,(=2; 4).

b) A két kor egyenletét kivonjuk egymasbol: az y = 5 — x egyenes egyenletéhez jutunk. Ezt az
elsé kor egyenletébe visszahelyettesitve
X+ (5-x—4x-2(5-x)+3=0, ahonnan X’ —6x+9=0.
Ez utdbbi egyenlet bal oldalan teljes négyzet talalhatod: (x — 3) = 0, azaz x = 3. Ezek szerint
a két kor az M(3; 2) pontban érinti egymast.

b oo f/ocooooooos

Y
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PA®] irjuk fel annak a kornek az egyenletét, mely athalad az X+ y’—x=10 és az
X+ y*— 2y = 0 egyenlet(i korok metszéspontjain, és kdzéppontja az y = x egyenesre illeszkedik!

A két kor egyenletének kulonbségébdl az x = 2y egyenlet adédik. Ezt valamelyik kdér egyenle-

tébe visszahelyettesitve y(5y— 2)= 0, ebbdl y = 0 vagy y = % igy a két koér metszéspontjai

M.(0; 0), MZ(%; %) A keresett kér kézéppontja az M, M, szakasz felezémer6legesének és az
y = X egyenesnek a metszéspontja.

Az MM, szakasz F felez6pontja F(%; %) Az M. M, felez6merélegesének egy normalvektora

n(2; 1). A felez6meréleges egyenlete: 2x + y =1. Ennek az egyenesnek és az y = x egyenesnek

a metszéspontja K(%; %) A kor sugara a KM, szakasz hossza:

= AV (Ap Y2
=) -5
. . 1\ 12 _ 2
A keresett kor egyenlete: (x— §> + <y— §> =3
EMC®] irjuk fel annak a kornek az egyenletét, mely athalad az X+ y>+ x— y— 6= 0 és az

X'+ y*— 2x+ y— 2 = 0 egyenletl korok metszéspontjain, és kdzéppontja az x tengelyre illesz-
kedik!

A két kor egyenletének kilonbségébdl a 3x— 2y = 4, azaz y = 3%~ 2. Innen

2

2 <3 2 3 _ _
X+ zx—2)+x—§x+2—6_0, ahonnan x(x—2)=0.
A két kér metszéspontjai: M (0; =2), M,(2; 1). Az M, M, szakasz felezémerdlegesének egyenlete

2x+ 3y = % Ez az x tengelyt ott metszi, ahol y= 0. Ezzel a keresett kor K kézéppontja

K(%; O). A keresett kor r sugara: r=,/ %+ 4=/ % . Tehat a keresett kor egyenlete:

(x—%)2+yz= %

[MEI Az 2+ P — 2x— 4y +a = 0és x>+ > —14x— 4y + b = 0 egyenleti korok kiviilrs| érin-
tik egymast, és terlleteik 6sszege 26z. Hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét!

A megadott korok koézéppontja és ugara:

K(1;2), r=+v5-a; K,(7;2), rn=+53-b.

Ha két kor kivulrél érinti egymast, akkor r+ r, = KK,. Esetiinkben r+ r,= 6.
A feltételek szerint

rim+rixr=26x, azaz  rl+r;=26.

Az el6z8 egyenletbdl = 6 — r,, igy irhatjuk

(6—nY+r;=26, vagyis r;—6n+5=0.

A masodfoku egyenlet megoldasa utan azt kapjuk, hogy

r=5, =1 vagy r=1 nr=>5.

Felhasznalva r, és r, jelentését az a és b paraméterek lehetséges értékei:
a=-20 és b=52 vagy a=4 és b=28.

m Bizonyitsuk be, hogy ha két kor egyenletét kivonjuk egymasbél, akkor olyan egyenes
egyenletét kapjuk, mely a két kor kdzéppontjain atmend egyenesre meréleges!

Legyen a két kor
X+ y'—2ax—2by+c¢=0 és
X+ y’—2a,x—2b,y+ ¢,= 0.



Ekkor a két kér kdzéppontja K (a,; b,), K,(a,; b,). A kérék kdzéppontjain atmend egyenes egy
iranyvektora vy, (a,— a; b,— by).

Most vonjuk ki egymasbol a két egyenletet; azt kapjuk, hogy

(2a,— 2a)x + (2b,— 2b))y + ,— = 0.

Egy egyenes egyenletét kaptuk, melynek egy iranyvektora w(b,— b, a,— a,). A kapott vektor és
a kozéppontokon atmend egyenes irdanyvektoranak skaléris szorzata:

Vi V= (a,— a)(b— b))+ (b,— b)(a,—a)=0.

Tehat a korok egyenleteinek kilonbségébdl adddo egyenlet olyan egyenes egyenlete, mely a
korok kézéppontjain atmend egyenesre meréleges.

14. A kor érintéjének egyenlete

A& irjuk fel a kor érintsjének egyenletét a kor egy adott P pontjaban!
a) X+ y*+ 2x—2y—23 =0, P(3; 4);
b) X+ y?— 8x— 4y +18 = 0, P(3; 3).

A kor egy adott P pontjaba @zott érinté merdleges a P pontba huzott sugarra. Ezek szerint az
érinté a P ponton &tmend, KP vektorra merdleges egyenes, ahol K a kor kdzéppontja.

—>

a) A kor kozéppontja K(=1; 1). A P pontbeli érint6 egy normalvektora n = KP(4; 3). Tehat az
érint6 egyenlete: 4x + 3y = 24,

—>

b) A kor K kézéppontja K(4; 2). A keresett érinté egy normalvektora KP(—1; 1). Tehat az érinté
egyenlete: —x+y = 0.

PAL®] irjuk fel az x*+ y? = 25 egyenlet(i kérnek a 2x+ 4y = 5 egyenesre meréleges érintéjé-
nek egyenletét

A megadott egyenes egy normalvektora n(2; 4) vagy (1; 2). Ez a vektor az érinték egy irdnyvek-
tora.

Az érintési pontot a megadott egyenessel parhozamos, a kor kdzéppontjan atmendé egyenes
metszi ki a korbdél. A kor kdzéppontja az origd K(0; 0). A megadott egyenessel parhuzamos, a
kor kozéppontjan atmend egyenes egyenlete 2x+ 4y = 0, azaz x = —2y . Ezt a kor egyenletébe
helyettesitve azt kapjuk:

4y +y*=25,  ahonnan  y==++5.

Tehat a keresett érinték érintési pontjai: £,(—=2+v/5;v'5), E,(2v5;-V5).

Az érinték egyenlete: 2x— y =—545 és 2x—y=545.

EM®] irjuk fel az x>+ y? + 4x+ 3 = 0 egyenlet(i kor y = x egyenessel parhuzamos érintéinek az
egyenletét!

A megadott egyenes (tehat a keresett érinték) meredeksége m = 1. Ezek szerint az érinték egyen-
lete y = x+ b alaku egyenes, ahol b az egyenes és az y tengely metszéspontja. Az egyenes és
a kor kdzos pontjainak x koordinatait az

X+ (x+by+4x+3=0

masodfokU egyenlet megoldasai adjak. Ha azt akarjuk, hogy az egyenes érintd legyen, vagyis
csak egy kozos pontja legyen a korrel, akkor ennek az egyenletnek csak egy megoldasa lehet.
Ez azt jelenti, hogy diszkriminanséanak O-nak kell lennie.

X+ X+ 2bx+ b’ +4x+3=0, vagyis 2X’+2(b+2)x+b’+3=0,
A(b+2y—8(b*+3)=0, azaz b’—4b+2 =0,

b 4i”126_8:215.

1.2

Tehat a keresett érinték egyenlete y = x+2+v2 és y=x+2—-+2.

MATEMATIKA
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FA®] Milyen hosszu érinté hiizhato az x* + y>— 10x + 2y + 10 = 0 egyenletii korhoz a P(2; 5)
pontbdl ?

A kor K kozéppontja K(5; —1), sugara 4. Legyen az érintési pont E. Ekkor a PEK haromszog de-
rékszogu, atfogdja PK = v'9 + 36 = v 45, eqgyik befogdja a kor sugara: KE = 4. Pitagorasz téte-
[ébd|

45=PE°+16, ahonnan  PE=+29.

Bl Bizonyitsuk be, hogy ha az x>+ y? = r* egyenletli kornek az y = mx + b egyenes érintdje,

2
akkor m? = £ _ 11

r2

Ha a megadott egyenes érintdje a megadott kérnek, akkor az

X+ (mx+ by =r

egyenletnek egy megoldasa van, vagyis diszkriminénsa O.

X+ m?x2 4+ 2mbx+ b= r*=0, azaz  (m*+1)x*+2mbx+ b*—r*= 0,
D= 4m’b’— 4(m’+1)(b*—r*)= 0,

m’b? — m*b*— b+ r*+ m’r’ = 0,

m*r’=b>—r*,  ahonnan  m’= -1,

és éppen ezt kellett belatnunk.

15. A parabola, a parabola tengelyponti egyenlete

m irjuk fel annak a parabolanak az egyenletét, melynek
a) tengelypontja 7(-3; 5), vezéregyenesének egyenlete y = 1;
b) tengelypontja T(2; 4), fékuszpontja F(2; 2,5);

¢) fékuszpontja F(—4; —2), felfelé nyil6 és paramétere p = 4!

a) Atengelypont és a vezéregyenes ismeretében a parabola paramétere p = 8. A parabola egyen-

_ (37 o
lete y = T 5;
o . (x=2Y
b) A parabola lefelé nyitott, paramétere p = 3. A parabola egyenlete: y = — g T 4,
c) A fokuszpont és a paraméter ismeretében a parabola T tengelypontja T(-4; —4). A parabola

egyenlete: y = - 4.

(x+ 4y
8
P& Hatarozzuk meg a parabola tengelypontjat, fokuszpontjat, paraméterét és vezéregye-

nesének egyenletét!

2 + 3y — 5y
a) y="p wy=9%7l+t dy=—9%fl+3

a) Tengelypont: T(0; 0), paraméter: p = 2, fékuszpont: F(O; 1), vezéregy.: y =-1.
b) Tengelypont: T(=3; 1); paraméter: p = 3; fokuszpont: F(-3; 2,5), vezéregy.: y = -0,5.
¢) Tengelypont: T(5; 3); paraméter: p = 1; fékuszpont: F(5; 2,5); vezéregy.: y = 3,5.

EM&] Hatarozzuk meg a parabola tengelypontjat, paraméterét, fokuszpontjat és vezéregye-
nesének az egyenletét!
a) y=x*+ 8x+ 6; b) y=2x*—4x+ 5.




2
M—m. Tengelypont: T(-4;-10), paraméter: p = %;
23
F(—4;-9,5), vezéregy.: y =—10,5.

a) y=(x+4y-10= fékuszpont:

1\
b) y= Z[XZ— 2x + %]z 2(x=1Y+3= (x 11) + 3. Tengelypont: T(1; 3); paraméter: p = %;
2y
fékuszpont: F( ;285); vezéregyenes: y = 283'

FML®] irjuk fel annak a felfelé nyild parabolanak az egyenletét, hatarozzuk meg tengelypontjat
és paraméterét, mely athalad az
A(0; 11), B(1; 6), C(-1; 18) pontokon!

Legyen y = ax*+ bx+ c. A megadott pontok koordinatait felhasznalva az aldbbi egyenleteket
irhatjuk fel:

c=11, a+b+c=6, a-b+c=18, azaz a+b=-5, a-b=7.
Innen a =1, b =-6. A parabola egyenlete

— 3%
Y= A bx+11 = (x=3f+ 2= & 1) +2.

22

A parabola tengelypontja és paramétere: T(3; 2), p = %

2
EAE] Kossuk 6ssze az y = é(_p parabola minden pontjat a fokuszponttal, és vegylk az igy ke-

letkezé szakaszok felez&pontjainak a halmazat. Milyen ponthalmazt kapunk? (3bra)

2
Legyen az adott parabola egy tetszéleges P, pontja %(Xoi ;%)

YA

o
>
u.
5
SIoN
L

/
AN

pd
™
T
o
NI
N
N

o
¥

X, Xo+ p°
2" dp
maz pontjainak x és y koordinatai igy fliggenek a P, pont x; koordinatajatol:

_ K., Xk
=7 T
Az elsé egyenletbdl x, = 2x. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy

A P F szakasz E felez6pontjanak a koordinatai E< ) Ezek szerint a keresett ponthal-

2 XZ

+§: +
2

_ A+ pt

RS

o %
NS

Tehat a keresett ponthalmaz egy olyan parabola, melynek tengelypontja T(O; %) paramétere

pedig az eredeti parabola paraméterének a fele.
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YA

X £gy parabola tengelye az x tengely, tengelypontja az origéban van, para-

métere p, fokuszpontja F(B; O). Hatarozzuk meg e parabola egyenletét!

2

)

=

A vezéregyenes egyenlete x = —=. Egy P(x; y) pont akkor és csak akkor van rajta

j.

a parabolan, ha az F fokuszponttdl vett tavolsaga egyenlé a vezéregyenestdl vett

<Y

tavolsagaval.

PF = (x—§>2+y2 =x+5,

NI

2
~ X+ P pxa =

2
Pt px.

~ 4 4

A parabola egyenlete: y? = 2px.

16. Parabola és egyenes, a parabola érintoje

K& szamitsuk ki a parabola és az egyenes metszéspontjainak a koordinatait!

a)y=X72, X+y-3=0;
2
b)y:@H, X—y=0;
Q) y=-2(x+37+1, 2x+y=2.
2
a) y=3-x, 3—X=X7, azaz x’+2x—6=0. A masodfoki egyenlet megoldasai:

x,=—1++v7, x,=-1—+v7. Tehatazegyenes és a parabola kéz6s pontjai:
M(=1+V7;4-V7),  M(=1-V7;4+V7).

(x=1
2

désai: x,= 3, x, =1, tehat a parabola és az egyenes kéz6s pontjai: M,(3; 3), M,(1;1).

b) Mivel y = x, ezért x = +1, ahonnan x*>— 4x + 3 = 0. A masodfoku egyenlet megol-

¢ y=2-2x,tehat 2—2x=-2(x+ 3)2+1, ahonnan 2x*4+10x+19 = 0. A kapott masod-
foku egyenlet diszkrimindnsa 100 — 8- 19 < 0, tehat az egyenletnek nincs valés megoldasa,
vagyis az egyenesnek és a paraboldnak nincs kozos pontja.

m Szamitsuk ki az y= ij parabolanak azokat a pontjait, amelyek az A(-1; 5) és B(5; —-1)

pontoktol egyenld tavolsagra vannak!

A keresett pontok az AB szakasz felezémerélegesének és a parabolanak a metszéspontjai. Az AB
szakasz F felez6pontja F(2; 2). Az AB egyenes egy iranyvektora v(1; =1). Ez a vektor a felezé-
merélegesnek egy normalvektora. Tehat a felezGmerdleges egyenlete. x— y = 0, azaz y = x.

2
Ekkor x = XZ azaz x*— 4x = 0. A kapott egyenlet megoldasai x,= 0, x, = 4. Tehat a parabo-

lanak az A és B pontoktol egyenlé tavolsagra levé pontjai M,(0; 0), M,(4; 4).

EMX] irjuk fel a parabola érintsjének egyenletét a megadott pontban!
2) y=%, P2, 1), b)y=-%,P2;-2), o) y=22, P(2; 8)

a) A P ponton atmené m meredekségl egyenes egyenlete

y—=1=m(x+2), azaz y=mx+2m+1.

A parabola és az egyenes kdzos pontjainak x koordinatai az
2

mx+2m+1=XZ, azaz X—4dmx—8m—-4=0

masodfokl egyenlet megoldasai adjak. Mivel az érintének csak egy kdzods pontja van a para-
bolaval, ezért az egyenletnek csak egy megoldéasa lehet, vagyis a diszkriminansa 0 kell, hogy
legyen.



D=16m’+32m+16 =0, azaz m?>+2m+1=0,
(m+1/=0, ahonnan m=-1
Tehat az érint6 egyenlete: y=—x—1.

b) A P ponton atmené m meredekségl egyenes egyenlete
y+2=m(x-2), vagyis y=mx—2m-2.

2
mx—2m—2=— tehat X+ 2mx—4m—4=0.

LS

5
A diszkriminansnak 0-nak kell lennie, tehat
D=4m*+16m+16 =0, azaz m?’+4m+4 =0,
(m+2y=0, ahonnan m=-2.
Az érint6 egyenlete: y =—2x+ 2.

¢) A Pponton atmené m meredekségl egyenes egyenlete
y—8=m(x-2), vagyis y=mx—-2m+ 8.
mx—2m+ 8 = 2x%, tehat 2X*— mx+2m—-8=0.
A diszkriminansnak 0-nak kell lennie:
D=m>-8(2m-8)=0, azaz m?>—16m+ 64 =0,
(m—8y=0, ahonnan m=38.
Az érintd egyenlete: y = 8x— 8.

2
[ME] Adottaz y = Xj parabola. Bizonyitsuk be, hogy a vezéregyenes barmely pontjabdl a pa-

raboldhoz huzott érinték merélegesek egymasra!

A vezéregyenes egyenlete y =— % Legyen Po<x0; — %) a vezéregyenes egy tetszéleges pontja,

és legyen m egy érinté meredeksége.
A P, ponton atmend, m meredekségl egyenesek egyenlete:

1 1
y+§=m(x—x0), azaz y=mx—mx,— 5.

1

2
Ekkor mx—mxo—iz)(?, azaz X’ = 2mx+2mx,+1=0.

Mivel az érintének egy kozos pontja van a parabolaval, ezért ennek az egyenletnek egy megol-
dasa van, vagyis az egyenlet diszkriminansa O.

D= 4m*—4(2mx,+1) =0, vagyis m’—2mx,—1=0,
+./4x? +2./x2
mm:Zxo_ 24)(0+4=2X°_22 a m=X+yxs+1,  m=x—y/xg+1.
Ezzel megkaptuk a P_ponton atmend két érinté meredekségét. E két meredekség akkor mer6-
leges egymasra, ha szorzatuk —1.
mymy = (X+ VX + 1) (%= Y X+ 1) = x— (G +1) = xg—x3—1=-1.
Ezzel belattuk, hogy a vezéregyenes barmely pontjabdl a paraboldhoz huzott érinték merélege-
sek egymasra.
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B egy parabola két pontja: A és B. Ezek meréleges vetiilete a vezéregyenesen: A* és B*. Iga-
zolja, hogy a fékuszponton atmend, AB-re mer6leges egyenes felezi az A*B* szakaszt!

Legyen a parabola két pontja

A(xw; %) B<XZ,' %) ekkor A*<X1; —%) B*(xz; —%)

Az AB egyenes egy iranyvektora

2

X=X Xt X
Vg | %= Xy 2p vagy Vg 117 -

Ez a vektor a felirandd egyenesnek egy normalvektora. Tehat az F ponton atmend, AB-re meré-
leges egyenes egyenlete:

V)

0 5
=~ —~7% 3o - = - ————————
y=-§ A9 5 (0 -9)
X+X o XtX p X+ X o XtX
X+ 2 y= » 2 azaz X+ T =i
Ez az egyenes ott metszi a vezéregyenest, ahol y = —g. Ezek szerint
)<1+)(2_(_B>_x1+x2 . XNt X XX
X+ o) =T vagyis X— =g ==
ahonnan
o XX XX
xX=2 B R R
Tehat a vezéregyenes és az AB-re meréleges, F-en atmend egyenes E metszéspontjanak koordi-
natai: E(%; —%) Ez a pont pedig éppen az A*B* szakasz felez6pontja, amit bizonyitanunk

kellett.



Valészinliség-szamitas

1. Események

EAC®] Legyen az A esemény, hogy dobokockaval paros szamot, a B esemény pedig, hogy ha-
rommal oszthato szamot dobunk.

Milyen dobast jelentenek a kdvetkez6 események?

a) A+ B; b) AB; ¢ A-B; dB-A; e A.

a) A+ B=1{2;3;4,6}.

b) AB={6}.

o A—B={2;4}.
d) B—A={3}.
e) A={1;3;5}.

m Jelentse A azt az eseményt, hogy dobokockaval 6-ndl kisebb szamot, a B eseményt pedig,
hogy primszamot dobunk.

Milyen dobast jelentenek a kdvetkez6 események?

a) A+ B; b) AB; ¢ A-B; dB-A; e A.

a) A+B=1{1,2;3;4,5}.

b) AB ={2;3;5}.
o A—B={1,4}.
dB-A={}.
e) A={6}.

EML®] gy szabalyos dobokockaval dobunk. Allapitsuk meg, hogy a felsorolt események kozil
melyek

a) elemi események;

b) 6sszetett események;

¢) melyek egyenlék;

d) melyek egymast kizarok?

A: a dobott szam 6ttel oszthaté.

B: a dobott szdm négynél nagyobb.

C: a dobott szam hatnal kisebb.

D: a dobott szam 6tnél nagyobb.

E: a dobott szamnak négy osztdja van.

F: a dobott szam ketténél nagyobb, de 6tnél nem.

A széveggel megfogalmazott eseményeket megadhatjuk felsorolassal is:
A={5}, B={56} C={1;2;3;4,5}, D={6}, E={6}, F={3;4,5}.
Ezek alapjan kénnyen tudunk valaszolni a kérdésekre.

a) A D,E.

b) B, C, F.

c) DésE.

d) Pl.: Cés D.
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[M®] A szamegyenesen valasztunk egy x valos szamot. Jelentse A azt az eseményt, hogy
3 <x <7, Bpedig azt, hogy 5 < x < 9. Mely intervallumbdl vélaszthatjuk az x-et, hogy a ko-
vetkez6 események teljestljenek?

a) A+ B; b) AB; ¢ A-B; dB-A; e A.

a) xe B; 9.
b) xe B;7].
¢ xe B;5]
d xel7;9.
e) x€ |oo; 3JUT7; ol

m A mveleti szabalyok segitségével mutassuk meg, hogy AB+ AB = A!

A kovetkezé atalakitasok elvégezhetdk, amivel igazoljuk az allitast:
AB+ AB=A(B+B)= Al= A.

[FE] Mutassuk meg, hogy két esemény ésszege mindig felirhato
a) két;

b) harom

egymast paronként kizaré esemény dsszegeként!

a) Legyen a két esemény A és B. Ekkor 6sszegiik igy alakithato at:
A+B=IA+B)=(A+A)A+B)=A+AB.
Tehat az 6sszeg valdban felbonthatd két, egymast kizard esemény Gsszegére.

b) Alkalmazzuk elséként az eléz&ekben kapott eredményt, majd folytatjuk az atalakitasokat:
A+B=A+AB=IA+AB=(B+B)A+ AB=AB+ AB+ AB.

Tehat az 6sszeg valdban felbonthatd harom, egymaést paronként kizaré esemény dsszegére.

A Hozzuk egyszertibb alakra a kévetkezé kifejezést: (A + B)(A + B)(A+ B)!

Elvégezhetjik a kdvetkezé atalakitasokat:
(A+B)A+B)A+B)=(AA+B)A+B)=(0+B)A+B)=B(A+B)=

=AB+ BB=AB+ 0= AB.

2. Események valésziniisége

EACE] gy dobozban nyolc, tapintasra egyforma dobdkocka van: négy piros, harom fehér és

egy z6ld. Bekotott szemmel kivesziink harom darabot. Milyen elemi eseményei vannak ennek a
kisérletnek?

Elemi események: harom pirosat,
két pirosat és egy fehéret,
két pirosat és egy zdldet,
egy pirosat és két fehéret,
egy pirosat, egy fehéret és egy zoéldet,
harom fehéret,
két fehéret és egy zoldet huzunk.



FAL®] Egy gimnaziumi évfolyamon a matematikabol és a fizikabol kapott 6tos osztalyzatok kap-
csolatat vizsgaljak. Tetszélegesen kivalasztott tanuldkra legyen A esemény, hogy jeles osztalyzata
van matematikabol, legyen B esemény, hogy jeles osztalyzata van fizikdbol. Tudjuk, hogy
p(B)= 0,15, p(AB)= 0,15 és p(A+ B) = 0,8.

Mennyi a valészinlisége annak, hogy egy tetszélegesen kivalasztott tanulénak 6tése van mate-
matikabol?

Mivel p(B)= 0,15 és p(AB)= 0,15, ezért egy tetszélegesen kivalasztott tanulénak 0 valdszi-
nlséggel lesz jeles osztalyzata fizikabdl Ugy, hogy matematikabdl nincs jelese. Ezek alapjan:
p(A+ B)=p(A)=0,8.

Vagyis 0,8 a valdszinlisége annak, hogy egy tetszélegesen kivalasztott tanuldnak 6tdse van ma-
tematikabdl.

m A hét tanulobdl allé fakultacids csoportban 6t lany van. Az egyik éran a tanar a két fele-
|6t véletlenszer(en valasztotta ki. Melyik az esélyesebb, hogy két lany fog felelni, vagy pedig egy
fiu és egy lany?

Barmelyik két tanulé kivalasztasanak ugyanannyi az esélye. Mivel tizféleképpen tudunk lanypart
Osszeallitani, és tizféleképpen tudunk vegyes part dsszeadllitani, ezért egyenlé az esély.

FA®] Kilenc, alakra egyforma siitemény van a talcan, amelybdl hat darabba mazsolas turot,
haromba pedig mazsola nélkuli turdt toltottek. Két stiteményt véletlenszerlien megeszink. Me-
lyik az esélyesebb, hogy két mazsolasat valasztunk, vagy pedig két kulénbozét?

Barmelyik két stitemény kivalasztasanak ugyanannyi az esélye. Mivel tizenotféleképpen tudunk
mazsolas part valasztani, és tizennyolcféleképpen tudunk vegyes part valasztani, ezért a két k-
|6nb6z8 valasztasanak az esélye nagyobb.

3. Klasszikus valbsziniliségi mezé

EAC®] £gy 13 tagu csoport 3 tagja lany. A neveket felirjak egy-egy cédulara, majd véletlenszertien
huznak két cédulat. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy ilyen médon két lanyt sorsolnak ki?

Az Bsszes eset szama: <123> =78.

A kedvezd esetek szama: G) = 3.

3 1

A keresett valdszinUiség: p(két lany) = 78~ 76

PAL®] Egy minden oldalan befestett kockat 125 azonos méret( kis kockara flirészeltink szét. Az
igy kapott kis kockakbol véletlenszerlen kivalasztunk egyet. Mennyi a valészintisége annak, hogy
a kis kocka

a) egyetlen lapja sem; b) egy lapja; ¢) két lapja; d) harom lapja; e) négy lapja

festett?

A kockat 125 azonos méret( kis kockara vagtuk, vagyis a kocka 5-5-5 kis kockabdl all. Ezért
az 6sszes esetek szama 125 lesz. Minden feladatnal meghatéarozzuk a kedvezé esetek szamat,
igy a kérdéses valdszinlséget is meg tudjuk mondani.

a) Kedvezé esetek szama: 3-3-3 = 27.

A keresett valészinlség: p(egyetlen lap sem festett) = %

b) Kedvez§ esetek szama: 6-3-3 = 54.

A keresett valészinUlség: p(egy lap festett) = 95

MATEMATIKA
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¢) Kedvezd esetek szama: 12 -3 = 36.

A keresett valdszinUlség: p(kettd lap festett) = %
d) Kedvez§ esetek szama: 8.
A keresett valészinUlség: p(harom lap festett) = %

e) Kedvez6 esetek szama: O.
A keresett valészinlség: p(négy lap festett) = 0.

m Dobjunk fel két szabalyos dobdkockat. Mennyi a valdszintsége annak, hogy a dobott
pontok ¢sszege
a) 2; b) 3; c)5?

Az egyik kockaval is hatfélét és a masik kockaval is hatfélét dobhatunk, igy az Osszes esetek
szama 6-6 = 36.
a) Kedvez6 esetek szama: 1. (Az 6sszeg: 2 =1+ 1)

A keresett valészinUlség: p(az 6sszeg 2) = s

36
b) Kedvez6 esetek szama: 2. (Az 6sszeg: 3=1+2=2+1)
I B _2_ 1
A keresett valoszinUség: p(az 6sszeg 3) = 3= 18"
¢) Kedvezd esetek szédma: 4. (Az 6sszeq: 5=1+4=2+3=3+2=4+1)
A keresett valoszinUséq: p(az 6sszeg 5) = % = %

FM®] Dobjunk fel harom szabalyos dobokockat. Mennyi a valészintisége annak, hogy a dobott
pontok ¢sszege
a)3; b)11; ) 20?

Mindharom kockaval hatfélét dobhatunk, igy az dsszes esetek szédma: 6-6-6 = 216.
a) Kedvez6 esetek szama: 1. (Az 6sszeg: 3 =1+ 1+ 1)

A keresett valoszinUséq: p(az 6sszeg 3) = ﬁ

b) Kedvezd esetek szama: 27. (1 + 4 + 6 hatféle sorrendben; 1 + 5 + 5 haromféle sorrendben;
2 + 3 + 6 hatféle sorrendben; 2 + 4 + 5 hatféle sorrendben; 3 + 3 + 5 haromféle sorrendben;
3 + 4 + 4 haromféle sorrendben)

A keresett valoszinliség: p(az 6sszeg 11) = % = %

¢) Kedvezd esetek szama: 0. (A dobott szamok dsszege legfeljebb 18.)
A keresett valészinUiség: p(az 6sszeg 20) = 0.

E®] A 32 lapos magyar kartyabol kivalogatjuk a 7-es, 8-as és 9-es lapokat (mindegyikbél négy
van). Ezek kozil véletlenszerGien haromszor huzunk egy-egy lapot. A hizas utan mindig vissza-
keverjik a huzott lapot. Mennyi a valdszinlsége annak, hogy a huizas sorrendjében leirt szam-
jegyek altal alkotott haromjegy( szam oszthaté

a) harommal; b) kilenccel; ¢) hattal?

Az dsszes esetek szama: 12° =1728.

a) A szamjegyek 6sszegének oszthatonak kell lenni harommal. A megfelel§ szamjegyek:
1.eset: 7,8, 9.

Barmelyik hetest, barmelyik nyolcast, barmelyik kilencest huzhatjuk, és ezeknek hatféle sorrendje
lehet. Vagyis a kedvezé esetek szama: 6-4-4-4 = 384.

Vagyis: p(7;8;9) = % =2

1728 9
2.eset: 7,7, 7.
Barmelyik hetest négy kozil hizhatjuk, ezért a kedvezd esetek széma: 4-4-4 = 64.

Vagyis: p(7;7;7) = b4 _ ]

1728~ 27°
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3. eset: 8, 8§, 8.

e iaiaigy_ 64 _ 1
Az el6z6hoz hasonléan: p(8; 8; 8) = 798 = 37
4. eset: 9,9, 9.

Az el6z6hoz hasonloan: p(9; 9;9) = % = %

A négy esetben kapott valészinliségek 6sszege adja a keresett valdszinliséget:
4 y-2,1, .1, 1 _2. 1_3_1
p(harommal oszthato) = 3 + 57 + 57 + 5755 + 9= 9~ 3
b) A szamjegyek 6sszegének oszthatonak kell lenni kilenccel.
A megfeleld szamjegyek: 9, 9, 9.
Barmelyik kilencest négy kozul huzhatjuk, ezért a kedvezd esetek szdma: 4-4-4 = 64.
64 _ 1

Vagyis a keresett valészinlség: p(kilenccel oszthaté) = 798~ 37"

¢) A szamjegyek 6sszegének oszthatonak kell lenni harommal és az utolsé jegynek parosnak kell
lenni. A megfelel6 szamjegyek:

1.eset: 7,8, 9.

Barmelyik hetest, barmelyik nyolcast, barmelyik kilencest huzhatjuk, és a hetesnek és a kilen-
cesnek két sorrendje lehet (a nyolcas az utolsé helyen all). Vagyis a kedvezd esetek szama:
2-4-4-4=128.

Vagyis: p(7;8;9) = 128 _ 2

1728 = 27
2.eset: §, 8, 8.
Barmelyik nyolcast négy kozul huzhatjuk, ezért a kedvezé esetek szama: 4-4-4 = 64.
. La.oy_ 64 1
Vagyis: p(8; 8;8) = 738 = 37
A két esetben kapott valoszinliségek 6sszege adja a keresett valdszinlséget:

2,1 _3_1
p(hattal oszthaté) = 55 t35=55= 5"
¥ Az 6t6s lottdn az 1, 2, ..., 90 szamok kozul 6tét huznak ki. Mennyi a valészintsége
annak, hogy egy szelvény kitdltése esetén nem lesz taldlatunk?

; . 90
Az Bsszes esetek szama: (

5 ) Az hogy a kihtzott 6t szam kozUl egyik sem szerepel a szelvé-

nyunkoén (855>-fé|eképpen kovetkezhet be.

(5)
5
50, ~ 0,746.
5
EALE] A 32 lapos magyar kartyat egy kartyajatékhoz a négy jatékos kozott egyenlen szétosz-
tunk. Mekkora valészintséggel kerll a négy kiraly egy jatékoshoz?

A lehetséges esetek szama: (32> : <24> : (1 6) - <8>

A keresett valoszinUség: p(nincs taldlat) =

8)\8/\8/)\8
) ., (28) [24\ 16\ (8
A kedvez6 esetek szama: 4 <4> <8 ) (8) (8>

D))+ 5] e
(51 (e (5]

A keresett valoszinlség: p(négy kiraly) =
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EM®] Egy pénzérmét haromszor egymas utan feldobunk. Mennyi annak a valészintisége, hogy
az érmén

a) sorrendben fej, irds, iras lesz,

b) pontosan kétszer lesz iras?

a) Az 0sszes esetek szama: 8.
A kedvez§ esetek szédma: 1.

A keresett valdszinlség: p(F,/, 1) = %

b) Az 6sszes esetek szama: 8.
A kedvezd esetek szama: 3 (1.1, I, F; 2.1, E I: 3. F I, I).

A keresett valészinlség: p(két iras) = 3

o0

4. Binomialis eloszlas

EAC®] Peter és LaszI6 sokat asztali fociznak (csocsoznak) egymassal. A tapasztalat szerint Péter
0,7, Laszld 0,3 valdszinliséggel nyer meg egy meccset. Egy jatéksorozatban az a gydztes, aki
t6bbszor nyer.

a) Mekkora Laszld nyerési esélye, ha harom meccset jatszanak?

b) Mekkora Péter nyerési esélye, ha 6t meccset jatszanak?

a) Laszl6 akkor nyeri meg a jatéksorozatot, ha a harom meccsbdl harmat vagy kettét megnyer.
Hasznaljuk a binomialis eloszlasra tanult 6sszefliggést:

p(Laszlo nyer) = (;) -0,3°-0,7°+ <§>~O,32-0,71 =0,216.

Vagyis Laszl6 nyerési esélye 0,216.

b) Péter akkor nyeri meg a jatéksorozatot, ha az 6t meccsbdl 6tot, négyet vagy harmat megnyer.
Hasznaljuk a binomialis eloszlasra tanult 6sszefliggést:

p(Péter nyer) = <§> -0,7°-0,3%+ <i> -0,7%-0,3'+ (g) -0,7°-0,3*= 0,83692.

Vagyis Péter nyerési esélye kb. 0,84.

PAL®] A tapasztalatok szerint egy kozépiskolaban a tanuldk 12%-a nem visz magaval szamo-

l6gépet. Mekkora a valészinlisége annak, hogy 30 véletlenszerlen kivalasztott tanulé kozal leg-
alabb haromnak nincs szamolégépe?

Meghatarozzuk, hogy mekkora a valészinlisege annak, hogy mindenkinek van, egy tanulénak
nincs, kettd tanuldnak nincs szamoldgépe. Hasznaljuk a binomidlis eloszlasra tanult ¢sszefliggést:

30) -0,12°-0,88%,

p(mindenkinek van) = (0

p(egy tanulénak nincs) = (310>~0,1 2'-0,88%,

p(ketts tanukonak nincs) = <3ZO> -0,122-0,88%.

A keresett valészinUiség: p(legaldbb haromnak nincs) =
=1- <3OO> -0,12°.0,88%° — (310> -0,12"-0,88% — (320

Vagyis kb. 0,7153 a valészintisége annak, hogy 30 véletlenszer(ien kivalasztott tanulé kdzul leg-
aldbb haromnak nincs szamoldgépe.

>~ 0,12%-0,88% =~ 0,7153.



EM®] Egy feladatlapon 12 eldontends kérdés szerepel. Ha valaki legalabb hatra jol valaszol,
akkor mar nem elégtelen a dolgozata. Mekkora valészintiséggel kap elégtelennél jobb osztaly-
zatot az, aki véletlenszer(en toltotte ki a valaszokat?

Hasznaljuk a binomialis eloszlasra tanult 6sszefliggést:

p(elégtelennél jobb) = (1 2) -0,5°%-0,5%+ <1 2) 0,57-0,5°+ (1 2) 0,5'2-0,5° =

6 7 12
_[12 12 12\] qeiz
_[<6)+<7)+ ..+< )] 0,5“=0,61.
Vagyis kb. 0,61 val6szinliséggel kap elégtelennél jobb osztalyzatot az, aki véletlenszerien tolti

12
ki a kérdéses feladatlapot.

FM®] Egy kockaval haromszor dobunk egymas utan. A kisérlet kimenetele a hatos dobasok
szamaval egyenlé. Adjuk meg az egyes kimenetelekhez a valdszinlségeket!

1
6
naljuk a binomidlis eloszlasra tanult 6sszefliggést!

p(0 db hatos) = ()( J(3) =33

A hatos dobas valdszinlsége: p(A)= =, a nem hatos dobas valoszinlsége: p(A) = > Hasz-

6

_(3\/ 1y 5 _ 75
p(1db hatos) = <1> E 516

_(3\/1Y 5 15
p(2 db hatos) = <2) 6 6 =316

_ 3\ 5 1
p(3 db hatos) = <3> 6 6 =516

E®] Legyen A esemény, hogy egy szabalyos pénzérmét négyszer egymasutan feldobva ha-
romszor kapunk irast.

Legyen B esemény, hogy egy szabalyos pénzérmét nyolcszor egymasutan feldobva hatszor ka-
punk irast.

Legyen C esemény, hogy egy szabalyos pénzérmét nyolcszor egymasutan feldobva 6tszor kapunk
frast.
Allitsuk ndvekeds sorrendbe az események valdszin(iségét!

Hasznaljuk a binomialis eloszlasra tanult dsszefliggést!
= (-

o= ()L -

0= (N - %

Hozzuk k&z6s szamlaléra a torteket: =, =, =5

Vagyis p(B) < p(C) < p(A).

MATEMATIKA
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5. Geometriai valosziniiség

KRS Egy masfél kilométer hosszu vizvezeték halad a 15 méter széles aszfaltozott Gt mellett, de
a vezeték nyomvonala 11-szer keresztezi merélegesen az utat. Cs6tdrés esetén mekkora a valo-
szinlisége annak, hogy aszfaltot is kell bontani? (Feltételezéslink szerint a csé minden pontjan
ugyanolyan valészinlséggel lehet cs6étorés.)

Az esemény valoszinlségére hasznaljuk a p(A) = % képletet, ahol G a vizvezeték hosszat, g

pedig a vizvezetéknek az aszfalt alatti hosszat jelenti.
A szdveg szerint: G = 1500 méter, g = 165 méter.

A keresett valdszinliség: p(A) = % =011

Tehat cs6torés esetén 0,11 a valdszinlisége annak, hogy aszfaltot is kell bontani.

m Egy céltabla koncentrikus korokbdl all, ezek sugara 2, 4, 6, 8 és 10 cm. Minden l6véssel
eltalaljuk a céltablat, és minden pontjat azonos valészinlséggel. Adjuk meg az 6t tartomany el-
talalasanak valoszinliségét!

Készitstiink a céltablarol egy vazlatrajzot!

ts
ty

i3
%)

t

Kiszamoljuk az 6t tartomany tertletét (mértékegységként cm?-t hasznalunk). Egy kor és négy
korgydrd tertletét kell meghataroznunk.

t=2%r=4r,

t,=4 72" 1 =12r,

t;=671—4% 7= 20r,

t,=8 r—6"r=28r,

t;=10%7— 8’ 7 = 367.

Az egész céltabla terllete:

T=10* 7 =1007.

Az esemény valészinliségére hasznaljuk a P(A) = % képletet (i=1; 2; 3; 4; 5), ahol T a céltabla

terlletét, t; pedig az egyes tartomanyok terlletét jelenti:

P(A) = 1o = o,
P(A) = 110207; - %
P(A) = 100% = 5

P(A) = {557 = 75"
P(As) = 130607; - 2%'



VI. VALOSZINUSEG-SZAMITAS

EM&] A hirekben ezt a mondatot halljuk: A Budapest — Miskolc vasttvonalon muszaki hiba
miatt megallt a gyorsvonat. Mekkora valdszintséggel érkezett meg késés nélkul ismeréstink
Budapestrél Hatvanba? (A Budapest — Miskolc tavolsagot vegytik 200 km-nek, a Budapest — Hat-
van tavolsagot pedig 60 km-nek.)

Ha a mUszaki hiba a Hatvan — Miskolc szakaszon tértént, akkor az illet§ késés nélkdl érkezhe-
tett Hatvanba.

Mivel egyéb értestlésiink nincs, ezért azt feltételezzik, hogy a palya barmelyik pontjan ugyan-
akkora eséllyel lehet a mUszaki hiba.

h

Az esemény valdszinlségére hasznéljuk a p(A) = o képletet, ahol H a teljes hosszt, h pedig a

Budapest — Hatvan tavolsagot jelenti:
60
p(A) = m = 0,3,
Vagyis 0,3 valészinlséggel érkezett meg késés nélkil az illeté Budapestrél Hatvanba.

IM®] Az abran lathato tablara raszall egy légy. Mekkora az esélye annak, hogy piros részre
szall? (A tablan lathato szirke vizszintes vonalat segitségnek rajzoltuk bel)

A tabla terlletét vegylk 1-nek. Ekkor a piros rész tertlete %

A keresett valészinUség: %

EME] Az abran lathato ablakot 20 cm-rel lejjebb huztuk. Mek-
kora esélye lesz annak a szunyognak, amelyik &t akar repulni az
ablakon? (Az ablak magassaga 80 c¢m, a teteje félkor, alatta tég-
lalap talalhatd.)

Az ablaktablabdl lent nem latunk egy 20 cm magas, 50 cm széles
téglalapot, amelynek a tertilete 1000 cm?. Ezért a fenti nyilas is
ekkora. Az ablak terilete cm?-ben:

2
T=50-55+ 252'” ~ 3731,75.

1000
3731,75

0,268 eséllyel tud atrepulni a szinyog az ablakon.

A keresett valdszinliség: p(A) = =~ 0,268.

1

1.

EVFOLYAM
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