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Jelmagyarazat

Az A pont és az e egyenes tavolsaga: d(4; e)
vagy Ae

Az A és B pont tavolsaga: AB vagy AB vagy
d(4; B)

Az A és B pont 6sszekoté egyenese: e(A; B)

Az f, és f, egyenesek szoge: <L (fi; f2) vagy
(f1,' f2) <X

A C cslicspontl sz6g, melynek egyik szaran az
A, masik szaran a B pont talalhato: ACB<L

A C cslicspontu szo6g: C<L
Szog jelolése: a, B, 7, ...

Az A, B és C csucsokkal rendelkezé haromszog:
ABCA

Az ABCA terllete: T(ABC) vagy T,

Az a, b és c oldalt haromszog fél kerulete:

_a+b+c
- 2

BC

S

A derékszog jele: b

Az e egyenes meréleges az f egyenesre: e | f
Az e egyenes parhuzamos az f egyenessel: e | f
Egybevagdsag: =; ABCA = A'B'C'A

A hasonldsag aranya: A

Az A pontbdl a B pontba mutaté vektor: AB
Egyenl6, nem egyenls: =,#; a=2,b#5
Azonosan egyenlé: =; a+b=5

Kozelitéleg egyenld: ~; a =~ 2,3; 8,54 =~ 8,5
Kisebb, kisebb vagy egyenlé: <, <;2< 3,5 <x

Nagyobb, nagyobb vagy egyenld: >, =; 6 > 4,
az=?2
A természetes szamok halmaza: N; {0; 1; 2; ...}
Az egész szamok halmaza: Z;
{..;=2;-1:0;1;2; ...}
A pozitiv, a negativ egész szamok halmaza:
VARY AN
{1:2;3, .. L 1,-2,-3, ..}
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A raciondlis, az irracionélis szamok halmaza:
QQ

A pozitiv, a negativ racionalis szamok halmaza:
Q. Q
A valés szamok halmaza: R

A pozitiv, a negativ valés szamok halmaza:
R*, R

Eleme, nem eleme a halmaznak: €, &; 5 € N,

-2& 27"

Részhalmaz, valdédi részhalmaz: €, c; ACR,
NcQ

Nem részhalmaza a halmaznak: &; Z ¢ Q*
Halmazok unidja, metszete: U, N; AUB, ANB
Halmazok kilénbsége: \; A\ B

Ures halmaz: @, { }

Az A halmaz komplementere: A

Az A halmaz elemszéama: | Al; [{0;1;2}|= 3
Zart intervallum: [a; b]

Balrél zart, jobbrol nyilt intervallum: [a; bl
Balrél nyilt, jobbrdél zart intervallum: Ja; b]
Nyilt intervallum: Ja; b[

Az x szam abszolut értéke: | x |; | -3,1| = 3,1

Az x szam egész része, tort része: [x], {x};
[2,3]1=2,{2,3} =0,3

Az a osztoja b-nek: a|b; 2|8

Az a és b legnagyobb k6z6s osztoja:

(@, b); (4,6)=2
Az a és b legkisebb kdz6s tobbszorose:
[a, b]; [4,6] =12

Az f fliggvény hozzarendelési szabalya:
f: x — f(x); f. x — 2x + 3 vagy
fx)=y; f(x)=2x+3

Az fflggvény helyettesitési értéke az x, helyen:
f(xo); f(5),haxo = 5






Halmazok

1. Halmazok, jelolések

EACE] Dontsiik el, hogy halmazt adtunk-e meg az alabbiakban!
a) A paros természetes szamok.

b) A baratsagos emberek.

c) A kerek szamok.

d) A kis tortek.

e) Az 1-nél kisebb pozitiv tortek.

Halmaz: a), e).

P& irjuk fel, hogy az alabbiak koztl melyek az egyenls halmazok!
A ={a pozitiv egyjegyl paros szamok};

B = {a nem 0 paros szamjegyek};

C ={a péros szamjegyek};

D={0, 2, 4,6, 8},

E={2,4,6, 8};

F = {2 egyjegyl tobbszordsei}.

EME 2) Adjuk meg elemei felsorolaséaval a kovetkezé halmazokat!
A) a 3-nal nagyobb, 10-nél nem nagyobb egész szamok;

B) a 0 tObbszorosei;

C) 2 egyjegyl pozitiv tébbszorosei;

D) 30 pozitiv osztoi;

E) a 18 és a 30 legkisebb k6z6s tdbbszorose.

b) Szemléltesstk a fenti halmazokat kétféle modon!

a) A=1{4,56,7,89,10}; B=AL0} C={2,4,6,8}; D={1,2,3,5,6,10,15,30}; £ =1{90}.
b) Mindegyik halmazt szemléltethetjik Venn-diagramon és a szamegyenes pontjaiként.

A) [A]

4,5,6,7,8,9, 10

L 2
L 2
L 2
L 2
L 2
L 2
4

Y

o |
—
N
Ul
o
~
0o
©
-
o

&
[
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1,2,3,5,6,
10, 15, 30

0123 56 10 15 30
E)
90
0 10 90

A& Adjuk meg elemei egy kozos tulajdonsagaval a kovetkezé halmazokat!
A={2,3,57,11,13,17, 19}, B=1{5,10, 15, 20, 25, 30, 35, ...};
C={3,9,27,81,243,729, ...}, D={0, 1}.

A = {a legfeljebb kétjegyl pozitiv primszamok}; B ={az 5 pozitiv tébbszorosei};
C ={a 3 pozitiv egész kitevsjl hatvanyai};
D ={a 0és az 1} ={a 2-nél kisebb természetes szamok]}.

EAE] 1gazoljuk, hogy két racionalis szam
a) Osszege, b) kilonbsége; ¢) szorzata; d) hanyadosa (ha van)
is racionalis szam!

A racionalis szamok minden esetben felirhatdk két egész szam hanyadosaként.

a) Az 6sszeadashoz kdzos nevezére hozzuk a szamokat. Tovabbra is egész szamok hanyadosai
lesznek. Az 6sszeg nevezdje a k6zos nevezd (egész szam), a szamlald a két szamlald 6sszege
(egész szamok Osszege egész szam). Ezért az 6sszeg két egész szam hanyadosa, vagyis ra-
cionalis szam lesz.

b) Ugyanezzel a gondolattal oldhaté meg, csak a szamlalo a két szamlalo kulonbsége, de to-
vabbra is egész szam lesz.

¢) A szorzat szamlalodja a két szam szamlaléjanak, a nevezd a két szam nevezéjének a szorzata,
tehat egész szam.

d) A hanyados az osztando és az oszto recioprokanak (ha van) a szorzata, ami szintén racionalis.

[AF] Lehet-e egy racionélis és egy irracionalis szam
a) 0sszege; b) kulénbsége; C) szorzata; d) hanyadosa
racionalis, illetve irraciondlis szam?

a) Irraciondlis biztosan lehet. Ha példaul a raciondlis tag 0, akkor az dsszeg irracionalis.
Ha az 6sszeg racionalis lenne, akkor a racionalis tagot kivonva bel6le — mivel a kilonbség



szintén racionalis —, a masik tag is raciondlis lenne. Ez az eset nem fordulhat elé. Racionalis
tehat nem lehet.

b) Irjuk fel a racionalis szam kivonasat az ellentett hozzaadasaval. Ekkor ugyanazt kapjuk, mint
az a) esetben: mindig irracionalis.

¢) Irraciondlis biztosan lehet. Ha példaul a racionélis tényezé 1, akkor a szorzat irracionalis.
Racionalis is lehet, ha példaul a racionalis tényezé 0. Ekkor ugyanis a szorzat racionélis, mert O.
Masképp azonban nem lehet raciondlis a szorzat, kilénben osztva a raciondlis tényezével, ra-
cionalis szdmot kapnank, vagyis racionalis lenne a masik tényezd is.

a

d) Legyen a kérdéses hanyados b b nem lehet 0. Ha a =0, akkor O :% is racionalis.
Ha sem a, sem b nem 0 és b raciondlis, akkor % is az, ha b irraciondlis, akkor % isaz. A ¢) fel-

adat szerint akkor a»l irracionalis.

b
A hanyados csak abban az esetben lehet racionélis, ha a = 0.

EAF] Lehet-e két irracionalis szam
a) 6sszege; b) kulénbsége; C) szorzata; d) hanyadosa
racionalis, illetve irracionélis szam?

a) Mindketté lehet. = + (—z) = 0 racionadlis; = + = = 27 irracionalis.
b) Mindkett6 lehet. 7 — 7 = 0 racionalis; # — (—z) = 27 irracionalis.

¢) Mindketté lehet. ﬁ% = 1 raciondlis; ¥'2 -+/3 = ¥'6 irracionalis.

d) Mindketts lehet. «/7:% = 2 raciondlis; v6 :v/2 = v/3 irracionalis.

2. Specialis halmazok, intervallumok

EACE] Abrazoljuk szamegyenesen a kovetkez6 intervallumokat!

a) -10; 6]; b) Jroo; 10[; ) Joo; =5];
d) 14,5; ool; e) [-2,25;7,5]; f) 1-6; ool.
a) —o—+—+—+—+—+—+—+—+—++—+—++++o+++->b
—10 0 6
b)) -—4———————— o
01 10
g il s
-5 01
d)
01 4,5
e —++++—+—+
—2,25 01 7,5

f) +———+—+ o+t

—6 01
S Adjuk meg és szemléltessiik a kovetkezé egyenlStlenségek megoldashalmazat, ha az
alaphalmaz A) a természetes szamok; B) az egész szamok; C) a nemnegativ valds szamok hal-

mazal!
a) x<10; b) -x>5; Q| x|>3; d) 2x< 0.

a) A természetes szamok alaphalmazan a megoldashalmaz {0,1, 2, 3,4,5,6,7, 8, 9}.
Az egész szamok halmazéana{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
A nemnegativ valos szamok halmazan a [0; 10[ intervallum.

MATEMATIKA
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A +—F—F—F————F—F—F—F—F——————————————>
0123 45¢6 7829

B) 44—+ ————+—+—>
.—9-8-7-6-5-4-3-2-1 01 2 3 456 789

b) Ha —x > 5, akkor x < —5. [Mindkét oldalhoz hozzdadunk (x — 5)-6t.] Eszerint ha egy alap-
halmazon van megoldasa, az negativ.
A természetes szamok halmazéban nincs megoldasa.
Az egész szamok halmazan a megoldashalmaz {...,-10,-9, -8, -7, -6} .
A nemnegativ valos szamok halmazaban sincs megoldasa.

I
T T T T T T T T T T T T

0 1

L 2

B)¢¢¢¢

0 ¢
~
o) ¢

¢) A természetes szamok halmazan a megoldashalmaz: {3,4,5,6,7,...},
az egész szamok halmazan {..., -8, =7, —6, =5, —4, —3,3,4,5,6,...}, vagyis az egész sza-
mok halmazabol elhagyva a {-2, -1, 0,1, 2} halmazt.

A valés szamok halmazan a (—3)-nél kisebb vagy egyenld, illetve a 3-nal nagyobb vagy
egyenlé szamok tartoznak a megoldashalmazhoz.

0 1 3456 7...

1
1

w e w

0
0

d) x <0, a természetes szamok halmazan nincs megoldas.
Az egész szamok halmazaban a 0-nal kisebb egész szamok.
A valds szamok halmazaban a 0-nal kisebb valos szamok.

—8-7-6-5-4-3-2—1

o0 O

EME] Az alabbi egyenlstlenségek alaphalmaza a valés szamhalmaz. A megoldashalmazokat
irjuk olyan sorrendben, hogy mindegyik halmaz utan kévetkezé halmaz részhalmaza legyen neki!
a) x2>5; b) x—10=15; ) x<-10; d) 25 < x; e |x|—2>5.

a) A megoldashalmaz: A = {x > 5vagy x <-5}.  b) A megoldashalmaz: B = {x > 25}.

¢) A megoldashalmaz: C = {x > 10}. d) A megoldashalmaz: D = {x > 25}.

e) A megoldashalmaz: £ = {x > 7 vagy x <-7}.

Ha szemléltetjik a megoldashalmazokat szamegyenesen, akkor kénnyen leolvashatjuk,
hogy ADES>CD>BDD.

FA® irjuk fel az abraval adott intervallumokat, illetve azt a halmazt, amely azon elemekbél all,
amelyek nincsenek az adott halmazban!




Il Il Il Il 0 L Il Il \\X

b) T T T T -~ (\) 1 . T T [ Z
‘ ‘ X
o) . 1 o—
Il Il Il Il Il Il £ \\X

d) - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : ; £
Il Il Il Il Il 0 L oY L Il Il Il \\X

e) | | | | O : ,1. | ‘ | | >

A halmazok és parjaik:

a) x > =5, illetve x <-5;

¢) x< 3,5, illetve x> 3,5;

e) =1 <x<1,illetve {x <—-1vagy x> 1}.

b) -2 < x < 3, illetve {x <—-2vagy x > 3},
d) x> 0, illetve x<0;

3. Halmazok unioja, metszete

K& Egy sporttagozatos osztaly létszama 24 f6. Az osztalyban mindenki atletizal vagy kosarlabda-
zik. 16-an atletizélnak, 14-en kosaraznak. Hany olyan tanulé van az osztalyban, aki csak kosarazik?

Ha x azoknak a szama, akik mindkét sportot (Gzik, akkor 16 + 14 — x = 24, ahonnan x = 6.
lgy azok szama, akik csak kosaraznak: 8.

P& Egy osztaly minden tanuléja elment a tanév harom iskolai koncertjének valamelyikére. Az
elsé koncerten 12-en voltak, a masodik koncerten ugyancsak 12-en vettek részt, a harmadik
koncerten pedig 13-an. Mindharom koncerten 3 didk vett részt. Azok szama, akik csak egy kon-
certen voltak: 14. Mennyi az osztdlylétszam?

A feladat szévegének megfelel§ halmazabra:
a+b+c=14.
12+12413—(x+y+2)—-6=14+3+x+y+2z.
Innen x+z+y=7.

Tehat az osztalylétszam: 14 + 7 + 3 = 24.

EML®] Legyen A halmaz a 2-vel, B halmaz a 3-mal, C halmaz a 4-gyel oszthaté szamok halmaza.
Készitsiink halmazabrat, és helyezzik el benne a kdvetkez6 szamokat:
0,4,6,8, 12,15, 18, 27, 162, 300!

A megfelelé halmazébra és a megadott szamok elhelyezése:

X Adjunk meg 5 halmazt ugy, hogy kozlik barmely 4-nek a metszete ne legyen az res
halmaz, de az 6t halmaz metszete az Ures halmaz legyen!

Legyenek a, b, ¢, d, e kilénbdz6 valds szamok. A megfelelé halmazok:
A={a, b,c.d}; B{a b,c e} C={a b,de} D{acd e} E={bcd e}.

m Egy zeneiskola egyik évfolyamanak 56 didkja hegedlni, zongorazni vagy cselldzni tanul.
(Mindenki jatszik valamelyik hangszeren.) Azok szama, akik pontosan két hangszeren jatszanak,
négyszer, akik pedig pontosan egy hangszeren jatszanak, kilencszer annyi, mint azok szama,
akik mindharom hangszeren jatszanak. Hanyan vannak azok, akik csak egy hangszeren jatszanak?

Készitstink egy halmazabrat!
A feltételek szerint
a+b+c+x+y+z+h=56,

X+y+z=4h, a+b+c=09h.

MATEMATIKA
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Ezek szerint h + 4h + 9h = 56, azaz 14h = 56, ahonnan h = 4.
A csak egy hangszeren jatszok szama: a + b + ¢ = 9h = 36.

[AE] Az iskolai turaszakosztaly mind a 42 tagja részt vett az idei harom tura valamelyikén.
A masodik kirandulason 1-gyel, a harmadikon pedig 5-tel tébben vettek részt, mint az elsén.
Azok szama, akik két turan vettek részt, 3-szor, akik pedig egy turan vettek részt, 10-szer annyi,
mint azok szama, akik mindharom tdran részt vettek. Hanyan vettek részt az els6, a masodik, il-
letve a harmadik kirdndulason?

a+b+c=3h,p+q+r=10h, tehat 10h + 3h + h = 14h = 42, azaz h = 3.
X+X+14+x+5—-(@+b+c)—2h =42, azaz 3x = 51, ahonnan x = 17.
Tehat az els6, a masodik, illetve a harmadik tlran részt vevék szama rendre 17, 18, 22.

AR Egy autdjavito Gizemben 49 szakmunkas dolgozik: autoszerelsk, lakatosok és autévilla-
mossagi szerel6k. 5 olyan szakmunkas van kozottik, aki mindharom szakmaban jartas. Azok az
autészereldk, akik nem rendelkeznek a lakatos szakmaval is, haromszor annyian vannak, mint
akik csak a lakatos szakmaval rendelkeznek. Hét olyan szakmunkas van az 6sszes kdzott, akik az
autdszereld és a lakatos szakmat is tudjak. Azok a villamossagi szerelék, akik nem értenek az au-
toszereléshez, 14-gyel kevesebben vannak, mint azok az autészereldk, akik nem értenek a la-
katos munkahoz. Hanyan vannak, akik csak a lakatos szakmaval rendelkeznek?

Készitstink egy halmazabrat, és tintesstink fel mindent, amit tudunk.
A feltételek szerint

a+x=3l, y=2, v+z+l4d=a+x.

Mivela+2 +/+z+v+x+5=49,igy

3/+/+3/—14+4+7 =49, tehat 7/=56, ahonnan [=8.
Vagyis a csak lakatos szakmaval rendelkezék szama: 8.

4. Halmazok kiilénbsége, komplementer halmaz

EAC®E] Legyenek az A, B és C halmazok rendre a 3-mal, 6-tal, illetve 5-tel oszthatd szamok hal-
maza. Mely szamok tartoznak az alabbi halmazokba?
a)(A\B)N C b) A\B\C.

a) (A\B)n C = {a 15-tel oszthatd paratlan szamok}.
b) A\B\ C = {a 3-mal oszthato, de 5-tel nem oszthatd paratlan szamok}.

EME] Adottak az U alaphalmazon az A, B és C halmazok. Szemléltessiik egy halmazabran az
aldbbi halmazokat!

a) (AUBUC; b) (A\B)UC.
a) b)
( N e N
A B A B
c c
Y = v J

m Adottak az U alaphalmazon az A és B halmazok. Igazoljuk, hogy
(BNnAU(ANB) =(AUB\(ANB)!

Az egyenl&ség mindkét oldaldnak a bal oldali halmazabra felel meg.



A& irjuk fel az A U B, AN B és A\ B halmazok elemeit, ha
A={a b, c g h B={a, c 1 h k}!

AUB={a, b,cf g, h,j k} ANnB=A{a, c h} A\B=1{b, g, j}.

EA&] Adott harom halmaz:

A={1,2,4,7,8,9,12};, B={2,3,56,7,11,12}; C={4,5,6,7,10, 13}.
Adjuk meg az alabbi halmazok elemeit!

a)(AUB)\C b)(AnB)uUBNC); g An(B\CQ).

A konnyebb attekinthetéség kedvéért eldszor készitsiink halmazabrat, és irjuk be a megfeleld
szamokat a megfeleld helyre.

a) (AuB\C=1{1,2,3,8,9,11,12}; b) (AnB)UBNC)=1{2,5,6,7,12};

) An(B\C) ={2,12}.

m Igazoljuk halmazabrak segitségével az alabbi egyenléségeket!

a)A\ BUC)=A\B)NA\CQC); b)ANBNC)=A\B)UA\C).
a) Az egyenléség mindkét oldala b) Az egyenl6ség mindkét oldala
a kovetkezé abrahoz vezet: a kovetkezé abréhoz vezet:

B B
A A
C C
m Igazoljuk, hogy nem minden esetben igaz az alabbi egyenléség!

ANB\C)=(A\B)\C.

Az egyenl&ség mindkét oldalahoz abrat készitiink, ami mutatja az allitast.

B B
A A
C C
AN (B\C) # (A\B\C

EM®] Legyen az alaphalmaz a valds szamok halmaza. Az A halmaz az x > 2, a B halmaz az
[x1<10, a C halmaz az x < 6 val6s szamok halmaza. Hatarozzuk meg az aldbbi halmazokat!

a) AUB; b) B\A:; o) AnC.
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Szemléltessiik az A, B, C halmazokat egy szamegyenesen!

o C
o °oB
° A
—-10 0 2 6 10
a) AUB={x<-10}; b B-A={x<-10vagy2<x}; ¢ AnC=R.

% EME] gy altalanos iskola felsé tagozatan haromféle szakkor mikadik: fotdszakkor, biologia-
% 2 szakkor és barlangdasz szakkor. E szakkorok 1étszamat a bal oldali dbra mutatja évfolyamokra le-
N A © . . . .
% R bontva. Azok szama, akik pontosan két szakkorre jarnak, kétszer, akik pedig pontosan egy szak-
L [aa} om . . P . . 7 . . 7 o sz .
korre jarnak, haromszor annyi, mint azok szama, akik mindharom szakkér munkajaban részt
5. évf. 12 | 16 | 8 vesznek. Az iskola felsé tagozata 216 didkjanak kb. hany szazaléka nem jar semmilyen szak-
6. évf. 14 | 18 | 12 korre?
7. évf. 6 17
8. évf. 7 5 7
Fotdszakkorre 41, biologiaszakkorre 45, barlangasz szakkorre pedig 44 didk jar.
Foto (41) Biol. (45) A feltételek szerint: p+q+r=2x és a+b+c=3x.

Azoknak a didkoknak a szama, akik legalabb egy szakkorre jarnak: 6x.

41+45+44 —(p+q+r)—2x=130—4x, vagyis

130 —4x = 6x, ahonnan x=13.

Tehat azoknak a didkoknak a szdma, akik jarnak legalabb egy szakkorre, 6x = 78. Ez az iskola

216 didkjanak kb. % 100 =~ 36,1%-a. Azok szama, akik semmilyen szakk&rre nem jarnak a

Barlang. (44)  felss tagozaton: 100% — 36,1% = 63,9%.

5. A matematikai logika elemei

KBS irjuk fel a kovetkezo jelz6k tagadasat, valamint két kiilonbozé, jelentést kifejez6 ellenke-

S8itl
aj)Jseztép; b)nagy; ¢)okos; d)vastag; e)kerek; f) homoru.

eredeti kifejezés a tagadasa két klonbdzd jelentési ellenkezbje

a) szép nem szép cstinya gyonyord

b) nagy nem nagy kicsi hatalmas

c) okos nem okos buta zsenialis

d) vastag nem vastag vékony atlagos vastagsagu
e) kerek nem kerek szogletes ovalis

f) homoru nem homoru domboru sik

m irjuk fel a kovetkez6 kijelentések tagadasat! Dontsiik el, hogy melyik igaz; az allitas vagy
a tagadas!

a) Minden természetes szam nagyobb, mint Q.

b) Vannak paratlan egész szamok.

¢) Minden haromszognek van legaldbb két hegyesszoge.

d) Minden tengelyesen szimmetrikus négyszognek van két-két egyenld szogparja.

e) Van olyan siknégyszog, amelyben a derékszogek szama 3.

f) Barmely két nem parhuzamos egyenes metszi egymast.



a) Hamis. A tagadasa: Van 0-nal nem nagyobb természetes szam. Igaz, példaul a 0.

b) lgaz. A tagadasa: Nincsen paratlan egész szam. Hamis, példaul az 1.

¢) lgaz. A tagadasa: Van olyan sikbeli haromszdg, amelynek nincs legalabb két hegyesszoge
(vagyis legfeljebb egy hegyesszoge van). Hamis.

d) Hamis (példaul egy olyan deltoid, amely nem rombusz). A tagadasa: Van olyan szimmetrikus
négyszdg, amelynek nincs két-két egyenlé szdgparja. Igaz.

e) Hamis. A tagadasa: Minden siknégyszdgben a derékszdgek szama 3-t6l kiilénbozé (nem 3).
Igaz, hiszen ha 3 derékszdge lenne, akkor 4 is lenne.

f) Nem igaz, mert lehetnek kitéré egyenesparok. A tagadasa: Van olyan egyenespar, amely nem
parhuzamos és nem is metsz6. lgaz.

EML®] Tételezziik fel, hogy igaz az az allitas, hogy , Ha fuittyentesz, elhallgatok.”. Mi kévetkezik
abbdl, hogy
a) nem hallgattam el; b) nem flittyentettél; ¢) elhallgattam; d) futtyentettél?

a) Nem flttyentettél, hiszen ha futtyentettél volna, elhallgattam volna.

b) Semmi. Lehet, hogy nem hallgattam el, de az is lehet, hogy csak gy magamtél elhallgattam.

¢) Semmi. Lehet, hogy futtyentettél, és azért, de az is lehet, hogy csak gy magamtol elhallgat-
tam.

d) Elhallgattam, hiszen ha fiittyentesz, elhallgatok.

FA®] Ha megnyitom a csapot, folyik a viz. Az alabbiak koztl melyik allitas fejezi pontosan ugyan-
ezt?

a) Ha nem nyitom meg a csapot, nem folyik a viz.

b) Ha folyik a viz, megnyitottam a csapot.

¢) Ha nem folyik a viz, nem nyitottam meg a csapot.

A ¢). Hiszen ha megnyitottam volna a csapot, akkor folyna a viz.

EACE irjuk fel a kovetkez6 allitasok megforditasat!
a) Ha havazik, akkor fagy. b) Ha péntek van, akkor moziba megyek.
¢) Ha nincs kifogasod ellene, akkor ablakot nyitok.  d) Ha réérsz, akkor eljohetsz.

a) Ha fagy, akkor havazik. b) Ha moziba megyek, akkor péntek van.
¢) Ha ablakot nyitok, akkor nincs kifogasod ellene.  d) Ha eljohetsz, akkor raérsz.

[FE] Dontsik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok! frjuk fel az allitasok megforditasat, és azok-

rol is dontsik el, hogy igazak-e!

a) Ha egy egész szam paros, akkor 2-esre végzédik.

b) Ha egy egész szam oszthato 9-cel, akkor a szadmjegyeinek az sszege 9.

¢) Ha egy haromszog derékszogl, akkor a két révidebb oldalra emelt négyzet tertletdsszege
egyenld a leghosszabb oldalra emelt négyzet teriletével.

a) Hamis. Megforditva: Ha egy egész szam 2-esre végzédik, akkor paros. Igaz.

b) Hamis. Megforditva: Ha egy egész szam szamjegyeinek az ¢sszege 9, akkor a szdm oszthatd
9-cel. lgaz.

¢) lgaz, ez a Pitagorasz-tétel. Megforditva: Ha egy haromszogben a két révidebb oldalra emelt
négyzet terlletdsszege egyenlé a leghosszabb oldalra emelt négyzet terlletével, akkor a
haromszog derékszogu. Igaz, ez a Pitagorasz-tétel megforditasa. Egy hdromszdg akkor és csak
akkor derékszdgl, ha a két révidebb oldalra emelt négyzet terliletésszege eqyenld a leghosz-
szabb oldalra emelt négyzet teriletével.
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Algebra és szamelmélet

1. A hatvanyozas és azonossagai

A& Mivel egyenls?

a)1°=1 b)5'=5; ¢ 0°=0;

d) 3°=729; e) 4’ =16; f) 24 =16;

g) 7% = 49; h) 63 = 216; ) 3*=81;

j) 2237 =36; k) 62-1'° = 36; ) 11%00 =1,
LS Mivel egyenls?

a) (=13 =—1; b) (=2)®=-8: ¢ (=2)*=16;

d) (=3)¢ = 729; e) 4° = 64; f (=3)* =81,
g) (=5)* = 25; h) 52 = 25; ) (=5)*=-125;

j) 52(=52=625; k) (-=2)*-0*=0; ) (=D'""=1

EMLE] irjuk fel hatvany alakban a kévetkez6 szamokat, ha lehet, tébbféleképpen is!

a) 1000 példaul: =103 b) 1024 példaul: = 2'° = 4°> = 327,
¢) 81 példaul: =3*=97% d) 100 példaul: =107
e) 1 példaul: =12=1°= 2%, f) 625 példaul: = 5* = 25°.

A& irjuk fel primszamok hatvanyainak szorzataként a kovetkezé szamokat!

a) 10=2"5 b) 12 = 22-3"; ¢) 60 = 22.3'.5";
d) 36 =223 e) 81 = 3% f) 54 =2'-3

g) 243 =73 h) 1024 = 2'°; ) 2500 = 27-5*;
) 54=2-3% k) 160 = 2°-5; ) 128 =27;

m) 1260 = 2?-32.5.7; n) 10000 = 24-5%; 0) 64000 = 2°-5°,

m Mely szamok primtényez6s alakjat irtuk fel?

a) 2°=8; b) 3° =27; ) 2%2-3°=108;

d) 4> =16; e) 2°-3"=72; f) 2''=2048.

2. A hatvanyozas azonossagainak kiterjesztése

EAC&] Mely szamokat irtuk hatvanyalakban?

a) 27, b) (1)1, o 57 d) (<1);
A 1\ 1. 3\7?

o (5) AR 9 3 de

a) %; b) —1; c %; d -1,

e) 5 f —s; 9 3; 16
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P& irjuk fel a megadott szamokat hatvanyalakban, ha lehet, tobbféleképpen is!

a) 100; b) 0,1; c) 0,25; d 1;
e) 0,01; ) %; g) 0,0001: h) 0,001.
1\2
Peldaul: 2) 100 = 100" = 10 = (W) : b) 0,1 =10";
2
0) 0,25 =052 =27 d)1=12=170 e) 0,01 = 102 = (%) ;
2
f g=3"= (%) ; ) 0,0001 = 10 = 0,01%; h) 0,0001 = 0,1° = 102,
EML& szamitsuk ki a szorzasok eredmeényét!
a) 27-2°% b) (1)2-24~ 0 (1)4-24- ) 4”-(1)4-
' 2) 4 3) < 5

3\ ﬂz. ~2_5-5. ;72‘ 2. ;74‘ 4
¢ (Z) (3) o2 9)(5) > h (3) 2"
3) 8 b) 4 R d 1,

256. 1. 625.
® g1 " 500" 9% n el

A& szamitsuk ki a maveletek eredményét!

a) 47%:37% b) 175" c) 43 33 d) (=2)7%:2%
e (=2)7: (=12 f) 274 (=2)%: q) 7°%-75; h) 7’5:<%)5.
a) 2 b) 5 0 1728: d L

16’ ' ! 16’

1. 1 . .
e Y f) 256" 9)1, h) 1.

EAC& Allitsuk nagysag szerint ndvekvé sorrendbe a kévetkezé szamokat!
a=3"b=(D7c=3d=(De=17f=(3)}9g=1 h=(=3)"

N O S SN S A |
a—3,b— 1,c=3,d=-1,e=1,f=-3;,g=1, h= 3
Eszerint: f<b=d<h<a<e=g<c.
3. Gyakorlati szamitasok
EACE Fejezzik ki a kovetkezd szamokat normalalakban!
a) 6 000 000; b) 125 000; c) 1560; d) 4 540 000;
e 0,1; f) 1,5 g) 0,000 05; h) 10 000,000 01.
a) 6-10°; b) 1,25-10%; ¢) 1,56-10° d) 4,54 -105;
e 1-107" f 1,5-10° g) 5105 h) 1,000000001 -10%.
A& Mennyi
a) a20 15%-a; b) a15 20%-a; ¢)al0 5%-a; d)az5 10%-a?

a) 3; b) 3; c) 0,5; d) 0,5.



ERL&] Mennyi

a) egy szdm 20%-anak 120%-a; b) egy szam 80%-anak 120%-a;
c) egy szam 125%-anak 80%-a; d) egy szam 180%-anak a 10%-a?
a) A szam 24%-a; b) a szam 96%-a;

¢) aszdm 100%-a, azaz maga a szam;  d) a szam 18%-a.

A& Melyik szam 45%-a
a) alo; b) a 45; c) a 135; d) az1,5?

a) 220 = %; b) 100; ¢) 300 d)33= %

EAC&] Tekintstik a Foldet egy olyan gémbnek, amelynek a kozéppontjan atmend korok kerilete

40 000 km!

a) Megkozelitéleg mekkora a Fold atmérgje?

b) Megkdzelitéleg mekkora a Fold sugara?

¢) Megkozelitéleg mekkora a Fold térfogata?

d) Megkozelitéleg mekkora a Fold felszine?

e) A Fold felszinének kordlbeltl hany szazalékat boritja viz, ha az 6sszes vizfelllet nagysaga ko-
rulbeldl 3,4 - 108 km??

(Emlékeztetdil: Az r sugara kor kerilete 2rrz, tertlete r?z. Az r sugart gémb felszine 4r2z, tér-

fogata %r% )

a) d=~1,.27-10* km. b) r~6,4-10° km. ¢ V=1,1-10" km3.
d) A=5,1-10% km2. e) Kb. 67%-4t.

I 2) Hany szazaléka a Fold atmérdje a Napénak?
b) Hany szazaléka a Fold tomege a Napénak?
A szikséges adatok megtalalhatok a négyjegyl fliggvénytablazatban.

a) A Nap atméréje: 1,4-10° km; a Fold atméréje: 1,27 -10* km.
1,4-10°
1,27 -10*
b) A Fold témege: 6-10%* kg, a Nap tdmege: 2 -10% kg.

A ketté arénya: =~ 1,1-10. Vagyis a Fold atmérdje a Nap atméréjének 1,1%-a.

24
A kettd aranya: %830 =310, 2-10°* szazaléka. Ez 0,0002%.

4. Algebrai kifejezések 6sszevonasa, szorzasa
EAC& Vegezziik el az alabbi szorzasokat!

5.3 £o2p 4. 1,423 3, 35. 53 35.( 14 a6
a) 4a°c-5a’bc’; b)3xyzz 7 c)7pqs( 3pqs).
a) 20a’bc’; b) %Xsyr’zg; o) —§p4q757.
PALE] Végezziik el az alabbi szorzasokat!

a) (2x+3y)(3¢=5xy—6y°); b) (%a - %azb)(%a3 + %ab2 - %azb :

a) 6x3 — 10x%y — 12xy* + X%y — 15xy° — 18)° = 6x° — X2y — 27xy* — 18y°;
14,4 202 8.3, 3.5, 1,33, a2
b)3a+9ab 9ab 8ab 2ab+ab.
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EM&] Vegezzik el az alabbi szorzast!
(@-D+a+a’+a’+a*+a).

a+a’+al+at+a+at—-1-—a-at-a-a'-a=a°-1.
A& Vegezziik el az alabbi szorzasokat!
2 xig?.3 1,43 5). 2 (3,3
a) R b) 5p*q’-(~6pq°); d (—§Xyz) (SX f)-
1.5.5. 5_8. 1,45
a)zxa, b) —3p°q°; c)—ny.

E®] A kovetkez6 feladatokban egy tobbtagu dsszeget keII szoroznunk egy taggal.
a) 2X(X* =3+ 4x);  b) 6ab(2ab’ + 3ab — 4a’b);  ¢) x yz( Xy — 9xy + 130 2y3)

a) 2x° — 6x* + 8x°; b) 12a’b’ + 18a’b* — 24a°b?; ¢ —xsy3 - —x4y +2X°)°.
m A kovetkezé feladatokban egy tobbtagl 6sszeget kell szoroznunk egy taggal.
a) 4Xnyk(3X2y_ 2Xkyn + 5Xy), b) %qmpZn(%QNPZm _ %qm—1pn+1 + %qnwrnpm—n).
a) 12Xn+2yk+1 _ 8Xn+kyn+k + 20Xn+1y/<+1; b) %qm+np2n+2m SQZm 1p3n+1 %q2m+npm+n.

A& Az alabbi feladatokban tobb tagot kell tobb taggal szoroznunk.
a) (@+2x)@—-2x); b (y=2(-2xy+y); Q=0 =3¢+x+1).

a) a*— 4x’; b) =20 +y' =28 + 4y =2y =y’ = 20" =y + Ay = 2y
Q) X=3C4+x+1-x+3C=X—x=—x"+4°—4x* + 1.

MR Az alabbi feladatokban tobb tagot kell tobb taggal szoroznunk.

a) (X" +y)(1 +x+y); b) (P~ q“)(p + g+ pq);
2 ki 1k 3kk 1 ok

c)(—x+ =% )(Zx XY + oy )

a) Xn+Xn+1+Xny+yk+ka+yk+1. b) pn+2+pn+1q+pn+2q_qu_qk+1_qu+1
3% kk141/<1+k kk+11/<
o x xyk+12)<y +3x % 9yz.

5. Nevezetes szorzatok

&N \égezziik el az alabbi miveleteket!
a) (5x—3y) b) (2a%b + 4ab?)’; o) (5% — 2xy ).

a) 25x* — 30xy + 9y*; b) 4a*b? + 16a°b> + 16a%b*; C) 25x°y% — 20x*y + 4x%)2.
IEECEH Alakitsuk szorzatta az alabbi kéttagu osszegeket!
a) 49b° — 121x%; b) 36a*bh? — 64a’b*; c) 1 p X —%azb8

a) (76> + 11x) (76— 11x);  b) (6a’b + 8ab?)(6a’b — 8ab?);
1 32,2 404\(1 3.2 2_44
@) ZPx +§ab )(Z,ox —gab .
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[ERCEH £ivégeztik egy kéttagu Gsszeg négyzetre emelését, és eredményil azt kaptuk:
(GO )’ =4a*—12ab+ .....
Sajnos az utolsod tag elmosédott a papiron. Milyen 6sszeget emeltiink négyzetre?

(2a—3b)’ =4a*—12ab+9b*> vagy (—2a+ 3b)* =4a’— 12ab + 9b°.
IEAEA szamitsuk ki az alabbi kéttagu 6sszegek kobét!

a) (a*+3a)’; b) (2x—y)?; o) (%k2 - %nzk)E.

a) a®+9a° + 27a* + 27a°; b) 8x* — 12X’y + 6xy* — y°;
0 %/é— %k5n2+ 27 4 — 27n6k3.

& K¢t tag osszegeének, illetve kilonbségének a négyzetérs| tanultak alapjan végezziik el
az alabbi négyzetre emeléseket!
a) (2x—3y)?%; b) (a> — 4b)*: ) (4p + 3q)°.

a) & —12xy+9y%  b)a*—8a’b+16b* ) 16p” + 24pq + 9q°.

BN \Végezzik el az alabbi négyzetre emeléseket!
a) (X —x)%; b) (2 + 3y)% o) (48 + 3ab)’.

a) x*—2¢ + X% b) 4y° + 12y +9y% ) 16a* + 24a°b + 9a’b’.

A et tag 6sszegének, illetve kilonbségének a szorzatarol tanultak alapjan végezzik el
az aldbbi szorzasokat!

a) (x+3y)(x=3y);, b (2X*+y)(2x*—y); ¢ (5a°b+2ab*)(5a°b — 2ab?).

a) x> —9y% b) 4x* — % ¢) 25a°bh% — 4a’b*.

IEXED Végezzik el a négyzetre emeléseket!

a) (1 % 2xy)z,' b) (%a2b3+%a3b2)2; Q (%X”yz—%xzy")z.

a) 1x6y4 4 Xy 4+ AxPy2, b) 2—95a4l)6+ 235b5+2—95a6b4;

) 16X2ny4 8 n+2yn+2 25 4y2n

[EXCEA Két tag négyzetét szamoltuk ki; mi lehet az eredmény hianyzé harmadik tagja?

a) o, =16+ 8xy ...

b) G Y =4a*—12a°b......... :

Q) )2 =25p°—20p°q ..........

a) (Ax+y) = 16X+ 8xy + y*; b) (2a% — 3ab)’ = 4a* — 12a°b + 9a°b%;

o) (5p° - 2p*q)’ = 25p° — 20p°q + 4p*q”.

ELAC®] Két tag 6sszegének, illetve kildnbségenek harmadik hatvanyard! tanultak alapjan vé-
gezziik el az alabbi kobre emeléseket!
a) 2a+ 1’ b) (2x + 3y)’; o (K= 2k)°.

a) 8a®+ 123’ +6a+1; b) 8x* + 36x°y + 54xy° + 27y°;
c) k®—6Kk>+ 12k*— 8k°>.
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6. Tovabbi nevezetes szorzatok

(Emelt szint)
KRR Vegezzik el a négyzetre emeléseket!
2
a) (x+ 2y +2); b) (2a + 3b — c)’; 0 (%a—3b2+%ab .
a) X +4y*+ 722+ 4xy + 2xz + 4yz; b) 4a* + 9b* + > + 12ab — 4ac — 6bc;

1.2 a4, 4 240 2, 2.2, 3
@) 4a+9b+9ab 3ab+3ab 4ab’.

EME] Alakitsuk szorzatta az alabbi kéttagu dsszegeket!
a) X +1; b) p®—q*; ¢ a’+32; d) 27k —y°.

4 3

a) X+ D+ x =X+ X —x+1); b) (p?) = q*=(p?=q)(p* + p*q + ¢°);

o a+2°=(a+2)(a*-2a°+4a>—8a+ 16); d) (3k — ) (9K* + 3ky* + °).

EXE] 1gazoljuk, hogy 123 — 1 oszthatd 15 130-cal!

(123%)° =15 = (123 = 1)-K, ahol K egész szam. Tehat (1232 — 1)(123%+ 1) - K.
De 123?41 =15130, tehat a kifejezés oszthatd 15 130-cal.

EME] Haromtagu dsszeg négyzetérd| tanultak alapjan végezziik el az alabbi négyzetre emelése-
ket!
a) (@—b+2c); b) (2x =3y — z)%; o (p+2q+32)°.

a) a’+ b*+ 4c% — 2ab + 4ac — 4bc; b) 4x* + 9y’ + 2> — 12xy — 4xz + 6yz;
¢ p’+4q°+92°+ 4pq + 6pz + 12qz.

EAF] Haromtagu dsszeg négyzetérdl tanultak alapjan végezziik el az alabbi négyzetre emelése-
ket!

2
a) 2a°—3ab+ b)) b) %pz + %pzq2 - %qz o o) (28% — 3k 4 akbR )

a) 4a° + 9a’b? + b* — 12a*b + 4a’bh? — 6ab>;
9 4 1 3 2 .
b) ﬁp4+§f34q4+Zq4+P4C]2—ZP2q2—§P2q4,
C) 4azk+9b2/<+2+azl<b2/<—2_ »Izakbk+1+4azkbk—1_6a/<b2/<.

¥ szamitsuk ki az alabbi kifejezések megfeleld helyettesitési értékét!

a) 2a2—3p)—(2a’+3b)(2a>—3b) + 12a’h, a=-1,9, b= %;
b) (1 +x+x3)" = 2x(1 +x2) — x*, X=-%;
¢) (6k?—5n)(6k? +5n) — 6k2(12 + 10n) + (6k* +5n)°, k=1, n=-12,5.

a) 4a* —12a%b + 9b* — 4a* + 9b? +12a’b = 18b* = 18-%: 2;

D) 14+ +X +2X+ 2%+ 2% = 2x— 23— x* = 35 + 1 :%;

c) 36k* —25n%— 72k* — 60k’n + 36k* + 60k*n + 25n? = —72k* = —72.
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7. Osszegek szorzatta alakitasa

RS Alakitsuk szorzatta a kovetkezo kifejezéseket!
a) 2ax’ 4+ 6ax — 4ax’; b) 3k* — 12k + 24k°; ¢) 50°q* — 25p* Q% + 10p°q".

a) 2ax(x+3 —=2x%);  b) 3klk — 4+ 8k*); 0 50°*(q — 5p + 2p°Q?).

PAL®] Alakitsuk szorzatta a kovetkezo kifejezéseket!
a)2a+2b+a’—b% b pPg-—@p+4p’+8pq+49% ) X -y +xX— )

a)2@+b)+(@a+b)a=b)=(@+b)2+a-b);
b) pq(p’—q’)+4(p+q) =pq(p—q)(p+q)+4(p+q) =(p+9)[pg(p—q)+4(p+q);
O (x=y)(C+xy+y)+(x—y)(x+y)=(x—y) (X +xy+y +x+y).

EM®] Alakitsuk szorzatta a kovetkezo kifejezéseket!
a) a*+a—14; b) a’+ b?>+ c® + 2ab + 2ac + 2bc — 4x?; o K+k—2.

a)a*—16+a+2=0@"-4)(@+4)+a+2=(@-D@+2@+4)+a+2=
—@+2la-2@+4)+1=(@+2(a*-2a’+4a-7);

b)a+b+c)i—4x’=(@+b+c+2x)(@a+b+c—2x);

O K-1T+k-1=Gk=-DK+k+D+k=-Dk+1=k-DK +2k+2).

IR Alakitsuk szorzatta az alabbi 6sszegeket!
a) 6a’x — 12ax* + 3a’x%;, b) 8pq + 2p*q* + 6pq° — 4pq; <) 2ab’c + 4a’bc — 8abc* + 20abc.

a) 3ax(2a—4x+ax);  b)2pq(4p’+pq +3¢°—2); <) 2abc(b + 2a—4c+10).

EF®] A tagok megfelels csoportositasaval alakitsuk szorzatta a kovetkezd dsszegeket!

a) Sax+ 2x +5ay +2y; b)k*+3k°+3k+9; ¢) a’c + 2bc — 3a’d — 6bd,
d a’—b’+a+b; e) X=Xy +y —xy.
a) (x+y)(55a+2); b) (k +3)(k?+3); c) (c—3d)(a’ + 2b);

d@+ba-b+1; e (x—y)P(x+y).

[E] A nevezetes szorzatok alkalmazasaval alakitsuk szorzatta a kovetkezé kifejezéseket!
a) pq(k? —n?) + k*n + kn?;

b) 4(xz+yry — (X —y? = P+ 22);

¢ a+a*—2a°—2a%+a+ 1.

a) pqlk —n)(k + n) + kn(k + n) = (k + n)(pgk — pgn + kn);

b) (2xz+2yr) = (X = =P+ 2) = (22 +yr+ =y =P+ Z) 2z +yr— X+ Y+ P — 7)) =
=[x+22=(y=r)] [(y+r) = (x=2?] =
=(X+z4+y—-r(x+z-y+n(y+r+x—=z2)(y+r—x+2),;

o atla+N-2a%@+N+a+1=@+N@*"—2a%+ 1) =(a+ N1

EAF] Egy haromszog oldalai a, b és c. Igazoljuk, hogy ekkor az alabbi kifejezés értéke negativ

szam!

(b? + 2 —a?)’ — 4b*C.

A kéttagu 6sszeg két négyzet kildnbsége, ezért igy alakithato szorzatta:
(b?+?—a’+2bc)(b* +?—a*—2bc) = (b+c+a)b+c—a)b—c+a)b—c—a).

A kapott négytényezds szorzat elsé harom tényezéje — a haromszodg-egyenlétlenség miatt — po-
zitiv, utolsd tényezdje negativ, tehat a szorzat negativ.
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8. Algebrai tortek egyszerdsitése, 6sszevonasa

Az aldbbi feladatokban feltételezziik, hogy a valtozék semmilyen értékére sem lesznek 0-k a fel-
adatokban el6forduld tortek nevezéi.

A& Egyszersitsiik az alabbi torteket!

3x°b. (pP+a)xy 5a2 — 5x2
p) —\PTHRT .
% i ) (024 2pq + )y % 1027+ 20ax + 10%
3x. X 5(a—x)(a+x) a—x
A b = .
3 b’ 4 (p+q)y’ o 10(a + x)? 2(a+x)

P& EgyszerGsitsiik az alabbi torteket!
3) 2ax + 6bx + aq + 3bq | b) 3x° - 3)°
a’ + 6ab + 9b? 9x% — 18xy + 9y*

3) 2x(a+3b)+qgla+3b)  2x+q.

(a+3b)° S a+3b’
p) 3Ny +y) X axy+y?
Ix—y) 3x=y)

EM®] Vegezzik el a kijelolt miveleteket!
1 1. ) — X X o2+ b a—-b 1

e R X+ 1 ;=1 222—2b' " 3a+3b a-b

@+V—(G@@-1n_ 2
3 a’—1 Ta-1

b) X@x =D+ x2x+ 1) 4%

4x* — 1 4X2—1;

o) a+b ca=b 1 _3@+b)+2(@a-b’-6@+b) _
2@—b)a+b) 3@+b) a-b 6(a—b?)
_2(a—b)-3(a+b)

6(a’— b?) '

MR Vegezzik el a kijelolt miveleteket!

a) 2y=3  y=1_ 1+2%. p) X+2  2x=3 x-3
9% -1 3y+1 6y-2' 4 -1 Ax+2 2x-1

g 2y =342y Ny D=y N0 +2y) _ _ --5
23y =13y + 1) 23y =Ny +1)’
b) 2(x+2)+2x=1D@2x=3)—22x+D(x=3) _ 4x+13
2(4x* =1) 204x2 1)

EAE] Egyszersitsiik az alabbi torteket!

5 2P’q+4pq”. p) @+ 2ab+ b’ g xtyr-2
p—q" 23"~ 26" X+y+a
a) P9 b) a+b x+y—a.

o’ —q*’ 2(a—b)(a2+b2);



[ Egyszerisitsiik az alabbi torteket!
a) 2y —xX -y +a p) X+ 2x+1. o &—ef+ef
a’+x -y +2ax’ X+ 8x+7 e+

a@—(x—y) _(a+x—y)@a—x+y) _a-x+y.
(@+x7’—y* (a+x+y)a+x—y) a+x+y’
b) A nevezét igy alakithatjuk:
A8+ T =X+ x+ X+ 7 =x(x+ D+ 7(x+D=Kx+Dx+7),

(x+1D>  _ x+1.
x+Dx+7) x+7'
ele®—ef+f?) e

o (e+f)e?—ef+f2) e+f

A& Végezziik el a kovetkezd 6sszevonasokat!

x V. 2a—b. 2y | Sy
3) ab+ac’ b) b+ 3 C)3a—3+a—1'
X+ by 2(a+b). 17y
3 abc ' b 3 9 3(@-1"
E’E Végezziik el a kovetkezd dsszevonasokat!
2
a) 3 X—3 . 5 2—a 42 0 1 2 3p

+ ; —
2X+6  X’+6x+9 2a°4+6a a°—9

a) 3(x+3)+2(x=3) 5x+3 .

p—1 p+1 p—2p+1

’

2(x+3)° C2(x+3)%
b5 . 2-a 5, _5@-3-2a02-a")+4a@+3)(a~3) _6a’°~35a—15.
2a(a+3) (a-3)@+3) 2a(a+3)(a-3) 2a(a’ - 9)
o P=D+N+2(p=1=3p(p+Y) _ __ —Tp+1

(P=1*(p+1) (p=1(p+1)

EME] vegezziik el a kovetkezs 6sszevonasokat!
a) 4 —3x+5  1-2x 6

x> —1 x2+x+1_X—1;
b) 1 _ 3X}/ _ y_X .
X=y -y Xaxy+y
0 1 1 1

@-bb-c) (b-cla-c) (c-alb-a)

) P =345 - (x=D01 =20 -6 +x+1) _ ~12x,

x> —1 x =1

p) XEVHY =3y =(y=x)(x=y) _ (x=y)+(x=y) _ -2y .
(x=y) O +xy+y?) X=X +xy+y)) X+xy+y’
0 C—a+ta-b+b-c_
(a=b)b-0c)lc—a) ’

MATEMATIKA
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9. Algebrai tortek szorzasa, osztasa,
dsszetett miiveletek algebrai tortekkel

&R Végezziik el a kovetkezd miiveleteket!

6p3k2 2pk*. b) 6p>+ 12pg + 69> 2p’°q’ . o Axy® 35" X'y
Xy 3xy’ 43°p° 5(p+q)’ 7rs°  r’s  2r's?’
4p*k® 3(p+q)p’q’ 30X7y12
; b) —— 1 )
3 3y ) 5a°b®> 9 7r

RSN Végezzik el a kovetkezé miveleteket!

) Zazb 5X}/ . b) Z,Oaz . 4b383 . Zazb
3xy 14a°b’ 3027 5p? | Tp°

a) 28a°b3. b) 10p’a’ 2a’b _ _ 5a
15x%y*" 120°a> 7p°  21b*p*

EXCEY Végezzik el a kijelolt miveleteket!
(IEAWEREAY .
I [y ey e

1,1 2NV . 2X+ 2y,
b)(X2+y2 xy' X3y3 '
2k+1 2k—1\. 8k
9 (2k—1_2k+1>'6k—3'
a) y+xAy—X')4 1 _ )y =x 1 _y-x.
Xy Xy | x+y Xy X+y Xy
p YAy Xy (xty) Xy x(x+y).
Xy 20x+y) Xyt 2x+y) 20
g @k+ 12— k-1 32k-1 _ 8k 3Qk-vD__3
4k? -1 8k Qk—1D2k+1 8 2k+ 1

IEAED Hatarozzuk meg az alabbi kifejezés értékét, ha x = 41
TESR T )

x—1 x+1

X =1 tx+1-(x=1
X =1

X =1D=x*+1=17.

=X akkor L4+ 1 =2
z Xz

v

IEER 19a20ljuk, hogy ha ;:y

Szorozzuk , keresztbe” a megadott egyenléséget:

XZ—YZ =Xy — Xz, azaz 2X2 = xy + zy.

Most osszuk el a kapott egyenlet mindkét oldalat xyz-vel, ami biztosan nem 0; azt kapjuk:
2 1.1

y z x

IEAED A kijelolt maveletek elvégzésével hozzuk egyszer(ibb alakra a kovetkezé kifejezéseket!
( i+ -2
1 —x

X+
(631531
29 p 29 p)’

a b,a >\

9 (a 21 ab a+b b2+ab)( b 2)’
d)(2a+2 a )2a+2_1.
a’+2a 2a+4) a+2 a’



ot els) s
Y =Xy x+y| \V4+xy X4xy)

a) X+x+1.1=X=3¢_2x+1 0=x)0+x) _ 1-x.

x+1 7 1-X x+1 (1=2)01+2x)  1-2x'
zﬂﬁ+ﬂ+£_ﬂﬂp 29 _p M%@Qﬂzm

29 p 29 p)\2g p 29 p) 29 p
0 b’—2ab+a’ . b’+a’—2ab _ (a—b)* _ab _ 1 |
abla+b) ab ab(@a+b) (a—b)? a+b’
g datd+a’ 2a+2 1_(a+2°Q2a+2) 1_2a+2 1_a+1 1_a_y
2aa+2) a+2 a 2a(a + 2)° a 2a a a a a '
o) X+y—xy xy=xX-y _ X+y-xy  xyx+y) __ x __ «x

yy=x)+x)" xy(x+y) — yy=x)y+x) xy—x’—y" y=x x=y
IEAEN Legyen k egy pozitiv valos szam. Mivel egyenls a® + b°, ha a + b = k és a’ + b = 2k?

K> — 2k
5

(a+b) = k= a*+ b+ 3ab(a + b). Tehat a3+b3:k3—3k~k2_22k - —k3;6’<.

(@a+byP=KkK=a’+b>+2ab=2k+2ab — ab=

IEAEN 19a20luk, hogy barmely pozitiv szamnak és reciprokanak dsszege legalabb 2!

1> 2. Szorozzuk meg mindkét oldalt a > 0-val: a*—2a+ 1>0,

Azt kell igazolnunk, hogy a + 32

azaz (a — 1’ = 0, ami nyilvanvalo. Egyenléség akkor és csak akkor, ha a = 1.

IEXER 19azoljuk a kovetkezd egyenlétlenséget!

1+1)29.
C

(a+b+c)-(%+5

Elvégezve a szorzast, azt kapjuk:

14d4ayb g by ciqsg azaz a,a,b,b,c csg
b ¢ a c a b b ¢c a c¢c a b
Ez pedig az el6z6 feladat alapjan mar nyilvanvald.
LA Bizonyitsuk be, hogy ha
2
l+i=i’ akor % +2yz;|—2xz+yz=iz!
X'y z Xy z
z= x)jfy . Ezt a bizonyitandd egyenléségbe helyettesitve adédik az allitas.

EEME Bizonyitsuk be, hogy ha k pozitiv egész szam, akkor az alabbi kifejezés értéke is egész
szam!

9 ,k\.(1,3
B4

274K 3K _B+k(k-3k+9)
3k kX—3k+9 k*—3k+9

x| =

= 3 + k, ami pozitiv egész, ha k pozitiv egész.

MATEMATIKA
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10. Oszthatosag

EAC& Vizsgaljuk meg az alabbi szamokat 3-mal, 4-gyel és 6-tal valo oszthatésag szempontjabol!
a) 3672; b)88716; ¢ 52491; d)41782.

a) Ez esetben a szamjegyek 6sszege 18, tehat a kérdéses szam oszthatd 3-mal. Mivel az utolséd
két jegye 72, ami oszthatd 4-gyel, igy a megadott szdm oszthatd 4-gyel is és 6-tal is.

b) A megadott szam oszthato 4-gyel is és 6-tal is (igy természetesen 3-mal is).

c) A szadmjegyek Osszege oszthatd 3-mal, tehat a szam is oszthatd 3-mal. Mivel a kérdéses szam
paratlan, igy nem lehet 4-gyel (és 6-tal sem) oszthato.

d) A megadott szam paros, de nem oszthaté 4-gyel. Mivel a szamjegyek 6sszege nem oszthatd
3-mal, igy ez a szdm sem 3-mal, sem 4-gyel, sem 6-tal nem oszthaté.

PAL®] Igazoljuk, hogy ha 19]2a + 3b és 19| a + 6b, akkor 19 a-nak is és b-nek is osztdja!

Ha 19]a + 6b, akkor 19]2a + 12b, de a feltételek szerint 19]2a + 3b. E két utébbi miatt
19]2a + 12b—2a — 3b = 9b. Ebbdl kdévetkezik, hogy 19| b, innen pedig 19| a is teljesul.

EML&] Mekkora legyen az X szamjegy, hogy a 217 és 54X szamok dsszege oszthato legyen 9-cel?
217 = 9K +1, ezért 54X-nek 9-cel osztva 8 maradékot kell adnia. Mivel 5 + 4 = 9, ezért X = 8.

FA®] Mennyi maradékot kapunk, ha az alabbi kifejezést elosztjuk 5-tel?
4k + 12 + (3k=1)> + 3k + 1).

16k? + 8k + 1 4 9k* — 6k + 1 + 3k + 3 = 25k + 5k + 5 = 5(5k? + k + 1). Tehat a kifejezés 5-tel
oszthato, nincs maradék.

EFA&] Az alabbi szamok kozil melyek oszthatdk 4-gyel, illetve 9-cel?
a) 11648, b)33336; 27549, d)5080; e) 32974

4-gyel oszthato az a), b), d); 9-cel oszthatd a b) és a ¢).

M Az alabbi 6tjegyl szam oszthatd 45-tel. Milyen szamjegy lehet X és Y?
12 X6Y

Y=0 és X=0 vagy Y=0 és X=9 vagy Y=5 és X=4.

A Az a természetes szam 7-tel osztva 3 maradékot ad, a b természetes szam 7-tel osztva 4
maradékot ad. Mit kapunk maradékul, ha az alabbi szamokat elosztjuk 7-tel?

a)a+ 2b, b) 5a + 3(b + 2); c) b(a + 1).

a) a+2b=7r+4; b)5a+3b+2)=7s+05; c) b(a*+1) = 7k + 5.

EML&] Mennyi maradékot kapunk, ha az alabbi szamokat elosztjuk 13-mal?
a) 26k + 28; b)2n + 3)6n-1)+n(n—-2)—n + 6.

a) 26k +28 = 13n+ 2; b) 13n>=13n +3 = 135 + 3.



11. Primszamok, a szamelmélet alaptétele
EAC&] Hany darab primszam van 50 és 100 kozott?
Az 50 és 100 kozé esd primek: 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97; 10 darab.

P& Vegezzik el az alabbi szamok primtényezés felbontasat!
a) 8565; b) 4002, ¢) 1539.

a) 8565 =3-5-571; b) 4002 =2-3-23-29; ¢) 1539 = 3*-19.
EM®] Keressik meg az dsszes olyan p primszamot, melyre 4 + p és 8 + p is primszam!

Ha p 3-mal osztva 1 maradékot ad, p = 3k +1, akkor 8 + p = 8 + 3k +1 = 9 + 3k oszthato
3-mal, tehat nem lehet prim. Ha p 3-mal osztva 2 maradékot ad, p = 3k + 2, akkor
4+ p =4+ 3k+2 =6+ 3k szintén oszthatd 3-mal, tehat nem lehet prim. Ha p oszthaté 3-
mal, akkor csak p = 3 lehet; ekkor 4+ p =7, 8 + p = 11, mindkett6 prim. Tehat egyedul a
p = 3 lehetséges.

m Melyek azok a p primek, melyekre 2p + 1 egy természetes szam kobével egyenl§?

2p +1 = n?, ahol n biztosan péaratlan szam, n = 2k +1. Ekkor

2p+1 = Qk+1° =8k +12k* + 6k +1, ahonnan p = k(4k* + 6k + 3).
Ez csak akkor lehetséges, ha k =1, és ezzel 4k* + 6k 4+ 3 =13 valéban prim. Tehat egyetlen prim
felel meg a feltételeknek:p =13. Ekkor 2p +1 = 27 = 33,

E® Fejtstik meg ezt a keresztrejtvényt, ahol a négyzetekbe szamjegyeket kell irni!
Vizsz.: 1. 20-ndl kisebb primszam, mely jegyeinek 6sszege kobszam. 2. Egy primszam kétszerese.
3. 9-cel oszthatod szam.

FUgg.: 1. Négyzetszam. 2. Azonos a vizsz. 1-gyel.

[AE] Legyenek p > g > r primszamok. Mi a megoldasa az alabbi egyenletnek?
p+qg+r=22.

Csak r = 2 lehetséges. Ekkor p + g = 20, ahonnan p =17, g =3,vagy p= 13, qg=7.
AR Milyen pozitiv egész n-re teljesil, hogy n? + 10n primszam?

n(n + 10) = prim csak Ugy lehetséges, ha n = 1; ekkor 10+ n = 11 az egyetlen ilyen prim-
szam.

MATEMATIKA
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12. Legnagyobb k6z6s oszto,
legkisebb k6z6s tobbszorés

EA®] Legyenek A =23.5.112, B=23.32.52.7, C=3%.7.11% Szamitsuk ki az alabbi ki-
fejezések értékét!
a) l(A; B), CI;  b)(B; CI; A).

a) (A;B) = 23-5, tehat [(A; B); C] = 23-3%-5.7-113;
b) [B;C]=233%5%.7-11%, tehat ([B;C]. A) = 2°-5 - 112,

m Milyen pozitiv egész n és k szamokra teljesil, hogy (n; k) = 26 és [n; k] = 47847

26 =2-13, 4787 = 2*-13-23. Az n és a k is tartalmazza a 13-at. Egyikiikben 2, a masikban 2*
szerepel. A 23 primtényezé barmelyikben lehet. Tehat n=2%-13-23, k=2-13, vagy
n=2%13,k=2-13-23.

EM®] Melyik az a legkisebb 1-nél nagyobb pozitiv egész szam, amelyik 4-gyel, 5-tel, 6-tal,
7-tel, 8-cal és 9-cel osztva egyarant 3 maradékot ad?

Ha a keresett szam n, akkor n — 3 a megadott szamok mindegyikével oszthato, vagyis e szamok
legkisebb kozos tobbszorosét keressik. [4,5,6,7,8,9] = 2520. Tehat a keresett szam n = 2523.

A& Hatarozzuk meg az alabbi szamok legnagyobb kozos osztéjat és legkisebb kozos tobb-
szOrosét (p, g, r, s, t kulonbozd primek)!
a) 5660, 315;  b)3444,720; ¢ p3gs’t, pgsir’.

a) (5660;315) =5, [5660;315] =2 3%-5.7283;
b) (3444;720) = 2%-3, [3444;720] = 2*-3%.5.7-47;
o) (p’qs’t, pas*r’) = pas’, [p*gs’t; pas'r’] = p’qs*tr.

E®] Legyenek A = 110, B = 120, C = 450. Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értékét!
a) [(A; O); B]; b) [(A; B), (C, B)], o) ([B; CI; A).

a) [(A;C);B]=120; b)[(A;B)(C;B)]=30; (B CLA)=10.
[BAE] Ha az alabbi tortek egyszersitheték, akkor mivel egyszerdsitheték?

2n—3. 3n—1. 10k + 1
Ao b6 ) ak—2

a) Ha a tort d-vel egyszerUsithetd, akkor 2n — 3 = rd és n + 2 = sd. A masodik egyenlet két-
szeresét az els6bdl kivonva: 7 = d(2s —r), ha tehat a tort egyszerUsithetd, akkor csak 7-tel
egyszerdsitheté.

b) Ha a tort egyszer(sithetd, akkor 20-szal (vagy annak valamelyik osztojaval) egyszerUsithet6.

¢) Ha a tort egyszerUsithetd, akkor csak 3-mal egyszerUsithetd.

EALE] £qy kerékparos egy AB tavolsag elsé harmadat egy ora alatt tette meg, az Ut hatralevs
részét pedig 2,5 o6ra alatt. Sebessége mindkét szakaszon km/h-ban mérve egész szam, melyek
legkisebb k6z6s tébbszordse 120. Mekkora az AB tavolsag?
Legyen v, illetve v, az Ut elsé, illetve masodik szakaszan a sebesség.

1 2

35 55

1 6ra 2,5 6ra




S 2
Ekkor % =1és 37 = 2,5. Az elsé egyenletbdl % = v,; ezzel a masodik egyenlet
1 2
2V _ w_25_5
v =25, azaz W= =%

Ezek szerint valamely n természetes szamra v; = 5n, v, = 4n és [5n; 4n] = 120.

Mivel 120 = 2335, ezért az n primtényezds felbontasaban az 5 nem szerepelhet, hiszen ha
benne lenne, akkor a legkisebb kdzds tdbbszdrésben mar 52-nak kellene szerepelnie. Ugyanak-
kor az n primfelbontasdban a 3-nak benne kell lennie az els¢ hatvanyon, valamint a 2-nek is
szerepelnie kell (2-nek magasabb kitevéjd hatvanya mar nem szerepelhet, mert akkor v, miatt
mar 2 szerepelne a legkisebb k&zds tdbbszdrdsben). Tehat csak n = 23 = 6 lehetséges, igy
vi = 30, v» = 24. Az els6 draban megtett Ut 30 km, a masodik szakaszon megtett Ut 2,5 - 24 = 60
km, vagyis az AB tavolsag 90 km.

EME] Az n és k pozitiv egészek legnagyobb kézos osztéja és legkisebb kozos tobbszorase:
(n; k) = p?, [n; kK] = p3q?, ahol p és g kilénbdz6 primszamok. Hatarozzuk meg n és k primté-
nyez6s alakjat!

n=p? k=p3q® vagy n = p’q? k = p> (természetesen n és k szerepe felcserélhetd).
P p~q gy P q p p

EMR] Fejtstik meg a keresztrejtvényt!

Vizsz.: 1. Eggyel csokkend szamjegyek. 3. Egy négyzetszam forditottja. 4. A 40-nél kisebb prim-
szamok szdma. 5. Oszthato 24-gyel.

Flgq.: 1. Egy ikerprimpdr nagyobbik tagja. 2. 9-cel oszthato , palindrom”-szam (azaz olyan szam,
mely visszafelé olvasva is ugyanaz). 3. A 40 és 50 kdzé esé primek 6sszegének dtszorose. 4. Egy
kdbszam negyede.

13. Osztok szama, négyzetszamok (Emelt szint)

D Hatérozzuk meg az aldbbi szamok osztoinak a szamat!
a) 240; b) 500; c) 625; d) 1110.

A megadott szamok primtényezds felbontasa alapjan:
a) d(240)=5-2-2=20; b)d(500)=12; ¢ d625)=5; d) d(1110)=16.

IEXED Az A és B szamok primtényez6s alakja: A = 23.5.73.11; B = 22.3.52. 72. Mivel
egyenl6 d(A - B)?

A-B=2°3-5%7°11, tehat d(A B) =576.

IEXEA Velyik az a legkisebb természetes szam, mely oszthato 12-vel, és amelyre d(N) = 127?
Ha d(N) =12, és N oszthat6 12-vel, akkor N-nek legaldbb két kiilénbdzé prim osztéja van. Igy
N primtényez&s alakja az alabbiak egyike:

N=p-q, N=p*>q, N=p-qr.

A legkisebb primszamokat figyelembe véve a keresett szam: N = 60.

IEAED Valamely N természetes szamra d(d(N)) = 3. Hany kiilonbozé prim osztéja lehet N-nek?

Ha d(d(N)) = 3, akkor d(N) = p?. Ezek szerint vagy N = ¢° ', vagy N = g°~'-r°~". Tehat az N
primtényezés alakjaban legfeljebb kétféle kilonbozé primszam szerepelhet csak.
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IEXEA Legyena = 23-3.5; b = 2. 53 7. Hatarozzuk meg az alabbi mennyiségeket!
a) dab); b) d(la; b)); ) d((a; b)).

a) d(ab) = d(2%-3-5%-7) =100; b) d([a; b]) = 64; c) d((a; b)) =4.

IEAED 22 N természetes szam primtényez6s alakja N = 2%+ 3%, Az N haromszorosanak 4-gyel,
az N kétszeresének pedig 5-tel tobb osztdja van, mint N-nek. Melyik ez az N szam?

Egyrészt (x+D(y+2) = (x+D(y +1) + 4, ahonnan x=3, masrészt pedig
X+ 2(y+)=Kx+D(y+1)+5, ahonnan y=4. Tehat N = 2°-3* = 648.

AR Velyik az a legkisebb természetes szam, melynek 42 osztoja van, és oszthato 42-vel?
Ha az N természetes szam oszthatd 42-vel, akkor oszthato 2-vel, 3-mal és 7-tel. Ha 42 osztdja
van (és a legkisebb ilyet keressiik), akkor primtényezés alakja: N = pf- p# - ps. A sziikséges prim
osztékat ugy helyezzik el, hogy a legmagasabb kitevdji legyen a legkisebb prim és igy tovabb.
A keresett szam: N = 2°-3%2-7 = 4032.

EEXEA Valamely N természetes szamra d(d(N)) = 5. Legfeljebb hany darab kilénboz6 prim
osztoja lehet az N szamnak?

Ha d(d(N)) = 5, akkor d(N) = p* = p-p-p - p. Tehat N kilénbdzé prim osztdinak a szama leg-
feljebb 4.

IEXEN A kovetkezo szamok kozil melyek négyzetszamok?
a) 27-32.76 b) 3%-52-11¢, c)2%-5'0.13¢°

a) Nem négyzetszam:; b) (32-5-11%)%; 0 (2-55.13%)°.

ELM=Z] Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amellyel a 14 520-at meg kell szoroznunk
ahhoz, hogy négyzetszamot kapjunk?

14520 = 23-3-5-11%. A keresett szam: 2-3-5 = 30.

EEM=] 1gazoljuk, hogy a kovetkezd szam nem lehet négyzetszam!
20042004 + 200529 + 2006200

2004 ytolsd szamjegye 6, a masodik tag 5-re, a harmadik 6-ra végzédik. Tehat a haromtagu
0sszeg utolsé szamjegye 6 + 5 + 6 = ...7, amire nem végzédhet négyzetszam.

14. Szamrendszerek

EACE] irjuk fel az alabbi szamokat a 10-es szamrendszerben!
a) 12021 b) 30 520,; ¢) 5016,

a) 120215=1-3"4+2-3°40-3242-3 +1 =142y
b) 30520, =3-6"+0-6"+5-6°+2-6+0-1 = 4080,
) 5016, =5-7+0-72+1-7+6 =17280.

P& irjuk fel a 10-es szamrendszerbeli 976 szamot a
a) 2-es szamrendszerben; b) 3-as szamrendszerben!

a) 97610 = 11110100002; b) 97610 = 11000115.



EM®] Végezzik el a kovetkezé miiveleteket, és adjuk meg az eredmény 10-es szamrendszer-
beli alakjat!
a) 11011, + 101101, + 111101,;  b) 2101, + 20021, + 1202,.

a) 1101124+ 10110124+ 111101, = 27 + 45 + 61 =1334o;
b) 21013+ 200215412023 = 64 +169 + 47 = 28010.

EME] 1gazoljuk, hogy egy 6-os szamrendszerbeli szam akkor és csak akkor oszthaté 5-tel, ha
szamjegyeinek &sszege is oszthatd 5-tel!

Egy 6-0s szamrendszerben felirt szam altalanos alakja:

G 6"+ 16" o2 6" 4+ G 6+ .

Ezt még igy is irhatjuk:

G GAEN + oG+ + G GNP+ L+ oG+ + .

Az itt szerepl6 kéttagu 6sszegek hatvanyaiban minden tag 5-nek hatvanya (tehat oszthaté 5-tel),
kivéve az utolsé tagokat, amelyek mindegyik esetben 1-esek. Tehat az 6sszeg igy irhato valami-
lyen K egész szammal:

5K+ G+ G+ G2+ ... + G+ G.

Ez pedig akkor és csak akkor oszthatod 5-tel, ha az utolsé tag, vagyis a felirt szam szamjegyeinek
0sszege oszthato 5-tel.

m Egy derékszdgl haromszog oldalai valamilyen x alapu szamrendszerben 14, 40, 42 .
Mekkorak a haromszdg oldalai a 10-es alapu szamrendszerben?

(X+4)? + (4x)* = (4x + 2)*. Innen x =6, x2 = 2. De x = 2 nem lehet, mert a 2-es szamrend-
szerben nincs 4-es szamjegy, igy csak x = 6 lehet. Ezzel a haromszog oldalai a 10-es szamrend-
szerben: 146 = 1010, 406 = 2410, 426 = 2610.

[FE] Bizonyitsuk be, hogy a c alapu szamrendszerben azok és csak azok a szamok oszthatok
(c - 1)-gyel, melyek szamjegyeinek 6¢sszege is oszthato (c — 1)-gyel!

A c alapu szdmrendszerben felirt szam altalanos alakja:

ac’+a, " '+a, " +...+ac+a,.

Irjuk at ezt a kovetkezé alakban:

anllc =D+ + aillc=D+1"""+anallc=D+1"* + ... + arllc =D + 1+ a.

A kéttagu 6sszegek hatvanyait kifejtve minden tag oszthato (c —1)-gyel, kivéve az utolso tago-
kat, melyek mindegyike 1. Tehat azt kaptuk:

(c=D-K+an+an-1+an2+...+a+a.

Ez akkor és csak akkor oszthaté (c —1)-gyel, ha an+ @, 1+ an-2 + ... + a1 + ao, vagyis a szamje-
gyek 6sszege oszthato (c —1)-gyel.

EAL®E] Hany darab hatjegy(i szam van a 2-es szamrendszerben? Ezek kozil melyik a legkisebb
és melyik a legnagyobb?

A legkisebb: 100000, = 32, a legnagyobb 111111, = 63, tehat a 2-es szamrendszer hatjegy
szamainak a szama: 63 — 31 = 32.
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Fuggvények, sorozatok

1. Hozzarendelések, fiiggvények

m Egy fuggvény az A = {0, 2, 4, 6} halmaz mint értelmezési tartomany minden eleméhez
hozzarendeli a nala 1-gyel nagyobb szamot. Adjuk meg a flggvény értékkészletét!

{1,3,5,7}.

P& Egy fuggvény az értelmezési tartomany minden eleméhez hozzarendeli az abszolut érté-
két. Adjuk meg az értékkészletet, ha az értelmezési tartomany

a) a[0; 1] intervallum; b) a [-1; 1[ intervallum;

¢) a{-1; 1} halmaz; d) a {0; 1} halmaz!

a) [0;1]; b) [0;1]; o {1 d) {0;1}.

EML& Egy fuggvény az értelmezési tartomany minden eleméhez hozzarendeli az abszolut érté-
két. Mi lehetett az értelmezési tartomany, ha az értékkészlet

a) a [0; 1] intervallum; b) a [-1; 1] intervallum;

¢) az {1} halmaz; d) a {0; 1} halmaz?

Jeldlje A az értelmezési tartomanyt.
a) Tobbféle megoldas lehet. Példakat mutatunk: A =[-1;1] vagy A =[-1;0] vagy

A= [—1;%]U[O;%). A = {a [-1; 0] halmazbdl a racionalis szamok, a [0; 1] intervallumbal

azok az irracionalis szamok]}.
b) Az értékkészlet nem tartalmazhat negativ szamot, ilyen értelmezési tartomany nem lehet.

¢) Lehetett A ={-1} vagy A ={1} vagy A ={-1;1}.
d) Lehetett A ={-1;0} vagy A ={0; 1} vagy A ={-1;0;1}.

S Melyik tekinthets sorozatnak a kovetkezé fliggvények kéziil?

a) A természetes szamokhoz hozzéarendeljuk az ellentettjiket.

b) Az egész szamokhoz hozzarendeljik az ellentettjiket.

¢) Minden nemnegativ valés szamhoz hozzéarendeljik a néala 1-gyel kisebb szamot.
d) Minden nemnegativ egész szamhoz hozzarendeljik a nala 1-gyel kisebb szamot.
e) Minden természetes szamhoz hozzarendeljik a (-2)-szeresét.

A sorozat olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya a nemnegativ egész szamok,
azaz a természetes szamok halmaza. Eszerint sorozatnak tekinthet6 az a), a d) és az e) pont-
ban adott figgveény.
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E& Mely fuggvényt szemléltettik az abrakon? Adjuk meg az értelmezési tartomanyat, ér-
tékkészletét és a hozzarendelését!

0 YA d) 7
:
4 X
; x 1 —1N2 E
1
EARRARRER 2t

a) Az értelmezési tartomany: {-1;0;1}; az értékkészlet: {0; 1}; egy lehetséges hozzarendelés:
fla) = a’, eqy masik: f(a) =] al.

b) Az értelmezési tartomany: {0;1;2;3; 4}, az értékkészlet: {1;1,5;2;2,5;3}; egy lehetséges
hozzarendelés: f(a) = %+ 1.

c) Az értelmezési tartomany: {2;4,6;8}; az értékkészlet: {2;3;4;5}; egy lehetséges

hozzarendelés: f(a) = %+ 1.

d) Az értelmezési tartomany: [—1;1]; az értékkészlet: [—1;0]; egy lehetséges hozzarendelés:
fla) =|al-1.

& Melyik siknegyedbe esnek a kovetkezé pontok?
AT, B2;-3); 4 1); D=1, EC51) A5 -1

Az |. negyedbe: C; a ll. negyedbe: A, E; a lll. negyedbe: D; a IV. negyedbe: B, F.
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2. Ponthalmazok a koordinata-rendszerben

EACE Milyen tulajdonsaggal jellemezheték a koordinata-rendszerben bejellt pontok?

a) YA b) YA
> 0 >

c) YA d) YA
0 > 0 >

a)x=y, b) x=—y; C) x=3; d) y=-5.

m Milyen tulajdonsaggal jellemezheték a koordinata-rendszerben bejeldlt pontok?

a) Y b) y

S\ /
9\ /

)

a) xe[o;1; b) y€2;5[; c) x> 3; d) y<-—x.

9. EVFOLYAM
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EML& Jeloljik a koordinata-rendszerben a kovetkezé tulajdonsagokkal adott pontokat!
a)x=1; b) x<1; c) x>1; d)x=1;
ely=3  fHy<-2, gy=-1, hy=2

a) YA b)

0 > >
9 YA d) YA

; :
e YA f YA

; > ; >
9) YA

1' > ; >

9. EVFOLYAM
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A& Jeloljiik a koordinata-rendszerben a kovetkezé tulajdonsagokkal megadott pontokat!
ax=y+1, b)x<-y, oxell;2]; dy>2.

3) A b)

0 >
) YA
0 > 0 >

m Jeldljik a koordinata-rendszerben a kovetkezé tulajdonsagokkal megadott pontokat!
a)xel2;3], yel-1; 4

b)x=3, yel-1,;0[;

Q x<-1, y=3.

o
.

(@]

(@]

.

9. EVFOLYAM



L DESEMESIEE o coccvenver sorozatox

9.

3. A linearis fiiggvény

EACE Az alabbiak kozil mely hozzarendelések hataroznak meg linearis fuggvényt? frjuk fel ezek
m meredekségét!

a)f:R->R;f:x—~x; b)f:R-R;fix—x—1;

¢ f:R=R;f:x—2(x=1); df:R-R; fix—2x—1;
e f:R-R;f:x—x(x=1; f) f:R->R, fix—x+2x;
g) f:R-R;fix—-1; h)f:R-R;f:x~0.

a) lineéris, m =1; b) linearis, m =1;

¢) lineéris, m = 2; d) lineéris, m = 2;

e) nem lineéris, x(x -1 = x*> — x; ) linearis, m = 3;

g) lineéris, m = 0; h) linearis, m = 0.

P& Abrazoljuk a kovetkezé linearis figgvényeket kozos koordinata-rendszerben!

a) f:x—15x; g:x—15x-1; h:x— 15x+2; k:x~— 15x+ 3.
b) f:x—0,75x; g:x+~0,75x -1, h:x— 0,75x + 2; k:x—0,75x + 3.
c) fix—x; g:x—x-1 hix—x+2; k:ix—x+3.
a) b) ¥ @) y
T K
/}< h - /‘7 1
h
T (
| ; |
g

EVFOLYAM

EML&] Abrazoljuk a kovetkezé linearis figgvényeket kozos koordinata-rendszerben!

a) f:x~ 15x; g:x~ 0,5x; h:x— 0,75x; k:ix—x.
b) f:x—15x+2; g:x—0,5x+2; h:x— 0,75x + 2; Kix—x+2.
¢ f:x—15x—-1, g:x—0,5x—1, h:x—0,75x —1; kix—x—1.
a) YA b) YA
N
> g 0 >
' h
b Ak
; |
/T f
f
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< YA

Y

m Adjuk meg a kovetkezé linearis fliggvények meredekségét és tengelymetszeteit, majd

abrazoljuk ket koordinata-rendszerben!

a) fix—2x—3; b)f:x~»%x+2;

e) fix—=2(x=1;
h) f:x——=3(x+1);

d) f:x—0,75x + 3;
g) fix~15x;

a) m = 2, a tengelymetszetek: (0; —3) és (% 0).

b) m = % a tengelymetszetek: (0; 2) és (—4;0).

%, a tengelymetszetek: (0;— %) és (1;0).

d) m = 0,75, a tengelymetszetek: (0;3) és (—4;0).

e) m =—2, a tengelymetszetek: (0;2) és (1;0).

f) m=-0,6, a tengelymetszetek: (0; —0,6) és (—1;0).
g) m = 1,5, a tengelymetszetek: (0;0).

h) m = -3, a tengelymetszetek: (0; —3) és (—1;0).

) m = 3, a tengelymetszetek: (0;-3) és (1;0).

¢ m=

a) YA b) YA
0 > 0 >
d) YA e YA
d 1 1
0 g 0 g

)

T
c) f.X»—»Z(X 0;
f) f:x——-0,6x—0,6;

) fix—3x—3.
YA
>
YA
>

9.

EVFOLYAM
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9 YA h) \[ A ) YA/
1 \ H-1/
> > 0 >
\ /
\ /

E®] Hatarozzuk meg, hogy melyek azok a linearis figgvények, amelyek tengelymetszete:
a) (0;1)és(1;0);  b)(0;2)eés(=1,0);, < (0;-1)es(2,0); d)(0;1)és(=2;0)!

am=-1,b=1,1fx)=—x+1; b)m=2,b=2,f(x)=2x+2;
1oy 1y 1 S A -1
c)m_z,b_ 1,f(x)_2x 1; d)m_z,b_1,f(x)_zx+1.

L& Mely osszefiiggések hataroznak meg linearis fiiggvényt?

a) Egy id6tartamhoz hozzarendeljik azt az utat, amelyet egy auté azalatt az id6 alatt megtesz.

b) Egy id6tartamhoz hozzarendeljik azt az utat, amelyet egy egyenletes sebességgel halado
auto azalatt az id6 alatt megtesz.

¢) Egy adott aru darabszamahoz hozzéarendeljik az aruért fizetendd 6sszeget.

d) Egy adott évhez hozzarendeljik az abban az évben Magyarorszagon szlletettek szamat.

e) Egy adott naphoz hozzarendeljik az aznap Magyarorszagon mért legmagasabb hémérsékle-
tet.

f) Egy adott év minden egyes napjahoz hozzarendeljik az adott év napjai szamat.

a) Nem lineéris, mert nem feltétlentl egyenletes az autd sebessége.

b) Linearis, mert az autd sebessége egyenletes. Ez éppen azt jelenti, hogy a megtett Ut az
eltelt id6ével aranyosan valtozik.

¢) Linedris. A kifizetendd 6sszeg az aru darabszamaval aranyosan valtozik.

d) Nem linedris.

e) Nem linearis.

f) Linearis, konstans.

AL Milyen y, illetve x tengely irany eltolassal kaphatok

a) az f: x — x fuggvény grafikonjdbdla g: x — x+1;, hix—x—3; kix—x+2;

b) az f:x — 2x flggvény grafikonjabodla g:x — 2x+1, hix—2x—3; Kk:x—2x+ 2,

¢) az f:x~ 2x fuggvény grafikonjabdla g:x— 2(x+1); h:x—2(x—=3); kix—2(x+2);

d) az f:x ——2x fuggvény grafikonjdbdl a g: x ——2x+1, h:x—-2x—3; kix—=2x+2,

e) az f: x ——2x fuggvény grafikonjabola g:x ——-2(x+1); h:x—-2(x-3);
Kix——2(x+2)

fuggvények grafikonjai?

Az értékeket a tengelymetszetekbdl olvashatjuk le:
a) y tengellyel parhuzamosan 1;-3;2,  x tengellyel parhuzamosan —1; 3; -2.

b) y tengellyel parhuzamosan 1;—-3;2, x tengellyel parhuzamosan —%; %; -1
¢) y tengellyel parhuzamosan 2;—6;4, x tengellyel parhuzamosan —1; 3; —2.
d) y tengellyel parhuzamosan 1;—3;2, x tengellyel parhuzamosan %; - %;1

e) y tengellyel parhuzamosan —2;6; —4, x tengellyel parhuzamosan —1;3; -2.



I1l. FUGGVENYEK, SOROZATOK _m
4. Az abszolutérték-fiiggvény

K& Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kévetkezé abszolutérték-figgvényeket! Adjuk meg
a kapott abszolutérték-fliggvények grafikonjanak cstcspontjat a koordinataikkal!

a) x—|x|; b) x—|x|+1; Q) xe—|x+1]; d) x—|2x1;
e) x—|2x|+1; ) x—|2x+1; g)x»—‘%x‘; h)x»—‘%x‘—t
i) x»—‘ix—1" 5 X»—»‘—lx" k) x— —1)(‘—3' /) x»’—lx—Bl
2 ! 27 2 ! 2 ’
a) YA b) YA e YA
0 X 0 g 0 g
d) YA e) YA f YA
0 > 0 = 0 g
9 YA h) YA ) YA
> 0 > 0 >
) YA k) YA D YA
0 > 0 > 0 >X

A csucspontok koordinatai:
a) (0; 0); b) (0; 1); ¢ (=1,0); d(0;0); e) (0; 1); 7 (—%; 0);
9) (0; 0); h) 0;-1); 1) (2;0); J) (0; 0); k) (0;-3); ) (=6;0).

9. EVFOLYAM
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EME] Mely abszolutérték-figgvények grafikonjat lathatjuk az abrakon?

b) Y, c) Y,
X 0 X
0 X
e) Y, f) Y
X 0 X 0 X
a)lx|=1; b) I x—1l, o 2lxl; d2lx|-1, e)lx-21 fl2x—2l.

EML®] Milyen y vagy x tengely iranyu eltolassal kaphatok

a) az f: x| x| figgvény grafikonjabola g:x—|x|+1, hix—|x|=3; k:x—| x|+ 2;

b) az f:x —| x| fuiggvény grafikonjabol a g:x —|x +1[; hix—|x =3[, k:ix—|x+2/;

¢) az f:x — 2| x| fuggvény grafikonjabdla g: x — 2| x [+ 1, hix— 2| x|=3; k:x— 2| x|+ 2;
d) az f:x —|2x | fuggvény grafikonjabol a g: x —|2x +1/; h:ix—[2x =31, k:x—|2x + 2|
fliggvények grafikonjai?

Adjuk meg a kapott abszolutérték-fliggvények grafikonjainak csucspontjait a koordina-
taikkal!

a) A g flggvényt y irdnyl 1 egységnyi eltolassal kapjuk; a cstucspontja (0; 1).
A h fliggvényt y irdnyl —3 egységnyi eltolassal kapjuk; a cstucspontja (0; —3).
A k flggvényt y irdnya 2 egységnyi eltolassal kapjuk; a cstucspontja (0; 2).
b) A g fuggvényt x irdnyu —1 egységnyi eltolassal kapjuk; a csucspontja (—1;0).
A h fuggvényt x irdnyl 3 egységnyi eltolassal kapjuk; a csticspontja (3;0).
A k figgvényt x irdnyl —2 egységnyi eltolassal kapjuk; a cstcspontja (—2;0).
c) A g fuggvényt y irdnyu 1 egységnyi eltolassal kapjuk; a csticspontja (0;1).
A h fuggvényt y iranyd —3 egységnyi eltolassal kapjuk; a cstcspontja (0; —3).
A k figgvényt y iranyu 2 egységnyi eltolassal kapjuk; a cstcspontja (0; 2).
1
2

d) A g figgvényt x irdnyl —= egységnyi eltolassal kapjuk; a csucspontja (— 1'O).

3
2
A k figgvényt x irdnyl —1 egységnyi eltolassal kapjuk; a csucspontja (—1;0).

E:
A h flggvényt x irdnyd = egységnyi eltolassal kapjuk; a csucspontja (%O)

FA®] Milyen aranyu y, illetve x tengely irdnyt nydijtas (6sszenyomas) viszi az f : x — | x | fliggvény
grafikonjata g:x —[2x1[; h:x —[3x1; k:x — %\ x| figgvények grafikonjaba?
11

y irdnyaban 2,3,%, X irdnyaban > §,2 aranyu nyujtas.
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E®] Az abszolutérték-fiiggvény grafikonjan az alabbi transzformaciokat hajtottuk végre. Al-

lapitsuk meg, hogy melyik figgvényt kaptuk!

a) Az x tengellyel parhuzamosan eltoltuk 2 egységgel, majd az x tengelytél szamitva, az y ten-
gellyel parhuzamosan a 2-szeresére nyujtottuk.

b) Az x tengelyt6l szamitva a felére nyomtuk 6ssze, majd az y tengellyel parhuzamosan eltoltuk

-1 egységgel.

a) Az elsé lépés utan az x~—|x— 2| figgvényt kaptuk, a masodik utdn az x — 2|x — 2|
flggvényt.

faggvényt kaptuk, a masodik utén az x — ’ %x ‘ —1flggvényt.

b) Az elsé lépésben az x — ‘ %x

[FE] Készitsiink értéktablazatot, majd abrazoljuk a kovetkezé abszolutérték-fiiggvényeket!

a)a(x):—'x‘;x;

X1+ x+1,
b)b(x)—i2 ;
C)C(X):‘X+”-5‘X—”.
x |-4|-3|-2|-1]0 1 2 314
ax)|]ojo|lO]J]O|O|1]2]|3]4
bx)| 0O | 0| 0| 0|1 2131415
cx) | 4| 3 2 1 1 2 314
a) YA b) YA o) YA

0 g 0 X 0 g

9.
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5. Az f: x — x? fiiggvény

RS Abrazoljuk a kovetkezs fliggvényeket kozos koordinata-rendszerben! Fogalmazzuk meg,
hogy a g, h, k figgvények grafikonjat milyen transzformaciéval kaphatjuk meg az f fliggvény gra-
fikonjabol!

a) f:x—x% g:x»%xz; h:x— 0,1x% k:x——x%
2
b) fix—x’; g:x»—»(%x) : h:x—(0,1x)% K:x e (=x)2.

a) g: y tengely iranyu, %-szeresre valtoztatas; h: y tengely iranyu, 0,1-szeresre valtoztatas;
k: y tengely irdnyu, —1-szeresre valtoztatas, vagyis az x tengelyre torténd tikrozés.
b) g: y tengely iranyu, %-szeresre valtoztatas; h: y tengely iranyd, 0,01-szorosra valtoztatas;

k: f-fel azonos.

a) \ YA / b) YA
\ [ \ \ | /
\ \\ /1] / \ \ / /
A [/ \ /
N p Y, /
AN \ 1/ A /
AN\ R AR NIV
> = ST

T
~t
— Ny
L —

LS Abrazoljuk a kovetkez6 fliggvényeket kozos koordinata-rendszerben! Fogalmazzuk meg,
hogy a g, h, k fliggvények grafikonjat milyen transzformaciéval kaphatjuk meg az f fliggvény gra-

fikonjabol!
a) fixex% g:x—x—1 h:x—x*+1; K:xX—x*+3;
b) f:xe— x% g:x—(x=1% h:xe(x+1?% k:x—(x+3)%

a) g: y tengellyel parhuzamosan —1-gyel eltoljuk. h: y tengellyel parhuzamosan 1-gyel eltoljuk.
k: y tengellyel parhuzamosan 3-mal eltoljuk.

b) g: x tengellyel parhuzamosan 1-gyel eltoljuk. h: x tengellyel parhuzamosan —1-gyel eltoljuk.
k: tengellyel parhuzamosan —3-mal eltoljuk.

a) W [ Il b) %
|\ /]
\\ Jl VNN
\ /l VNNV T
Y /| NEARAVVARIAIAL
\ ] \ AN
\ N\ L1/ i i
\ / NI/
\WN [/ .,
Og 0
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EM®] Mely fliggvények grafikonjat kapjuk meg, ha az x? fuggvény grafikonjan a kévetkezé
transzformacidkat hajtjuk végre?
a) Az y tengely mentén +3-mal eltoljuk.  b) Az x tengely irdnyaban 3-szorosara nyujtjuk.

¢) Az x tengely mentén —2-vel eltoljuk. d) Az y tengely mentén E—szeresére Osszenyomjuk.

2 1.\2 2 1
a) x>+ 3; b) (§x) ; ¢ (x+2); d) X

A& Az x — x? fuggvény grafikonjanak milyen eltolasaval kaphatok a kovetkezé fliggvények
grafikonjai? Hatarozzuk meg a parabolak cstcspontjainak koordinatait!

a) fx)= x*—3; b) fx)= x> +1; 0 fx) = (x+ 3)% d) fx) = (x — 2)%;

e fix)= (x+1%=1; N x)=(x+37%+3;, g f)=(x-2°+1 h) fix)=(x—47°>-1.

a) y tengellyel parhuzamosan -3 egységgel (0; —3);

b) y tengellyel parhuzamosan 1 egységgel (0;1);

¢) x tengellyel parhuzamosan -3 egységgel (-3;0);

d) x tengellyel parhuzamosan 2 egységgel (2;0);

e) x tengellyel parhuzamosan -1, y tengellyel parhuzamosan -1 egységgel (—1; —1);
) x tengellyel parhuzamosan -3, y tengellyel parhuzamosan 3 egységgel (-3; 3);
g) x tengellyel parhuzamosan 2, y tengellyel parhuzamosan 1 egységgel (2;1);

h) x tengellyel parhuzamosan 4, y tengellyel parhuzamosan —1 egységgel (4; —1).

6. A masodfoku fiiggvény 6sszetett
transzformacioi

m Abrézoljuk a kdvetkezé fliggvényeket kozos koordinata-rendszerben! Fogalmazzuk meg,
hogy a g, h, k fliggvények grafikonjat milyen transzformacioval kaphatjuk meg az f fliggvény gra-
fikonjabol!

a) fix—x% g:x»—»%xz-H; h:x—0,1x*=1; k:ix——x"+2;
b) f:x—x; g:x~(%x)2+1; h:x—(0,1%)*=1; kx> (=x)*+ 2.
a) YA 7 b) V[ YA |
I /f/q N e
\A [/ \WHA [l 1/
\ \\ l/ / \\ H1g
\ A
AN A \ /
\\\ 1 /h T
~ < > >
\
k
\
/ \
[ \
[ \
| \
| |

a) g: y tengely mentén %-szeresre valtoztatjuk és az y tengellyel parhuzamosan 1-gyel eltoljuk;

h: y tengely mentén 0,1-szeresre valtoztatjuk és az y tengellyel parhuzamosan —1-gyel
eltoljuk;

9.
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k: y tengely irdnydban —1-szeresre valtoztatjuk, vagyis tlkrozzik az x tengelyre, és az
y tengellyel parhuzamosan 2-vel eltoljuk.

b) g: y tengely irdnyaban %-szeresre valtoztatjuk és az y tengellyel parhuzamosan 1-gyel

eltoljuk;

h: y tengely irdnyadban 0,01-szorosra valtoztatjuk és az y tengellyel parhuzamosan —1-gyel
eltoljuk;

k: y tengellyel parhuzamosan 2-vel eltoljuk.

FAL®] o) Hany y tengelymetszete lehet egy parabolanak?
b) Hany y tengelymetszete lehet altaldban egy fliggvénynek?

Egy f fuggvény y tengelymetszete a (0;(0)) pont. Mivel a 0-hoz egyetlen flggvényérték
tartozik, ez egyetlen pont lehet.

Ha a 0 nem eleme az értelmezési tartomanynak, akkor nincs tengelymetszet. (Példaul: minden
pozitiv szamhoz hozzarendeljik a nala 1-gyel kisebb szamot.)

a) A parabolanak mindig egyetlen y tengelymetszete van.

b) Egy f figgvénynek 0 vagy 1 y tengelymetszete lehet.

EME] Abrazoljuk a kovetkez6 fliggvényeket kozos koordinata-rendszerben! Fogalmazzuk meg,
hogy a g, h, k figgvények grafikonjat milyen transzformaciéval kaphatjuk meg az f fliggvény gra-
fikonjabol!

2
a) fix—x% gix—Qx—=1*=1; hixe—(=x+1?+1; k:x»(%x) +3;

b) f:x—x*; gix—2(x="77% hix——(x+1?% k:x~»%(x+3)2.

a) g: x tengellyel parhuzamosan %-del eltoljuk, y tengely irdnyaban 4-szeresre valtoztatjuk,
majd az y tengellyel parhuzamosan —1-gyel eltoljuk; h: x tengellyel parhuzamosan eltoljuk
1-gyel, majd az y tengellyel parhuzamosan 1-gyel eltoljuk; k: y tengely irdnyaban %—szeresre
valtoztatjuk, majd az y tengellyel parhuzamosan 3-mal eltoljuk.

b) g: x tengellyel parhuzamosan 1-gyel eltoljuk, majd az y tengely irdnyaban 2-szeresre
valtoztatjuk;

h: x tengellyel parhuzamosan —1-gyel eltoljuk, az y tengely irdnydban —1-szeresre
valtoztatjuk;

k: x tengellyel parhuzamosan —3-mal eltoljuk, az y tengely iranyaban %-szeresre valtoztatjuk.

a) LAY [ b) V[V I
NERRE I/ / \\\/ ///
N 1/ \ 1/

\ [\ Il] \ /d
WA\ WAV XNV
\ A Il] £ NIX/

U] ]

A/ /
\\\ [ / \
0 [ \
[ \




EME] Adjuk meg a kovetkezé masodfoku figgvények grafikonjanak csticspontjait koordina-
taikkal, illetve a tengelymetszeteiket!

a) fix—0Qx=1"-1; b) fix—(=x—=1>-1;
o) f:X»—»%XZ—Z,' d) fix—2(x=12=2;
e f:x——(x—="1% f) f:x»%(x—1)2+2.

a) A csucspont koordinatai: (% —1); az y tengelymetszet: (0; 0); az x tengelymetszetek: (0; 0);

(1;0).

b) A csticspont koordinatai: (—1; —1); az y tengelymetszet: (0;0); az x tengelymetszetek: (0; 0);
(=2;0).

¢) A csucspont koordinatai: (0; —2); az y tengelymetszet: (0; —2); az x tengelymetszetek: (2;0);
(=2;0).

d) A csucspont koordinatai: (1;—2); az y tengelymetszet: (0; —2); az x tengelymetszetek: (0; 0);
(2;0).

e) A csucspont koordinatai: (1;0); az y tengelymetszet: (0; —1); az x tengelymetszet: (1;0).

) A csucspont koordinatéi: (1;2); az y tengelymetszet: (0; 2,5); az x tengelyt nem metszi, mert
a csucspontja az I. siknegyedbe esik, és felfele alinak a szarai.

7. Tovabbi fiiggvények

IERCED Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kovetkezé hozzarendeléseket! Készitsiink érték-
tablazatokat!

a) a:x—2x; b)b:x—2vVx; c)c:x»%\/}; d) dix— %x.

Az x— + x fuiggvény grafikonjanak milyen transzformaciéjaval kapjuk meg ezeknek a fliggvé-
nyeknek a grafikonjat?

a) (YA b) (YA
L1
] L
//

1 // 1

: / - I -

0 X 0 X
) YA d YA

0 > 0 >

a) x tengely irdnyu %-szeresre valtoztatds.  b) y tengely irdnyu 2-szeresre valtoztatas.

c) y tengely iranyu %—szeresre valtoztatds.  d) x tengely irdnyl 2-szeresre valtoztatas.

MATEMATIKA
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IERCEH Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kdvetkez6 hozzarendeléseket! Készitstink érték-
tablazatokat!

aax—vVyx+1 b bx—vx+1l, Jcx—vVx—-3 ddx—vx-3.
Mindegyik fliggvény esetében adjuk meg a lehetd legb&vebb értelmezési tartomanyt!

Az x— + x fuiggvény grafikonjanak milyen transzformaciéjaval kapjuk meg ezeknek a fliggvé-
nyeknek a grafikonjat?

a) YA b) YA
L1 - |t
LT
0 > 0 >
@) YA d) YA
1 1 / i
L1

a) x>0, y tengely mentén 1 egységgel torténd eltolas.
b) x=-1; x tengely mentén (1) egységgel torténd eltolas.
¢) x=0, y tengely mentén (—3) egységgel torténd eltolas.
d) x = 3; x tengely mentén 3 egységgel torténd eltolas.

IEXEN Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kovetkez6 hozzarendeléseket! Készitstink érték-
tablazatokat!

aax—vy2x+1 b bx—=2Vx+1, cix—=+vIx—-3, dd:x—9vx-3.
Mindegyik fliggvény esetében adjuk meg a lehetd legbévebb értelmezési tartomanyt!

Az x— + x fuiggvény grafikonjanak milyen transzformaciéjaval kapjuk meg ezeknek a fliggvé-
nyeknek a grafikonjat?

a) YA b) YA

¥
<Y




e IA d) [ YA
[
/
» |
|
1 /
0 > " S
/ 0 X

a) x=0; x tengely iranyban %-szeresre valtoztatas (vagy y tengely irdnyban +/2-szeresre

valtoztatas, mert v2x = v'2-v/x), majd y tengely mentén 1 egységgel torténd eltolas.

b) x>-1; x tengely mentén (-1) egységgel torténd eltolds, majd y tengely irdnyban 2-szeresre
valtoztatas.

¢) x=0; x tengely iranyban %-szeresre valé valtoztatas (vagy y tengely irdnyban 3-szorosra

valtoztatas), majd y tengely mentén (—3) egységgel torténé eltolas.
d) x = 3; x tengely mentén 3 egységgel torténd eltolds, majd y tengely irdnyban 9-szeresre
térténd valtoztatas.

IEXCEA A g fiiggvény a t terilet(i négyzet teriiletéhez hozzarendeli a négyzet atléjanak hosszat.
Készitsiink értéktablazatot! Abrazoljuk a g fliggvényt koordinata-rendszerben!

Mivel a négyzet t teriilete a d atlébdl ugy kaphatd, hogy
2
t= % d = v/2t, a hozzérendelés pedig a t — v/ 2t . IA

~Y

Em Adjuk meg, hogy a koévetkezd mennyiségparok kodzul melyek allnak egymassal
egyenes aranyban, melyek forditott ardnyban! Melyek azok, amelyek sem egyenes, sem
forditott ardnyban nem &llnak egymaéssal?

a) Rogzitett tertletl téglalapok két oldalanak a hossza.

b) Rogzitett kerllet téglalapok két oldalanak a hossza.

¢) Rogzitett terlletl négyzetek oldaldnak és atléjanak a hossza.
d) Egy szam kulonbozé tort alakjainak szamlaldja és nevezdje.
e) Két ikertestvér életkora.

f) Két ikertestvér tbmege.

Egyenes aranyossag: ¢), d), e). Forditott aranyossag: a). Semelyik sem: b), f).

MATEMATIKA
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& coy téglalap tertlete 40 teriiletegység. Szemléltessiik koordinata-rendszerben azt a
hozzéarendelést, amely az egyik oldal figgvényében megadja a masik oldalt!
Milyen kapcsolat all fenn a két oldal k6zott?

40

o

Forditott aranyossag.

IEAED Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kovetkezo fiiggvényeket! Készitstink értéktabla-
zatokat!

a)a:x—I[2x];  b)b:x~2[x]; c)c:xﬁ%[x]; d)d:xﬁ[%x].

Hasonlitsuk ssze a figgvények grafikonjat az x — [x] hozzéarendelés grafikonjaval!

a) 7, b) Y,
2 0
c) 7, d) Y,
1 b 1
H 8 .
— 0
*—C
—<C
-

a) x tengely iranyu %-szeresre valtoztatds.  b) y tengely irdnyu 2-szeresre valtoztatas.

¢) y tengely irdnyu %-szeresre valtoztatds.  d) x tengely irdnyu 2-szeresre valtoztatas.
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IEAEN Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kovetkezo fiiggvényeket! Készitstink értéktabla-
zatokat!

. . . . . 1 . . 1
8 aix— {20}, B)bix—20 o Cixm 10, d)d.x»{zx}.

Hasonlitsuk 6ssze a fuggvények grafikonjat az x — {x} hozzarendelés grafikonjavall

a) 7, b) Y,
P V..V
/4 /]
0 0
c) 7, d) Y,
4 1
>
0 0

1

a) x tengely iranyu 5 -szeresre valtoztatds.  b) y tengely irdnyu 2-szeresre valtoztatas.

c) y tengely irdnyu %-szeresre valtoztatds.  d) x tengely irdnyu 2-szeresre valtoztatas.

IEXE]N Az £ fuggvény minden valos szamhoz hozzarendeli az
egészekre kerekitett értékét. Abrazoljuk koordinata-rendszerben
a hozzérendelést! Készitsink értéktablazatot!

KM Nevezzilk egészrekerekités-fliggvénynek azt az f hozzarendelést, amely minden valés
szamhoz az egészre kerekitett értékét rendeli! Milyen fliggvénytranszformacié viszi az egész-
rész-fliggvényt az egészrekerekités-fliggvénybe?

X tengely irdnyu —% egységnyi eltolas.

9.
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Bevezetés a geometriaba

1. Pontok, egyenesek, sikok

RS Adott négy pont egy sikban, melyek kozl semelyik harom nem illeszkedik egy egyenesre.
Adott tovabba egy 6tédik pont, amely nem illeszkedik erre a sikra. Hany sikot hatadroz meg az
igy megadott 6t pont?

Az els6é négy pont (A, B, C, D) meghatdaroz egy sikot. Mivel kézuluk semelyik harom pont nem
illeszkedik egy egyenesre, ezért barmelyik kett6é (AB, AC, AD, BC, BD, CD) az 6todik E ponttal
meghataroz egy sikot. Ez 6sszesen hat.

Vagyis a feladatban szerepld 6t pont hét sikot hataroz meg.

P& Az A, B, C, D, E pontok nincsenek egy sikban, és semelyik harom nincs egy egyenesen.
Ezen pontok 4ltal meghatarozott egyenesek vagy sikok szama a t6bb?

Az 6t pontbdl barmelyik harmat kivalasztva, azok meghataroznak egy sikot. A sik meghataro-
zasahoz ki nem valasztott két pont ugyanakkor meghatéaroz egy egyenest. (Pl.: ABD sik és CE
egyenes.) Vagyis ugyanannyi egyenest hataroznak meg a feladatban szereplé pontok, mint sikot.

EM®] Hany egyenest hataroznak meg Gsszesen az abran lathato A, B, C, D, E, F, G, H

pontok?

a) b)

B C D E F

A B CD E

T
> +

a) AzA, B, C, D, E, F pontok egy egyenesre illeszkednek, valamint a G és a H is meghataroz egy
egyenest. Tovabbi egyenesek: HA, HB, ..., HF, ami hat darab, illetve GA, GB, ..., GF, ami szin-
tén hat darab. Ez &sszesen 14 egyenes.

b) Az A, B, C, D, E, F pontok egy egyenesre illeszkednek, valamint az F, G, H pontok is. Tovabbi
egyenesek: HA, HB, ..., HE, ami 6t darab, illetve GA, GB, ..., GE, ami szintén 6t darab. Ez 6sz-
szesen 12 egyenes.

m Adott a térben 6t parhuzamos egyenes, melyek kézil barmely harom nem esik egy sikba.
Hany sikot hataroznak meg?

Barmely ketté meghataroz egy sikot. Vagyis 6sszesen ¢t sikot hataroznak meg.

E®] Adott a térben harom egyenes és rajuk nem illeszkedd négy pont. Legfeljebb hany siklap
illeszthet® ezekre, ha minden sik egy egyenest és egy pontot tartalmaz az adottak kozdl?

Egy egyenes barmely ra nem illeszkedd ponttal meghataroz egy sikot. Vagyis legfeljebb 12 sik
képzelheté el. (Ha valamelyik pont—egyenes paros altal meghatarozott sikra illeszkedik egy to-
vabbi pont vagy egyenes, akkor 12-nél kevesebb lesz a sikok szama.)

MATEMATIKA
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2. Szakasz, félegyenes, sz6g

IERCEN Az A, B, Charom kiilénbozé pont egy egyenesre illeszkedik. Hatarozzuk meg az AC sza-
kasz hosszat, ha AB = BC = 19 cm!

A feladat szovegébdl kiderithetd, hogy a B pont az AC szakasz felezpontja.
Vagyis AC = 38 cm.

IEXEA Az A, B, Charom kiilonbozé pont egy egyenesre illeszkedik. Hatarozzuk meg az AC sza-
kasz legkisebb és legnagyobb hosszat, ha AB = 19 cm és BC = 61 cm!

Két eset lehetséges:

I. Az A pont illeszkedik a BC szakaszra.Ekkor a két szakasz kulonbségével egyenlé a hossz:
AC =42 cm.

Il. Az A pont a BC szakasz B-n tuli meghosszabbitasara illeszkedik. Ekkor a két szakasz 6sszegé-
vel egyenl6 a hossz: AC = 80 cm.

IEXEN A2 A, B, C, D pontok ebben a sorrendben egy egyenesre illeszkednek. Igazoljuk, hogy
AC-CD + BC-AB = AB-BD + BC- CD!

Legyen AB = x, BC =y, CD = z. Ekkor a bizonyitand¢ allitas a kdvetkezd alakban irhato:
(x+y)z+yx=x(y+2)+yz
A zarojelek felbontasa utan lathatd, hogy mindkét oldalon xy + yz + xz szerepel.

IEXCEH szanoljuk kiaz @ + B, a B + 7 és az @ + 7 sz6gek nagysagat, ha @ = 37° 45" 347,
B =28°54 48" y = 91° 22" 49"

a+ [ =37°45 34" +28°54" 48" = 65° 99 82" = 66° 40" 22".
B +7y=28°54"48"+91°22'49" = 119° 76" 97" = 120°17" 37".
y+a=91°22"49" 4 37°45 34" = 128°67 83" = 129° 8 23".

&N szémoljuk ki az @ és a B szogek nagysagat, haa + f = 72° ésa - = 14° 32"

Mivel w =, ezért @ = 12 +;4° 32 _ 860232' = 43°16.
Mivel mﬂ)zw - ﬁ, ezért B — 720_;40 32 - 570228' —28° 44"

EEA Az @ és a B egymas mellékszoge.

a) Mekkorak ezek a szo6gek, ha az @ sz6g 12° 17°-cel nagyobb, mint a 5?
b) Mekkorak ezek a sz6gek, ha az aranyuk 2 : 72

¢) Mekkorak ezek a szdgek, ha az @ a f-nél S-val nagyobb?

a) B = 180° —212° 17 _ 167; 43 _ 83°57 30",

@ =83°5130"+12°17 = 95°68" 30" = 96° 8" 30".
(Az a-t szamolhatnank igy is: @ = 180°— 8 = 180°—83°51 30" = 96° 8 30".)

b)a=2~%=40°,/3=7»%=140°.

(A B-t szamolhatnank igy is: 5 = 180° — @ = 180° — 40° = 140°.)
¢) Vagyis @ = 23, ezért @ + S = 3 = 180°. Azaz = 60°, @ =120°.

m Ot szdg egyiitt teljesszoget alkot. Mindegyik szog az el6zénél 12°-kal nagyobb. Sza-
mitsuk ki a legkisebb sz6g nagysagat!

Legyen a legkisebb sz6g a. Ekkor & + (@ + 12°) + (@ + 24°) + (@ + 36°) + (a + 48°) = 360°.
Az 6sszevonasok utan: 5a + 120° = 360°. Vagyis @ = 48°.
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IEXCEA Vekkora szoget zar be az 6ra két mutatdja
a) 4 érakor;  b) 5 orakor;  ¢) fél otkor;  d) hdromnegyed 12-kor?

a) A teljessz6g harmadat, azaz 120°-ot.

b) A teljesszog %-ét, azaz 150°-ot.

c) A teljesszog 3 -6t (1-ét), azaz 45°-ot.
24 8
d) A teljesszog %-ét, azaz 82,5°-ot.
a) b) = e o 2 9 d) 2 e
A A 1 A . A 1
210 10 2° 10 27 Q
-9 -9 & 3 -9 3- -9 —
8 8 4 8 4 8
R 5 7 5 ' 7 5 7 5
v’ 6 AY v’ 6 AY /.. 6 Ay ’ 6 Ay

IEXCEA Fejezziik ki fok, perc, masodperc alakban a kovetkezd szogeket:
a) 62,5°; b) 15,3°; c) 31,45°; d) 90,55¢°!

a) 62°30’; b) 15° 18’; c)31°27; d) 90° 33",

ELM®] Fejezziik ki fokokban a kovetkezé szogeket:
a) 12° 307 b) 65° 45; €)23°7°30% d)51°11" 157

a) 12,5 b) 65,75°; ¢) 23,125°  d)51,1875°!
EERC®] eqy forgasszog egyik szarat rogzitjik, a masik szarat a csticspontja korl forgatjuk. El6-
szOr az éramutato jarasaval ellentétes irdnyban 120° 21°-es sz6ggel, aztan az éramutato jarasa-

val megegyez§ irdnyban 17° 327-es szdggel, végul ismét az 6ramutato jarasaval ellentétes irany-
ban 65° 47°-es sz6ggel forgatjuk el. Mekkora a harom forgésszog ¢sszege?

Felirjuk a mutaté forgatasat eljeles szogekkel:
120°217 —17°32" + 65°47 = 102° 49 + 65° 47 = 168° 36'.

Vagyis a harom forgassz6g dsszege: 168° 36'.

EEXE] Keressiink az bran nevezetes szogparokat!
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A tanult szogparokra egy-egy példat adunk (természetesen ennél tdbb is lathatd az abran):

Mellékszogek: @ és f.
n ® Egyallasu szogek: y és 6.
3 4 Valtészogek: & és 7.
Yy Csucsszogek: e és .
€ Potszogek: u és 7.
o ) Kiegészitd szogek: 6 és A.
Merdéleges szaru konvex szogek: 1 és ¢.

3. Haromszogek

EACE] Létezik-e olyan haromszog, amelynek oldalhosszai:

a) 17, 19, 35; b) 42, 11, 54;
79 1. 8 5 2,
< 3’ 4’ 127 d) 57 3’ 15°

Hasznaljuk a haromsz6g-egyenl&tlenséget!

a) Mivel 17 < 19+ 35, 19 < 17 + 35, 35 < 17 + 19, ezért ilyen haromszog létezik. (A harma-
dik egyenl6tlenség egyedul is igazolja a haromszog létezését, mert a két rovid oldal dsszege
nagyobb, mint a harmadik oldal.)

b) Mivel 42 + 11 < 54, ezért ilyen haromszdg nem létezik.

¢) Mivel % = %+ % ezért ilyen haromszog nem létezik.

08 5,2 5_ 8,2 2 5,8 i+t ilvan harmmcrin [Atas

d) Mivel 3 < 3 + 15 3 < £ + 15" 15 < 3 + £ ezért ilyen haromszdg létezik.

FA®] Mutassuk meg, hogy minden haromszdgben kivalaszthato két olyan oldal, amelyeknek

az 6sszege nem kisebb, mint a harmadik oldal kétszerese!

A hdromszdg oldalai kozul legyen a az, amelyiknél nincs révidebb, és legyen ¢ az, amelyiknél
nincs hosszabb: a < b < c. Ebbdl kovetkezik, hogy 2a<2b<b +c.

EME] 19azoljuk, hogy minden konvex négyszogben a hosszabb 4tlo hosszabb a legrovidebb
oldalnal!

Legyen az ABCD konvex négyszog atldinak metszéspontja P. irjunk fel haromszég-egyenlétlen-
séget az ABP, BCP, CDP és DAP haromszogekre:

a<x+y b<y+z c<z+v,d<v+x.

A négy egyenl&tlenség megfelel6 oldalait 6sszeadva kapjuk, hogy
a+b+c+d<x+y+y+z+z+v+v+x.

Mivel x + z az egyik atlé hossza, y + v pedig a masik atldé hossza, igy az egyenl&tlenség jobb
oldalan a két atl6 dsszegének kétszerese lathaté. (Vagyis a + b + ¢+ d < 2e + 2f.)

Az egyenl6tlenség bal oldaldn all6 a + b + ¢ + d sszegnél nem nagyobb a legrévidebb oldal
négyszerese. (Ha a-nal nincs révidebb oldal, akkor 4a <a+b+c+d.)

Az egyenl6tlenség jobb oldalan alld két atlé dsszegének kétszeresénél nem kisebb a hosszabb
atlé négyszerese. (Ha f-nél nincs hosszabb &tlo, akkor 2(e + f) < 4f.)

Vagyis valdban minden konvex négyszdégben a hosszabb atlé hosszabb a legrévidebb oldalnal.




EMF] Igazoljuk az ABC haromszog belsejében 1évé minden P pontra, hogy a PA + PB + PC
0sszeg nagyobb, mint a haromszog félkerilete!

Tudjuk a hdromszdg-egyenl&tlenségek miatt, hogy

AB < AP+ BP, BC<BP+ CP, CA < CP+ AP.

A harom egyenl6tlenség megfelel§ oldalait 6sszeadjuk, majd elosztjuk 2-vel, és a bizonyitando
allitast kapjuk.

m Igazoljuk az ABCD téglalap belsejében 1évé minden P pontra, hogy a PA + PB + PC + PD
0sszeg nem kisebb, mint a téglalap
a) félkerllete;  b) atlojanak kétszerese!

a) Tudjuk a haromszog-egyenlétlenségek miatt, hogy AB < AP+ BP, BC<BP+ CP,
CD < CP+DP, DA <DP+ AP. A négy egyenl6tlenség megfelel oldalait 6sszeadjuk,
majd elosztjuk 2-vel, és a bizonyitand¢ allitast kapjuk.

b) Tudjuk a haromszdg-egyenlétlenségek miatt, hogy AC< AP+ CP, DB = AC < BP + DP.
A két egyenl&tlenség megfeleld oldalait 6sszeadjuk, és a bizonyitando allitast kapjuk.

& Egy haromszog két szogének aranya 5 : 7, a harmadik szog 72°-0s. Mekkorak a hianyzo
szbgek?

A hianyzd két szdog 6sszege 108°. Az egyik sz6g legyen 5x, ekkor a masik 7x. Vagyis
5x 4+ 7x = 108°, amibdl x = 9°. A hidnyzo két sz6g: 45°, 63°.

m Egy haromszdg egyik szoge 54°, tudjuk tovabba, hogy két szdgének aranya 4 : 5.
Mekkorak a hianyzé szégek?

Harom eset lehetséges. .
l. eset: Ha a 4 : 5 aranyu két sz6g kozul a kisebbik az 54°-0s, akkor a nagyobb 5 % =67,5°.
Ekkor a harmadik sz6g: 180° — 54° — 67,5° = 58,5°.

Il. eset: Haa 4 : 5 aranyu két sz6g kozul a nagyobbik az 54°-0s, akkor a kisebb 4~5%'0 = 43,2°.
Ekkor a harmadik szd6g: 180° — 54° — 43,2° = 82,8°.

lll. eset: Ha a 4 : 5 aranyu két szdg kozal egyik sem egyenlé 54°-kal, akkor a hianyzé két szog
0sszege 126°. Az egyik szog legyen 4x, ekkor a masik 5x. Vagyis 4x + 5x =126°, amibél x =14°.
A hianyzé két sz6g: 56°, 70°.

m Egy haromszogben adott egy @ belsé és egy ' kiilsé sz6g. Mekkorak a hianyzé belsé
szd6gek?
a)a =24° 3" =103% b)a=104° 3" = 33°.

a) B=180°-103°=77° y =180°—24°—-77°=79°;
b) f=180°-33°=147°, y = 180°— 104° — 147° =—-71°. llyen haromszdg nem létezik.

MATEMATIKA
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4. Tovabbi 6sszefiiggések a haromszdég
alapadatai k6zott

A& Rajzoltunk egy olyan egyenls szart haromszoget, amelynek két 58°-0s szoge van. A szara
vagy az alapja a hosszabb?

Mivel a hdromszdgben a sz6gosszeg 180°, ezért a harmadik szo6g (a szarak altal bezart sz6g)
180° — 2 -58°, azaz 64°. Mivel a szarszdg a legnagyobb szdg a haromszogben, ezért az alap
hosszabb, mint a szar.

P& Egy haromszog két szoge 52°-0s és 64°-0s. Egyenld szard-e a haromszog?

Mivel a haromszdgben a sz6gdsszeg 180°, ezért a harmadik sz6g 180° — 52° — 64°, azaz 64°.
Mivel van két egyenld szdge, ezért egyenld szarl a haromszog.

EM®] Az ABC haromszogben az A-nél lévé szog 51°-0s, a C-nél lévs pedig 68°-0s. Rakjuk no-
veked6 sorrendbe az oldalakat!

Mivel a haromszdgben a sz6gdsszeg 180°, ezért a harmadik sz6g 180° — 51° — 68°, azaz 61°.
Mivel nagyobb sz6ggel szemben hosszabb oldal van, ezért BC < CA < AB.

[M®] Az ABC haromszogben AB = 8 cm, AC = 3,5 cm. Melyik allitas igaz, melyik hamis?
Az ABC haromszog

a) C-nél lévé belsd szoge a legnagyobb belsé szog.

b) B-nél 1évd belsé szoge kisebb, mint a C-nél 1évé.

c) A-nal lévé kilsé szoge a legnagyobb kiilsé szog.

d) Barmelyik belsé sz6ge lehet 90°-0s.

e) BC oldala nem a leghosszabb oldal.

A harmadik oldal lehetséges hossza: 4,5 cm < BC < 11,5 cm. Vagyis BC nem lehet a legrovi-
debb oldal, de a leghosszabb igen.
Ezt figyelembe véve: a) hamis; b) igaz; ¢) hamis; d) hamis; e) hamis.

EF®] Keressiik meg a megkezdett mondat helyes befejezését!
Ha egy haromszdgben az egyik kiilsé sz6g hegyesszog, akkor
a) a haromszog lehet, hogy szabalyos.

b) a haromszdg lehet, hogy derékszdgu.

¢) a vele szemkozti oldal a leghosszabb a haromszégben.

d) a hdromszég nem lehet egyenld szaru.

Ha a kulsé szog hegyesszdg, akkor a belsé tompaszdg, vagyis nem lehet a haromszdg szaba-
lyos.

Mivel a haromszog egyik belsé szoge tompaszdg, ezért a haromszog derékszogl sem lehet.
(Ekkor a sz6gbsszeg mar tobb lenne, mint 180°.)

A hdromszog tompaszdgu, és létezik tompaszdgl egyenld szari haromszog.

Ezek szerint a mondat helyes befejezése nem lehet az a), b), d).

A ¢) pedig valdban o, hiszen a tompaszdg a legnagyobb szog a hdromszogben, ezért a vele
szemkdzti oldal a leghosszabb.



5. Osszefiiggés a deréksz6gii haromszég
oldalai k6zott

K& Adott egy derékszogi haromszag két oldala. Szamitsuk ki a harmadik oldalanak hosszat!
(Az atfogot jeloltik c-vel.)

a) a=33,b =56 b)a=7.2 b=15/4;

c¢) b =80, c=89; d)a=16,5 c=21,09.

Hasznaljuk a Pitagorasz-tételt! Az a) és a b) esetben ¢ =+a’+b?, a ¢)-nél a =+v*—b?,

ad)-nél b=vct-—a’.
a) c = 65; b)c=17; c)a=39; d) b=14,4.

P& Létezik-e olyan haromszog, amelynek oldalhosszai a kdvetkezok? Ha igen, akkor derék-
szogu-e?

a)a=65b=72,c=97, b)a=12,b=35c=41,

¢)a=2b=3,75 c=4,25; d) a=0,425,b = 0,275, ¢ =0,725.

a) Létezik ilyen haromszdg, mert minden oldalara teljesil a haromszdg-egyenl&tlenség.
A haromszog derékszdgi, mivel 65% + 722 = 9409 és 972 = 9409.

b) Létezik ilyen haromszdg, mert minden oldaldra teljesil a haromszdg-egyenl&tlenség.
A haromszég nem derékszogl, mivel 122 4+ 35?2 =1369 és 412 = 1681.

¢) Létezik ilyen haromszdg, mert minden oldalara teljesil a haromszog-egyenlétlenség.
A haromszdg derékszdgl, mivel 22 + 3,75% = 18,0625 és 4,25 = 18,0625.

d) Nincs ilyen haromszdég, mert a + b < c.

EML&] Derékszogii-e a PQR haromszog?
a) P(=4;1), Q(=3; -3), R(5;=1);  b) P(=1;2), Q(1; 5), R(6; 1).

a) PQ=v12+4> =17, QR=+/8"+22 =768, PR=+9?+22=85.
A haromszog derékszdgi, mert PQ* + QR* = 17 + 68 = 85 és PR* = 85.

b) PQ=v22+3>=V13, QR=v5"+4> =41, PR=+v7*+1? =50.
A haromszég nem derékszog(, mert PQ? + QR? = 13 + 41 = 54 és PR* = 50.

m Vizszintes talajon allé két figgdleges oszlop tavolsdga 8 m. Az egyik oszlop 2 m-rel ala-
csonyabb a masiknal. Mekkora a két oszlop tetejének tavolsaga?

Jeldljik a keresett tavolsagot h-val. Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt a két oszlop tavolsagara, a
h-ra, és a két oszlop magassaganak kilénbségére: h = v/8% + 2% = /68 ~ 8,25.
Vagyis a két oszlop tetejének tavolsaga kb. 8,25 méter.

EAME] Az ABC derékszogu haromszag BC befogojan vegyik fel a D pontot, az AC befogojan
pedig az E pontot. Igazoljuk, hogy

2 pp2 2 P2 BA—BE _ DA+ DE,
a) BA® — BE* = DA’ — DE?; b)DA—DE_BA—i—BE'

a) Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az EBC és az ABC derékszdgl haromszogre:
BC? + CE* = BE*, BC*+ CA® = BA?.
A masodik egyenlet megfelel6 oldalaibol vonjuk ki az els¢ egyenlet megfelelé oldalait, igy ezt
kapjuk: CAZ — CE> = BA? — BE*. (1)
Most alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az EDC és az ADC derékszdgl haromszogre:
DC* + CE* = DE?, DC* 4+ CA? = DA
A masodik egyenlet megfelel6 oldalaibdl megint vonjuk ki az elsé egyenlet megfelelé olda-
lait: CA? — CE? = DA* — DE?. (2)
Az (1) és a (2) egyenletb6! kapjuk a bizonyitando allitast: BA? — BE? = DA — DE?.

b) Ha mindkét oldalt megszorozzuk (DA — DE)(BA + BE)-vel, és alkalmazzuk mindkét oldalon
az (a —b)(a + b) = a° — b* azonossagot, akkor az a) feladat allitasat kapjuk.

MATEMATIKA
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D

a a
C

60°
a a

B

D
b b

6. Geometriai szamitasok

KRS Adott egy egyenl6 szart haromszog a alapja és b szara. Szamitsuk ki a haromszég m ma-
gassagat!
a)a=4cm,b=3awm; b)a=17cm, b =12 cm.

Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt az 2 és m befogoja, b atfogoju derékszégl haromszogre:

a)m=+v3-22 =45 x=2,236 (cm); b) m=4122—-8,52 = /71,75 ~ 8,471 (cm).

P& Az ABCD rombusz oldalainak hossza 6 cm, A-nal 1évé szoge 120°. Szamitsuk ki &tldinak
hosszat!

Az ABCD rombuszt a révidebb atldja két szabalyos haromszégre vagja. Tudjuk, hogy az a oldalu

szabalyos haromsz6g magassaga: m = Qa.

Mivel most a = 6 cm, ezért AC =6 cm, BD = 6+/3 cm =~ 10,392 cm.

EM®] Egy deltoidban a 90°-0s szoggel szemben 60°-0s szog van. A cstcsaikat 6sszekots atld
hossza 10 cm. Mekkora a deltoid kertlete?

Az ABC szabalyos haromszdgben: BE = ?a.
Az ACD egyenld szaru derékszdogl haromszdgben: DE = %
. E) a " . 20
Mivel BD = 10, ezért Y=>a + < = 10 cm. Ebbdl kapjuk: a = .
22 P V341
Az AED egyenl6 szar derékszdgl haromszdgben: AD = b = %ﬁ = AO 1 V2.
+

20 10 40 + 20+/2
/<=2(a+b)=2< + 2| =40+20v2 5y 99
v3+1 V341 v3+1

Vagyis a deltoid kerilete kb. 24,99 cm.

FA®] Mutassuk meg, hogy az m, a + b és ¢ + m hosszusagu szakaszok derékszogi harom-
szdget hatdroznak meg, ahol a és b egy derékszdgl haromszdg befogdinak, ¢ az atfogdjanak,
m pedig az atfogodjahoz tartozd magassaganak a hosszal

Mivel m?+ (a + b)?> = m? + a* + 2ab + b* = @ + 2cm + m* = (c + m)?, ezért a Pitagorasz-tétel
megforditasa miatt azm, a + b és ¢ + m hosszUsagu szakaszok derékszogl haromszoget hata-
roznak meg. Az atalakitas soran felhasznaltuk, hogy a? + b*> = ¢® és 2t = ab = cm.
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EAE] szamitsuk ki aza = 13 cm, b = 14 cm, ¢ = 15 cm oldalhossztsagu haromszog b oldala-
hoz tartozé magassaganak hosszat!

Az &bra jeléléseit hasznalva: m? + x> = 13% és m? + (14 — x)* = 152,

B
A masodik egyenletben elvégezzik a négyzetre emelést, majd az m? + x> helyére
132-t helyettesitiink: 13% + 142 — 28x = 15°.
2 2 2
Ebbs| kapjuk, hogy x = 13“2# —5ésm=+132—x2 =/132 -5 = 12,
Vagyis a haromszdg b oldaldhoz tartozé magassaganak hossza 12 cm. 13 m =

[AF] Hatarozzuk meg azokat a pitagoraszi haromszogeket, amelyeknek a kertilete és terilete
azonos mérdszamul!

A feladat szdvege szerint: % =a+b+c, azaz ab—2a—-2b=2va*+hb*> (a>0, b>0,

egész szamok). Ebb6l kapjuk: a’b? — 4a’b — 4ab* + 8ab = 0, amit ab-vel osztunk és a kdvet-
kezé alakban irhatunk: (a — 4)(b — 4) = 8. A lehetéségeket tablazatban rogzitettuk:

a-4 | 8 | -4 | 2 | 1 2 4 8
b-4| -1 | 2| 4 | -8 8 | 4 2 1
a -4 0 2 3 5 | 6 8 | 12
b 3 2 o 4| 12| 8 6 5

Kétféle derékszogli haromszoget kaptunk.
Az egyiknek a befogdi: 6 és 8, ennek atfogdja 10, a masiknak a befogdi: 5 és 12, ennek atfo-
gdja 13. Mindkett6 pitagoraszi haromszdg, igy mindketté megoldasa a feladatnak.
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7. Geometriai szerkesztések

A& szerkessziink adott magassagu szabalyos haromszéget!

A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk.

Az adott TC magassag felezi a C-nél l1évé 60°-0s szbget. Az ATC haromszdgben is-
mert a TC oldal és a rajta fekvé két sz6g, ezért ez a haromszdg megszerkeszthetd.
Ugyanezt mondhatjuk a BTC haromszogrél is.

PAL®] Szerkesszink egyenld szart haromszoget, ha adott az alapja és
a) az alaphoz tartozé magassaga;
b) a szérhoz tartozé magassaga!

a) Adatok: ¢, me.
A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk.
Az adott TC magassag felezi az AB oldalt. Az ATC haromszogben ismert a TC és
az AT oldal és a kdzbezart 90°-0s sz6g, ezért ez a hdromszdg megszerkeszthetd.
Ugyanezt mondhatjuk a BTC haromszdgrél is.

b) Adatok: ¢, m..
A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk.
Az APB derékszogl haromszogben ismert az AB &tfogd és az AP befogd. Ezt a
haromszoget szerkesztjik meg el6szor, majd a C pont megszerkesztése kovetkezik.
Az AP-re P-ben meréleges egyenesbdl az A kdzéppontl ¢ sugard koér metszi ki a
B pontot.
A PB egyenesnek és az AB szakasz felez6meréleges egyenesének metszéspontja
adja a C pontot.

EML®] szerkessziink egyenl6 szart haromszoget, ha adott az alaphoz tartozé ma-
gassaga és az alappal szemkozti szoge!

Adatok: m, 7.

A vazlatrajz jeloléseit hasznaljuk.

Az adott TC magassag felezi a C-nél 1évé y szoget. Az ATC haromszogben ismert a
TC oldal és a rajta fekvé két sz6g, ezért ez a haromszdg megszerkeszthetd. Ugyan-
ezt mondhatjuk a BTC haromszogrél is.
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FM®] Szerkesszik meg az adott kerilet egyenlé szaru derékszogl haromszoget!

Adat: k.

G A B @

A vazlatrajzot Ugy készitettik el, hogy AG = AC, BG, = BC legyen, igy GG, az adott k kerllet-
tel egyenld. A G és G csucsoknal 22,5°-0s szogek vannak. (Az AGC egyenlé szard harom-
szogben a CG alappal szemkozti kilsé szog 45°. Ez a sz6g egyenld a nem mellette fekvd két
belsé sz6g 6sszegével, amelyek most egyenlék.)

El6szor megszerkesztjik a GG C haromszoget. Majd a CG szakasz felezémerdlegese kimetszi
a GG szakaszbol az A pontot, a CG, szakasz felez&merélegese kimetszi a GG, szakaszbdl a
B pontot.

B[R] szerkesszik meg az adott keriilet(i egyenl szart haromszoget, ha adott az alappal szem-
kozti szége is!
Adatok: k, 7.

Az el6z6 feladatban lathaté modon jarunk el. Most a G és G csucsoknal 45° —% sz6gek van-
nak.

[BE] Egy derékszogii haromszognek ismert az atfogoja és a két befogé dsszege. Szerkesszik
meg a haromszoget!

Adatok: ¢, a + b.

45°

A vézlatrajzot ugy készitettlk el, hogy PC = BC teljesuljon, s igy AP szakasz hossza a derék-
sz6gl haromszog két befogdjanak hosszaval legyen egyenld. Ennek felvételével kezdjuk a szer-
kesztést.

A BCP haromszdg egyenld szaru derékszdgU, igy P-nél 45°-0s sz6g van. Adott az AB szakasz
hossza is. lgy a B cstics megszerkeszthetd.

PA-hoz P-nél szerkesztlink egy 45°-0s e egyenest, az A koril pedig egy c sugaru k kort. Met-
széspontjuk adja a B pontot.

B-b&l merdlegest allitunk PA-ra, ami kimetszi a keresett C pontot is.

Ha az e egyenesnek és a k kornek nincs kdzods pontja, akkor nem kapunk megoldast.

Ha az e egyenes érinti a k kort, akkor egy megoldas lesz.

Ha az e egyenes és a k kor metszi egymast, akkor két megoldas van. (A két megoldas alakra nem
kalonbozik egymastol.)
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8. Thalész-tétel

EACE £gy AB atmersji félkoriven felvettik a P és a Q pontot. Szerkesszik meg az ABC ha-
romszdget, ha tudjuk, hogy az A csucsbol indulé magassag talppontja P, a B csucsboél induld
magassag talppontja pedig Q!

Az AQ és a BP egyenes metszéspontja adja a C csucsot. (A Thalész-tétel miatt APB<L = 90°
és AQB< =90°.)

EM®] Az ABC haromszégben az A csticsbol indulé magassag talppontja legyen T,, a B csticsbol
indul6 magassag talppontja legyen T,. Legyen tovabba az AB oldal felez6pontja F. Igazoljuk,
hogy T,FT, egyenld szaru haromszog!

Tudjuk, hogy ATiB<L = 90° és ATL,B< = 90°, ezért az AB Thalész-korére illeszkedik Ti és & pont
is. Vagyis az AB szakasz F felez&pontjatol mindkettd sugarnyira taldlhaté. Ez pontosan a bizonyi-
tandé allitas.

m Egy kdrben megrajzoltunk egy AB atmérét és egy AC hurt. Felvettik tovabba a rajzun-
kon a D pontot ugy, hogy AD szakasz felez6pontja C. Mutassuk meg, hogy a BD szakasz hossza
a kor atmérdjével egyenld!

Az ABD haromszodgben BC merélegesen felezi az AD oldalt. Vagyis AB = DB, és ezt kellett meg-
mutatni.

FM®I Egy egyenes Gt mellett a mezén &ll két fa. Készitstink térképvazlatot, majd szerkesztéssel
hatarozzuk meg az Uttestnek azt a pontjat, ahonnan a két fa derékszogben latszik!

Vézlatunkon a két fa Fy és F,, az Ut az e egyenes.

Az FiF; Thalész-kérének minden pontjabdl derékszdgben latszik F1F.. A keresett pontok a Tha-
lész-kor és az e egyenes kdzos pontjai lesznek.

Ha a Thalész-kér metszi az e egyenest, akkor két pont is megfelel.

Ha a Thalész-kor érinti az e egyenest, akkor egy megfelelé pont van.

Egyébként nincs megfeleld pont.

EFAL®] Szerkessziink haromszoget egy oldalbél és két magassagbol!

Két esetet kilonbodztetlink meg.

1. eset: A két adott magassag egyike sem tartozik az adott oldalhoz.

Adatok: ¢, mi, ms.

A vazlatrajz jeloléseit hasznaljuk.

Megszerkesztjik az AB szakasz Thalész-korét, amire illeszkedik a 7 és a T, pont.

Az A kdzéppontd, my sugarl és a B kdzéppontl, m, sugaru kor kimetszi a Thalész-
korbél a T, illetve a T, pontot.

Az AT, és a BTy egyenesek metszéspontjaként kapjuk a C pontot.

A szerkeszthet6ség feltétele: m < c és m; < c.




2. eset: A két adott magassag egyike az adott oldalhoz tartozik.

Adatok: ¢, mz, ms.

Hasznaljuk a vazlatrajz jeloléseit!

Megszerkesztjlk az AB szakasz Thalész-korét, amire illeszkedik a 7> pont. A B ko-
zéppontl, m, sugaru kor kimetszi a Thalész-korbdl a T, pontot. Az AB egyenessel
ms tavolsagra huzott parhuzamos egyenes és az AT, egyenes metszéspontja lesz a
C pont.

A szerkeszthetdség feltétele: m, < c.

MATEMATIKA
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[BE] Az e és f egyenesek merélegesek egymasra. Tudjuk, hogy PQ szakasz hossza allando, to-
vabba P az e egyenesre, Q az f egyenesre illeszkedik. A PQ szakasz 6sszes lehetséges helyzeté-
ben jeloljik meg a szakasz F felez6pontjat! Milyen ponthalmazt kapunk?

Az abran a feladat feltételeinek megfelelé helyzetben 1évé PQ szakaszt latunk.

A PQ Thalész-korére illeszkedik e és f egyenes C metszéspontja. Ezért a PQ szakasz
F felez&pontja a C-t6l mindig a PQ szakasz hosszanak felére taldlhaté. Ez egy allandd,
igy a keresett ponthalmaz egy koér, amelynek C a kézéppontja, sugara pedig a PQ
hosszanak felével egyenld.

oo ¢

9. A haromszég oldalfelez6 merélegesei
és koré irt kére

m Vegylnk fel egy AB szakaszt! Szerkessziink harom kulonbozé kort, amelyek mindegyi-
kének az AB szakasz egy hurja!

Az AB szakasz f felez&merdleges egyenesén barhol valaszthatunk egy pontot, az j¢ lesz a kor ko-
zéppontjanak.
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P& Szerkessziink egy hegyesszogu, egy derékszogl és egy tompaszogi haromszoget, ame-
lyeknek a koré irt kére ugyanaz az elére adott kor!

A harom abra mutat egy-egy megoldast.

EM®] Szerkessziink egy 2,5 cm oldalhosszisagu szabalyos haromszoget! Szerkesszik meg a
haromszdg koré irt korét is!

Az ABC szabdalyos haromszog megszerkesztése utan elég két oldalfelezd meréleges egyenest
megszerkeszteni, ezek metszéspontja megadja a koré irt kor K kdzéppontjat. Ezutan példaul a
KA-t korzényilasba vesszik, és megrajzoljuk a kivant kort.

FML®] Szerkesszink haromszoget, ha adott az egyik oldala, a kéré irt kér sugara és az adott ol-
dalon fekvé egyik szoge!

Adatok: ¢, r, a.

A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk.

Az AB szakasz felvétele utdn megszerkesztjik az O pontot. Ekkor az O kdzéppontu r sugaru
kor és az AB-hez A-ban @ szdgben hajlé egyenes metszéspontja lesz a C.

EL®] Szerkessziink egyenls szart haromszoget, ha adott
a) az alapja és a koré irt kor sugara;

b) a szara és a koré irt kor sugara;

) a szarak altal bezart sz6g és a koré irt kor sugara!

a) Adatok: ¢, r.
A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk.
Az AB szakasz felvétele utan megszerkesztjuk az O pontot. Ekkor az O koézéppontu r sugard
kor és az AB felezdmerélegesének metszéspontja lesz a haromszog harmadik csticsa. Mivel két
metszéspontot kapunk, ezért két megfelel6 haromszdg szerkeszthettABG ¢ ABG,.
A megoldhatésag feltétele: ¢ < 2r. (c = 2r esetén a kapott két haromszdg egybevago.)
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b) Adatok: b, r. C
A vazlatrajz jeloléseit hasznaljuk.
Az AC szakasz felvétele utan megszerkesztjik az O pontot. Ekkor az O kdzéppontu r sugaru
kor és a C kbzéppontd, b sugart kor metszéspontja lesz a B csucs. (A két kornek két met-
széspontja van, a masik az A.)
A megoldhatdsag feltétele: b < 2r.

¢) Adatok: r, 7. C
A vazlatrajz jel6léseit hasznaljuk.
Az AO szakasz felvétele utan megszerkesztheté a C pont. (Mivel ACO haromszdg egyenld AE
szard, ezért A-nal is % sz6g van, tovabba AOC = 180° — y.) Ekkor az O kdzéppontd r su-
garu kor és az AC-hez C-nél y szdgben hajlé egyenes metszéspontja lesz a B csucs.
A megoldhatdsag feltétele: 0 < y < 180°. o
A B

[E] Szerkesszik meg egy adott kér ismeretlen kozéppontjat!

Mivel minden hurfelez6 mer6leges egyenesre illeszkedik a kor kozéppontja, ezért két tetszéle-
ges (de nem parhuzamos) hur felezémerdlegesének metszéspontja lesz a kor kozéppontja.

A& Az ABCDE szabalyos tszog csticsai kozil minden lehetséges modon kivalasztunk harmat.
Az igy kapott haromszogek mindegyikének megszerkesztjik a koré irt korét. Hany kalonbdzé ha-
romszoget és hany kilonbozé kort kapunk?

A szabalyos 6tszog koré irt kdr minden ilyen haromszdgnek a koré irt kore lesz. Vagyis egy kort
kapunk.

A haromszogeket felsorolas utdn meg tudjuk szamolni: ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD,
BCE, BDE, CDE. Vagyis 10 klonbdzé haromszdget kapunk.

m Adott egy négyszdg. Szerkessziink olyan kéroket, amelyek a négy
csucsatol egyenlé tavolsagban haladnak!

Legyen a négy pont: A, B, C, D. Megszerkesztjik példaul az ABC harom-
sz6g koré irt korét. A kapott kor kdzéppontja K, sugara r. A K kdzép-

r+ KD

pontuy, 3

sugaru kor megfelel a feladat feltételeinek, ugyanis ez

mind a négy ponttol ‘#‘ tavolsagra halad. E

Ha kivalasztott harom pont koré irt korén a negyedik pont is rajta van,
akkor barmely K kdzéppontd kér megfeleld lesz.

Mivel négy pont kozul harmat kivélasztani négyféleképpen lehet, ezért
altaldnos helyzetben négy megoldasa van a feladatnak. Ez lathat6 az
abran.
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EMZF] Apolidniosz-féle feladatnak nevezziik a kovetkezét: Szerkesszink harom adott kérhoz
egy negyediket, amely mindharom adott kort érinti! Azokat a feladatokat is igy nevezzik, ami-
kor a harom adott kér barmelyike helyett pont vagy egyenes van adva. Ezek a pontok, egyene-
sek, korok lesznek az ugynevezett kiindulé elemek.

Tervezzink meg egy véletlenszer( sorsolast, amelynek segitségével egy Apolldniosz-féle feladat
kiindulo elemeit kivalaszthatjuk! Hany kimenetele lehet a sorsolasnak?

Tegyiink egy kartondobozba példaul harom piros, harom kék és harom rézsaszin kupakot (de
barmi lehet, ami alakra egyforma, csak szinben kilénb6z8). Keverés utan vegyiink ki harmat.
A piros (P) jelentsen pontot, a kék (K) kért, a rozsaszin (R) pedig egyenest. Igy valéban egy Apol-
l6niusz-feladatot sorsoltunk ki.

Lehet hogy mindharom kihuzott kupak azonos szin(: PPP, KKK, RRR.

Lehet, hogy ketté azonos szind: PPK, PPR, KKP, KKR, RRP, RRK.

Lehet, hogy mind kilénbz8 szind: PKR.

Vagyis 10 eset lehetséges.

10. A haromszdg szégfelezdi, beirt és
hozzairt kérei

EAC& Egy haromszogben egy-egy szog 64°-0s és 48°-0s. Mekkora szoget zar be egymassal a
két sz6g belsé szogfelezéje?

A két sz0g csUcsa és a szogfelezék metszéspontja egy hdromszdget hataroz meg. Ennek a ha-
romszognek két szdge: 32° és 24°. Ezért a harmadik sz6g: 124°.
Ezek alapjan a két szogfelezd hajlasszoge a 124° kiegészit6 szoge lesz, vagyis: 56°.

PAL®] Mekkora szoget zar be egymassal a haromszog két szogfelezéje, ha tudjuk, hogy a har-
madik sz6g 76°-0s?

A két szOg cstcsa és a szogfelezék metszéspontja egy haromszoget hataroz meg. Ebben a ha-
romszégben két sz6g sszege: (180° — 76°): 2, azaz 52°. Ezért a harmadik szog: 128°.
Ezek alapjan a két szogfelezé hajlasszoge a 128° kiegészitd szoge lesz, vagyis: 52°.

EM®] Mekkora szoget zar be egymassal a haromszog valamely csticsabol induld belsé és kiilsé
szogfelezd?

Mivel az egy csticsnal fekvd belsé és kilsé szogfelezé Osszege 180°, ezért az egy csucsbol indulod
belsé és kulsé szogfelezé 90°-os szoget zar be egymassal.

] Mekkora a beirt és a koré irt kor sugara az
a)a=6cm, b=8cm; bla=15cm,b=36cm
befogoju derékszdgl haromszégben?

a) Mivel derékszogl a haromszog, ezért a koré irt kor a Thalész-kor lesz. Vagyis ennek a kérnek
az r sugara az atméré felével egyenld hosszUsagu. Pitagorasz-tétellel: ¢ = 10 cm, azaz

r=5 cm. A derékszogl haromszog terllete: t= % = % =24 (cm?), kerilete:
k=6+8+ 10 = 24 (cm), ezért a kertletének a fele: s = 12 cm. Hasznaljuk a t = os terd-
letképletet (ahol p a haromszog beirt kérének sugara): o = % = % = 2 (cm).

b) Az el6z6 gondolatmenetet kévetve: r= 19,5 cm, o = 6 cm.
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EAE] 19azoljuk, hogy C,C,=a + b, ahol a és b a haromszdg oldalai a szokasos jel6lés szerint,
C, a c oldalegyenes és az a oldalhoz hozzairt kér érintési pontja, C, a ¢ oldalegyenes és a b ol-
dalhoz hozzairt kor érintési pontja!

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

G A B G

Tudjuk, hogy AG, =s, BG, =5, AB=c.Vagyis GG, =2s—c=a+b.

[BF1 igazoljuk, hogy C.C, = b, ahol a a haromszég oldala a szokasos jelslés szerint, C_a c oldal
és a c oldalhoz hozzairt kér érintési pontja, C, a ¢ oldalegyenes és az a oldalhoz hozzairt kor
érintési pontja!

Hasznaljuk az abra jeloléseit!

Mivel AG, =s, AB = ¢, ezért BC,=5—c. Mivel CAc=s, BC = a, ezért BAc =s—a. Mivel
BCc = BAc, ezért BCc = s — a. Ezek alapjan G, =BG+ BC=s—c+s—a = b.

Megjegyzések:

1. Az el6z6 feladatban lattuk, hogy GG, = a + b. Most bizonyitottuk, hogy C. G, = b. Ezekbdl
kovetkezik, hogy G Ce = a.

2. Megmutathato, hogy AB oldal felezémerélegesére BC. szakasz tikros, és a tukorképe az AG,
szakasz, vagyis AGo =s—a. Mivel BG, =s, AB =c, ezért AG,=5—cC.

Ezek alapjan G;Go=s—c+s—a = b.

3. Az eddigi eredményeinket felhasznalva kiszamithatjuk a GG szakasz hosszat:
GG =AB—-2-BC=c—-2(s—a)=c—a—-b-c+2a=a-b. Felhasznaltuk a rajzunkrdl,
hogy a > b. Ha ezt nem tudjuk, akkor GC. =la—b/.



11. Sokszogek

S szamitsuk ki a
a)11; b)23; ¢ 108, d) 1000
oldalu konvex sokszog belsé szogeinek dsszegét!

Tudjuk, hogy az n oldalu konvex sokszog belsd szogeinek dsszege (n — 2)- 180°.
a) (11 —2)-180° = 1620°; b) (23 — 2)-180° = 3780°,
c) (108 — 2)-180° = 19080°, d) (1000 — 2)- 180° = 179 640°.

P Szamitsuk ki a
a)13; b)21; ¢ 132; d)500
oldalu konvex sokszog atldinak szamat!

Tudjuk, hogy az n oldali konvex sokszégben w atlé van.

a)wz 65; b)wﬁ%{

0132032-3) _ g5y, o) 300600 =3) _ 154250,

EM®] Igazoljuk, hogy az abran lathatd konkav sokszogek belsé szogeinek osszege
(n—2)-180°, ahol n az oldalak szamat jelenti!

a) Az abran lathaté modon az 6tszoget harom haromszogre vagjuk. Ezért a belsd szogek ¢sszege
valdban (5 — 2)-180° = 540°.

b) Az abran lathatdo médon a hétszoget 6t haromszogre vagjuk. Ezért a belsé szogek 6sszege va-
l6ban (7 —2)-180° = 900°.

FAL®] Hany oldald lehet az a sokszog, melyben minden szog hegyesszog?

Tudjuk, hogy a konvex sokszogek belsé szogeinek 6sszege (n — 2)-180°. Ha egy n oldalu sok-
sz6gben minden szog kisebb, mint 90°, akkor (n —2)-180° < n-90°. Azaz n < 4.
Vagyis csak haromszogek esetén képzelhetd el az, hogy egy sokszdg minden szége hegyesszog.
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EFL®] Egy konvex sokszog harom csticsat az abran lathatd modon egy-egy egyenes
mentén levagtuk. Hogyan valtozik ekkor a bels§ szogek 6sszege?

Ha eredetileg a sokszognek n oldala volt, akkor a vagas utan n + 3 oldala lett. Azaz

a belsé szdgek 6sszege (n — 2)-180°-rél (n + 1)- 180°-ra nétt. Vagyis 540°-kal nétt
a belsd szdgek dsszege.

[BF] 2) Egy n oldalu sokszog oldalainak szamat megduplazzuk. Az oldalszam f(n) fiiggvénye-
ként fejezzuk ki, hogy hanyszorosara valtozik a sokszdg belsé szogeinek 6sszege!

b) Mely egész szamokat veszi fel az a) részben szerepld f(n) fuggvény?

¢) Adjuk meg azt a legszUkebb intervallumot, amelyben az a) részben szereplé f(n) fliggvény
minden fliggvényértéke megtalalhato!

a) Az eredeti sokszog belsé szogeinek 6sszege: (n — 2)- 180°, az Uj sokszdgben a sz6gdsszeg:

(2n—2)-180° _2n -2
(n—2)-180° ~ n-2

(2n —2)-180°. Vagyis f(n) = -szeresére né a sokszog szOgosszege

(n = 3 egész szam).
- ~(@2n-=-2)-180° _2n—-2 _2(h—=2+2 _ 2
b) Mivel f(n)_(n—z)‘180°_n—2_ > _2+n—2

ezért két egész szamot vehet fel az f(n). Ezek a kovetkezék: f(3) = 4, f(4) = 3.

: _ 2 2
¢) Tudjuk, hogy f(n) = 2 + ) F)

de pozitiv marad. Ezeket figyelembe véve: f(n) € ]2; 4]. Megjegyzés: Minden megengedett n
esetén f(n) € 12; 4], de ha y € 12; 4], akkor nem feltétlentl létezik y-hoz megfelel6 n szam.

és n=3 egész szam,

és n > 3 egész szam. Az n ndvekedésével a csokken,

EAE] £gy sokszognek szeretnénk megduplazni a bels6 szogeinek dsszegét. Hogyan kell val-
toztatni az oldalak szamat?

Az eredeti sokszog belsé szdgeinek Gsszege: (n —2)-180°, az Uj sokszdgben a sz6gdsszeg:
(m —2)-180°. A feladat feltétele szerint: 2(n — 2)- 180° = (m — 2)-180°, amib8l m = 2n — 2.
Vagyis az eredeti sokszog oldalszamanak kétszeresénél kettével kevesebb oldala legyen az Uj sok-
szbgnek.

m Adjuk meg az 6sszes olyan egész szamot, amely lehet egy szabalyos sokszog belsé sz6-
gének fokban kifejezett mérészamal

A tankdnyvi példaban mar lattuk, hogy 22-féle olyan szabalyos sokszog van, amelyben a belsd sz6-
gek fokokban mért mérészama egész szam. Megallapitottuk, hogy az oldalak szama a kévetkezé
22 szém lehet:

3,4,5,6,8,9, 10,12, 15, 18, 20,

24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 360.

Az n oldalszam ismeretében a 180° — %OO képlettel kiszamitjuk a megfelel6 szabalyos sokszog

egy sz6gének mérészamat. A kovetkezé szamokat kapjuk:
60, 90, 108, 120, 135, 140, 144, 150, 156, 160, 162,
165, 168, 170, 171,172, 174,175, 176, 177, 178, 179.
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EMF] Melyek azok a szabalyos sokszogparok, amelyek esetén az egyik sokszog belss szoge a
masik sokszog kilsé szogével egyenls?

Az n oldalu szabalyos sokszég minden sz6gének nagysaga

w. Tudjuk, hogy a kulsé

szdgek 6sszege minden konvex sokszégben 360°, ezért az m oldalu szabalyos sokszd6g minden

(n—2)-180° _ 3600, azaz atren-
n m

dezve: mn —2n —2m = 0. Ezt (n — 2)(m — 2) = 4 alakban is felirhatjuk. Mivel n és m 2-nél na-
gyobb egész, ezért csak a (6;3),(4; 4), (3;6) szamparok adjak a megoldast. Vagyis a szabalyos
haromszdg—szabalyos hatszdg és a négyzet—négyzet parositas tesz eleget a feladat feltételeinek.

kulsé sz6gének nagysaga %OO A feladat szévege szerint:



Egyenletek,
egyenletrendszerek

1. Els6foku egyismeretilenes egyenletek

Oldjuk meg a kovetkezé egyenleteket a valés szamok halmazan!

m%-[ZX—%(X—{—%)]:4X—3(X+2).

1 1, Ay 1 _ _Nn
x—§x—ﬁ_x 6,azaz 12x —4x —1 = 12x 72,ahonnanx_4.

—_

3x+2 ,2x+5_, 5-—x
RN 32 255X
9%+ 6+ 4x + 10 = 12x — 20 + 4x, ahonnan x = 12.

Ea 2x—3 _ 2(X—3)_

2+X 6+ X

2x=3)(x+6)=2x—6)(x+2), azaz 2x* + 9x — 18 = 2x* — 2x — 12, ahonnan x=1§.

—_

EXEH <+6)(x—5—-(x—3)2—x)=2x— D(x+2).

22

X4+ X—30—2x+6+x>—3x=2x>+ 3x— 2, ahonnan x = — =

mx—S_x+5+ 20x -0

X+5 x—-5" x2_25"

X2—1OX+25—2X2—10X—25+20X 0, azaz — 0
Xx°—25 X — 25

mellett minden valds szam.

= 0. Az egyenlet megoldasa | x|# 5

SN 6%+ 12 = 8x— 24. x =18.
2, 1.5 .1 -
m§x—2_4x+3. x=-1
EXEH 6(x-3)-3(x—4) = 2(x+6). x=18.
xX—3 2x—-4 _x+1_ _9
9. K1 Rep 5~ 10 © X=725
_X+2 3Xx—-2_ 5 4x—1 _4
10, K1 -4
EERCE] < [2Gx—2) + 2x+ 3] = 4(x + 6). x=—23

EER®] 5x — 3{4x — 2[4x - 35x — 2)]} = 182. X =-2.

MATEMATIKA
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2. Szoveges feladatok megoldasa egyenletekkel

IEACEH £gy haromjegy szamban a 10-esek helyén allo szamjegy kettével nagyobb az egyesek
helyén allénal, és eggyel kisebb a szazasok helyén allé szamjegynél. Ha a szamhoz hozzaadjuk
a forditottjat, azaz a szamjegyeinek forditott sorrendjében felirt szamot, eredménytl 1453-at
kapunk. Mi volt az eredeti haromjegy( szam?

abc + cha = 101a + 20b + 101c = 1453, ahol b=c+2 ésa =c+ 3.
Ezek szerint 101(c + 3) + 20(c+ 2) + 101¢c = 1453, azaz 222c + 343 = 1453,
ahonnan c =5, ésigy b =7, a = 8. A keresett szam a 875.

Budapestrdl elindul egy autd Minchenbe reggel 8 érakor allandé 80 km sebességgel.
h

. . k .
Fél 10-kor elindul egy masik auté ugyanazon az Utvonalon allandd 110 Tm sebességgel. Mikor

lesz a két autd kozott a tavolsag 60 km?

A két autd kozott a tavolsag kétszer lesz 60 km. El6szdr akkor, amikor a masodik auté még az
elsé mogott van, masodszor pedig amikor a masodik autd mar az elsét megelézve elétte van.
Ha t az elsé autd menetideje, akkor az aldbbi egyenleteket irhatjuk fel:

80t =110(t —1,5) + 60, illetve 80t =110(t—-1,5)— 60.

Els6 esetben t = 3,5, a masodik esetben t = 7,5. Tehat a két autd kézott a tavolsag 11 éra 30-
kor, illetve 15 6ra 30-kor lesz 60 km.

IEECEA £oy nagy es6zés utan vizzel elarasztott pincébdl harom szivattytval akarjak a vizet kie-
melni. Az elsé és a masodik szivattyd egyeddl 6 éra alatt tudna kiszivattylzni a vizet a pincébél.
A harom szivattyut délel6tt 11-kor kapcsoltak be, és délutan 13 déra 15 percre kiszivattyuztak
az osszes vizet. Mennyi id6 alatt végezne egyedil a szivattytzassal a harmadik szivattyu?

Ha a harmadik szivattyl egyeddl x 6ra alatt szivja ki a vizet a pincébdl, akkor

2’55 + 2’55 + 2’55 =1, azaz 2,25x + 2,25x + 13,5 = 6x.

Innen x = 9. Tehat a 3. szivattyl egyedil 9 6ra alatt végezne a munkaval.

IEMEA £oy kozépkori feladat: , Lészen egy hdromszeglemény, melliknek is két qyepliléniai azo-
nos mértékdek vala. Emezekkel szemkesztes kenyeki két tagu naturalis numerandusok vala. Mig-
nem az harmadik kenyek emezen numerandusok forditottja vala. Mekkorak az fentebb forgandd
triangulum kenyeki?” — Vagyis:

Egy egyenld szari haromszdg alapjan fekvé szogei fokokban mérve kétjegyl egész szamok. A
szarszoge e kétjegyl szamok forditottja (vagyis a szamjegyek felcserélésével kapott kétjegy
szam). Mekkordk a haromszdg szogei?

A feltételek szerint 2 -ab + ba =180. Részletesen kiirva

21a+12b =180, azaz 7a + 4b = 60.

Mivel a jobb oldal 4-gyel oszthato, ezért a bal oldalnak is 4-gyel oszthatonak kell lennie, azaz
7a oszthatd 4-gyel, vagyis a oszthat6 4-gyel. Tehat a = 4, vagy a = 8. Ha a = 4, akkor b = 8,
ha pedig a = 8, akkor b =1. A hdromszdg szogei:

48°, 48°, 84° vagy 81°, 81°, 18°.

IECEA Andras és Béla egyiitt 36 évesek. Amikor Andras annyi id6s lesz, mint Béla most, akkor
Béla éveinek szdma 16-tal lesz toébb, mint Andras éveinek mostani szama. Hany évesek most?

Ha Andras most a éves, akkor Béla 36 —a éves. Amig Andras annyi id6s lesz, mint Béla
most, azaz 36 —a éves, addig 36 —a—a =36-2a év telik el. Ennyi év mulva Béla
36 —a+ 36 — 2a = 72 — 3a éves lesz. A feltételek szerint

72 -3a—-16 = a, ahonnan a=14.

Tehat Andras jelenleg 14 éves, Béla pedig 22 éves.



I 1000 Ft-ot felvaltottunk 20 és 50 Ft-os érmékre. Osszesen 32 db érmét kaptunk.
Hany db 20 és hany db 50 Ft-os érménk lett?

Ha x db 20 Ft-os van, akkor a megoldandé egyenlet:
20x + 50(32 — x) =1000.
x = 20, tehat 20 db 20 Ft-os és 12 db 50 Ft-os érménk van.

IEACED Harom testvér kozil a kozépss 11 éves, a legiddsebb 6tszor annyi idds, mint a legfia-
talabb. A harom testvér egylttes életkora eggyel kevesebb, mint amennyi idés lesz a legidésebb
akkor, amikor kétszer annyi id6s lesz, mint most. Hany évesek a testvérek?

Legyen a legfiatalabb x éves. Ekkor x +11 + 5x +1 =10x, ahonnan x = 3. A testvérek életkora:
3, 11 és 15 év.

IEXEA Az A és B helységek kozott a tavolsag 240 km. A-bol B-be elindul reggel 6 6rakor egy

vonat 64 kTm sebességgel. 7-kor B-bdl indul egy vonat A-ba 80 kTm sebességgel. Mikor lesz a ta-

volsag kozottuk 40 km?

Kétszer lesz a két vonat kozott a tavolsag 40 km. Ha t az A helységbdél indulé vonat menetideje,
akkor egymas felé kozeledve:

64t 4+ 80(t —1) + 40 = 240, ahonnan t =1,94 6ra.

Egymastdl tavolodva:

64t + 80(t—1) — 40 = 240, ahonnan t = 2,5 ora.

A két vonat kb. 7 éra 57 perckor, illetve 8 éra 30 perckor lesz egymastol 40 km tavolsagra.

IEXED Csaba reggel 9 orakor elindult kerékparral, hogy a vérosban laké nagymamajat meg-

. km TR .
ldtogassa. Allandd 20 e sebességgel haladt, és masfél orat toltott a nagyinal. Visszafelé
— ugyancsak allandé sebességgel haladva — mar sietett haza, sebességét 10%-kal novelve
% 3 el6tt 3 perccel ért haza. Milyen tavol lakik a nagymama?

Csaba 6sszesen 5,7 6rat toltott tavol. Ebbdl 1,5 érat volt nagymamajanal, 4,2 6rat volt tton. Ha

i e S, S _ _ 924 _
a kérdéses tavolsag S, akkor 30 + 55 = 4,2, ahonnan S = 57 = 44 km.
KLLMD gy kocsmaros a 12 liter 40%-os palinkajat — hogy nagyobb nyereségre tegyen szert —
higitani akarta. Ismert, hogy 10%-nal nagyobb tdménység esetén 2%-os eltérést muszer nélkil
még nem lehet észrevenni. Ezt tudja a kocsmaros is. Legfeljebb hany dl vizzel higithatja palinkajat,
hogy még ne vegyék észre a csalast a fogyasztok?

A palinka tisztaszesz-tartalma 4,8 liter. A higitas utan legalabb 38%-osnak kell lennie.

48 100> 38, ahonnan x < 0,6316 |.
12 +x

Tehat legfeljebb 6,3 dl vizzel higithatja palinkajat a kocsmaros.

MATEMATIKA
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3. Egyenletek megoldasi modszerei

EAC®] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) 2x+D(x=4)+32x+1)=6Q2x+1);
b) (4—x)—12+3x=2x—8.

a) Rendezzik 0-ra az egyenletet, majd emeljiink ki (2x 4 1)-et.
2x+Nx=4)+32x+1)—-6(2x+1) =0, azaz 2x+1)(x—=7) = 0.

Innen x; = X =17.

1
7

b) Az egyenlet igy alakithato:

(4-x)—-34-x)+2(4-x)=0,azaz (4 —x)(3-3)=0.

Azonossaghoz jutottunk, vagyis az egyenletet minden valés szam kielégiti.

PAL®] Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket!

_ 1 . I Y xX—4
a) 2x—2 = 2x+3, b) | x 3|_2x, c) 5 = X+ 2.

a) 7 b) YA
IX=3
T —1x+3
X X
1
Z‘x—‘z
Az 4bra alapjan az egyenlet megoldésa Az 4bra alapjan az egyenlet megoldésa
X=2. Xi=2, X2=06.
@) Y,
—X+2
X
_Ix-2
Az egyenlet megoldasa — az abra alapjan —
X = % amit helyettesitéssel ellenérizhetlnk.

EME] Mely x, y valos szamok elégitik ki az alabbi egyenléségeket?
a) X —6x+9+y —2y+1=0;
b) V2x —4 +v6 —3x + 2xy = X’ — 4y + 3;
1 2+ 12+ 19
X —4x+6 2 '




¢) Az egyenlet bal oldala:

V. EGYENLETEK, EGYENLETRENDSZEREK

a) Vegylk észre, hogy az egyenlet bal oldalan teljes négyzetek szerepelnek.

(x=3’+(y-1*=0.
Ez akkor és csak akkor teljesul, ha a bal oldal mindkét tagja 0, vagyis x =3, y =1.

b) A négyzetgyokok miatt 2x —4 >0, azaz x> 2 és 6 — 3x = 0, azaz x < 2. Ezek szerint csak

Xx = 2 lehetséges. Ezzel az egyenlet igy alakul:

4y = y — 4y + 3, ahonnan y:%

—————— . Mivel a nevezd értéke legaldbb 2, igy a tort értéke leg-
(x=2+2 g 9 g

feljebb % Az egyenlet jobb oldala:

yz+6y+%=(y+3)2—9+%=(y+3)2+%21

>
Mivel a bal oldal legfeljebb l, a jobb oldal legalabb =, igy az egyenléség csak akkor allhat

1
>
fenn, ha mindkét oldal értéke % Ekkor x =2, y =-3.

EME] Oldjuk meg grafikusan az alabbi egyenleteket!

a)2—\x+2\=%x; b)lx—3l+|x+2/=x+3; ollxl=1=3-lxl.
a) 7Y b) 7
| — X
>

X1=—5, x> = 0. X1=2, X =4.

C) YA
X

X =de

9. EVFOLYAM
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4. Egyenlotlenségek

EACE Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valos szamok halmazan!
a) #Sx+4; b) %H—%S 2x—2; o 3[x=2(x+3)]>2[x-3x=23)].

a) x<10; b)xz%; c) x> 36.

PAL®] Oldjuk meg a kévetkez6 egyenlétlenségeket!

2X+3 - §. X+ 3 . _
a) X_4_O, b)ZX_4>1, ¢ (x+3)(4x—6)>0.

a) Egy tort értéke akkor negativ, ha a szamlald és a nevezd kilonbdzé el6jeld.
2x+3=2065sx—-4<0 vagy 2x+3=<06ésx—4>0.

Elsé esetben XZ—% és x < 4. A masodik esetben pedig XS—% és x > 4, ami nyilvan le-

hetetlen. Tehat az eredeti egyenlétlenséget kielégité valés szamok: —% <x <4,

b) Vegylnk el mindkét oldalbdl 1-et, majd vonjuk dssze a kapott két tagot.

X+ 3 . X+3 2x-4 —X+7
2X_4—1>O, tehat 2x—4_2x—4>0’ ahonnan 2)(_4>0.

Ez utdbbi egyenlétlenség akkor teljestl, ha a szamlald és a nevezé azonos eljelliek. Az ere-
deti egyenl&tlenséget kielégité valds szamok: 2 < x < 7.
¢) Egy kéttényezds szorzat akkor és csak akkor pozitiv, ha tényezdi azonos eléjelliek. Az eredeti

3
5.

egyenl6tlenséget kielégité valds szamok: x < —3 vagy x >

EMCE] Abrazoljuk a szamegyenesen azokat az x valos szamokat, melyek mindkét egyenlétlen-
séget kielégitik!
2x+4 _ x+1

3 SX+ 2, x—2< 3

Az els6 egyenl&tlenség megoldasa: —2 < x, a masodik megoldasa: x < 7 Tehat a mindkét

2
egyenlétlenséget kielégité valos szamok a szamegyenesen:
o el
Il Il Il Il Il Il Il Il \X
-2 0 3,5

EME] Hatarozzuk meg a p > 0 paraméter értékét ugy, hogy az alabbi egyenlet megoldasa po-
zitiv legyen!
X+Pp _ - PX+ 3

2 3

El¢szor oldjuk meg az egyenletet. Mindkét oldalt 6-tal beszorozva, majd rendezve, azt kapjuk:
3x+3p—6x=2px+6, azaz x(2p +3)=3p—6.

3p—6
2p+3

Mivel p > 0, ezért 2p + 3 # 0, igy az egyenlet megoldasa: x = . Meg kell oldanunk a

3p—6
2p+3
a szamlald is pozitlv, vagyis 3p — 6 > 0, ahonnan p > 2.

> 0 egyenl&tlenséget. A nevez6 pozitiv, igy a tort értéke akkor és csak akkor pozitiv, ha

EAE Oldjuk meg a kovetkezé egyenl6tlenségeket!

a)—ngJrXTHSX—Z; b) 2(x =N +3(2x+6) > 8(x—3).

a) 13 <x; b) Az egyenlétlenséget minden valos szam kielégiti.
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[FE] Abrazoljuk a szamegyenesen azokat az x valos szamokat, amelyek egyszerre mindkét
egyenl&tlenséget kielégitik!

X—3 , 2x—2 X .
b) x(x =1 —x(x+3)<2x+3, %+2x<4—x.

a) Nincs olyan valés szam, mely mindkét egyenlétlenségnek megfelel.

|

L L L L L L L L \X
_17 _4 0
6 7
1,16
b) 2_X<H.
—  ©
L L L L L L L L \X
0 16

m Mekkora legyen az a paraméter értéke, hogy az alabbi egyenlet megoldasa legalabb 1 le-
gyen?

ax+ 2 _2X—a
T3 Hatx=

+ 2.

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 12-vel!
dax + 8 + 12a + 12x = 6x — 3a + 24,

4ax + 6x = 16 — 15a, azaz x(da+6) =16 — 15a.
Ha a = —%, akkor — visszahelyettesitve ezt az eredeti egyenletbe — ellentmondéshoz jutunk,
tehat ez esetben nincs megoldas. Ha a ;é—i akkor az egyenlet megoldasa x = 16— 15

2’ 2(2a +3)

Ez (a 2. b) feladat megoldasaban k6zolt gondolatmenetet kdvetve) akkor és csak akkor lesz leg-

4 _3.5<10
alabb 1, ha > <ac< 19"
[MF] Mekkora legyen a p paraméter értéke, hogy a kovetkezdé egyenlet megoldasa pozitiv
egész szam legyen?
2X+p 1o PX -1
2 T3

A k6z06s nevezével szorozva azt kapjuk:
6x+3p—6=2px—2, azaz 2x(p—3)=3p—4.
Ha p = 3, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha p # 3, akkor az egyenlet megoldasa
_3p-4
20—6
Végezzik el a kbvetkezd atalakitast:

X

3p—4 2p—6Jr p+2 1+ p+2
2p—-6" 2p—6 2p—-6 " 20 -6
Ez akkor és csak akkor lesz pozitiv egész, ha Zl;)t26 nemnegativ egész. Ekkor egyrészt p > 3

kell hogy legyen, masrészt p + 2 > 2p — 6, ahonnan p < 8. Mivel a nevezé paros, igy a szam-
lalonak is parosnak kell lennie, tehat p = 8, 6 vagy 4 lehet csak. De p = 6 esetén a tort értéke
nem egész, mig p = 8 és p = 4 esetén igen, igy az eredeti egyenlet megoldasa akkor és csak

akkor lesz pozitiv egész, ha p = 4 vagy p = 8.
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5. Abszolut értéket tartalmazo egyenletek,
egyenlétlenségek

EACE Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket a valds szamok halmazan!
a)l2x+6|=4; b)|13 —2x|=2; Qlx+1=2x-1.

1

_5. _
> Xz—Z, c) x=2.

a)x1:—1, Xz=—5} b)Xw:

P& Oldjuk meg az alabbi egyenletet, egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!
a)l2x—31=10; b)6x +3|<1; Q) |5x—1>4.

1 —_71. p_2 _1. _
S5 =5, b) 3<x< 3 ¢ x<

slw

a) xi= vagy 1=x.

EM®] Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!
a)lx+3l+2x—4=2(x-2); b)|IxI-1=2; ollx—2l+4|=6.

a) Ha x=>-3, akkor az eredeti egyenlet igy irhato:
X+3+2x—4=2x-4, ahonnan X =-3.

Ha x < -3, akkor az eredeti egyenlet —x — 3 + 2x — 4 = 2x — 4, ahonnan x = —3. Mivel ese-
tlnkben x < -3, igy nem kapunk Uj megoldast. Tehat az eredeti egyenlet egyedili megoldasa:

X =-3.

b) Az egyenletbél | x| —1 =+2, azaz| x| = 3 vagy | x | = —1. Ez utébbi nyilvan lehetetlen, igy az

eredeti egyenlet megoldasa: x =+ 3.

¢) Az egyenletbél | x — 2|+ 4 =+6, ahonnan | x — 2| = 2 vagy | x — 2| = —10. Ez utébbi nem le-
hetséges, igy | x — 2| = 2, azaz x — 2 =+ 2, ahonnan az egyenlet megoldasa: x = 0, x; = 4.

EME] Mely valds szamok elégitik ki a kovetkezs egyenlétlenségeket?
alx—4l+lxI=4; b)lx-2-IxI<1

a) Abrazoljuk grafikusan az egyenl&tlenség bal oldalan szereplé kifejezést!
Ha x> 4, akkor [ x —4|+|x|=x—4 +x=2x—4.
Ha 0<x < 4, akkor | x—4|+|x|=-x+4+x=14.
Ha x <0, akkor [x — 4|+ x|=—-x+4 —x=-2x+ 4.

Az egyenl&tlenség megoldasa: minden valés szam.



V. EGYENLETEK, EGYENLETRENDSZEREK _m

b) Abrazoljuk grafikusan az egyenl6tlenség bal oldalan szereplé kifejezést!
Ha x> 2, akkor [ x = 2|—|x|=x—2 —x=-2.
Ha 0<x <2, akkor |x=2|=|x|==x+2 —x=-2x+2.
Ha x <0, akkor [ x = 2= x|=—x+2+x=2.

1

Az eredeti egyenlétlenség megoldésa: x > >

E Mekkora legyen az a és b paraméterek értéke, hogy a kdvetkezd egyenletnek végtelen
sok megoldasa legyen?
llx=2|+|x|-4|=ax+b.

Abréazoljuk grafikusan az egyenlétlenség bal oldalan szereplé kilsé abszolut értéken belili kife-
jezést, vagyis az f(x) =|x — 2|+ x | — 4 fuggvény grafikonjat!

Ha x> 2, akkor [ x = 2|+[x|—-4=x—-2+x—-4=2x—6.

Ha 0<x<?2, akkor |[x=2|+|x|—-4=-x+2+x—4=-2.

Ha x <0, akkor [x = 2|+ x|—-4=—-x+2—x—4 =-2x—2.

Az f(x) =|x = 2|+ x| - 4 fuggvény grafikus képét a bal oldali abran szemléltettik. Ebbdl tgy

kapjuk meg az eredeti egyenlet bal oldalanak grafikonjat, hogy a negativ értékeket, vagyis az
X tengely ,alatti” részt tengelyesen tukrézzik az x tengelyre (jobb oldali dbra).

7 Y/

<Y
<Y

Az eredeti egyenlet jobb oldala: g(x) = ax + b linearis; grafikus képe egyenes. Az egyenletnek
akkor van végtelen sok megoldasa, ha a jobb oldal grafikus képének végtelen sok kéz6s pontja
van a bal oldali kifejezés grafikus képével.
Az a és b paraméterek lehetséges értékei:

a=2, b=-6.
a=-2, b=6.
a=0, b=2.
a=2, b=2.
a=-2, b=-2.

9. EVFOLYAM
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[BF] Abrazoljuk az m(k) figgvényt, ahol m a kévetkez6 egyenlet megoldasainak a szamal
Ixl=1]=1]=k.

Az egyenlet bal oldaldnak grafikus képét az dbran latjuk.

Y,

A jobb oldal grafikus képe egy x tengellyel parhuzamos egyenes. A megoldasok szédma a két
grafikon metszéspontjainak a szama.

Ha k < 0, a megoldasok (mo) szama 0. Ha k = 0, mo: 3, ha 0 < k < 1, mo: 6, ha kK =1, mo: 4,
végil ha 1 < k, mo: 2. Ennek megfelel6en az m(k) figgvény grafikonja az alabbi:

1

6. Elsofoku kétismeretlenes egyenletrendszerek
és megoldasuk behelyettesité modszerrel

EACE Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!

a)dx+y =10, 3x—4y =17 b)6x+5y=S8, 2x—10y=—§.
_ -5 -2 ,_4
a)x=3, y=-2; b)x_a, y=z.
P& Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!
20x—4) + 4y = 3(2y + 2); ”%:3(6”;/)—1.

A megadott egyenletrendszer egyszer(ibb alakja: x —y = 7, 89x + 14y = 5.
Az egyenletrendszer megoldasa: x =1, y = —6.

m Oldjuk meg a kovetkezé egyenletrendszert a valés szamparok halmazan!
X+1 X—2y 4y—x__3

_5.
2 Y= 3 2 2

Az egyenletrendszer egyszer(bb alakja: x — 2y = 4, —x + 8y =-9.

Az egyenletrendszer megoldasa: x = % y= —%



A& Mekkora legyen a p és g paraméterek értéke, hogy az alabbi egyenletrendszernek
a) ne legyen megoldasa;

b) végtelen sok megoldasa legyen;

¢) egyetlen megoldasa legyen?

3x—4y =11,

2X+py =q.

Ha az els6é egyenlet bal oldala a masodiknak masfélszerese, akkor vagy nincs megoldas, vagy
végtelen sok megoldas van. Ha %p =—4, akkor p = —%. Ha %q =11, akkor g = %

a)p=—%, q;éQ; b)p=—§ q=%; c)p¢—§,qtetszc’ileges.

FAE] Oldjuk meg a kévetkezé egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!
a)2x+3y=8, x—2y=-10; b)2x—5y =10, —4x+10y =19.

a)x==-2, y=4, b) nincs megoldas.

& Oldjuk meg a kévetkezé egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!

1

2, 1.1 e 2,.5,__1
a)§x—§y_6, X+ 5y =6; b) 5x+2y_ 10"

X+y=-2.

a) Az egyenletrendszer egyszer(ibb alakja: 4x —3y =1, x+ 5y =6.
Az egyenletrendszer megoldasa: x =y =1.

b) Az egyenletrendszer egyszer(bb alakja: 4x + 25y =—1, x+y=-2.

Az egyenletrendszer megoldasa: x = —%, y= %

7. Elsofoku kétismeretlenes egyenletrendszerek
megoldasa egyenlé egyiitthatok modszerével

m Oldjuk meg a kovetkezé egyenletrendszereket a valés szamparok halmazan az egyenlé
egyltthaték modszerével!
a)2x+y =13, 3x—y=2; b)7x—3y =15, 5x+6y =27, ¢)4x+3y =6, 6x+5y=-7.

a)x=3, y=7, b) x=3, y=2; c)x:%, y =-32.

P& Oldjuk meg a kovetkezé egyenletrendszert a valos szamparok halmazan az egyenld
egyUtthaték moédszerével!

X+y—2 x—y—1__§ 3_y_
5t 3 Tqg Xt =

NG,

A megadott egyenletrendszer egyszer(ibb alakja: 8x — 2y =3, 4x+ 6y =5.

1

Az egyenletrendszer megoldasa: x = y = 5

EML&] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!
a) 6x — 2y 10 4x—3y+8x—3y

e —2X =y g X+, 3 5 =Y+l
X+1 2X=2y _y+2 X—=3 5, _Y—-3_
b =3 5 — 4 4 =3 X

a) Az egyenletrendszer egyszer(ibb alakja: 38x — 21y = 15, 32x—21y = 6.

Az egyenletrendszer megoldasa: x = % y=2.

b) Az egyenletrendszer egyszer(ibb alakja: —4x + 9y =10, 15x — 28y =-3.
Az egyenletrendszer megoldasa: x =11, y=6.

MATEMATIKA
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IM®] Hatarozzuk meg az a paraméter értékét Ugy, hogy az alabbi egyenletrendszereknek ne
legyen megoldasa!

a)2x+7y =117, —4x+ay=5,6;, b) 3x—%y=4, ax+(@+My=2.

a) Az egyenletrendszernek akkor nincs megoldasa, ha az egyik egyenlet bal oldala a masik
egyenlet bal oldalanak valamilyen szamszorosa, de a jobb oldala a masik egyenlet jobb
oldalanak nem ugyanannyiszorosa. _74 = % ahonnan a = —14. Ezzel a mésodik egyenlet
bal oldala az elsé egyenlet bal oldaldnak —2-szerese; de a jobb oldala az elsé egyenlet jobb
oldaldnak nem —2-szerese. Tehat az egyenletrendszernek akkor nincs megoldasa, ha

a=-14.

a__a+1 _ 21
b) 3= 2 , ahonnan a = 33
7
Az egyenletrendszernek akkor nincs megoldasa, ha a = —%.

8. Eils6foku kétismeretlenes egyenletrendszerek
megoldasa grafikus moédszerrel

EACE Oldjuk meg grafikusan az alabbi kétismeretlenes elséfokd egyenletrendszereket!

a)3x+y=0, -3x+2y=09; b) —x+2y=4, x+4y=20.
a) \ Y, R b) Y,
=[5X 3 1
\ y——%)(-rS\ Sy
\ 1.
0 0 X
\ =Ix+2
\
VT

Az egyenletrendszer megoldésa a grafikon Az egyenletrendszer megoldasa a grafikon
alapjan: x =-1, y=3. alapjan: x =y = 4.

m Adjunk meg olyan kétismeretlenes elséfoku egyenletrendszert, amelynek megoldasa:
— 4 y—-5- -3 ,-2

a)x=-4,y=5; b)x_z,y_3.

a)Pl: 2x+y =-3, 3x+2y=-2; b)Pl: 2x+3y =5, 4x+9y=12.

EML®] Adott egy egyenletrendszer: 3x — 5y = 14, 2x + ay = —2. Hatarozzuk meg az a paramé-
ter értékét ugy, hogy az egyenletrendszernek ne legyen megoldasa!

Az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha az egyik egyenlet bal oldala a méasik egyenlet bal
3

oldalanak valamilyen szamszorosa, de a jobb oldala nem ugyanannyiszorosa. 5a= -5, ahonnan
a= —?. Mivel 14 #%(—2), ezért az a-ra kapott érték esetén valéban nincs megoldasa az

egyenletrendszernek.
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A& Adjunk meg olyan kétismeretlenes elséfoku egyenletrendszert, melynek gyokei:
X = X y=7.

Pl.: 10x+ 3y = 23, 5x—2y=-13.

9. Egyenletrendszerrel megoldhato széveges
feladatok

IERCEH Ha egy tort szamlaldjahoz 1-et hozzaadunk, akkor a tort értéke 1 lesz. Ha a tort neve-

z6jéhez adunk 5-t, akkor a tort értéke % lesz. Melyik ez a tort?

A feladat szovege alapjan az alabbi egyenletrendszert irhatjuk fel:
x+1_, X 1

y y+5=2'

Az egyenletrendszer megoldasa: x = 6, y = 7, tehat a keresett tort:

6

=

IEXEH oy kétjegyli szamhoz hozzaadtuk a , forditottjat”, azaz a szamjegyeik felcserélésével
adddo kétjegyl szamot, és eredményll 77-et kaptunk. Ha az eredeti szamot elosztjuk a , fordi-
tottjaval”, akkor a maradék is és a hanyados is 2. Melyik kétjegy( szamrol van sz6?

A feladat szoévegébdl az alabbi egyenletrendszer adodik:

ab+ba=77, =2
ba

Az elsé egyenletb6l a =7 —b; ezzel a masodik egyenletbdl 54 = 27b adodik, vagyis

b=2, a=>5.

A keresett szam: 52.

=2.

IEXZED £oy haromszog legnagyobb szoge a masik két szog szamtani kozepénél 33°-kal na-
gyobb. A nagysag szerint kbzépsé szdg annyival nagyobb a legkisebb szdgnél, amennyivel kisebb
a legnagyobb szognél. Mekkorak a haromszdg szdgei?

Legyenek a haromszog szdgei: @ = > 7. A feltételek szerint
42_5;7+33, a—B=B—y é a+f+7r=180.

a+vy
2

lyettesitve B = 60. gy @ + y =120, azaz y =120 — a. Ezzel az els6 egyenlet igy alakul:

o=60+120-c

A haromszog szogei: @ = 82°, 5 = 60°, y = 38°.

A masodik egyenletbdl g =

.Innen az @ + y = 28 kifejezést a harmadik egyenletbe he-

+ 33, ahonnan a = 82.

IERCEH gy farmon csirkéket és nyulakat tartanak. Osszes fejeik szama 46, Gsszes labaik szama
160. Hany csirke és hany nyul van a farmon?

Legyen c a csirkék, n a nyulak szdma. Ekkor c + n =46, 2c+ 4n =160.
Az egyenletrendszer megoldasa: c =12, n = 34.
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IEEA Egy kereskedd 50 kg narancsot vasarolt 12 000 Ft-ért. A narancsokat két részre valo-
gatta szét; a szebbik részét 15%-os haszonnal, a kevésbé szépeket 5%-0s veszteséggel adta el,
igy 6sszesen 936 Ft haszonra tett szert. Hany kg narancsot adott el nyereséggel, és mennyit
veszteséggel?

A kereskedd a narancs kildjat 240 Ft-ért vasarolta. Legyen x kg az 50 kg narancs szebbik része,
y kg a kevésbé szép része. Ekkor

x4y =50 és 240-1,15x 4+ 240-0,95y =12 936.
Az egyenletrendszer megoldasa: x = 32, y =18.

IEAED Két testvér életkoranak dsszege 32 év. Amikor életkoraik 6sszege ennek duplaja lesz,
akkor a fiatalabb testvér életkora annyi lesz, mint az id6sebb életkora most. Hany évesek a test-
vérek?

Legyenek az életkorok a < b. Ekkor a + b =32 és 3b—a = 64.
Az egyenletrendszer megoldasa: a =8, b = 24.

IEAEN Andrés adott Bélanak annyi pénzt, amennyi pénze Bélanak éppen volt. Igy a két fitinak
ugyanannyi pénze lett. Ezutan Béla adott Andrasnak feleannyi pénzt, amennyi pénze Andrasnak
eredetileg volt, igy Andrasnak 66 Ft-tal tobb pénze lett, mint Bélanak. Hany forintjuk volt ere-
detileg?

Ha Andrasnak a, Bélanak b forintja volt eredetileg, akkor

a-b=2b és a—b+%:2b—%+66.

Az egyenletrendszer megoldasa: a = 66, b = 22.

IEAEN £y motorcsonak 25 km-t tett meg folfelé a Dunan, majd visszafordult és visszament
kiindulasi helyére. Az egész utat 6sszesen 5 éra alatt tette meg. Egy masik alkalommal — ugyan-

akkora sebességgel haladva — 10 km-t ment felfelé a Dunan, majd visszafordult és 4 km-t tett
meg lefelé; dsszesen 1,5 6ra alatt. Mekkora a folyd sebessége?

Legyen v a csénak, vp a Duna sebessége. Ekkor

25 " 25 _5 65 10 N 4 =§_
Ve—Vp  Ve+ W Ve—VWo  Ve+Wo 2
_ 1 N T i -/ p=1
Bevezetve az a = y— b= Ve Uj ismeretleneket, arra jutunk, hogy a = 50’ b= L
tehdt ve + vp =12 és ve — vp = 2 A két egyenlet kilonbségébdl 2vp = % Innen a Duna se-
bessége: vp = % =~ 1,71 kTm



Geometriai transzformaciok

1. Néhany geometriai transzformacio

K& Az dbran bejeloltiink néhany részletet szinessel. Keressiik meg a jobb oldali abran is eze-
ket a részleteket!

@)

@,

m Rajzoltunk egy t egyenest. A t tengelyen |évé pontok helyben maradnak, a rajzunk sikja-
ban lévé dsszes tobbi pont megvaltoztatja a helyét. Minden pont kétszer olyan messzire keril a
t egyenest6l, mint eddig volt, de az egyenes altal meghatarozott masik félsikban. A pontbdl és
a képébdl a t tengelyre allitott egy-egy merdleges egyenes talppontja egybeesik. Hogyan valto-
zik a képen lathato alakzatok képe? Rajzoljuk meg!

A rajz mutatja a megoldast:

EM®] A koordinatasikon egy transzformacié minden pont elsé koordinatajat az ellentettjére

valtoztatja, a masodik koordinatajat pedig megfelezi.

a) Adjuk meg a kovetkezé pontok képét: A(-2;6), B(=5;2), C(—2;5)!

b) Adjuk meg azokat a pontokat, amelyek képeként a kévetkezd pontokat kaptuk: K'(1;2),
L'(=3; 1), M'(5;1,5)!

a) Az Uj pontok koordinatéi: A'(2;3), B'(5;1), C’(Z; %)

b) Az eredeti pontok koordinatai: K(—1;4), L(3;-2), M(-5; 3).
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EME] A koordinatasikon legyen az f transzformacié az x tengelyre torténd tikrozés, a g transz-
formacio pedig a K(1;2) pontra tikrozés. Adottak az A(1; 4), B(-2;3), C(4;0) pontok. Raj-
zoljuk le az adott pontokat, és irjuk fel koordinataikat az

af, bg dgf. dfg

transzformaciok utan!

a) Az f transzformacio utan kapjuk: Ai(1; —4), Bi(=2;-3), G(4;0).
b) A g transzformacio utan kapjuk: A>(1;0), B2(4;1), G(=2;4).

c) A gf transzformacio utan kapjuk: As(1;8), B:(4;7), G(=2;4).

d) Az fg transzformacio utan kapjuk: As(1;0), Ba(4; 1), Cu(=2;—4).

B[] Rajzoljunk sikidomokat, amelyekhez talalhaté olyan
a) tengely; b) pont,

amelyre torténd tikrozés esetén a sikidom invarians alakzat!

a) Példaul:

b) Példaul:

SAReges
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2. Egybevagosagi transzformaciok a sikon

EAC& Vegyiink fel egy ABC haromszoget, tovabba egy t tengelyt, egy K pontot, egy v vektort
és egy «a iranyitott szdget! Szerkesszik meg az ABC haromszdgnek

a) a t tengelyre vett tukorképét;

b) a K pontra vett tikodrképét;

¢) a v vektorral eltolt képét;

d) az @ irdnyitott szdggel a K pont korll elforgatott képét!

a) b)
C
B/
A /
A
B
C/
9]
C/
C
A/
BI
A
B
d)
C
Bl
C/
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PAL&] Adott egy rombusz. Tukrozzik
a) az egyik oldalegyenesére;
b) egy olyan egyenesre, amely a rombuszt kettévagja, de egyetlen cstcsa sem illeszkedik ra!

a) Abra a szoveg alapjan:

CI
t
D=D' ¢
BI
A=A B
b) Abra a széveg alapjan:
c t
D |p C
Bl
A B

EM®] Adott két egyenls sugaru kor. Szerkessziink olyan
a) egyenest;

b) pontot,

amelyre az egyik kort tikrozve megkapjuk a masikat!

a) A keét kor kozéppontjat 6sszekdtd szakasz felezémerdleges egyenese lesz a tengely.
b) A két kor kozéppontjat 6sszekotd szakasz felezépontja lesz a kozéppont.

IM®] Szerkessziink haromszoget, ha adott két oldala és az ezekkel szemkozti szogek kalonb-
sége!

Adatok: a, b, @ — .

Vazlatrajzot készitink. Tukrozzik a haromszoget az AB
oldal felezémerdlegesére, C pont képe legyen C'.

A CAC' haromszdg megszerkeszthetd, mert adott két ol-
dala és a kdzbezart szogik. A CC' szakasz felez6meréle-
ges egyenesére tukrézzik az A csucsot, ekkor kapjuk a
hianyzo B csucsot.
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E®] Szerkessziink trapézt, ha adott a négy oldala!
Adatok: a, b, ¢, d.

Az abra jeldléseit hasznaljuk. Huzzunk parhuzamost D ponton at BC-vel!
Ennek metszéspontja AB-vel legyen B'.

Az AB'D haromsz6g megszerkeszthetd, mert ismert mindharom oldalanak
hossza.

Az AB' egyenes B'-n tuli meghosszabbitasat elmetsszik a B kbzéppontd
c sugaru korrel, igy kapjuk a B pontot. A D kézéppontd ¢ sugaru, és a A a—c B
B k6zéppontu b sugaru kor egyik metszéspontja lesz a C' (a masik met-

széspont a B').

A megoldhatdsag feltétele: Ha teljestiinek a haromsz6g-egyenl6tlenségek az a — ¢, b, d szaka-
szokra, akkor van megoldas, és az egyértelma.

[AE] Adott harom parhuzamos egyenes és az egyiken egy P pont. Szerkesszilk meg a PQR sza-
balyos haromszoget olyan médon, hogy a Q és az R pontok illeszkedjenek a masik két egye-

nesre!

Az &bra jeldléseit hasznaljuk.

. . r
A P korili 60°-0s forgatas a Q pontot az R-be transzformalna, de nem is- 9 P
merjik a Q pontot. Tudjuk, hogy Q illeszkedik g-ra és R illeszkedik r-re,
ezért q egyenes P pont koruli 60°-o0s g’ elforgatottja és r egyenes met- .
széspontja adja az R pontot. R visszaforgatasaval kapjuk a Q pontot. P r
Q
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3. Alakzatok egybevagosaga

EA®] 1gazoljuk, hogy ha két szabalyos haromszognek egyenlé a magassaga, akkor a két ha-
romszdg egybevago!

Az abra jeloléseit hasznalva:

A
Al

T/
B/

Tudjuk, hogy AT =A'T'. Mivel BTAL = BT'A', BATIX = BA'T', ezért BTAA=B'T'A'A
(egy-egy oldaluk hossza és a rajtuk fekvé két szogiik paronként egyenl). Ezért AB = A’B’. Ebbdl
mar kovetkezik, hogy ABCA = A'B'C’ A, hiszen egy-egy oldaluk hossza és a rajtuk fekvd két sz6-
guk paronként egyenld. (60°-0s, hiszen szabalyos haromszogekrol volt sz6.)

FAL®] Igazoljuk, hogy ha két rombusznak paronként egyenlék az atloi, akkor a két rombusz
egybevago!

A két-két atlo négy-négy egybevagd derékszogl haromszdgre vagja a rombuszt. A rombusz
atloi felezve metszik egymast, ezért egy ilyen haromszdg befogoi a fél atlékkal azonos hosszu-
saguak. Vagyis egybevago derékszdogli haromszogekrél van szo.

A két rombusz valéban egybevagé.

EML®] Bizonyitsuk be, hogy két egyenlé szart haromszog egybevagé, ha megegyeznek alap-
jukban és az alappal szemkozti szogikben!

Az dbra jeloléseit hasznaljuk:
A

A/

CI
Bl
Mivel egyenl6 szarlak a haromszogek, ezért ki tudjuk fejezni az alapon fekvé szogeket.

ABCS = ACBY = 180'%, ABCY = ACB L = %. Tudjuk, hogy « =a, ezért

180°—a _ 180° -«

2 B 2 '
Vagyis ABCA = A'B'C’A, hiszen egy-egy oldaluk hossza és a rajtuk fekvé két sz6gik paronként
egyenlé.




FA®] Egy szabalyos haromszog és egy négyzet oldalait az abran lathaté modon, ugyanolyan
aranyban szétosztottuk. lgazoljuk, hogy az osztdpontok az elsé abran szabalyos haromszoget,
a masodik abran négyzetet hataroznak meg!

Az abran feltlntetett adatok felhasznalasaval belathatd, hogy mindkét dbrén a szines harom-
sz6gek egybevagok.

Az egybevagosagbol kovetkezik, hogy PQ = QR = RP, vagyis PQR haromszdg valéban szaba-
lyos haromszog.

Az egybevagosagbol a masodik abran is kovetkezik, hogy KL = LM = MN = NK, ezért KLMN
biztosan rombusz. A rombusz barmelyik csticsanal megmutathatd, hogy derékszog van. Egy egy-
ives és egy kétives sz6g 6sszege 90°, igy példaul: LKN<L = 90°. Ezek alapjan KLMN négyzet.

F®] Két hatszog mind a 12 oldala egyenld hosszu. Egybevago-e a két hatszog, ha
a) mindkettének van 120°-0s szoge;
b) egy-egy atlojukrél tudjuk, hogy egyenld hosszd?

a) Nem biztos.

b) Nem biztos.
Az abrak mindkét részre ellenpéldat mutatnak.

O UL O

MATEMATIKA
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4. Szimmetria

EACE] Milyen szimmetrit, szimmetriakat figyelhettink meg az abrakon?

a) b)

a) kozéppontos szimmetria;

b) tengelyes szimmetria;

¢) tengelyes szimmetria;

d) 90°-o0s forgasszimmetria; k6zéppontos szimmetria;
e) kozéppontos szimmetria; forgasi szimmetria.

PALE] Csoportositsuk a

a) haromszdgeket; b) négyszdgeket
a szimmetriatengelyeik szdma szerint!

a) Harom szimmetriatengely: szabalyos haromszdgek;
egy szimmetriatengely: egyenld szari haromszdgek;
nincs szimmetriatengely: a tovabbi haromszogek.

b) Négy szimmetriatengely: négyzet;
két szimmetriatengely: téglalap, rombusz;
egy szimmetriatengely: deltoid, hurtrapéz;
nincs szimmetriatengely: a tovabbi négyszogek.

EM&] Milyen szimmetriakkal rendelkezik a négyzet?
Tengelyes szimmetria, 90°-0s forgasszimmetria, kozéppontos szimmetria.

FA®] Milyen szimmetriakkal rendelkezik egy szabalyos
a) hatszog; b) hétsz6g?

a) Tengelyes szimmetria, 60°-0s forgasszimmetria, kbzéppontos szimmetria.

360°

b) Tengelyes szimmetria, 7

-os forgasszimmetria.

EAE] A felsorolt sikidomokrol dontsiik el, hogy tengelyesen vagy kdzéppontosan szimmetrikusak-
e, forgasszimmetrikusak-e!

Szabélyos hdromszog, egyenld szari haromszog, derékszogl haromszdg, paralelogramma, rom-
busz, szabalyos tizszdg, kor.

Szabalyos haromszog: tengelyesen szimmetrikus, forgasszimmetrikus;

egyenld szard haromszog: tengelyesen szimmetrikus;

derékszdgl haromszog: egyik sem (ha nem egyenlé szaru);

paralelogramma: kézéppontosan szimmetrikus;

rombusz: tengelyesen és kdzéppontosan szimmetrikus;

szabalyos tizsz6g: tengelyesen és kozéppontosan szimmetrikus, forgasszimmetrikus;
kor: tengelyesen és kozéppontosan szimmetrikus, forgasszimmetrikus.
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X Bizonyitsuk be, hogy az a négyszog paralelogramma, amelynek két szemkozti oldala par-
huzamos és egyenl6 hosszu!

Az dbran AB = CD, AB | CD. Legyen K a négysz6g atléinak met-

széspontja. C

ABKA = CDKA, mert AB = CD, a B-nél és a D-nél lévé szogek D

egyenlék (valtédszogek), az A-nal és a C-nél 1évd szdgek is egyen- TTEenL .

16k (valtoszogek). T 71/{ -

Az egybevagosag miatt: AK = KC, BK = KD. Ez azt jelenti, hogy CTEeel )
az ABCD négyszdg atloi felezve metszik egymast, vagyis parale- B
logramma. A

AR Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma két szemkozti oldalanak felezépontjan athaladd
egyenes a paralelogrammat két paralelogrammara végja!

Az abran lathaté ABEF négyszogrél belatjuk, hogy paralelog-
ramma.

Mivel AD | BC, ezért AF | BE.

Mivel AD = BC, ezért a feleekkora szakaszok is egyenl6k:
AF = BE.

Vagyis ABEF négysz6g paralelogramma, mert két szemkozti oldala
parhuzamos és egyenld. Ugyanigy bizonyitanank, hogy DFEC
négyszdg is paralelogramma.

5. Tovabbi nevezetes pontok és vonalak
a haromszégben

EACE] Egy haromszog oldalai
a) 15,17, 28, b)4a, 8b +2,6c-1.
Mekkorak a haromszdg koézépvonalai?

a)7,5, 8,5, 14, b) 2a, 4b +1, 3¢ —0,5.

m Egy haromszoget a harom kézépvonala négy haromszogre vag. Ezek kdzil az egyiknek
23 cm a kerUlete. Mekkora az eredeti haromszog kerdilete?

46 cm a nagy haromszog kerilete, mert minden oldala kétszer akkora, mint a kis haromszég
megfeleld oldala.

EM®] Az ABC haromszog A-bél indulo sdlyvonala F pontban metszi a BC oldalt. A haromszog
sulypontja S. Az ABF haromszdg terilete 41 cm?. Mekkora

a)azABC. b)azSFC; c¢)az ABS

haromszdg tertlete?

a) Az ABF haromszdg teriletének kétszerese, vagyis 82 cm?.

b) Az ABF haromszdg teriiletének harmada, vagyis 13,6 cm?. (ACF és ABF haromszogek

terUlete egyenld, tovabba SF = %-AF, és az ezekhez tartozé magassag pedig egyenld.)

¢) Az ABF haromszog teriletének kétharmada, vagyis 27,3 cm?. (Az el6zéekben leirtak miatt.)
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IM®] Egy haromszogbe berajzoltunk egy kozépvonalat és egy olyan sulyvonalat, amely metszi
ezt a kozépvonalat. A két szakasz négy végpontja milyen négyszdget hataroz meg?

Az ABC haromszogben AF sulyvonal, EG pedig egy
kdzépvonal.

Mivel EF = AG és EF | AG (hiszen EF is kozépvonal a
haromszdgben), ezért EFGA paralelogramma.

A

B

-

C

EME] Megszerkesztett egy haromszog koré irt korének a kozéppontja. Mutassuk meg, hogy ez
a kozéppont az oldalfelezé pontok altal meghatarozott haromszdégben magassagpont!

Az oldalfelezé pontokat 6sszekoté szakaszok kdzépvonalak. A kozépvonal parhuzamos a
szemkozti oldallal, ezért a felez6ponton &tmend meréleges egyenes a kozépvonalra is
merdleges. Az eredeti haromszdg oldalfelezé merélegesei tehat az oldalfelezd pontok altal
meghatarozott haromszégben magassagvonalak. Ez pontosan a bizonyitandé allitast jelenti.

[F®] Az ABC haromszogben D a magassagpont. Mutassuk meg, hogy az ABD haromszogben
C a magassagpont!

Nézzik az abrat!

C
Az ABD haromszdgben AT, BT, DTs magassag, ezek
T metszéspontja éppen C. Vagyis valéban C a magas-
T sagpont az ABD haromszogben.
A
A T3 B

6. Vektorok

K& Az abran jelslt vektorok kozul valasszuk ki
a) az egyenldket;

c

b) az ellentetteket; >

D ¢) azokat, amelyek nem egyenlék és nem ellentettek, de egyenlé
& artakiik ]
az abszolut értékuk! d . b

a) egyenlék: d és b; e

b) ellentettek: a és c;
a

¢) nem egyenl6k és nem ellentettek, de egyenlé az abszolut érté-
C kik: e és f.

PALE] Két szabalyos haromszog egymashoz illesztésével rombuszt rajzolunk. Rajzoljuk be a rom-
busz mindkét atlojat. Az oldalakat és az atlékat iranyitsuk ugy, hogy hat ktlénb6zé vektort kap-
junk. Valasszuk ki ezek kdzul azokat, amelyek 6sszege 0!

— > —> —> — >

B Példaul: DA +DC +BD =0, DA+BC =0, DC +BA =0.



EM®] Egy kocka egyik csticsabol felvessziik a harom kiilonbozé élvektort. Adjuk meg ezekkel a
vektorokkal a kocka ezen csucsabol induld lapatlod és testatlo vektorokat!

Az egy csucsbdl indulé élvektorok legyenek: a, b, c.
Ekkor a lapatlé vektorok: a + b, b + ¢, a + ¢, a testatlo vektor: a+b + c.

IW®] Adott a, b és ¢ vektor (semelyik ketté nem egyenl6 egymassal). Szerkesszik meg az

a)a+ b; b)c—a; ca+b+c d) 2b -c;
1 .. 3

e)3c-|—§a, f) 2b 2a

vektorokat!

o)
& C
0
2 X
v
2 X
a b b
C
>
b
e 7
o S
o &
5 2 ®

N
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E®] Legyen ABCD eqy tetszéleges téglalap. Mutassuk meg, hogy
a) AC = 2AD + DB;
b) AC — DB + CB = AD!

a) A-. b) D C

’

7. Ponthalmazok

K& Adott a sikon egy K és egy C pont, tavolsaguk 1 cm. Szinezziik be a sik azon pontjait,
amelyek a K-tél 2 cm-nél nem kozelebb és a C-t8l 3 cm-nél nem tavolabb talalhatok!

Az &bra szinezett része mutatja a megoldast.

FAL&] Adott a sikon egy A és egy B pont, tavolsaguk 2 cm. Szinezziik be a sik azon pontjait,
amelyeknek

a) vagy az A vagy a B (vagy mindkett&) ponttoél mért tavolsdga nem nagyobb, mint 2 cm;

b) az A és a B ponttol mért tavolsaga is 2 cm;

¢) az A és a B ponttol mért tavolsaga is nagyobb, mint 2 cm!

b) - T AN @) N
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EML&] Adott a sikon egy 2 cm sugaru kérvonal. Hatarozzuk meg azon pontok halmazat a sikon,
melyeknek tavolsaga a korvonaltol kisebb, mint
a)lcm; b)2cm; ¢ 2,5cm!

) _omms -~ b - -~
-~ ~
- ~ -7 N
Ve N e ~N
7 N 7 N
/7 AN Ve N
/ \ / N
/ \ / N\
/ \ / \
/ \ / \
! \ / N
I \ / A
| \ /
| | /
| | 1
\ Il i
\ / |
\ / I
\ / |
\ / \
\ / \
N\ /
N s \
N s \
\\\ /// \ /
-~ __- \ /
\ /
\ /
) _____ \ /
= - - 7/
C _ - S~ \\ %
-7 ~ ~ -
- ~ ~ -
s N ~ -
Ve N = -
4 N ~—_____ _ -
Vs N
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
| \
| \
| |
| |
| I
\ I
\ 1
\ 1
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
N s
N s
N s
~N 7
~ 7~
\\ -~

IAL®] Adott a sikon egy 2 cm oldalu szabalyos haromszog. Hatarozzuk meg azon pontok hal-

mazat a sikon, amelyeknek tavolsadga a haromszdg hatarvonalatol kisebb, mint
a)0,5cm;  b)1cml!

b)
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EME] Az abran lathato vazlat feltlrél nézve egy négyzet alaku kutyaolat mutat. A négyzet ol-
dala 80 cm. A bejarat egyik széléhez egy 160 cm-es pdrazzal kikotottek egy kutyat. A bejarat
40 cm széles, és szimmetrikusan helyezkedik el az 6l széleihez képest. Szemléltessik rajzzal a
kutya altal bejarhato terdletet!

T

/ &; \‘\
| H
\\\\ ///

[F®] A koordinatasikon hatarozzuk meg azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazat, amelyekre
a) x+ND(y-3)>0;

b) XZZyZ;

o Ixl+|y|=4;

d) [ x|+]y|< 4!

a) b) irhato igy is: (x —y)(x +y) = 0. Vagyis:

X=yvagy x =—y.

c) Négy esetet kell megvizsgalnunk.
. Ha x>0 és y>0, akkor x+y =4, azaz y=—x+4.
Il. Ha x <0 és y >0, akkor —x+y =4,azaz y = x + 4.
. Ha x <0 és y<O0,akkor —x—y =4,azaz y =—x—4.
IV. Ha x>0 és y<O0,akkor x—y =4, azaz y=x-4.
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Az egyes esetekhez kapcsolodd ponthalmazt

. , Y,
szaggatott vonallal rajzoltuk, a feltételnek I
megfeleld részét szineztik. '
IV.
Il 4T
’| -
1 /4 X
d) Az el6zéeket felhasznalva kapjuk: y
4..
'I -
1 4 x

AR A koordinatasikon hatarozzuk meg azoknak a P(x; y) pontoknak a halmazat, amelyek ko-
ordinataira fennallnak a kdvetkezé egyenldtlenség-rendszerek!

a)xy>0}’_ b)XZy .
y <2 x=D(y-1=0

a) A két feltételnek eleget tevd ponthalmazokat elészor kulon-kilén abrazoljuk, majd a
harmadik abran lathaté a megoldas.

Y, Y) Y

b) A két feltételnek eleget tevé ponthalmazokat elészor kulon-kilén dbrazoljuk, majd a harma-
dik abran lathaté a megoldas.

Y) Y Y,
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8. Sz6g, koriv, kércikk
EACE] szamitsuk ki az r = 15 cm sugart korben az alabb megadott kézépponti szogekhez tar-
tozd koriv hosszat és korcikk terlletét!

a)60°  b)150°% ¢ 210° d)270°.

A 15 cm sugaru kor kertlete 2-15- . Az ismeretlen koriv hosszat jeldljuk i-vel.

) 50— = 366050, amibél i = 57 ~ 15,7 (cm).

) o= 13282 ,amibél i = 12,57 ~ 39,3 (cm).
0 50 = gégz, amib6l i = 17,57 ~ 55,0 (cm).
d) 50— = gég ,amibél i = 22,57 = 70,7 (cm).

m Szamitsuk ki az r = 8 cm sugaru kérben az aldbb megadott k6zépponti szogekhez tar-
tozd koriv hosszat és korcikk tertletét!
a)47°,  b)162° ) 62°30'; d)27°48"

A 8 cm sugaru kor kerilete 167, terllete 647. Az ismeretlen koriv hosszat jeldljuk i-vel, a korcikk
terUletét t-vel.

8 o= 346750, amibsl i~ 6,6 cm, L= 34670“’0, amib6l t ~ 26,2 (cm?).
b) ﬁ = 132%2 amibél j =~ 22,6 cm, ﬁ = 132?)2 amibél t = 90,5 (cm?).
o) ﬁ = 6326'§§,amibél i~8,7 cm, ﬁ = 6326’§:,amibc’3| t= 34,9 (cm?).
o L= 2376'5:,amib6| i=39cm, o= 2376'§:,amibcs| t~ 155 (cm).

EMC® irjuk fel ivmeértékben: 22°, 46°, 100°, 110°, 200°, 43° 12/, 53° 32', 100° 42'1

22°~0,384; 46°=~0,803; 100°=~ 1,745, 110°=~ 1,920, 200°~= 3,491,
43° 12" =43,2°~0,754; 53°32'=53,53~0,934; 100°42'=100,7°~ 1,758.
FME] Hany fokosak azok a szogek, melyek fvmértéke: T AT

T _ o. Zi_ 0. 3l_ o. T _ o. 3l_ o. Sl_ o
5—90, 3—120, 2—270, 4—45, 4—135, 2—450.

m Hany fokosak azok a szogek, melyek ivmértéke: 2, 3, 4, 2,5, 3,1, 5,3, 11, 314?

2~114,59°, 3~171,89° 4=~229,18° 2,5=143,24°, 3,1=177,62°
53=303,67°, 11~630,25°% 314= 17 990,87°.



Kombinatorika

1. Sorrendek

m Hanyféle sorrendben tehetnek ki egy arubemutaton ot kilonbdzé terméket?
5-4-3-2-1 = 120-féleképpen.

P& Egy piacon az arus a zoldségesladakat 6-féle sorrendben helyezheti ki. Hany ladat tett ki?

Harmat, mert 6 =3-2- 1.

m Ot gyerek barlangaszni indul. Az egyik keskeny jaraton csak egyesével férnek keresztil.
Azt szeretnék, ha a legtapasztalatlanabb gyerek kerline kézépre. Hanyféle sorrendben mehet-
nek at a keskeny jaraton?

A kozépsé gyerek helye nem valtoztathatd, a négy masik gyerek 4! = 24-féle sorrendben
haladhat.

A& Az osztalyban a gyerekek felsoroljak, hogy nyolc tantargy koziil sorrendben melyik négy
a kedvencuk. Hanyféle kilénbozd sorrendet allithatnak fel a gyerekek?

Az elsé helyre 8 tantargyat sorolhatnak. A masodikra (tetszélegesen kivalasztott elsé tantargy
utan) 7-et. Ez 8- 7-féle lehetéség. A harmadikra (a tetszélegesen kivalasztott elsé két tantargy
utan) 6-ot, ez 8 - 7 - 6-féle lehetéség. Végul a negyedikre (a tetszélegesen kivalasztott elsé harom
tantargy utan) 5-6t sorolhatnak. Igy az &sszes lehetséges sorrendek szama 8-7-6-5 = 1680.

E®] o) Hanyféle kilonbozé sorrendben rakhato le egymas mellé egy-egy darab @ @ @ @
szamkartya?

b) Az a) feladatban megadott szamok kodzil hany szamsor kezdédik 0-val?

¢) Hany kilonb6z6 otjegyl szam képezhetd az adott szamkartyakbol?

d) Hany kilonbozd, 4-essel kezd6dé 6tjegyli szam képezhetd az adott szamkartyakbol?

a)5:4-3-2-1=120;
b)1-4-3-2-1=24;
¢ 4-4-3-2-1=96,vagy 120 — 24 = 96 szam képezhetd;
d)1-4-3-2-1=24.

MATEMATIKA
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L A
AL
L A
A K

2. Leszamolasok

EACE] Hanyféleképpen olvashaté ki a KATEDRA sz6 az alabbi abrakon, ha csak jobbra és lefelé
haladhatunk?

a K ATE b x AT
ATED AT E
T E DR T ED
EDRA E D R
DR A
6 _ 6|
a)(3>_20, b)(2>_15.

P& Hanyféleképpen olvashaté ki a LALAK az alabbi abran, ha csak jobbra és lefelé haladha-
tunk?

> —
~ >

Leszamlaljuk. A két K betlihtz 4-4-féleképpen juthatunk el, 6sszesen 8-féle kiolvasas lehetséges.

EML&] A kovetkezd abran az A pontbél indulunk, és minden 1épésben lefelé megytink egyet
jobbra vagy balra.
friuk be minden csticsponthoz, hogy oda hanyféleképpen lehet eljutni!

00 ofin

[ L] B
HEREREN
L O O O O

FA®] induljunk el a haromszogracson az A pontbdl a B pontbal

A harom megengedett haladasi irany: \1) Hanyféle utvonal van?

Aracsot ,, felegyenesithetjik”, mert a metszéspontok akkor is ugyanugy helyezkednek el. Egy-egy

csucspontba egy, ketté vagy harom masik csucs-
—11—61—231—681—1683 pontbol érkezhetiink. Az egyes csucspontokba
beirva, hogy oda hanyféleképpen juthatunk el az
9 —41—129—321—681 A ponttdl, 6sszesen 1683-féleképpen juthatunk el

///// B-be.
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EME 2) Egy 2 x 2 x 2 egységoldalu kockaracson egységnyi lépésekkel lépegetve el akarunk
jutni valamelyik testatld egyik végpontjabol a masik végpontba. Hanyféleképpen tehetjik meg
ezt, ha soha nem Iépunk visszafelé?

b) Egy 2 x 2 x 2 egységoldalu kocka felszinén az oldalakkal parhuzamos, egységnyi lépésekkel
lépegetve el akarunk jutni valamelyik testatld egyik végpontjabdl a méasik végpontba. Hanyféle-
képpen tehetjik meg ezt, ha soha nem lépink visszafelé?

a) 6-ot léplnk, 2-2 |épést 3 iranyba. Az egyik iranyu lépést (g)—féleképpen valaszthatjuk ki, egy

masik iranyut (3)—fé|eképpen. A maradék lépést a harmadik iranyba tesszik meg. Az &sszes

4

.. [6
lehetéség szama: (2) (2

)~1 = 90.

b) Tobbféleképpen is gondolkodhatunk.

1. A kockaracson torténé Iépegetéssel kapott esetekbdl kihagyjuk azokat az eseteket, ame-
lyeknél (éppen a harmadik Iépésre) beléplink a kocka belsejébe. Vagyis azokat az eseteket,
amelyekben athaladunk a kocka kdzéppontjan. A kocka kdzéppontjdba 6-féleképpen
tudunk eljutni, onnan a végpontba (mind a 6 esethez) 6-féleképpen, vagyis 6sszesen 36
esetben haladunk &t a kézépponton. 90 — 36 = 54 esetben maradunk a kocka felszinén.

2. Rajzoljuk meg a kezd&ponthoz csatlakozéd harom kockalapot ,,alulnézetben”, irjuk fel min-
den csomopontra, hogy oda hanyféleképpen lehet eljutni. Majd rajzoljuk fel a végponthoz
csatlakozo 3 lapot |, feltinézetben”, induljunk ki a mar felcimkézett csomopontokbdl, és
szamoljuk 6ssze a végpontba vezets utakat!

megforditjuk a kockat

[AF] Hanyfeleképpen juthatunk el egy 10 fokbol 4ll6 1épcsé aljardl a tetejére, ha a lépcséket
Otletszerlien egyesével vagy kettesével vesszik?

Szamoljuk 6ssze, hogy hanyféleképpen Iéphetiink az egyes Iépcséfokokral Az elsére 1, a ma-
sodikra (lentrél vagy az elsé fokrél) 2, a harmadikra (az elsé vagy a masodik fokrél) 1 +2 =3, a
negyedikre (a masodik vagy a harmadik fokrol) 2 + 3 = 5, az 6todikre (a harmadik vagy a ne-
gyedik fokrol) 3+5 =8, a hatodikra 5+ 8 = 13, a hetedikre 8 + 13 = 21, a nyolcadikra
13 + 21 = 34, a kilencedikre 21 + 34 = 55, a tizedikre 34 + 55 = 89 lehet&ség van.
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Statisztika

1. Adatok gyiijtése, rendszerezése, jellemzése

m Kodoljuk a kévetkezé adatokat, majd irjuk fel névekvé sorrendben!

a) egy, eqy, egy, hét, négy, harom, kettd, hat, hat, négy, kettd, 6t, harom, hat;

b)o, m k,n,m, a p,ah mumknnen, aem,

¢) négyszog, hatszog, 6tszog, hatszdg, kor, négyszog, nyolcszog, 6tszdg, haromszog, hatszog, kor.

a) Példaul: 1,1,1,7,4,3,2,6,6,4,2,5, 3, 6;
rendezve: 1,1, 1,2,2,3,3,4,4,5,6,6,6, 7.
b) Példaul: 1, 2, 3,4,2,5,6,5,7,2,8,2,3,4,4,9,4,5,9, 2;
rendezve: 1,2,2,2,2,2,3,3,4,4,4,4,5,5,5,6,7,8,9, 9.
c) Példaul: 4, 6,5, 6,0,4,8,5, 3,6,0;
rendezve: 0, O, 3,4, 4,5, 5, 6, 6, 6, 8.

P& Hatarozzuk meg a kévetkez6 adatsorok atlagat, moduszat, medianjat!
a)1,1,3,53,8,0,2,5,4,5,6,6, 1;
b)1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,

¢ 1,23,456,7,8,9, 10,10, 10, 10.

a) Atlag: % ~ 3,57; médusz: 1 és 5; median: a 3 és a 4 szamtani kozepe: 3,5.

b) Atlag: 1,5; médusz: 1 és 2; median: az 1 és a 2 szamtani kdzepe: 1,5.

¢ Atlag: % ~ 6,54 moddusz: 10; median: 7.

EME] £gy adatsor atlaga 4. Van koztik két egyenld szam. Ha az egyiket kihagyjuk, akkor a ma-
radék szamok atlaga 4,2, ha a masikat is kihagyjuk, akkor 4,5 lesz a maradék szamok atlaga.
a) Hany szam volt eredetileg?

b) Mi volt a két egyenlé szam?

Ha n+ 2 szam volt és x jeldli az elhagyott szamokat, akkor a kapott atlagokbdl a szamok
osszege: 4(n+2)=4,2(n+ 1)+ x=4,5n+ 2x.

Ebbdl 4n+8 =4,2n+4,2 +x=4,5n+2x. (4n + x)-et kivonva mindegyik kifejezésbél:
8—-x=02n+4,2 =0,5n+x.

A jobb és a bal oldal 6sszege a ko6zépsd kifejezés kétszerese: 0,5n +8 = 0,4n + 8,4.

Ebb&l n = 4. Visszahelyettesitve az eredeti egyenletekbe x = 3 adddik.

Eredetileg n + 2 = 6 szdm volt, kdztlk két 3-as, ezeket hagytuk el.

FA®] Egy tanuld 10 osztalyzatanak atlaga 3,5.
a) Legfeljebb hany elégtelenje lehet? b) Legalabb hany jelese van?
¢) Legfeljebb hany jelese van? d) Biztos-e, hogy van kdzepese?

A jegyek 6sszege 35.

a) Akkor lesz a legtdbb egyese, ha minden mas osztalyzata a lehetd legnagyobb. Ha n darab
1-ese van, akkor a maradék 10 — n jegy Gsszege — ha mind 5-6s — legfeljebb 5-(10 — n)
lehet. Masrészt az 6sszegiik éppen 35 — n. Eszerint a legnagyobb olyan n szamot keressiik,
amelyre még 5-(10 — n) > 35 — n. Ebb6l 15 > 4n, vagyis n < 3,75. Mivel n csak egész szam
lehet, a legnagyobb ilyenna3. 3-1+6-5+1-2 = 35.

b) Nem biztos, hogy van jelese, mert lehet, hogy 5-5 négyese, illetve harmasa van.
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¢) Ha n darab jelese van, akkor a maradék 10 — n jegy 6sszege 35 — 5n. Akkor lesz a legtdbb
jelese, ha a tébbi osztalyzat minél kisebb. A maradék osztélyzatok dsszege legaldbb 10 — n.
A legnagyobb olyan n szdmot keressik, amelyre 10 — n < 35 — 5n. Vagyis amelyre 4n < 25,
n<6,25. n =6 alegnagyobb ilyen egész szam. 6-5+3-1+1-2 = 35.

d) Az el6z6ekben lattuk, hogy egyaltalan nem kell, hogy kézepese legyen.

EF®] Keészitstink olyan 6t adatbdl all6 adatsort, amelynek medianja és modusza egyarant 3, az
atlaga
a)2; b)3; ¢4l

a) Példaul: 0, 1, 3, 3, 3; b) példaul: 3, 3, 3, 3, 3; ¢) példaul: 3, 3, 3, 4, 7.

m Készitsiink olyan 6t adatbdl allé adatsort, amelynek medianja és atlaga egyarant 3, a mo-
dusza
a)2; b)3; ¢4l

Ha adott a modusz és a median, akkor az a) esetben 2, 2, 3 szerepel a szamok kozott, a
¢) esetben 3, 4, 4. A b) esetben ennél kevesebbet tudunk.
a) Példaul: 2, 2, 3, 3,5, 4,5; b) példaul: 3, 3, 3, 3, 3; ¢) példaul: 1,5, 2,5, 3, 4, 4.

EALE] Készitstink olyan 6t adatbol allé adatsort, amelynek modusza és atlaga egyarant 3, a me-

dianja

a2, b)3; ¢4l

a) llyen adatsor nincs, mert ha a kdzépsé elem 2 és a médusz 3, akkor a < b <2 < 3 = 3 lehet
az 6t szam. Ezek atlaga azonban kisebb, mint 3.

b) Példaul: 3, 3, 3, 3, 3.

¢) llyen adatsor sincs, mert ha k6zépsé elem 4 és a médusz 3, akkor 3 =3 <4 <a<b lehet
az 6t szam. Ezek atlaga azonban nagyobb, mint 3.

2. Adatok szemléltetése

A& 2) Olvassuk le a grafikon adatait, és irjuk tablazatba 6ket!
2006-ban az 1000 fére jutd személygépkocsik szama az egyes orszagokban:

600

500

400

300

200

100

10

Banglades
Kina

India
Indonézia
Zimbabwe
Brazilia
Oman
Irorszag
Nagy-Britannia
Ausztralia
Németorszag
USA

b) Mit gondolsz, Magyarorszagon hany személygépkocsi jut 1000 fére? Nézz utana az interneten!
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a) Bangladesben 1
Kindban 2
Indidban 4
Indonézidban 5
Zimbabwéban 10
Brazilidban 90
Omanban 110
frorszagban 300
Nagy-Britanniaban 460
Ausztralidban 480
Németorszagban 500
az Egyesult Allamokban 600

b) Magyarorszagon ez az érték korilbeldl 200 lehet.

P& 2) Olvassuk le a grafikon adatait, rendezziik tablazatba Sket!

Karib-tenger

Bering-tenger

Dél-kinai-
tenger

Foldkozi-
tenger

Jeges-tenger

Indiai-6cean

Atlanti-6cedn

Csendes-
6cean

millié km?2
|- \,

10 50 100 150

b) Szemléltesstk kordiagramon az ardnyokat!
¢) Keresstik meg, hogy a Balaton felszine hany négyzetkilométer! Hany fokos kozépponti sz6g-
gel rajzolhatnank a kérdiagramra?

a) A grafikonrol leolvashaté értékek:

1. Csendes-6cean 165 000 000 km?
2. Atlanti-ocean 82 000 000 km?
3. Indiai-6cean 73 000 000 km?
4. Jeges-tenger 14 000 000 km?
5. Foldkozi-tenger 2 500 000 km?
6. Dél-kinai-tenger 2 500 000 km?
7. Bering-tenger 2 500 000 km?
8. Karib-tenger 2 000 000 km?

b) Millié négyzetkilométerben szamolva az egyuttes terdlet 343,5.

360° _ o
34357 105

Egymillid négyzetkilométerhez tartozé szog:

¢) Korulbeltl 595 km?. Ez a tobbi vizfelllet ardnyaban kordlbelll

17 o . o o
170000000 A 360°-0s kérben nagyjabol 0,0006° = 2”.
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EML&] A tablazatban a gerincesekre vonatkozé adatok szerepelnek!

Eml&sok ~ 4000 faj
Madarak ~ 9000 faj
Hullsk ~ 6000 faj
Kétéltlek ~ 4000 faj
Halak ~ 21000 faj

a) Szemléltessiik az adatokat vonaldiagramon!

b) Szemléltessik a gerinces fajok megoszlasi aranyat szalagdiagramon!

a)
Halak
Kétéltliek
Hullk
Madarak
EmlBsok
5 10 15 20  ezer faj
b)
1. 3 4. 5.

A& A tablazatban a gerinctelenekre vonatkozoé adatok szerepelnek!

Tuskésbériek ~ 5500 faj
[zeltlabuak tébb mint 1 000 000 faj
Puhatestlek ~ 45 000 faj
Gydrdsférgek ~ 7000 faj
Hengeresférgek ~ 12 000 faj
Laposférgek ~ 10 000 faj
Csalanozok ~ 7000 faj
Szivacsok ~ 10 000 faj

a) Szemléltesstk az adatokat vonaldiagramon!

b) Szemléltessik a gerinctelen fajok megoszlasi aranyat szalagdiagramon!




a) Ha aranyosan szeretnénk szemléltetni az adatokat, akkor az izeltlablak nagy szdma miatt
a toébbi adatot nem lehet leolvasni:

fajok szama

1000 000
900 000
800 000
700 000
600 000
500 000
400 000
300 000
200 000
100 000

Y

allatcsoport

Ha viszont a tobbi adatot szeretnénk precizebben leolvasni, akkor az izeltlabtak pontos abra-

zolasarol kell lemondanunk:

fajok szama A

50 000 +—

45 000

40000+ -1---—---——--—-——-—-———-

35 000
30 000
25 000
20 000
15 000
10 000

5000t~ ——=—=—=———====———————

0

.
>

allatcsoport

b) Az izeltldbtak miatt ez a diagram nem lesz latvanyos és jol hasznélhatd. Az izeltldbuak
nélkul a szalagdiagram igy néz ki:

tUskésbortek

puhatestliek

gyUrUsfrgek

hengeresférgek

laposférgek
csalanozok
szivacsok
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F®] Készitsiink tobbféle grafikont a kovetkezd adatok alapjan!

A Fold tavai Felszine (km?) Mélysége (m)
Kaszpi-tenger 371 000 995
Felsé-t6 82 400 406
Viktoria-té 69 500 85
Huron-t6 59 600 228
Michigan-to 57 454 281
Aral-to 37 000 68
Tanganyika-t6 32900 1480
Bajkal-to 31500 1620
Nagy-Medve-té 31328 413
Malawi-t6 28 930 614
Példaul a tavak felszine szalagdiagramon:
ol @
O o E i N 1 Ne)
2 | 5|2 2282
Kaszpi-tenger 2 5|82 |sEES 2
S I N B =
=2
A mélységuk oszlopdiagramon:
mélység (m) |
1
1500 L
1000 —
500 — —
wEL B BT B
T 28 2 2 28 2 L &8 £ ¥
@ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
c 0 ® < S ®w © ®w 9 S
2 2588 %=L 3
ol L + = c <] ©
(o <X I 5 ] o S
N = = o - >
- S 2 3
Y © ©
=



3. A kétarcu statisztika

A& Keresstink tjsagban, interneten statisztikakat! Beszéljilk meg az osztalyban, hogy melyik
mit jelent, mirdl szol! Dontstik el, hogy van-e benne megtéveszt6 grafika vagy adat!

m Készitstink olyan sulyozast, amelyekre az 1, 2, 3, 4 sorrendben vett szdmok ésa 2, 3, 6, 10
sorrendben vett szamok sulyozott szamtani kdzepe
a) az els6 esetben nagyobb;  b) a masodik esetben nagyobb!

a) llyen nem lehet, mert a sulyok pozitivak, és a szamok rendre nagyobbak a masodik esetben.
b) Sok megoldas van. Példaul: 10, 5, 2, 1.

EMCE] Keészitstink olyan stlyozast, amelyekre az 1, 2, 3, 4 sorrendben vett szamok és a 10, 6, 3, 1
sorrendben vett szamok sulyozott szamtani kdzepe

a) az els6 esetben nagyobb;

b) a masodik esetben nagyobb;

c) egyenld!

a) Sok megoldas van. Példaul: 1, 1, 1, 10.
b) Sok megoldas van. Példaul: 1, 1, 1, 1.
c1,31,7.
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