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FELADATOK

I. Miveletek eseményekkel

Adjuk meg az aldbbi eseményeket a kisérletekhez tartozd klasszikus valdszin(iségi mezd elemi ese-
ményeinek segitségével! Ahol az eseménytér szdmossaga 10-nél kisebb, adjuk meg az események

Osszegét, szorzatat, komplementerét, és ellendrizziik a De Morgan-azonossagokat!

1) Egy pénzérme, két dobas:
A: ElGszor fejet, masodszor irast dobok
B: Kiilonb6z6ket dobok
2) Egy pénzérme, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok elGszor fejet
B: Harombdl legaldbb egy fejet dobok
3) Két pénzérme, egy dobas:
A: Dobok fejet
B: Dobok irast
4) Két pénzérme, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok el6sz6r azonosakat

B: Mindharomszor azonosakat dobok

5) Egy szabalyos kocka, egy dobas:
A: Primszamot dobok
B: Legalabb 5-0st dobok
6) Egy szabalyos kocka, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok el6sz6r hatost
B: Harombdl legaldbb egyszer hatost dobok
7) Két szabalyos kocka, egy dobas:
A: A dobott szdmok 6sszege 10
B: A dobott szamok azonosak
8) Két szabalyos kocka, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok el&szér dupla hatost

B: Harombdl legaldbb egyszer dupla hatost dobok
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Il. Események valdszinlisége

Az 1) és 2) feladatokat adjuk meg az események 6sszegének és szorzatanak valdszinlségét is!

1) Egy csaladban egymas utan 2 gyermek sziiletik
a) Fiiggetlen események:
A: Az els6 gyermek lany
B: A masodik gyermek lany
b) Nem fiiggetlen események:
A: Lesz lany

B: 1fit és 1 lany lesz

2) Kockadobas egy kockaval egymas utan kétszer
a) Fliggetlen események:
A: Az els6 dobas hatos lesz
B: A masodik dobas hatos lesz
b) Nem fiiggetlen események:
A: Dobok hatost
B: Két hatost dobok

3) Mennyi a valdsziniisége, hogy egy szabalyos dobdkockaval egyet dobva
a) a dobott szam hatos lesz,
b) a dobott szam paros lesz,
c) a dobott szam legalabb 5 lesz,
d) a dobott szdm 3-mal oszthaté lesz,

e) a dobott szam prim lesz?

4) Egy gyufasdoboz legnagyobb lapjaira irtuk az egyest és a hatost, a k6zépsGkre a kettest és az 6tost
és a legkisebbekre a harmast és a négyest. 500 dobas alapjan az egyes és a hatos relativ gyakorisaga
0,3, a kettesé és az 6tosé 0,15, a harmasé és a négyesé 0,05.
Mennyi a valdszin(iisége, hogy a gyufasdobozzal egyet dobva

a) a dobott szam hatos lesz,

b) a dobott szam paros lesz,

c) a dobott szam legalabb 5 lesz,

d) a dobott szdam 3-mal oszthaté lesz,

e) a dobott szam prim lesz?
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5) Mennyi a valdsziniisége, hogy egy szabalyos dobdkockaval kétszer dobva a dobott szamok
a) szorzata primszam lesz,
b) 6sszege nagyobb lesz 10-nél,
c) kilonbozbek lesznek,
d) 6sszege és szorzata is paros lesz,
e) kiilonbsége 4,

f) hanyadosa 3?

6) Egy gyufasdoboz legnagyobb lapjaira irtuk az egyest és a hatost, a kbzépsGkre a kettest és az 6tost
és a legkisebbekre a harmast és a négyest. 500 dobas alapjan az egyes és a hatos relativ gyakorisaga
0,3, a kettesé és az 6tosé 0,15, a harmasé és a négyesé 0,05.
Mennyi a valdszin(isége, hogy a gyufasdobozzal kétszer dobva a dobott szamok

a) szorzata primszam lesz,

b) 6sszege nagyobb lesz 10-nél,

c) kildonbozbek lesznek,

d) 6sszege és szorzata is paros lesz,

e) kiilonbsége 4,

f) hanyadosa 3?

7) A viragiizletben 2 fajta virdg van: rézsa és szegf(. Hatarozzuk meg a 2 fajta virag harmadosztalyu
ismétléses kombinaciadit, ill. variacidit!
Mennyi a valoszinlisége, hogy egy 3 szal viraghdl all véletlenszeriien kivalasztott csokorban

a) csak rdzsa lesz,

b) legalabb 2 szal rézsa lesz,

c) kétfajta virag lesz?

8) A cukraszdaban 3 fajta fagylalt van: csoki, vanilia és eper. Hatdrozzuk meg a 3 fajta fagylalt ma-
sodosztalyd ismétléses kombinacidit, ill. variacioit!
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy 2 gombdcos véletlenszeriien kivalasztott fagylaltban

a) csak csoki lesz,

b) csoki és eper lesz,

c) csoki lesz a toélcsérben alul?

9) Mennyi a valészin(lisége, hogy egy 13+1 taldlatos totészelvényt véletlenszer(ien kitoltve
a) telitalalatunk lesz,
b) az els6 10 mérkGzést eltaldljuk, a tobbit nem,

c) 9 mérkbzést talalunk el az elsé 10-béI?
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10) Mennyi a valdszinlsége, hogy ha egy csalddban mar két fii van, akkor a sziilletend6é harmadik

gyerek lany lesz?

11) Mennyi a valdszintisége, hogy egy négygyermekes csaladban el6szor 2 fit, majd 2 lany sziiletik?

12) Mennyi a valdszin(isége, hogy egy négygyermekes csalddban az el6z6 utan mindig ellentétes

nemt gyermek sziletik?

13) Mennyi a valdszinlisége, hogy egy négygyermekes csalddban egynél tobb lany van?

14) Mennyi a valdszinlsége, hogy ha egy kétgyerekes csaladrél tudjuk, hogy van fiu, akkor lany is

van a 2 gyermek kozott?

15) Mennyi a valdszinlisége, hogy ha egy haromgyerekes csaladrdl tudjuk, hogy van fiu, akkor lany is

van a 3 gyermek kdzott?

16) Mennyi a valdszinlsége, hogy ha egy haromgyerekes csaladrél tudjuk, hogy van két fiu, akkor

lany is van a 3 gyermek kozott?

17) Fogalmazzuk meg a 10) — 16) feladatokat pénzérmékkel, és oldjuk meg azokat is!
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lll. Bejarasi feladatok, a binomialis tétel

1) a) Hanyféleképpen tudjuk kiolvasni az aldabbi szoharomszégh6l a KOMBINATORIKA szét?

b) Mennyi a valdszintisége, hogy a piros (felsd) A betlinél fejezziik be a kiolvasast, azaz végig a
piros téglalapban haladunk a kiolvasas soran?

c) Mennyi a valdszinlisége, hogy a kék A bet(inél fejezziik be a kiolvasast, azaz végig a kéktégla-
lapban haladunk a kiolvasas soran?

d) Adjuk meg az 6sszes téglalapra annak valdszinliségét, hogy végig abban haladunk a véletlen-
szer( kiolvasas soran!

e) Adjuk meg az 6sszes T betlire annak valdszinliségét, hogy athaladunk rajta a véletlenszer(
kiolvasas soran!

f) Adjuk meg az 6sszes T betlre annak valdszinliségét, hogy athaladunk rajta a véletlenszer(
kiolvasds soran azzal a feltétellel, hogy végig

o) a piros

B) a kék téglalapban kell haladnunk!

K O M| B | M A T O R | K A
o M B | M A T O R | K A
M B | N A T O R | K A
B | M| A T 0O R | K A
| N AT O R | K| A
M A T O R | K .
A T O] R | K A
T O R | K A
0O R | K A
R | K | A
| K .
K A
A

2) A 2. mellékletben szerepel egy 20 |épéses szoharomszog értéktablazata.
Hatarozd meg a segitségével C%,, C13, C1§, C1a, CZ, értékét:

Készitsiik el Excellel egy 25 karakteres sz szoharomszogének értéktablazatat!
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3) Egy 6, 8, ill. 10 szogsorbdl all6 Galton-deszka egyes valydiba mekkora valdszinliséggel érkeznek a golydk?

4) Készitslik el a 3. mellékletben talalhatd Pascal-haromszog 16-18. sorat!

5) Csak jobbra fel és jobbra lefelé haladva, feltételezve, hogy sohasem lépink ki a szorombuszbdl,
mennyi a valészintsége, hogy KOLCSEY FERENC nevének véletlenszer( kiolvasasa kdzben athaladunk
a) a piros (k6zépsd) Y betlin,
b) a kék vagy a zold Y bet(in,
c) a sarga E betlin,
d) a piros Y és a sarga E betl(in,

e) a piros Y vagy a sarga E bet(in?

Y
E F
5 Y E
C E F R
L 5 Y E E
o0 C E F R N
K L 5 - E E C
o C E F R M
L 5 Y E E
C E F R
S BE
E F
Y

6) irjuk le sz6haromszdgbe a teljes neviinket.
a) Mekkora valdszinlséggel fejezhetjlik be a kiolvasast az egyes utolso bet(ikon?

b) Mekkora valdszinliséggel haladunk at a kiolvasdas soran keresztneviink egyes elsé bet(in?

7) Hatarozzuk meg a Pascal-haromszog segitségével
a) (a+b)® kifejezését,
b) (1+0,1)° értékét 0,1 pontossaggal,
c) (1+0,02)% értékét 0,001 pontossaggal!

8) Igazoljuk a Bernoulli-egyenlétlenséget:

Ha n tetsz6leges pozitiv egész és a tetsz8leges pozitiv szam, akkor (1+a)" = 1 + n-a
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IV. A binomialis eloszlas

1) Mennyi a valdszinlsége, hogy egy pénzérmét egymas utan tizszer feldobva
a) 8 fej lesz,
b) legalabb 8 fej lesz,
c) legaldbb 1 fej lesz?

2)Mennyi a valdszin(isége, hogy egy 8 gyermekes csaladban a gyermekek kozott
a) 5 lany van,
b) a harom legid6sebb gyermek lany, és még pontosan 2 lany van,
c) legaldbb két lany van,
d) A harom legid6sebb gyermek kdzott 2 fid van, a két kbzéps6 kozott 1 fid van és a harom leg-

fiatalabb kozott 2 fid van?

3) Egy teszt 10 kérdésbdl all, és minden kérdésre 4 valaszlehetfség van. Mennyi a valdszinlisége,
hogy a tesztet véletlenszerlen kitoltve

a) 8 jo valaszunk lesz,

b) legalabb 8 jo valaszunk lesz,

c) legaldbb 1 j6 valaszunk lesz,

d)o,1,2,3,..,10jo6 valaszunk lesz?

4) Hat soros klasszikus Galton-deszkanal, ahol minden szognél 0,5 valdszinliséggel megy jobbra, ill.

balra a golyd, mennyi lesz a valdszin(isége, hogy a golyod végiil az 0., 1., 2., 3,, ..., 6. valyuba érkezik?

5) Hat soros maddositott Galton-deszkanal, ahol minden szégnél 0,8 a valdszinlisége, hogy a golyd

jobbra megy, mennyi lesz a valészin(lisége, hogy a golyé végiil az 0., 1., 2., 3., ..., 6. valyuba érkezik?

6) Mennyi a valdszinlsége, hogy egy 13+1 taldlatos totdszelvényt véletlenszerden kitoltve, a +1 mér-
kézést figyelmen kiviil hagyva

a) 13 taladlatunk lesz,

b) pontosan 10 talalatunk lesz

c) 12-nél kevesebb talalatunk lesz,

d) 1-nél tébb taldlatunk lesz,

e)0,1,2,3,..,13 taldlatunk lesz?
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7) Mennyi a valdszin(isége, hogy egy szabalyos dobdkockat 15-sz6r feldobva

a) 10-szer dobunk négyest,

b) 10-szer dobunk 6tost,

c) 10-szer dobunk hatost,

d) 10-szer dobunk 4-nél nagyobbat,
e) legalabb 14-szer hatost dobunk,
f) legalabb 2-szer hatost dobunk,

g)0,1,2, ..., 15-sz6r dobunk primszamot?

8) Egy gyufasdoboz legnagyobb lapjaira irtuk az egyest és a hatost, a kozépsGkre a kettest és az 6tost

és a legkisebbekre a harmast és a négyest. 500 dobas alapjan az egyes és a hatos relativ gyakorisaga

0,3, a kettesé és az 6t6sé 0,15, a harmasé és a négyesé 0,05. Mennyi a valdszinlsége, hogy egymas

utan 15-szor feldobva

a) 10-szer dobunk négyest,

b) 10-szer dobunk 6tost,

c) 10-szer dobunk hatost,

d) 10-szer dobunk 4-nél nagyobbat,
e) legalabb 14-szer hatost dobunk,
f) legalabb 2-szer hatost dobunk,

g)0,1,2, ..., 15-sz6r dobunk primszamot?

a) Mennyi a valdszinlsége, hogy harom szabdlyos dobdkockaval egyszerre dobva 16-nal na-
gyobbat dobunk?
b) Mennyi a valészinlisége, hogy ezeket adobasokat 12-szer megismételve
a) egyszer sem dobunk 16-ndl nagyobbat,
) legfeljebb 1-szer dobunk 16-nal nagyobbat,
v) legalabb 10-szer 16-ndl nagyobbat dobunk,
d) legfeljebb 9-szer dobunk 16-nal nagyobbat?

10
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V. Permutaciok

1) 6 lany és 6 fii moziba megy, és a 8. sorban azl, 2, 3, ..., 12 székekre kaptak jegyet.
a) Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a székeken?
b) Mennyi a valészinlisége, hogy a jegyek véletlenszer( kiosztasa soran
o) Anna és Bea egymas mellett fog Ulni,
) Anna, Bea és Cili egymas mellett fog ulni,
v) Anna és Bea, illetve Cili és DAra egymas mellett fog dlni,
d) Anna, Bea és Cili, illetve Dora és Edit egymds mellett fog (lni,
€) Anna és Bea nem fog egymas mellett {lni,
@) a 6 lany, ill. a 6 fid kilon fog (lni,
1) a 6 lany és a hat fiu valtakozva fog (lni,
k) Anna és Bea szélen fognak (lni,
A) Anna és Bea nem fognak szélen (lni,
1) 1dnyok fognak szélen ilni,
v) Az els6 harom helyen fil l, a kovetkez6 3helyen lany, utana megint 3 fid, majd 3 lany,

0) a lanyok és a filk is dbécé rendben llnek?

2) a)AO0,1,2,3,4,5, 6 szamjegyekbdl hany darab hét jegyli szamot tudunk késziteni, ha minden

szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel?

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy az igy kapott szam
o) 0-ra fog végzbdni,
) 3-mal oszthatd lesz,
v) 5-tel oszthato lesz,
0) 4-gyel oszthaté lesz,
g) tartalmazni fogja az ,, 12" részletet,
¢) tartalmazni fogja az , 123" részletet,
1) nem fogja tartalmazni az ,, 123" részletet,
K) a paros és paratlan szdmjegyeket valtakozva fogja tartalmazni,
A) eldl lesz a 3 paratlan szamjegy,
u) paratlan szamjegyek lesznek a két szélén,
v) Az elsG két szamjegy pdratlan lesz, a kovetkez6 kett6 paros,

0) a paros és a paratlan szamjegyeket is novekvé sorrendben fogja tartalmazni?
3) A 3 éves Pistike elé teszi iskolas névére az A, A, A, A, A, B, B, D, K, R, R betlikockdkat. Mennyi a
valdszinlisége, hogy véletlenszer(ien egymas mellé helyezve a kockakat, Pistike az ABRAKADABRA

szOt rakja ki?

4) Oldjuk meg a Ill. 3) feladatot az ismétléses permutacié felhaszndalasaval!

11
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VI. Miveletek faktorialisokkal

1) Szamitsuk ki az alabbi m(iveletek eredményét!
a)11!-12-13

12!
b) —
10!

c) (n-2)! (n-1)
d) (n+1)! +(n+2):(n+3)

(n+2)!
e)——

n!

(n+3)!
(n+1)!

(n+1)!
8 n=1)!

1 1
h)— +
n! (n+1)!

1 n
) D!

1 1
N oD !

1 n+1
k) -
(n—-1)! (n+1)!
| n!-1 n
) n! (n+1)!

(n+1)!-1 n+1
(n+1)! (n+2)!

2)Definicié szerint 0l:=1 és 11:=1

1 1 1 1
Hatarozzuk meg az Excel programmal az o + o + 2 + ...+ o dsszeg értékét n=20 esetén!

12
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VII. Variacidk

1) a) Az1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9 szamjegyekbdl hany darab hét jegyl szamot tudunk késziteni, ha

minden szamjegyet egyszer hasznalhatunk fel?
b) Mennyi a valdszin(isége, hogy a kapott szam

o) 0-ra fog végz6dni,
B) 3-mal oszthatd lesz,
y) 5-tel oszthato lesz,
0) 4-gyel oszthatd lesz,
g) tartalmazni fogja az ,,12” részletet,
¢) tartalmazni fogja az , 123" részletet,
1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet,
k) valtakozva fog paros és paratlan szamjegyeket tartalmazni,
A) 3 pératlan szamjegy lesz eldl,
u) paratlan szdmjegyek lesznek a két szélén,
v) az elsé két szamjegy paratlan lesz, a kovetkez6 kett6 paros,

0) mind az 5 paratlan szamot fogja tartalmazni?

2) a)Ao0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,9 szamjegyekbdl hany darab hét jegyii szamot tudunk késziteni, ha

minden szamjegyet egyszer hasznalhatunk fel?
b) Mennyi a valdszin(lisége, hogy a kapott szam

o) 0-ra fog végzddni,
[) 9-cel oszthatd lesz,
v) 5-tel oszthato lesz,
0) 4-gyel oszthaté lesz,
g) tartalmazni fogja az ,, 12" részletet,
@) tartalmazni fogja az ,, 123" részletet,
1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet,
k) valtakozva fog paros és paratlan szamjegyeket tartalmazni,
A) 3 paratlan szamjegy lesz elol,
1) paratlan szdmjegyek lesznek a két szélén,
v) az els6 két szdamjegy paratlan lesz, a kovetkez6 kettd paros,

o) mind az 5 paratlan szdmot fogja tartalmazni?

13
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3) a)Az1,2,3,4,5,6, 7, 8,9 szamjegyekbdl hany darab hét jegyli szamot tudunk késziteni, ha

minden szamjegyet tobbszor felhasznalhatunk?

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy a kapott szam
a.) O-ra fog végz6dni,
) csupa 3-mal oszthaté szamjegybdl all,
y) 5-tel oszthato lesz,
0) 4-gyel oszthatd lesz,
g) tartalmazni fogja az ,,12” részletet,
¢) tartalmazni fogja az , 123" részletet,
1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet,
k) valtakozva fog paros és paratlan szamjegyeket tartalmazni,
A) 3 paratlan szamjegy lesz elol,
u) paratlan szdmjegyek lesznek a két szélén,
v) az elsé két szamjegy paratlan lesz, a kdvetkez6 kett6 paros,

0) a 9-est 6tszor fogja tartalmazni?

4) a)Ao0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,9 szdmjegyekbdl hany darab hét jegyli szamot tudunk késziteni, ha

minden szamjegyet tobbszor felhasznalhatunk?

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy a kapott szam
o) 0-ra fog végz6dni,
) csupa 3-mal oszthaté szamjegybdl all,
v) 5-tel oszthato lesz,
0) 4-gyel oszthatd lesz,
g) tartalmazni fogja az ,, 12" részletet,
¢) tartalmazni fogja az , 123" részletet,
1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet,
k) valtakozva fog paros és paratlan szamjegyeket tartalmazni,
A) 3 paratlan szamjegy lesz eldl,
u) paratlan szamjegyek lesznek a két szélén,
v) Az els6 két szamjegy paratlan lesz, a kovetkez8 kett paros,

0) a 9-est 6tszor fogja tartalmazni?

5) Kombinabiaban az auték rendszamai T-ABC-KLM alakuak, ahol T a tartomany szdmjele, 1-t6l 8-ig
valtozhat, A,B,C a 26 bet(s angol abc bet(i, azonosak is lehetnek, K,L,M pedig 0 és 9 kozotti szamje-
gyek, de nem lehetnek azonosak. PI. 3-XXY-056

a) Hany kilonboz6 rendszam lehetséges?

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy a rendszamban 3 azonos bet(i lesz?

c) Mennyi a valdszinlsége, hogy a betlk vagy a szamok nagysag szerint kézvetlenil kévetni

fogjak egymast?
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Vill. Kombinaciok

1) Szamitsuk ki az aldbbi m(iveletek eredményét faktorialisok segitségével!

a) (180)

h) (100) + (110) + (120) + ...+ (18)
1(3)G) GGG
i('s)-(3)-(5)-(3)-(5)

Neles

(%)

)2 G)G) (D)) (0)

(35)

2) Az 6toslotton 90 szambdl 6tot kell eltaldlni. Mennyi a valdszinlisége a 0, 1, 2, 3, 4 és 5 taldlatnak?

3) A hatoslotton 45 szambdl hatot kell eltalalni. Mennyi a valdszinlsége a 0, 1, 2, 3, 4, 5 és 6 talalatnak?

15



Klement Andrds Valosziniiségszamitdsi feladatok kézépszinten

4) Egy Gizemben 500 termékbdl 40 selejtes.
Mennyi a valdszinlisége, hogy ha visszatevés nélkiil véletlenszer(en kivalasztunk 20 terméket, akkor
a kivalasztottak kozott

a) nem lesz selejtes,

b) 5 selejtes lesz,

c) 3-ndl kevesebb selejtes lesz,

d) 2-nél tobb selejtes lesz?

5) Egy Gizemben 500 termékbdl 40 selejtes.
Mennyi a valdszinlsége, hogy ha visszatevéssel véletlenszerlen kivdlasztunk 20 terméket, akkor a
kivalasztottak kozott

a) nem lesz selejtes,

b) 5 selejtes lesz,

c) 3-nél kevesebb selejtes lesz,

d) 2-nél tobb selejtes lesz?

6) Egy Uzemben a termékek 10 %-a selejtes. Mennyi a valdszinlisége, hogy ha nagyon sok termékbdl
(azaz lényegtelen lesz, hogy viszatevéssel vagy viszatevés nélkiil) véletlenszerien kivalasztunk 20-at,
akkor azok kozott

a) nem lesz selejtes,

b) 5 selejtes lesz,

c) 3-ndl kevesebb selejtes lesz,

d) 2-nél tobb selejtes lesz?

7) Egy lGzemben egy vizsgalat szerint minden nyolcadik termék selejtes. Mennyi a valdszin(sége,
hogy ha nagyon sok termékbdl véletlenszerten kivalasztunk 20-at, akkor azok kozott

a) nem lesz selejtes,

b) 5 selejtes lesz,

c¢) 3-ndl kevesebb selejtes lesz,

d) 2-nél tobb selejtes lesz?
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8) A Magyar kartyaban 32 lap van, 4 szin (piros, z6ld, makk és tok), és minden szinbél 8 figura.
Ha véletlenszerlen kiosztunk 5 lapot, mennyi a valdszinlsége, hogy

a) pontosan 3 piros lesz koztik,

b) legfeljebb 2 piros lesz koztiik,

c) legalabb 3 piros lesz koztiik,

d) pontosan 2 piros, 1 z6ld és 2 makk lesz,

e) pontosan 2 piros és 2 z6ld lesz koztiik,

f) pontosan 2 asz lesz koztiik,

g) pontosan 2 piros lesz koztiik,

h) pontosan 2 asz és 2 piros lesz koztiik:

i) pontosan 2 sz vagy pontosan 2 piros lesz koztik,

j) ha mind az 6t lap piros lesz, akkor benne lesz a piros asz és a piros hetes is?

9) A Magyar kartyaban a figurak sorrendje: 7, 8, 9, 10, also, folsé, kirdly, asz.
Ha véletlenszerlen kiosztunk 5 lapot, mennyi a valdszinlisége, hogy

a) pontosan két azonos figura (par) lesz koztlik,

b) pontosan két-két azonos figura (2 par) lesz koztlik,

c¢) pontosan (harom azonos figura) (drill) lesz koztlik,

d) pontosan 1 drill és 1 par lesz koztik (full),

e) pontosan négy azonos figura (poker) lesz kozottik,

f) a figuradk sorban kévetik egymast (sor),

g) mindegyik lap azonos szin( (szin),

h) mindegyik lap azonos szin( és a figurak sorban kovetik egymast (szinsor)?

10) A Francia kartydban 52 lap van, 4 szin (treff, karé, kér és pikk), és minden szinbdl 13 figura.
A figurdk sorrendje: 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, bubi, ddma, kirdly, asz
Ha véletlenszer(ien kiosztunk 5 lapot, mennyi a valdszinlisége, hogy

a) pontosan két azonos figura (par) lesz koztulk,

b) pontosan két-két azonos figura (2 par) lesz koztik,

c) pontosan (harom azonos figura) (drill) lesz koztiik,

d) pontosan 1 drill és 1 par lesz koztiik (full),

e) pontosan négy azonos figura (pdker) lesz kozottik,

f) a figurak sorban kovetik egymast (sor),

g) mindegyik lap azonos szin( (szin),

h) mindegyik lap azonos szin( és a figurak sorban kovetik egymast (szinsor)?
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11) A 8 -10) feladatok soran egymas utan teljesen azonos korilmények koézott 15 osztast végezve,
mennyi a valdszin(isége, hogy az emlitett események

a) pontosan hétszer fognak bekovetkezni,

b) legfeljebb kétszer kdvetkeznek be,

c) legaldbb haromszor kévetkeznek be?

12) Kombindbiaban 30 lapos kartyaval jatszanak. 5 szin van: piros, sarga, zold, kék és ibolya.
Minden szinbdl 6 figura: perec, persely, varangy, varazslé, kombdjn és komputer.
a) Hanyféleképpen tudunk kiosztani 5 lapot, ha a sorrendre nem vagyunk tekintettel?
b) Mennyi a valészinlisége, hogy pontosan2 piros és 2 komputer lesz koztik?
Pl. j6 osztds: piros komputer, piros perec, ibolya komputer, kék varangy és sdrga kombdjn.
c) Mennyi a valdszinlsége, hogy 15 leosztds esetén éppen 10-szer fordul eld, hogy pontosan 2

piros és 2 komputer lesz a lapok kozt?
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IX. Grafelmélet

1) Rajzoljunk 6 pontu egyszer( grafot, ahol a fokszamok
a)5,4,3,3,2,1,
b)5,5,3,3,2,2,
c)4,3,3,3,2,2,
d)3,3,3,3,1,1.

2) Rajzoljunk 9 pontu egyszer( grafot a Havel-Hakimi algoritmus segitségével, ahol a fokszamok
a)6,5,5,5,4,3,3,2,1,
b)6,5,5,4,4,3,3,2,2,
€)6,5,5,4,3,3,3,2,1,
d)6,5,5,3,3,3,3,1,1.

3) Hany pontja van a 28 élt tartalmazo fanak?

4) Hatarozzuk meg faval a 12600 primtényezds felbontasat!

5) Hany pontu az a teljes graf, amelyben 210 él van?

6) Egy 30 f6s tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog. Eddig 300 kézfogds tortént. Mennyi van

még hatra?

7) Egy 25 f6s tarsasagban eddig 150 kézfogas tortént. Maximum hany olyan ember van a tarsasag-

ban, aki még senkivel sem fogott kezet?

8) Kombinabia legnagyobb folydjan, a Graffolyén sorban egymds mellett harom sziget van. A kozépsé
szigetet egy-egy hid koti 6ssze a két széls6vel. Tervezziink hidakat a partok és a szigetek kozott, hogy
az egyik partrdl indulva be tudjuk jarni mindhdrom szigetet és a tulsé partot is, Ugy, hogy minden
hidon pontosan egyszer haladjunk at, és

a) a kiindulasi helylnkre térjlnk vissza,

b) a tulso parton fejezziik be a sétat,

c) a kbzéps6 szigeten fejezziik be a sétat!

Rajzoljuk le mindegyik esetben a bejarasi utvonalakat is!
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9) Maximus Kombinatoris Ugy terveztette meg az Uj F6kombinatori Székhazat, hogy minden reggel
belépve a nyillal jel6lt kapun, az épiiletet bejarva minden ajtét kinyithasson, majd azokon pontosan
egyszer athaladva, véglil a sajat irodajaba érkezzen. (Tehat korabban kinyitott ajtdn mar nem halad
at Ujra, viszont néhany helyiségbe tobbszor betérhet.)

a) Létezik-e ilyen Utvonal, s ha igen, rajzoljuk be az alaprajzba is!

b) Meg lehet-e oldani egyetlen ajto befalazasaval vagy egy Uj nyitasaval, hogy a palotat a kivant mo-

don bejarva az utolsé helyiség a kozépen lévé legyen?
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X. Osszefoglalas

1) Kombinabia cukraszdajaban 6-féle fagylalt van: csoki, vanilia, puncs, malna, eper és citrom.

a) Hanyféle sorrendben helyezhetik ki a hat fagylaltos tartalyt?

b) Hanyféle sorrend lehet, ha csokibdl 3, puncsbdl és eperbdl 2 tartalyt helyeznek ki, a tébbibdl

pedig egyet?

c) Hanyféleképpen kaphatunk 3 gombdcosfagylaltot
a) tolcsérbe kérve, ahol a sorrend is szamit, ha egy fajtabdl csak egy gombdcot kaphatunk,
[B) tolcsérbe kérve, ahol a sorrend is szamit, ha egy fajtabdl tdbb gombdcot is kaphatunk,
v) kehelybe kérve, ahol a sorrend nem szamit, ha egy fajtabdl csak egy gombdcot kaphatunk,
) kehelybe kérve, ahol a sorrend nem szamit, ha egy fajtabdl tobb gombdcot is kaphatunk?

d) Mennyi a valdszin(isége az egyes esetekben, hogy mindharom gombaéc gyumdlcsfagylalt lesz?

2) 6 baratné és gyermekeik, 4 fil és 8 lany k6zosen megnézik a szinhdzban az Egy csodalatos kombinator
torténete cimi szinm( gyermekel6addasat, melyre a 2. sorban az 1, 2, 3, ..., 18 székekre kaptak jegyet.
a) Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a székeken?
b) Mennyi a valészinlisége, hogy a jegyek véletlenszer( kiosztasa soran
o) egy felnGtt sem Ul feln6tt mellett,
) egy ledny sem il ledny mellett,
v) egy fit sem 0l fiu mellett,

d) egy gyermek sem Ul gyermek mellett?

3) Kombindabiaban minden évben versenyt rendeznek, melynek gy6ztese nyeri el egy évre a f6kombi-
natori cimet. A versenyen hétféle feladattipus koziil valogatnak, és egy félébSl mindig csak egyet
valasztanak: ismétlés nélkiili- és ismétléses permutdcid, ismétlés nélkiili- és ismétléses varidcid, ismét-
Iés nélkiili- és ismétléses kombindcid, ill. grdfelmélet. Hanyféleképpen valogathatnak be a feladattipu-
sokbdl 6t feladatot a versenyre, ha a sorrendre nem vagyunk tekintettel?
Mennyi a valdszinlsége, hogy véletlenszer( kivalasztas esetén a kivalasztott feladatok kozott

a) nem szerepel grafelmélet,

b) szerepel ismétléses kombinacio?

c) egymas utani 10 évben mindig szerepel ismétléses kombinacié?
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MEGOLDASOK

I. Miveletek eseményekkel

Adjuk meg az aldbbi eseményeket a kisérletekhez tartozd klasszikus valdszinliségi mezd elemi ese-
ményeinek segitségével!l Ahol az eseménytér szdmossaga 10-nél kisebb, adjuk meg az események

Osszegét, szorzatat, komplementerét, és ellendrizziik a De Morgan-azonossagokat!

1) Egy pénzérme, két dobas:
A: ElGszor fejet, masodszor irast dobok
B: Kilénb6z8ket dobok
Eseménytér: H={FF, FI, IF, Il}, Biztos esemény: H, lehetetlen esemény:J
A={Fl}, B={FI, IF}, A maga utan vonja B-t: ACB
A+B={Fl, IF}, A-B={FI}, A = {FF,IF,11},,B = {FF, 11},
A+B={FF 11}, A-B = {FF, 11}, A-B = {FF,IF, 11}, A+ B = {FF,IF, I}
AcCB= A+B=B, AB=ALA+B=B,A'-B=B,A'-B=A, A+B=A

2) Egy pénzérme, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok el6szor fejet
B: Harombdl legaldbb egy fejet dobok
Eseménytér: {FFF, FFI, FIF, IFF, IIF, IFI, FII, 111}
A={11F}, B={ FFF, FF], FIF, IFF, 1IF, IF], FII }, ACB
A+B=B, A-B=A, A = {FFF, FF], FIF, IFF, IF, FII, 111}, B = {IlI}, A+ B = {III}, A- B ={IlI},
A - B = {FFF, FF], FIF, IFF, IFI, FII, 111}, A + B = {FFF, FFI, FIF, IFF, IF], FII, 111}

3) Két pénzérme, egy dobas:
A: Egy fejet és egy irast dobok
B: Dobok irast
Eseménytér: {FF, FI, IF, I}, A={FI, I[F}, B={FI, IF, 11}, ASB, A+B=B, A-B=A,
A = {FF,11}, B = {FF}, A + B ={FF},A- B ={FF}, A-B = {II,FF},A + B = {I, FF}

4) Két pénzérme, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok el6sz6r azonosakat
B: Mindhdromszor azonosakat dobok
Eseménytér: {FF FF FF, FF FF FI, FF FF IF, FF FF 11, FF FI FF, FF FI F1, FF F1 IF, FF FI 11, ..., IT 1T 11 },
dsszesen 43=64 elemi esemény alkotja az eseményteret.
A={FI FI FF, FI F11I, FI IF FF, FI IF II, IF FI FF, IF FI I, IF IF FF, IF IF II}, 8 elemi esemény,
B={FF FF FF, FF FF II, FF Il FF, Il FF FF, [1 Il FF, Il FF II, FF IL 11, IT [T 11}, szintén, A-B=O
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5) Egy szabalyos kocka, egy dobas:
A: Primszamot dobok
B: Legalabb 5-6st dobok
Eseménytér: {1, 2, 3,4, 5, 6}
A={2,3,5},B={5, 6}, A+B={2,3,5, 6}, A-B={5},A = {1,4 6}, B={1,2,3,4},
A+B={1,4},A-B={1,4},A-B={1,2,3,4,6},A+ B ={1, 2,3,4, 6}

6) Egy szabalyos kocka, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok el8sz6r hatost
B: Harombdl legalabb egyszer hatost dobok
Eseménytér: {111,112,113, 114, 115, 116, 121, 122,123, 124, 125, 126, ..., 666}
Osszesen 6°=216 elemi esemény alkotja az eseményteret. Kénnyen lathatjuk, hogy harom
egyest csak egyféleképpen dobhatunk, két egyest és egy kettest haromféleképpen, de pl. egy
egyest, egy kettest és egy harmast hatféleképpen is dobhatunk. Ezért az elemi események
meghatdrozdsanal az azonos esély érdekében a sorrendet is figyelembe kell venniink.
A={116, 126,136, 146, 156, 216,..., 556}, 6sszesen 5-5-1=25 elemi esemény
B={116, 126, 136, 146, 156, 161, 162, 163, 164, 165, 166, ..., 666}, konnyebb a B elemi
eseményeit 6sszeszamolni: |B|=53=125, igy dsszesen |B|=216-125=91 elemi esemény.

ACB= A+B=B, AB=A, A+ B=B, A-B=B,A-B=A A+B=A

7) Két szabalyos kocka, egy dobas:
A: A dobott szdmok 6sszege 10
B: A dobott szdmok azonosak
Eseménytér: {11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, ..., 66}, 0ssz. 36 elemi esemény
A={46, 55, 64}, B={11, 22, 33, 44, 55, 66}, A+B={11, 22, 33, 44, 46, 55, 64, 66}, A-B={55},
A:33, B:30, A+ B=A-B:28, A-B=A + B: 35 elemi esemény

8) Két szabalyos kocka, 3 dobas:
A: Harmadszorra dobok el6szér dupla hatost
B: Harombdl legaldbb egyszer dupla hatost dobok
Eseménytér: {11 11 11, 11 11 12,11 11 13,11 11 14,11 11 15, 11 11 16, ..., 66 66 66},
Osszesen 363 =46656 elemi esemény
A={111166,1112 66, ...,65 65 66}, 6sszesen 35-35-1=1225 elemi esemény
B={111166,1112 66, ..., 66 66 66}, 6sszesen 363-353=3781 elemi esemény,
ugyanis B az az esemény, hogy egyszer sem dobok dupla hatost, amire 353 lehet8ség van.
ACB= A+B=B, AB=A, A+B=B,A‘B=B, A-B=A A+B=A
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Il. Események valdszinlisége

Az 1) és 2) feladatokat adjuk meg az események 6sszegének és szorzatanak valdszinlségét is!

1) Egy csaladban egymas utan 2 gyermek sziiletik
a) Fiiggetlen események:
A: Az els6 gyermek lany
B: A masodik gyermek lany
H={FF, FL, LF, LL}, A={LF, LL}, B={FL, LL}, A+B={LF, FL, LL}, A-B={LL}
P(A)=k/n=2/4, P(B)=2/4, P(A+B)=3/4, P(A-B)=1/4,
P(A)-P(B) = P(A-B), P(A+B)=P(A) + P(B) - P(A-B)

b) Nem fiiggetlen események:
A: Lesz lany
B: 1fit és 1 lanylesz
H={FF, FL, LF, LL}, A={FL, LF, LL}, B={FL, LF}, A+B={LF, FL, LL}, A-B={FL, LF}, BCA
P(A)=3/4, P(B)=2/4, P(A+B)=3/4, P(A-B)=2/4,
P(A)-P(B) # P(A'B), P(A+B)=P(A) + P(B) - P(A-B)

2) Kockadobas egy kockaval egymas utan kétszer
a) Fiiggetlen események:
A: Az els6 dobas hatos lesz
B: A masodik dobas hatos lesz
H={11, 12, 13, ..., 66}, A={61, 62, 63, 64, 65, 66}, B={16, 26, 36, 46, 56, 66},
A+B={61, 62, 63, 64, 65, 66, 16, 26, 36, 46, 56}, A-B={66}
P(A)=6/36, P(B)=6/36, P(A+B)=11/36, P(A-B)=1/36,
P(A)-P(B) = P(A-B), P(A+B)=P(A) + P(B) - P(A-B)

b) Nem fiiggetlen események:
A: Dobok hatost
B: Két hatost dobok
H={11, 12, 13, ..., 66}, A={16, 26, 36, 46, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66}, B={66}, BCA
A+B={16, 26, 36, 46, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66}, A-B={66}
P(A)=11/36, P(B)=1/36, P(A+B)=11/36, P(A-B)=1/36,
P(A)-P(B) # P(A-B), P(A+B)=P(A) + P(B) - P(A-B)
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3) Mennyi a valdsziniisége, hogy egy szabalyos dobdkockaval egyet dobva
Szabdlyos dobdkocka esetén klasszikus valdszinliségi mez6t alkotnak az elemi események,
mindegyik azonos valdszinlség(, igy P=k/n.
a) a dobott szam hatos lesz: P(A) = 1/6, mert H={1, 2, 3, 4, 5, 6}, azaz n=6 és A={6}, azaz k=1
b) a dobott szam paros lesz: P(B) = 3/6, mert B={2, 4, 6}
c) a dobott szam legalabb 5 lesz: P(C) = 2/6 mert C={5, 6}
d) a dobott szam 3-mal oszthaté lesz: P(D) = 2/6, mert D={3, 6}
e) a dobott szam prim lesz: P(E) = 3/6 mert E={2, 3, 5}

4) Egy gyufasdoboz legnagyobb lapjaira irtuk az egyest és a hatost, a kozéps6kre a kettest és az 6tost
és a legkisebbekre a harmast és a négyest. 500 dobas alapjan az egyes és a hatos relativ gyakorisaga
0,3, a kettesé és az 6tosé 0,15, a harmasé és a négyesé 0,05.
Mennyi a valdszin(isége, hogy a gyufasdobozzal egyet dobva
A gyufasdoboz esetén az elemi események valdszinlisége nem azonos, nem alkotnak klasszikus
valdszinlségi mez6t, igy a P=k/n képlet nem haszndalhatd!
a) a dobott szam hatos lesz: P(A) = 0,3, mert a dobott szamok relativ gyakorisdga hatarozza
meg a valdszintségiket: P(1)=P(6)=0,3, P(2)=P(5)=0,15 és P(3)=P(4)=0,05
b) a dobott szam paros lesz: P(B) = P(2) + P(4) + P(6) = 0,15 + 0,05 + 0,3 = 0,5, mert az egyes do-
basértékek egymast kizard események, egyszerre pl. nem dobhatok kettest és négyest.
c) a dobott szam legalabb 5 lesz: P(C) = P(5) + P(6) =0,15+0,3 =0, 45
d) a dobott szam 3-mal oszthatd lesz: P(D) = P(3) + P(6) =0,05 + 0,3 = 0,35
e) a dobott szam prim lesz: P(E) = P(2) + P(3) + P(5) = 0,15 + 0,05 + 0,15 = 0,35

5) Mennyi a valészinlisége, hogy egy szabalyos dobdkockaval kétszer dobva a dobott szamok
a) szorzata primszam lesz: H={11, 12, 13, ..., 66}, n=36 és A={12, 13, 15, 21, 31, 51}, k=6,
tehat P(A) = 6/36
b) 6sszege nagyobb lesz 10-nél: B={56, 65, 66}, k=3, tehat P(B) = 3/36
c) kiildnbdz6ek lesznek: C={11, 22, 33, 44, 55, 66}, k=6, P(C)=6/36, tehat P(C)=1-6/36=5/6
d) 6sszege és szorzata is paros lesz: D={22, 24, 26, 42, 44, 46, 62, 64, 66}, k=9, tehat P(D) = 9/36
e) kulonbsége 4: E={15, 26, 51, 62}, k=4, tehat P(E)=4/36
f) hdnyadosa 3: F={13, 26, 31, 62}, k=4, tehat P(F)=4/36
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6) Egy gyufasdoboz legnagyobb lapjaira irtuk az egyest és a hatost, a kozépsdékre a kettest és az 6tost
és a legkisebbekre a harmast és a négyest. 500 dobas alapjan az egyes és a hatos relativ gyakorisaga
0,3, a kettesé és az 6tosé 0,15, a harmasé és a négyesé 0,05.
Mennyi a valdszinlisége, hogy a gyufasdobozzal kétszer dobva a dobott szamok
a) szorzata primszam lesz: A={12, 13, 15, 21, 31, 51}, P(A) = P(12) + P(13) + P(15) + P(21) +
P(31) + P(51) = 0,3-0,15 + 0,3:0,05 + 0,3-0,15 + 0,15-0,3 + 0,05-0,3 + 0,15-0,3 = 0,21,
mert az egymads utdni dobasok fliggetlenek, az elemi események pedig egymast kizarjak.
b) 6sszege nagyobb lesz 10-nél: B={56, 65, 66}, k=3, P(B) =0,15-0,3 + 0,3-0,15 + 0,3-0,3=0,18
c) kildnbdz8ek lesznek: C={11, 22, 33, 44, 55, 66}, P(C) = 0,3-0,3 + 0,15-0,15 + 0,05-0,05 +
0,05-0,05 + 0,15-0,15 + 0,3:0,3 = 0,23, tehdt P(C) =1 -0,23 =0,77
d) 6sszege és szorzata is paros lesz: D={22, 24, 26, 42, 44, 46, 62, 64, 66}, P(D) = 0,15-0,15 +
0,15-0,05 + 0,15-0,3 + 0,05-0,15 + 0,05-0,05 + 0,15-0,3 + 0,3-0,15 + 0,3-0,05+0,3-:0,3=0,28
e) kiilénbsége 4: E={15, 26, 51, 62}, P(E) = 0,3-0,15 + 0,15-0,3 + 0,15:0,3 +0,3:0,15=0,18
f) hanyadosa 3: F={13, 26, 31, 62}, P(F) = 0,3-0,05 + 0,15-0,3 + 0,05:0,3 +0,3-0,15=0,12

7) A viragiizletben 2 fajta virdg van: rézsa és szegfl. Hatarozzuk meg a 2 fajta virag harmadosztalyu
ismétléses kombindcidit, ill. variacidit!
Ismétléses kombindciok: {RRR, RRS, RSS, SSS}, C;"i =4
Ismétléses variaciok: {RRR, RRS, RSR, SRR, SSR, SRS, RSS, SSS}, V23'i =23=8
A klasszikus valdszinliségi mez6ben az elemi eseményeket az ismétléses variacidk alkotjak.
Mennyi a valdszin(isége, hogy egy 3 szal viraghol allé véletlenszerien kivalasztott csokorban
a) csak rézsa lesz: A={RRR}, k=1, n=8, tehat P(A) = 1/8
b) legaldbb 2 szal rézsa lesz: B={RRR, RRS, RSR, SRR}, k=4, tehat P(B) = 4/8
c) kétfajta virag lesz: C={RRR, SSS}, k’=2, P(C) = 2/8, tehat P(C) = 1 — 2/8 =3/4

8) A cukraszdaban 3 fajta fagylalt van: csoki, vanilia és eper. Hatarozzuk meg a 3 fajta fagylalt ma-
sodosztalyu ismétléses kombinacioit, ill. variacioit!
Ismétléses kombinaciok: {CC, VV, EE, CV, CE, VE }, Cg’i =6
Ismétléses variacidk: {CC, VV, EE, CV, VC, CE, EC, VE, EV }, V32’i =32=9
Mennyi a valdszin(isége, hogy egy 2 gombdcos véletlenszeriien kivalasztott fagylaltban
a) csak csoki lesz: A={CC}, k=1, n=9, tehat P(A) = 1/9
b) csoki és eper lesz: B={CE, EC}, k=2, tehat P(B) = 2/9
c) csoki lesz a tolcsérben alul: C={CC, CV, CE}, k=3, tehat P(C) = 3/9
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9) Mennyi a valdszin(isége, hogy egy 13+1 talalatos totdszelvényt véletlenszerlen kitoltve

14
1
a) telitaldlatunk lesz: Az egyes mérk&zések eredménye fiiggetlen egymastdl, igy P(A) = (E)

1 10 2 4
b) az els6 10 mérkézést eltalaljuk, a tobbit nem: P(B) = (5) . (5)

9

¢) 9 mérkézést talalunk el az elsé 10-bl: P(C) = 10- (%) - (%)

10) Mennyi a valdszinlsége, hogy ha egy csaldadban mar két fit van, akkor a sziiletendé harmadik
gyerek lany lesz:
Minden sziletés fuiggetlen a korabbiaktdl, igy P(A)=1/2
Ugyanez jon ki feltételes valdsziniiséggel szamolva is. H={FFF, FFL, FeF-LRR-ELR-LRL-REL L]
a feltételnek megfeleld korladtozott eseménytér, ugyanis csak itt teljesil, hogy az els6 két
gyermek fiu. A csak ennek részhalmaza lehet: A={FFL}, tehat n=2, k=1, azaz P(A) = 1/2

Megjegyzés: a feltételes valdszinliségnek ez a szemléletes értelmezése megfelel a formalis definicionak.

11) Mennyi a valdszinlisége, hogy egy négygyermekes csaladban elGszor 2 fia, majd 2 lany sziiletik:

4
1
A flggetlenség alapjan: P(A)=(5)

12) Mennyi a valdszin(isége, hogy egy négygyermekes csalddban az el6z6 utdn mindig ellentétes

3
nemt gyermek sziiletik: Hdirom gyermekre vonatkozik a feltétel: P(A):(E)

13) Mennyi a valdszinUisége, hogy egy négygyermekes csaladban egynél tobb lany van:
El6sz0r a komplementer eseményt tekintjik.
_ N4 "~
A fliggetlenség alapjan: P(A)=P(nincs lany) + P(1 lany van) = (5) +4- (E) =—
Az eseménytér vizsgalata alapjan: H={FFFF, FFFL, FFLF, FLFF, LFFF, FFLL, ..., LLLL},
n=V}' = 2% = 16, A={FFFF, FFFL, FFLF, FLFF, LFFF}, k'=5, P(A)=5/16.
Tehdt P(A) = 1- 5/16 =11/16
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14) Mennyi a valdszinlsége, hogy ha egy kétgyerekes csaladrél tudjuk, hogy van fia, akkor lany is
van a 2 gyermek kozott:

A feltételes valészin(iség alapjan: H={FF, FL, LF, L}, A={FL, LF}, azaz n=3, k=2, tehat P(A) =2/3

15) Mennyi a valdszinlisége, hogy ha egy haromgyerekes csaladrdl tudjuk, hogy van fiu, akkor lany is
van a 3 gyermek kozott:

A feltételes valdszinliség alapjan: H={FFF, FFL, FLF, LFF, LLF, LFL, FLL, £&k},

A={FFL, FLF, LFF, LLF, LFL, FLL }, azaz n=7, k=6, tehat P(A) =6/7

16) Mennyi a valdszinlsége, hogy ha egy haromgyerekes csaladrél tudjuk, hogy van két fia, akkor
lany is van a 3 gyermek kozott:

A feltételes valdszin(iség alapjan: H={FFF, FFL, FLF, LFF, ER-LRLFEHLL],

A={FFL, FLF, LFF}, azaz n=4, k=3, tehat P(A) =3/4

17) Fogalmazzuk meg a 10) — 16) feladatokat pénzérmékkel, és oldjuk meg azokat is!

Fid helyett fej, lany helyett irds, sziiletés helyett dobds. Pl. ha tudjuk, hogy két dobdasbdl az

egyik fej lett, annak a valdszinlsége, hogy irast is dobtunk: 2/3
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lll. Bejarasi feladatok, a binomialis tétel

1) a) Hanyféleképpen tudjuk kiolvasni az aldabbi sz6hdromszogb6l a KOMBINATORIKA szét:

K O M| B | M A T| O R I K A
o M B | M A T O]|R | K A
M B | N A T O R | K A

B 1 M| A T O R I K A

| N AT O R | K| A

N A T|]O R | K .

AT O R | K A

T O R | K A

0O R I KA

R | K| A

| K .

KA

A

1. megoldds: A bal fels6 cstucsban 1évé K bet(ir6l indulunk, minden [épést jobbra vagy le-
felé is megtehetlink, azaz mindvégig 2 lehet&séglink van minden |épésre. Mivel 12 [épést
kell tenniink, &sszesen 2'?=4096 kiolvasdsi Utvonal van.

2. megoldds: A feladat ismétléses variacio, két elemiink van: J és L, ezekbél kell 14

hosszUsagu sorozatot készitentlink, gy, hogy barmelyik elem akdrhanyszor szerepelhet:

Va# =212 = 4096

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy a piros (fels6) A betlinél fejezziik be a kiolvasast, azaz végig a
piros téglalapban haladunk a kiolvasas soran:
1. megoldas: Itt mar nincs mindvégig 2 lehet&séglink, ha elérjiik a jobboldali vagy az alsé
hatarvonalat, akkor kényszerpdlyara jutunk. Mivel a kiolvasds soran otszor kell lefelé
lépniink és 7-szer jobbra, a rekurziv 6sszeszamlaldsi modszert alkalmazva a 2. melléklet
tdbldzataban az L=5 sor és a J=7 oszlop metszetében [évé celldban taldljuk a kiolvasasok
szamat: 792

2. megoldds: Ismétléses permutdcidval: Az5 db L és 7 db J betlinek 6sszesen

i 12!
P152’7’l = — = 792 kiilonboz6 sorrendje van.
517!
3. megoldds: Ismétlés nélkili kombinacidval: A 12 |épéshdl kell kivalasztanunk azt az 5-
|
ot, amikor lefelé haladunk. Ez C}, = (152) = % = 792 Az eredmény kiolvashato a
3. melléklet Pascal-hdromszogének 12. sordbdl is, vagy meghatdrozhatd szamoldgéppel:

12 nCr5=792
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c) Mennyi a valdszinlisége, hogy a kék A betlinél fejezziik be a kiolvasast, azaz végig a kéktégla-
lapban haladunk a kiolvasas soran:

L=10, J=2, tehat 66

d) Adjuk meg az 6sszes téglalapra annak valdszintiségét, hogy végig abban haladunk a véletlen-
szer( kiolvasas sordn: A 2. melléklet alapjan: L=12, J=0: 1; L=11, J=1: 12; atlésan felfelé
haladva a tablazatban, sorra: 66, 220, 495, 792, 924, 792, 495, 220, 66, 12, 1.

Ezek 6sszege 4096, a sz6hdromszog 6sszes kiolvasasainak szama.

e) Adjuk meg az 6sszes T betlire annak valdszinliségét, hogy athaladunk rajta a véletlenszer(
kiolvasas soran:
Hanyféle Ut vezet egy adott T betlin keresztil? EIGszor megnézziik, hogy hanyféleképpen
juthatunk el oda, utdna azt, hogy hanyféleképpen mehetilink tovabb. Mivel a két részfel-
adat egymastdl fliggetlen, az 6sszes athaladasok szama a tekintett T bet(in ezek szorzata
lesz. Az elsé6 kérdésre a 2. melléklet ad valaszt, a 8 betlis KOMBINAT alszé kiolvasasainak
szamait kell megnézniink az egyes téglalapokra. Viszont barmelyik T bet(irél indulva mar
ugyanazt a teljes TORIKA sz6hdromszéget kell vizsgalnunk, azaz minden T bet(rél 2°=32-
féleképpen haladhatunk tovabb. A keresett valdszinlségeket a kedvezd esetek (az adott
T bet(in valé dthaladdsok szdma: X:2°= X-32) és az dsszes esetek szdmdanak 21?=4096-nak
a hdnyadosa adja. Vegyik észre, hogy 2°=32-vel egyszer(sithetiink, azaz az egész feladat
arra egyszer(isodik, hogy mennyi a valdszinlsége annak, hogy a KOMBINAT alszo kiolva-

sasat az egyes T bet(ikon fejezziik be. Ez pedig a 2. melléklet alapjan rendre:

L=7, J=0, k=1, n=27=128, tehat P1=——
128

L=6, =1, k=7, n=27=128, tehat Py=——
128

2
L=5, J=2, k=21, n=27=128, tehat Ps=——
128

5
L=4, J=3, k=35, n=27=128, tehat Ps=—x
128

35

L=3, J=4, k=35, n=27=128, tehat Ps=—
128

) 21

L=2, J=5, k=21, n=27=128, tehat Pe=——
128

L=1, J=6, k=7, n=27=128, tehat Py=——
128

L=0, J=7, k=1, n=27=128, tehat Ps=——
128
Z ,_128
ET 128
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f) Adjuk meg az 6sszes T betlire annak valdszinliségét, hogy athaladunk rajta a véletlenszer(

kiolvasas soran azzal a feltétellel, hogy végig

o) a piros:
Ko Imye? 1Y n|AalT]Oo|R|I1|K|A
o' M| 8 1Y nlalT|olRr|1]|Kk|A
M e IN A T |o|R]1|K]|A
8" 1Y NY AP0 R 1Yk A
1 [N A] T OY R 1% x* A
NATOR1I3K6.
AltlolRrR 1 Kk A
Tlo |l |x]|A
o|lr 1|k a
Rl |[x]a
|
K A
A

Most nem egyszer(sithetiink a TORIKA alszé kiolvasasaval, mert azt is tégla-
lapokban kell megtenniink, igy azokra is kiilonb6z6 értékeket kapunk.
Ezeket az értékeket kiolvashatjuk a 2. mellékletbdl vagy beirhatjuk az éppen
aktualis téglalapokba a rekurziv 6sszegzések eredményeit.

Az Osszes esetek szama a piros téglalapban: L=5, J=7, n=792

Nézziik meg a kedvezd esetek szamat el8szor a kiemelt T bet(re:

L1=3, J1=4, ki=35; L,=2, J,=3, k,=10, igy k=ki*k,=350. Tehat P=k/n=350/792

A kedvez6 esetek szama rendre a piros téglalap 6sszes T betl(ijére:

L;=5, J1:2, k1:21; LzZO, Jo=5, k2:1, |gy k:k1'k2:21,' Plz%
. 175
|_1=4, J1=3, k1=35; L2=1, J2=4, k2=5, 18Y k=k1'k2=175,' P2=$
. 350
L1:3, J1=4, k1:35; L2:2, Jz:3, k2:10, 18y k:k1'k2:350; PBZE
. 210
L1:2, J1=5, k1:21; L2:3, Jz:2, k2:10, 18y k:k1'k2:210; P4:E
, 35
|-1=1, J1=6, k1=7,' L2=4, J2=1, k2=5, 18y k=k1‘k2=35; P5=$

1
L1:0, J1=7, k1:1,' L,=5, Jz=0, kzzl, |gy k=k1'k2:1; Pe=—-

792
ZP _792_1
TV
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) a kék téglalapban kell haladnunk:
Az 6sszes esetek szdma a kék téglalapban: L=10, J=2, n=66

A kék téglalapban csak 3 T bet( talalhaté:

Li=7, J1=0, ki=1; L,=3, J,=2, k»=10, igy k=k-k,=10; P1=£
, 35
L1=6, J1=1, k1:7; L,=4, J,=1, k2=5, 18y k:kl'k2:35; P2:g

L1:5, J1=2, k1:21; L2:5, Jz=0, k2=1, I'gy k=k1'k2:21,' Pzzg
z p=2o1
T 66

2) A 2. mellékletben szerepel egy 20 lépéses szoharomszog értéktablazata.
Hatarozd meg a segitségével C%,, Ci3, C1§, C1a, CZ, értékét:
C‘f7 a sz6haromszogek nyelvére leforditva azt jelenti, hogy 17 |épésbdl 8-at teszek meg
jobbra, azaz L=9, J=8, tehat C%,=24310
Ez alapjan Ci3 =18564, C1§ =153, C}4 =75582, C2,=77520

Készitsiik el Excellel egy 25 karakteres sz6 szoharomszogének értéktablazatat!

A tablazatot a 4. melléklet tartalmazza.

3) Egy 6, 8, ill. 10 szogsorbdl 4ll6 Galton-deszka egyes valyliba mekkora valoszinliséggel érkeznek a golyok?
s szogsor esetén a golyod n-szer indulhat az egyes sz6gekrdl jobbra vagy balra, igy az 6s--
szes Utvonal szdma: n=2°
A valyuk szama s+1, sorszdmozasuk: 0, 1, 2, ..., s. A goly6 akkor érkezik a k-adik valyuba,
ha az s Uitkdzés utdn k-szor fordul jobbra. Ha k=0, akkor érkezik az els6, azaz 0 sorszamu
valyuba, ha k=s, akkor az utolséba. Az s db 1épéshbdl éppen annyi féleképpen lehet kiva-

lasztani azokat a lépéseket, amikor a golyd jobbra fordul, ahdny k elemd részhalmaza
L S\ .. ) "
van az s elem( halmaznak, azaz Cé‘ = (k)—felekeppen. Ezeket az értékeket a Pascal-
haromszog s-edik sora tartalmazza vagy kiszamithatjuk szamolégéppel (s nCr k =).
1 6 15 20 15 6 1

1
6szogsor: — = —, —, —, —, —, —, —
& 26 64’ 64’ 64’ 64’ 64’ 64’ 64

1
8sz0gsori—=—,—,—,—,— ,— ,— ,— , —
& 28 256’ 256" 256’ 256’ 256" 256’ 256’ 256 ' 256
. 1 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
10 SZOgsor:_: ’ 7’ 7’ 7’ ’ ’ ’ 7’ 7’ ’ ’
210 1024’ 1024’ 1024’ 1024’ 1024’ 1024’ 1024’ 1024’ 1024’ 1024’ 1024

A valdszinliségek dsszege mindegyik esetben 1.

4) Készitsiik el a 3. mellékletben taldlhato Pascal-haromszog 16-18. sorat!

A tablazatot az 5. melléklet tartalmazza.
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5) Csak jobbra fel és jobbra lefelé haladva, feltételezve, hogy sohasem Iépiink ki a szérombuszbdl, mennyi
a valészin(isége, hogy KOLCSEY FERENC nevének véletlenszerdi kiolvasasa kdzben athaladunk

a) a piros (k6zéps6) Y betlin:

v 1
E1 1FT
S s
¢t S 1
L s 4 18 1% Al
1 3 10 15 1126 5 462
o c E Fi !‘3 Hﬁfuﬁﬂ
1 2 B To 1
UNNNCENEURN L -~
1 3 10 & 28 1
o C E > H1ﬂ3 ns"w
1 4 18
L s Y 1 9 4?4
1 5 21 Bd
c E i F 3Ry
1
Il
E1 1F?
"

Osszesen n=924 db 12 1épésbél all6 kiolvasasi Utvonal lehetséges a rekurziv dsszeadasi
maodszer szerint. Lathatjuk, hogy a kapott érték éppen a Pascal-haromszog 12 soranak

kozépsb eleme, ahogy a teljes tablazat is része a 12 soros Pascal-haromszdg 90°-os el-

forgatottjanak, egy abbdl kiemelt rombusz.

A piros Y bet(ihoz 20-féleképpen juthatunk el, onnan kiindulva szintén 20-féle befejezé

utvonal talalhatd, igy a kedvez6 Utvonalak szama k=20-20=400. P=k/n=400/924 =~ 0,43

b) a kék vagy a zold Y bet(n:
A kék Y-hoz 6 Ut vezet, onnan tovabb szintén 6, ez 6:6=36 lehet6ség. Ugyanennyi van a
z6ld Y esetén is, igy k=72, tehat P=72/924 ~ 0,08
Megjegyzés: A széls6 Y-okon keresztiil csak 1-1 Gt vezet, igy annak valdszinlisége, hogy

ezeken haladunk &t, csak 2/924 =~ 0,002.

‘ . T , 1 924-400-72-2 225
Igy pl. a piros és a kék kozotti Y esélye: P==+ ———— = — = 0,24
2 924 924

c) a sarga E bet(n:

Az 4brardl leolvashatd, hogy k=70-6=420, tehat P=420/924 ~ 0,45
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d) a piros Y és a sarga E bet(in:
A piros Y-hoz 20 ut vezet. Onnan kiindulva a sarga E-hez 2, igy a sdrga E-hez a piros
Y-on at vezetd utak szama 40. (A maradék 30 Ut a piros melletti Y-okon at vezet, me-
lyekhez az abra szerint 15-15 Ut vezetett, s azokrdl csak egyféleképpen lehet a sarga
E-hez jutni.) A sarga E-bdl kiindulva 6 befejezd Ut van. igy a feltételeknek eleget tevé
utak szdma k=40-6=240, tehat P=240/924 ~ 0,26

e) a piros Y vagy a sarga E bet(n:

Két események 6sszegének valdszinlisége: P(A+B)=P(A) + P(B) — P(A-B)

, 400 | 420 240 _ 580
TehdtP=—+——-——=—=0,63
924 924 924 924

6) Irjuk le sz6haromszogbe a teljes neviinket.
a) Mekkora valdszinlséggel fejezhetjiik be a kiolvasast az egyes utolsd betiikon:
Hasznaljuk fel segitségiil a 2. melléklet értéktablazatat!
b) Mekkora valészinliséggel haladunk at a kiolvasas soran keresztneviink egyes elsé bettiin:

Vegylk észre az egyszer(sitési lehetGséget!

7) Hatarozzuk meg a Pascal-haromszog segitségével
a) (a+b)® kifejezését:
(a+b)6=Cg-a%b° + C} -a>b! + CZ -a%b? + C3 -a*b® + C& -a2b? + C2 -al-b® +C& -a%-bS =

1-a%b%+ 6-a>b' +15-a*b%?+ 20 -a%>b+ 15 -a>b* + 6 -at*b° +1 -a%b®

b) (1+0,1)° értékét 0,1 pontossdggal:

A Pascal-haromszog 5. sora: 1 5 10 10 5 1
(1+0,1)°=1%>0,1°+5-1*0,4* + 10-1*0,1%2 + 10-1%-0,1®* + 5-1*0,1* + 1-1°:0,1° =
1+0,5+0,1 + 6,64+ 06,0005+0,00001 ~ 1,6

Csak addig kell nézniink a tagokat, ameddig a nagysagrendjiik befolyasolja az eredményt

a megadott pontossagon belil!

c) (1+0,02)% értékét 0,001 pontossaggal:
A Pascal-haromszog 10. sora: 1 10 45 120 210, 252, ...
(1+0,02)° = 11°-0,02° + 10-1°-0,02* + 45-1%-0,02% + 120-:17-0,023 + ...
=1+0,2+0,018 +0,00096 + ... = 1,219
Ell. 1,02° ~ 1,219

8) Igazoljuk a Bernoulli-egyenlétlenséget:

Ha n tetsz6leges pozitiv egész és a tetszéleges pozitiv szam, akkor (1+a)" = 1 + n-a

A binomidlis tétel szerint (1+a)"= 1"’ + n-1" - o' +... > 1 + n-at
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IV. A binomialis eloszlas

1) Mennyi a valdszinlsége, hogy egy pénzérmét egymas utan tizszer feldobva
a) 8 fej lesz:

Annak a valdszin(isége, hogy egy dobas fej lesz: p=0,5.
Annak a valdszin(isége, hogy nem lesz fej: 1-p = 0,5.
A dobdsok egymastdl fliggetlenek, igy pl. annak a valészinlsége, hogy az els6é 8 dobas fej
lesz, az utolsé 2 pedig nem: P1= 0,5%0,52=0,5%
Az, hogy melyik 8 dobas lesz fej, C8,-féleképpen alakulhat. A 3. mellékletben szerepld
Pascal-haromszég alapjan C8,=45. Mivel ezek a kimenetelek egymast kizarjak, nem ké-
vetkezhet be pl. egy dobdssorozatnal, hogy az els6 8 dobds lesz fej, meg az is, hogy az
utolsé 8, ezért az egyes kimenetelek valdszin(iségei 6sszeadddnak, azaz P=45-0,5°

Formalisan tehét P = P(8) = C8, - p®(1-p)? = 45-0,5%0,52~0,044

b) legalabb 8 fej lesz:
P =P(=>8) = P(8) + P(9) + P(10) = C8, - p®(1-p)? + CJy - p°*(1-p)* + C1J - p*°-(1-p)° =
45-0,5%-0,52+ 10-0,5%0,5 + 1-0,5'°-0,5° ~ 0,044 + 0,01 + 0,001 = 0,055

c) legaldbb 1 fej lesz:
Egyszerlbb a komplementer eseményt vizsgalni. Mennyi a valdszinlisége, hogy a 10 do-

bas kozott egy fej sem lesz. Ezutan felhasznaljuk, hogy P(A) = 1 - P(A)
P=P(=1)=1-P(0)=1-C{, - p>(1-p)*°=1-1-0,5%0,5"°~ 0,999

2)Mennyi a valdszin(lisége, hogy egy 8 gyermekes csaladban a gyermekek kozott
a) 5 lany van:
Annak a valdszinlsége, hogy egy gyermek lany lesz p = 0,5

P=P(5)=C3 - p>(1-p)? = 56:0,5>0,53~0,22

b) a harom legidGsebb gyermek lany, és még pontosan 2 lany van:

P=P(3+2)=0,5%- C2 - p2(1-p)* =0,5% - 10:0,520,5°~0,04

c) legaldbb két lany van:
Komplementer esemény: 0 vagy 1 lany van.
P=P(=2)=1-P(<2)=1-P(0)-P(1)=1-C3 - p*(1-p)® + Cd - p:(1-p)” =
1-1-0,5%0,5% - 8:0,5"0,5” ~ 0,965
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d) A harom legid6sebb gyermek kozott 2 fid van, a két kozéps6 kozott 1 fid van és a harom leg-
fiatalabb kozo6tt 2 fid van:
A dobdssorozat hdrom része fliggetlen egymastol, ezért
P=P(2+1+2)=C5p>(1-p)* - Cz - p(1-p)* - C§ - p*(L-p)*=
3-0,5%0,5*- 2:0,5%-0,5!- 3-0,5%:0,5' ~0,07

3) Egy teszt 10 kérdésbdl all, és minden kérdésre 4 valaszlehetfség van. Mennyi a valdszinlsége,
hogy a tesztet véletlenszerdlen kitdltve
a) 8 jo valaszunk lesz:
Egy kérdés esetén a helyes valasz valdszinlisége p=0,25, a hibas valaszé 0,75.

P=P(8)=C%, - p*(1-p)? = 45-0,25%:0,752~0,0004, azaz 0,04%

b) legalabb 8 j6 valaszunk lesz:
P = P(=8) = P(8) + P(9) + P(10) = C§, - p*(1-p)®> + CJy - p>(1-p)! + CI3- p'®(1-p)° =
45-0,25%-0,75%+ 10-0,25%0,75 + 1-0,25°-0,75° ~ 0,0004 + 0,00003 + 0,000001 ~0,00043

c) legaldbb 1 jo vélaszunk lesz:

P=P(>1)=1-P(0)=1-CY p%(1-p)° = 1-10,25%0,752° ~ 0,94

d)o,1,2,3,..,10j6 valaszunk lesz:

P(0) = CY, - p%(1-p)*° = 1-0,25%0,75%° ~ 0,056
P(1) = Ci, - p*(1-p)° = 10-0,250,75° ~ 0,188
P(2) = C2, - p*(1-p)® = 45-0,25%:0,75% ~ 0,282
P(3) = C3, - p*(1-p)” = 120-0,25%0,75’ =~ 0,250
P(4) = C{, - p*(1-p)® = 210:0,25*0,75° ~ 0,146
P(5) = C3, - p°(1-p)° = 252:0,25°0,75° ~ 0,058
P(6) = C$, - p®(1-p)* = 210-0,25%0,75* ~ 0,016
P(7) =CJ], - p”-(1-p)® = 120:0,257-0,75% ~ 0,003
P(8) = C&, - p®(1-p)? = 45-0,25%:0,75%~0,0004
P(9) = C3, - p°(1-p)! = 10-0,25°0,75'~0,00003
P(10) = C13 - p*°:(1-p)° = 1:0,25%°-0,75°~0,000001

0z TP(i)

02

0,1 I

| H = = = = = . = = 0300
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 |
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4) Hat soros klasszikus Galton-deszkanal, ahol minden sz6gnél 0,5 valdszinliséggel megy jobbra, ill.
balra a golyd, mennyi lesz a valdszinlisége, hogy a golyd végiil az 0., 1., 2., 3., ..., 6. valyuba érkezik:
1. megoldds: Az dsszes Utvonal szédma: 2°=64
A Pascal-hdaromszog 6. sora szerint a kedvez6 esetek szama az egyes valyuk esetén:
1 6 15 20 15 6 1

A valdszinlségek tehat:
1 6 15 20 15 6
64 64 64 64 64 64 64

2. megoldds: Annak a valdszin(isége, hogy egy szogrdl a golyd jobbra indul tovdbb: p=0,5. Az
egyes szogekrél torténd tovabbhaladdsok irdanya fliggetlen egymastol. A golyd akkor ér-
kezik az k-adik valyuba, ha a 6 (itkdzés soran éppen k-szor indul jobbra. igy a binomilis
eloszlas szerint:

P(0) = C2 - p®(1-p)® = 1:0,5%0,5° ~ 0,016
P(1) = C¢ - p*(1-p)° = 6:0,50,5° ~ 0,094
P(2) = C2 - p*(1-p)*=15-0,5%0,5*~ 0,23
P(3)=C2 - p*(1-p)® = 20:0,5*0,5% ~ 0,31
P(4) = C¢ - p*(1-p)? = 15:0,5*0,5? ~ 0,23
P(5) = C2 - p>(1-p)* = 6:0,5°:0,5 ~ 0,094
P(6) = C¢ - p®(1-p)° = 1-0,5%0,5°~ 0,016

5) Hat soros médositott Galton-deszkanal, ahol minden szognél 0,8 a valdszinlisége, hogy a golyd
jobbra megy, mennyi lesz a valészin(isége, hogy a golyé végiil az 0., 1., 2., 3., ..., 6. valyuba érkezik:
A modositott Galton-deszkanal az egyes Utvonalak nem azonos valdszintiségliek, nem tekinthe-
t6k elemi eseményeknek, igy csak a binomidlis eloszlast alkalmazhatjuk. Annak a valdszindsé-
ge, hogy egy szogrél a golyd jobbra indul tovabb: p=0,8, annak, hogy balra: 1-p=0,2.
P(0) = C2 - p°(1-p)® = 1:0,8°0,2° ~ 0,000064
P(1) = C} - p*(1-p)° = 6:0,8"0,2° ~ 0,0015
P(2) = C2 - p*(1-p)* = 15-0,8%0,2* ~ 0,015
P(3) = C - p*(1-p)* = 20-0,80,2° ~ 0,082
P(4) = C¢ - p*(1-p)? = 15-0,8*0,2% ~ 0,246
P(5) = C2 - p>(1-p)* = 6:0,8%0,2' ~ 0,393
P(6) = C¢ - p%(1-p)° = 1:0,8%0,2°~ 0,262
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6) Mennyi a valészinlsége, hogy egy 13+1 taldlatos totdszelvényt véletlenszer(lien kitbltve, a +1 mér-
kézést figyelmen kivil hagyva
a) 13 talalatunk lesz:

1. megoldas: Minden mérkézés eredménye 1, 2 vagy x lehet, ebbdl kell 13 hosszusagu

sorozatot késziteni, igy az 6sszes esetek szama: n=V313’1=313, k=1, igy P(13) = 35

2. megoldas: Annak a valdszinlsége, hogy egy konkrét mérk&zést eltaldlunk: p=1/3, an-

nak a valdszinlsége, hogy nem talaljuk el: 2/3

. . , : 13 1\13 /2\0
A binomidlis eloszlas szerint P(13) = C;3 - p*+(1-p)°=1- (5) (5) ~ 6,27-107

b) pontosan 10 talalatunk lesz:

N10 3
A binomialis eloszlas szerint P(10) = C13 - p'®(1-p)® = 286 (5) (5) ~ 0,0014

c) 12-nél kevesebb talalatunk lesz:

P(<12)=1-P(=12)=1-"P(12)-P(13) =1-Ci% - p**(1-p)* - C13 - p**:(1-p)° =

1- 13 (§)12 @)1 1- G)B (§)0 ~1- 1,63105-6,27-107 ~ 1

d) 1-nél tobb taldlatunk lesz:
P(>1)=1-P(< 1)=1-P(0)-P(1) = 1-Cf5 - p*(1-p)** - C{3 - p"(1-p)** =

1-1 (%)0 -(g)lg- 13- G)l -@12 ~1- 0,0051-0,033 ~ 0,962

e)0,1,2,3,..,13 taldlatunk lesz:

P(0) = C3 - p%(1-p)? = 1- (%)0 -(5)13 ~ 0,0051

P(1)= Cly pr(Lp2=13 (1) (2) =~ 0033

P2) = - ptpri=78 (1) - (2) ~ o1

P(3) = C35 - p*(1-p)*° = 286 (%)3 : (%)10 ~ 0,184

P(4) = Cis - p(1pp = 715 () - (2) ~ 0,23

P(12) = C12 - pi2(1-p)! = 1- @12 @1 ~1,63:10°

P(13) = C13 - pi3(1-p)° = 1- @13 @o ~ 6,27-107
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7) Mennyi a valdszin(isége, hogy egy szabalyos dobdkockat 15-sz6r feldobva
a) 10-szer dobunk négyest:
A négyes dobasanak valdszinlsége: p=1/6, a nem négyesé 5/6
Arra, hogy a 15-b6l melyik 10 dobdsunk legyen négyes, C%g =3003 lehetdség van, amit a
Pascal-haromszog 15. sorabdl olvashatunk le vagy alkalmas szamoldgépen is megkaphat-

juk az nCr funkcidval.

5

10 5
P(10-szer 4) = C12 - p10-(1-p)° = 3003- (%) (g) ~ 2+10°

b) 10-szer dobunk 6tost:

Nyilvdn ugyanannyi, mint az el6bbi, hiszen az 6t6s dobdsanak ugyanannyi a valdszindsé-

ge, mint a négyesnek.

c) 10-szer dobunk hatost:

Hasonléan P(10-szer 6) = P(10-szer 4)

d) 10-szer dobunk 4-nél nagyobbat:
Ha egy 15 dobdasbdl allé dobdssorozatban 10-szer 6tost dobok, akkor az kizaja, hogy 10-

szer 6-ost dobjak ugyanabban a sorozatban, ezért

P(10-szer > 4) = P(10-szer 5) + P(10-szer 6) =~ 4:10°

e) legalabb 14-szer hatost dobunk:
P= P(14-szer 6) + P(15-sz6r 6) = Ciz - p'*(1-p)! + C12 - p':(1-p)° =

15 (%)14 : (Z)1 1 (%)15 @o ~ 1,595-100+ 2,13-10"2 ~ 1,62-100

f) legalabb 2-szer hatost dobunk:

A komplementer esemény: maximum egyszer dobunk hatost.

P= 1- P(0-szor 6) + P(1-szer 6) = 1- C; « p%(1-p)™® - Cl5 - p™(1-p)** =

1-1- (%)0 : (%)15 - 15 (%)1 -(2)14 ~1-0,065-0,195 = 0,74

g)0,1, 2, ..., 15-sz6r dobunk primszamot:
Annak a valdszin(isége, hogy primszamot dobunk: p=3/6=1/2, mivel a 2, 3 és az 5 a pri-

mek a dobdkockan 1évé szamok kozil.

P(i)==Cls - p-(1-p)"5i = (1i5) ) G)l _(%)15—1'
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8) Egy gyufasdoboz legnagyobb lapjaira irtuk az egyest és a hatost, a kozépsdSkre a kettest és az 6tost
és a legkisebbekre a harmast és a négyest. 500 dobas alapjan az egyes és a hatos relativ gyakorisaga
0,3, a kettesé és az 6tosé 0,15, a harmasé és a négyesé 0,05. Mennyi a valdszinlisége, hogy egymas
utan 15-szor feldobva
a) 10-szer dobunk négyest:

A négyes dobdsdnak valészinlsége: p=0,05, a nem négyesé 0,95

Arra, hogy a 15-bél melyik 10 dobasunk legyen négyes, C%g =3003 lehet6ség van.

P(10-szer 4) = C12 - p*°-(1-p)® = 3003- 0,05 - 0,95° ~ 2,27-:10°%°

b) 10-szer dobunk 6tost:
Az 6t6s dobdsdnak valdszinlsége: p=0,15, a nem 6tdsé 0,85
Arra, hogy a 15-bél melyik 10 dobasunk legyen négyes, C12 =3003 lehet8ség van.
P(10-szer 5) = C12 - p*°-(1-p)® = 3003- 0,15 - 0,85° ~ 7,68-:10°°

c) 10-szer dobunk hatost:
A hatos dobdsdnak valészinlisége: p=0,3, a nem négyesé 0,7
Arra, hogy a 15-bdl melyik 10 dobasunk legyen négyes, C12 =3003 lehetdség van.
P(10-szer 6) = C12 - p*°-(1-p)® = 3003- 0,3° - 0,7° ~ 0,003

d) 10-szer dobunk 4-nél nagyobbat:
P(10-szer > 4) = P(10-szer 5) + P(10-szer 6) ~ 0,003

e) legalabb 14-szer hatost dobunk:
P= P(14-szer 6) + P(15-sz6r 6) = Ciz - p'*(1-p)! + C12 - p':(1-p)° =
15- 0,3 0,71 +1- 0,3'°-0,7° = 5,022:107 + 1,44-10% =~ 5,166-107

f) legalabb 2-szer hatost dobunk:
A komplementer esemény: maximum egyszer dobunk hatost.
P=1- P(0-szor 6) + P(1-szer 6) = 1- CY - p%(1-p)*° - C5 - p*(1-p)** =
1-1-0,3°-0,7*%-15-0,3-0,7'* = 1-0,005 - 0,03 = 0,965

g)0,1,2, ..., 15-sz6r dobunk primszamot:
A dobdkockdn Iév6 szamok koziil a primszamok: 2, 3 és 5. Ezek dobdsanak valdszinlsége
0,15, 0,05 és 0,15, igy annak a valdszinlsége, hogy primszamot dobunk: p=0,35, mivel a
dobasok értéke egymast kizdroé esemény. Annak a valdszinlisége tehat, hogy nem prim-
szamot dobunk: 1-0,35=0,65.

Pli) = = Chs - p(1-p)>i= (2

)-0,35!-0,6515"
l
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9) a) Mennyi a valdszinlsége, hogy harom szabdlyos dobdkockaval egyszerre dobva 16-nal na-
gyobbat dobunk:
Az elemi eseményeknek az ismétléses varidcidkat kell tekinteniink, hogy azonos
legyen az esélyiik. Az dsszes esetek szdma 63=216.
P(>16) = P(17) + P(18)
17 = 5+6+6 = 6+5+6 = 6+6+5, ez 3 elemi eseményt jelent.
18 = 6+6+6, ez csak 1 elemi eseményt jelent.

Vagyis P(>16) =4/216 = 1/54 =~ 0,0185

b) Mennyi a valészinlisége, hogy ezeket adobasokat 12-szer megismételve
a) egyszer sem dobunk 16-ndl nagyobbat:
Annak a valdszinlisége, hogy 16-nal nagyobbat dobunk: p=0,0185
Annak, hogy nem: 1 -0,0185 =0,9815
P(0) = C7; - p™(1-p)*? = 1- 0,0185° - 0,9815'* ~ 0,8

) legfeljebb 1-szer dobunk 16-nal nagyobbat:
P(< 1) =P(0) + P(1) = C7; * p*(1-p)** + Cip - p*(1-p)* =
1-0,0185°-0,9815'% + 12-0,0185* - 0,9815'! ~ 0,8 +0,18 =0,98

v) legaldbb 10-szer 16-nal nagyobbat dobunk:
P(> 10) = P(10) + P(11) + P(12) =
Cis - p'*(1-p)* + Ci3 - p*(1-p)*+ CF - p™*(1-p)° =
66+ 0,0185°-0,9815% + 12-0,0185* - 0,9815* + 1-0,0185%% - 0,9815° ~
310"+ 110" +1,6-10?*' = 3-10*°

d) legfeljebb 9-szer dobunk 16-nal nagyobbat:

Ez éppen az el6z6 esemény komplementere, azaz

P(€9)=1-P(=10) ~ 1
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V. Permutaciok

1) 6 lany és 6 fii moziba megy, és a 8. sorban azl, 2, 3, ..., 12 székekre kaptak jegyet.
a) Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a székeken:

Ez lesz az 6sszes esetek szama: n=P;, = 12!

b) Mennyi a valészinlisége, hogy a jegyek véletlenszer( kiosztdsa soran
o) Anna és Bea egymas mellett fog Ulni:

Anna és Bea egy egységet alkotnak, az egységen belll 21=2-féle sorrend lehetsé-
ges. Igy a kedvezd esetek szama k=111-2
:E = 111—2"2 = 12—2 = % ~ 0,17 vagy masképpen 17% a keresett valoszinliség.

) Anna, Bea és Cili egymas mellett fog dlni:

k=10!-3!
k_ 1003 6 1
“n~ 12!

=15 = 5~ 0,045,azaz 4,5% a keresett valoszintseég.

v) Anna és Bea, illetve Cili és Déra egymds mellett fog Ulni:

Most egy egységet alkot Anna és Bea, ill. Cili és Déra.

k=10!-21-21
k _ 100202 4 1 ot
P=—= = —— = — = 0,03,azaz 3% a keresett valdszinliség.
n 12! 1112~ 33

d) Anna, Bea és Cili, illetve Déra és Edit egymas mellett fog Glni:

k=9!-31-21
P:E _orst2l 62 1
n 12!

=m0~ 0,009, azaz 0,9% a keresett valdszintiség.

€) Anna és Bea nem fog egymads mellett {lni:

A komplementer eseményt érdemes vizsgalni. Ennek valdszinlsége 0,17.
P=1-0,17=0,83

©) a 6 lany, ill. a 6 fid kilon fog Ulni:

Ulhetnek eldl a fitk és a lanyok is, igy k=2-6!-6!
K 2:61'6!

n 12!

=~ 0,002,azaz 0,2% a keresett valdszinliség.

1) a 6 1any és a hat fiu valtakozva fog ilni:

A sor kezdGdhet filval és lannyal is, ezutan 6-6 fix hely van a fiiknak és a lanyok-
nak is, igy ugyanaz lesz, mint az el6z6: P~ 0,002, azaz 0,2%.
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k) Anna és Bea szélen fognak lni:

k=2-10!
k 210! 2 1 e .
P=—=—=——-=—=0,015,azaz 1,5% a keresett valdszinliség.
n_ 12! 1112 66

A) Anna és Bea nem fognak szélen Ulni:
P=1-0,015=0,985, azaz 98,5%.

1) 1dnyok fognak szélen ulni:

Helyek 1 2 314,567 ]8]|9 10 11 12
Lehet6ségek 6 10! 5
k=6-5-10!
P:E 3010 30 5 0,23,azaz 23% a keresett valdsziniiség.
n 12! 1112 22

v) Az els6 harom helyen fil il, a kovetkez6 3helyen lany, utdna megint 3 fid, majd 3 lany:
k=6-5-4-6:5-4-3-2-1-3-2-1-=(6!)*
k_ (@

=N 0,001, azaz 0,1% a keresett val6sziniiség.

0) a lanyok és a filk is dbécé rendben llnek?

A fuk és a lanyok is llhetnek eldl, egyébként meghatarozott a sorrend, azaz k=2
k2

P:H =5~ 4,18-107%, azaz 4,18 - 1077% a keresett valdsziniiség.
2) a)AO0,1,2,3,4,5, 6 szamjegyekbdl hany darab hét jegyl szamot tudunk késziteni, ha minden
szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel:

Az els6 helyen nem allhat 0, a masodik helyen viszont mar beléphet!

Helyek 1 2 3 4 5 6 7
LehetGségek 6 6 5 4 3 2 1
n=6-6!=4320

b) Mennyi a valészin(isége, hogy az igy kapott szam
o) 0-ra fog végz&dni:
Ekkor nem lesz gond az elsé szamjeggyel. A maradék 6 szam tetsz6leges sorrend-

ben allhat elGtte, azaz k=6!
k 6l

1 e
P:H il 0,17,azaz 17% a keresett valosziniliség.
) 3-mal oszthatd lesz:

A szamjegyek Osszege 21, ami oszthatd harommal, igy minden esetben teljesil a

feltétel, azaz P=1, azaz 100%
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) 5-tel oszthato lesz:
Két eset lehetséges a kedvez6 esetek szempontjabdl aszerint, hogy az utolsé jegy

5 vagy 0 lesz. Els6 esetben figyelni kell a kezd§ 0 tilalmara is!

Helyek 1 2 3 4 5 6 7

Lehet6ségek 5 5 4 3 2 1 ,5”
k1=5-5!

Helyek 1 2 3 4 5 6 7

LehetGségek 6 5 4 3 2 1 ,0”
k.=6!

A két lehetdség egyszerre nem valdsulhat meg, tehat k=ki+k,=5-5! +6:5! =11-5!
P:E 2 st _1bst 11 0,31, azaz 31% a keresett valosziniiség.
n_ 66 365 36
d) 4-gyel oszthato lesz:
Egy szam akkor oszthatd 4-gyel, ha az utolsd két szamjegyébdl allé szam oszthatd
4-gyel. Most is meg kell kilonboztetnlink azokat az esetekt, amikor ezekben nem

szerepel a 0, ill. amikor szerepel:

Helyek 1 2 3 4 5 6-7
Lehet&ségek 4 4 3 2 1 .12, 16, 24, 32,
36, 52, 56, 64”
ki=4- 41-8
Helyek 1 2 3 4 5 6-7
LehetGségek 5 4 3 2 1 ,04, 20, 40, 60”
k,=4-5!
A két lehetGség most is 6sszeadddik, tehat k=ki+k,=4+ 41-8+5!1-4 =(32+20)-41=52-4!
k 524! 524! 52

= = =-— = 0,29,azaz 29% a keresett valdszinliség.
n_ 66! 1804/ 180

g) tartalmazni fogja az ,12” részletet:

Most 6 egység lesz: a0, 12, 3,4, 5 és 6, igy a 0-ra is Ggyelve k=5-5!
k 55 55! 5

=—="—=——=— = 0,14,azaz 14% a keresett valdszinliség.
n_ 66/ 365 36

@) tartalmazni fogja az ,, 123" részletet:

Most 5 egység lesz: a 0, 123, 4, 5 és 6, igy a O-ra is Ugyelve k=4-4!

k 44! 4-4 4 . vw s
il R ey 0,022,azaz 2,2% a keresett valdszinliség.

1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet:
P=1-0,022=0,978, azaz 97,8%
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k) a paros és paratlan szamjegyeket valtakozva fogja tartalmazni:
Csak paros szammal kezd6dhet, mivel 4 paros és 3 paratlan szdmunk van, viszont

a 0 nem allhat eldl, igy k=3-3!-31 =108.
k _ 108

P:H =—= 0,025, azaz 2,5% a keresett valoszinliség.

A) eldl lesz a 3 pératlan szamjegy:
n=3!-4!
k 304l 64l 6

P=; = oo = Teom = 180~ 0,033, azaz 3,3% a keresett valdszinliség.

1) paratlan szdmjegyek lesznek a két szélén:

Helyek 1 2 3 4 5 6 7
Lehet6ségek 3 5! 2
k=3-2:51=6-5!
k 65 1 .
P:H = e~ 0,17,azaz 17% a keresett valosziniiség.

v) Az els6 két szamjegy pdratlan lesz, a kovetkez6 kett6 paros:
k=3-2-4-3-31=432

k _ 432 e a s
P=— =~ 0,1,azaz 10% a keresett valosziniiség.

0) a paros és a paratlan szamjegyeket is ndvekvé sorrendben fogja tartalmazni:
Az els6é helyen csak az 1 dllhat. A maradék 2 pdratlan szamot (g)= 15-

féleképpen tudjuk elhelyezni, igy k=15.

P:E -1 5 0,0035, azaz 0,35% a keresett valdsziniiség.

n 66!
3) A 3 éves Pistike elé teszi iskolas n6vére az A, A, A, A, A, B, B, D, K, R, R betlikockdkat. Mennyi a
valdszinlsége, hogy véletlenszerlien egymds mellé helyezve a kockakat, Pistike az ABRAKADABRA

sz6t rakja ki?
11!

. (a1 D5221 _ _ _
Ismétléses permutdcidval: n=P; = o s 83160, k=1,
=£=_1 _~0,000012, azaz 0,0012%
n 83160

4) Oldjuk meg a Ill. 3) feladatot az ismétléses permutacié felhasznalasaval:
Pl. a 10 szdgsorbdl allé Galton-deszka esetén n=2'° (tvonal lehetséges.
Akkor érkezik a golyd az x-edik valyuba (x=0,1,2, ...,10), ha x-szer halad jobbra és (10-x)-szer balra.
A lehetGségek szdma egyenld x db j betl és 10-x db b bet(i sorrendjeinek szamaval, azaz
10

I S — (1360) = C{o, tehdt P(x-edik valyd) =

_ X
T xl(10-x)! 210
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VI. Miveletek faktorialisokkal

1) Szamitsuk ki az alabbi m(iveletek eredményét!
a)11!-12-13=13!

12!
b) — =11-12
10!

c) (n-2)! (n-1) =(n-1)!

d) (n+1)! *(n+2):(n+3) = (n+3)!

o)
n!

; (n+3)! 5
) )] =(n+2)(n+3)

(n+1)!
g) (1! =n(n+1)

1 1 n+1+1 n+2
h)— + = =

n! (n+1)! " (n+1)! a (n+1)!

1 n

n—-1—-n -1
(n—-2)! ) (n—1)! - (n-1)! (n-1)!

i)

L1 1 nm+)-1 n?+n-1
J (n-1)! (n+1)!  (n+1)! " (n+1)!
1 n+l1  nn+1)-n-1_ n*-1 _(@n+1)(n-1) _n-1

k)

(n—-1)! ) (n+1)! - (n+1)! a (n+1)! (n+1)! n!

n!'-1 n
+ =
n! (n+1)!

_ (n!-1)(n+1)+n _ (n+1)!'—=(n+1)+n _ (n+1)!-1

I) (n+1)! (n+1)! (n+1)!

n+1)!-1 n+1
(+1!-1 N+

[(n+1)!-1](n+2)+n+1 _ (n+2)!-(n+2)+n+1 _(n+2)!-1

(n+1)!  (n+2)! (n+2)! (n+1)!
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2)Definicié szerint 0l:=1 és 11:=1

. 1
Hatdrozzuk meg az Excel programmal az o + T +

5 =B5/A6

C

0 1,000000000000000 1,000000000000000
1 1,000000000000000 2,000000000000000
2 0,500000000000000 2,500000000000000
3 0,1666660666666667 2,666606666666670
4| 0,041666666006667] 2,708333333333330

LY== T I = I

10
11
12
13
14
15
16
17
18
13
20

0,008333333333333
0,001388838388889
0,000198412698413
0,000024801587302
0,000002755731922
0,000000275573192
0,000000025052108
0,000000002087676
0,000000000160590
0,000000000011471
0,000000000000765
0,0000000000000458
0,000000000000003
0,000000000000000
0,000000000000000
0,000000000000000

2,716666666666670
2,718055555555560
2,718253968253970
2, 718278769841270
2,718281525573130
2,718281801146330
2,718281826198430
2, 718281828286170
2,718281828446760
2,718281828458230
2,718281828458930
2,718281828453040
2,718281828453050
2,718281828453050
2,718281828459050
2,718281828459050

1

2!

1
+ ...+ — Osszeg értékét n=20 esetén:
n:

1
Az els6 oszlopban szerepel az n, a masodikban az = rekurziv médon, a harmadik oszlopban
n!

pedig az aktudlis 0sszeg szintén rekurzidval. Lathatd, hogy az 6sszeg nagyon gyorsan tart az

Euler-féle e szdamhoz n=20 utan gyakorlatilag mar érzékelhetetlenné valik a ndvekedése.
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VII. Variacidk

1) a) Az1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl hany darab hét jegyl szamot tudunk késziteni, ha
minden szamjegyet egyszer hasznalhatunk fel?

9 kiilonb6z6 elem hetedosztalyu ismétlés nélkili varidcidinak szamat kell megha-

9! 9!
o7y 2 =181440

taroznunk:n = Vg =

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy a kapott szam
o) 0-ra fog végz6dni:

P=0, hiszen a 0 nem szerepel a szdmjegyek kdzott.

B) 3-mal oszthatd lesz:
A szamjegyek 6sszegének oszhatdnak kell lenni 3-mal. Mivel a 9 szamjegy Osszege
is oszthatd 3-mal, azé a kett6é is oszthato kell legyen, amit kivesziink kézuliik.
Ezek lehetnek az 1,2; 1,5; 1,8; 2,4; 2,7; 3,6; 3,9; 4,5; 4,8; 5,7 és 6,9 parok,
Osszesen 11. Ugyanennyi alkalmas 7 elem( részhalmaz lesz.

(Osszesen (3) = 36 db 7 elem( részhalmaz van, ezek kodzil 11-ben oszthatdé a

szamjegyek 6sszege 3-mal, 25-ben pedig nem.) A 11 megfeleld részhalmaz 0ssze-

55440
sen k=11-7! = 55440 hétjegy(i szamot hatdroz meg. Tehat P:171440 =0,3056,

.. 11 o .. L, L .
ami éppen ——, a megfelel6 és az 0sszes 7 elem(i részhalmaz szdmanak hanyadosa.

y) 5-tel oszthato lesz:

Az utolsé helyre az 5-nek kell keriilni, a maradék 8 szambdl valasztunk ki elé 6-ot:

k=VE = —— =2 = 20160

T (8-6) 2!
k 20160 1

= =-=0,11
n 181440 9

d) 4-gyel oszthatd lesz:
Az utolsé két helyen dllhat a 12, 16, 24, 28, 32, 36, 48, 52, 56, 64, 68, 72, 76, 84, 92
és 96, ez 16 lehetGség. A a maradék 7 szambol valasztunk ki elé 5-6t:

“16-V2 =16-—"_ —16.2 =
k=16-V7; =16 T 16 = 40320
k 40320

— = ~ 0,22
n 181440

g) tartalmazni fogja az ,, 12" részletet:

A ,,12” mellé a maradék 7 szambdl (g) =21 db 5 elemd részhalmazt valaszthatunk.

igy tehat 21 db hatos egységiink lesz, és mindegyiknek 6! kiilénbdz6 sorrendje
van. Tehat k=21-6! = 15120.
k _ 15120

= ~ 0,083
n 181440
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¢) tartalmazni fogja az ,, 123" részletet:

A ,,123” mellé a maradék 6 szambdl (6) =15 db 4 elemU részhalmazt valasztha-

4
tunk. fgy tehat 15 db 6tds egységiink lesz, és mindegyiknek 5! kiildnb6z8 sorrend-
je van. Tehat k=15-5! = 1800.

k 1800

“n 181440

0,01

1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet:
P=1-0,01=0,99

k) valtakozva fog paros és pdratlan szamjegyeket tartalmazni:
1. Paratlan szam lesz elol: k;=(5-4 3-2):(4-3-2)=2880
2. Paros szam lesz el6l: ko=(4-3-2-1)+(5-4-3)=1440

k=4320
k 4320

== = ~ 0,024
n 181440

A) 3 pératlan szamjegy lesz eldl:
k=(5-4 3)-6-5-4-3=21600
k 21600

= ~ 0,12
n 181440

u) paratlan szdmjegyek lesznek a két szélén:
k=(5-4)-7-6-5-4-3=50400
k 50400

pP=— = ~ (0,278
n 181440

v) az els6 két szdmjegy paratlan lesz, a kovetkez6 kett paros:
k=(5-4)(4-3)-5-4-3=14400
k _ 14400

“n 181440

~ 0,079

o) mind az 5 paratlan szamot fogja tartalmazni:

AZL) =6 db 2 elem(i részhalmazt

Az 5 db paratlan szam mellé a maradék 4 szambal (
valaszthatunk a paros szamok 4 elemd halmazabdl.
A sorrendeket figyelembe véve k=6-71=30240

k 30240

n 181440

~ 0,167
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2) a)Ao0,1,2,3,4,5,6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl hany darab hét jegyl szamot tudunk késziteni, ha
minden szamjegyet egyszer hasznalhatunk fel:
Most 10 szamjegy van, de az els6 helyre nem keriilhet a 0! Az els6 helyre 9 lehetd-
séglink van, utdna a maradék 9 szambdl kell még 6-ot kivalasztanunk.

, 9!
lgy =9:9-8-...:4, vagy 9- Vi = 9+ = = 544320

b) Mennyi a valdszin(lisége, hogy a kapott szam
o) 0-ra fog végz6dni:
A 0 elé kell még 6 szamot valasztanunk, igy k:V96 = z—: = 60480
k 60480 '

n . 544320

~ (0,11

) 9-cel oszthatd lesz:
Most 3 szamot kell elhagynunk Ugy, hogy az 6sszegiik 9-cel oszthatd legyen.

10
3
ge lesz 9 vagy 18: 018, 027, 036, 045, 126, 135, 189, 234, 279, 369, 378, 459, 468

és 567. Ez Osszesen 14, és 4 db tartalmazza a 0-t. A megfelel6 7 elem( komple-
menter részhalmazok szama is 14, azok koziil viszont 10 tartalmazza a O-t.

1. A O szerepel a kivalasztott szamok kozott: ki=10-6-61=43200

2. A0 nem szerepel a kivalasztott szamok kozott: k,=4-71=20160

Tehat k=63360

k 63360
p=— = ~ 0,116
n 544320

Osszesen ( ) =120 db 3 elem részhalmazbdl a kovetkezd szamharmasok 6ssze-

y) 5-tel oszthatd lesz:
9!

1. 0-ra végzédik: ki=V¢$ = 5 = 60480

2. 5-re végzédik:k,=8 - V3 = 8 -§= 53760
Tehdat k=114240
k 114240

n . 544320

)

d) 4-gyel oszthatd lesz:
Az utolso 2 jegybdl allé szam: 04, 08, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 48, 52, 56, 60,
64, 68, 72, 76, 80, 84, 92 és 96 lehet. Ez 6sszesen 22 db.

1. Tartalmazza a O-t: 6db. ki=6 -V = 6 - % = 40320

2. Nem tartalmazza a 0-t: 16db. k,=16 - 7 - Vi = 112 - = = 94080

Tehat k=134400
k _ 134400

= ~ 0,247
n 544320
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g) tartalmazni fogja az ,12” részletet:

Z) =35 db 4

elem( részhalmazt valaszthatunk. Ekkor 6 egységlink lesz: k;=35-5-5! = 21000.
2. Nem tartalmazza a 0-t: A ,,12” mellé a maradék 7 (hiszen a 0 sem szerepelhet)

1. Tartalmazza a O-tis: A ,12” és a 0 mellé a maradék 7 szambodl (

szambal (;) =21 db 5 elem részhalmazt valaszthatunk. Ekkor szintén 6 egysé-

gink lesz: k,=21-6! = 15120.
Tehat k=36120
k 36120

“n 544320

~ 0,066

¢) tartalmazni fogja az ,, 123" részletet:

g) =20db 3

elem(i részhalmazt vdlaszthatunk. Ekkor 5 egységiink lesz: k;=20-4-4! = 1920.
2. Nem tartalmazza a 0-t: A ,,123” mellé a maradék 6 (hiszen a 0 sem szerepelhet)

1. Tartalmazza a O-tis: A, 123” és a 0 mellé a maradék 6 szambdl (

Z) =15 db 4 elem( részhalmazt valaszthatunk. Ekkor szintén 5 egysé-

giink lesz: k,=15-5! = 1800.
Tehat k=3720
k _ 3720

“n . 544320

szambol (

~ 0,0068

1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet:
P=1-0,0068=0,9932

k) valtakozva fog paros és pdratlan szamjegyeket tartalmazni:
1. Paratlan szam lesz eldl: ky=(5-4 3-2)-(5-4-3)=7200
2. Paros szam lesz el6l: k,=(4+4-3-2)-(5-4-3)=57600

k=12960
k 12960

— = ~ 0,024
n 544320

A) 3 pératlan szamjegy lesz elol:
k=(54 3)-7-6:5-4=50400
k 50400

n 544320

~ 0,093

u) paratlan szamjegyek lesznek a két szélén:
k=(5-4)-8-7-6:5-4=134400
k 134400

p=— = ~ 0,247
n 544320
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v) az els6 két szdmjegy paratlan lesz, a kovetkez6 kett paros:
k=(5-4):(5-4)-6-5-4=48000
k 48000

o) mind az 5 paratlan szamot fogja tartalmazni:
1. Tartalmazza a O-t is: Az 5 pdratlan szam és a 0 mellé a maradék 4 szambdl

(‘1*) =4 db 1 elem( részhalmazt valaszthatunk. Ekkor: ki=4-6-6! = 17280.

2. Nem tartalmazza a 0-t: Az 5 pdratlan szam mellé a maradék 4 (hiszen a 0 sem
szerepelhet) szambdl (;) =6 db 2 elem( részhalmazt valaszthatunk.

Ekkor: k,=6-7! = 30240.

Tehat k=47520
k _ 47520

3) a)Az1,2,3,4,5,6, 7, 8,9 szamjegyekbdl hany darab hét jegyli szamot tudunk késziteni, ha
minden szamjegyet tobbszor felhasznalhatunk:

9 kiilonboz6 elem hetedosztalyt ismétléses variacioi szerepelhetnek: n=Vy" = 97

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy a kapott szam
o) 0-ra fog végz6dni:
P=0

) csupa 3-mal oszthatd szamjegybdl all:
k=V]" =37

k 37
=— = — =~ 0,00046
n 97

y) 5-tel oszthatd lesz:
Az utolsé szamjegy 5, k=VS'! = 9°
k _ 9°

P=; = 9—7 ~ 0,11

d) 4-gyel oszthatd lesz:
Az utolsé 2 jegybdl all6 szam: 12, 16, 24, 28, 32, 36, 44, 48, 52, 56, 64, 68, 72, 76,
84, 88, 92 és 96 lehet. Ez 6sszesen 18 db.
Tehét k=18 Vo' = 18 - 95= 1062882
k 1895

P=— = ——~ 0,22
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€) tartalmazni fogja az ,, 12" részletet:
6 egység lesz, a ,12” hatféleképpen helyezkedhet el. A maradék 5 helyre mind-
egyik esetben 9° lehet8ség van, igy k=6-9°
k 69°

p=— = ——=x= 0,074
n 97

¢) tartalmazni fogja az , 123" részletet.
5 egység lesz, a ,, 123" otféleképpen helyezkedhet el. A maradék 4 helyre mind-
egyik esetben 9% lehet8ség van, igy k=5-9*
k  59*%

P=— = — ~ 0,0069
n 97

1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet:
P=1-0,0069=0,9931

k) valtakozva fog paros és pdratlan szamjegyeket tartalmazni:
1. Paratlan szam lesz eldl: ki=(5-5 5-5)-(4-4-4)=40000
2. Paros szam lesz el6l: k,=(4-4-4-4)-(5-5-5)=32000

k=72000
k 72000

=— = ——~0,015
n 9

A) 3 pératlan szamjegy lesz elol:
k=(5-5 5)-9*=820125
k _ 820120

= — ~ 1
Y

n 97

u) paratlan szamjegyek lesznek a két szélén:
k=(5 5)-9°=1476225
k 1476225

~ 0,309
n

v) az elsé két szamjegy pdratlan lesz, a kovetkez6 kett6 paros:
k=(5 5)-(4 4)-93=291600
k _ 291600

p=—— = ——— ~ 0,061
n 9

0) a 9-est 6tszor fogja tartalmazni:

k=(7) .82=1344

5

k 1344

— = — ~ 2,81-10*
n 9
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4) a)Ao0,1,2,3,4,5,6, 7, 8,9 szdmjegyekbdl hany darab hét jegyli szdmot tudunk késziteni, ha
minden szamjegyet tobbszor felhasznalhatunk:
El6l nem allhat a 0, ezért 9 lehet&ség van, utdna 10 kilonb6z6 elem hatodosztalyu

ismétléses variacioi szerepelhetnek: n=9 - V3 = 9 - 10°

b) Mennyi a valészinlisége, hogy a kapott szdm
o) 0-ra fog végz6dni:
k=9 V4 =9-10°
k _ 910°

n 9106

=~ 0,1

) csupa 3-mal oszthaté szamjegybdl all:
4 db 3-mal oszthaté szdmjegy van, de a 0 nem &llhat az elsé helyen, igy k=3-4°
k 3:46

p=— = ~ 0,0014
n 9-106

y) 5-tel oszthato lesz:
0-ra vagy 5-re végz6édhet: k=9 - Vlséi -2 =18-10°

k  18-10°
= =~ 0,2

n 9106

d) 4-gyel oszthato lesz:
Az utolsé 2 jegybdl 4ll6 szam: 00, 04, 08, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52,
56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92 és 96 lehet. Ez 6sszesen 25 db.
k=9 -V} - 25 =9-10°
k 910*25
= ——-=0,25
n 9:10°
Vegylk észre, hogy elég lenne csak a 2 utolsé szamjegyet vizsgdlni!

g) tartalmazni fogja az ,, 12" részletet:
1. Ha a,12” eldl van, akkor k1:V15(')i:105
2. Ha nem el6l van, akkor 5 helyen lehet, de figyelni kell a 0-ra is:
k=59 - Vil = 45 - 10*

k=55-10*
k  55-10%

p=— = =0,061
n 9-106
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Megolddsok

¢) tartalmazni fogja az ,, 123" részletet:

1. Ha a,,123” elél van, akkor k1:V14(')i:104

2. Ha nem el6l van, akkor 4 helyen lehet, de figyelni kell a 0-ra is:

ko=4-9- V3 = 36103

k=46-103
k  46-103

p=— = =0,0051
n 9:10°

1) nem fogja tartalmazni az ,123” részletet:
P=1-0,0051=0,9949

k) valtakozva fog paros és paratlan szamjegyeket tartalmazni:
1. Paratlan szam lesz elél: ki=(55 5-5)+(5-5-5)=5’
2. Péaros szam lesz eldl: k,=(4+5-5-5)-(5-5-5)=4-5°=

k=9-5°
k 9-56

p=— = ~ 0,016
n 9:10°

A) 3 pératlan szamjegy lesz elol:
k=(5-5 5)-10%=1250000
k _ 1250000

p=— = ———— ~ 0,139
n 9:10©

1) paratlan szdmjegyek lesznek a két szélén:
k=(5 5)-10°=2500000
k _ 2500000

p=—— = ——— =~ (0,278
n 9:10°

v) az els6 két szdamjegy paratlan lesz, a kovetkez kett6 paros:
k=(5 5)+(5 5)-10°=625000
k _ 625000

p=— = ~ 0,069
n 9:10°

0) a 9-est 6tszor fogja tartalmazni:

1. Az els6 jegy 9-es: ki=1 - (Z) . 9221215

2. Az els6 jegy nem 9-es: k=8 - (g) - 9=432
k=1647
k 1647
= = ~ 0,00018
n  9-10°
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5) Kombinabiaban az auték rendszamai T-ABC-KLM alakuak, ahol T a tartomany szdmjele, 1-t6l 8-ig
valtozhat, A,B,C a 26 bet(s angol abc betli, azonosak is lehetnek, K,L,M pedig 0 és 9 kdzotti szamje-
gyek, de nem lehetnek azonosak. PI. 3-XXY-056
a) Hany kilonbo6z6 rendszam lehetséges:
n=8-26%10-9-8=101237760

b) Mennyi a valészinlisége, hogy a rendszamban 3 azonos bet( lesz:

Mind a 26 bet( szerepelhet, ezért k=8:26-10-9-8=101237760=149760

k 149760
P=—— = ————— ~ 0,0015
n 101237760

Vegylk észre, hogy a valdszinliség kiszdmitasdhoz elegendé lett volna csak a bet(ket

k 6
vizsgalni: P=— = — ~ 0,0015
n 263

c) Mennyi a valdszinlsége, hogy a betlk vagy a szamok nagysag szerint kdzvetlenil kévetni
fogjdk egymast:
A esemény: a betlk kovetik egymast: az elsé betlre 24 lehetGség van, a tobbi meghata-
rozott, azaz ka=8-24-10-9-8=138240
B esemény: a szamok kovetik egymast: az elsé szamra 8 lehetGség van, a tobbi meghata-
rozott, azaz ks=8:263-8=1124864
Az A-B esemény akkor teljesil, ha az A és B is bekovetkezik, azaz ky.5=8-24-8=1536
A keresett A+B esemény kedvezd eseteinek szama a logikai szita formula szerint
Karg = Ka + kg — ka.p =138240 + 1124864 - 1536 =1261568

k 1261568
P=— = ———— = 0,012
n 101237760
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Vill. Kombinaciok

1) Szamitsuk ki az aldbbi m(iveletek eredményét faktorialisok segitségével!

10\ _ 10! _ 910 _
)(8)_2!-8! =7
16 16! _ 13:14-15-16 _ B
b) (12) o = T =13754=1820

20\ 20! _ 17:18:19-20 _ )
o) ( . 6) =17-3-19-5=4845

Tal16! 2:3-4
100 100! 99:100
d - = = 4950
) ( 98 ) 21-98! 2
100! 96:97-98-99-100
e) (100) - = =6-97-98-99-20=112931280
95/ 51951 2-3+4°5

f (gz) N (gg) 99! N 99! 99:954+99l:5 991100 100! (100)

“51.941 41951 51951  5l951 51951 \ 9§
(10) 10! o
26! 10!-94! 7-8-9-10 1
g 180 =100! = = = ~ 5,87-10°
( ) ' 7100!6!  95-96:97-98:99-100 95-12-97-14-11-10
6 941-4!

h) (100) . (110) " (120) fot (18) = Q10
Ll (120) ' (g) ' (g) ' (3) ' @) _81!?2!! ' 6?-!2! ' 4?2! ' 2?-!2! ' Oi!Z! '_(;?)!5

i) (120) ' (925) ' (933) ' (930) ' (827) _9150!-05!! . 92?2! ' 92?3! . 83?-!3! . 82?2! =

1000 1 1 1 1 100! 86:87-88:..-100
T 51 20 31 31 85121 851-120-144  120-144
80 20 go! 20!
0 (10) : ( s ) _ 70010l 1sls! 8012085151 11-12-.-20-71-72-..-85
(100) 100! 100!-70!-10!-15!-5! 81-82-..-100-120
15 851-15!

(2132) ] (220)*'(5132) ’ (210)4'(5133) ’ (200) 678!-01!3! 1223?-!2!+668!-01!4! 12?!1!+658!-01!5! 2?)?-!0!

1) (100) = 100!
15 85!-15!
80!-20!-85!-15! 190 20 1 20!"66-67-..-85-14+15
- . + ~ * 0,069
100!-65!-13! 6667 6614 1415 81-82-...100
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2) Az 6toslotton 90 szambdl 6tot kell eltalalni. Mennyi a valdszinlisége a 0, 1, 2, 3, 4 és 5 talalatnak:

Az Osszes esetek szama n:(950)

Az x taldlat akkor kovetkezik be, ha x-et az 5 nyertes szambdl tippeltlink, 5-x darabot pedig a 85

85

nem nyertes szambdl, tehat k = (5) . (
X 5—x

() (=)
(5)

, k
P(x taldlat) = o=

)

P(0) = . =~ 0,746 P(3) = . ~ 0,00081
(5) (5)
5\ (85 5\ (85
P(1) = (1)95 ) ~ 0,230 P(4) = (4)9((, 1) ~ 0,0000097
(s) (5)
5). (85 5\ . (85
P(2) = (2)95 ;) ~ 0,0225 P(5) = (5)9§ o) ~ 0,000000023
(s) (5)
3) A hatoslottdn 45 szambdl hatot kell eltalalni. Mennyi a valészinlsége a 0, 1, 2, 3, 4, 5 és 6 taldlatnak?

Az Gsszes esetek szama n=(465)

Az x taldlat akkor kovetkezik be, ha x-et a 6 nyertes szambdl tippeltlink, 6-x darabot pedig a 39

nem nyertes szambdl, tehat k = (2) ' (639 )

() (o)
(%)

~ 0,401

p k
P(x taldlat) = =

P(0) =

P(1) = ~ 0,424

P(2) = ~ 0,151

P(3) =

58

(461) ' (329)
(%)
) (7
()
(2) ' (309)
()

P(4) = ~ 0,0014

P(5) = ~ 0,000029

P(6) = ~ 0,000000123
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4) Egy Gizemben 500 termékbdl 40 selejtes.
Mennyi a valdszinlisége, hogy ha visszatevés nélkiil véletlenszer(en kivalasztunk 20 terméket, akkor
a kivalasztottak kozott

a) nem lesz selejtes:

500)

Az Osszes esetek szama n=( 20

Akkor nem lesz selejtes a kivalasztott termékek kozott, ha mind a 20-at a 460 hibatlan

termék koziil valasztjuk ki, tehdt k = (*67)
b Ez (22202)
" (%)

b) 5 selejtes lesz:

Akkor lesz pontosan 5 selejtes a kivalasztott termékek kozott, ha 15-6t a 460 hibatlan

termék kozil valasztjuk ki, 5-6t pedig a 40 selejtes kozil, tehat k = (460) . (40)

15 5

g K (41650)_ (450)
= =7 /500
(%)

c) 3-nél kevesebb selejtes lesz:
A kedvez6 esetek szamat ugy kapjuk, hogy 6sszeszamoljuk, hany esetben 0, 1 ill. 2 selej-
tes a kivalasztottak kozott, tehat
460\ (40 460\ (40 460\ (40
P———(ZO).(O)JF( 19)'(1)+( 18)'(2)
o (500)
20

d) 2-nél tébb selejtes lesz:

A komplementer esemény éppen az el6bbi, igy

pel— GO+ ED )R E)
(52000)
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5) Egy izemben 500 termékbdl 40 selejtes.

Mennyi a valdszinlisége, hogy ha visszatevéssel véletlenszerlen kivalasztunk 20 terméket, akkor a

kivalasztottak kozott
A visszatevés minden egyes huzdsnal ugyanannyi a valdszinlsége, hogy selejtes terméket
hazunk: p:%:0,0S. Annak pedig, hogy nem lesz selejtes, 1-p=0,92 a valdszinlisége.

a) nem lesz selejtes:

A kérdés az, hogy ha 20-szor egymads utdn elvégezziik a kisérletet, mennyi a valdszin(isé-
ge, hogy egyszer sem kovetkezik be az a p=0,08 valdszinliségli esemény, hogy selejtes

terméket vdlasztunk ki. A binomialis eloszlas képlete szerint

20

P(0 selejtes) = ( 0

) .0,08° - 0,922° ~ 0,19

b) 5 selejtes lesz.

P(5 selejtes) = (250) -0,085 - 0,9215 ~ 0,015

c) 3-ndl kevesebb selejtes lesz

P(<3) = (200) £0,08° - 0,922 + (210) -0,081 - 0,9219 + (220) .0,08%-0,9218 ~ 0,788

d) 2-nél tobb selejtes lesz:

P(>2) =1-P(<3) ~ 1-0,788 = 0,212
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6) Egy izemben a termékek 10 %-a selejtes. Mennyi a valészinlisége, hogy ha nagyon sok termékbdl
(azaz lényegtelen lesz, hogy viszatevéssel vagy viszatevés nélkil) véletlenszerilen kivalasztunk 20-at,
akkor azok kozott

Annak a valdszinlisége, hogy egy kivdlasztott termék selejtes lesz: p = 0,1, annak pedig, hogy

nem lesz selejtes, 1-p=0,9 a valdszinlsége. A feladat |ényegében azonos az el6zével.

a) nem lesz selejtes:

20

P(0 selejtes) = ( 0

) £0,1°- 0,920 ~ 0,122

b) 5 selejtes lesz:

20

P(5 selejtes) = ( P

)-0,15-0,9% ~ 0,032
c) 3-nél kevesebb selejtes lesz:
_20 0, 20 20 1., 19 20 2, 18
P(<3) = ( ] ) 0,100,920 + ( A ) 0,11-0,91% + ( , ) 0,12-0,9'8 ~ 0,677
d) 2-nél tébb selejtes lesz:

P(>2)=1-P(<3) ~1-0,677 = 0,323

7) Egy lGzemben egy vizsgalat szerint minden nyolcadik termék selejtes. Mennyi a valdszin(sége,
hogy ha nagyon sok termékbdl véletlenszer(ien kivalasztunk 20-at, akkor azok kdzott
Annak a valdszinlsége, hogy egy kivalasztott termék selejtes lesz: p = 1/8 = 0,125,

annak pedig, hogy nem lesz selejtes, 1-p=0,875 a valdszin(lisége.

a) nem lesz selejtes:
P(0 selejtes) = (200) £0,125° - 0,87520 ~ 0,069
b) 5 selejtes lesz:
P(5 selejtes) = (250) £0,125% - 0,875 ~ 0,064
c) 3-ndl kevesebb selejtes lesz:
P(<3) = (200) £0,125° - 0,875%° + (210) £0,125" - 0,875 + (220) £0,125% - 0,875'8 ~ 0,472

d) 2-nél tébb selejtes lesz:

P(>2)=1-P(<3) ~ 1-0,472=0,528

61



Klement Andrds: Valdsziniiségszamitdsi feladatok kézépszinten Megolddsok

8) A Magyar kartyaban 32 lap van, 4 szin (piros, z6ld, makk és tok), és minden szinbdl 8 figura.
Ha véletlenszerlen kiosztunk 5 lapot, mennyi a valdszinlsége, hogy
a) pontosan 3 piros lesz koztik:

A kivdlasztds sorrendjét nem vesszik figyelembe sem az 6sszes esetek szamoldsanal,

32
5

A piros lapok szama 8, a nem pirosaké 24, igy
k=(8) : (24) = 15456

sem a kedvezs eseteknél. n:( ) =201376

3/ \2

k 15456
P=—=——"—=0,077

n 201376

b) legfeljebb 2 piros lesz koztiik:
Kedvezd, ha 0, 1 vagy 2 piros lesz, igy

=33+ (3)- 3N+ (B)- (B = 184188

P=—=—=0,915
n 201376

c) legaldbb 3 piros lesz koztik:

Ez az el6z6 komplementer eseménye, tehat P =1 -0,915 = 0,085

d) pontosan 2 piros, 1 z6ld és 2 makk lesz:

= (0)- () () -eom

e) pontosan 2 piros és 2 zold lesz koztiik:

e (3)-0)- (1) -2

k 12544

f) pontosan 2 asz lesz koztiik:
k= (4) : (28) - 19656

2/ \3

k 19656
P=—=——"—=0,098

n 201376

g) pontosan 2 piros lesz koztiik:
k= (8) : (24) = 55672

2/ \3

k 55672
P=—=——=0,276

n 201376
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h) pontosan 2 asz és 2 piros lesz koztiik:
A kedvezl eset kétféleléppen allhat el6:
1. A kiosztott lapok kozott van a piros asz is. Ekkor a masik hdrom aszbdl kell még egyet
valasztani mellé, és a madsik 7 pirosbdl szintén még egyet. Ez harom lap, a maradék két
lapot a 21 nem piros és nem asz lapok kozil kell valasztani, tehat
ki = (i) : (Z) : (221) = 4410
2. A kiosztott lapok kdzott nincs ott a piros asz. Ekkor a masik harom aszbdl kell valasz-
tani mindkét dszt, és a masik hét pirosbdl mindkét pirosat. Ez négy lap, az utolsét a 21
nem piros és nem asz lapok kozil kell valasztani, tehat
ko = (g) : (g) : (211) =1323

k=k1 + kz =5733

P=—= =0
n 201376

i) pontosan 2 sz vagy pontosan 2 piros lesz koztik:
Vegyik észre, hogy ha az f)-ben szerepl6 eseményt A-val, a g)-ben szereplSt B-vel jeldl-
juk, akkor a h)-ban szerepl6 esemény A-B, a mostani pedig az A+B esemény. A kedvezd
esetek halmazaira vonatkozé logikai szita formula szerint ky, g = ka + kg — ka.p

Tehatka,p = 19656 + 55672 — 5733 = 69595, igy
k 69595

A logikai szita formula kdzvetlenl a valdszintiségekre is alkalmazhato:
P(A+B)=P(A) + P(B) — P(A-B),
tehat P = 0,098 + 0,276 — 0,028 = 0,346

j) ha mind az 6t lap piros lesz, akkor benne lesz a piros asz és a piros hetes is:

Feltételes valdszinliségnél az 0sszes esetek szamat a feltételnek megfelel esetek szama
. 8

adja, azaz n= 5)= 56

A kedvezs eseteket a feltétel figyelembe vételével kell szamitani, tehat a piros asz és a

piros hetes mellé kell még 3 pirosat valasztanunk a maradék 6 piros kozil: k = (g) =20
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9) A Magyar kartyaban a figurak sorrendje: 7, 8, 9, 10, alsé, f6lsé, kiraly, asz.
Ha véletlenszer(ien kiosztunk 5 lapot, mennyi a valdszin(isége, hogy
a) pontosan két azonos figura (par) lesz koztiik:

v

Vin

[{{1]
|

fi;’

ST

M 1N

A kivalasztds sorrendjét nem vesszik figyelembe sem az 6sszes esetek szamoldsanal,

32
5

Az azonos figurdk értékét 8-féleképpen tudjuk kivalasztani, hiszen barmelyik érték lehet

sem a kedvez6 eseteknél. n:( ) =201376

a 8 kozll. A kivalasztott értékhez a négy szin kozil barmelyik kett6t valaszthatjuk, ezt

(;}) = 6 féleképpen tehetjik meg. Egy part tehat 8-6 = 48 féleképpen valaszthatunk ki a

32 lapbdl. Mivel tobb par nem lehet, a maradék 7 figuraértékbdl (;) = 35 féleképpen va-

laszthatjuk ki a 3 kiilonboz6 értéket, a szinlik viszont barmilyen lehet, vagyis mindegyik-
nél négyszerezddik a valaszthatd lapok szdma, igy a 3 kilonbozd figuraértékd lap kiva-

lasztasdra 35-43= 2240 lehet8ségiink van. Osszesen tehat k= 48:2240 = 107520

k 107520

BIND ddds
) L
Jilil
1111!
:-.??

A két figuraérték kivalasztdsanal is kombinacidt kell alkalmaznunk, nehogy duplan szere-

peljenek az értékek. A két figuraértéket tehat (g) =28 féleképpen valaszthatjuk ki. A szi-

nekre mindkét figuraérték esetén (;) = 6 lehet8ségiink van. Két part tehat 28:6% = 1008

féleképpen valaszthatunk ki a 32 lapbdl. A maradék figuraértékre 6 lehet&séglink marad,

és mind a 4 szin valaszthaté hozza, ez tehét 24 lehet$ség. igy k=1008 - 24 = 24192

kK 24192
“n 201376
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c) pontosan (harom azonos figura) (drill) lesz koéztik:

@xS S22 = = 38y
ey~ LI § v i - @_
. - e
(& 2 - ¥ - S~ ”’
‘ .ﬁ‘.?al ’U‘ ‘\-“ NI
o (Y (7. a2 - wp_ K_ 10752
k=8 (3) (2) 47 =10752, tehst P =—=—~—-=0,053

A két parral ellentétben kiilon kell szamitanuk a drill és a par figuraértékét, mig a két
parnal csak azt mondhattuk, hogy mi legyen a két figuraérték, most azt is meg kell mon-

danunk, hogy melyik a drillé és melyik a paré.

k=8-(g)-7-(g)=1344,tehétP=E—&—0,0067

e) pontosan négy azonos figura (pdker) lesz kbzottiik:
'ﬂ@gé' £
g3 |
N LS

4

4 . k 22
k=8-(4)-7-4=224,tehatP=;-—-0,0011

#TE 3%
2 E =28
_"l\= L

A sor kezd6dhet a hetessel, nyolcassal, ..., tizessel, ez 4 lehet&ség. A lapok szine tetszé-

leges lehet, ez 4° lehet8ség, azazk =4 - 45= 4096
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g) mindegyik lap azonos szin(i (szin):

v Al v

7r
1
N
A~
U1
N—r
1]
N
N
K
-+
D
>
o8
[
o
|
N
o
o
o
'_\
'_\

A sor kezd6dhet a hetessel, nyolcassal, ..., tizessel, ez 4 lehet6ség. A lapok szine azonos,

erre 4 lehet6ség van, azazk=4-4=16

Osszegezve az esélysorrend:
par: P=0,534
két par: P=0,120

drill: P=0,053
sor: P=0,020
full: P =0,0067

szin: P=0,0011
poker: P =0,0011
szinsor: P = 0,0000795

10) A Francia kartyadban 52 lap van, 4 szin (treff, kard, kér és pikk), és minden szinbdl 13 figura.

A figurdk sorrendje: 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, bubi, ddma, kiraly, asz
Ha véletlenszer(ien kiosztunk 5 lapot, mennyi a valdszin(isége, hogy

a) pontosan két azonos figura (par) lesz koztlk:

A kivalasztds sorrendjét nem vesszik figyelembe sem az 6sszes esetek szamoldsanal,

52

. ) = 2598960

sem a kedvez§ eseteknél. n:(

A kedvez6 esetek kiszamitasanak elve ugyanaz, mint a Magyar kdrtya esetén.

k=13- (‘2}) : (132) - 43 = 1098240, tehdt P = — = ————— = 0,4226
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b) pontosan két-két azonos figura (2 par) lesz koztiik:

= (33)- () (4)- (1) - 4= 123552, tehatp == = oo _ 0475

c) pontosan (harom azonos figura) (drill) lesz koéztik:

12 (). (12 . 42 o K _ 54912

k=13 (3) (2) 47 = 54912, tehat P =— = —>———=0,0211
d) pontosan 1 drill és 1 par lesz koztiik (full):

_ 4 4 _ wp_K__3744

k=13 (3) 12 (2)—3744,tehatP—n—2598960—0,00144

Osszegezve az esélysorrend:
par: P=0,4226
két par: P =0,0475
drill: P=0,0211
sor: P =0,00355
szin: P =0,00198
full: P=0,00144
poker: P =0,00024
szinsor: P = 0,000014

A szin gyenglilt a Magyar kartydhoz képest, a pdkerrel azonos szintrél visszaesett a full ala.
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11) A 8 -10) feladatok soran egymas utan teljesen azonos korilmények ko6zott 15 osztast végezve,
mennyi a valdszinlisége, hogy az emlitett események
a) pontosan hétszer fognak bekovetkezni:
Az egyes események bekodvetkezésének valdszinlisége p. Annak valdszinliségét, hogy 15

kisérletbdl a vizsgdlt esemény éppen hétszer kdvetkezik be, a binomialis eloszlas adja meg:

p= (175)'p7 ‘(1—-p)8

b) legfeljebb kétszer kdvetkeznek be:
_15 0, _ 15 15 1., _ 14 15 2. _ 13
P=() p a=—p+ () p-a-p+(3) P -p)
c) legaldbb haromszor kévetkeznek be:
Az el6z6 esemény komplementere, tehat
— _15_0_ _ 15 __ 151 _ 14 _ 152 _ 13
P=1- ()P0 a-p— () pt-a-p*=(3) P -p
12) Kombinabiaban 30 lapos kartyaval jatszanak. 5 szin van: piros, sarga, zold, kék és ibolya.
Minden szinbdl 6 figura: perec, persely, varangy, varazsld, kombajn és komputer.

a) Hanyféleképpen tudunk kiosztani 5 lapot, ha a sorrendre nem vagyunk tekintettel:

n=(350) = 142506

b) Mennyi a valdszin(isége, hogy pontosan2 piros és 2 komputer lesz koztik?
Pl. j6 osztds: piros komputer, piros perec, ibolya komputer, kék varangy és sdrga kombdjn.
A kedvez6 eset kétféleléppen allhat el6:
1. A kiosztott lapok kdzott van a piros komputer is. Ekkor a masik négy komputerbdl kell
még egyet valasztani mellé, és a masik 5 piros figurabdl szintén még egyet. Ez harom lap,
a maradék két lapot a 20 nem piros és nem komputer lapok kozil kell valasztani, tehat
4\ (5 20
k1=(1)'(1)'(2)=3800
2. A kiosztott lapok kozott nincs ott a piros komputer. Ekkor a masik négy komputerbdl
kell valasztani mindkét komputert, és a masik 5 pirosbdl mindkét pirosat. Ez négy lap, az
utolsot a 20 nem piros és nem komputer lapok kozil kell valasztani, tehat
4\ (5 20
k2=(2)-(2)-(1)=1200

k=k; + k, = 5000

c) Mennyi a valdszinlisége, hogy 15 leosztds esetén éppen 10-szer fordul eld, hogy pontosan 2
piros és 2 komputer lesz a lapok kozt:

Egy leosztas esetén a valdszinliség p = 0,035, igy a binomidlis eloszlads szerint

p= Gg) +0,035 - (1 — 0,035)® = 0.00000000000693

68



Klement Andrds: Valdsziniiségszamitdsi feladatok kézépszinten Megolddsok

IX. Grafelmélet

1) Rajzoljunk 6 pontu egyszer( grafot, ahol a fokszamok
a)5,4,3,3,2,1:
A fokszdmok 6sszege az élek szamadnak a kétszerese, tehat paros szamnak kell lennie.

5
X
\x4
1
X
2 x3
b /
X3
b)5,5,3,3,2,2:
5
X
\xs
2
X
2 )(3
X /
X
3

c)4,3,33,2,2
A megadott fokszamok Osszege paratlan, tehat nincs ilyen graf.

d)3,3,3,3,1,1
3
X
\xa
1
X
1 x3
X
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2) Rajzoljunk 9 pontu egyszer(i grafot a Havel-Hakimi algoritmus segitségével, ahol a fokszamok
a)6,5,5,5,4,3,3,2,1:
Minden |épésben a legmagasabb fokszamu pontbdl hdzzuk meg a beldle kiinduld 6sszes
élt a kdvetkezd legmagasabb fokszamu pontok felé, és minden egyes kiindulé pont fok-

szamdnak nulldzasa utan jeldljik a tobbi pontndl a még behldzandé élek szamat:

ox’\\x\

e RN

X

0

b)6,5,5,4,4,3,3,2,2:

ro

(-
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c)6,5,5,4,3,3,3,2,1:

d)6,5,5,3,3,3,3,1,1:
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3) Hany pontja van a 28 élt tartalmazé fanak:
Egy n pontu fanak n-1 éle van, tehat n=29.

4) Hatarozzuk meg faval a 12600 primtényezds felbontasat:

12600

/ \ A felbontandd szam a fa gyokere,
a felbontas pedig a levélelemek

AN\ e
AYAYA
/N

5) Hany pontu az a teljes graf, amelyben 210 él van:

n(n—-1)

Az n pontu teljes graf éleinek szama =210

n?-n -420 =0

1++1+1680

2
n1=21, n, negativ, igy az nem johet szdba. Tehat a teljes graf pontjainak szdma csak 21 lehet.

Ny, =

6) Egy 30 f6s tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog. Eddig 300 kézfogas tortént. Mennyi van
még hatra:
A kézfogasokat graffal modellezziik. A 30 fGs tarsasagban 6sszesen annyi kézfogds lehet, mint

9
= 435. Mivel eddig 300 kézfogas tor-

amennyi a 30 pontu teljes graf éleinek szama, azaz

tént, még 135 van hatra.

7) Egy 25 f6s tarsasagban eddig 150 kézfogds tortént. Maximum hany olyan ember van a tarsasag-
ban, aki még senkivel sem fogott kezet:
Hatarozzuk meg, mennyi az a legkevesebb ember, akiknél a kézfogasok szamaelérheti a 150-et.

n(n-1) T n(n-1)
Erre kell tehat teljesilni, hogy

n ember esetén a maximum > 150.

n?-n-300>0
1++v1+1200
Nyp=—""F5—"—
’ 2

n1=17,83, n, negativ, igy a legkisebb n, amire az egyenlGtlenség teljesil:.n=18

Valdban, 18 ember esetén dsszesen = 153 kézfogds lehetséges, de 17 esetén még csak

17-16 .
— 136. Igy maximum 7 olyan ember lehet, aki még senkivel sem fogott kezet.
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8) Kombinabia legnagyobb folydjan, a Graffolyon sorban egymas mellett harom sziget van. A k6zéps6
szigetet egy-egy hid koti 6ssze a két széls6vel. Tervezziink hidakat a partok és a szigetek koz6tt, hogy

az egyik partrdl indulva be tudjuk jarni mindharom szigetet és a tulsé partot is, Ugy, hogy minden

o~

kell tervezni, melynek minden fok- )i
X

hidon pontosan egyszer haladjunk at, és
a) a kiindulasi helylnkre térjunk vissza:
A feladatot egy graffal modellezziik.

A hdrom sziget és a két part a graf

R

pontjai, a hidak az élek. Olyan grafot

szama paros, akkor van Euler-kére,

ami a keresett bejarast adja:

b) a tulsé parton fejezziik be a sétat:

X
A kezd6pont és a tulsd parti végpont
fokszama legyen paratlan, a tobbi pe-
dig paros:

c) a kbzéps6 szigeten fejezziik be a sétat:

»

A kezd6pont és a kozépsd szigeten
lév6 végpont fokszdma legyen parat-

lan, a tobbi pedig paros:

Rajzoljuk le mindegyik esetben a bejarasi utvonalakat is:

Az dbrakon a narancssarga vonalak mutatjak a bejarasokat.
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9) Maximus Kombinatoris Ugy terveztette meg az Uj F6kombinatori Székhazat, hogy minden reggel
belépve a nyillal jeldlt kapun, az épliletet bejarva minden ajtét kinyithasson, majd azokon pontosan
egyszer athaladva, véglil a sajat irodajaba érkezzen. (Tehat korabban kinyitott ajtdn mar nem halad
at Ujra, viszont néhany helyiségbe tobbszor betérhet.)
a) Létezik-e ilyen atvonal, s ha igen, rajzoljuk be az alaprajzba is!

Graffal modellezve a feladatot, a helyiségek lesznek a pontok, az ajték pedig az 6sszeko-

t6 élek. Minden helyiségbe beirhatjuk a neki megfelel6 pont fokszdmat. Az els6 helyiség

ajtéinak szdma 5, a székhaz akkor jarhaté be, ha ezen kiviil mar csak egy helyiségben lesz

paratlan szdmu ajtod, és az lesz Maximus Kombinatoris iroddja.

|
2 4 5 4
T J‘ -1 B
2 2
- 4 4 6 | 6 4 S
2 2
1

A székhaz bejarhatd a, a megfelel6 bejarast az dbra mutatja.

b) Meg lehet-e oldani egyetlen ajtd befalazasaval vagy egy Uj nyitasaval, hogy a palotat a kivant mo-
don bejarva az utolsé helyiség a kbzépen Iévé legyen:
Igen, a jelenlegi iroda és a kozéps6 helyiség kozotti ajtd befalazasaval az ajtok szama az iroda-
ban 2-re csokken, a kdzéps6 helyiségben pedig 5-re, igy létezik a grafnak Euler-vonala, ami
mentén bejarhato lesz. Az dbrdn is lathatd, hogy ha az irodabdl az elsé alkalommal nem a ko-
zépsé helyiségbe megylink, hanem onnan kezdve forditva jarjuk be a helyiségeket, akkor ép-

pen a kozépso helyiségben fejezziik be az Utvonalat az ajté befalazdsa utan.
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X. Osszefoglalas

1) Kombindbia cukraszdajaban 6-féle fagylalt van: csoki, vanilia, puncs, malna, eper és citrom.
a) Hanyféle sorrendben helyezhetik ki a hat fagylaltos tartalyt:
Py = 6!=720

b) Hanyféle sorrend lehet, ha csokibdl 3, puncsbdl és eperbdl 2 tartalyt helyeznek ki, a tobbibdl
pedig egyet:

Most 6sszesen 10 tartaly van, abbdl 3, 2, 2 azonos.

. 10!
P3,2,2,1 =——=151200
10 31-21-21

c) Hanyféleképpen kaphatunk 3 gombdcosfagylaltot

a) tolcsérbe kérve, ahol a sorrend is szamit, ha egy fajtabdl csak egy gombdcot kaphatunk:

V3= ¢ =120
6" (6-3)

) tolcsérbe kérve, ahol a sorrend is szamit, ha egy fajtabdl tobb gombdcot is kaphatunk

V'=6% =216

v) kehelybe kérve, ahol a sorrend nem szamit, ha egy fajtabdl csak egy gombdcot kaphatunk,

3 = (g):zo

) kehelybe kérve, ahol a sorrend nem szamit, ha egy fajtabol tobb gombdcot is kaphatunk:

Cz,i:(6+§—1):(§):56

d) Mennyi a valészin(isége az egyes esetekben, hogy mindharom gombdc gyiimélcsfagylalt lesz:

3 féle gyimolcsfagylalt van: malna, eper és citrom.

k=P5=31=6, igy P k.S 0,05
a) =r3= --;'gy _1‘1_120_ ’

B) keVH = 37 = 27, fgy P =~ = = = 0,125
3 ' n 216

3 , k 1
k=C§ = (3) =1 igyP=—=--=0,05

0) Mivel az ismétléses kombindciék nem azonos valdszinliségliek, nem tekinthetjiik azokat
elemi eseményeknek, a sorrendet is figyelembe kell venniink, ismétléses variacidkkal kell

szdmolnunk. Tehat a 3) esetnek megfeleléen P = 0,125
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2) 6 baratné és gyermekeik, 4 fiu és 8 lany kozdésen megnézik a szinhazban az Egy csodalatos kombinator
torténete cimi szinmi gyermekelGadasat, melyre a 2. sorban az 1, 2, 3, ..., 18 székekre kaptak jegyet.
a) Hanyféleképpen foglalhatnak helyet a székeken:

Pyg = 18!=6,402 - 10*°

b) Mennyi a valdszin(lisége, hogy a jegyek véletlenszer( kiosztasa soran
o) egy felnGtt sem Ul feln6tt mellett:
Sorba dllitjuk a 12 gyermeket, Ugy hogy egy-egy hely legyen kozottik, ill. a sor ele-
jén és végén. Az igy kialakitott 13 hely barmelyikére allithatjuk a feln6tteket, biz-
tosan nem keril két feln6tt egymds mellé. Ezutdn a kialakult sorrendben foglaljak

el a helyiketaz 1, 2, 3, ..., 18 székeken.

AANENENRNENENRNEER

A 12 gyermeket 12! sorrendben tudjuk egymds utdn dllitani. A 6 feln6tt szdmara

(163) féleképpen viélaszthatjuk ki a helyeket, amelyekre 6! sorrendben allithatjuk

be Sket. Tehat k = 121 - (163) -61=5918 - 104

) egy leany sem il ledny mellett:

A 6 feln6tt és 4 fit 10! sorrendben allithatd fel, a kialakult 11 helyre kell elosztani

a lanyokat, tehat k = 10! - (181) -81=2,414 - 10"

v) egy fit sem Ul fid mellett:

A 6 felnétt és 8 lany 14! sorrendben allithato fel, a kialakult 15 helyre kell elosztani

a fitkat, tehdt k = 141 - (145) - 41=2856- 105

d) egy gyermek sem Ul gyermek mellett:
A 6 feln6tt 6! sorrendben allithatd fel, a kialakult 7 helyre kellene elosztani a 12

gyermeket, ami lehetetlen.
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3) Kombinabidban minden évben versenyt rendeznek, melynek gyéztese nyeri el egy évre a f6kombi-
natori cimet. A versenyen hétféle feladattipus kozil valogatnak, és egy félébsl mindig csak egyet
valasztanak: ismétlés nélkiili- és ismétléses permutdcio, ismétlés nélkiili- és ismétléses varidcid, ismét-
1és nélkiili- és ismétléses kombindcid, ill. grafelmélet. Hanyféleképpen valogathatnak be a feladattipu-

sokbdl 6t feladatot a versenyre, ha a sorrendre nem vagyunk tekintettel:

cs=({)=-=

Mennyi a valdszinlsége, hogy véletlenszer( kivalasztas esetén a kivalasztott feladatok kozott
a) nem szerepel grafelmélet:

kK 6
k=CS = (g):G,tehétP:;:Z:O,ZSG

b) szerepel ismétléses kombinacio:
Egyszerlbb a komplementer eseményt vizsgalni. Annak valdszinlsége, hogy nem szere-
pel egy adott feladattipus, az el6z8 pont szerint 0,286. igy tehat annak a valészinGsége,

hogy szerepel: P=1-0,286 =0,714

c) egymas utani 10 évben mindig szerepel ismétléses kombinacio:
Egy adott évben p = 0,714 valdszinliséggel szerepel, igy a binomialis eloszlas szerint

_ (10, 10. (1 _ 0_
P—(lo) 0,7141° - (1 — 0,714)° = 0.0344
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FUGGELEK

I. EIméleti 6sszefoglald

Klasszikus valészin(iségi mez6 (Laplace 1812)

k
Valdszinlség kiszamitasa a klasszikus valdszinliségi mez6ben: P = —
n

De Morgan-azonossagok: A + B=A-BésA-B=A+B

Események 6sszegének valdszinlisége: P(A+B)=P(A) + P(B) — P(A-B)
Egymast kizaré események: P(A-B) = 0. Ekkor P(A+B)=P(A) + P(B)
Fiiggetlen események: P(A-B) = P(A) - P(B)

Komplementer esemény: P(A) = 1 - P(A)

Ismétléses kombindacidk: Adott n-fajta elem, melyekbdl k db-ot valasztunk ki, egy fajtabdl akar tob-

bet is, Ugy, hogy az elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel.

Ismétléses variacidk: Adott n-fajta elem, melyekbdl k hosszisagu sorozatokat készitiink, ugy, hogy

egy fajta elemet tobb helyre is kivalaszthatunk.
Pl. Két pénzérme feldobasandal masodosztalyd ismétléses kombinaciok: ff, fi, ii
masodosztalyu ismétléses variaciok: ff, fi, if, ii

P oo ki
Az ismétléses variaciok szama: V"' = nX

Helyek 1 2 3 . |'N

Lehet6ségek | k k k w |k

Pl. 8 sz6gsorbdl all6 Galton-deszka:

Lépések 1 2 |3 . | 8
Lehet6ségek |2 |2 |2 e | 2

Osszes lehetséges utak szama: V28’i = 28=256
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A Galton-deszkas kisérletnél egy elemi esemény egy Utvonal, ezek a klasszikus Galton-deszkanal azo-
nos valészinliséglek (mindegyik sz6gdl 0,5-0,5 valdszintiséggel megy balra vagy jobbra a golyd), igy

mindegyik Utvonal 0,52 valdsziniiségdi.

Az utvonalak szamanak rekurziv 6sszeaddsi szabalya: A legf6lsé szogrél indul a golyd, oda egyféle-
képpen juthatott. Minden Ujabb sz6ghdz, ill. a végén a rekeszekbe a széls6k kivételével a két folotte
|év6 szogrdl juthat el, igy a belsé utak szama mindig a folotte Iév6 két sz0ghoz vezet6 Utvonalak szé-

manak 0sszege lesz.

A szoharomszégek a Galton-deszka 45° -os vagy egyéb elforgatottjanak tekinthet6k, azzal a kilénb-
séggel, hogy ott az utolsé bet(ik a rekeszekbe keriilnek. Igy egy 8 szégsorbdl 4ll6 Galton-deszkara egy
9 betls sz6 irhatd, tehat egy 9 bet(ibdl allé6 szoharomszognek felel meg. A legelsé betlrre egyféle-
képpen juthatunk, ahhoz nyilvan az 1 tartozik, a széls6k kivételével az 6sszes tbbbihez a téle balra
|évitdl és a folotte [év6tdl juthatunk el, igy a bels6 utak szdma az ezekhez vezet6 utak szamanak 6s--

szege lesz.

Az 6sszes lehetséges kiolvasds szdma a 8 szogsorbdl allé Galton-deszkanal és a 9 bet(s, azaz 8 |épéses

sz6hdromszoégnél egyarant 28=256.

A szé6hdaromszog minden egyes utolsd betlije meghataroz egy szétéglalapot, melynek szemkozti atléi
a sz0 els6 és a tekintett utolsd betlje. Mig a sz6haromszdgben minden egyes bet(ir6l kétféleképpen
haladhatunk tovabb, a szdtéglalap széleit elérve kényszerpalydra kerillink. Pl. ha a 9 bet(bél allé
sz6hdromszognek azt a 9 betls szotéglalapjat tekintjik, melynek 6 sora és 4 oszlopa van, akkor min-

denképpen 5-szor kell lefelé 1épniink és 3-szor jobbra, hogy elérjlink az utolsé bet(ihoz.

E 1R 1E 17T 1|t 15 1E 1G 11 1
R 1E 2T 3T als 5 E 6 G 71 g

E 1T 3T 6 S 10| 15 G 211 23

T 1(T 45 10 E 20|G 351 56

T 15 5E 15 G 35|l 70

5 1E 6 G 21| 56

E 1G 71 28

G 11 g8

I 1

Egy 21 karakteres sz6 20 Iépéses szOharomszogének értéktablazatat a 2. sz. melléklet tartalmazza.
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A téglalapban haladas és a részhalmazok kapcsolata:

A kiolvasdsok soran hany olyan utvonalunk lesz, melyeknél a 8 1épésbél 3-szor lépiink jobbra? Ahdny-
féleképpen a 8 Iépésbdl ki tudjuk valasztani azt a harmat, amikor jobbra lépink. Ezt pedig pontosan

annyi féleképpen tehetjik meg, ahany 3 elemd részhalmazavan az {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} halmaznak.

Altaldnosan, az n |épésbél allé Gtvonalak esetén azoknak a szama, melyekben k-szor Iépiink jobbra,
éppen annyi, mint az n elem(i halmaz k elemii részhalmazainak a szama. Ez az adott n kiil6nb6z6
elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili kombinaciéinak a szama. Jele C,lf. A részhalmazok és az utvona-
lak k6zott kolcsonosen egyértelmii hozzarendelés van, az {1,2,3, ..., n} halmaz k elemii részhalmazai-

nak elemei ugyanis meghatarozzak azoknak a Iépéseknek a sorszamait, melyekben jobbra haladunk.
Az ismétlés nélkili kombinacié ulajdonsagai:

c,‘} = Cl =1, hiszen barmely halmazbdl az {}-t, ill. 5nmagét csak egyféleképpen valaszthatjuk ki.
Cﬁ_k = Cl; =, mivel mindegy, hogy a részhalmazokat vagy a komplementereiket szamoljuk.
Rekurziv 6sszefiiggés a kiolvasasok rekurziv 6sszeszamlaldsanak alapjan: Cllf = C,lf:% + Cl;_l
Osszegzési tulajdonsag a szotéglalapok és a szoharomszog alapjan: Cg + C,l1 + Cﬁ +..+Ch =2"

A binomialis tétel, mint kivalasztasi feladat:

1. 2. 3 n

@+D)"= ) atb) (atb)  (@a+b)

A szorzatban a*-b™* kifejezést akkor kapunk, ha az n- tényez8s szorzatban k db-bdl vessziik az a-t.
Az n db (a+b) tényez6bdl a k db-ot pedig CE -féleképpen tudjuk kivalasztani.

Tehét (a + b)" = CY -a™b? + C1 -a™L.b? +..+CP -a%b"

C}l‘ értékét (k) -val (,n alatt a k”) szokas jel6lni, amit a binomialis tételben betdltott szerepe miatt

binomidlis egyiitthatonak neveziink. A binomialis egylitthatdk tulajdonsagai az el6z6ek alapjan:
=®=1 G2=0) =G+
és(o)+ (D) + )+ +(n)=2"

A binomidlis egyltthatdk tdblazata a Pascal-haromsz6g, amit a rekurziv 6sszefliggés alapjan készithe-
tlnk el. Els6 15 sorat a 3. sz. melléklet tartalmazza. Legfels6 sora a 0. sor. Az n-edik sorban all6 sza-

mok 6sszege 2".
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A binomialis eloszlas:

Legyen egy valoszinliségi kisérletben egy A esemény bekovetkezésének valdsziniisége p.
Mennyi lesz annak a valdsziniisége, hogy a kisérletet egymastdl fiiggetleniil n-szer elvégezve
az A esemény éppen k-szor fog bekovetkezni?

(A probléma kapcsan szokas visszatevéses mintavételrdl is beszélni.)

Analdgia a binomialis tétellel:

“n. L. 23 n_
(A+A) TA+A) A+D) (A+R) T (A+A)
P(A k-szor)= (E) - p*- (1-p)™

Lathatd, hogy a valészinliségek 0sszege 1 lesz, ha k 0-tdl n-ig valtozhat.

Permutaciok:
Ismétlés nélkiili permutacidk
Adott n db kiilonb6z6 elem. Ezeknek az elemeknek egy lehetséges sorrendjét az n db elem egy

ismétlés nélkili permutaciéjanak nevezziik.

Az ismétlés nélkiili permutdaciok szama: P, =n- (n-1) - (n-2)-...- 1 =n!

Helyek 1 2 3 w |'n

Lehet&ségek n [nl1 [n2 |.. |1

Ismétléses permutaciok:

Adott n db elem, melyek k6zo6tt azonosak is vannak. Az egymassal azonos elemek szama: kj, k, ...,
k.. Ezeknek az elemeknek egy lehetséges sorrendjét, melyben tehat az azonos elemek egymas ko-
z0tti felcserélését nem tekintjiik kiillon sorrendnek, az n db elem egy ismétléses permutacidjanak

nevezzik.

Ha az ismétléses permutdcidk szdmat megszorozzuk az azonos elemek permutdcidinak szamdval,

akkor megkapjuk az ismétlés nélkili permutdacidk szamat.

kq,kz K3, Kpi n!
Az ismétléses permutdciok szama: l:’n1 273 V= A ,
kq!'kp!"k3!-...- k!
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Ismétlés nélkili variaciok

Adott n db kiil6nb6z6 elem, melyekbdl k hosszliisagu sorozatokat készitiink visszatevés nélkiil, azaz
minden elemet csak egyszer valaszthatunk ki. Ilyenkor n kiilonb6z6 elem k-ad osztalya ismétlés

nélkiili variacidirdl beszélink. Nyilvdnvald, hogy k < n.

n!
Az ismétléses variacidk szama: VX =n- (n-1) - (n-2) - ... - (n-k+1), azaz V¥ = Y
n—Kk)!
Helyek 1 2 3 . |k
Lehetdségek n |nl |n2 |..|nk+tl

A széamoldgépen: VI, = nPr
Az ismétlés nélkiili kombinaciok szamanak meghatarozasa képlettel:
Hasonlitsuk 6ssze az ismétlés nélkiili kombinaciét és az ismétlés nélkiili variaciét!

Kénnyen észrevehetjiik, hogy az n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkili kombinacidinak szamat a kiva-
lasztott k db elem lehetséges sorrendjeinek szamaval megszorozva éppen az n elem k-ad osztalyu

ismétlés nélkali variacidinak szamat kapjuk meg, azaz

n! n) n!

K ok k. _ ok =
Ch P =Vy ,azaz Gy - k! —(n_k)!-Tehat Cn‘(k " (n-K)!I'k!

A széamologépen: C | =nCr
Az ismétléses kombinacio visszavezetése ismétlés nélkiili kombinacidra:

Adott n-fajta elem, melyekbdl k db-ot valasztunk ki, egy fajtabdl akar tobbet is, tigy, hogy az ele-
mek sorrendjére nem vagyunk tekintettel. Ekkor az n-fajta elem egy k-ad osztalyu ismétléses kom-

binacidjat kapjuk.(Szokas n kilonb6z6 elemrél és visszatevéses kivalasztasrol is beszélni.)

n+k—1)

< p . PO oy e s e . ki
Altalanosan n-fajta elem k-ad osztalyu ismétléses kombinacidinak szama: C,;" = ( K

Legyen pl. a viraglizletben 4 fajta virag, rdzsa, szegfl, gerbera és kdla, és ezekbdl szeretnénk 5 szalas
csokrot késziteni. irjuk le a megadott sorrendben a viragfajtakat, és mindegyik utan tegyiink annyi +
jelet, ahdnyat vélasztani akarunk az adott fajtabdl. Osszesen 5 db + jelet kell kitenniink. Egy ilyen
feliras kolcsénosen egyértelmli mdédon meghatdrozza a valasztasunkat. Pl. r ++szg++k+ azt jelenti,
hogy 2 szdl rézsat, 2 szal gerberat és 1 kdlat valasztottunk. Az els6 helyen mindenképpen a rézsa neve
8
5
tehetjik meg. A 4-fajta elem 5-6d osztalyd ismétléses kombinacidinak szama tehat

Ci'i=(4+g_1)=(§)=56

all, igy a maradék 8 helybdl kell azokat kivalasztanunk, ahova a + jeleket tessziik. Ezt ( )-féleképpen

Teljesen hasonlé gondolatmenetet alkalmazhatunk altalanos esetben is.
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Grafelmélet:
A graf pontok és azokat 6sszekotd élek 6sszessége. Egy pont fokszama a bel6le kiinduld élek szama.

A fokszamok 6sszegére vonatkozo tétel: A graf fokszamainak 6sszege az élek szdmanak kétszerese,

tehat mindig paros szam.
Grafok megrajzolasa az egyes pontok fokszamai alapjan:

Havel-Hakimi algoritmus: Felvessziik a pontokat és nemnovekvé sorrendben melléjik irjuk a sziksé-
ges fokszamokat. A legnagyobb fokszdmu ponttal kezdiink, meghuzzuk bel6le a sziikséges éleket a
kovetkez6 legnagyobb fokszdmu pontok felé. Kézben korrigaljuk a szlikséges fokszdmokat, és addig

ismételjik az eljarast, mig az 6sszes pont sziikséges fokszamat le nem nullazzuk.
A fa pontjainak és éleinek szama kozotti 6sszefliggés: Egy n pontu fa éleinek szama n-1
Teljes graf: Olyan egyszer(i graf, melynek barmely két pontja k6ézott fut él.

o e Al . h(n-1)
Egy n pontu teljes graf éleinek szama: ———

A konigsbergi hidak problémaja: Létezik-e olyan ut, mely minden hidon pontosan egyszer halad at?

Van-e esetleg olyan is, mely végil visszatér a kiindulasi pontjaba?

Euler-vonal, Euler-kor

Euler-vonal akkor létezik, ha maximum két pont fokszdma pdratlan, a tobbi paros. llyenkor a paratlan

fokszamu pontokban kell kezdeni. ill. befejezni a bejarast.

Euler-kor pedig akkor Iétezik, ha minden pont fokszama paros. llyenkor barmelyik pont lehet a kez-

dépont, ill. végpont.
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Fliggelék
Il. Mellékletek
€ ) © U @ | https://phet.colorado.edu/sims/html/plinko-probability/latest/plinko-probability_hu.htm| C || Q Keresés w8 o0 A & & =
® Golyé (" oo h
(O Utvonal . ® GaEd
(O Semelyik \ /

& _ By
Peceksorok szama

5@8@26
4

"Jobbra" esélye (p)
<) 040 »)
0 1
| " |
A J
4 2
N =636 £l
m=x=3:175 " p =3:200

s=1412 0=1.386
s, = 0.056 0O dlTh

Elméleti
J

® © 9 @ 9,9 @
P s e iy

Darab

0 1 2 Rek;z(x) 5 6 7 8 ‘_x‘ J
2 a PHET =

1. A Galton-deszka szimulacio

Galton-deszka

https://phet.colorado.edu/sims/html/plinko-probability/latest/plinko-probability _hu.html
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BEEYaLE

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

L S S T S S S = T T = T W = Sy

CRhEBoowuouaswmn .

SE&ENSGE

105
120
136
153
171

969
1140

HEEEE IS B

58

1820

g8

3876

11628

2.

6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
28 36 45 55 66 78 91 105 120 136 153 171 190
84 120 165 220 286 364 455 560 680 816 969 1140
210 330 49 715 1001 1365 1820 2380 3060 3876 4845

462 792 1287 2002 3003 4368 6188 8568 11628 15504
924 1716 3003 5005 8008 12376 18564 27132 38760

1716 3432 6435 11440 19448 31824 50388 77520

3003 6435 12870 24310 43758 75582 125970

5005 11440 24310 48620 92378 167960

8008 15448 43758 92378 184756

12376 31824 75582 167960

18564 50388 125970

27132 77520

Egy 21 karakteres sz6 20 lépéses szohdromszogének értéktablazata
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 & 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 3 1
1 9 36 84 126 126 84 36 g 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 b 220 495 792 924 792 495 220 b 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 81 14 1
1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1

3. A Pascal-hdromszog els6 15 sora

86



Klement Andrds: Valdszinliségszamitdsi feladatok kézépszinten Fliggelék
Alll/2. feladat megoldasa:
H? d fe || =G7+H6
ABC D| E F G = I J K L M M o] P Q R 5 T u v |w | x|¥|Z
1|10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 222324
2011 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 111
3112 3 4 5 7 8 g 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 2324
4213 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136 153 171 190 210 231 253 276
5|31 4 10 20 35 56 8B4 120 165 220 286 364 455 560 630 B16 969 1140 1330 1540 1771 2024
6 | 41 5 15 35 70 126 210 330 495 715 1001 1365 1820 2380 3060 3876 4845 5985 7315 8855 10626
7|51 6 21 56 126 252] 462] 792 1287 2002 3003 4368 6133 8568 11628 15504 20349 26334 33649 42504
8| 61 7 28 8 210 462 924 1716 3003 5005 8008 12376 18564 27132 38760 54264 74613 100947 134596
9| 71 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440 19443 31824 50388 77520 116280 170544 245157 346104
10| 81 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310 43758 75582 125970 203490 319770 490314 735471
11| 9110 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620 92378 167960 293930 497420 817190 1307504
12|10 1 11 66 286 1001 3003 8008 19448 43758 92378 184756 352716 646646 1144066 1961256
13|11 1 12 78 364 1385 4368 12376 31824 75582 167960 352716 705432 1352078 2496144
14|12 1 13 91 455 1820 6183 18564 50388 125970 293930 646646 1352078 2704156
15|13 1 14 105 560 2380 8568 27132 77520 203490 497420 1144066 2496144
16 |14 1 15 120 680 3060 11628 38760 116280 319770 817190 1961256
17 |15 1 16 136 816 3876 15504 54264 170544 490314 1307504
16 |16 1 17 153 969 4845 20349 74613 245157 735471
19|17 1 18 171 1140 5985 26334 100947 346104
20 |18 1 19 190 1330 7315 33649 134596
2119 1 20 210 1540 8855 42504
22|20 1 21 231 1771 10626
23211 22 253 2024
2422123 276
25221 24
26 |24/1

4. Egy 25 karakteres sz6 szohdromszogének értéktablazata Excel-lel
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Alll/4. feladat megoldasa:

M4 ad T =L3+N3
ABC/D|IE|F|G|H 1 il K L it N 0] P Q R 5 T u v W X i Z  AA  AE  AC |AD AE @ AF AG AH AT AJAK
1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1

1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1
680 2380 6188 12376 194438 24310 24310 19448 12376 6188 2380 630 136 17 1

1 18 153 816 3060 8568 |18564.| 31824 43758 48620 43758 31824 18564 8508 3060 816 153 18 1

5. APascal-hdromszog 16-18. sora (a 15. sorbdl indulva Excellel)
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