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d1/2

dx1/2?

I Legyen f (x) egy kellően sima függvény

I Legyen D = d
dx a deriválás operátora

I Ekkor Df (x) értelmes, akárcsak D pozitív egész
hatványai, melyek az oprátor ismételt hattatását
jelentik

I Tört kitevők? 1695, Leibniz és L’Hospital: számos
általánosítás lehetséges, de nem adódik egyértelmű
eredmény. Lokalitás!
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Heurisztikus általánosítások

I Legyen f (x) = eax és g(x) = cos(x)

I Ekkor ∀n ∈ N+, dn

dxn eax = aneax .
I Az általánosítás adódik: dν

dxν e
ax = aνeax .

I Valamint dν
dxν cos(x) = dν

dxν
[

eix +e−ix

2

]
=

(i)νeix +(−i)νe−ix

2 = cos
(
x + ν π2

)
I Ha f (x) Fourier-transzformálható, akkor

dν
dxν f (x) = 1

2π
∫
f (k)(−ik)νeikx dk.

I Probléma: f (x) = x . Nem Fourier-transzformálható.
Tartományra megszorítva?
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A szokásos deriválás definíciója

I d
dx f (x) = limε→0

f (x)−f (x−ε)
ε

I dn

dxn f (x) = limε→0
1
εn
∑n

j=0(−1)j(n
j
)
f (x − jε)

I Pl: f (x) = x4, n = 2.

d2

dx2 f (x) = lim
ε→0

1
ε2

2∑
j=0

(−1)j
(
2
j

)
(x − jε)4

= lim
ε→0

1
ε2

[
x4 − 2(x − ε)4 + (x − 2ε)4

]
= lim

ε→0

1
ε2

(
12x2ε2 − 24xε3 + 14ε4

)
= 12x2

(1)
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A D−1 operátor

I Bevezetve a σε -ε-nal való eltolás oprátorát:
Dnf (x) = dn

dxn f (x) = limε→0
(

1−σε
ε

)n
f (x)

I Mivel 1
1−x = 1 + x + x2 + x3 + · · · , így

értelmezhetjükD−1-et:

D−1f (x) =

= lim
ε→0

ε [f (x) + f (x − ε) + f (x − 2ε) + · · · ]

=

∫ x

−∞
f (x ′) dx ′

(2)
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A deriválás általánosítása

I Tudjuk már, hogy
dn

dxn f (x) = limε→0
1
εn
∑n

j=0(−1)j(n
j
)
f (x − jε).

I Általánosítsunk úgy, hogy n helyébe írjuk be a ν nem
egész számot.

(ν
j
)

= ν(ν−1)···(ν−(j−1))
j! = Γ(ν+1)

j!Γ(ν+1−j) .
I A szummában meddig mehet viszont ekkor j?
I f (x)-ről tegyük fel, hogy ha x < x0, akkor f (x) ≡ 0.

Ekkor j-t b x−x0
ε c-ig van értelme növelni.

I Így végül a deriválás Grünwald-Letnyikov-féle
kiterjesztése:

Dν f (x) = lim
ε→0

1
εν

b x−x0
ε
c∑

j=0
(−1)j Γ(ν + 1)

j!Γ(ν + 1− j) f (x − jε)

(3)
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D1/2x

I ν = 1/2, f (x) = x , ha x > 0, máskülönben 0.

d1/2

dx1/2 x = lim
ε→0

1√
ε

(x − 1
2(x − ε)− 1

8(x − 2ε)−

1
16(x − 3ε)− 5

128(x − 4ε)− · · ·

= 2
√x
π

(4)

I Polinomok deriváltja dn

dxn xm = m!
(m−n)!x

m−n

I Általánosítva/előbbi definícióval számolva:
dν
dxν x

m = m!
Γ(m+1−ν)x

m−ν
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dx1/2 x = lim
ε→0

1√
ε

(x − 1
2(x − ε)− 1

8(x − 2ε)−

1
16(x − 3ε)− 5

128(x − 4ε)− · · ·

= 2
√x
π

(4)

I Polinomok deriváltja dn

dxn xm = m!
(m−n)!x

m−n

I Általánosítva/előbbi definícióval számolva:
dν
dxν x

m = m!
Γ(m+1−ν)x

m−ν
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Az eax és a lokalitás

I Elvárjuk, hogy dν
dxν e

ax = aνeax legyen.

I Nézzük meg, hogy ha eax -et sorbafejtjük és
deriváljuk, mit kapunk.

I Így

d1/2

dx1/2 e
ax =

=
d1/2

dx1/2

[
1 +

a
1!
x +

a2

2!
x2 +

a3

3!
x3 · · ·

]

=
1√
πx

(
1 + 2x +

4
3x

2 +
8
15x

3 · · ·
)

(5)

I Hol a hiba?
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Az eax és a lokalitás

I b x−x0
ε c ! x0 = −∞.

I Meg lehet mutatni, hogy

D1/2eax = lim
ε→0

1
ε1/2

∞∑
j=0

(−1)j Γ(1/2 + 1)

j!Γ(1/2 + 1− j)e
a(x−jε)

= a1/2eax

(6)

I Az eredmény tehát függ a "deriválási tartománytól",
a törtderivált az integráláshoz hasonlóan nem egy
lokális mennyiség
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Praktikusabb előállítások

I Cauchy: d−n

dx−n f (x) = 1
(n−1)!

∫ x
0 (x − x ′)n−1f (x ′) dx ′

I Innen a frakcionális integrálás:
d−ν

dx−ν f (x) = 1
Γ(ν)

∫ x
0 (x − x ′)ν−1f (x ′) dx ′

I Ebből deriválás két különböző módon (konvergencia)
I Riemann-Liouville/Left hand (n − 1 < ν < n)

aDν
x f (x) =

1
Γ(n − ν)

dn

dxn

∫ x

a
(x − x ′)n−ν−1f (x ′) dx ′

(7)
I Caputo/Right hand (n − 1 < ν < n)

C
a Dν

x f (x) =
1

Γ(n − ν)

∫ x

a
(x − x ′)n−ν−1f (n)(x ′) dx ′

(8)
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Miről lesz szó

Heurisztikus általánosítások

Formálisabb definíciók

Törtderiváltas, diffúziós differenciálegyenletek
Green-függvénye

Összefoglalás
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Törtderiváltas diffúziós egyenlet

I

∂2βu
∂t2β = D ∂

2u
∂x2 , 0 < β ≤ 1, D > 0 (9)

I Cauchy-probléma

u(x , 0+, β) = g(x), −∞ < x <∞
u(±∞, t, β) = 0, t > 0

(10)

I Távíróprobléma

u(x , 0+, β) = 0, x > 0
u(0+, t, β) = h(t), u(+∞, t, β) = 0 t > 0

(11)

I Ha β > 1/2, akkor n = 2, vagyis másodrendű
integrodifferenciálegyenlet adódik. Most legyen
ut(x , 0+, β) = 0.
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Green-függvények

I GC a g(x) = δ(x) során adódó fundamentális
megoldás

I

u(x , t, β) =

∫ ∞
−∞
GC (x ′, t, β)g(x − x ′) dx ′ (12)

I GS a h(t) = δ(t) során adódó fundamentális
megoldás

I

u(x , t, β) =

∫ t

0
GS(x , t ′, β)h(t − t ′) dt ′ (13)
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Megoldás Laplace-transzformációval

I Bizonyítható, hogy

L
{ dα
dtα f (t)

}
= sαf (s)−

n−1∑
i=0

sα−1−i f (i)(0+)

n − 1 < α ≤ n, n ∈ N
(14)

I Cauchy-problémánál

s2βGC − δ(x)s2β−1 = Dd2GC
dx2

GC (x , s, β) =
1

2
√
Ds1−β

e−(|x |/
√

D)sβ
(15)

I Távíróproblémánál

GS(x , s, β) = e−(x/
√

D)sβ , x ≥ 0 (16)

I Látható, hogy d
dsGS = −2βxGC , így

xGC (x , t, β) = t
2βGS(x , t, β) ha x > 0.
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A Green-függvények meghatározása

I

|x |GC (x , t, β) =
|x |
2
√
D

1
2πi

∫
Br
est−(|x |/

√
D)sβ ds

s1−β

(17)

I Változócsere: z = |x |√
Dtβ

|x |GC (x , t, β) =
z
2M(z , β),

M(z , β) =
1
2πi

∫
Br
eσ−zσβ dσ

σ1−β

M(z , β) =
∞∑

n=0

(−1)nzn

n!Γ (−βn + 1− β)

(18)

I Ha β = 1/q és q pozitív egész, akkor

dq−1

dzq−1M(z , 1q ) +
(−1)q

q zM(z , 1q ) = 0 (19)
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∫
Br
eσ−zσβ dσ

σ1−β

M(z , β) =
∞∑

n=0

(−1)nzn

n!Γ (−βn + 1− β)

(18)

I Ha β = 1/q és q pozitív egész, akkor

dq−1

dzq−1M(z , 1q ) +
(−1)q

q zM(z , 1q ) = 0 (19)
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A Green-függvények meghatározása
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A Green-függvények asszimptotika

I Asszimptotika (z = |x |√
Dtβ , xGC ∝ zM)

M(
z
β
, β) =

1√
2π(1− β)

z
β−1/2

1−β exp
[
−1− β

β
z

1
1−β

]
zM(

z
β
, β) =

1√
2π(1− β)

z
1/2
1−β exp

[
−1− β

β
z

1
1−β

]
(20)
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