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A grafelmélet sziiletése

Akik biztos hozzajarultak a grafelmélet kialakulasahoz

@ Leonhard Euler (1707-1783) svajci matematikus és fizikus, a
matematikatorténet egyik legtermékenyebb és legjelentSsebb
alakja.

@ Henry Beck (1903-1974) angol mérndk, a londoni metré
térkép tervezdje.

@ Lovasz LaszI6 (1948. marcius 9.—) magyar matematikus, az
MTA tagja.
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A grafelmélet sziiletése

Euler és a grafelmélet

A kelet-poroszorszagi Konigsberg varosa (ma Kalinyingrad) a
Pregel-foly6 két partjan teriil el. A folydban két sziget talalhato,
amelyeket egymassal és a két parttal hidak kotnek Gssze.

A konigsbergi polgaroktdl szarmazhat a kérdés: van-e olyan
atvonal, amelyen végigsétalva valamennyi hidat Gtba ejthetik, de
mindegyiket pontosan egyszer.

1735-ben Euler oldotta meg a probléemat. Felismerte, hogy a
szigetek és hidak pontos elhelyezkedése a feladat szempontjabél
k6zombds. Egyediil az szamit, milyen médon kotik dssze a hidak a
szigeteket és a partokat.
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A grafelmélet sziiletése

Konigsbergi hidak

A konigsbergiek probléma ,grafja” és egy miiholdas foté a
szigetekrdl. A hét hid koziil ma mar csak 6t létezik, de a képen a
masik kett6 helyét is megjeldltiik.
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A grafelmélet sziiletése

Beck és a grafelmélet

WA londoni metréhalézat kovetkezd abran lathatd térképét elészor
1931-ben vetette papirra Henry C. Beck, a London Underground
Group huszonkilenc éves alkalmazottja.

Beck két éven at gy6zkddte eldljaréit, amig mivével — amelyet
manapsag mindenki ismer — a nyilvanossag elé léphetett.

A vallalat évatos duhajként eleinte csak néhany példannyal tett
kisérletet, abban a meggy6z6désben, hogy a térképnek, amely a
valédi foldrajzi viszonyokat semmibe veszi, nem lehet mas a sorsa,

csak kdzonyos elutasitas.
Tévedtek.
A londoni utazékdzonség rovid idén beliil megkedvelte, s a

nagyméretii valtozat egy év malva ott diszelgett valamennyi
metréallomason.”

Osszeallitotta: Tar Déri és Ocztos Panna 2. csoport, 8. tétel: Grafok



A grafelmélet sziiletése

Londoni metrétérkép
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A grafelmélet sziiletése

Grafok és informatika

Az informatika és a grafelmélet kapcsolata kétiranyua.

Egyrészt az algoritmusok tervezésekor erésen tamaszkodunk
grafelméleti ismeretekre, masrészt a szamitdgépek elterjedése
lehetévé tette olyan méretii grafok tanulmanyozasat, amelyek
"kézzel" kezelhetetlenek lennének.

A négyszin-sejtés volt az els6 nevezetes matematikai sejtés, amit
szamitégép hasznalataval sikeriilt bebizonyitani. Ez sok vitat
valtott ki, hiszen lehetséges, hogy a programban, a szamitégép
hardverében, a forditéprogramban stb. hiba van, amirél nem
tudunk.
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A grafelmélet sziiletése

Lovasz Laszl6 és a grafelmélet

1979-ben jelent meg a Combinatorial
Problems and Exercises
(Kombinatorikai probléemak és
feladatok), amely a mai napig
alapmii grafelmélet és kombinatorika
témaban.

A grafelmélet eredményei alapvet8ek
informatikai algoritmusok
tervezésekor. Lovasz Laszlé 1999 és
2006 kozott a Microsoft egyik
kutatdintézetét vezette.
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Sok problémat modellezhetiink Ggy, hogy bizonyos ,objektumok”
kozotti kapcsolatokat kell vizsgalnunk, de nem érdekel pontosan az
objektumok mibenléte, inkabb a kapcsolatok szerkezetére
koncentralunk.

Az ilyen problemak kezelésére vezették be a graf fogalmat:

A graf fogalma

A G = (V,E) graf csucsok egy V halmazaval és a cstcsok kozotti
élek E halmazaval adhaté meg.
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Példak grafokra

Példa egy egyszerii grafra

V =1{1,2,3,4} E=1{(1,2),(2,3),(2,4),(3,4)}
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer
Izomorfia

Példak grafokra: oszthatésagi graf

A graf cstcsai természetes szamok. Az a csiicsbél akkor megy él

b-be, ha a | b (és a # b).
Oszthatosagi graf
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer
Izomorfia

Kevin Bacon jaték: a graf csucsai szinészek, két cstcs kozott akkor
megy él, ha a két szinész jatszott kozds filmben.

A jaték arrdl szél, hogy ebben a grafban keressiik meg a
legrévidebb utat egy tetszéleges szinész és Kevin Bacon kozott.
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Példak grafokra: permutaciok

A graf cstcsai az {1,2,...,n} halmaz permutaciéi. Két csics
kozott akkor megy él, ha a két permutacié egymasba vihets két
elem felcserélésével.

Permutacidk és cserék

Osszeallitotta: Tar Déri és Ocztos Panna 2. csoport, 8. tétel: Grafok



Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok
Komplementer
Izomorfia

Egy graf élei tobbfélék lehetnek:

% MH Tbbsz5rds
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Egyszerl graf

Az egyszer(i graf

Egy grafot egyszerii grafnak neveziink, ha pontjainak és éleinek
halmaza véges, tovabba a grafon nincs se hurok se tobbszords él.

Ha a graf iranyitott, akkor két csiics kozott mindkét iranyban
mehet él, ez nem szamit tdbbszords élnek.

Iranyitatlan graf

Iranyitott graf
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Fokszam tételek

Csutcs fokszama

Egy graf egy cstcsanak fokszama a csiicsbdl indulé élek szama. Ha
egy csucsbol nem indul él, azt a pontot izolaltnak nevezziik,
fokszama 0.

Tételek iranyitatlan egyszerii grafokra:

O A fokszamdsszeg minden grafban az élek szamanak kétszerese.
Q A fokszamosszege mindig paros.
© A paratlan foka pontok szama paros.
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

A fokszam tételek bizonyitasa

@ A fokszamésszeg minden grafban az élek szamanak kétszerese.
Bizonyitas: Minden él pontosan két csiicsot kot ssze, tehat
két fokszam értékhez ad hozza egyet-egyet.

Q A fokszamésszege mindig paros.
Bizonyitas: Az élek szamanak kétszerese paros.
© A paratlan foki pontok szama paros.

Bizonyitas: Csak Ggy lehet paros az 6sszeg, ha paros sok
paratlan tag van.
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Graf konstrukcidja a fokszamok sorozatabdl

Az eddigiek alapjan annyit allithatunk, hogy egy szamsorozat akkor
lehet egyszer( graf fokszamsorozata, ha a szamok dsszege paros.
Ez csak sziikséges, de nem elégséges feltétele megfelels egyszer
graf letezésének.

Bizonyitas nélkiil kézoljitk az egyik sziikséges és elégséges feltételt:

Tétel

Nemnegativ egészek 0 < dy < db < ... < d, sorozata akkor és csak
akkor lehet egyszerii graf fokszamsorozata, ha

|

Q d,+db+...+d, paros és

@ V1 < k < nesetén Z di < k(k—1) Zmlnd,,k)

i=n—k+1
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Graf komplementere

Komplementer

Egy G graf komplementere az a G graf, amelynek csticshalmaza
megegyezik G cstcshalmazaval, és pontosan azon csiicsai kdzott
van él, amelyek kozott G-ben nincs.

G: G:

OQ—® @
® ©® —®
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Csiicsok és élek
A graf fogalma Fokszamok

Komplementer

Izomorfia

Grafok izomorfiaja

Meg kell fogalmaznunk, mikor tekintiink két grafot azonosnak.

Grafok izomorfiaja

A G; és Gy grafok izomorfak (jele: G; = G), ha létezik G; és Gy
csucsai kozott egy olyan kdlcsondsen egyértelmi megfelelteteés,
amire a Gy graf u és v csiicsa pontosan akkor van éllel &sszekotve
Gi-ben, amikor a nekik megfelelé v’ és v/ csicsokat Go-ben él kati
Ossze.

Az izomorfia eldéntésére nem ismert hatékony algoritmus.

A kovetkezs abran két izomorf grafot lathatunk.
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A graf fogalma

lzomo

A Petersen-graf kétféle abrazolasa
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Sétak, utak, kdrok, dsszefiiggdség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok el

Séta, at, kor

Definicié
Egy vo,vi,..., vk cslics-sorozat és ey, e, ..., € €lsorozat séta a G
grafban, ha e; végpontjai v;_1 és v;.

Definicié
Az t olyan séta, amelyben a csiicsok kdzdtt nincs ismétlédés.

Definicio

A kor olyan séta, amelyben vg = vy, és tdbb ismétlédés nincs a
csticsok kozott.
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Sétak, utak, kdrok, dsszefiiggdség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok el

Példak sétara, Gtra, korre

()
>
()
>
@
@—E>—0

® ® | ® ® | ©

1,3,4,2,3,5 6,4,2,3,5 4,2,3,4
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Sétak, utak, kdrok, dsszefiiggdség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok el

Osszefliggsség

Definicié

A G graf Osszefliggd, ha barmely két cscsa kozott vezet at.

Definicio

A G graf osszefliggs részgrafjait a G komponenseinek nevezziik.

Két komponensi graf
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok s

Az Osszefliggé komponensek feltérképezése: grafbejarasok

Egy graf osszefiiggé komponenseinek feltarasara grafbejarasokat
hasznalhatunk.

A grafbejaré algoritmusok a graf valamelyik csticsabél indulnak, és
valamilyen stratégia szerint sorra veszik a csiicsbél elérhets tovabbi
csiicsokat.

A két leggyakrabban hasznalt stratégia:
@ szélességi bejaras

© mélységi bejaras
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok s

Szélességi bejaras

Szélességi bejaras, angolul BFS (Breadth First Search).
Meglatogatjuk az els6 csiicsot, majd ennek a csticsnak az Gsszes
szomszédjat. Aztan ezen szomszédok Gsszes olyan szomszédjat, hol
még nem jartunk, és igy tovabb.

Az dsszefiiggé komponens csicsait igy a kezdéponttél vett
tavolsaguk szerinti sorrendben talaljuk meg.
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok s

Példa szélességi bejarasra
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
P D . Grafbejarasok
Osszefiigg&ség és fagrafok s

Mélységi bejaras

Mélységi bejaras, angolul DFS (Depth First Search).

Addig megyiink elére, amig csak lehet. Ha zsakutcaba értiink,
visszalépiink a legkozelebbi olyan csiicsig, ahonnan mehetiink
masfelé, mint eddig.
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok s

Példa mélységi bejarasra
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok
Fagrafok

Osszefiiggbség és fagrafok

A fagraf fogalma

Az Osszefiiggs és kérmentes grafot fagrafnak vagy roviden fanak
nevezziik.

Példa fagrafra
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fak tulajdonsagai

Egyszeriien bizonyithatok a fagrafok kovetkezé tulajdonsagai:

O Egy legalabb két cstcsa faban mindig van elséfoka pont.

© Egy legalabb két csiicst faban mindig van legalabb két
elséfoka pont.

© Egy n-csucsu fanak n — 1 éle van.

© Egy fa barmely két csticsa kézdtt pontosan egy (t vezet a
grafban.
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fak tulajdonsagai — bizonyitasok

Egy legalabb két csucsu faban mindig van elséfoki pont.

Bizonyitas: Induljunk el egy v; cstcsbél. Mivel a grafnak legalabb
két csicsa van, vi-bél indul él, mondjuk vo-be. Ha tébb él nem
indul v»-bél, akkor 8 elséfoki és kész vagyunk. Ha indul, akkor
mondjuk v3-ba megy. Most vagy v3 elséfoka, vagy indul bel6le még
él, mondjuk vs-be. (...)

Igy Gjabb és tjabb v; cstcsokat kapunk, akikbél a korabbi vj
csticsokba nem mehet él, mert akkor kor lenne a grafban. De a graf
véges, tehat el6bb-utdbb le kell allnia az eljarasnak, ez pedig egy
elséfoki csticsba érkezve torténhet meg.

Osszeallitotta: Tar Déri és Ocztos Panna 2. csoport, 8. tétel: Grafok



Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fak tulajdonsagai — bizonyitasok

Egy legalabb két csticsi faban mindig van legalabb két elséfoki
pont.

Bizonyitas: Legyen a grafban az egyik leghosszabb it csicsainak
sorozata vy, vo, ..., V. Az Gt végpontjai biztosan elséfoki csucsok,
hiszen ha indulna beléliik az at élétél kiilonbozé él, akkor az vagy
egy hosszabb utat hozna létre, ami nem lehet, vagy az t bels6
pontjaba vezetne, de ez sem lehet, hiszen a graf kdrmentes.
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fak tulajdonsagai — bizonyitasok

Egy n-cstcsn fanak n — 1 éle van.

Bizonyitas: (,Favagassal.”) A grafban van elséfoka cstcs. Vagjuk
le, a bel&le indulo éllel egyiitt. Ezzel nem hoztunk létre kort, és
nem vagtuk el a fat, tovabbra is kdrmentes és dsszefliggs, tehat
tovabbra is fa.

Ismételjiik az el6z8 lépést, amig lehet. Mindig egy csiics és egy él
tinik el egy lépésben. Végiil egyetlen csiics marad. Tehat eggyel
kevesebb él van, mint csics.
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

A favagos bizonyitas képekben
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Fagrafok

Osszefiiggbség és fagrafok

Fak tulajdonsagai — bizonyitasok

Egy fa barmely két csiicsa kdzott pontosan egy at vezet a grafban.

Bizonyitas: Indirekt. Ha x és y kdzott két at is vezetne, akkor
azok (x-bél indulva) legkésébb y-ban talalkoznanak, igy kor
keletkezne, de a graf kdrmentes, tehat nem lehet két Gt.

Egy at a graf definicija miatt létezik.
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fak felsorolasa

Nem ismert zart formula az n csticson megadhaté fagrafok

szamara. Ezzel egyiitt ,kis' n-re ,kézzel" elallithatjuk az dsszes
kiilénb6z8 n-cstcsu fat.

Példaul n = 5 esetén harom kulonbozé fa létezik:

ﬁo%o
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fak felsorolasa

Ha a graf cstcsait megkiilonboztetjiik (cimkézziik), akkor mar meg
tudjuk mondani, hany kiilénbdz8 fa rajzolhaté.

Példaul n = 3 esetén 3 cimkézett fa van:

Persze ebben az esetben sokkal nagyobb szamot kapunk. A
megszamlalasa alapja a cimkézett fak Priifer-kédja
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Priifer-kod

Egy n-csticst cimkézett fahoz egy n — 2 hosszii szamsorozatot
rendelhetiink, a kdvetkez6 médon:

Hagyjuk el a legkisebb cimkéjii elséfoki csticsot (mindig van
legalabb 2, ha n > 2), és irjuk fel annak a cstcsnak a cimkéjét,
amihez csatlakozott. (Természetesen a cslcs torlésekor a beléle
indulé él is torlédik.)

Ismételjiik az eljarat, amig egyetlen csiics marad.

Mivel mindig van legalabb két elséfoka csiics n > 2 esetén, ezért a
legnagyobb cimkéjii csiicsot soha nem fogjuk tordlni, tehat a kéd
(n —1). eleme n lenne. Ezt felesleges felirni, ezért az (n — 2).
cimkénél befejezziik a Priifer-kédot.
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
Grafbejarasok

Fagrafok

Osszefiiggbség és fagrafok

Példa Prufer-kéd elsallitasara

3 33 332 3321 33216

N tee

A hatost mar nem irjuk le, a fa Priifer-kédja: 3321
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Sétak, utak, korok, Ssszefiliggbség
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Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fa felépitése a Priifer-kéd alapjan

A Priifer-kod elemeit jeldlje by, by, ..., b,_o, és most irjuk fel a kéd
végére n-et is b,_1-nek.

Legyen aj az a csics, aminek torlésekor b,-t feljegyeztiik. Elég az
aj értékeket meghatarozni, hiszen akkor a fa élei:

(al, bl), (32, bz), ey (a,,_l, bn—l)-

Bizonyithatd, hogy aj a legkisebb szam, ami nem fordul elé az
ai,az,...,ak—1, bk, bxs1,- .., bn—1 szamok kozott.

Innen a fa felépithetd.
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Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Fa felépitése a Priifer-kéd alapjan

Legyen az 5-csuicst graf Priifer-kédja 122. A kiegészitett 1225
kéddal dolgozunk:

1 2 2 5 112 2 5 1
3 311 3
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Osszefiigg&ség és fagrafok Eogrelalt

Cayley-tétel

Cayley tétele

Az n cimkézett csticson megadhaté fagrafok szama n"—2.

Bizonyitas: A cimkézett fak Priifer-kédja egy n — 2 hosszi
sorozat, amelynek minden eleme n-féle lehet.

A cimkézett fak és a Priifer-kédok kozott kolcsondsen egyértelmii

megfeleltetés létesithetd, ezért a cimkézett fak szama n csicson
n"—2.
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Alkalmazasok

Dontési fak

Az informatikai algoritmusok nagy része modellezhetd fagrafokkal.
A graf csiicsai a dontési helyzeteknek megfelels allapotok, és
azokba a csiicsokba vezet él, amely csticsoknak megfelel

allapotokba juthatunk a dontési helyzetbél.
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Alkalmazasok

Dontési fak

Harom valtozé sorbarendezése dontési faval:
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Alkalmazasok

Szocialis halézatok

Kiilonb6z6 virusos megbetegedések, példaul az AIDS és mas nemi
betegségek terjedésének elemzésekor fontos lehet a betegséget
terjeszt® ,emberi halozat” szerkezetének ismerete.

Mas halézatokhoz hasonléan itt is azt talaljuk, hogy a betegség
terjesztésében azoknak van kiemelt szerepe, akik sok kapcsolattal

rendelkeznek.

0 b 05
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Alkalmazasok

Internet

Az Internet is egy hatalmas graf, ahol a forgalomiranyité
csomopontokat (routerek) tekinthetjiik a graf cstcsainak, és a graf
élei a routerek kozotti kozvetlen kapcsolatok.

Az halozati réteg legfontosabb feladat a forgalomiranyitas, ami

akkor végezhet6 hatékonyan, ha a grafban meg tudjuk hatarozni két
csics kozott a legrovidebb utat.
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Matematika: a lathatatlan megjelenitése
Miiszaki Kiadd, Typotex Kiad6, 2001

[ Lovasz Laszlé
Kombinatorikai problémak és feladatok
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