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PERMUTÁCIÓK

     Ha egy n elemű halmaz elemeit minden lehetséges módon elrendezzük, akkor azt mondjuk, hogy a halmaz elemeit permutáljuk. A halmaz elemeinek egy adott elrendezését az elemek egy permutációjának nevezzük. 

     Sokszor kell olyan halmazokat is vizsgálnunk, amelyeknek elemi között az adott szempontok alapján bizonyos elemeket azonosaknak kell tekintenünk. Ilyen pl. egy olyan 5 elemű halmaz, amelyet 3 nő és 2 férfi alkot, és a feltett kérdés megoldása szempontjából csak a nemek szerinti sorrend jön számításba. Egy ilyen elemrendszer elemeinek valamilyen permutációját szokás az elemek ismétléses permutációjának is nevezni. Ilyenkor a két azonos számmal jelzett elem felcserélésével kapott permutáció nem tekinthető az eredetitől különböző permutációnak. 

     Ismétlés nélküli permutációk: 

     Legyen n számú egymástól különböző elemünk. Ezeknek egy meghatározott sorrendjét az n elem egy meghatározott permutációjának nevezzük. 

     Ha n elemet a permutációknál n rekeszbe kell elhelyeznünk, az elsőt n-féleképpen választhatjuk ki, a másodikat a megmaradt n-1 elemből n-1-féleképpen választhatjuk, a harmadikat n-2-féle módon, ... az n-1-ediket kétféleképpen, az utolsót (n-ediket) pedig csak egyféle módon; ezért a sorba rendezési tétel alapján n elem permutációinak száma: 

n . (n-1) . (n-2) . 2. 1

azaz az első n pozitív egész szám szorzatával egyenlő. Keressük a választ n=4 esetén. Az első helyre van három lehetőségünk. A másodikra kettő, a harmadikra egy lehetőségünk van. Ez összesen 4 . 3 . 2 . 1 lehetőség, azaz 4! Valóban, az összes lehetséges sorrend:

1234     2134     3124     4123

1243     2143     3142     4132

1324     2314     3214     4213

1342     2341     3241     4231

1432     2413     3412     4312

1423     2431     3421     4321

Az első n pozitív szám szorzatát n faktoriálisnak nevezzük és n! jellel jelöljük:

n! = 1. 2 . 3 . 4 .  ... . (n – 1) . n

a faktoriális fogalma alapján
 n! = (n-1)! . n

     Az n! igen gyorsan nő. Ritkán van szükség egy nagyobb szám faktoriálisának kiszámítására. Ha mégis szükség lenne rá, jól használható ún. Stirling-formulával (olv: Sztörling):

n!  ≈ nn+½e-n
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ahol e a természetes logaritmus alapszáma.  Az n!-nak annál jobb közelítését adja, minél nagyobb az n értéke. 

     Megállapodunk abban, hogy 1! = 1és 0! = 1 legyen. Ezt az is indokolja, hogy n!=(n-1)! . n igaz legyen n = 1 esetén is.

     Ha három különböző tárgyat 3!, négy különböző tárgyat 4! Sorrendbe rendezhetünk, felmerülhet bennünk, hogy n tárgyat n! féleképp lehet permutálni. 

     Tegyük fel, hogy n darab különböző tárgyat n! féleképp lehet sorba rendezni. Meg kell vizsgálni, hogy ha n+1 tárgyunk van, akkor azok sorba rendezhetőek-e n+1 féleképpen. 

     Hogyan lehet n+1 különböző tárgyat valamilyen sorrendbe rakni? 

     Az n+1 különböző tárgy közül az első helyre bármelyiket tehetjük. Az első tárgy kijelölésére n+1 lehetőségünk van. Ennek kijelölése után maradt még n darab tárgyunk. Az első elhelyezése után, az n+1 lehetőség mindegyikénél a többi n darab tárgyat n!-féleképpen rendezhetjük sorba. Ez összesen (n+1)n!, azaz (n+1)! lehetőség.  Így be- láttuk, hogy ha n különböző tárgy n!-féleképpen rakható sorba, akkor n+1 tárgynál (n+1)! lehetőségünk van. 

     Azt, hogy n különböző tárgynál n!, n+1-nél (n+1)! A sorrendi lehetőségek száma, úgy is megfogalmazhatjuk, hogy ezek meghatározási módja „öröklődik”. 

     Ezzel sejtésünket matematikai indukcióval bebizonyítottuk: n darab különböző tárgyat n!-féleképpen rendezhetünk sorba. 


     Sok esetben csak a permutációk száma a fontos, felírásuk felesleges. Az összes permutációk számát jelöljük Pn-nel. Az 1, 2, 3 ... n elemek permutációi között azok száma, amelyeknek első eleme az egyes, annyi, ahányféleképpen az utána következő n – 1  számjegy permutálható, vagyis Pn-1. De ugyanennyi permutációban szerepel az első helyen a 2-es, a 3-as, ..., az n-es szám is, így Pn-re nyilvánvalóan fennáll a 

Pn = nPn-1
(1)

összefüggés (n ≥ 2)

Alkalmazzuk ezt a megoldást n – 1 elemre, n – 2 elemre, és így tovább, akkor sorban kapjuk a következőket: 

 Pn-1 = (n – 1)Pn-2

 Pn-2  = (n – 2)Pn-3

. . .

P2 = 2P1

Ha ezeket az (1) alatti egyenlőségbe egymás után behelyettesítjük, végül figyelembe vesszük a magától értetődő P1 = 1 egyenlőséget is, akkor 

Pn = n(n –1)(n – 2) . . . 2 . 1 = n!

adódik, azaz az n különböző elem permutációinak száma. 

Példák: 

1. Az 1, 2, 3, 4, 5 elemeknek hány olyan permutációja van, amelynek harmadik jegye 1-es?  Írjuk fel őket! 

     Megoldás: 

     A harmadik helyre a feladatnak megfelelően az egyes kell, hogy kerüljön. Az első helyre négy, a másodikra három, a harmadik helyen az egyes áll, a negyedik helyre kettő, az ötödik helyre egy választási lehetőségünk van. 4 . 3 . 2 . 1 lehetőségünk van, azaz az adott elemeknek 24 olyan permutációja van, melynek harmadik számjegye az 1-es. 

2. Hány ötjegyű páratlan szám készíthető az 1, 2, 3, 4, 5 számjegyekből? 

     Megoldás: 

     Ahhoz, hogy páratlan számot kapjunk, az utolsó helyre páratlan számot kell tennünk. A maradék négy számot szabadon permutálhatjuk, a permutációk száma 24. Mivel az utolsó helyre három lehetőségünk van, ezt a számot hárommal be kell szoroznunk, azaz 72 páratlan számot tudunk felírni az adott számokból.  

Ismétléses permutációk

     Ha n elem között k darab egyenlő, akkor ezek lehetséges sorrendjeit ismétléses permutációnak mondjuk; pl. az 1, 2, 2, 3 elemek ismétléses permutációiban a 2-eket nem különböztetjük meg, ezek: 

12223     21232     22231     23221

12232     21322     22312     31222

12322     22123     22321     32122

13222     22132     23122     32212

21223     22213     23212     32221

     Ha ebben a 20 ismétléses permutációban megkülönböztetnénk a 2-eket, pl a 21, 22, 23 jelekkel, akkor pl. az első permutációnk meghatszorozódna: 

12122233     12221233     12321223

12123223     12223213     12322213

Ennek az az oka, hogy a 212223 elemeknek éppen 3! = 6 permutációja van. Ha tehát az ismétléses permutációk számát, P-t megszorozzuk 6!-sal (általánosan k!-sal), megkapjuk az ismétlés nélküli permutációk számát, 5! = 120-at (általánosan n!-t), ezért P . k! = n!, ebből 
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, tehát ha n elem között k darab egyenlő, akkor az ismétléses permutációk száma:
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     Az ismétléses permutációk számát kettős indexszel jelöljük. Az alsó index az összes tárgyak számát mutatja, a felső index külön-külön felsorolva azt, hogy az egyformákból hány darab van.  

     Ha egy n elemből álló rendszer elemei között k1 darab egyenlő, majd más k2 darab is egyenlő, és így tovább, végül további ks darab is egyenlő, akkor az ezekből alkotható permutációk száma: 



[image: image4.wmf]123

(,,,)

s

kkkk

n

P

= 
[image: image5.wmf]123

!

!!!...!

s

n

kkkk

          (k1 + k2  + k3 + ... + ks ≤ n)

Példák: 

1. Határozzuk meg az 1, 2, 2, 3, 3, 3 elemek permutációinak számát. Ezek között hány olyan van, amelyben az első helyen a 2 számjegy áll? 

     Megoldás: 

     Hat elem permutációinak száma 720. Mivel az elemek közül az egyik kétszer, a másik háromszor ismétlődik, ezt a számot el kell osztani 2!-sal és 3!-sal. Az így kapott érték 60. Tehát az adott számoknak a permutációinak száma 60. 


     Ha a 2-sel kezdődő számokat akarjuk megszámlálni, akkor az első helyre tesszük a kettest. A maradék öt helyen szabadon permutáljuk a számokat, ezeknek a permutációknak a száma 5! Mivel a 3-as háromszor ismétlődik, ezt az értéket el kell osztani 3!-sal. Így a kapott érték 20. Tehát a 60 számból 20 kezdődik 2-sel.

2. Az 1-es és 2-es számjegyek felhasználásával hány olyan nyolcjegyű számot készíthetünk, amelyben az egyesek száma egyenlő a 2-esek számával?

     Megoldás:

Ha a 2-esek és az 1-esek száma megegyezik, akkor a nyolcjegyű számot négy egyesből és ugyanennyi kettesből áll. Nyolc számból 8! permutációt alkothatunk, de mivel az 1-es és a 2-es is négyszer ismétlődik, a 8!-t el kell osztanunk 4! . 4! –sal. Az így kapott ismétléses permutációk száma 70, azaz 70 nyolcjegyű számot írhatunk fel, melyben az 1-esek és a 2-sek száma megegyezik.

VARIÁCIÓK

Ismétlés nélküli variációk


Ha egy n elem halmaz elemeiből úgy képzünk k hosszúságú elemsorozatokat, hogy azok sorrendje is fontos és minden elemet csak egyszer választhatunk, akkor ezt ismétlés nélküli variálásnak mondjuk. Az így kapott elemsorozatokat nevezzük variációknak. 



A variációk számát V-vel és kettős indexszel jelöljük, az alsó az összes elem számát jelöli, a felső index a kiválasztott és sorbaállítandó elemek számát. 


A   
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 értékét általánosan is megadhatjuk. Ebben az esetben n elemből k számú rekeszt kell kitöltenünk. Hány féleképp tudjuk ezt megtenni? Az első helyre n-féleképpen választhatunk elemet, a következőbe n – 1  elem közül választhatunk, a harmadikban n – 2  féleképp, így folytatva az utolsó, a k-adik helyre n – 1 + 1 módon tehetünk elemet, ezért a sorba rendezés lehetőségeinek a száma:
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= n . (n – 1) . (n – 2) . ... . (n – k + 1)

Ezt az eredményt felírhatjuk rövidebben is, oly módon, hogy az előző egyenlet jobb oldalát szorozzuk be és osszuk el (n – k)!-sal, és vegyük figyelembe, hogy n . (n – 1) . ...  . (n – k + 1)  . (n – k)! = n!. Az így kapott egyenlet
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     Az ismétlés nélküli variációknál 1 ≤ k ≤ n, ha k = n akkor a variációk az n elem permutációival azonosak.

A tételt k szerinti teljes indukcióval végezhetjük el:

     k=1-re igaz a tétel, mert n elemnek n számú elsőosztályú variációja van. 

     Feltesszük, hogy (k – 1)-re helyes az összefüggés: 
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Mivel minden (k – 1)-ed osztályú variációból n – (k – 1) darab k-ad osztályút tudunk képezni a benne nem szereplő egy-egy elem melléírásával, ezért a k-ad osztályú variációk száma:
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. [n – (k – 1)] = n . (n – 1) . …. [n – (k – 1)],

ezzel a tétel általánosítást nyert. 

Példák:

1. Úszóversenyen 8 versenyző indul, az első három helyezést elérőket éremmel fogják díjazni. Ha mindenki egyformán esélyes, akkor hányféle módon lehetséges az első három érem kiosztása? 

 Megoldás: 


     Ennél a feladatnál 8 elem harmadosztályú variációját kell meghatározni. Az első helyezett a 8 versenyző bármelyike lehet, ez nyolc lehetőség. A második a többi 7 versenyző közül kerül ki, a harmadik helyre a kimaradt 6 ember közül bármelyik ember kerülhet, így az össz lehetőségek száma 8 . 7 . 6 = 336. 

     Megoldható még oly módon is, ha a 8!-t (n!-t), elosztjuk 5!-sal ((n – k)!), ennek értéke úgyszintén 336. 

2. Hány olyan négyjegyű szám van, mely különböző számjegyekből áll?

    Megoldás: 

    Ha úgy választunk ki 4 számot a 10 elemből álló halmazból, hogy a sorrend is számit, akkor a 10 elem negyedosztályú variációját kapjuk:
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= 10 . 9 . 8 . 7 = 5040

    Ezután kiszámítjuk azoknak a számát, melyek nullával kezdődnek. Mivel az első helyen nem állhat a nulla, e számokat úgy kapjuk meg, hogy a maradék három helyre 9 számjegy közül választunk, a sorrendet is figyelembe véve. Ki kell számítanunk 9 elem harmadosztályú variációinak számát:
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= 9 . 8 . 7 = 4536

     Ha ezt a számot az előbbiből kivonjuk, akkor megkapjuk azoknak a számoknak a számát, melyek nem nullával kezdődnek.
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= 5040 – 504 = 4536


Ismétléses variációk


Ha n különböző elemből úgy képezünk rendezett k hosszúságú elemsorozatokat, hogy azok sorrendje is fontos és egy elem többször is szerepelhet (ebben az esetben a k n-től független bármilyen nagy értéket is felvehet), akkor azokat  n elem k-ad osztályú ismétléses variációinak nevezzük. Ezek száma:
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 megállapításához gondoljuk meg, hogy bármelyik helyre az n elem bármelyike kerülhet, ezért ezzel az n lehetőséggel k-szor kell számolnunk:
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 = n . n . n . ... . n = nk

     Az általánosítást k szerinti teljes indukcióval végezhetjük el.

     k=1-re a tétel igaz,
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     Feltesszük, hogy 
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 állítás helyességét.

     Mivel a (k – 1)-ed osztályú ismétléses variációkból a k-ad osztályú ismétléses variációkat úgy kapjuk, hogy az előbbiek mindegyik komplexiójához k-adik elemként hozzáírjuk az n elem mindegyikét, ezért a k-ad osztályú ismétléses variációk száma n szerese a (k – 1)-ed osztályú ismétléses variációk számának, azaz 
[image: image23.wmf].
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 = nk. Ezzel a tétel igazolást nyert.  
     Bármely n alapú számrendszerben az n darab számjegy k-ad osztály ismétléses variációjaként kapjuk meg az összes k jegyű számokat. A darabszámban a 0-val kezdődő számok is benne vannak. Például a 10-es számrendszerben a másodosztályú ismétléses variációval képezett kétjegyű számok darabszáma: 
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 = 102 = 100. Ezek a számok: 00, 01, 02, 03, ..., 09, 10, ..., 99

Példák:


1. Egy kockával ötször dobunk egymás után. Hány különböző dobássorozatot kaphatunk?

     Megoldás:

     Egy dobás alkalmával hatféle pontértéket kaphatunk. E hat elemből ötös csoportokat kell képeznünk, amelyekben egyes elemek többször is előfordulhatnak, és a sorrend is számit. A lehetséges csoportok számát 6 elem 5-ödosztályú ismétléses variációinak száma adja: 
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2. Rulettjátéknál egy játszmában a golyó 37 számozott hely valamelyikén áll meg. Hányféle eredménye lehet három játszmának, ha azok sorrendjét is figyelembe vesszük?

     Megoldás:

     Ez esetben a számozott helyek jelentik az elemeket, melyből hármas csoportok alakulnak. Az összes lehetséges csoportot, ha a sorrendet is megkülönböztetjük, 37 elem harmadosztályú ismétléses variációi adják. Ezeknek száma:
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Tehát a 3 rulett játszmában 50 653 változat jöhet létre.

KOMBINÁCIÓK

Ismétlés nélküli kombinációk

     Legyen n számú egymástól különböző elemünk. Ezekből k (k≤n) elemből álló csoportokat készítünk minden lehtséges módon úgy, hogy a kiválasztott k elem sorrendjére nem vagyunk tekintettel. E csoportok az n elem k-ad osztályú kombinációi.

     
Nézzük meg, hogy írható fel n elem összes k-ad osztályú kombinációja. A definíció szerint az 1, 2, 3 ..., n elemek közül kell k darabot kiválasztanunk, minden lehetséges módon. Egy kombinációt megadhatunk úgy, hogy a szóban forgó elemeket egymás mellé írjuk, majd a kiválasztott k számú elem alá a + jelet tesszük, a nem kiválasztottak alá pedig a – jelet. Ha a k darab + jelet és az n – k darab – jelet az adott számok alatt az összes lehetséges módon elhelyezzük (azaz permutáljuk), majd az azonos sorban álló + jelek fölötti számokat egy-egy csoportba összefoglaljuk, megkapjuk az összes k-ad osztályú kombinációt. 

      Lássuk ezt az eljárást az 1, 2, 3, 4, 5 elemek harmadosztályú kombinációinak megkeresésével. Az első három elem kiválasztásával kezdjük, majd az elemek alá irt 3 db + jelet és 2 db – jelet permutáljuk:

1   2  3  4   5

1   2  3  4   5

+  +  +  –  –

+  –  –  +  +
+  +  –  +  –

–  +  +  +  –
+  +  –  –  +

–  +  +  –  +
+  –  +  +  –

–  +  –  +  +
+  –  +  –  +

–  –  +  +  +

A keresett harmadosztályú kombinációk tehát:

1  2  3
1  4  5

1  2  4
2  3  4

1  2  5
2  3  5

1  3  4
2  4  5

1  3  5
3  4  5

     A kombinációk olyan elemhalmazt alkotnak, amelyben az elemek nincsenek sorba rendezve. Az n elem egy k-ad osztályú kombinációjának (azaz k elemű részhalmazának) az elemeit k!-féleképpen lehet sorba rendezni és ezzel a sorba rendezéssel az n elem k-ad osztályú ismétlés nélküli variációit kapjuk meg, azaz
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Ezzel megkaptuk n elem k-ad osztályú kombinációinak számát.

Vegyük észre, hogy a
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kifejezésben a számláló és a nevező azonos számú szorzótényezőt tartalmaz (a nevezőben az egyest is kiírjuk)

Megállapodunk abban, hogy 
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 1-gyel legyen egyenlő, mert n elemből n elemet csak egy féleképp választható ki úgy, hogy a sorrend nem számít, valamint megállapodunk abban is, hogy 
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 szintén egy, noha ennek kombinatorikai értelme nincs. 

Példák:

1.  Hány féleképpen tölthető ki egy lottószelvény?

Megoldás:

A lottóban 90 számból kell kiválasztani 5-öt, ezek száma 90 elem 5-ödosztályú kombinációival egyenlő:
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2. Egyszerre három kockával dobunk. Hányféle olyan dobási eredményt kaphatunk, melynél ugyanaz a szám csak egyszer szerepel, ha a kockák között nem teszünk különbséget?

     Megoldás: 

     A kockákon hatféle szám szerepel, ezek a különböző elemek. Ezekből egy-egy dobás során 3 kerül felülre. Ha azoknak a dobásoknak a számát keressük, amelyekben nincs azonos elem, akkor 6 elem harmadosztályú kombinációit kell képeznünk:
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Ismétléses kombináció

    Ha n elemből úgy állítunk össze egy k elemű elemcsoportot, hogy abban egyes elemek többször is szerepelhetnek, akkor az n elem egy k-ad osztályú ismétléses kombinációját kapjuk.  Az ismétléses kombinációnál megengedhető, hogy a k nagyobb legyen n-nél. 
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     A következőféleképp bizonyítható. Egy adott, 1, 2, ..., n elemekből alkotott ismétléses kombinációt jellemezhetünk két jelből álló jelrendszerrel, úgy, hogy leírunk annyi + jelet, ahány 1-es számjegy van a kombinációban, majd egy – jelet, mely elválasztójelként szerepel, aztán annyi + jelet, ahányszor a 2-es szerepel a kombinációban, újra egy elválasztójel, és így tovább. Végül annyi + jelet írunk, ahányszor az n-es szám a kombinációban szerepel, ez után már nem teszünk – jelet. Ily módon mindegyik jelrendszerben k darab + jel és n – 1 darab – jel szerepel. Különböző jelrendszerekhez különböző kombinációk tartoznak. Az is látható, hogy egy k darab + jelet és n – 1 darab – jelet tartalmazó jelrendszer egyértelműen maghatároz egy k-ad osztályú ismétléses kombinációt, egymástól különböző jelrendszerek egymástól különböző ismétléses kombinációkat adnak. Az ismétléses kombinációk száma megegyezik egy k darab + jelet és n – 1 darab – jelet tartalmazó jelrendszer ismétléses permutációinak számával, ezzel a bizonyítandó tétel igazolást nyert. 

 A bizonyításban használt módszert használjuk fel az ismétlés nélküli kombinációk felírásáshoz. Ennek alapján az 1, 2, 3 elemek 4-ed osztályú ismétléses kombinációinak felírásához a {+ + + – – } jelrendszer permutációit kell elkészítenünk, majd felírni az ezekhez rendelt permutációkat:
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az ezekhez tartozó ismétléses kombinációk sorban:

1 1 1 1

1 1 3 3

2 2 2 2

1 1 1 2

1 2 2 2

2 2 2 3

1 1 1 3

1 2 2 3

2 2 3 3

1 1 2 2

1 2 3 3

2 3 3 3

1 1 2 3 
1 3 3 3

3 3 3 3

Példák: 

1. Egy négytagú család telefonja kétszer szólalt meg egy estén. Számítsuk ki, hányféle változatban vehették fel a kagylót, ha ugyanaz a személy kétszer is felvehette, és a sorrendet nem vesszük figyelembe? 

     Megoldás: 

     Így négy elemünk van, amelyekből kettes csoportokat kell készítenünk úgy, hogy egy elem kétszer is szerepelhet és a sorrendjük nem lényeges. A csoportok száma 4 elem másodosztályú ismétléses kombinációinak számával egyenlő: 
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2.  Hányféleképpen helyezhetünk el 5 levelet 16 rekeszbe, ha a levelek között nem teszünk különbséget és egy rekeszbe több levelet is tehetünk? 

     Megoldás:

     A 16 rekesz a 16 elem. Ezekből kell 5-ös csoportokat kiválasztanunk az elemek számára, úgy hogy egy rekeszbe tehetünk több levelet is. . Ekkor 16 elem 5-ödosztályú ismétléses kombinációjáról beszélünk. Ezeknek a száma: 
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Kombinatorika - feladatok és megoldásaik

1. Hányféleképpen állítható sorba [image: image48.png]


gyerek? 

2. Hányféleképpen ültethető kör alakú asztal köré [image: image49.png]


lovag? 

3. Hányféleképpen fűzhető fel [image: image50.png]


különböző színű gyöngy egy láncra? 

4. Válaszoljuk meg az előző kérdéseket akkor is, ha Jancsi és Juliska, Sir Lancelot és King Arthur, illetve a kék és a fehér gyöngy egymás mellé kell hogy kerüljenek. 

Megoldás: 

1. Az első helyre [image: image51.png]


, a másodikra
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-edik helyre (
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) -féleképpen választhatunk embert (
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), az összes lehetőség száma ezek szorzata, azaz [image: image56.png]


(ez valójában az ismétlés nélküli permutáció mintapéldája). 

2. Először állítsuk sorba a lovagokat (az előző példa alapján ezt [image: image57.png]


-féleképpen tudjuk megtenni), majd ültessük le őket a kerekasztalhoz. Az ültetés után nem tudjuk megmondani, hol volt a sor vége, sőt: ha az ültetés alapján akarjuk sorbaállítani a lovagokat, akkor pontosan [image: image58.png]


-féleképpen jelölhetjük ki -- immár önkéntesen -- a sor kezdetét és végét. A lehetőségek száma ezért az előző feladat eredményének [image: image59.png]


-edrésze, azaz
[image: image60.wmf](1)!
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3. Míg a lovagok kerekasztalának kétirányú körüljárását megkülönböztettük, a lánc esetében azonosnak tekintünk két elrendezést, ha azok egymás tükörképei. Ezért a megoldások száma az előző esetnek a fele, azaz 
[image: image61.wmf](1)!
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4. A közös alapötlet, hogy az egymás mellé teendő párokat egyként kezeljük. Az első két esetben a párok egymás közötti sorrendje számít, a megoldás így az 
[image: image62.wmf](1)
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-es eset kétszerese, azaz rendre 
[image: image63.wmf]2(1)!

n

-

illetve
[image: image64.wmf]2(2)!

n

-

. A harmadik esetben a tükrözést már eleve külön esetként kezeltük, így a párok egymás közötti sorrendje már nem számít. Ezért a harmadik esetre adandó válasz
[image: image65.wmf](1)!
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2. Hányféleképpen lehet a sakktábla mezőin 8 bástyát elhelyezni úgy, hogy ne legyen közülük 2 sem ugyanabban a sorban, sem ugyanabban az oszlopban, ha a bástyákat
a) nem különböztetjük meg?
b) megkülönböztetjük?

Megoldás: 

a) Az első bábunak az első számozott sorba 8 féleképp választhatunk helyet. Ebbe a sorba már nem tehetünk bábut, tehát hét sor közül választhatunk, a harmadik bábunak már csak hat sorból választhatunk helyet és így tovább, az utolsó bábunak már adott az utolsó sor, tehát

P8 = 8! = 8 . 7 . 6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1 = 40 320

     Tehát 8 bábut az adott feltételek mellett 40 320 féleképp helyezhetünk el a táblán. 

b) Abban az esetben, ha megkülönböztetjük a bástyákat, mindegyik sorban a kockák kiválasztása mellett figyelembe kell vennünk azt is, hogy a bástyák közül is ugyanennyi lehetőségünk van a választásra, az első helyre nyolc lehetőségünk van és nyolc figuránk, azaz 8 . 8 a lehetőségek száma, a következő lépében 7 . 7, majd 6 . 6 a választási lehetőségeink száma, tehát az előbbi eredményt még 8! Be kell szoroznunk, mert ennyi a bábuk közül a választási lehetőségeink száma, tehát
P8 = 8! . 8!= (8 . 7 . 6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1) (8 . 7 . 6 . 5 . 4 . 3 . 2 . 1) = 1625702400

Vagyis az ilyen elrendeződésnél a lehetőségeink száma 1625702400.

3. Legfeljebb hány pontban metszik egymást egy konvex 9-szög átlói? 

Megoldás: 

A 9-szög tetszőlegesen választott négy csúcsa konvex négyszöget alkot. A négyszög átlói a 9-szögnek is átlói. A 9-szög tetszőleges két átlójának metszéspontja előáll, mint egy alkalmasan választott ilyetén konvex négyszög két átlójának metszéspontja. Az ilyen négyszögek száma
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, legfeljebb ennyi lehet tehát a 9-szög átló-metszéspontjainak a száma (ez el is érhető, ha semelyik három átló nem metszi egymást egy pontban). 

4. Egy faluban ezer ember él. Bizonyítsuk be, hogy biztosan van közöttük három olyan, akiknek azonos a monogramjuk. (A monogramok két betűsek, és legfeljebb 22 betű fordul elő.)
Megoldás: 

Ha a monogramok két betűsek és 22 betűnk van, akkor meg kell néznünk, hogy 22 betűből hány féleképp választható ki 2. Ez a 22 másodosztályú ismétléses variációja: 
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Tehát 22 betűből 484-féleképp választhatóak ki a monogramok. Mivel sokkal több ember található a faluban, mint amennyi ember található a faluban, ezért biztos, hogy több embernek is ugyanaz a monogramja. 

5. A polcon egymás mellett 12 könyv van. Hányféleképpen lehet kiválasztani 4-et úgy, hogy ne legyen közöttük két egymás melletti? 

Megoldás: 

Számozzuk meg a könyveket 1-től 12-ig, majd a polc mindkét szélére tegyünk egy-egy vázát. 

A négy könyv levétele után nézzük meg, hogy az egyes könyvek között 0 vagy 1 könyvnyi hely van. A két szélen pedig a két vázát viszonyítsuk a könyvekhez. Ezeket a foghíjakat balról jobbra haladva egy 9 hosszú 0-1 sorozattal tudjuk leírni. 

Vegyük észre, hogy ha a négy könyvet a feladat szövegének megfelelően vettük le a polcról, akkor a 9 hosszú 0-1 sorozat pontosan 4 darab 1-est fog tartalmazni (a levett négy könyv helyén tátongó űrt szimbolizálva). 

Igaz továbbá, hogy tetszőleges 9 hosszú, 4 darab egyest tartalmazó 0-1 sorozathoz hozzárendelhető a maradék 8 darab könyv megfelelő elrendezése, így a könyvleszedéseket kölcsönösen egyértelműen megfeleltettük a 9 hosszú, 4 darab egyest tartalmazó 0-1 sorozatoknak. 

Utóbbiak száma nyilván
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, ez a feladat kérdésére adott válasszal is megegyezik.

6. Hányféleképpen választhatunk ki három 1 és 30 közötti természetes számot úgy, hogy ezek összege páros legyen?
Megoldás: 

Először vizsgáljuk meg, hogy három szám összege mikor páros. 

Három szám összege akkor páros, ha mindhárom páros, erre 
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lehetőségünk van, azaz 455 lehetőség. 
A másik lehetőség az, hogy két páratlan és egy páros számot választunk ki. Hogy két páratlan számunk legyen, arra 
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lehetőségünk van, valamint mindegyik pároshoz bármelyik páros szám hozzáválasztható, ez szorozza 15-tel a lehetőségek számát. Tehát ahhoz, hogy két páratlan és egy páros szám összege páratlan legyen 
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. 15 lehetőség áll a rendelkezésünkre, azaz 1575 lehetőség. 

     A két lehetőség számát összeadva megkapjuk, hogy 2030 lehetőségünk van arra, hogy az 1-től 30-ig terjedő számokból úgy válasszunk ki 3-at, hogy azoknak az összege pozitív legyen. 

7. Kilenc ember csónakázni készül, van egy 4, egy 3 és egy 2 üléses csónakok. Hányféleképpen foglalhatják el a csónakokat, ha egy csónakokon belül a helyek sorrendje nem számít?
Megoldás: 

Az első csónakba kerülő négy személy a 9-ből 
[image: image74.wmf]4
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-féleképpen, ezek mindegyikéhez a csónakba a megmaradó 5 emberből 3 személy 
[image: image75.wmf]3
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-féle módon választható, így már csak két fő marad és ezek a harmadik csónakba kerülnek. A kétféle választási lehetőség számának szorzata adja meg az összes különböző lehetőségek számát:
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8. Egy részeg postás figyelmetlenül oszt szét öt levelet azok címzettjeinek. Hányféleképpen teheti ezt meg úgy, hogy senki se a sajátját kapja meg? És úgy, hogy pontosan 1, 2, 3, 4 ill. 5 címzett kapja meg a saját levelét? 

Megoldás: 

Nyilvánvaló, hogy mind az öt levelet csak egyféleképpen lehet helyesen kézbesíteni, pontosan négy levelet pedig egyáltalán nem lehet helyesen kézbesíteni (hiszen ekkor az ötödik sem tévedhet el). 

Ha pontosan három levél ér célba, akkor a postás tévedésből két levelet megcserélt. E két levél szabadon választható az ötből (
[image: image83.wmf]5
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lehetőség), így ezen esetek száma 10. 

Ha pontosan két levél ér célba, akkor a postás tévedésből három levelet ciklikusan elcserélt (másképp nem lehet pontosan hármat tévedni). E három levél szabadon választható az ötből (
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lehetőség), ezenkívül a ciklikus permutáció irányát is kétféleképpen választhatjuk meg. A lehetőségek száma ezért ebben az esetben 20. 

Ha pontosan egy levél ér célba, akkor a postás kétféleképpen tévedhetett: vagy ciklikusan elcserélt 4 levelet, vagy pedig összecserélt két párt is. Négy adott levél 
[image: image85.wmf]4!
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-féleképpen permutálható ciklikusan (lásd a kerekasztal lovagjainak ültetéseit). Két pár összecserélése pedig 3-féleképp történhet (egy ilyen konfigurációt egyértelműen meghatároz, hogy az 1-es számú levelet a másik három melyikével cseréltük össze). Ezért négy adott levélre a tévedési lehetőségek száma 9, a négy adott levelet pedig 
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-féleképpen választhatjuk ki. A pontosan egy találat ezek szerint 45-féleképpen jöhet létre. 

Ha pontosan 0 levél ér célba, akkor a postás ismét csak kétféleképpen tévedhetett: vagy ciklikusan cserélte el az öt levelet (
[image: image87.wmf]5!
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lehetőség), vagy pedig egy párt összecserélt, a másik hármat pedig ciklikusan permutált. Utóbbi eset lehetőségeinek számához először válasszuk ki a párként elcserélt 2 levelet (
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lehetőség), a maradék hármat pedig vagy erre permutáljuk ciklikusan, vagy arra (2 eset). Az utóbbi eset ezért 20-féleképpen fordulhat elő, azaz összesen 44-féle módon lehetséges az, hogy a postás egyetlen levelet sem helyesen kézbesít. 

Érdemes elvégezni a következő egyszerű (ámbátor redundáns) ellenőrzést: a taglalt esetek uniója nem más, mint a levelek összes permutációinak halmaza, a lehetőségek számának összege tehát 120-at kell adjon eredményül (ez teljesül). 

9. Hány olyan 10 hosszú dobássorozat van (hagyományos dobókockával), melyben a dobott számok összege osztható 3-mal? 

Megoldás: 

Megadunk egy leképezést, amely tetszőleges 3-mal osztható összegű dobáshoz két másikat rendel: egy olyat, amely 3-mal osztva 1 maradékot ad és egy másikat, amely 2-t. 

Legyen az 
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dobások összege 3-mal osztható. Legyen 
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  (mod 6) és 
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  (mod 6). Ekkor a 
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 dobások összege 3-mal osztva 1, míg a 
[image: image93.wmf]210
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 dobások összege 3-mal osztva 2 maradékot ad. 

E leképezés kölcsönösen (háromoldalúan) egyértelmű, hiszen bármelyik maradékot adó dobássorozatból egyértelműen előállítható a másik kettő. 

Az egyes maradékosztályokat eredményül adó dobássorozatok között tehát sikerült egy kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést találnunk, ezek száma ezért egyenlő. A számunkra megfelelő dobássorozatok száma ezért az összes lehetséges dobássorozat harmada, azaz
[image: image94.wmf]10
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10. Egy [image: image95.png]


elemű halmaznak legfeljebb hány részhalmaza adható meg úgy, hogy bármelyik kettő metszete nemüres halmaz legyen? 

Megoldás: 

Egy [image: image96.png]


elemű halmaznak [image: image97.png]


részhalmaza van. A részhalmazok párosíthatók úgy, hogy minden párban két diszjunkt halmaz legyen található (megfelelő, ha minden halmazhoz a saját komplementerét rendeljük párnak). 

Megmutatjuk, hogy a feladat kérdésére adott válasz legfeljebb [image: image98.png]


. Tegyük fel, hogy mégsem, azaz a részhalmazoknak több, mint a fele megadható megfelelően. Ekkor azonban a skatulyaelv alapján a megadottak között biztosan lenne kettő, amelyeket az előző bekezdésben egymás párjának választottunk - ám e két halmaz diszjunkt. 

Másfelől megmutatjuk, hogy [image: image99.png]


darab részhalmaz viszont kiválasztható megfelelő módon. Jelöljük ki az eredeti halmaz egy [image: image100.png]


elemét és tekintsük az összes olyan részhalmazt, amely tartalmazza [image: image101.png]


-t. Ezek száma nyilván [image: image102.png]


és közülük bármely kettő metszete nemüres, hiszen tartalmazzák [image: image103.png]


-t. 

A feladat kérdésére adandó válasz ezért [image: image104.png]
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