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dr. Arvai-Homolya Szilvia:

Val6szintliségszamitas



A mindennapi életben gyakran felmeriilnek olyan problémak, amelyek a
valoszintiségszamitassal kapcsolatosak, gondolhatunk itt akar a szerencse-
jatékokra, vagy az egyes tudoményteriileteken (pl. miiszaki-, természet-
tudomanyok, kozgazdasdgtan) megoldandé feladatokra.

A valdszinliségszamitas a matematikan belil egy viszonylag fiatal tu-
doménydgnak szdmit. Onallé tudomdnnyd valdsa Blaise Pascal és Pierre
de Fermat 1654-es levelezésével kezdodott, bar naluk még nem jelent meg a
valészintiség explicit fogalma. Az altaluk felvetett és megoldott problémak
hatassal voltak tobbek kozott Ch. Huygens és késébb J. Bernoulli munkassaga-
ra. A kés6bbiekben J. Bernoulli, Moivre és Laplace és masok bovitették a
valdszintiségszamitast 1j eredményekkel.

Azonban az alapfogalmak nem voltak kell6képpen tisztazva, egyre gyakrab-
ban mertiltek fel ellentmondéasok. Ezek vezettek a valoszinliségszamitas axio-
matikus megalapozasahoz, amely els6sorban Kolmogorov nevéhez flizodik.

1 Kombinatorikai bevezetés

1.1 Permutacidok

Adott n kiillonbozo elem ismétlés nélkili permutdcidjin az elemek egy meg-
hatarozott sorrendjét értjiikk. Az n kiilonbozo elem Gsszes permutacidinak
szamat P,-nel jeloljik.

Az n kiillonbozo6 elem ismétlés nélkiili permutaciénak szama:

P, =n!,

aholn! =1-2-...-(n — 1)-n. (Megjegyezziik, hogy a kés6bbiekben sziikséges
a 0 faktorialisat is értelmezni, mégpedig 0! = 1.)

Példa. Egy 10 {6s tarsasag hanyféleképpen tud letilni egy kerek aztalndl, ha
a helyek nem szamozottak?

Kerek asztalnal csak a tagok egymashoz viszonyitott helyzete szamit.
Egy 6t tetszoleges helyre leiiltetve csak a tarsasag masik 9 tagjat kell sorba
rendezniink, igy a megoldas 9 elem ismétlés nélkiili permutaciéinak szama,
azaz

Py = 9!' = 362280.

Adott n elem, melyek kozott r (r < n) kiilénb6z6 talalhato, legyenek ezek:
ai,as ..., a., Ugy, hogy az a; elem kj-szer, az as elem ky-szor,. .., az a, elem
k.-szer fordul el6, ahol k1 + ko + ... + k, = n.

Az adott n elem egy meghatarozott sorrendjét ezen elemek egy ismétléses



permutdcidjdnak nevezziik, az 6sszes ismétléses permutacionak a szamat pedig
Py jeloli .

Rogzitett n,r, ky, ko, ..., k. esetén az ismétléses permutaciok szama:

n!
Pkl,k2a~~-»k’r _
n

kR KD

Példa. Hany 7 jegyt telefonszamot képezhetiink a 2,2, 2, 3, 3,5, 5 szamjegyek
felhasznalasaval?

A 7 szambdl ketto, ketto illetve harom egymassal megegyezo, igy a
lehetséges sorrendjeik ismétléses permutaciot alkotnak, melyeknek szdma:

7
2,2,3 -
T 9113l =210

1.2 Variaciok

Legyen adott n kiilonboz6 elem. Ezekbdl tetszolegesen valasztott k (0 < k < n)
kiilonboz0 elem egy meghatarozott sorrendjét az n elem k-ad osztalyu ismétilés
nélkili varidcidjanak nevezzik. Az n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkili

varidcidinak a szamdt V*-val jeloljiik.
Az n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkili varidcioinak a szdma

ponl
V= (n—k)

Példa. Egy 100 {6s cég legjobb 3 dolgozdja kap kiilonbozo jutalmat. Hanyféle-
képpen torténhet a jutalmazéas?

Mivel a jutalmak kiilonbozéek, igy a 100 dolgozébdl kivalasztott 3 {6t az
osszes lehetséges moédon sorba rendezziik, azaz

100!
3
= —_— = 2
Vit = G = 970200

modon torténhet a jutalmazas.

Legyen adott n kiilonboz6 elem. Ezekbol k elemet kivalasztva gy, hogy
egy elem tobbszor is szerepelhet és a kivalasztas sorrndje is szamit, az n
elem k-ad osztalyu ismétléses varidciojat kapjuk. Az n elem k-ad osztalyu
ismétléses varidcidinak a szamdt VFi-vel jeloljiik.

Rogzitett n, k esetén az ismétléses variaciok szama:

ki _ ok
V.ot =n".



Példa. Egy bankban 4 pultndl folyik egyidoben az iigyintézés. Az érkezo
iigyfelek barmelyik tigyintézonél jelentkezhetnek. Hanyféleképpen jelentkezhet
valamely napon az els6 20 iigyfél a 4 iigyintézonél?

Mivel 4 pultnal folyik az ligyintézés, minden iigyfél ezekbdl egyiket va-
laszthatja (fontos, hogy melyiket) és ugyanahhoz a pulthoz tobb ligyfél is
jelentkezhet. fgy a lehetséges jelentkezések ismétléses variaciot alkotnak,

20,'
‘7 1 120

1.3 Kombinacidk

Legyen adott n kiilonboz6é elem. Ha ezekbdl tetszélegesen valasztunk k
(0 < k < n) kiillénboz6 elemet, tgy, hogy a kivélsztott elemek sorrendje nem
szamit, akkor az n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkuli kombindciojat kapjuk.
Az n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombindcidinak a szdmdt Ck-val
jeloljiik.

Az n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkili kombindcidinak a szama

C,’;’:(Z).

Az (" ) ("n alatt a k”) szimbdlum az igynevezett binomiélis egytitthatod,

k
melynek kiszamitésara az
n\ n!
k) k'(n—k)
formula érvényes. Konnyen belathaté, hogy ( I ) = < —— >
Példa. Hany otoslotto-szelvényt kellene kitolteni ahhoz, hogy biztosan legyen
Otosiink?
Az 6toslotto esetén 90 kiillonbozo elembdl kell kivalasztanunk 5 elemet tgy,

hogy a kivalasztds sorrendje nem szamit. Az 6sszes lehetoségek szamat a 90
elem 5-d osztalyu ismétlés nélkiili kombinacidinak szdma adja, azaz

Coy = ( 950 ) = 43949268.

Legyen adott n kiillonboz6 elem. Ezekbdl k elemet kivalasztva gy, hogy
egy elem tobbszor is szerepelhet és a kivédlasztas sorrndjére nem vagyunk
tekintettel, az n elem k-ad osztélyu ismétléses kombindcidjat kapjuk. Az
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n elem k-ad osztélyt ismétiéses kombindcidinak a szamdt C*i-vel jeloljiik,

melyek szama:
e = (")

2 Eseményalgebra

Definicié. Egy véletlentdl fliggé kisérlet lehetséges eredményeinek (kimene-
teleinek) Osszességét eseménytérnek nevezzik. Jele 2. Az Q elemeit elems
eseményeknek nevezzik és wy,ws, ... jeloljik.

Esemény alatt az eseménytér A C ) részhalmazat értjik. (Az (2 esemény-
tér eseményei ugynevezett o-algebréat alkotnak.)

Példa. Kockadobdlds esetén:
Elemi események: wy = {1} ,wy = {2},...,ws = {6}.

Eseménytér: @ = {{1},{2},{3},{4},{5} {6}}
Esemény: pl. A jeldlje a 4-nél nagyobb szam dobasat, ekkor A = {{5},{6}}.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az A esemény bekovetkezik, ha a kisérlet
eredménye eleme az A halmaznak. Azt az eseményt, amely a kisérlet soran
mindig bekovetkezik biztos eseménynek () nevezziik. Lehetetlen esemény
az az esemény, amely sosem kovetkezik be, jelolése: ().

(a) Ha az A esemény csak akkor kévetkezhet be, ha a B esemény is bekovet-
kezik, azt mondjuk, hogy A maga utdn vonja B-t, jelolése A C B.

(b) Az A esemény ellentett eseményén azt az A-val jelolt esemény értjiik,
amely pontosan akkor kovetkezik be, amikor A nem kovetkezik be.

(c) Az A és B események dsszegén azt az A+ B szimb6lummal jellt eseményt
értjik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B koziil legaldbb
az egyik bekovetkezik. (Haszndlatos még a halmazalgebrai megfelel6hoz
hasonléan az AU B jelolés is.)

(d) Az Aés B események szorzatdn azt az A-B szimbélummal jelolt eseményt
értjiik, amely pontosan akkor kovetkezik be, ha A és B is bekovetkezik.
(Ekvivalens jelolés: ANB)

(e) Az A és B események kilonbségén azt az eseményt értjiik, amely pon-
tosan akkor kovetkezik be, ha az A esemény bekovetkezik, de a B nem.
Jelolés: A — B. (A halmazelméleti kiilonbség miiveletéhez hasonléan
haszndlatos még az A\ B jelolés is.



Példa. A Magyarorszagon mért juliusi napi kozéphomérséklet esetén legyen
az ) eseménytér a (10,30) nyilt intervallum, azaz a juliusi napi k6zépho-
mérséklet C°-ban mérve egy tetszéleges valos szam ezen intervallumbol.
Jelolje A azt az eseményt, amikor a juliusi napi kozéphémérséklet legalabb
20C°, B pedig azt az esményt, amikor a juliusi napi kozéphomérséklet legfel-
jebb 25C°. Ekkor az

A = a juliusi napi kézéphémérséklet a (10, 20) nyilt intervallumba esik.

A - B = ajiliusi napi kézéphdmérséklet a [20, 25] zart intervallumba esik.
A+ B=Q.

A — B = a juliusi napi kézéphémérséklet a (25, 30) intervallumba esik.

Definicié. Ha az eseményekbdl all6 I' halmaz olyan, hogy tartalmazza a
biztos eseményt, valamint tetszoleges A, B € I esetén A + B, A € I, akkor
azt mondjuk, hogy a I' egy eseményalgebra.

Eseményalgebra esetén természetesen (), A- B, A\ B € T is teljesiil. Egy
kisérlettel kapcsolatos események eseményalgebrat alkotnak.

Mint ahogy azt mar az eseményeken értelmezett miiveletek bevezetésénél
megemlitettiik, az esményalgebrai , +, -, — miiveletek megfelelnek a halmaz-
elméleti komplementer, U egyesités, N metszet, . kiilonbség miiveleteknek.
fgy az elso fejezetben megismert halmazalgebrai azonossagok érvényesek
maradnak az eseményalgebra esetén is.

A diszjunkt halmaznak az esményalgebrai megfelelGje a kovetkezo foga-
lom:

Definicié. Az A és B eseményeket eqgymdst kizdro eseményeknek nevezziik,
ha A-B = 0.

Definicié. Az mondjuk, hogy az A;, As, ..., A, események rendszere teljes
eseményrendszert alkot, ha az alabbi két feltétel teljestl:

(1) Ay +A+ ...+ A, =046

(2) A;i-A; = 0 tetszbleges 1 < i,j < n esetén, azaz az eseményrendszer
tagjai paronként kizarjak egymaést.

Egy eseményalgebra tetszOleges két eseményének az Osszege (szorzata)
is elem az eseményalgebranak, igy a teljes indukcié moddszerével konnyen
beldthatd, hogy véges sok Ay, As, ..., A, esemény Osszege (szorzata) is eleme
az eseményalgebranak. Megszamldlhatoan végtelen sok Ay, Ag, ..., A, ...
oo

esemény esetén az A;+As+...+ A, +... = > A; Osszegen (amely szintén az
i=1

esményalgbra eleme) azt az eseményt értjiik, amely pontosan akkor kovetkezik
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be, ha az A; (i=1,...,n,...) események koziil legaldbb egy bekovetkezik.

Megszamlalhatéan végtelen sok Aq, As, ..., A,, ... esemény teljes esemény-
o0

rendszert alkot, ha Y A; = Q és A; - Aj = () tetszbleges i < j esetén.
i=1

3 A valésziniliség fogalma

Ismételjiink meg egy véletlen kisérletet (melynek egyik kimenetele az A esemény)
n-szer egymastol fliggetlentil, azaz a kisérletek eredményét ne befolyasoljak az
el6z0 kisérletek eredményei. Az A esemény gyakorisdga alatt azon kisérletek
szdmat értjiik, amelyeknél az A esemény bekovetkezett. Jelolése: k, (A). Az
A esemény relativ gyakorisignak pedig v, (A) = % hanyadost nevezziik.

A valdszintiség fogalmanak axiomatikus bevezetéséhez fontosak a relativ
gyakorisag kovetkezd tulajdonsagai:

e Tetsz6leges A esemény esetén 0 < v, (A) < 1.
e 1,(0)=0,1,(Q) =1
e Ha A és B egymast kizaré események, akkor

Vo (A+ B) = v, (A) + 1, (B).

e Ha Ay, Ay, ...  A,, ... paronként egymast kizaro események, akkor

vy, (ZA1> = Zl/n (Ai),

ahol a jobboldalon all6 sor tagjai koziil csak véges sok kiillonbozik 0-t6l.
e Ha A C B, akkor v, (A) < v, (B).
e TetszOleges A esemény esetén v, (A) =1 — v, (A).

Ezen tulajdonsdgok nem fiiggetlenek egymadstél. Példaul az v, (2) =
1 tulajdonsaghdl és az ellentett eseményre vonatkozo v, (Z) =1-v,(A4)
Osszefiiggésbdl azonnal addédik a v, () = 0 tulajdonsag.

A tapasztalat alapjan egy esemény relativ gyakorisaga valamilyen konkrét
érték koriil ingadozik egyre kisebb ingadozassal, igy természetes az a feltételezés,
hogy minden eseményhez hozza lehet rendelni ezt a bizonyos értéket, melyet
az adott esemény wvaldsziniiségének neveziink. A valdszinliség rendelkezik a
relativ gyakorisag tulajdonsagaival.



Definicié. Valdsziniségi mezd alatt egy (€2,.A4, P) harmast értiink, ahol
egy nemiires halmaz, A az 2 bizonyos részhalmazaibdl allé o-algebra, és
P : A — R pedig egy olyan nemnegativ leképezés, melyre

(1) 0 < P(A) <1 teljesiil tetszbleges A € A esetén,
(2) P(Q) =1,

(3) Ha Ay, As, ... € A paronként diszjunktak, akkor
P(GA) =P,

A P: A — Rleképezést valosziniiségnek nevezziik. A definicié kovetkezménye
a valdszinliség kovetkezo tulajdonsdgai:

e P(0)=0.

e Ha Ay, Ay, ... A, paronként egymast kizard események, akkor

P(A) = 1— P(A).

Ha A C B, akkor P(A) < P(B).

Tetszoleges A, B, C' események esetén

P(A+B) = P(A)+P(B)— P(AB),
P(A+B+C) = P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC)
+P(ABC).

Az utolsé tulajdonsag altalanositasa a Poincara-tétel:

Tétel. Tetszoleges Ay, As, ..., A, eseményekre a
P (ZA1> = Z (—1)k_1 Z Ai1Ai2 ‘e A’ik7
=1 k=1 11 <12<...<if
ahol az dsszegzést az dsszes {i1,4a, ... i} C {1,2,...n} esetre tekintjik.



Az (Q, A, P) valdsziniiségi mezét klasszikus valdsziniiségi mezdnek nevezziik,
ha az elemi események szama véges és valdsziniiségiik megegyezik.
Klasszikus val6szintiségi mezo esetén tetszoleges A esemény valdszintiségét

az A szempontjabdl kedvezo elemi események szama

P(A) =

az Osszes elemi események szama
formula alkalmazasaval szamithatjuk ki.

Példa. Szabalyos dobdokockat feldobva annak valészintisége, hogy 2-nél nagy-
obb szamot dobunk %.

A Kklasszikus képlet széleskorii alkalmazési lehetdségei tarulnak fel az
ugynevezett mintavételes feladatok esetén.

3.1 Visszatevés nélkiili mintavétel

Adott N darab objektum, amibél M darab rendelkezik bizonyos tulajdonséaggal.
Visszatevés nélkiil kivéve n darabot jelolje Ay azt az eseményt, hogy k darab
adott tulajdonsaggal rendelkez6 objektum van a kivettek kozott. Ekkor Ay
(ahol 0 < k < min{n, M}) esemény bekévetkezésének valészintisége

MY (N—M
( k ) ( n—k )
()

Példa. Annak valdszinlisége, hogy az Otoslottén harmas talalatunk legyen
()(3)
(%)
n = 5 elemi visszatevés nélkiili mintavételt (hiszen minden elemet legfeljebb

egyszer valaszthatunk) az M = 5 nyer6 és N — M = 85 nem nyer$ szam
koziil. Igy a megoldéds valoban

P(Ag) =

. Ugyanis az otoslotto-szelvény kitoltését tekinthetjiik dgy, mint egy

(5)(5)
(%)

3.2 Visszatevéses mintavétel

~ (0.0008123.

P(A3) =

Adott N darab kiilénb6z6 objektum, amibol M darab rendelkezik bizonyos
tulajdonsaggal. Visszatevéssel kivéve n darabot jelolje A, azt az eseményt,
hogy k darab adott tulajdonsaggal rendelkez6 objektum van a kivettek kozott.
Ekkor Ay (ahol 0 < k < n) esemény bekovetkezésének val6sziniisége

()t (v - 2y *

P (Ay) = e



Nyilvan a visszatevéses mintavétel esetén a k akar M-nél nagyobb is lehet,
hiszen ugyanazt az objektumot tobbszor is kihuzhatjuk. Ha bevezetjik a
p = % jelolést az adott tulajdonsdgu objektumok aranyara, akkor az el6zé
valbszintiségre a

n e
P(A) = (k>p’“(1 —p)""
formula adddik.

Példa. Mi a valészintisége annak, hogy egy osztalyban az 5 legjobban tanul6
didk koziil 3 lany és 2 fiu, ha annak valdsziniisége, hogy egy lany a legjobb
5 kozott van Z—;, mig fitk esetén ez a valdsziniiség % A megoldas soran a
visszatvéses mintavételre vonatkozd képlettel szamolhatunk, ahol n = 5, k =

3, p=1. lIgy o
4
= () (2) (2) =osen

Példa. N = 100 csavarbol M = 8 selejtes, a tobbi j6. Visszatevéssel
mintavétellel n = 10 elem mintat vesziink. Mi a valdszinlisége, hogy a
mintaban 4 csavar selejtes?
Nyilvan p = %, l—p= %,
képlet alapjan a megoldas

10 8 \'/92)\°
= ) (=) ~0.005216.
P(Aq) <4) (100) (100) 0005216

3.3 Feltételes valoszintiség

k =4, igy a visszatvéses mintavételre vonatkozo

Ha az A és B esemény az () eseménytér két eseménye gy, hogy P (B) # 0,
akkor a
P(AB)

P(B)

hanyadost az A eseménynek a B eseményre vonatkozd feltételes valoszintiségének
nevezzik.

Az igy bevezetett P (- | B) : A — R leképezés valoban val6szintiség,
hiszen konnyen belathatoak a feltételes valdszintiség kovetkezo tulajdonsagai:

P(A|B) =

e 0 < P(A| B) <1 teljesiil tetszéleges A, B eseményekre, ahol P(B) #
0.

e P(Q| B) =1 tetszéleges P(B) # 0 esetén.
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e Ha A és C egymadst kizar6 események és P(B) # 0, akkor

P(A+C|B)=P(A|B)+P(C|B).

Példa. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy 2 gyermekes csaladban
mindkét gyermek lany, ha tudjuk, hogy az idésebb gyermek lany?

Jelolje A azt az eseményt, hogy mindkét gyermek lany, B pedig azt, hogy az
iddsebb gyermek lany. A kérdés a P (A | B) valdszinliség. Definicié szerint

A
PA|B) =5 =4=1

SIS ST

= 3.

Allitas. (Ldncszabaly) Legyenek Ay, As, ..., A, tetszbleges események, gy,
hogy P(A1As... A1) >0, ekkor

P(AAy. .. A,) = P(A)-P(Ay | A))-P(Ay | A1Ay) ... P(A, | AyAs... Ay_y).

Bizonyitds. A bizonyitas teljes indukcioval torténik.
A feltételes valoszinliség definicidja alapjan az allitas n = 2 esetén igaz .
Tegyiik fel, hogy n = k -ra igaz az allitas, azaz

P(AAy .. Ay) = P(A)-P(Ay | Ay) -P(As | AiAs) .. P(Ay | AAs ... Apy).

Tovabba P(A1A2 c. AkAk+1) = P((AlAQ . Ak) AkJrl) =P (A1A2 R Ak) .
P(Agi1 | A1As ... Ar). Ebbél pedig az indukceids feltevést alkalmazva kovetkezik,
hogy az allitas teljesiill n = k + 1-re is. O]

Példa. Huzzunk ki visszatevés nélkill egy 32 lapos magyar kartyabdl 3-t
visszatevés nélkiill. Mi a valdszintisége, hogy az els6 és a harmadik lap asz,
mikozben a méasodik nem az.

Jeloljitk A;-vel (i = 1,2,3) azt az eseményt, amikor az i. hizas 4sz. A kérdés
a P(A;AyA3) valdszintiség. De ez a lancszabély alapjan

P(A1) - P(Ay | Ay) - P(A3 | AiAy).

De P(A)) = &, P(Ay | A)) = 2 és P(A3 | AAy) = 3, igy a keresett

327 31 30°
megoldas
— 4 28 3 7
P(A1AA3) = — - — - — =

Korabban mar definidltuk mit értiink teljes eseményrendszer alatt. Ha
ismert egy eseménynek egy teljes eseményrendszer eseményeire vett feltételes
valoszintisége, akkor a kovetkezd tétel segitségével kiszamithatjuk az ese-
mény valdszintiségét.
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Tétel. (Teljes valdsziniiség tétele) Ha a pozitiv valdszintiségii Ay, As, ..., Ay
események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor tetszoleges B eseményre
fenndll, hogy

P(B) =Y P(B| A)P(4)

Bizonyitds. A teljes eseményrendszer definiciéja miatt A1+ As+. ..+ A, = Q,
tovabbd az A; (i =1, 2,...,n) események paronként kizarjak egymést. Igy

B=BQ=B(A+Ay+...+A,) =BA; + BAy+ ...+ BA,.

Az A; események paronkénti diszjunktsaga miatt a B A; események is paronként
kizarjak egymast, igy

P(B) = P(BA; + BAy+ ...+ BA,)) = P(BA;)+ P(BAs) + ...+ P(BA,).
A lancszabalybdl adodik, hogy
P(BA;) = P(B | A4;)P(A),
igy az elozd két Osszefiiggést felhasznalva azt kapjuk, hogy
P(B)=P(B| A)P(A1) + P(B| Ay))P(Ay)+ ... + P(B | A,)P(A,).
m

Példa. Egy tizemben harom gépen csavarokat gyartanak. Az elsé gépnél
a selejtarany 2%, a mésodiknal 3%, a harmadiknal 1,5%. Az els6 gép az
ossztermék 25%-at, a masodik a 35%-at, a harmadik pedig a 40%-at gyartja.
Mi a valdszintisége, hogy az 6ssztermékbol véletlenszertien vélasztott csavar
selejtes?

Jelolje Ay, Ay és As azt az eseményt, hogy a kihizott csavar az i -edik gépen
készilt és B azt az eseményt, hogy a csavar selejtes. Ekkor az Ay, Ay és
As teljes eseményrendszert alkotnak, mivel P(A;) = 0.25, P(Ay) = 0.35,
P(A3) = 0.4, igy A; + Ay + A3 = Q, tovabba paronként kizarjak egymadst. A
selejtaranyra vonatkozo feltételek miatt adédnak a kovetkezo feltételes valo-
szintiségek: P(B | A1) =0.02, P(B | Ay) = 0.03 és P(B | A3) = 0.015.

fgy a teljes valdszintiiség tétele alapjan

P(B) = 0.02-0.25+0.03 - 0.35 + 0.015 - 0.4 = 0.0215.

Tétel. (Bayes-tétel) Ha az Ay, As, ..., A, pozitiv valoszindiségi események
teljes eseményrendszert alkotnak, tovibba B tetszdleges pozitiv valdsziniséqi

esemény, akkor
P(B | Ag)P(Ax)

> P(B| A)P(A)

P(Ax | B) =
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Bizonyitds. A feltételes valdszintiség definicidja alapjan

P(A,B)

P(Ax | B) = —prp

A nevezdben a teljes valoszintiség tételét, a szamlaloban pedig a lancszabalyt
alkalmazva kapjuk a tételben szereplé allitast, vagyis
P(AB) _ P(B| A)P(A))
P(B & '
B s pw APy

P(Ax | B) =

]

Példa. Mennyi a valészintisége az el6z0 példa esetén annak, hogy a masodik
gépen gyartottak a kivalasztott csavart, azon feltétel mellett, hogy az sele-
jtesnek bizonyult?
A Bayes-tétel alapjan

P(B | Ay)P(Az)  0.03-0.35

P(Ay | B) = = ~ 0.4884.
(421 B) P(B) 0.0215

3.4 Fuggetlen események

Akkor mondjuk, hogy az A és B események fiiggetlenek eqymdstdl, ha az
egyik esemény bekovetkezésével kapcsolatos informacié nem valtoztatja meg
a masik esemény bekovetkezésének esélyérol alkotott véleménytinket. Valamely
B esemény (P (B) > 0) bekovetkezésekor az A esemény bekévetkezésének
valészintiségét a P(A | B) adja meg, igy az A esemény fiiggetlen a pozitiv
valészintiségli B eseménytol, ha

P(A| B) = P(A).

Hasonléan valamely pozitiv valészintiségii A esemény bekovetkezésekor a
B esemény bekovetkezésének valosziniiségét a P(B | A) adja meg, igy a B
esemény figgetlen a pozitiv valdsziniiséglii A eseménytol, ha

P(B | A) = P(B).

P(AB)
P(B)

lathatjuk, hogy az A esemény pontosan akkor fiiggetlen a B eseménytol,
amikor a B esemény fuggetlen az A eseménytol. Tovabba a kovetkezo definicio
alapjdn a fiiggetlenség akkor is értelmezhetd, ha P(A) = 0 illetve P(B) = 1.

Felhasznélva a feltételes valoszintiség definiciéjat (azaz P(A|B)=
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Definicié. Az A és B eseményeket fiiggetlennek nevezziik, ha
P(AB) = P(A) - P(B)
teljestil.

Példa. Egy 32 lapos magyar kartyabol hizzunk véletlenszeriien egy lapot.
Legyenek az A és B események a kovetkezdek:

A: a kihuzott lap a 7,8, kirdly és asz valamelyike,

B: a kihuzott lap a 8, alsé, fels6 és asz valamelyike.

Fiiggetlen-e az A és B esemény”?

Nyilvdn P(A) = 2 = 1, P(B) = 35 = ;. Tovdbbd az AB az az esemény,
amikor a kihuzott lap a 8 illetve asz valamelyike,

azaz, P(AB) = & = 1, igy P(AB) = P(A) - P(B), azaz A ¢és B esemény
fliggetlen.

Megadhatjuk az el6z6ek alapjan tobb esemény fliggetlenségének fogalmat
is.
Definicié. Legyen adott az Ay, As, ..., A,,... események egy véges vagy
végtelen sorozata. Ezeket az eseményeket pdronként fiiggetlennek nevezziik,

ha koziiliikk barmely két esemény fliggetlen.
Az A, Ay, ... A,, ... eseményeket teljesen fliggetleneknek nevezzik, ha

P(A A, ... A )=P(A;,) - P(Ay)-...- P(A;)

i

teljesiil tetszoleges 1 < 11 < iy < ... < i < n és 2 < k < n természetes
szamok esetén.

Ez a két fogalom nem ekvivalens, ugyanis megadhaté példaul 3 olyan
esemény, amelyek paronként fiiggetlenek, de nem teljesen fliggetlenek.

4 Valészinuségi valtozok

Egy véletlen kisérlethez kapcsoloddan sokféle véletlentol fliggd mennyiséget
lehet tekinteni. Példaul:

e Feldobunk 3 szabdlyos dobdkockat. Tekinthetjiikk a dobott szamok
Osszegét, a legnagyobb dobott szamot, a legkisebb két dobott szam
szorzatat, stb.

e Kor alaku (3 sugari) céltablara 16viink kétszer. Tekinthetjik az els6
dobas esetén a kozépponttoél mért tavolsagot, a két dobas esetén a
kozépponttdl mért tavolsagok Gsszegét.
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Az eloz6 véletlentol fiige6 mennyiségek mindegyike megadhato egy &
(kszi): Q — R leképezés segitségével, mivel minden esetben egy (véletlentol
fiiggd) valds szdmot rendeltiink a kisérlethez.

Definicié. A £ : Q — R leképezést valdsziniségi vailtozonak nevezziik, ha
tetszoleges © € R esetén létezik a
PH{{<z})= Pw]|w € Q, w(&) < z})valdszinliség.

A definiciéban szerepl6 {{ < x} esemény tehat az az esemény, amikor a
valészintségi valtozd az x -nél kisebbb értéket vesz fel. A tovabbiakban a
P ({& < x}) jelolés helyett az egyszertibb P(£ < x) jelolést hasznéljuk majd.

A valészintiségi véaltozot altalaban gorog betiivel (€, 7, stb) jeloljik.

Példa. A fejezet elején emlitett példak esetén:

Jelolje a & valdszintiségi valtozd a 3 szabdlyos dobdkocka feldobdsa utéan a
dobott szamok Osszegét. A & értékkészlete a {3, 4, ... ,18} halmaz.

Ha n a kor alaku (3 sugari) céltédblara 16vés esetén az elsé dobés kézépponttdl
mért tavolsigat jeloli, akkor az n valdsziniiségi véltozé értékkészlete a [0, 3]
intervallum.

Ha a & : Q — R valészintiségi valtozo értékkészlete megszamlalhaté (azaz
véges vagy megszamldlhatéan végtelen halmaz), akkor &-t diszkrét valdszi-
niségi vdltozonak nevezziikk. Az el6zé példankban & diszkrét valdszinliségi
valtozo.

Definicié. Az F(x) = P(£ < z) fliggvényt a & valdszintiségi valtozé eloszlds-
figguényének nevezzik.

A kovetkezo tételben az eloszlasfiiggvény legfontosabb tulajdonsagait fog-
laljuk Gssze.

Tétel. Legyen az F' : R — [0, 1] valamely £ : Q — R wvaldsziniségi vdltozo
eloszlasfugguénye. Ekkor:

(1) F monoton névekvd,

(2) lim F(z)=0,

T——00

(3) lim F(z)=1,

r—+00

(4) F balrdl folytonos, azaz lim F(x) = F(xo).

r—xg—0
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Ha tovabbra is az F' a & valdszintliségi valtozé eloszlasfiiggvénye és a, b €
R, akkor

P(a ¢ <b)=F(b)— Fla),
P = a)= lim F(z)— F(a).

r—a-+0

4.1 Diszkrét valészintiségi valtozok

Diszkrét valoszintliségi valtozo esetén a lehetséges értékek felirhatdak sorozatként.
Jelolje x1,xs,... a & valoszinliségi valtozo lehetséges értékeit, ahol z; € R
tetszoleges © = 1,2, .. .esetén.

A & diszkrét valdszintiségi valtozot akkor tekintjiik adottnak, ha ismertek
ap; = P({{ = x;}) valészintiségek. A P ({£ = z;}) jelolés helyett az egyszeriibb
P(¢ = x;) jelolést hasznaljuk. Ezen p; valésziniiségek sorozatat eloszldsnak
nevezzik.

Konnyen lathatd, hogy a {£ = x;} események teljes eseményrendszert, azaz
teljesiil a kovetkezo allitas:

Allitas. Ha pi,ps,... eloszlds, akkor

p; > 0,i=1,2,... esetén és,
S = ptmt..=1
i=1

Példa. Egy szabalyos kockaval dobunk. Jelolje a & valdszintiségi valtozd a
dobott szam értékét. Ekkor a £ lehetséges értékeinek halmaza

X ={1,2,...,6}.
A kocka szabalyossaga miatt

P(fZZ)ZP(§:j), (ivj:1a2a"'6)a

ebbdl kovetkezden |
pkzp(fzk)ZE-

Példa. Két szabalyos kockat feldobva, jelolje az n valdszintiségi véaltozo a
dobott szamok Osszegét. Ekkor az 1 lehetséges értékeinek halmaza

X =1{23,...,12}

Példaul 2 akkor lesz a dobott szamok 0sszege, ha mindkét kockan 1 a dobott
szam, melynek valdszintisége



Altaldnosan
Bl ha2<k<6
13~

k

P(§ = k) =

Példa. Feri és Zoli felvaltva dobnak kosarra addig, amig valamelyikiik bele
nem taldl. Annak valdszintisége, hogy Feri betaldl a kosérba P(A) = %, an-
nak pedig, hogy Zoli betalal szintén P (B) = %
Jelolje a & valoszintiségi valtozd a sziikséges dobasok szamat. Nyilvan

£:1,2,... azaz a £ lehetséges értékeinek halmaza megszamlalhatoan végtelen.

¢ = 1 akkor teljesiil, ha Feri rogton betalal, azaz

& = 2 akkor teljesiil, ha Feri nem taldl be, Zoli pedig betalal, azaz

P(§:2):P(Z)-P(B):%-§.

¢ = k akkor teljesiil, ha az elsé (k — 1) dobds esetén nem taldlnak be és a k.
dobasra pedig betaldlnak, azaz

1\ 2
P(ﬁzk):(g) 3 ahol k =1,2,....

4.1.1 Diszkrét valésziniiségi valtozé varhatéd értéke

Gyakorlati megfontolasokbdl sokszor néhany szemlélteto szamadat segitségével
jellemezziik az eloszlasokat. Ezek koziil a legfontosabb a varhaté érték.
Tekintstik a £ : €2 — R diszkrét valoszinliségi valtozot az

X = {l’l,l’g,...}

lehetséges értékekkel és a megfeleld py, pa, . . . valdészintiségekkel. Ha elvégziink
n fliggetlen kisérletet a & valdszintiségi valtozoval, akkor az x;, értéket koriilbeliil
npy esetben kapjuk meg. Hiszen, ha ni,ng, ... jeloli az x1, 9, ... értékek

Nk

eléfordulasét (3 n; = n), akkor py ~ "% (amely a relativ gyakorisdg). foy a
i=1
megfigyelt értékek atlaga koriilbeliil:
1 1
- (n1xy +noxg +...) = - (np1x1 + npaa + ...) = P11 + paa + . ..

A fenti meggondolas elvezet a varhaté érték fogalmahoz. Diszkrét valoszintiségi
valtozo esetén két esetet kiillonboztetiink meg, attol fliggden, hogy a lehetséges
értékek halmaza véges, vagy megszamlalhatoan végtelen.

17



Definicié. Ha a ¢ : Q — R diszkrét valdszintiségi valtozo lehetséges értékeinek
halmaza véges,azaz

X ={x,29,...,2,} ésp;=P=u), aholi=1,2,... n,
akkor a

Z Tipi = Tip1 + TaPp2 + ...+ TpPn

i=1
mennyiséget a £ vdrhatd értékének nevezziik. Jelolés E(&).
Példa. Egy szabalyos kockaval dobunk. Jel6lje € a dobott szamot. Szamitsuk
ki £ varhato értékét! A & valdszinliségi valtozd az 1,2,3,4,5 és 6 értékeket

veszi fel, rendre p; = 6 (1=1, ..., 6) valésziniiséggel, igy

1 1 1 1 1 1 21
E :1_ 2_ — 4— —_ —_ = — = .O.
(€) 6+ 6+36+ 6+56+66 G 3.5

Ez természetesen nem azt jelenti, hogy lehetséges 3,5 értékii dobast,
hanem azt, hogy a dobasaink atlaga 3,5 koriil fog ingadozni.

Tekintsiik a diszkrét valészinliségi valtozok masik esetét, amikor a lehetséges
értékek halmaza megszamlalhatéan végtelen.

Definicié. Ha a ¢ : Q — R diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékeinek
halmaza megszamlalhatéan végtelen, azaz
X ={z,29,...,Tpn,...} ésp; =P =uwx), aholi=1,2,...
akkor a -
ZZEiPi = T1p1 + Xop2 + ...
i=1

mennyiséget a & varhato értékének nevezziik (amelyet szintén F/(§)-vel jeloliink),

feltéve, hogy > p; x| < +o0.
=1

A kovetkezo fejezetben bevezetjiik a folytonos eloszlas esetén is a varhaté
érték fogalmat, amely szintén rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal.

Allités. Ha egy & valosziniséqgi valtozonak létezik a varhato értéke,

(1) akkor tetszbleges ¢ € R esetén a & valdsziniségi vdltozonak is létezik a
varhato értéke és
E(c§) = cE(§),
(2) akkor tetszdleges b € R esetén a (§ + b) valdsziniiségi vdltozonak is létezik
a varhato értéke és
E&+0b) =E)+0D.

Azaz E (a€ +b) = aE (€) + b teljesil tetszoleges a,b € R esetén.
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4.1.2 Szdéras

Az elozoekben elmondattokbdl kovertkezik, hogy egy valdszintiségi valtozé a
varhaté értéke koriil ingadozik. Ezt az ingadozast méri a szoras.

Definicié. A D*(¢) := E ([¢ — E(é)]Q) mennyiséget a & valdszintiségi valtozd

szordsnégyzetének, az \/ E ([5 — E(f)]Q) mennyiséget pedig a & szdrdsanak
nevezzik. Jelolése: D(&).

Ha egy & valészintiségi valtozonak létezik a szérdsnégyzete, akkor
D*(¢) = B(¢*) — E*(8),

amely formula sok esetben megkonnyiti a szorasnégyzet kiszamitasat. A
szoras tulajdonsagai koziil a kovetkezoket emeljiik ki:

Tétel. Ha a & valosziniségi valtozonak létezik a szordsa, akkor tetszdleges b
és ¢ konstansok esetén

D(§+b) = D(¢)
D(c€) = |c[ D(E).-

A kovetkezokben attekintjik a nevezetes diszkrét eloszlasok koziil a bi-
nomialis, a hipergeometrikus és a Poisson-eloszlast.
4.1.3 Binomialis eloszlas

Végezziink n fiiggetlen kisérletet a p valoszintiségli A eseményel kapcsolatban.
Jelolje € az A esemény gyakorisagat. Az igy bevezetett £ valdszintiségi valtozd
lehetséges értékei 0,1,2, ..., n..

Definicié. Tetszoleges n > 1 természetes szam és 0 < p < 1 esetén a &
valdszintiségi valtozot (n és p paraméterti) binomidlis eloszldsi valészintiségi
valtozonak nevezziik, ha & lehetséges értékei: 0,1,2,...,n és

P(¢=Fk) = ( L >p’“(1 -p)"

Példaul a visszatevéses mintavétel esetén, ha £ az n elemli mintaban
talalt selejtes darabok szamat jeloli, akkor & binomialis eloszlasi valdszintiségi
valtozd, hiszen

(1) ez a véletlentdl fliggd érték a 0,1,2,...n értékeket veheti fel, és
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(2) P (a selejtes darabok szdma = k) = ( Z ) pF(1=p)"* (k=0,1,2,...n).

Példa. N = 100 csavarbol M = 8 selejtes, a tobbi jo. Visszatevéssel
mintavétellel n = 10 elem{ mintat vesziink. Jeldlje & a mintaban a sele-
jtes csavarok szamat. Mi a valdszintisége, hogy & = 4, azaz a mintaban 4
csavar selejtes?
Ebben az esetben n = 10, p = 1%0 paraméterii binomialis eloszlasrdl van szo,
igy a megoldas

4 6
pe= - () ()" (22 ~oomo

Példa. Visszatevéses mintavétellel n = 10 elem@i mintat vesziink egy olyan

sokasagbol, amelynek a selejtaranya p = — . Mi a valdszintisége, hogy a

mintaban taldlt selejtes elemek & szama legalabb 2, de legfeljebb 47

A € binomidlis eloszlasi valdszintiségi valtozo n = 10 ésp = R paraméterekkel.

Mivel a {¢€ =2}, { = 3} és {€ = 4} események kizédrjdk egymaést, igy
PRSESY)=PE=2)+PE=3)+ Pl =4),

10 1IN 74\ 8
P2<E<4) = — —
ese=n-(5)(5) (5) +
10 IN? 74\T 10 INA 74\ 6
- — - -] = 0.5914.
(3)6) 6 (V)E) G
Az n és p paraméteri binomialis eloszlasu valdszinliségi valtozd varhato
értéke

azaz

E(§) = np,
szorasa pedig
D(¢§) = y/npq, ahol ¢ =1 —p.

Példa. Egy 0.1 selejtszazaléki gyartméanybol visszatevéssel egy 200 elemii
mintat véve atlagosan hany selejtes keriil a mintaba?

A mintaba keriil6 selejtesek & szama n = 200, p = 0.001 paraméteri bi-
nomidlis eloszlast kovet, igy F() =np =0.2.

Példa. Egy binomidlis eloszlasi & valdszintiségi valtozo varhaté értéke 4,
szorasa /2,4. Hatarozzuk meg az n és p paramétereket.
Ismert, hogy E(&) = np é D*(§) = npg = np (1 —p), gy

np =4
np (1 —p) =24,
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A két egyenletet elosztva egymadssal (1 —p) = 0.6 addédik, azaz p = 0.4 és
n = 10.

4.1.4 Hipergeometrikus eloszlas

Mig a visszatevéses mintavétel binomidlis eloszlast kovet, addig a visszatevés
nélkiili mintavétel hipergeometrikus eloszlastu.

Egy urndban N golyé van, amelybol M piros, N — M fekete. Visszatevés
nélkiil kivéve n darabot jelolje a & valdszinliségi valtozd a kihuzott piros
golydk szamat. Ekkor ahol 0 < k < min {n, M} esetén

() G
)

a & eloszlasat pedig hipergeometrikus eloszlasnak nevezzik.

P& =k)=

Példa. N = 100 csavarbél M = 10 selejtes, a tobbi jo. Visszatevés nélkiil
n = 10 elemil mintat vesziink. Jelolje & a mintaban a selejtes csavarok
szamat. Mi a valdszinlisége, hogy £ = 2, azaz a mintaban 2 csavar selejtes?
Ebben az esetben hipergeometrikus eloszlasrél van szo, igy a megoldas

~ 0.20151.

10\ (90
P(g — 2) — (21)05)8)
(10)
Példa. Egy urnaban 90 golyé van, amelybol 5 piros, 85 fekete. Visszatevés
nélkiil kivéve 5 golydt jelolje a & valdszintliségi valtozd a kihtizott piros golyok
szamat. Mi a valésziniisége, hogy a mintaban legalabb 3 piros golyé van, azaz
P(3<¢)?
Mivel 5 elemii a minténk és a {{ = 3}, {€ = 4} és { = 5} események kizarjak
egymast, igy

PB <& =PE=3)+PE=4)+PE=5),

azaz

pree - O

5\ (85 5\ (85
%1) + (5)920) ~ 0.00082199.
) ()
Az el6zoekben definialt hipergeometrikus eloszldsu valdszintiségi véaltozo
varhaté értéke

+

M
E(¢) = hol p = —
(€) = np, ahol p=
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szorasnégyzete pedig

N —n

D*() = npg - -

Példa. Egy urnaban 100 goly6 van, amelybol 60 piros, 40 fekete. Vissza-
tevés nélkil kivéve 10 golydt jelolje a € valdszinliségi valtozo a kihizott piros
golyok szamat. Atlagosan hény piros golyd keriil a mintdba? Mennyi a &
szorasnégyzete?

A mintaba keriilo selejtesek £ szama hipergeometrikus eloszlast kovet, ahol

P = 150, 1Y

, aholg=1—p.

E(§) =np =6.
Mivel ¢ = 4% a szérasnégyzet pedig

100
N-n 2
n_ 20 909 1818,

D? — . 2
(&) =14 =7 = 100 09

4.1.5 Poisson-eloszlas

Definicié. Tetszoleges A > 0 valds szam esetén egy & valdszinliségi valtozot
( A paraméterti) Poisson-eloszldsinak nevezzik, ha eloszldsa
P(g = ]{7) = He 5

ahol k =0,1,2,....

A kovetkezo allitas a Poisson-eloszlas és a binomialis eloszlas kozotti kape-
solatot adja meg.

Allitas. A binomidlis eloszlds hatdreloszldsa a Poisson-eloszlas, ha n tart a
végtelenhez és np = X\ dllando.

A X paraméteri Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozo varhaté értéke és
szorasnégyzete megegyezik, mégpedig:

E(¢) = X és D*(&) = A,

Példa. Egy 100 oldalas konyvben 40 sajtohiba talalhato. Mennyi a valoszintisége
annak, hogy egy véletlenszertien kivalasztott oldalon nincs sajtohiba, ha
feltételezziik, hogy a sajtohibdk szama Poisson-eloszlést kovet?

Egy oldalon atlagosan f_ooo = % sajtohiba talalhaté. Jelolje & egy véletlenszertien
kivalasztott oldalon a sajtohibak szamat, amely tehat Poisson-eloszlast kovet.
[ey \=E (&) = % kozelitéssel szamolhatunk. A kérdés a & = 0 valdsziniisége,

mely

0
P(£=0)= ) e % ~ 0.67032.




Példa. Mazsolas kalacsot stitiink, 1 kg tésztaba 50 szem mazsolat tesziink.
Mennyi a valdszintisége, hogy egy 5 dekagrammos szeletben legalabb 2 szem

mazsola lesz, ha feltételezziik, hogy a mazsolak szama Poisson-eloszlast kovet?

Egy szeletben atlagosan 52’—8 = g mazsola van, hiszen 1 kg kalacsban 20 darab
5 dkg-s szelet van. Jelolje € egy véletlenszeriien kivalasztott szeletben a
mazsolak szamét, amely tehat Poisson-eloszlast kovet, igy A = E(§) = g
Kérdésiink a P(2 < &) valbsziniiség, amely mivel Osszesen 50 mazsola van
egyenld a P(2 < ¢ < 50) valdsziniiséggel. Ez azonban igen hosszadalmas

szamolast igényelne, igy helyette az ellentett eseménnyel szamolunk, azaz

PR2<§=1-PE<2)=1-(P(E=0)+P(E=1),

5)0 5)!
(3) 6—§+”§l_g€> ~ 0.7127.

azaz

P<2§5):1_<T 1!

4.2 Folytonos valészintiiségi valtozok

Definicié. Tekintsiink egy & : 2 — R valdszintiségi valtozét. Ha létezik
f R — [0,00) fiiggvény, melyre az F'(x) eloszlasfiiggvény tetszéleges x
esetén eloall az

t=—00
alakban, akkor az f fiiggvényt a & valdszintiségi valtozo siriségfigguényének
nevezzik.

A definiciébdl kovetkezik, hogy a stirtiségfiiggvény nem egyértelmii.

Definicié. Egy valoszintségi vdltozot folytonosnak neveziink, ha létezik stiriség-
fiiggvénye.

Ha létezik a stirtiségfiiggvény, akkor az F(z) eloszlasfiiggvény folytonos.
Ha az f strlségfiiggvény folytonos az xy € R pontban, akkor ott az F
eloszlasfiiggvény differencialhato, mégpedig

F'(0) = f(wo)-

Tétel. Az f wvalds fiigguény akkor és csak akkor lehet stiriségfiigguény, ha
teljesiti a kovetkezo tulajdonsdagokat:

f nemnegativ és/f(t)dt =1.
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Az eloszlasfiiggvény egyik nevezetes tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy

Pla<¢<b)=F(b) - Fla) = /f(x)dx

teljestil tetszoleges a,b € R, a < b esetén.

4.2.1 Folytonos valdszintiségi valtozo varhaté értéke és szorasa

Ha a £ : Q — R folytonos valdszinliségi valtozo, akkor is bevezethetjiik a
varhato érték és szoras fogalmat, melyek a diszkrét esetben felsorolt tulaj-
donsigokkal rendelkeznek.

Definicié. Egy f(x) stiriségfiiggvényii folytonos eloszlasu £ valdszintiségi

valtozd esetén a
o

B6) = [ of@)s

—00

mennyiséget vdrhato értéknek nevezzuk feltéve, hogy
/ |z| f(x)dx < +o00.

Ebben az esetben is a

D*(€) = E (¢ - E(©)])

mennyiséget nevezzilk a & valdszinliségi valtozé szordsnégyzetének.
Emlékeztetiink arra, hogy ha egy & valdszinliségi valtozonak létezik a
szorasnégyzete, akkor

D*(&) = E(&%) — B*(6).
A kovetkezdkben attekintjiikk a nevezetes folytonos eloszlasok koziil az
egyenletes, az exponencidlis és a normaélis eloszlast.

4.2.2 Egyenletes eloszlas

Ha egy rogzitett (a, b) intervallumon véletlenszertien valasztunk egy & pontot
ugy, hogy egy A C (a, b) részhalmazba esés valdsziniisége az illeté részhalmaz
mértékével ardanyos, akkor a & valdszintiségi valtozot egyenletes eloszldsinak
nevezzik.
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Definicié. A £ valdszintiségi valtozot egyenletes eloszldsinak nevezziik az
(a,b) intervallumon, ha stirtiségfliggvénye

1
haa<x <b
fa) =4 7= aa<uwx .
0, egyébként

Ekkor az egyenletes eloszlasu & valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

0, haz <a
F(z) = Z:Z haa<z<b ,
1, hab<x
varhaté értéke: b
a
E —
©="2
szorasa:
b—a
D(§) =

Nk

Példa. Legyen a ¢ valoszintiségi valtozo egyenletes eloszldast a (—2,3) inter-
vallumon. Irjuk fel a £ stlirliség- és eloszlasfliggvényét.
Az elozéekbdl elmondottakbdl kovetkezik, hogy & stirtiségfliggvénye

! h 2<x <3
—, ha — x
fl@) =45 y :
0, egyébként
eloszlasfiiggvénye:
0, ha z < -2
2
F(z) = x; ha —2<z<3 .
1, ha 3 < x.

Példa. Hatarozzuk meg az el6z6 eloszlas esetén a varhato értéket és a szorast.
A £ varhaté értéke:

szorasa:



4.2.3 Exponencialis eloszlas

Definicié. Egy £ valészintiségi valtozot A\-paraméteri exponencidlis eloszldsiunak
neveziink, ha stirtiségfiiggvénye

0, haz <0
1@ ={ \ e iS00,

Integréalassal kapjuk A-paraméteri exponencidlis eloszldast valdszinliségi
valtozé eloszlasfiiggvényét, mégpedig

0, haz <0
F(z) { 1— e haz>0

Az exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozoé ,,6rokifju“ tulajdonsagu, azaz
PE>b)=PE>a+b|&>a),

ahol a és b tetszoleges pozitiv konstansok.
A )\ paraméterii exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozé varhato
értéke és szdérdsa megegyezik, mégpedig:
1 1
E(&) =< és D*(¢) = —.
€)= & D) = 55
Példa. Jelolje a & valoszintliségi valtozo egy szobeli matematika vizsga idotartamat,
mely atlagosan 10 percig tart. Irjuk fel a & eloszlasfiiggvényét. Hatérozzuk
meg annak valdsziniiségét, hogy a vizsga 5 percnél kevesebb ideig tart
Az el6z6ekbdl elmondottakbdl kévetkezik, hogy F(§) = % =10, azaz a & 11—0—
paraméterii exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozd melynek eloszlasfiiggvénye

0, ha z <0
F(az)—{ 1—e 1, haz >0

Tovabbd .
P <b)=F(5)=1-— e 10 x0.39347.
4.2.4 Normalis eloszlas

Definicié. Legyen m € R, 0 > 0. A £ valdszinliségi valtozot m és o
paraméteri normdalis eloszlasiunak neveziink, ha stirtiségfiiggvénye

(@ — m)?
@)= ——c 207

alaki. Jelolése &€ € N (m, o?).
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Ebben az esetben

E(S) ,
D? (&) o
A £ eloszlasfiiggvénye
) . —(t —m)?
F(x) = / e 207 dt.
210 J_o

Specidlisan, ha m = 0 és 02 = 1, akkor a &-t standard normdlis eloszldsi
valdszintiségi valtozdnak nevezziik. Ekkor a stirtiségfiiggvanyt ¢-vel, az eloszlas-
fliggvényt pedig P-vel jeloljiik.

Az m és o paraméterii normalis eloszlds F'(x) eloszlasfiiggvényének kiszami-
tasat visszavezetjiikk a ®(x) eloszlasfiiggvény kiszamitasara, ugyanis

Flz) =@ <x;m) .

A O(x) fiiggvény értékeit a fejezet végén mellékelt tablazatbol hatarozhatjuk
meg.

A tablazat csak nemnegativ x értékeket tartalmaz, mivel
O(—z) =1—D(x).

Példa. Egy zacskoba toltott cukor silya lkg varhatd értéki, 50 gramm
szorasu normalis eloszlasu valdszintiségi véltozd. Mennyi a valdszintlisége,
hogy egy zacskéban 0.96 kg-nal kevebb cukor van?

Tehat m =1, 0 = 0.05 és a kérdés P (£ < 0.96) .

0.96 — 1
P (£ < 0.96) = F(0.96) = ® (W)

amely az elozéek alapjan

1— ®(0.8) ~ 1—0.7881 = 0.2119.
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X .00 01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09

.0 1.5000 | .5040 | .5080 | .5120 | .5160 | .5199 | .5239 | .5279 | .5319 | .5359
1] .5398 | 5438 | 5478 | 5517 | .5557 | .5596 | .5636 | .5675 | .5714 | 5753
2 15793 | 5832 | 5871 | .5910 | .5948 | .5987 | .6026 | .6064 | .6103 | .6141
3] .6179 | L6217 | 6255 | .6293 | .6331 | .6368 | .6406 | .6443 | .6480 | .6517
4 | 6554 | .6591 | .6628 | .6664 | .6700 | .6736 | .6772 | .6808 | .6844 | .6879
D 16915 | 6950 | ..6985 | .7019 | .7054 | .7088 | .7123 | .7157 | .7190 | .7224
6| 7257 | 7291 | 7324 | 7357 | 7389 | .T422 | 7454 | 7486 | .7517 | .7549
017580 | L7611 | 7642 | LT673 | 7704 | 7734 | 7764 | 7794 | (7823 | 7852
8 17881 | L7910 | .7939 | .7967 | .7995 | .8023 | .8051 | .8078 | .8106 | .8133
9 | 8159 | .8186 | .8212 | .8238 | .8264 | .8289 | .8315 | .8340 | .8365 | .8389
1.0 | .8413 | .8438 | .8461 | .8485 | .8508 | .8531 | .8554 | .8577 | .8599 | .8621
1.1 | .8643 | .8665 | .8686 | .8708 | .8729 | .8749 | .8770 | .8790 | .8810 | 8830
1.2 | .8849 | .8869 | .8888 | .8907 | .8925 | .8944 | .8962 | .8980 | .8997 | .9015
1.3 1.9032 | .9049 | .9066 | .9082 | .9099 | .9115 | .9131 | .9147 | .9162 | .9177
1.4 .9192 | .9207 | .9222 | 9236 | .9251 | .9265 | .9279 | .9292 | .9306 | .9319
1.5 1.9332 | .9345 | .9357 | .9370 | .9382 | .9394 | .9406 | .9418 | .9429 | .9441
1.6 | .9452 | 19463 | .9474 | 9484 | .9495 | .9505 | .9515 | .9525 | .9535 | .9545
1.7 1.9554 | 19564 | .9573 | .9582 | .9591 | .9599 | .9608 | .9616 | .9625 | .9633
1.8 | .9641 | .9649 | .9656 | .9664 | 9671 | .9678 | .9686 | .9693 | .9699 | .9706
1.9 1 .9713 | 9719 | 9726 | 9732 | .9738 | .9744 | .9750 | .9756 | .9761 | .9767
2.0 1.9772 | 9778 | 9783 | .9788 | .9793 | .9798 | .9803 | .9808 | .9812 | .9817
2.1 ] .9821 | .9826 | .9830 | .9834 | .9838 | .9842 | .9846 | .9850 | .9854 | .9857
2.2 1 .9861 | .9864 | .9868 | .9871 | .9875 | .9878 | .9881 | .9884 | .9887 | .9890
2.3 .9893 | .9896 | .9898 | .9901 | .9904 | .9906 | .9909 | .9911 | .9913 | .9916
2.4 1 .9918 | 19920 | .9922 | .9925 | .9927 | .9929 | .9931 | .9932 | .9934 | .9936
2.5 1.9938 | .9940 | .9941 | .9943 | .9945 | .9946 | .9948 | .9949 | .9951 | .9952
2.6 | .9953 | .9955 | .9956 | 9957 | .9959 | .9960 | .9961 | .9962 | .9963 | .9964
2.7 1.9965 | .9966 | 9967 | .9968 | .9969 | .9970 | .9971 | 9972 | .9973 | .9974
2.8 1.9974 | 9975 | 9976 | .9977 | .9977 | .9978 | .9979 | .9979 | .9980 | .9981
2.9 1 .9981 | .9982 | 9982 | .9983 | .9984 | .9984 | .9985 | .9985 | .9986 | .9986
3.0 | .9987 | 9987 | 9987 | .9988 | .9988 | .9989 | .9989 | .9989 | .9990 | .9990
3.11.9990 | .9991 | .9991 | .9991 | .9992 | .9992 | .9992 | .9992 | .9993 | .9993
3.21.9993 | 19993 | .9994 | .9994 | .9994 | .9994 | .9994 | .9995 | .9995 | .9995
3.31.9995 | 19995 | .9995 | .9996 | .9996 | .9996 | .9996 | .9996 | .9996 | .9997
3.4 1.9997 | .9997 | 9997 | .9997 | .9997 | .9997 | .9997 | .9997 | .9997 | .9998
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