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Eloszo

A jegyzet elsbdleges célja, hogy az dbrazolé geometria egyik legfontosab fejezetébe, a
Monge-féle kétképsikos dbrazoldsba bevezesse az olvasét. Ennek megfeleléen nem felté-
teleziink a kozépiskolai tananyagot meghaladé ismereteket. Célkitlizésiink a levelez6 és
tavoktatds feltételeinek is megfeleld szemléletes, az 6néllé tanulds sordn is kovethetd és
attekinthetd targyalds.

Kiilonos tantdrgy az dbrézolé geometria: miiveléséhez geometriai ismeretek, a térbeli
alakzatok bels6 latdasdnak képessége, a feladatok megolddsdhoz kreativitds, a rajzok elké-
szitéséhez pontossdg, st esztétikai igényesség is sziikséges. Ugyanakkor a tdarggyal valé
lelkiismeretes és szorgalmas foglalkozds sordn gyarapodni fognak geometriai ismereteik,
er6sodik majd a térszemléletiik, fejlédik a kreativitasuk, igényesebbé valnak rajzaik.

Az dbrizolé geometria a geometria més teriileteinek, igy az elemi geometria mellett
leginkdbb a projektiv geometridnak és a differencidlgeometridnak az eredményeit alkal-
mazza. Fzeknek a korrekt ismertetése nem egyeztethetd ossze a jegyzet kereteivel és
eredeti céljaval. Ehelyett csak szemléletesen, apré betiis szedéssel kozliink néhol ilyen
ismereteket, és az igényes olvasét arra biztatjuk, hogy megfelel6 szakkonyvekb6l egészitse
ki ismereteit.

A jegyzet elektronikusan hozzaférhetd és ennek sok elénye van (az dbrak szinesek,
kinagyithatok), de senki ne higgye, hogy a képernyd elbtt tlve, az egérrel kattintgatva
fogja elsajdtitani a tdrgyat! A korzd-vonalzé tovabbra is nélkiilozhetetlen! Ne csak az
el6irt feladatokat oldjak meg! Egy dbra felépiilésének a kovetése és igy az dbra megértése
leginkabb az 6ndll6 szerkesztés sordn érhet6 el.

Nagyon fontos, hogy minden &dbrazolé geometriai dbréanak, szerkesztésnek ”1assuk” a
térbeli jelentését. A sikban vetiileteikkel dbrazolt alakzatokat allitsuk vissza a térbe: re-
konstrualjunk! A térbeli elképzelést szemléltetd abrdkkal is segitjiik. A jegyzet szemléltet®
abrai is merdleges vetiiletek, amelyek azonban tekintheték merdleges axonometridnak is.
Az axonometrikus dbrézolds alapismereteit az utolsé fejezetben kozoljiik.

A targy tankonyvekkel és példatarakkal jol ellatott, ezeket tovabbi segitségként ajanl-
juk, igy pl. az [7], [10], [14] konyveket.

Mindezen segédanyagok mellett is emlékeztetjiik a hallgatét szamos tankonyv és pél-
datar el6szavanak kozos tanulsdgdra: az dbrdzolo geometria csak a sajdt magunk dltal
elvégzett szerkesztésekkel sajatithatd el! Nincs kirdlyi it!

A jegyzetben az aldbbi témakoroket targyaljuk: Monge-projekcié, térelemek abrazo-
lasa, a képsikrendszer transzformécidja. Kor dbrézolédsa, ellipszis, mint a kor affin képe.

'Ez a sokat idézett mondds az alexandriai Euklidesztol (Eukleidesztél) szarmazik. 1. Ptolemaiosz
kirdly azt kérdezte Euklidesztdl, hogy miként lehetne a geometridt konnyen elsajdtitani. Euklidesz azt
felelte, hogy "A geometridhoz nem vezet kirdlyi ut". Ezt még azzal is megtoldotta: "Munka nélkiil nincs
kenyér, sem geometria" (ldsd [13]).



Gomb, forgdshenger és forgédskip dbrézolasa, metszése egyenessel és sikkal. A kiipszeletek
néhany tulajdonsdga. Gomb, forgashenger és forgaskip dthatdsa, szétesd athatdsok. A
merev sikbeli rendszerek mozgdsa, csavarvonal. Az axonometrikus dbrézolds alapelvei.



1. fejezet

Térelemek abrazolasa, illesztése és
metszése a Monge-féle
képsikrendszerben

Tananyag: Az dbrdzold geometria feladata: dbrdzolds, szerkesztés, rekonstrudlds. A
Monge-féle képsikrendszer, dltaldnos és kiilonleges helyzeti térelemek dbrdzoldsa, illesztése,
metszése, rekonstrudldsa. (Az elsé térnegyedre koncentrdlva.) Térelemek parhuzamossaga.

1.1. Az abrazolé geometria feladata

szerkesztés

leképezés rekonstrualas

1.1. dbra. Az dbrdzolé geometria feladata

Az dbrazolé geometria feladata a hdromdimenzids tér alakzatainak szemléltetése és az
azokkal megfogalmazott geometriai feladatok megolddsa a rajz sikjan. Ez a folyamat az
alabbi szorosan osszefiiggd részek egysége (1.1. dbra.):

e a térbeli alakzatok dbrdzoldsa a sikon (leképezés);

e a térre vonatkozo szerkesztések elvégzése a sikon (szerkesztés);



e a sikbeli képekbél (vetiiletekbél) a térbeli alakzat visszaallitdsa (rekonstrudlds).
Az dbrizolé geometridval valé foglalkozds sordn, a sok-sok konkrét feladat korzdvel,
vonalzoval torténd megszerkesztésének eredményeként kialakul a geometriai ismeretekkel

szervezett kreativ térszemlélet, ami a miiszaki tervezéshez, de még a ,,mindent tud6” CAD
rendszerek értelmes, eredményes alkalmazasahoz is nélkiilozhetetlen.

1.2. A Monge-féle képsikrendszer

Gaspard Monge (1746 - 1818) az ,dbrdzol6 geometria atyja” aki a meglévé szakmai isme-
reteket kiegészitette, és ondllé tudomanyagga szervezte.

/
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II. térnegyed A l L. térnegyed

III. térnegyed

IV. térnegyed

1.2. dbra. A Monge-féle képsikrendszer

A Monge-féle képsikrendszer részei: K, a vizszintes (horizontélis) elsé képsik a fe-
liillnézet sikja, K, a szemkozti (frontélis) mdsodik képsik az elolnézet sikja. A képsikok
metszésvonala az x; o tengely (1.2. dbra.).

A képsikok a teret négy térnegyedre osztjék, a tengely a képsikokat kiilonbozé eldjelii
féelképsikokra osztja. A pozitiv félképsikok dltal hatarolt térnegyed az elsd, leginkabb ezt
hasznéljuk, a lathatésagi vizsgdlatokhoz magunkat is ebben a térnegyedben képzeljiik el.



elolnézet

feliilnézet M’

+K1

1.3. dbra. Az egyesitett képsikok

A késtébbiekben sziikségessé valhat tovabbi képsikok bevezetése is, de mindig két egy-
masra merdleges képsik alkot egy rendszert. Leggyakrabban a K, harmadik képsikot
haszndljuk kiegészitésként, amely mindkét korabbi képsikra és igy az x;o tengelyre is
merbleges (profil képsik), ez az oldalnézet sikja.

A tér leképezése a rajz sikjara két lépésben torténik:

e a térbeli alakzatokat a képsikokra mer6leges vetitésugarakkal vetitjiik a képsikokra;
e a képsikokat egyesitjiik a rajz stkjaban gy, hogy az els6 térnegyedet hatarolé pozitiv
félképsikokat szétnyitjuk (1.3. dbra.).
1.3. Térelemek abrazolasa
Térelemek:
e a pont (jele latin nagybetii: A B, ..., vagy arab szam:1,2,...);
e az egyenes (jele latin kisbetii: a,b,...);

e ¢és a stk (jele ndlunk aldhizott latin nagybetti: A,B,..., vagy rémai szdm:
LIL...).



1.3.1. Pont abrazolasa és rekonstrualasa

2. tavolsag
e oP

1. tavolsag

1.4. dbra. Pont leképezése

A P pont dbrazolésa:

e a képsikokra merdleges vetitdsugarakkal vetitjiikk a pontot, a vetiileteket P’ és P”
jeloli;

e a pont és vetiiletei egy vetitd téglalapot hatdroznak meg, amelynek szemkozti oldalai

egyenlok, tehat a pont egyik képsiktol mért tavolsdga a masik képsikra illeszked®
rendezd szakasszal egyenlé (1.4. ébra.);



P
|
1. tavolsag 2. rendezd
|
|
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|
|
|
|

1.5. dbra. Pont az els6 térnegyedben

e mivel a két rendezd szakasz az x; 2 tengelyre merdleges, azért a képsikok egyesitése
utdn a vetiiletek egy egyenesre, a pont rendezd egyenesére esnek (1.5. dbra.);

o figyelje meg, hogy az els6 rendezd akkor pozitiv, ha P’ az x; 5 tengely alatt van, mig
a masodik akkor, ha P” a tengely folott.

Kiilonleges helyzetii pontok:

e a képsikokra illeszked® pontok, ezek képsiktél mért tdvolsdga (azaz a masik rende-
z6je) nulla, tehat a masik kép illeszkedik az x; 5 tengelyre;

e a képsikoktdl egyenld tdvolsdgra 16v6, tehdt a képsikok szogfelez6 sikjaira illeszkedd
pontok. Ha a tdvolsagok eldjele is megegyezik, a pont két képe az x; o tengelyre
szimmetrikus, ezért az 1. és II1. térnegyedeket felez6 stkot szimmetriasiknak nevez-
zitk. Ha a tavolsdgok elgjele kiilonb6z6, a pont két képe egybeesik, ezért a II. és IV.
térnegyedeket felez6 sikot koincidenciasiknak nevezziik.

Pont rekonstruildsa

Kiilonbséget tesziink aszerint, hogy a rajz sikja fiiggbleges (tabla, képerny6, dllvanyos
rajzgép esete), vagy vizszintes (asztali rajz esete). Az els6 esetben tgy képzeljiik el, hogy
a rajz sikja azonos a K, mdasodik képsikkal és a képsikok egyesitésekor a +K; félképsikot
hajlitottuk le. Az asztalon készitett rajz esetén igy képzeljiik el, hogy a rajz sikja azonos
a K, els6 képsikkal és a képsikok egyesitésekor a +K, félképsikot dontottiik hatra. Ha
moédunkban 4ll az x; » tengely mentén meghajlitani a rajzunkat, rekonstrudlhatunk tgy
is, hogy el6szor a megfelels félképsikot allitjuk vissza és ezutdn a két vetitésugdr met-
széspontjaként kapjuk a rekonstrudlt pontot. A tablat, vagy a képerny6t azonban nem
hajlithatjuk meg, ezért inkdbb tgy rekonstrudlunk egy pontot, hogy

e fiiggbleges rajz esetén a pontnak a P” masodik képétdl a masodik vetitdsugdrra
felmérjiik a masodik képsikt6l mért tavolsagot, ami az elsd képen latszik (elsé ren-
dezb);



e mig vizszintes rajz esetén a P’ elsd képre illesztett elsd vetitésugarra felmérjiik az
elsé képsiktol mért tdvolsagot, ami a masodik képen latszik (mésodik rendezd).

Az dbrazolé geometria tanuldsanak egyik legfébb célja, hogy képessé véljunk egyre
Osszetettebb alakzatok vetiiletek alapjén torténé rekonstrudldsdra, més széval: a rajz
olvasdsdra. Minden rajzot kommentaljunk, szemléltessiink, rekonstrudljunk! A rekonst-
rudlds a szerkesztés, vagy a rajzolvasds folyamaténak a szerves része (nem valik el attol,
nem kiilén fazis), ezért munka kozben a rajzlap forgatédsa tilos!

Fed6pontparok

A kozds vetitdsugdrra illeszkedd pontokat fedépontoknak nevezziik. Mivel az ilyen pon-
tok képe egybeesik, egyik elfedi a madsikat. A szemléltetés egyik eszkoze a lathatésdg
feltiintetése. Az eurdpai rendszerben gy képzeljiik el, hogy az (elsé térnegyedbeli) alak-
zat a képsik és a szemiink kozott van (mig az amerikai rendszerben a képsik mogott). A
lathatosdg eldontésének alapesete a fedépontparoknal jelenik meg.

A// ?
| Dfedl C-t
: ! C//: D//
I I
" l l
B [ |
| |
| |
|
i |
X2 : ;
| |
| I
| |
| ¢ G’
|
| I
A =B e I
A fedi B-t :
» D)’

1.6. dbra. Fed6pontparok

Fedépontparbdl az a pont létszik, amelyik a szemléléhoz kozelebb van (1.6. dbra.),
azaz

e cls6 fedépontpéarbdl, feliilnézeten a magasabban 1évé (amelyiknek az eljeles masodik
rendezdje nagyobb);

e a mésodik fedépontparbol, elslnézeten, amelyik elérébb van (amelyiknek az el6jeles
els6 rendezdje nagyobb).

1.3.2. Egyenes abrazolasa

Tekintsiik az egyenest a ra illeszkedd pontok osszességeként és vetitsiikk minden egyes
pontjat! A pontok vetitésugarai a megfelelé képsikra merdleges vetitdsikot alkotnak. Ha
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az egyenes nem merdleges a képsikra, akkor a képe az egyenesre illeszked® vetitésitknak
és a képsiknak a metszésvonala, tehdt szintén egyenes. Az egyenest rekonstrudlhatjuk a
vetitésikjai metszésvonalaként (kivéve, ha a vetitésikok egybeesnek, azaz a profilegyenes
esetében). Ha az egyenes meroleges a képsikra (vetitésugdr), akkor a képe egyetlen pont.

1.7. dbra. Egyenes nyompontjai

Az egyenes nyompontja az egyenesnek és a képsiknak a doféspontja (1.7. &bra.). A
nyompont jele (dltaldban) N, No. A nyompont egyik képe azonos a nyomponttal (ezért
a kép jelét elhagyhatjuk), a masik képe pedig az x; o tengelyre illeszkedik (1.8. &bra.).
Egy egyenesnek képsikonként egy nyompontja van (ha parhuzamos a képsikkal, akkor a
végtelenben).



IV. térnegyed L. térnegyed II. térnegyed

1.8. dbra. Nyompontok szerkesztése

Az egyenes a nyompontban dofi a képsikot és dtkeriil egy médsik térnegyedbe. Ha
a képsikok atldtszatlanok, az egyenesnek csak az els6 térnegyedbeli részét ldatjuk. Az
egyenest rekonstrudlhatjuk a nyompontjai 6sszekotéseként is.

Kiilonleges helyzetii egyenesek (a képsikrendszerhez képest) (1.9. dbra.):

e képsikra illeszkedd, vagy a képsikkal parhuzamos (horizontalis, frontalis, profil) egye-
nesek;

e képsikra merdleges (1.,2.,3.) vetitésugarak.
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1.9. dbra. Kiilonleges helyzet{i egyenesek

A képsikkal parhuzamos egyeneseket (horizontélis, frontalis, profil) 1.,2., 3. févonalnak
18 nevezziik.
Két egyenes kolcsonos helyzete (egymashoz képest):

e a komplandris (kozos siki) egyenesek lehetnek metsz6k, vagy pédrhuzamosak
(1.10.,1.11. dbra.);

e a nem komplandris egyenesek kitérdk (ez az éltalanos eset!) (1.12. dbra.).

1.10. dbra. Metsz6 egyenesek

11



Xy,

2
/
\

1.11. dbra. Parhuzamos egyenesek

1.12. dbra. Kitér6 egyenesek fedépontpérral

Kitéré egyenesek lathatosagat a képeik metszéspontjahoz tartozé vetitésugarral az
egyenesekbdl kimetszett fedépontpar segitségével dontjiik el (1.13. dbra.).
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1.13. abra. Kitérd egyenesek ldthatésdga a fedépontpér alapjan

A fedbdegyenesek kozos vetitOsikban vannak, tehat komplandrisak, ezért csak metszok,
vagy parhuzamosak lehetnek (1.14., 1.15. dbra.).

1.14. dbra. Metsz6 fed6egyenesek
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ON: b/l

1.15. dbra. Péarhuzamos fed6egyenesek

1.3.3. Sik abrazolasa

Az sltaldnos helyzetii sikot nem &dbrazolhatjuk a pontjai vetiiletével, mint az egyenest
(hiszen a vetiilete beboritand az egész képsikot), ezért az altaldnos helyzetii sikot a tarté
elemeivel dbréazoljuk Vetiiletével csak az "élben ldtszo" vetitésikot dabrézoljuk.

Tart6 elemek:

e hirom, nem egy egyenesre illeszkedd, azaz nem kollinedris pont;
e két komplandris (parhuzamos, vagy metsz6) egyenes;

e cgy egyenes és egy rd nem illeszked® pont.
A sik helyzetei (a képsikrendszerhez képest):

e Az altalanos helyzetii sik ddlt, ha mindkét képen ugyanazt az (azonos irdnyitédsd,
vagy koriiljarasi iranyt) oldalat latjuk (1.16. dbra)
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1.16. dbra. A do6lt helyzet{i haromszognek elolrél és feliilrél ugyanazt az oldalat latjuk
(bal oldali dbra); A vetiiletek irdnyitdsa megegyezik (jobb oldali dbra)

CJ

1.17. dbra. A feszitett helyzeti haromszognek elolrél és feliilrdl kiillonbozé oldaldt 1atjuk
(bal oldali 4bra); A vetiiletek irdnyitasa kiilonbozik (jobb oldali dbra)
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e Az altaldnos helyzetli sik feszitett, ha a két képen kiilonboz6 (irdnyitasu, vagy ko-
riiljarési irdnyu) oldalat latjuk (1.17. dbra).

o A dOlt és a feszitett helyzet kozott a vetitésik a hatédreset.

e Ha a vetitdsik a masik képsikkal parhuzamos, féallési (horizontdlis, vagy frontalis)
stk ha pedig mindkét képsikra mertleges, (tehat a K, harmadik képsikkal parhuza-
mos) profil sik a neve.

Kiilonleges helyzetii sikok:

e a vetitésikok (az 1.18. dbra els6 vetitésikot, az 1.19. dbra mésodik vetit&sikot
mutat);

e ¢s a f64llasu (horizontdlis, frontélis, profil) sikok.

Altalanos helyzeti sik rekonstrudldsa a tart6 elemek rekonstrudlasaval torténik. Veti-
tostkot az élben latszo vetiilete alapjan rekonstrualunk.

DH

1.18. dbra. Az elsd vetitosik mertleges az els6 képsikra (bal oldali dbra); Az elsé vetitsikra
illeszkeds hdromszog az elsé képen élben latszik (jobb oldali dbra)
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1.19. dbra. A mésodik vetitésik mer6leges a masodik képsikra (bal oldali ébra); A mésodik
vetitdsikra illeszkedd parallelogramma a mésodik képen élben latszik (jobb oldali dbra)

1.20. dbra. Délt stk nyomvonalai (bal oldali 4bra); Pont illesztése févonallal a nyomvona-
laival adott délt sikra (jobb oldali abra)
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1.21. dbra. Feszitett stk nyomvonalai (bal oldali 4bra); Pont illesztése févonallal a nyom-
vonalaival adott feszitett sikra (jobb oldali dbra)

A sik kiilonleges helyzetii egyenesei (a képsikrendszerhez képest):

o A nyomwonal a sik és a képsik metszésvonala. A nyomvonalak az x; o tengelyen
metszik egymadst. Dolt stk nyomvonalainak a ldthaté fele a tengelypontra illesztett
profilsik azonos oldaldra esik, mig a feszitett stk nyomvonalainak a lathaté fele a
tengelypontra illesztett profilsik kiilonb6zd oldalan van (1.20. és 1.21. bal oldali
abrai).

e A févonalak parhuzamosak a képsikkal (ez a masik képen latszik, ahol a képsik képe

a tengely). A févonalak parhuzamosak a megfelelé nyomvonallal.

o Az esésvonalak merblegesek a megfelel févonalakra és nyomvonalra. Ez a me-
rélegesség a megfeleld képen is derékszogben latszik, mert a derékszog vetiilete is
derékszog, ha legaldbb az egyik szdra parhuzamos a képsikkal és egyik sem merdleges
ré.

Példéul egy héztetd sikjaban a cseréptarté lécek horizontélis févonalak, mig a szarufak
a tet6 sikjanak els6 esésvonalai.
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1.22. dbra. Az esésvonal meghatdrozza a sikot

Egyetlen esésvonal mar meghatarozza a sikot, mert egy tetszdleges pontjan at a ra
merdleges févonal két képe megrajzolhaté és akkor mér a sik két metsz6 egyenese ismert.
Az esésvonal nyompontjain &t a stk nyomvonalait szerkeszthetjiik (1.22. dbra).

Pont illesztése a sikra: a sikra illeszked® dltaldanos, vagy kiilonleges egyenesekkel
(javasolt a févonalakkal, 1.20. és 1.21. jobb oldali dbréi).

Egyenes illesztése a sikra: az illesztendd egyenes a stk megadott egyeneseivel komp-
landris, tehdt csak metszd, vagy parhuzamos lehet. Ha ismertek a stk nyomvonalai, tovabbi
sikbeli egyenest a nyompontjaival ezekre illeszthetiink.

1.4. Metszési feladatok

Két egyenes metszésérél a két egyenes kolcsonos helyzete kapcsan esett szé. Most a sik
és egyenes, valamint a két sik metszése kovetkezik.
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1.4.1. Sik és egyenes doféspontja

1.23. dbra. Sikidom és egyenes doféspontja (bal oldali dbra); Doféspont szerkesztése feds-
egyenessel (jobb oldali abra)

1.1. Feladat. Adott a sik és az egyenes, szerkessziik meg a doféspontjukat!
Megoldas.

e ha a sik altalanos helyzetii, akkor az adott egyenesnek a sikban felvett fed6egyene-
sével szerkesztiink, a fedegyenes segit a ldthatdsdg eldontésében is (1.23. dbra):

— a fedbegyenes egyik képe azonos az adott egyenes megfelelé képével;

— a fed6egyenes illeszkedik a sikra, ezért metszi a stk egyeneseit, ennek alapjan
megszerkesztjiik a masik képét;

— ott (a masik képen) megkapjuk a doféspont képét, amit visszavetitiink a feds-
egyenes ¢és az adott egyenes kozos képére;

e ha a sik vetitdsik, a doféspontot a vetitdsik élben latszé képe metszi ki, mar csak at
kell vetiteni a masik képre.
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1.4.2. Két sik metszésvonala

1.24. dbra. Két sikidom metszésvonala (bal oldali dbra); Metszésvonal szerkesztése dofés-
pontokkal (jobb oldali dbra)

1.2. Feladat. Adott két sikidom, szerkesztendd a metszésvonaluk.
Megoldas. a metszésvonalat két dofésponttal is megszerkeszthetjiik (1.24. abra):

e doféspontot szerkesztiink az egyik sikbdl védlasztott egyenessel a médsik sikon;
e megismételjiik az el6bbi lépést (a sikok szerepét megtartva, vagy felcserélve);

e a két doféspont 6sszekotd egyenese a metszésvonal.

Ha a két stk a nyomvonalaival adott, a szerkesztés kiilonosen egyszerti, hiszen a nyom-
vonalak metszéspontjai a metszésvonal nyompontjai (1.25. dbra).
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1.25. dbra. Nyomvonalakkal adott sikok metszésvonala (bal oldali dbra); Metszésvonal
szerkesztése nyomvonalakkal (jobb oldali dbra)

Ha az egyik sik vetitosik, a metszésvonalat a vetitésik élben latszé képe metszi ki. Ha
mindkét sik vetitésik (egyik elsd, masik mésodik), akkor azok a metszésvonal vetitésikjai,
élben latsz6 képiik a metszésvonal megfeleld képe.

1.5. Térelemek parhuzamossaga
Az euklideszi geometridban

e két egyenes parhuzamos, ha komplandrisak (van kozos sikjuk), de nincs kozos pont-
Juk;

e cgyenes és stk parhuzamos, ha van a sikban az adott egyenessel parhuzamos egyenes;

e két stk parhuzamos, ha van az egyik stkban a maésik sikkal parhuzamos két metsz6
egyenes.

A reneszédnsz festOk a térben hatrafuté egyeneseket egy irdnypontban metsz6dé egye-
nesekként dbrazoltdk. A geometridba Desargues (1593 - 1662) vezette be a végtelen tévoli
pont fogalmét. Eszerint:

e a parhuzamos egyenesek egy kozos végtelen tavoli pontban metszik egymaést;
e parhuzamos stkok egy kozos végtelen tavoli egyenesben metszik egymast;

o végiil egy sikkal parhuzamos egyenes metszi a stk végtelen tavoli egyenesét.
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Az egységesség érdekében két parhuzamos egyenes is csak egyetlen kozos (végtelen
tévoli) pontban metszheti egymaést. gy egy egyenesnek csak egy végtelen tavoli pontja,
hasonléan egy stknak csak egy végtelen tavoli egyenese és az egész térnek egyetlen végtelen
tavoli sikja van. A térnek ez a projektiv szemlélete egységesebbé és hatékonyabbd teszi
altalaban a geometria és kiilonosen az dbrézolé geometria targyaldsat.

1.6. Gyakorlé feladatok az 1. témakorhoz

1.1. Illesszen a képsikrendszerhez egy Descartes-féle derékszogii koordindta-rendszert gy,
hogy az y tengely a Monge-féle képsikrendszer x;  tengelyére essen, az x,y tengelyek
pedig a K, K, képsikokra. Abrézoljon ezutdn pontot a koordinatsk alapjén, illetve
olvassa le dltaldnos és kiilonleges helyzet{i pontok koordindtdit (1.26. dbra).

1.2. Adottak az A, B pontok. Szerkessze meg az e(A, B) egyenes nyompontjait!
1.3. Adottak az A, B, C pontok. Szerkessze meg az S(A, B, C) sik nyomvonalait!

1.4. Adottak az a, b komplandris (metsz6, vagy parhuzamos) egyenesek. Szerkessze meg
az S(a, b) stk nyomvonalait!

1.5. Adott az A pont és az e egyenes. Szerkessze meg az S(A,e) siknak az A pontra
illeszkedd févonalait és esésvonalait!

1.6. Adott az a egyenes és vetiiletével a V, mésodik vetitésik. Szerkessze meg az a
egyenesnek az V, masodik vetitdsikkal alkotott doféspontjét!

1.7. Adott az a egyenes és e; elsd esésvonaldval az S stk. Szerkessze meg az a egyenesnek
az S sikkal alkotott doféspontjat (1.27. dbra)!

1.8. Adott a V, mdsodik vetitésik és egy S sik a nyomvonalaival. Szerkessze meg a két
stk metszésvonalat!

1.9. Adott két sik a nyomvonalaival. Szerkessze meg a két sik metszésvonaldt (1.25. dbra)!

1.10. Adott az A sik a nyomvonalaival és a B sik a févonalaival. Szerkessze meg a két sik
metszésvonaldt!

1.11. Adott két sik a févonalaival. Szerkessze meg a két sik metszésvonalét!

1.12. Adott két sik az e; és a g els6 esésvonalakkal. Szerkessze meg a két sik metszésvo-
nalat!

1.13. Adott a rajz szerinti két téglalap (1.28. dbra). Szerkessze meg a metszésvonalukat!

1.14. Adott az a egyenes, és az S sik n; els6 nyomvonala. Szerkessze meg az S sik ny
médsodik nyomvonaldt gy, hogy a és S parhuzamos legyen!

1.15. Adott az A és a B stk a nyomvonalaival valamint a C pont. Szerkessze meg a C
pontra illeszked® és az A, B sikokkal parhuzamos ¢ egyenest!
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1.26. dbra. Pontok koordinétai (1.1. gyakorlo feladat)

1.27. dbra. Esésvonaldval adott sik dofése egyenessel (1.7. gyakorl6 feladat)
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1.28. dbra. Kiilonleges helyzetii téglalapok metszése (1.13. gyakorlé feladat)
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2. fejezet

Méretfeladatok

Tananyag: Térelemek merblegessége. A képsikrendszer transzformdcidja. FEgyenes és
stk ktilonleges helyzetbe transzformdaldsa. Kilonbségi hdromszog, egqyszertbb tdvolsdgfela-
datok. A sik leforgatdsa, a merdleges, tengelyes affinitds néhdny tulajdonsdga. Tovdbbi
méretfeladatok megolddsa transzformdaldssal és a sik leforgatdsdval.

2.1. Meroblegesség

Eloszor sik és egyenes merdlegességének a vetiileti feltételeit vizsgaljuk, a két egyenes és
a két stk mer6legességét majd erre vezetjiik vissza.

Két kitérd egyenes szogén az énmagukkal pdrhuzamosan kozos pontba eltolt egyenesek
szogét értyiik. FEszerint két kitérd egyenes merdleges, ha énmagukkal pdrhuzamosan kozos
pontba eltolva derékszoget zdrnak be.

Eqgy sik és eqy egyenes merdleges, ha az eqgyenes a sik minden egyenesére merdleges.

n

2.1. dbra. A sikra merdleges egyenes tétele

Merdleges sik és egyenes szerkesztését két (kozépiskolabdl ismert) tételre alapozzuk:
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1. a sikra merdleges egyenes tétele: Ha eqy egyenes merdleges a sik két metszd egye-
nesére, akkor a sik minden egyenesére (és igy magara a sikra is) merdleges. (A
tételt itt nem bizonyitjuk, csak szemléltetjiik (2.1. dbra). Az asztalon &ll6 nyitott
konyv n gerince jelzi azt az egyenest, amelyik a konyv két fedele miatt az asztallap
sikjanak két metsz6 a és b egyenesére merdleges és ezért a kiilonboz6 irdnyi lapok
mind érintik az asztalt. (Ha a konyvet ferdén vagtak volna el, a lapok élei egy kip
feliiletére illeszkednének és nem egy sikra.)

2. a hdarom merdleges tétele: Egy sikkal hegyesszoget bezdre eqyenes akkor és csak akkor
merdleges eqy sikbeli eqyenesre, ha a sikra esé merdleges vetiilete is az. A tételt
szemléltetd 2.2. dbrdn a sikbeli g tengely koriil megforgatott a egyenes vetiilete a
forgatds kozben nem viltozik, mert dllandéan ugyanarra a V vetitésikra illeszkedik.

2.2. dbra. A harom meréleges tétele

A merélegesség nem valtozik, ha az egyeneseket snmagukkal parhuzamosan eltoljuk,
eszerint a harom merdleges tételét igy is atfogalmazhatjuk:

Egy térbeli derékszog (el nem fajuld) vetiilete akkor és csak akkor derékszig, ha legaldbb
az eqyik szdra pdrhuzamos a képsikkal, vagy illeszkedik arra.
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2.3. dbra. Sikra merdleges egyenes szerkesztése

2.1. Feladat. Adott az S stk a h és £ févonalaival, valamint az A pont. Szerkessziink az
A pontbdl az S sikra merdleges n egyenest (normdlist)!

Megoldas. (2.3. dbra)

e n masodik képe legyen mer6leges f masodik képére;

e n elsd képe legyen meréleges h elsé képére.

A szerkesztés helyességének bizonyitasa:

A 2. tétel miatt n mertleges f-re is és h-ra is (az n, f és n, h egyenespérok sltaldban
kitérok), de ha merdleges az S sik két metszd egyenesére (f-re és h-ra), akkor az 1. tétel
miatt meréleges magdra az S sikra is.

Persze ,baj” van, ha h és f nem metsz6 egyenesek, azaz ha S parhuzamos az x; o-vel.
Ebben az esetben a feladatot transzformadlassal oldjuk meg.
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2.4. dbra. Egyenesre mer&leges sik szerkesztése

2.2. Feladat. Adott az R pont és az a egyenes. Szerkessziink az R pontbdl az a egyenesre
merdleges sikot!

Megoldas. (2.4. &bra) Rajzoljuk meg a keresett siknak az R pontra illeszked6 h, f
févonalait!

Ha a merdleges az x;o-re, azaz profilegyenes, h és f egybeest egyenesekként nem
hatdrozndk meg a keresett stkot. Ebben az esetben a feladatot transzformélassal oldjuk
meg.

Két egyenes merdlegessége (erre mér van egy definiciénk, de most szerkeszteni
akarjuk, ezért a sik és egyenes jol szerkeszthetd mer6legességére fogjuk visszavezetni):
Két eqgyenes meréleges eqgymasra, ha az eqyik illeszkedik eqy, a mdsik eqgyenesre merdleges
stkra.

Két sik merdlegessége (a sik és egyenes jol szerkeszthet mertlegességére visszave-
zetve): Két sik merdleges eqgymdsra, ha az eqyik illeszkedik egy, a mdsik sikra merdleges
egyenesre.
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2.5. dbra. Sikra merdleges sik szerkesztése

2.3. Feladat. Adott az e egyenes, valamint h és f févonalaival az S sik. Szerkessziink az
e egyenesre illeszkedd és az S sikra merdleges M sikot!

Megoldas. (2.5. dbra) Az e egyenes tetszbleges 1 pontjébdl éllitsunk n merélegest az S
sikra. e és n meghatdrozza a keresett M sikot: M(e, n).
Vetitosikra févonal, févonalra vetitésik merdleges. Abrézoljal

2.2. A képsikrendszer transzformacigja

Egy meglévd képsikrendszerrdl eqy g képsikrendszerre vald dttérést a képsikrendszer transz-
formdcidjanak nevezziik. A transzformécié sordan a meglévd képsikok egyikére merélegesen
vezetjiik be az 1j képsikot, ezek alkotjék az dj rendszert, a mésik régi képsikot pedig el-
hagyjuk. Igy beszélhetiink megmarads, j és elmarads képsikrdl, illetve képrél. Az j
képsikot az 1j tengellyel (az 1j képsiknak a megmarad6 képsikra es6 vetiiletével) adjuk
meg. A térelemek 1j képének a megszerkesztését a térelemek transzforméldsdnak nevez-
ziik. Alapvetd a pont transzformaldsa, mert az egyenest két, a sikot pedig hérom (nem
kollinedris) pontjdval transzformalhatjuk.
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2.6. abra. A negyedik képsik (bal oldali dbra); Pont negyedik képe (jobb oldali ébra)

A pont 1j (transzformalt) képének szerkesztése (2.6. dbra):

e a megmaradé képbdl az 1j tengelyre merdleges rendezd egyenest rajzolunk;

e a rendezd egyenesre (nagysdg és irdny szerint) felmérjiik az elmaradé rendezé sza-
kaszt.

><2.3

X2.3

P” P///

N
e : v
\ P

2.7. dbra. A harmadik (profil) képsik (bal oldali abra); Pont harmadik képe (jobb oldali
abra)

31



Az x5 tengelyre merdleges profil képsik a K, harmadik képsik (2.7. dbra). Erre

transzformélva a profilegyenesekkel és harmadik vetitésikokkal kapcsolatos feladatok val-
nak konnyen megoldhatéva. Példdul:

e illesztés profilegyenesre (a 2.8. abrén a P, Q pontokkal adott profilegyenes nyom-
pontjait szerkesztettiik meg),

P//>_ o
Xi2 N

2.8. dbra. Profilegyenes nyompontjai

e profilegyenesre, vagy harmadik vetitésikra meréleges térelem szerkesztése (a 2.9
abrén 3. vetittsikra éllitottunk merdlegest az adott P pontbdl).

X2,3
PN P///
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2.9. dbra. Merdleges allitds harmadik vetitsikra
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A képsikrendszer transzformaciéjaval elérhet®, hogy egy adott egyenes, vagy sik az tj
rendszerben kiilonleges helyzetd legyen:

e dltaldnos helyzetli egyeneshez az els6 transzforméciéval parhuzamos (K,), a méso-
dikkal merdleges (K;) képsikot vehetiink fel;

e iltaldnos helyzetli sikhoz az els6 transzforméciéval merdleges (K,), a mésodikkal
parhuzamos (K;) képsikot vehetiink fel.

Altaldnos helyzet(i adatokra vonatkozé feladat transzforméciéval torténd megolddsa-
nak menete:

e valamelyik adott egyenest, vagy sikot kiilonleges helyzetbe (f6alldsba, vagy vetitd
helyzetbe) transzformaljuk;

e az Uj rendszerben (a kiilonleges helyzetet kihasznélva) megoldjuk a feladatot;

e az eredményt visszatranszforméljuk az adatok eredeti rendszerébe.

Az eddig tanult szerkesztések koziil oldjuk meg transzformédciéval a sik és egyenes
doféspontjanak és a két stk metszésvonaldnak a szerkesztését! Mindkét esetben transzfor-
maljuk a metszosikot vetitdsikka!

2.4. Feladat. Adott eqy szabdlyos négyoldali gila a szimmetriatengelye, alapnégyzetének
A csicsa és m magassdga. Szerkessziik meg a gulat! (A guldt a 2.6.2. pontban definidljuk.)

Megoldas. Alapotlet: transzformdljuk az a szimmetriatengelyt vetitésugdrra (2.10.
abra)!

e K, pidrhuzamos a-val (x; 4 pdrhuzamos a els6 képével), transzforméljuk az A pontot
és az a egyenest (az utébbit két pontjaval);

o K. merdleges a-ra (x45 mertleges a negyedik képére), transzformdljuk az A pontot
és az a egyenest (a otodik vetitésugar, stodik képe egy pont);

— a negyedik-6todik képek rendszerében szerkessziik meg a gulédt:
— az alapnégyzet 6todik képe valédi nagysagu;

— a gila magassdga a negyedik képen latszik;
e transzformadljuk vissza az eredményt:

— el6bb az elso;
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— majd a masodik képre;

1 " M” A//

2.10. dbra. Guila szerkesztése a szimmetriatengely vetitéhelyzetbe transzformélasaval

e hizzuk ki az egyes képeket lathatésdg szerint! Ha kovetkezetesen jartunk el, barmely
rendszerben vizsgaljuk egy kép lathatésagat, azonos eredményre jutunk.
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2.11. abra. Hasdb szerkesztése az alaplap sikjanak féalldsba transzformaldsaval

2.5. Feladat. Adott egy szabdlyos hatoldali hasdb alaplapjinak A sikja az alaplap 1 ké-
zéppontjara illeszkedd h,f févonalaival és az alaplap A csicsanak A’ elsd képe. Szer-
kessziik meg a hasdbot, ha oldalélei az alapélekkel eqyenldk! (A hasabot a 2.6.1. pontban
definidljuk.)

Megoldas. A megoldds hasonl6 az el6z8hoz: transzforméljuk az alaplap A sikjat foal-
lasba (2.11. dbra)!
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o K, merdleges A-ra (x; 4 mer6leges h'-re), transzformaljuk az A sikot és vetitsiik rd
az A pontot (itt konnyebb az A pontot az A sikra illeszteni, mint az eredeti K,
K, rendszerben);

e K. parhuzamos A-val (x45 egybeesik A negyedik képével), transzformaljuk az 1 és
az A pontot;

e a negyedik-6todik képek rendszerében szerkessziik meg a hasdbot:

— az alaphatszog otodik képe valédi nagysagu;

— a hasdb magassdga a negyedik képen latszik;
e transzformaljuk vissza az eredményt:

— el6bb az elso;

— majd a mésodik képre;

hizzuk ki az egyes képeket ldthatosag szerint!

2.3. Tavolsag, kiilonbségi haromszog, egyszeriibb ta-
volsagfeladatok

Két térelem tdavolsdagan a legkozelebbi pontjaik kézt mérhetd tavolsagot értjik, (metszo,
vagy illeszkedd térelemek tévolsdga 0).

Alapeset a két pont tavolsiga, vagyis az dltaluk meghatdrozott szakasz hossza. A
tobbi tdvolsdgfeladatot is erre fogjuk (az eléz6 definiciéval) visszavezetni.
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2.3.1. A kiilonbségi haromszog

B/l

2.12. dbra. A kiilonbségi hdromszog (bal oldali dbra); Szakasz hosszdnak szerkesztése
kiilsnbségi hdromszoggel (jobb oldali abra)

2.6. Feladat. Adott az A, B pont, szerkesztendd az AB tdvolsdguk.
Megoldas. (2.12. édbra)

e Toljuk fel a szakasz els6 képét a szakaszig. Egy derékszogii hdromszoget kapunk,
amelynek atfogdja az adott szakasz, egyik (vizszintes) befogdja a feltolt elsé kép,
masik (fiiggbleges) befogdja pedig a végpontok elsé képsiktél mért tévolsdgainak a
kiilsnbsége (errdl a befogérdl kapta a kilonbségi hdromszdg elnevezést). Mivel az
els6 képsiktél mért tavolsdgok megegyeznek a mésodik rendezékkel, ez a kiilonbség
a masodik képrol lemérhetd. A térbeli szakasz és a hozzdtolt kép kozotti szog a
szakasznak a képsikkal bezart képsikszogével egyallasi. Ezért a kiilonbségi hdrom-
szogrol az is leolvashatd, hogy a szakasz vetiilete a térbeli hossznak és a képsikszog
koszinuszanak a szorzata (tehat csak a képsikkal parhuzamos szakasz latszik valodi
nagysagban, minden mds esetben a vetiilet rovidebb).

e A kiilonbségi hdromszoget barmely két fiiggetlen adatdbdl megszerkeszthetjiik. A
szerkesztést barhol (még a rajzlapon kiviil is) elvégezhetjiik, de praktikus a szakasz
vetiileteihez kapcsolni.

Szakasz hossza transzformélassal is megszerkesztheté. Igazolja, hogy a két szerkesztés
eredménye megegyezik!
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2.13. dbra. Pont és egyenes tavolsdga merdleges allitasdval

2.7. Feladat. Adott a P pont és az e egyenes, szerkessze meg a tdavolsdagqukat!
Megoldas. (2.13. dbra)

e dllitson P-bdl e-re merdleges M sikot;
e szerkessze meg a D(M, e) doféspontot;

e a keresett tdvolsdg a PD szakasz hossza.
2.8. Feladat. Adott a P pont és az S sik, szerkessze meg a tavolsagukat!
Megoldas.

e dllitson P-bdl S-re meréleges n egyenest;
e szerkessze meg a Q(S,n) doféspontot;

e a keresett tavolsdg a PQ szakasz hossza.

38



P/l

|
|
|
¢ |
) |
n, I |
| |
| | ,
X1,2 [ 11
T N
| N
1 AN
|
QP 7
AN N
n2 \\ \\
N N
S N
\\\ Pfg g/v
o1
><l.4 P/v

2.14. abra. Pont és stk tdvolsdga transzformaélassal
Masik megoldds (2.14. dbra):

o transzforméljon az S-re merdleges 14j K, képsikra;

e a keresett tdavolsdg a negyedik képen valodi nagysdgban latszik.

Két kitérd egyenest metszd harmadik egyenes az elébbiek transzverzalisa. Azt a transz-
verzdlist, amelyik a két kitérd eqgyenes mindegyikére még merdleges is, a két kitérd egyenes
normdltranszverzalisinak nevezziik.

Két kitér6 egyenes tavolsidga a normdltranszverzalisukon a két metszéspont kozé es6
normdltranszverzalis szakasz hossza.

s N

2.9. Feladat. Adottak a képsikrendszerhez képest dltaldnos helyzetd a és b kitérd egye-
nesek, szerkessze meg a tdvolsagukat!

Megoldas.

e Transzformadlja vetitésugarra az a egyenest (kétszeri transzforméldssal);

e az egyenesek 6todik képének (egy pontnak és egy egyenesnek) a tavolsdga megadja
a két kitérd egyenes tavolsagat, ugyanis az a normaéltranszverzalis szakasz 6todik
képe;

e ha szerkesztendd a norméltranszverzalis is, transzformélja vissza az eredeti rend-
szerbe.
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2.15. dbra. Kitérd egyenesek tavolsdga transzformaldssal

Masik megoldds (2.15. dbra):
e toljuk el a b egyenest (6nmagdval parhuzamosan) az a egyenest metszd helyzetbe;

e az igy kapott metsz6 egyenesekkel meghatarozott sikot transzforméljuk vetitésikka;

e az egyenesek negyedik képének (két parhuzamos egyenesnek) a tdvolsdga megadja
a két kitérd egyenes tdvolsagat, ugyanis a normaéltranszverzdlis parhuzamos a K,
negyedik képsikkal. (A normaltranszverzdlis pontos helyét azonban most csak egy
tovébbi transzformdaciéval szerkeszthetnénk meg.)

2.4. A sik leforgatasa, a merdleges tengelyes affinitas
néhany tulajdonsaga

Egy sikbeli alakzat csak akkor latszik valédi nagysdgban, ha sikja parhuzamos a képsikkal.
Ez elérhet6 (legfeljebb kétszeri) transzformaldssal is, vagy a sik képsikkal parhuzamos
helyzetbe, azaz féallasba forgatasdaval. Mivel a forgatds kozben a forgatas tengelye helyben
marad, ezért az mdr eleve a képsikkal parhuzamos, vagyis févonal, vagy nyomvonal kell
legyen.

2.10. Feladat. Hatdrozzuk meg a V, masodik vetitésikban lévé ABC hdromszog valods
nagysagat!
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Megoldas. (2.16. dbra) Valasszuk a forgatds tengelyéiil V, elsé nyomvonalét és forgas-
suk akoriil a haromszoget az elsé képsikba. Forgatds kozben a pontok tengelyt&l mért
tavolsdga nem valtozik, tehdt a tengely koriil korpdlydkat irnak le, amelyek feliilnézet-
ben a tengelyre mer6leges egyeneseknek ldtszanak. Szerencsére a pontoknak a forgatds
tengelyét6l mért tavolsdga a masodik képen kozvetleniil lemérhetd.

2.16. abra. Vetitdsik leforgatasa (bal oldali dbra); Merdleges tengelyes affinitéds a sitkidom
képe és leforgatottja kozott (jobb oldali dbra)

A sikidom képe és leforgatottja kozotti megfelelés (az elsé képen) hasonlit a tenge-
lyes tiikrozésre, csak most a tengely két oldaldn taldlhaté tdavolsag nem egyenld, hanem
csak ardnyos (ardnyuk a képsikszog koszinusza). Ha ezt a megfelelést elvonatkoztatjuk
(absztrahaljuk) a forgatédstol, a két sikidom viszonyat merdleges tengelyes (perspektiv)
affinitdsnak nevezziik.

A fogalom altalanositdsaval kapjuk a ferde tengelyes (perspektiv) affinitdst, amelyben a
megfelel pontokat 6sszekotd egyenesek mér nem merélegesek a tengelyre (pl. egy sikidom
két képe kozott fenndllé affinitds tengelye a siknak a koincidencia egyenese), ha pedig
tengely sincs (pl. egy sikidom transzforméldsa sordn kapott két kiilonbozé rendszerbeli
képe kozott fennall6 affinitas), az (dltalénos) affinitdst.

Eqgy egyenesre illeszkedd hdarom pont oszto’_m;sz%a, vagy eqyszertviszonya a megfeleld
irdnyitott tavolsdgaik hdanyadosa: (ABC)=AC/BC.

2.4.1. Az affinitas tulajdonsdgai

Az aldbbiakban az affinitds tulajdonsédgait a fenti dltaldnosités rendjében csoportositottuk:
A merdleges tengelyes affinitds tulajdonsdgai:
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e dltaldanos tulajdonsagok:

— folytonos leképezés;

— egyenestarté leképezés;

— illeszkedéstarto leképezés;
— az osztdviszony invaridns;

— a parhuzamossédg invarians;

végtelen tavoli pont megfeleldje végtelen tavoli pont.
e tengellyel kapcsolatos tulajdonsagok:

— a tengely pontonként fix;

— a megfelel6 egyenesek a tengelyen metszik egymast;

— a tengellyel parhuzamos egyenes megfeleléje a tengellyel parhuzamos;
— a megfelel6 pontokat 6sszekotéd egyenesek parhuzamosak;

— a megfelel6 pontok tengelytdl mért tdvolsdganak az ardnya allandé.
e az affinitds merdleges ha:
— a megfelel6 pontokat 6sszekotd egyenesek az affinitds tengelyére merdlegesek.

A fenti felsoroldsbdl elhagyva az affinitds mer6legességére vonatkozé tulajdonsdgot,
maradnak a (ferde) tengelyes affinitds tulajdonsdgai, és ha még a tengelyre vonatkozd
tulajdonsdgokat is elhagyjuk, akkor maradnak az (altalanos) affinitds tulajdonsdgai.

A siknak sikra (esetleg énmagdra) vald olyan folytonos, kolcsondsen egyértelmi leké-
pezését, amelyben pontnak pont, egyenesnek egyenes, illeszkedésnek illeszkedés felel meg,
kollinedcionak nevezziik.

Az affinitds az euklideszi sik legaltalanosabb kollinedciéja.

2.4.2. Affinitas megaddsa

Minél altalanosabb az affinitds, anndl tobb a megadhatd, szabad paramétere.
o A merdleges tengelyes affinitdst meghatdrozza:

— a tengelye és a megfelel6 pontok tengelytdél mért tavolsdgdnak az ardnyszdma
(leforgatasnél ez a sik képsikszogének a koszinusza);

e A tengelyes affinitdst meghatdrozza:
— a tengelye és egy megfelel$ pontparja;
e Az (dltaldnos) affinitdst meghatédrozza:

— hdrom &ltaldanos helyzetii (nem kollinedris) pontparja (tehat két haromszog
mindig tekinthet6 affin megfelelének).

42



Altalsnos helyzetii sik leforgatottjét (visszaforgatottjat) gy szerkesztjiik meg, hogy
egy pont leforgatottjat (visszaforgatottjat) a forgatdsi sugdr kiilonbségi héromszogével
megszerkesztjiik, a tovdbbiakra pedig alkalmazzuk az affinitds tulajdonsagait.

2.17. dbra. Altaldnos helyzetti hiromszog leforgatésa

2.11. Feladat. Hatdrozzuk meg az dltaldnos helyzetdi S sikban lévd ABC hdromszég va-
lodi nagysagat!

Megoldas. (2.17. 4bra)

e Vilasszuk a forgatds tengelyéiil S valamelyik, pl. az A pontra illeszkedé h els6
févonalat, és forgassuk akoriil a hdromszoget az els6 képsikkal parhuzamos helyzetbe.
A’ = (A) mert A illeszkedik a forgatés tengelyére;

e szerkessziik meg kiilonbségi haromszoggel a B pont tengelytél mért tavolsagat és
meérjiik fel azt a tengelyt6l a B’ ponton dtmend tengelyre meréleges egyenesre, igy
kapjuk a (B) pontot;

e (C) megszerkesztéséhez hasznaljuk fel, hogy a haromszog BC oldala és annak
(B)(C) leforgatottja a forgatds tengelyén metszik egymést.

43



2.18. dbra. Szabdlyos 6tszog visszaforgatdsa

2.12. Feladat. Adott a h horizontdlis févonal kéril leforgatott szabdlyos otszog és A
csucsanak az elsd képe. Szerkessziik meg az 0tszog hianyzo képeit (2.18. dbra)!

Az adottnak tekintett szabdlyos 6tszoget tigy szerkesztettiik meg, hogy

e vettiik a kor két meréleges atmérojét;

e az egyik dtmérén vett sugdr F felezOpontjatol a masik atméré A végpontjdig mért
tavolsdgot ramértiik a felezOponttdl az elsd dtmérore;

e az igy kapott AG tévolsdg lett a korbe irt szabalyos 6tszog oldalhossza (2.19. dbra).
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2.19. dbra. Szabélyos 6tszog szerkesztése

Megoldas.

e Az A csucs els6 képének és leforgatottjanak a forgatds tengelyétél mért tavolsaga a
kiilonbségi hdromszog két oldala, ezekbdl a kiilonbségi haromszog és igy a masodik
rendez6k kiilonbsége megszerkeszthetd (két lehet6ség koziil az dbrén a délt sikot
valasztottuk);

e az Otszog elsd képét a merdleges tengelyes affinitds tulajdonsdgainak a felhasznald-
sdval szerkesztettiik;

e az Otszog masodik képét az elemek (h, A) sikra torténd illesztésével szerkesztettiik.

Figyeljiik meg, hogy az oldalak és atlék pdarhuzamossiga invaridns!

2.20. dbra. Pont és egyenes tdvolsdga a sikjuk leforgatdsaval
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Szerkessziik meg adott pont és egyenes tévolsigét a sikjuk leforgatasaval (2.20. dbra)!

2.5. Térelemek szoge

Egyenesnek, vagy siknak a képsikkal bezdart szogét képsikszognek nevezziik.

Egyenes képsikszogét a kiilonbségi haromszoggel (vagy f6éllasba transzforméldssal)
szerkeszthetjiik. Sik képsikszoge az esésvonal képsikszogével egyenld.

Két metsz6 egyenes hajlasszogét a sikjuk leforgatasdval szerkeszthetjiik meg.

2.21. dbra. Két kitér6 egyenes hajldsszoge

Két kitérd egyenes hajldsszogén a pdrhuzamosan kozos pontba eltolt eqyenesek szogét
értjiik (2.21. dbra).
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2.22. dbra. Sik és egyenes hajldsszoge (bal oldali abra); Sik és egyenes hajldsszogének
szerkesztése potszoggel (jobb oldali dbra)

Sik és egyenes hajldsszogén az eqgyenesnek a sikra esé merdleges vetiiletével bezdrt szogét
értjiik.

Bar sik és egyenes hajldsszogét a fenti definicié szerint is megszerkeszthetnénk, egy-
szer{ibb, ha e helyett az egyenes és a sik normadlisa dltal bezart szoget szerkesztjiik meg
(a sikjuk leforgatdséval), a keresett szoget ennek a pétszogeként kapjuk (2.22. dbra).
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2.23. dbra. Két sik szogének szerkesztése a normalisaikkal

Két sik hajldsszogén az eqyes sitkokban a sikok metszésvonaldra dllitott merdlegesek
szogét értyik.

Két sik hajlasszoge egy tetszdleges pontbdl a sikokra &llitott merdlegesek szogeként is
szerkeszthet6 (2.23. dbra).

2.13. Feladat. Adott eqy szabdlyos négyoldali gila elsd képsikra illeszkedd ABM oldal-
lapja. Abrdzolja a guldt és szerkessze meg

e az alaplap elsé képsikszogét;

a C csiucsnak az MA éltél mért tavolsagat;

az MC él elsé képsiksziogét.
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2.24. dbra. Képsikon fekvd gula (bal oldali dbra); Gula felépitése és méretei (jobb oldali
abra)

Megoldas. (2.24. &bra) Képzeljiik a guila halézatédt az elsé képsikba teritve! Ebbol
megrajzoltuk az alapnégyzet leforgatottjat, a BCM oldallapot pedig raforgattuk az ABM
oldallapra. Visszaforgatds kozben a kétféleképpen leforgatott C csics a két kiilonbozé
forgatdsi tengelyre merdleges kor mentén mozog. Ezek vetiiletének metszéspontja lesz
a C'. Az alapnégyzet AB forgatdsi tengelye és a (C);, C' pontpar meghatdrozza azt a
merdleges tengelyes affinitdast, amivel az alaplap els6é képét szerkeszthetjiik.

e A (C);,C" pontpdr meghatdarozza a forgatds sugardnak kiilsnbségi hdromszogét,
amelynek egyik befogdja C magassagdt, szemkozti o, szoge pedig az alaplap els6
képsikszogét hatarozza meg;

e a C cstcsnak az MA élt6l mért ¢ tdavolsagat az AMC stk AM nyomvonal koriili
leforgatésaval;

e az MC él a; els6 képsikszogét pedig az él mdasodik képéhez kapcsolt kiilonbségi
hdromszoggel szerkesztettiik meg.
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2.6. Hasab és gula metszése egyenessel és sikkal,
centralis kollineacié

2.6.1. Hasab

Vegyiink eqy sikbeli sokszdget, amit a tovdbbiakban alapsokszognek neveziink! Hasdbot
kapunk,

e ha az alapsokszég keriiletén eqy, a sikjdval nem pdrhuzamos szakaszt onmagdval
parhuzamosan korbe tolunk,

e vagy ha az alapsokszioget eqy a sikjdval nem parhuzamos szakasz mentén énmagdval
parhuzamosan eltolunk.

A hasdbot egyenesnek nevezziik, ha az oldaléle az alaplap sikjéra meréleges. Az ilyen
hasab oldallapjai téglalapok.

Szabdlyosnak mondjuk azt az egyenes hasdbot, amelynek az alaplapja szabdlyos.

Az ilyen hasédb oldallapjai egybevagd téglalapok.

Hasdb metszése egyenessel

2.25. dbra. Hasdb dofése egyenessel (bal oldali abra); Haséb doféspontjainak szerkesztése
segédsikkal (jobb oldali 4bra)

2.14. Feladat. Hasdb és egyenes doféspontjinak szerkesztése.
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Megoldas. (2.25. abra) Vegyiink fel az egyenesre illeszkedd, a hasab oldaléleivel par-
huzamos segédsikot, ennek az alaplap sikjaba est metszésvonala kimetszi az alaplapbdl
annak a két alkoténak egy-egy pontjit, amelyek az egyenest a doféspontokban metszik.
Esetiinkben az alaplap sikja az elsé képsik, ezért a segédsik metszésvonala éppen az els6
nyomvonal. (A képsikon &ll6 egyenes hasdb esetén a segédsik az egyenes élben latszo
vetitdsikja, az ezzel kimetszett alkotok vetitésugarak.)

Hasab metszése sikkal

"
By

A//

2.26. abra. Affinitds a hasdb alaplapja és sikmetszete kozott (bal oldali dbra); Hasdb
stkmetszetének szerkesztése (jobb oldali dbra)

A hasdb alaplapja és a sikmetszete kozott (térbeli) tengelyes affinitds éll fenn. Az affinitds
tengelye a metsz6siknak az alaplap sikjaba es6 metszésvonala, irdnya a hasab oldaléleivel
parhuzamos, a megfelel¢ pontparok az alaplapnak és a metszetidomnak a hasab kozos
oldalélére illeszkedd csicsai. Az alaplap és a metszetidom megfelel$ oldalegyenesei az
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affinitds tengelyén (a metsz6sik és az alaplap metszésvonaldn) metszik egymést (2.26.
abra, bal oldal).

A hasdb alaplapja és sikmetszete kozotti affinitds az (el nem fajuld) vetiiletek ko-
zott is fenndll, igy a hasdb sikmetszetét, s6t annak valédi nagysdgat is az alaplap affin
megfeleldjeként szerkeszthetjiik, ha mar egy pontparral az affinitdst meghatdroztuk.

A haséb sitkmetszetét altaldnos helyzetii sikkal gy is megszerkeszthetjiik, hogy a met-
sz6sikot vetitésikka transzforméljuk (2.26. abra, jobb oldal).

Ferde haséb paldstjanak kiteritéséhez szerkessziik meg a hasab oldaléleire merdleges
sikkal képzett metszetét, azaz a hasdb normdlmetszetét! A Kkiteritett paldston a normél-
metszet keriilete egy, az oldalélekre merdleges egyenesre esik (2.27. dbra).

A” /// /\
| /
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://\ DluCN / | |
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Sy |
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L | | |
A" B” DY CY (A (B)] (C) (D) (A
[ N WA |
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I / I
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2.27. dbra. Ferde hasab normalmetszete (bal oldali dbra); Ferde haséb kiteritett paldstja
(jobb oldali dbra)

A ferde hasabot dtdarabolhatjuk a normélmetszettel egyenes hasabbd, ezért a ferde
haséb palédstjanak a teriilete a normélmetszet keriiletének és az oldalél hosszénak a szor-
zatdval, a ferde hasab térfogata pedig a normalmetszet teriiletének és az oldalél hosszanak
a szorzatdval szamithato ki.

2.6.2. Giila
Gulat kapunk,

e ha az alapsokszog keriiletének minden pontjat eqy, a sikjdra nem illeszkedd ponttal
(a gila csucspontjqval) dsszekdotyiik,

e vagy ha az alapsoksziget eqy a sikjara nem illeszkedd pont (a gila csicspontja), mint
hasonlésagi kézéppont koril a csucsig kicsinyitjik (ha el6bb megdllunk, csonka gulat
kapunk).
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A giila szabdlyos, ha az alaplapja szabdlyos és a csiucspontja az alaplap kézéppontjan
datmend, az alaplap sikjara merdleges egyenesen van.
A szabalyos giila oldallapjai egybevags, egyenlészart haromszogek.

Giila metszése egyenessel

2.28. abra. Gula dofése egyenessel (bal oldali dbra); Gula doféspontjainak szerkesztése
segédsikkal (jobb oldali 4bra)

2.15. Feladat. Guila és egyenes diféspontjanak szerkesztése.

Megoldas. (2.28. #bra) Vegyiink fel az egyenesre és a gula cstcspontjara illeszkedé
segédsikot, ennek az alaplap sikjdba esé metszésvonala kimetszi az alaplapbdl annak a
két alkoténak egy-egy pontjit, amelyek az egyenest a doféspontokban metszik. Az dbrén
a gila alaplapja az els6 képsikra illeszkedik, ezért a segédsiknak az alaplap sikjdval alkotott
metszésvonala a segédsik elsé nyomvonala, az alkotéknak ezzel kimetszett pontja pedig
azok els6 nyompontja. A segédsik nyomvonaldt az egyenes nyompontjan &t, a segédsiknak
a gula csicséra illeszked6 févonaldval parhuzamosan rajzoltuk meg.

2.6.3. Guila metszése sikkal, centralis (perspektiv) kollinedci6

A guila alaplapja és a sikmetszete kozott (a hasab esetéhez sokban hasonl6) kolcsonssen
egyértelm(i megfeleltetés (térbeli) centrdlis kollinedcio &ll fenn. Az alaplap és a met-
szetidom megfeleld pontjai a gila egy-egy oldalélére illeszkednek, amelyek mind a gila
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csicspontjdn mennek at. A gila csicspontjdt a kollineacié centrumdnak nevezziikk. Az
alaplap és a metszetidom megfelel$ oldalegyenesei a metszésiknak az alaplap sikjdba es6
metszésvonaldn metszik egymaést, ezt a metszésvonalat a kollinedcié tengelyének nevezziik

(2.29. dbra, felso).

r irAnyvonal C centrum
~ Y

tengely

B\ eltlinési egyenes g

[

2.29. dbra. Centrélis kollinedcié a gula alaplapja és stkmetszete kozott (felsé abra); Cent-
ralis kollinedci6 és centrilis vetités (alsé dbra)

A két sik ilyen megfeleltetése az egyik sik végtelen tdvoli egyeneséhez a masik sikon
egy végesben 1év6 egyenest, egy ellentengelyt rendel (2.29. abra, als6). Ha a leképezést
iranyitottnak tekintjiik, az ellentengelyek neve eltinési egyenes (képe a végtelenben) és
irdnyvonal (a végtelen tévoli egyenes képe).

Ha a kollinedcio megfeleld pontjait dsszekitd egyenesek eqy ponton a kollinedcio cent-
rumdn mennek at a kollinedciot centralisnak, vagy perspektivnek nevezziik.

Ha A,B,C,D négy kollinedris pont, a veliik képzett két alabbi egyszertiviszony (osz-
toviszony) hdnyadosdt kettdsviszonynak nevezzik: (ABCD) = (ABC)/(ABD) =

(AC/BC)/(AD/BD).

A centrdlis kollineacié tulajdonsagai

e folytonos leképezés;
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egyenestarté leképezés;

a kettOsviszony invaridns;

a megfelel6 pontokat 6sszekotd egyenesek a centrumra illeszkednek;

a megfelel6 egyenesek a tengelyen metszik egymast;

a végtelen tavoli egyenesek megfeleldi az ellentengelyek;

e parhuzamos egyenesek képei a megfelel6 ellentengelyen metszik egymast.

A 2.29. abrén (feliil) a gila alaplapja az els6 képsikra illeszkedik, ezért a centrélis
kollineacié tengelye a metszosik elsé nyomvonala. A gila alaplapja és sikmetszete kozotti
centralis kollinedcié az (el nem fajuld) vetiiletek kozott is fennall, igy a gula stkmetszetét
az alaplap megfelel¢jeként szerkeszthetjiik, ha mar a centrélis kollinedciét centrumaéval,
tengelyével és egy pontparjaval meghataroztuk.

Guila stkmetszetét dltaldnos helyzetii sikkal igy is megszerkeszthetjiik, hogy a metsz6-
sikot vetitésikkd transzformaéljuk.

2.30. dbra. Gula stkmetszetének szerkesztése transzforméldssal
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2.16. Feladat. Adott eqy elsd képsikon dllo szabdlyos négyoldali gila és ey elsd esésvona-
ldval a metszdsik. Abrdzolja az adott sikkal csonkolt guldt és szerkessze meg a sikmetszet
valddi nagysdgat!

Megoldas. transzformdciéval (2.30. dbra)

e az e; esésvonal nyompontjan at megrajzoljuk a metszésik n; els6é nyomvonalét;

vetitésikkd transzformaljuk a metsz6sikot (x4 merbleges az n; nyomvonalra) és
transzforméljuk a gulat is;

a sikmetszet negyedik képen élben létszik, csicsait visszavetitjiik az els6 képre (el-
lenérzésre felhasznaljuk az alapnégyzet és a metszetidom kozott fenndllé centralis
kollinedci6t);

a stkmetszet masodik képét vetitéssel és transzformaldssal szerkesztjiik;

a stkmetszet valédi nagysdgat az els6 képsikba forgatdssal kapjuk (a metszetidom
képe és leforgatottja kozott meréleges tengelyes affinitds van).

2.7. Hogyan oldjunk meg abrazolé geometriai felada-
tot?
Mar elég sok feladatot megoldottunk ahhoz, hogy tanulsdgokat vonjunk le arrdl, hogy
hogyan oldjunk meg dbrdzolé geometriai feladatot?
Segitségiil hivjuk Pdlya Gyorgy [11] kényvét, amelynek a belsé boritéjén olvashaté Ho-

gyan oldjunk meg feladatokat? Tandcsait (a kozvetlen, tegez6 széhasznalatét megtartva)
atfogalmazzuk abrézol6é geometriai feladatokra:

1. Ertsd meg a feladatot! (térben)

e Képzeld el, modellezd, rajzolj szemléltett abrat!

e Mi adott, mit kell szerkeszteni?
2. Készits tervet! (térben)

e Hogyan juthatsz el az adatoktdl a szerkesztend6kig?
o Ossze tudod rakni ezt az utat az ismert szerkesztési egységekb6l?

e Ha valamelyik elem kiilonleges helyzet{i lenne, meg tudnédd oldani a feladatot?
Ha igen, transzformalj!

3. Felvétel (tér leképezése a sikra)

o Vedd fel az adatokat

— A felvétel legyen &ltaldnos!
— Abrazold a térben elképzelt helyzetet,

56



— vagy szerkessz visszafelé, hogy a megoldas j6é helyre keriiljon!
e vagy elemezd az adott felvételt!

— Van-e az adott elemek kozott specidlis helyzet{i?
— Adaptald a tervet az adott felvételre!

4. Szerkesztés (a sikban)

e Hajtsd végre a tervet! Torekedj érthetéségre — betiizz!

e Torekedj pontossdgra — keriild el a lapos metszéseket és a til kozeli pontok
Osszekotését!

e Hasznald ki az ellendrzési lehetdségeket — j6l és pontosan szerkesztettél?

5. Lathat6sag (sikbol a térbe)

e Rekonstrudlj!
e Redlis az eredmény?

e Huiizd ki a rajzot lathatdésdg szerint!

6. Diszkusszi6 (a megoldds vizsgalata)

e Kiilonboz6 felvételnél mikor, hany megoldas van?
e Meg tudnad szerkeszteni méashogy is?
e Tudndd ezt a szerkesztést mésra is alkalmazni?

e Van a feladatnak &dltaldnos tanulsdga?

2.8. Gyakorlé feladatok a 2. témakoérhoz

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

Adott a PQ szakasz. Szerkessze meg a szakasz felezé meréleges sikjanak a nyomvo-
nalait!

Adott az a egyenes és a V, mésodik vetitésik. Szerkessze meg a vetitOsikra meréleges
és az a egyenesre illeszked6 M sik nyomvonalait!

Adott az a egyenes és a V, mdsodik vetitésik. Szerkesszen a vetitGsikra illeszkedd és
az a egyenest merdlegesen metszd egyenest!

Adott a P pont és févonalaival az S(h, f) sik. Szerkessze meg a P pont és az S sik
d(P,S) tavolsdgst!

Abrézoljon egy 4 ¢m oldalélii kockst, amelynek alaplapja illeszkedik az elsé képsikra,
egyik testdtléja pedig parhuzamos a masodik képsikkal. Transzformalja a kockét
olyan rendszerbe, amelyben a masodik képsikkal parhuzamos testatléja vetitésugar!

Adott a V, masodik vetitésik és az M pont. Szerkesszen szabdlyos négyoldali guldt,
amelynek az M pont a csticsa és 35mm oldalélii alapnégyzete illeszkedik a V, masodik
vetitosikra!
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2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

Adott az M pont és nyomvonalaival az S(ny,ny) stk. Abrdzoljon egy olyan 3cm
alapéli szabalyos négyoldald gilat, amelynek csicspontja M, alapnégyzete pedig
illeszkedik az S sikra!

Adottak az S stk h,f févonalai. Szerkessze meg a h egyenesnek az f egyenestdl
20mm-re 1év6 pontjait!

Nyomvonalaival adott az S(ny, ny) sik. Szerkesszen az S sik els térnegyedbeli részén
egy 40mm oldali négyzetet, amelynek egyik oldala az n; els6 nyomvonalra, egy csticsa
pedig az ny masodik nyomvonalra illeszkedik!

Adott a PQ szakasz. Szerkesszen egy olyan szabalyos négyoldald gulédt, amelynek P
a csucspontja, Q pedig a 35mm él{i alapnégyzetnek a kozéppontja!

Adott az a egyenes és nyomvonalaival az S(nj, ny) sik. Szerkesszen az a egyenesre
illeszked6, az S siktol 20mm-re 1év6 pontot!

A, B, C pontjaival adott az S stk. Szerkessze meg az S sik els6é képsikszogét és a
nyomvonalai dltal bezart szoget!

Adottak az a és b kitérd egyenesek. Szerkessze meg a két egyenes tavolsdgat és
sz0gét!

Adott egy szabdlyos négyoldali gila és az azt metszd e egyenes. Szerkessze meg a
giila és az egyenes doféspontjait!

Adott egy szabdlyos négyoldali hasab és az azt metsz6 S siknak az e; els6 esésvonala.
Abrézolja a hasdbnak a metszéstk mogotti részét és szerkessze meg a stkmetszet valodi
nagysagat!

Adott egy szabalyos négyoldalu giila és az azt metszd S siknak az e; elsé esésvonala.
Abrézolja a guldnak a metszsik mogotti részét és szerkessze meg a sikmetszet valédi
nagysagat!
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3. fejezet

Kor abrazolasa, ellipszis, mint a kor
affin képe

Tananyag: Kor dbrdzoldsa, ellipszis, mint a kor affin képe. Az ellipszis affin tulajdon-
sagai, (Rytz szerkesztés). Néhdany ellipszisre vonatkozd feladat megolddsa affinitdssal. A
merdleges affinitdasra korldtozva.

3.1. Ellipszis, mint a kor affin képe

A koordinata-rendszerben kozéppontosan elhelyezett
r =acost; y=bsint

koordinatafiiggvényekkel adott gorbe ellipszis, ahol a a fél nagytengely, b a fél kistengely
hossza, t pedig a paraméter (geometriai jelentése: egy sugér irdnyszoge).

ly

P (a cos(t);b sin(t))

a T

3.1. dbra. Két-kor modszer

A paraméteres egyenletnek megfelel egy mar Proklosz (i.e. 410-485) altal is ismert
szerkesztés, a két-kor mddszer. A 3.1. &dbra szerint az ellipszis két korrel is merdleges
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tengelyes affinitdsban all: az a sugard nagykor és az ellipszis kozotti affinitds tengelye
a nagytengely; a b sugari kiskor és az ellipszis kozotti affinitds tengelye a kistengely

egyenese.
[

3.2. dbra. A papircsikos eljdras elve

A két-kor maédszerrel szerkesztett 3.2. dbréardl leolvashaté a papiresikos eljdrds elve,
amely szerint, ha az ellipszis tetszoleges P pontjan atmené egyenesnek a P ponttdl a
kistengelyig terjed szakasza fél nagytengelynyi (a), akkor az egyenesnek P-t6l a nagy-
tengelyig terjedd szakasza fél kistengelynyi (b) és viszont. A papircsikos eljdrdssal ellipszis-
pontokat jelolhetiink ki, az elve alapjén ellipszisrajzolé késziilék (ellipszograf) készitheto,
de szamunkra legfontosabb, hogy az ellipszis egyik tengelye és egy P pontja ismeretében
a papircsikos eljards alapjan megszerkeszthetjiik az ellipszis masik tengelyét (3.3. dbra).

3.3. dbra. Kistengely szerkesztése
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3.1.1. Néhany ellipszisre vonatkozo feladat megoldasa affinitas-
sal

(A merdleges tengelyes affinitdsra korldtozva.)

Az ellipszis és a két kor egyike kozott fenndllé merbleges tengelyes affinitédst felhasz-
nalhatjuk ellipszisre vonatkoz6 feladatok megolddsédra. A folyamat a kovetkezd 1épésekbél
all:

e az affinitdssal attériink a kor rendszerére,

e a korre vonatkoztatva megoldjuk a feladatot,

e az eredményt az affinitdssal visszavissziik az ellipszis rendszerébe.

3.4. dbra. Ellipszis érint6inek szerkesztése affinitdssal

3.1. Feladat. Adottak az ellipszis tengelyei és eqy kiilsé6 pont. Szerkessziink az adott
pontbdl az ellipszishez érintdket!

Megoldas. (3.4. dbra) Tekintsiik azt a meréleges tengelyes affinitdst, amely az adott
ellipszist a nagytengelye folé rajzolt korbe viszi dt! Ezt az affinitdst meghatdrozza a
nagytengely egyenese, mint az affinitds tengelye és a B, B* pontpar.

e Szerkessziik meg az adott P pont affin megfelel§jét a PB egyenes segitségével,

e hiizzunk érintéket P*-bdl a nagykorhoz;

e transzformaljuk vissza az érintéket és az érintési pontokat az ellipszis rendszerébe.
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3.5. dbra. Ellipszis és egyenes metszéspontjainak szerkesztése affinitédssal

3.2. Feladat. Adottak az ellipszis tengelyei és az e egyenes. Szerkessziik meg az adott
eqyenesnek az ellipszissel alkotott metszéspontjait!

Megoldas. (3.5. ébra) Tekintsiik azt a meréleges tengelyes affinitdst, amely az adott
ellipszist a nagytengelye f6lé rajzolt korbe viszi at! Ezt az affinitdst meghatarozza a
nagytengely egyenese, mint az affinitds tengelye és a B, B* pontpar.

e Szerkessziik meg az adott e egyenes affin megfeleljét a B pontbdl az affinitds ten-
gelyével hizott parhuzamos segitségével;

e jeloljiik ki az e* egyenesnek a nagykorrel alkotott metszéspontjait;

e transzformadljuk vissza a metszéspontokat az ellipszis rendszerébe.

3.1.2. Az ellipszis konjugilt (kapcsolt) dtmérdparja

Két atmérét konjugdlt (kapesolt) atmérdparnak neveziink, ha az eqyik dtmérd végpontjaban
az érintd pdrhuzamos a mdsik dtmérével.

A kor barmely két merdleges dtmértje konjugdlt (kapcsolt) dtmérdpart alkot ebben az
értelemben. Ha a kort parhuzamosan vetitjiik, vagy affinitdssal (példdul a két-kor modszer
szerint) a kort ellipszisre képezziik le (3.6. dbra), az dtmérék merdlegessége (dltaldban)
megsziinik, de a parhuzamossag az affinitdssal szemben invaridns és ezért a kor barmely
merdleges atmérdparjanak a megfeleléje az ellipszisnek konjugdlt dtmérdparija lesz.
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3.6. dbra. Konjugalt dtmértk két-kor modszerrel;

3.1.3. Rytz-szerkesztés
3.3. Feladat. Adott eqy ellipszis konjugdlt dtméréparja, szerkessziik meg a tengelyeit!

Megoldéas. Tekintsiik a 3.6. dbrédt a feladathoz készitett vazlatként és szerkessziik meg
forditott sorrendben, vagyis az ellipszis konjugalt dtmér&péarjabdl kiindulva (3.7. dbra)!

3.7. dbra. A Rytz-szerkesztés
e Forgassuk el az egyik félatmérot derékszoggel és kossiik 6ssze az elforgatott vég-
pontot a mésik atméré egyik végpontjdval (igy éppen a papircsikos eljdrds egyik

egyenesét kaptuk);

63



e szerkessziink a végpontok kozotti szakasz felezbpontja koré az ellipszis kozéppontjdan
at Thalész-kort, ez az elébbi egyenesbdl a tengelyek egy-egy pontjat metszi ki;

e az ellipszis kozéppontjit a konjugdlt atmérék hegyesszogii tartomanyaba esé met-
szésponttal 6sszekotve kapjuk a nagytengely egyenesét, a tompaszogii tartomanyban
pedig a kistengely egyenesét;

e a tengelyek hosszdt a papircsikos eljards alapjan felmérjiik a tengelyek egyeneseire.

3.2. KoOr abrazolasa

A kor képsikkal parhuzamos dtméréje nem rovidiil, az esésvonal irdnyd dtmérének a leg-
erdsebb a rovidiilése, ezért a févonal irdnyd koratmérd vetiilete lesz a vetiiletként kapott
ellipszis nagytengelye, és az esésvonal irdnyui koratmérd vetiilete lesz a vetiilet kistengelye
(3.8. dbra).

3.8. dbra. Kor és vetiilete



B/

3.9. dbra. Vetittsikra illeszkedd kor

Vetitositkban fekvé kor megfelelé képe atméré hossziisagi szakasz; mésik képe olyan
ellipszis, amelynek nagytengelye a képsikkal parhuzamos, valédi nagysdgban latszo korat-
mérd, kistengelye pedig a masik képen valédi nagysdgban ldtszé esésvonal vetiilete (3.9.
abra).

A gorbiilet fogalma

A gorbiilet differencidlgeometriai fogalom, amelyet itt csak szemléltetni fogunk. Kiinduldsul
gondoljunk arra, hogy ha egy gorbe két pontjan dtmend szeléjét vessziik, majd a két ponttal a
gorbén egy kozos hatdrponthoz tartunk, a gorbe szel6jének a hatdrhelyzeteként a gorbe érintéjét
kapjuk. Hasonl¢ eljdrdssal tekintsiik most a gorbe harom nem kollinedris pontjét és az azokon dt-
men6 kort, ezutdn a gorbére illeszkedd harom ponttal tartsunk egy kozos hatdrponthoz. Ekozben
a pontokra illeszked6 kor hatdrhelyzeteként a gorbének a hatdrpontbeli simulékorét (oszkulalé
koret) kapjuk. Egy gorbe adott pontbeli gorbiiletén a pontbeli simulékér sugardnak a recip-
rokat értjiikk. A kor alland6 gorbiiletti gorbe. Tekintsiink most egy valtozé gorbiilet{i gorbét,
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mint amilyen az ellipszis. A gorbének egy dltaldnos helyzetli pontjaban a gorbiilete csokken,
vagy novekszik, tehdt a simulékorétdl a kisebb gorbiiletii iv egyik oldalon kihajlik, masik olda-
lon a nagyobb gorbiilet{i iv bekunkorodik, vagyis a gorbe a simulékorét az inflexiés érint6hoz
hasonléan 4t is metszi. Ha azonban a kivdlasztott pontban a gorbe gorbiiletének szélsé értéke
van, mint példdul az ellipszis tengelypontjaiban, akkor a gorbe (legaldbb a vdlasztott pont egy
kornyezetében) a simulékérnek ugyanazon az oldaldn marad. Az ilyen simulékért a gérbe hiper-
oszkuldlé korének nevezziik. A hiperoszkuldlé kor még szorosabban simul a gorbéhez, ezért jol
segiti a gorbe megrajzoldsat.
Ellipszis megrajzoldsdhoz

e szerkessziik meg a tengelyeket;

e szerkessziik meg a hiperoszkuldl6 koroket (ezek sugara a?/b és b?/a, melyek a 3.9.
abra szerint szerkeszthetk);

e rajzoljuk meg a szerkesztett adatokat kielégité gorbét (halvany szabadkézi vonallal);

e hizzuk ki gorbevonalzé mellett tigy, hogy a szimmetrikus fvekhez a gérbevonalzénak
ugyanazt az ivét hasznaljuk.
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3.10. dbra. A kor képeinek a tengelyei

3.4. Feladat. Adott a kor C kézéppontja, sikjinak (C-re illeszkedd) h,f févonalai és a
kor r sugara. Abrazoljuk a kort!

Megoldas. (3.10. dbra)

e A févonalak megfeleld képére felmérjiik az r sugarat és a végpontokat atvetitjiik a
madsik képre;

e a "papircsikos" eljardssal megszerkesztjiik a képellipszisek kistengelyeit (ezek illesz-
kednek az esésvonalak megfelel$ vetiileteire);

e segédegyenessel megszerkesztjiik az esésvonal irdnyud atmérék masik képét;

e mindkét képen ismertek a képellipszis tengelyei, és a masik kép tengelyeit adé (a
térben merdleges) atmérépéar képe, ami a képellipszis konjugalt atmérdpérja, ezek
alapjan megrajzoljuk a kor ellipszisképeit.

Ha a kor kozéppontja, vagy sugara csak kozvetve adott, vagy tobb részletet kell szer-
keszteniink, forgassuk le a kor sikjat a képsikkal parhuzamos helyzetbe!
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3.11. dbra. Nyomvonalakat érinté kor

3.5. Feladat. Adott a kor r sugara és a kirt érinté ny,ny nyomvonalak. Abrazoljuk a
kort (3.11. dbra)!

Megoldas. (3.12. dbra)

e Forgassuk le a kor sikjét, (itt az n; nyomvonal koriil az ny egyenest forgattuk le,
kihasznélva, hogy ny a mésodik képen is és a leforgatasban is valédi nagysagban
latszik);

e a leforgatott sikon szerkessziik meg a kor leforgatottjét;

e a leforgatdasban megszerkesztett kort visszaforgatjuk:

— megszerkesztjiik a (C)-re illeszked6 févonalbdl és az arra merbleges esésvonal-
bdl all6 atméréparok leforgatottjat és azokat visszaforgatjuk;

— az els f6- és esésvonal irdnyu dtmérdpar adja a kor elsé képén a tengelyeket;

— a masodik f6- és esésvonal irdnyud atmérdpar adja a kor mésodik képén a ten-
gelyeket;

— a harmadik esésvonalra illeszked® atméré végpontjaiban a kor érintéi parhuza-
mosak a konjugdlt profildtmérdvel, ezért ezek a képek szélsé pontjai;

e mindkét képen ismertek a tengelyek, egy konjugdlt atmérdpar és a szélsé pontok,
szerkessziink a tengelyvégpontokban hiperoszkuldlé koroket, a konjugdlt atmérdk
végpontjaiban a parjukkal parhuzamos érintdket, ezek alapjén rajzoljuk meg a kor
ellipszis képeit.

68



3.12. dbra. Nyomvonalakat érinté kor szerkesztése leforgatéssal

3.3. Gyakorlé feladatok a 3. témakorhoz

3.1. Adott (a rajz sikjaban) egy ellipszis AB nagytengelye és P pontja. Rajzolja meg az
ellipszist! Ehhez szerkessze meg az ellipszis kistengelyét, hiperoszkuldlé koreit és a
P pontban az érint6jét!

3.2. Adott (a rajz sikjdban) egy ellipszis CD kistengelye és P pontja. Rajzolja meg
az ellipszist! Ehhez szerkessze meg az ellipszis nagytengelyét és a P pontban vett
érintéjét!

3.3. Adott (a rajz sikjdban) egy ellipszis CD kistengelye és e érint6je. Rajzolja meg az
ellipszist! Ehhez szerkessze meg az ellipszis nagytengelyét és az e érintéjén az érintési
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3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

pontot!

Adott (a rajz sikjaban) egy ellipszis UV, WZ konjugdlt d&tméréparja. Rajzolja meg
az ellipszist! Ehhez szerkessze meg az ellipszis tengelyeit!

Adott a V, els6 vetitésik. Abrézoljon a vetitésik nyomvonalait érintd, 4em sugard
kort! Ehhez szerkessze meg a kor vetiiletének a tengelyeit és hiperoszkulalé koreit!

n;, ny, nyomvonalaival adott az S stk. Szerkesszen az els6 térnegyedben az adott
nyomvonalakat érinté 4cm sugaru kort! Ehhez szerkessze meg a képek tengelyeit és
hiperoszkulal6 koreit!

e; els6 esésvonaldval adott az S sik és az esésvonalra illeszked® O pont. Abrézolja az

S sikra illeszked®, O kozepti, r = 3cm sugari kort! Ehhez szerkessze meg a kornek

azokat az atmérdit, amelyek vetiilete a kor elsé képének a tengelyeit adja!

Adott az ABC héromszog. Abrazolja a hdromszog koré irhaté kort! Ehhez szerkessze
meg a kor képeinek a tengelyeit és érintdjét az A pontban!

Adott az O pont és az e egyenes. Abrazoljon az O pont koré frhaté, az e egyenest
érinté kort! Ehhez szerkessze meg a kor érintési pontjit az e egyenesen és a kor
képeinek a tengelyeit!

Adott egy kor A, B pontja és az A pontbeli a érintéje. Abrazolja a kort! Ehhez
szerkessze meg a kor f6- és esésvonal irdnyu dtméréit és a B pontbeli b érintdjét!
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4. fejezet

GOmb, forgashenger és forgaskiip

Tananyag: Gomb, forgdshenger és forgaskip dbrdzoldsa, a kontir fogalma, felileti pont,
normdlis, érintésik meghatdrozdsa. A gomb, forgdshenger és forgdskip metszése eqyenessel
és sikkal.

A kupszeletek néhdny konstruktiv tulajdonsdga, (fokdlis definicick, tengelyek, aszimptotdk,
fokuszok kapcsolata) ezek alapjin elvégezhetd sikgeometriai szerkesztések.

forgastengely |

i

jtor kkor

meridian

= z
parallelkor /ekvétorkér

4.1. dbra. Forgasfeliilet

Az itt tdrgyaland6 gomb, forgdshenger és forgaskup forgdsfeliiletek. Forgasfeliilet ke-
letkezik, ha egy tengely koriil egy (egyenes, vagy gorbe) vonalat megforgatunk (4.1. ébra).
Forgas kozben a megforgatott vonal pontjai parallelkéroket irnak le. A kornyezetében leg-
kisebb sugari parallelkort torokkdrnek, a kornyezetében legnagyobb sugari parallelkort
eqyenlitd-, vagy ekvdtorkornek nevezziik. A forgasfeliiletet a tengelyre illeszked® sikok a
meridianban metszik. Példaul a foldgomb (4.2. &bra) hosszisdagi korei merididnok (in-
nen vitték at ezt az elnevezést egyéb forgdsfeliiletekre is), a foldgomb szélességi korei
pedig parallelkorok, koziiliikk az egyenlité ekvatorkor. Ha a merididn sikja f6allésa (vagyis
valamelyik képsikkal pdarhuzamos), akkor fémerididnrol beszéliink.
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4.2. dbra. A foldgomb mint forgdsfeliilet

4.1. GOmb abrazolasa és metszése

Egy poliéder (pl. hasdb, vagy gila) dbrazoldséhoz elegendd az élek vetiiletét megszer-
keszteni, de egy gorbe feliilet{i testet (pl. egy gdbmbot) nem lehet igy dbrazolni. Poliéder
esetében az élek egy részének a vetiilete hatdrolja a poliéder vetiiletét. Gorbe feliileti
test esetében is szeretnénk a vetiiletének a hatardt megszerkeszteni. A képhatar pont-
jait létrehozo6 vetitésugarak érintik a gorbe feliiletet és tsszességiikben egy vetitéhengert
alkotnak (4.3. dbra).

Ez a vetit6henger a térben egy feliileti gorbe, a kontidr mentén érinti a gorbe feliiletet.
A vetitéhenger érintésikjai a képhatdr érintéit allitjdk elé a képsikon, és szintén érintik
Konkdv feliilet esetén a képhatdron beliil is taldlhatunk még olyan

a gorbe feliiletet.

4.3. dbra. A gomb kontirjai
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pontokat, amelyek vetitsugara a feliiletet érinti. Ezek a pontok is a kontirhoz tartoznak,

(lathatosag szerint kihtizott) vetiiletiik a képet tagolja. Gorbe feliiletet tehdat a kontur
vetiiletével abrazolunk.

A kontir a feliilet azon pontjainak a mértani helye, amelyekben a feliilet érintdsik)
vetitosik.
A kontur megfelel képe (csak ezt hizzuk ki ldathatésag szerint)

e konvex feliilet esetén a feliilet képének a hatéra;

e konkav feliilet képén a képhataron beliil még a kiilonboz6 fedettségli teriiletek ha-
tarat is megadja.

Ahény kép(sik) annyi konttr és annyi képhatér van (4.4. dbra).

X2.3

P I O I ON/ P’”

(DL

4.4. dbra. A kontur képe a kép hatéra
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4.5. dbra. Gomb feliileti pontja, normalisa, érint&sikja
A gombre feliileti pontot parallelkorrel illesztiink (4.5. dbra). A parallelkorok altald-

ban gombi kiskorok, az egyenlitékor (a kontir) gombi fokor.
Feliileti normalis a feliileti ponthoz hiizott sugédr. Az érintésik a normalisra merdleges.
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4.6. dbra. Gomb és egyenes dofése

4.1.1. GOmb és egyenes déféspontja

Gomb és egyenes doféspontjanak szerkesztése:

e ha az egyenes févonal, akkor vele fed6 helyzetben egy parallelkér van;

e ha az egyenes dltaldnos helyzet{i, transzformaljuk féallasba (4.6. abra), vagy forgas-
suk le egy vele komplandris gombi fokorrel egyiitt!

4.1.2. GOmb sikmetszete

Gomb barmely sikmetszete kor.

A tétel belatasahoz (4.7. dbra) dllitsunk mertlegest a gomb O kozéppontjabdl a met-
szOsikra és jeloljiik a talppontjat C-vel. A sikmetszet tetszéleges P pontja az elébbiekkel
az OCP derékszogii hdromszoget alkotja, amelynek dtfogdja a gomb R sugara, egyik be-
fogéja a gomb O kozéppontjanak a siktél mért OC tavolsdga és ezért a masik befogé (a
stkmetszet sugara) fiiggetlen a P pont vélasztdsatol: r* = R% — oC’.

Ha a metsz6sik illeszkedik a gomb kozéppontjara, a gomb és a kimetszett kor kozép-
pontja azonos, és a sugaruk is egyenld: r = R. Az ilyen kort gombi fékornek nevezziik.
Ellenkezd esetben, vagyis ha a gombi kor sugara kisebb, mint a gémb sugara, gombi
kiskorrdl beszéliink.
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4.7. dbra. A gébmb sikmetszete kor

Kozos végpontu korivek koziil a legnagyobb sugari kor kisebbik fve a legrévidebb.
Eszerint egy gombfeliileten két pont kozott legrovidebb 1t a két ponton dtmend gdmbi
fokor kisebbik fve. Ezt a fékort a két ponton és a gomb kézéppontjan dtmend sik metszi
ki.

A Foldon is igy jelolhetjiik ki hajok, vagy repiilék szdmédra két pont kozott a legrovidebb
utvonalat. A sikgeometridban két pont kozott legrovidebb az egyenes szakasz. Ha a gémb
feliiletén akarunk geometridt felépiteni, az egyenes szerepét a gombi fékor veszi at, mert a
gombfeliileten két pont kozott legrovidebb it a két ponton dtmené gombi fokoér nemnagyobb
ive. Ez a gombi geometria, amiben a gombi fékort tekintjiik ,egyenesnek”, sokban kiilonbozik
az euklideszi geometridtdl. Erre mutatunk néhdny példét.

o Allitsunk az egyenlité ,egyenesre” két meréleges hossziisagi kort, ezek a sarkokon metszik
egymadst, tehdt nincsenek ,parhuzamos egyenesek”.

e Tekintsiik a Foldon azt az egyenld oldali ggmbhéromszoget, amelyet az egyenlitd, valamint
a 0%-0s és a 90°-0s hossziséagi kor hatdrol. Ennek az egyenld oldali gombharomszognek
minden szoge derékszog, a szogeinek az dsszege 270°. Minden gombharomszog szégeinek
Osszege nagyobb, mint 180° fok. Persze, ha egy tenyérnyi egyenl oldali hdromszoget kar-
colunk egy befagyott té jegére, nincs az a miiszer, amivel kimutathatnank, hogy a szogei
nagyobbak 60°-nal, pedig egy picivel nagyobbak, ezt nem nehéz kiszédmitani. A gombhé&-
romszog szogeinek az Osszege az egész gomb felszinének és a gombhdromszog teriiletének
az ardnyatol fiigg. A két egyenld oldali, de kiilénbozd teriiletli gmbharomszog szogei
kiilonbozéek. Egy gombon tehdt nincsenek hasonlé gombhédromszogek.

e Vegyiik most az egyenlitét, mint gombi ,egyenest” és képezziik a vele ekvidisztdns vonalat,
azaz minden pontjdatél mérjiink fel északra, mondjuk 100 km-t. Egy szélességi kort, vagyis
egy gombi kiskort kapunk, ami méar nem ,egyenes”.

A gombi geometria egy nem-euklideszi geometria modellje az euklideszi térben. A nem-
euklideszi geometridk egyik felfedezdje a magyar Bolyai Jénos (1802-1860).
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4.8. dbra. Gomb metszése vetitdsikkal
4.1. Feladat. Gomb és vetitdsik metszete.
Megoldds. (4.8. ébra)

o A vetitésikkal egyiitt a stkmetszet is élben ldtszik, ahonnan lemérheté a kormetszet
sugara és dbrazolhatjuk a kor ellipszisképét;

e a lathatdsdg szerinti kihizdshoz szerkessziik meg a kontir és a stkmetszet kozos
pontjait, amelyeket ezeknek az élben ldtsz6 képei metszenek ki.
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4.9. dbra. Gomb metszése dltaldanos helyzetii sikkal

4.2. Feladat. Gomb és dltaldnos helyzett sik metszete.
Megoldas. (4.9. dbra)

e Transzforméljuk a metszdsikot vetitosikka,

e szerkessziik meg a metszetnek a transzformélthoz kapcsolddo (itt elsé) képét a 4.8.
abran latott médon;

e a még hidnyzo6 (itt masodik) képen az el6z6 kép tengelyeit adé dtmérdk konjugalt
atmér6parban latszanak, a kép nagytengelye a masodik févonalon valédi nagysagban
latszik, a kistengelyét pedig példaul a "papircsikos" médszerrel szerkeszthetjiik meg;

e a gomb madsodik konturja a metszdsik egy frontélis févonaldval van fedésben, ennek
a févonalnak a médsodik képe metszi ki a gomb masodik képhatdrabdl a hidnyzé
kontirpontokat.

4.2. Forgashenger abrazolasa és dofése egyenessel

Ha a tengely koriil eqy vele pdrhuzamos egyenest forgatunk meg, forgdshengert kapunk. A
megforgatott egyenes pontjai a henger parallelkoreit irjdk le, az egyenes egyes helyzetei
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pedig a henger alkotdi. Elméleti vizsgdlatokhoz a végtelen hengerpaldstot, gyakorlati
célokra ennek két, a tengelyre mer6leges sik (alap és feddsik) kozé esd részét vessziik.

y
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4.10. dbra. Forgdshenger feliileti pontja, normélisa, érint6sikja

e Forgdshenger feliiletére az alkotdja segitségével illesztiink pontot (4.10. dbra);

e a feliileti normalis a pontra illeszkedd, a forgdshenger tengelyét merdlegesen metszo

egyenes;

e a henger érintosikja egy alkotéja mentén érinti a hengert, igy az alapkor sikjaba es6

egyenese érinti a henger alapkorét.
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4.11. dbra. Frontalis tengelyi forgdshenger feliileti pontja és normalisa

A keépsikkal hegyesszoget bezéar6 tengelyti forgdashenger (4.11. dbra) esetén az alkoté
képét a henger beforgatott szelvénye, vagy a tengelyre mer6leges képsikra transzformalt
képe segitségével szerkesztjiik.

Ferde korhenger és egyenes doféspontjat (a haséb és egyenes doféspontjainak megszer-
kesztéséhez hasonléan) az egyenesre illeszked6 és a henger alkotéival parhuzamos segédsik-
kal szerkesztjiik (4.12. abra, bal oldal). A segédsiknak az alapkor sikjaba esdé metszésvo-
nala kimetszi az alapkorbol a doféspontokon atmend alkotoknak egy-egy pontjat. A 4.12.
dbréan a henger alapkore az els¢ képsikra illeszkedik, ezért a segédsik metszésvonala a
nyomvonal, a segédsikkal kimetszett alkotok pontjai pedig azok nyompontjai.

Altalanos helyzetii forgdshenger és egyenes doféspontjat vetit6hengerré transzforma-
lassal, vagy a tengelyre mer6leges metszet (alapkor) beforgatédsdval szerkeszthetjiik meg.
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4.12. sbra. Henger dofése egyenessel (bal oldali abra); Henger doféspontjainak szerkesztése
segédsikkal (jobb oldali 4bra)

4.3. Forgaskiip abrazolasa és dofése egyenessel

Ha a tengely koril eqy azt metszé egyenest forgatunk meg, forgdskipot kapunk. A meg-
forgatott egyenes pontjai a kip parallelkéreit irjdk le, az egyenes egyes helyzetei pedig a
kip alkotoi. Elméleti vizsgdlatokhoz a mindkét irdnyban végtelen kippaldstot, gyakor-
lati célokra ennek a csucspont és egy, a tengelyre meréleges sik (alapsik) kozé esé részét
vessziik.

Forgaskup feliiletére az alkotéja, vagy a parallelkore segitségével illesztiink pontot.
Ha a fémeridian sikjaban az alkotéra egy pontjaban merélegest allitunk és azt az alko-
toval egyiitt forgatjuk a tengely koriil, a forgaskippal egyiitt egy normdlkip is létrejon,
amelynek alkotéi a parallelkor pontjaiban a kipfeliiletre merélegesek.
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4.13. dbra. Forgaskip normalkipja és normélisa (bal oldali abra); Feliileti pont és nor-
mélis szerkesztése (jobb oldali abra)
Feliileti normalis szerkesztése a forgaskip adott pontjaban (4.13. dbra):

71

e a pontot parallelkdre mentén a forgaskip tengelye koriil a fémerididanra forgatjuk;

e onnan a fémerididnra mer6legest allitunk, amely a normélkip csticspontjat metszi
ki a kip forgdstengelyébél;

e a normalkip csicspontjit osszekotjiik a feliileti ponttal, a normélkipnak ez az al-
kotdja lesz az adott pontbeli feliileti normaélis.

A kup érintésikja egy alkotéja mentén érinti a kupot, igy az alapkor sikjédba esé egye-
nese érinti a kip alapkorét. Ha a forgaskip alapkore a képsikra illeszkedik, az érint6sik
nyomvonala az alapkort érinti, az érintett alkoté pedig az érint6sik esésvonala.
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4.14. abra. Konturalkoté kivalasztédsa érintégombbel (bal oldali dbra); Kiip kontiralkoté-
janak szerkesztése érintégombbel (jobb oldali dbra)

Frontélis tengelyli forgédskip elsé kontiralkotéit a kipot az alapkére mentén érintd
gomb segitségével szerkesztjitk (4.14. &dbra). Az érintési kor mentén a két feliiletnek
kozos az érint6sikja, a gomb kontirkoére mentén az érintésik vetit6sik, ezért a két kor
metszéspontjaban a kozos érintésik vetitésik, tehdt az kontirpont. Mivel az érintdsik
a kupot alkotéi mentén érinti, ezért a kontirponton datmend egész alkoté kontiralkoto.
Figyelje meg, hogy a konturalkoté vetiilete, vagyis az els6 képhatdr nem megy &t az
alapkor ellipszisképe nagytengelyének végpontjain (mint a henger esetében), hanem a
megszerkesztett kontirpontban érinti az alapkor ellipszisképét, tovabbé hogy kiilonbozo
ferdeségii tengelyek esetében a kiptest paldstjabdl a felénél tobb, méas esetben kevesebb,
esetleg az egész, vagy semmi sem latszik (mert az alapkor takarja).
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4.15. dbra. Forgaskip és egyenes doféspontja (bal oldali dbra); Forgéskip és egyenes
doféspontjainak szerkesztése segédsikkal (jobb oldali dbra)

4.3.1. Forgaskuip és egyenes doféspontja

Forgéskip és egyenes doféspontjat (a gila és egyenes doféspontjainak megszerkesztéséhez
hasonléan) az egyenesre és a kup csicspontjdra illeszkeds segédsikkal szerkesztjiik (4.15.
abra). A segédsiknak az alapkor sikjdba es® metszésvonala kimetszi az alapkorbél a
doféspontokon atmené alkotéknak egy-egy pontjat. Az dbran a kup alapkore az els6
képsikra illeszkedik, ezért a segédsik metszésvonala a nyomvonal, a segédsikkal kimetszett
alkotok pontjai pedig azok nyompontjai.

4.4. Forgashenger sikmetszete

A forgdshenger ferde sikmetszete ellipszis.
Ugyanis az alapkor és a sikmetszet kozott (merbleges) tengelyes affinitds dll fenn (az

affinitds tengelye a metszésiknak az alapkor sikjdban fekv metszésvonala), a kor affin
megfeleldje pedig altaldban ellipszis.

Az ellipszis fokdlis (fokuszokkal kapcsolatos) definicigja:

Az ellipszis azon pontok mértani helye a sikban, amelyeknek a sik két pontjatdl (az
ellipszis fokuszaitol) mért tavolsdganak az dsszege (a fokuszok tdvolsdgandl nagyobb) dl-
lando.

A forgdshenger ferde stkmetszete ellipszis (a fokdlis definicio alapjan).

Ezt a Dandelin-gombokkel bizonyitjuk be. A bizonyitashoz felhasznaljuk az aldbbi
segedtételt: Egy gombhoz egy kiilsé pontbol hizott érintdszakaszok eqyenldk (4.16. dbra).
Tudjuk, hogy egy korhoz egy kiilsé pontbdl hiizott érintészakaszok egyenldk és ennek az
alakzatnak a szimmetriatengelye koriili megforgatdsaval kapjuk a gébmbot és az érintdit.
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4.17. dbra. Forgashengert metsz6 sik és a Dandelin-gombok

Ezek utdn az eredeti allitds bizonyitdsa (4.17. &bra) kovetkezik. Legyen adott egy
forgashenger és az azt metsz6 ferde sik. Illessziink érinté gomboket, amelyek a hengert
parallelkérokben, a metszdsikot pedig egy-egy pontban érintik (ezek a Dandelin-gombok,
amelyek egyértelmiien meghatdrozhatdok, pl. a kozéppontjuk szogfelezdvel torténd szer-
kesztésével). Ez utdn megmutatjuk, hogy a sikmetszet barmely pontjénak a Dandelin-
gdombok érintési pontjaitol (az Fq, Fy fokuszoktdl) mért tavolsag-osszege dllandé: Legyen
P a stkmetszet tetsz6leges pontja, hiizzunk P-b6l a Dandelin-gombokhoz két-két érinté-
szakaszt: egyiket a metszOsikban a fokuszokig, a médsikat a henger alkotéja mentén az
érintett parallelkorig. Az érintészakaszok egyenlésége miatt a P pont fokuszoktsl mért
tavolsdg-osszege egyenld az alkoténak a két parallelkor kozotti szakaszaval, amely viszont
fiiggetlen a P pont vélasztasatol.
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4.18. dbra. Forgashenger metszése dltaldnos helyzetii stkkal

Egy els6 vetitohengert az dltaldnos helyzetli stk olyan ellipszisben metsz, amelynek
kozéppontja a henger t tengelyére, kistengelye a metsz6sik h févonaldra, nagytengelye
pedig a metszésik e; esésvonaldra illeszkedik (4.18. dbra). A térbeli tengelyek masodik
képei azonban nem tengelyei, hanem csak konjugdlt atmérdi az ellipszis mésodik képé-
nek. A képellipszis tengelyeit a Rytz-mddszerrel szerkeszthetjiikk meg. A kontirpontok a
metsz6sik f févonaldn vannak.

El6fordul, hogy a metsz&sik a henger alap- (vagy feds-) korébe is belemetsz. Ilyenkor
a meghosszabbitott hengerpalastbol kimetszett teljes ellipszist szerkesztjiik meg, majd
annak a véges hengerre esd részét huzzuk ki. Az ellipszis akdrmilyen kicsiny ive egy
ellipszis része és nem koriv, vagy parabolaiv.

4.5. A kiipszeletek sikgeometriai tulajdonsagai
A mésodrendii kip (itt csak forgaskip szerepel) sikmetszeteit kozos névvel kipszeleteknek
nevezziik.

A kipszeletek a miiszaki- és a természettudomanyokban jelentések:

e a csillagdszatban az égitestek palyai;
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e mfiszaki alkalmazdsuk: hidszerkezetek, antenndk.

4.5.1. A kipszeletek végtelen tavoli pontjai

Az elsé képsikon 4all6 forgaskip alapkore és sikmetszete kozott centralis kollinedcié all
fenn. A kollinedcié centruma a kip C csticspontja, tengelye a metsz6sik n; nyomvonala,
a metszosik végtelen tavoli egyenesének megfeleld ellentengely pedig az r egyenes (a mésik
ellentengely az alapsik végtelen tévoli egyenesének a metszisikra esé q vetiilete). Ebben
a centralis kollinedcioban a kupszelet centralis képe (mintegy fényképe) az alapkor, a
végtelen téavoli egyenesé pedig az r egyenes. Figyeljilk meg ezen a centrilis képen a
kipszelet és a végtelen tavoli egyenes kapcsolatat:

C//

4.19. dbra. Az ellipszisnek nincs végtelen tdvoli pontja

e ha a metsz6sik a tengellyel a félnyildsnal nagyobb szoget zér be (4.19. dbra)

— a csicsponton dtmend, a metszosikkal parhuzamos stk nem metsz ki valds al-
kotot;
— a kipszeletnek nincs valés végtelen tavoli pontja;

— a kipszelet ellipszis;
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4.20. dbra. A paraboldt a sik végtelen tdvoli egyenese érinti egy pontban

e ha a metszOsik a tengellyel a félnyildssal egyenld szoget zér be (4.20. dbra)

— a csucsponton dtmend, a metszésikkal parhuzamos sik egy alkotéban érinti a
kipot;

— a kipszelet egy valds végtelen tavoli pontban érinti a végtelen tavoli egyenest;

— a kupszelet parabola;
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4.21. dbra. A hiperbolat a sik végtelen tévoli egyenese két pontban metszi

e ha a metszOsik a tengellyel a félnyildsnal kisebb szoget zar be (4.21. dbra)

— a csucsponton atmend, a metszdsikkal parhuzamos sik két valés alkotét metsz
ki;
— a kupszelet két valds végtelen tavoli pontban metszi a végtelen tavoli egyenest;

— a kipszelet hiperbola.

4.5.2. A kiipszeletek fokilis definiciéi

Az ellipszis fokilis definiciéjat mar a hengernél megismertiik, itt most mégis megismé-
teljiik, hogy egyiitt latva a harom kipszelet definicidjat rogzithessiik, miben egyeznek,
miben kiilonboznek:

Az ellipszis azon pontok mértani helye a sikban, amelyeknek a stk két pontjatol (az
ellipszis fokuszaitol) mért tavolsaganak az dsszege (a fokuszok tavolsdgandl nagyobb) dl-
landg.

A hiperbola azon pontok mértani helye a sikban, amelyeknek a stk két pontjatdl (a
hiperbola fokuszaitol) mért tavolsdganak a kilonbsége (a fokuszok tdvolsagdndl kisebb) dl-
lando.

A parabola azon pontok mértani helye a sikban, amelyeknek a stk egy pontjdtdl (a pa-
rabola fokuszdtdl) és egy egyenesétdl (a parabola vezéregyenesétdl) mért tavolsdga egyenld.
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A kupszelet egy pontja és fékusza kozotti szakasz neve vezérsugdr. A kipszeletek
elébbi fokalis tulajdonsdgai alapjén a kiipszeletek pontjat ("kertész-moédszerrel"), majd a
vezérsugarak szogfelezdjeként az érintéjét is megszerkeszthetjiik.

A kertész-mdédszer” elnevezés arra utal, hogy a barokk kertépitésben szokés volt a kastélyhoz
felvezet6 ttra nagytengelyével keresztbe egy ellipszis alaku virdgdgyat elhelyezni. Ennek az
volt az optikai hatdsa, hogy a jambor ldtogaté (tudat alatt kor alakinak vélve a virdgdgyat,)
a kastélyt tavolabbinak, tehat nagyobbnak érzékelte a valésdgosndl. A kertészek a virdgagy
ellipszisét ugy jelolték ki, hogy a fékuszokba egy-egy karét iitottek, majd az ezekre kotott, a
nagytengellyel egyenld hosszisdgu fonalat egy harmadik karéval kifeszitve korbe karcoltdk a
virdgagyat.

4.22. dbra. Az ellipszismetszet fokdlis tulajdonsdga

A fenti mdédszert tobb-kevesebb sikerrel rajztabléan rajzszogekkel és ceruzaval is kiprébélhat-
juk (a hiperbola és a parabola esetére is van ilyen fonalas rajzoldsi méd), ez azonban euklide-
szi értelemben nem szerkesztés. Szerkesztést a fokdlis tulajdonsdg alapjén gy kapunk, hogy a
nagytengelyen (hiperbola esetén a valés tengelyen felvett tetszéleges ponttal kijelsliink két olyan
tavolsagot, amelynek osszege (illetve kiilonbsége) 2a. A fékuszok koriil ezekkel a tdvolsdgokkal
rajzolt korivek a kipszelet pontjaiban metszik egymdst. A kapott pontok vezérsugarain a két
korivnek a pontokhoz tartozé sugarait értjiik. Parabola pontjat a fokalis definicié alapjdn tgy
szerkeszthetjiik, hogy a tetszbleges tavolsdggal a fékusz koré rajzolt kort elmetsziik a vezéregye-
nestél ilyen tavolsdgra (a fokusz oldaldn) rajzolt parhuzamossal. Ebben az esetben a kimetszett
pont vezérsugarai a fékuszbdl hiuzott sugér és a vezéregyenesre éllitott mréleges szakasz.
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A forgaskupbdl kimetszett kipszeletek fokélis tulajdonsdgait (a henger esetéhez ha-
sonlé médon) a Dandelin-gombokkel bizonyitjuk.

e Az ellipszis esetében a bizonyitds csak annyiban tér el a forgdshengernél targyalttol,
hogy forgdshenger helyett egy csonka kipot kapunk (4.22. dbra). Bizonyitson!

4.23. dbra. A hiperbolametszet fokalis tulajdonsdga

e a hiperbola esetében a vezérsugarak kiilonbsége a kip csticsat is tartalmazé kettos-
kip véges darabjdnak alkotéival egyenlé (4.23. dbra). Bizonyitson!
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4.24. dbra. A parabolametszet fokalis tulajdonsdga

e a parabola esetében a bizonyitdst az aldbbiakban részletezziik (4.24. dbra):

— a metsz6stk most a kipnak pontosan egy alkotéjaval parhuzamos, ezért csak

egy olyan Dandelin-gomb van, amelyik a kipot egy parallelkérében, a metszs-
stkot pedig egy F pontjéban (a fékuszban) érinti;

az érintési parallelkor sikja a metsz6sikbdl kimetszi a d vezéregyenest;

valasszuk a stkmetszet tetszbleges P pontjat és hizzunk ebbdl a Dandelin-
gombhoz két érintét: az egyiket a metszosikban az F érintési pontig (fokuszig),
jelolje ennek a szakasznak a hosszat e;, a masikat pedig a P ponton dtmend
alkoté mentén az érintési parallelkorig, jelolje ennek a hosszat ey; e; = eg, mert
kiils6 pontbdl a gobmbhoz hiizott érinték egyenlk;

forgassuk az utébbi szakaszt a kip tengelye koriil a metszésikkal parhuzamos
alkotora és jelolje az elforgatott szakasz hosszdt ez, a forgatds miatt e; = eg;

végiil toljuk el az elforgatott szakaszt onmagdval parhuzamosan gy, hogy a
megfelelé végpont visszakeriiljon P-be, ekdzben a masik végpont az érintési
parallelkor stkjaban mozdul el és a parhuzamossig miatt a rd mer6leges d-re
keriil; az eltolds miatt e3 = ey;

Osszegezve tehdt e; = eyq, vagyis a P pontnak az F fokusztdl és a d vezéregye-
nest6l mért tavolsaga egyenld.

A Dandelin-gombok nemcsak a bizonyitds miatt fontosak, hanem azért is, mert a
segitségiikkel megszerkeszthetjiik a forgaskipbdl kimetszett kipszeletek fékuszait.

Az ellipszis a fél nagytengelye, b fél kistengelye és ¢ fél fokusztavolsdga egy derékszogli
hdromszoget alkot, ezért koziiliik barmely ketté egybevigosdgig meghatarozza az ellipszist.
Az e = ¢/a < 1 excentricitas az ellipszist hasonlésdgig meghatarozza. Az excentricitds az
ellipszisnek a kortél valo eltérését, lapultsagat fejezi ki. A kor olyan ellipszis, amelynek a
fokuszai egybeesnek, igy a kor excentricitdsa e = 0.
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A naprendszer bolygéi ellipszispdlydkon keringenek, amelyek egyik fokuszaban van a Nap.
Ezeknek az ellipsziseknek az excentricitdsa azonban nagyon kicsi, példdul a Fold pédlydjanak az
excentricitdasa 0,0167. Prébaljon egy ilyen ellipszist rajzolni! Nem csoda, hogy egészen Kepler
1609-ben megjelent miivéig kornek vélték.

A hiperbola a fél valds tengelye, b fél képzetes tengelye és c fél fokusztavolsaga de-
rékszogli haromszoget alkot, ezért koziiliikk barmely kettd egybevigosdgig meghatarozza a
hiperbolét. Az e = ¢/a > 1 excentricitds a hiperbolat hasonlésdgig meghatérozza.

A parabola fékuszénak és vezéregyenesének p tévolsaga, (a parabola paramétere) egy-
bevigdsdgig meghatarozza a paraboldt. A p tavolsdgot a parabola paraméterének nevez-
ziik. A parabola excentricitdsa e = 1, tehdt barmely két parabola hasonld!

Szerkesztések vezérkorrel vezéregyenessel

Az ellipszis és a hiperbola esetén az egyik fékusz érintékre vett tiikorképeinek a mértani
helye a masik fokusz koré irt 2a sugaru kor, a vezérkor (ellenkor). Parabola esetén a
fokusz érintdkre vett tiikorképeinek a mértani helye a wvezéregyenes. A vezérkor illetve
vezéregyenes felhaszndldsdval a kipszelethez kiils6 pontbdl érint6ét, adott irdnyud érintét,
s6t adott egyenessel metszéspontot szerkeszthetiink (4.25. dbra).
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4.25. dbra. a) Az ellipszis pontja, érint6je, vezérkore; b) A parabola pontja, érintdje,
vezéregyenese; ¢) A hiperbola pontja, érint&je, vezérkore

Tekintsiik a hiperbola egyik fékuszdnak azokat a tiikorképeit, amelyek a masik fékusz
koré irt vezérkorhoz hizott érinték érintési pontjaiba esnek. Az ezekhez tartozé tiikrozési
tengelyek a hiperbola végtelen tavoli pontjaiban érintenek, ezek a hiperbola aszimptotai.
Az aszimptotédk irdnytangense b/a.
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4.26. dbra. Hiperbola szerkesztése a val6s tengely és az egyik fokusz ismeretében

4.3. Feladat. Adott eqy hiperbola valds tengelyén az ¥, fokusz és az A, B csicspontok
(a valds tengely végpontjai). Rajzolja meg a hiperboldt!

Megoldds. (4.26. dbra)

Az AB val6s tengely szakaszfelez mer6legese a hiperbola képzetes tengelye;

a hiperbola kézéppontja koré rajzoljunk az F fékuszon &t ¢ sugaru kort! Ez egyrészt
kimetszi a maésik fokuszt, mésrészt az A, B pontokban hizott csicsérintékbél az
aszimptotdk pontjait;

szerkessziik meg a hiperoszkuldlo koroket és rajzoljuk meg a hiperbolat! A hiperbola
hiperoszkuldlé koreinek a sugara (mint az ellipszisnél) b?/a, csak itt a tengelypon-
tokon kiviil. Allitson merlegest az aszimptotara az érintétéglalap csicsaban (ahol
a ¢ sugard kor metszi) ez a mer6leges a valds tengelyt a hiperoszkuldlo kor kozép-
pontjaban metszi.

hizzuk ki gorbevonalzé mellett tigy, hogy a szimmetrikus fvekhez a gérbevonalzénak
ugyanazt az 1vét hasznaljuk.

4.4. Feladat. Adott egy parabola ¥ fokusza és d direktrize (vezéregyenese). Rajzolja meg
a paraboldt!

Megoldas. (4.25.b) dbra)

Szerkessziik meg a tengelyt és rajta a tengelypontot;

szerkessziik meg a hiperoszkuldl6 kort (ennek p sugara a parabola paramétere, ami
a fokusz és a vezéregyenes tévolsdga);

szerkessziink dltaldnos helyzetii pontot és érintét;
rajzoljuk meg a szerkesztett adatokat kielégit6 gorbét (halvény szabadkézi vonallal);

hizzuk ki gorbevonalzé mellett gy, hogy a szimmetrikus fvekhez a gérbevonalzénak
ugyanazt az {vét hasznaljuk.
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4.5. Feladat. Adottak az ellipszis, parabola, vagy hiperbola fokuszai valamint vezérkore,
illetve (a parabola esetében) vezéregyenese és még eqy kiilsé P pont. Szerkessziink az adott
kiupszelethez a P pontbdl érintét!

Megoldas. (4.27., 4.28., 4.29. 4brak)

e A fékusz és a P ponton dtmend érintére vett tiikorképe P-t6l egyenld tavolsdgra
van, tehdt egy P kozepti, a fékuszon atmend kor és a vezérkor, illetve (a parabola
esetében) vezéregyenes két metszéspontjiban lehet,

e a keresett érintdk a fokusz és tiikorképe kozott vett szakasz felezd merdlegesei,

e az érintén az érintési pontot a fékusz tiikkorképét a masik fékusszal osszekotd egye-
nes, vagyis a vezérkor sugara, illetve (a parabola esetében) a végtelen tavoli mésik
fékuszhoz hizott, a vezéregyenesre mer6leges egyenes metszi ki.

R,

4.28. bra. Erint6 szerkesztése paraboldhoz vezéregyenessel
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4.29. abra. Erint6 szerkesztése hiperboldhoz vezérkorrel

4.6. Feladat. Adottak az ellipszis, parabola, vagy hiperbola fokuszai valamint vezérkore,
illetve (a parabola esetében) vezéregyenese és még eqy i irany. Szerkesszink az adott
kiupszelethez az i irdnnyal parhuzamos érintét!

Megoldas. (4.30., 4.31., 4.32. 4brak)

e Projektiv szemlélettel nézve ez a feladat csupan annyiban tér el az el6z6t6l, hogy a
keresett érintének a végesben 1évé P pont helyett az i irdny végtelen tavoli irdny-
pontjara kell illeszkedni, ezért a fokusz tiikorképét a P kozepli kor helyett az i
iranyra mer6leges egyenes (végtelen sugaru kor) metszi ki,

e a szerkesztés tovdabbi elemei megegyeznek az eléz6ével.

4.30. dbra. Adott irdnyt érint6 szerkesztése ellipszishez vezérkorrel
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4.31. dbra. Adott irdnyu érintd szerkesztése paraboldhoz vezéregyenessel

4.32. dbra. Adott irdnyu érint6 szerkesztése hiperboldhoz vezérkorrel

4.5.3. A kiipszeletek affin tulajdonsagai

A kipszeletek affin tulajdonsdgain azokat a tulajdonsdgokat értjiik, amelyek affin transz-
formécioval szemben invaridnsak. A kipszelet tipusa pl. affin tulajdonsdg, mert a végtelen
tdvoli pontok szamatdl fiigg, ami affin invaridns. A fékusz azonban nem az. Gondoljunk
egy korre és a vele affinitdsban 8ll6 ellipszisre. A kor fékuszai egybeesnek, az ellipszis
fokuszai pedig nem.

Az ellipszis affin tulajdonsdgait mar targyaltuk.
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4.33. dbra. A hiperbola és az aszimptotdk kozé esd szelédarabok egyenldk

A hiperbola affin tulajdonsagai

e A szelének a hiperbola pontjaitél az aszimptotédkig terjedé darabjai egyenlék. Az
allitas belatdsdhoz tekintsiitk most a hiperboldnak a tetszoleges A, B pontokban
metsz6 szelbjét (4.33. dbra). Ugyanez a szel6 az aszimptotdkat az U, V pontokban
metszi. Hajtsuk végre a hiperboldn azt az affin transzforméciot, amelynek tengelye
az adott szeld, és amely affinitds a hiperbola H kozéppontjiat az U, V pontok felezé-
merdélegesére viszi 4t. A transzformaélt hiperboldn AU = BV, mert szimmetrikusak,
tehdt az eredeti hiperbolédn is egyenlok.

e Ha ezek utdn A = B, azaz a szel a hiperbola érint6je, az el6z6 tulajdonsdgbdl
kovetkezik, hogy az érintési pont felezi az érintének az aszimptotdk kozé es6 szeletét;

e Kozépiskoldbdl ismert az xy = C' egyenletii egyenld oldald hiperbola. Ebbél a valds
tengelyére vett merdleges affinitdssal akdrmilyen excentricitdsi hiperboldt el6&llit-
hatunk. A hiperbola aldbbi hdrom tulajdonsaga az xy = C' egyenletii egyenlt oldali
hiperbolédn kénnyen beldthaté. Ebbol mér - kihaszndlva, hogy az adott tulajdonsédg
affin invaridns — kovetkezik, hogy a tulajdonsdgok minden hiperboldra teljestilnek.

— Az érint6 altal az aszimptotdkbdl lemetszett szakaszok szorzata dllandd, mér-
tani kozepiik a hiperbola fél fékusztdvolsdga: ¢ (4.35. dbra);

— a képzetes tengellyel parhuzamos szelén a hiperbola pontjatol az aszimptotdkig
terjed6 szakaszok szorzata dllandd, mértani kozepiik a hiperbola fél képzetes
tengelye: b (4.34. dbra);

— a valés tengellyel parhuzamos szelén a hiperbola pontjatél az aszimptotdkig
terjed6 szakaszok szorzata dllandd, mértani kozepiik a hiperbola fél valés ten-
gelye: a.
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4.34. dbra. Hiperbola szerkesztése az aszimptotdk és egy pont ismeretében

4.7. Feladat. Adott a hiperbola u, v aszimptotdja és P pontja. Rajzolja meg a hiperboldt!

Megoldas. (4.34. &bra) A hiperbola megrajzoldsdhoz megszerkesztjiik a tengelyeit,
fékuszait, hiperoszkuldl6 koreit:

az aszimptotdk szogfelez6i a tengelyek egyenesei;

a képzetes tengellyel parhuzamos szelének a hiperbola P pontjatél az aszimptotdkig
terjed6 darabjai kozott a hiperbola fél képzetes tengelye: b mértani kozép;

a valos tengelytél b tavolsdgra vannak az aszimptotdkon az érintétéglalap cstcsai;

az érintétéglalap csicsain d&tmend ¢ sugard kor kimetszi a valés tengelybél a foku-
szokat;

a hiperoszkuldlé kor sugara (mint az ellipszisnél) b?/a, a kdzéppontjat az érintétég-
lalap csicsdban az aszimptotdra allitott merdleges metszi ki a valds tengelybél;

rajzoljuk meg a szerkesztett adatoknak megfelelé hiperboldkat és hizzuk ki gérbe-
vonalzé mellett dgy, hogy a szimmetrikus fvekhez a gorbevonalzénak ugyanazt a
darabjat hasznéljuk!
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4.35. dbra. Hiperbola szerkesztése az aszimptotdk és egy érinté ismeretében

4.8. Feladat. Adott a hiperbola u,v aszimptotdja és e érintdje. Rajzolja meg a hiperbo-
lat!

Megoldas. (4.35. &bra) A hiperbola megrajzoldsdhoz megszerkesztjiik a tengelyeit,
fékuszait, hiperoszkuldl6 koreit:

e az aszimptotdk szogfelezbi a tengelyek egyenesei;

e az érint6 dltal az aszimptotdkbdl lemetszett szakaszok szorzata &dllandé, mértani
kozepiik a hiperbola fél fokusztavolsdga: c;

e a H kozépponti c sugari kor az aszimptotdkbdl kimetszi az érintétéglalap csicsait,
a valés tengelybdl pedig a fékuszokat;

e az E érintési pont felezi az érintének az aszimptotdk kozé esd szeletét;

a tovabbiakban az el6z6 feladathoz hasonléan jéarunk el.
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A parabola affin tulajdonsagai

Vegyiik egy paraboldnak a tengelyére szimmetrikus valamely vét a végpontokhoz tartozé
érintékkel, és vessiik ald olyan affin transzforméaciénak, amelynek a tengelye a parabola
tengelye, az irdnya pedig azzal parhuzamos (affin eldcié) (4.36. dbra).

4.36. dbra. Parabola és affin transzformaltja

e A transzformadlt paraboldnak az eredeti tengely mar nem tengelye, de parhuzamos
azzal, mert a parabola végtelen tdvoli pontja az affinitds tengelyén van. Ha tehét
a transzformélt parabola hirjénak a felezépontjat osszekotjiik a hir végpontjaihoz
tartozo érinték metszéspontjdval, megkapjuk a tengely irdnyét.

e Az eredeti parabola csicsérintdje felezi az érintéknek az érintési pont és a tengely
kozé es6 darabjat. Mivel az affinitdsban az osztéviszony invaridns, ez a transzformélt
paraboldra is igaz. Tehdt egy kiilsé E pontbdl a paraboldhoz hiizott érintdszakaszok
felez6pontjait tsszekotd, (az érintési pontokon dtmend hirral parhuzamos) szakasz
a felez6pontjdban érinti a parabolédt.
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4.37. dbra. Parabola rajzoldsa az érintészakaszok felezésével

A fenti eljarast folytatva (akdr ,visszafel¢” is) a parabola tetszélegesen sok pontjat
és érintgjét eldallithatjuk, és végiil megrajzolhatjuk a parabolat, anélkiil, hogy tengelyét,
fokuszét ismernénk (4.37. abra). Igényesebb rajzhoz az aldbbiak szerint jarunk el.

4.9. Feladat. Adott a parabola két pontja a pontbeli érintékkel. Rajzolja meg a paraboldt!

4.38. 4bra. Parabola szerkesztése az érintékbol

Megoldas. (4.38. dbra) A megrajzoldshoz szerkessziik meg a parabola tengelyét, cstics-
pontjat, hiperoszkulalé korét:

e az érinték metszéspontjat kossiik ossze a hir felezOpontjaval, ez lesz a tengely irdnya
(de altaldban nem a tengely);

e hiizzunk parhuzamosokat a tengely irdnydval az érintési pontokon éat;

e czutan
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— vagy tiikrozziik az érintékre az érintési pontokon dtmend, a tengely irdnyé-
val parhuzamos egyeneseket, igy a tiikorképek metszéspontjaként a parabola
fokuszét kapjuk (ez a szerkesztés nem stabil, ha az érinték kozel merdlegesek);

— vagy éallitsunk a tengely irdnyara merdlegest az érinték metszéspontjabdl, az
igy kapott derékszogli trapéz dtléinak metszéspontja adja a parabola tengely-
pontjat (a 4.38. dbrdn ezt latjuk);

e mindkét esetben mar konnyen szerkeszthetd a parabola tengelye és tengelypontjaban
a p sugarud hiperoszkulal6 kore.

4.6. A forgaskiip sikmetszeteinek abrazolasa

Az eddigiekben a kipszeletek sikgeometriai tulajdonsdgaival foglalkoztunk, még ha azokat
a forgaskup felhasznildsaval vezettiik is le. A kovetkezOkben a forgdskip sikmetszeteit
fogjuk dbrazolni. Tudjuk mér, hogy ez a sikmetszet ellipszis, parabola, vagy hiperbola
aszerint, hogy a metszésiknak a kip tengelyével bezart szoge a kip félnyildsszogénél na-
gyobb, egyenl6, vagy kisebb és a metszésik nem megy &t a kip cstcspontjan. Ezen kip-
szeletek el nem fajulé vetiilete is ugyamigy ellipszis, parabola, vagy hiperbola lesz, mert a
végtelen tavoli pontoknak és csak azoknak a vetiilete is végtelen tavoli parhuzamos vetités
Soran.

Egy forgaskipnak és egy a tengelyével hegyesszoget bezaré metszosiknak pontosan
egy kozos szimmetriasikja van: az, amelyik illeszkedik a kip tengelyére és meréleges a
metszosikra. Ez a kozos szimmetriasik a Dandelin-gomboknek is szimmetriasikja, ezért a
metszésikot a kipszelet azon szimmetriatengelyében metszi, amelyre a kipszelet fékuszai
is illeszkednek. Ha a kip tengelye vetitésugar, a kipszeletnek ez a tengelye a metszésiknak
esésvonala, az erre mer6leges tengelye (mér ha van, tehdt ellipszis és hiperbola esetén)
févonala lesz. Tekintsiik most a kipszeletnek a kip forgdstengelyére merdleges képsikra
esO vetiiletét! Ezen a vetiileten a tengelyek és a tengelypontban vett érinték mer6legessége
megmarad, mert egyikiik févonal. Ezért itt még a tengely képe a kiipszelet képének a
tengelye, de egy masik képsikon, ahol ez a derékszog torzul, a tengely képe mar csak a
kép dtmérdje lesz, és nem a tengelye.

A kipszelet fokuszainak a vetiilete viszont mar a kip tengelyére merdleges képsikon
sem lesz a vetiilet fokusza. Az ellipszis és a hiperbola esetén tiikrozziik a forgaskupot
a kupszelet kozéppontjara, a parabolametszet esetén pedig vegyiik fel a metszdsiknak
a kup csucspontjdval egy magassagban 1év6é d févonaldt! A 4.39., 4.40., 4.41. abrék-
6l leolvashatd, hogy a kipszelet tengelyre meréleges vetiiletének egyik fokusza a kip
csicspontjanak a vetiilete (és nem a fokusz vetiilete). Mds képsikon a vetiilet fokuszét a
stkgeometriai tulajdonsagai alapjan szerkeszthetjiik meg.
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4.39. dbra. Az ellipszismetszet vetiiletének egyik fokusza a csicspont vetiilete
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4.40. dbra. A parabolametszet vetiiletének fékusza a csicspont vetiilete
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4.41. dbra. A hiperbolametszet vetiiletének egyik fékusza a csicspont vetiilete
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4.6.1. A forgaskiip ellipszismetszete

4.42. dbra. Forgaskip ellipszismetszete

4.10. Feladat. Adott eqy forgdskip és a kipot ellipszisben metszd mdasodik vetitdsik. Szer-
kessze meg az ellipszis vetiiletét, dltaldnos pontjdat az érintével és a sikmetszet valodi nagy-
sdgat!

Megoldas. (4.42., 4.43. dbra)

Az ellipszis médsodik képen élben latszik;
a nagytengely a metsz6sik esésvonaldn van, végpontjait le kell csak vetiteni;

a kistengely a nagytengely felez6 mer6legese, masodik képe pont, els6 képét parallel-
korrel, vagy a cstcspont elsé képének, mint fokusznak a felhasznaldsdval szerkeszt-
hetjiik;

a metszet dltalanos P pontjat alkotd, vagy parallelkor segitségével, a P pontbeli
érint6t a metszosik és a kip P-beli érintésikjanak a metszésvonalaként szerkeszt-
hetjiik;

a sikmetszet valédi nagysdgat a metszésik nyomvonala koriili leforgatdsdaval szer-
kesztettiik meg.
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4.43. dbra. Forgaskup ellipszismetszete vetitésikkal
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4.44. dbra. Forgéaskip ellipszismetszete dltaldnos helyzetii sikkal

4.11. Feladat. Adott eqy forgdskiup és a kipot ellipszisben metszd dltaldnos helyzetd sik
az e, elsé esésvonaldval. Abrdzolja a kip stkmetszetét!

Megoldas. (4.44. abra) A feladatot a metszdsik élbe transzformalasaval, (vagy a metszet
és az alapkor kozott fenndllé centralis kollinedcio felhaszndldsdval) oldhatjuk meg;:

e az ellipszismetszet tengelyeinek a képe csak els6é képen tengely, a mésodik képen a
képnek egy konjugdlt dtmérdparja, ezért a kép tengelyeit Rytz-mddszerrel szerkesz-
tettiik;

e a konturpontokat a metszésiknak a konttralkotokkal fedésben 1év6 f févonala metszi
ki.
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4.6.2. A forgaskiip parabolametszete

4.45. dbra. Forgaskip parabolametszete

4.12. Feladat. Adott egy forgdskip és a kupot paraboldban metsz6 masodik vetitésik. Ab-
razolja a kip parabolametszetét és szerkessze meg a sikmetszet valodi nagysagdt!

Megoldas. (4.45., 4.46. dbra)

a parabola mésodik képen élben ldtszik;
a tengely a metsz6sik esésvonaldn van, a parabola tengelypontjat kell csak levetiteni;
a vetiilet fokusza a kiup cstcspontjanak a vetiilete (és nem a fékusz vetiilete).

a P pont a kip tengelyével fedésben 1év, egyébként dltaldnos helyzetii pont. Mivel
az alkoté profilegyenes, a P’-t parallelkorrel konnyebb szerkeszteni. A P-ben érinté
e egyenes a metsz6sik és a P-ben érintdsik metszésvonala;

az alapkor K pontjdban az érintét a metszésik és a K-beli érintéstk metszésvona-
laként szerkeszthetjiik, de most nem a nyomvonalakkal, (mert azok metszéspontja
ugyanazt a K pontot adnd), hanem a kip csicspontjénak a magassdgdban 1év6
h és d févonalakkal. A szerkesztésbdl latszik, hogy d’ a parabola elsé képének a
vezéregyenese;

a parabolametszet valédi nagysagat az n; nyomvonal koriili leforgatdssal szerkesz-
tettiik. A leforgatott parabola fokuszat a Dandelin-gombbel szerkesztett térbeli F
fokusz leforgatdsdval, vezéregyenesét az érintési kor sikjdval kimetszett vezéregyenes
leforgatdsaval kaphatnédnk meg.
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4.46. dbra. Forgaskip parabolametszete vetit6sikkal
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4.47. dbra. Forgaskip parabolametszete dltaldnos helyzetii sikkal

Altalanos helyzetii metszésik esetében a feladatot a metszésik élbe transzformaldsa-
val, vagy a metszet és az alapkor kozott fenndllé centrdlis kollinedcio felhasznélasdval
oldhatjuk meg.

A 4.47. dbrén éltaldanos helyzet(i sikkal kimetszett paraboldt szerkesztettiink transz-
formaldssal:

e az 1 — 4. kép megegyezik a 4.46. dbra 1 — 2. képével;

e a masodik kép tengelyét a parabola affin tulajdonsdga szerint a kinagyitott részleten
szerkesztettiik meg;

e a konturpontokat a metszésiknak a kontiralkotékkal fedésben 1év6 f févonala metszi
ki.
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4.6.3. A forgaskiip hiperbolametszete

4.48. dbra. Forgéaskip hiperbolametszete

4.13. Feladat. Adott egy forgdskip és a kiupot hiperboldban metszé mdsodik vetitdsik.
Abrazolja a kip hiperbolametszetét és szerkessze meg a stkmetszet valddi nagysdgdt!

Megoldas. (4.48., 4.49. dbra)

A hiperbola méasodik képen élben latszik;
a valos tengely a metsz6sik esésvonalan van, a tengelypontokat kell csak levetiteni;

a kip csuicspontjdnak a képe, mint a képhiperbola fékusza és a valds tengely képe a
hiperbola els képét mar egyértelmiien meghatarozza (lasd a 4.3. feladatot), de ezt
az Osszefiiggést itt a nagyobb pontossdg érdekében csak ellen6rzésre hasznéljuk;

az aszimptotdk a hiperbola kozéppontjat kotik ossze a végtelen tdavoli pontokkal.
A végtelen tdvoli pontokat pedig a metszosikkal parhuzamos alkotok hatérozzak
meg. Messiik hdt a kipot a csicsdra illeszked6, a metszosikkal parhuzamos sikkal.
A kimetszett alkotok metszik ki a hiperbola végtelen tavoli pontjait. A hiperbola
aszimptotdit ezutan gy kapjuk, hogy a kozéppontjan at a kimetszett alkotokkal
parhuzamosokat hizunk. Haszndljuk most ellenérzésre az el6bbi 6sszefiiggést!

a hiperbolametszet val6di nagysdgat az n; nyomvonal koriili leforgatassal szerkesz-
tettiik. A leforgatott hiperbola aszimptotdi a térbeli aszimptotédk leforgatottja, de
fokuszait a Dandelin-gombbel szerkesztett térbeli F;, Fy fékuszok leforgatdsaval,
vagy a sfkbeli tulajdonsdgok alapjén kapjuk.
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4.49. dbra. Forgaskip hiperbolametszete vetitésikkal
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4.50. &bra. Forgaskip hiperbolametszete dltaldnos helyzet{i sikkal

Altalsnos helyzeti metszésik esetében a feladatot a metszésik élbe transzformaldss-
val, vagy a metszet és az alapkor kozott fenndllé centrdlis kollinedcio felhasznélasdval
oldhatjuk meg.

A 4.50. dbréan altaldnos helyzetii sikkal kimetszett hiperbolat szerkesztettiink transz-
formaldssal:

e az 1 — 4. kép megegyezik a 4.49. dbra 1 — 2. képével,
e a masodik kép tengelye az aszimptotdk szogfelezdje;

e a hiperbola valés tengelyét és hiperoszkuldlé koreit az affin tulajdonsdg alapjan a
kinagyitott részleten szerkesztettiik meg;
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e a konturpontokat a metszésiknak a kontiralkotokkal fedésben 1év6 f févonala metszi
ki.

/C//

S

4.51. dbra. Hiperboldk a kihegyezett ceruzan (bal oldali dbra); A forgdskiip tengelyével
parhuzamos sikkal kimetszett hiperbolék (jobb oldali dbra)

A miiszaki gyakorlatban leginkabb a kip tengelyével parhuzamos sikkal kimetszett
hiperboldkat taldlunk. A 4.51. &brdn egy hatoldali szabdlyos hasdbot kozos tengelyti
(koaxidlis) forgaskuppal metszettiink (vagyis egy kihegyezett ceruzat rajzoltunk).

e A frontdlis helyzetii A sik altal kimetszett hiperbola a masodik képen valédi nagy-
sdgban latszik. A legsziikebb parallelkoron, tehdt legmagasabban 1év6 A pont a
hiperbola egyik tengelypontja. Az aszimptotdk a kontiralkotékkal parhuzamos fe-
d6egyenesek.

e Az els6 vetitdsik helyzetii B sik dltal kimetszett hiperbola B tengelypontja az A
ponttal kozos parallelkéron van. A hiperbola kozéppontja B f6l6tt a kip csicspont-
javal azonos magassagban taldlhaté. Ide toltuk el a B metszosikkal parhuzamos
alkotokat, igy kaptuk az u, v aszimptotdkat.

Hasonlé hiperbolédk taldlhatok a kippal lesarkitott hatlapu csavarfejeken, csavaranya-
kon is. Ezeket a miiszaki rajzokon korivekkel helyettesitik.
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4.7. Gyakorlo feladatok a 4. témakorhoz

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

Adott az O kozepli gomb és az e egyenes. Szerkessze meg a gdomb és az egyenes
doféspontjait és dbrazolja azokat lathatosag szerint!

Adott az O kozepti gomb és a V, mésodik vetit6sik. Abrazolja a gombnek a V,
masodik vetitésik alatti szeletét! Ehhez szerkessze meg a metszet konturpontjait és
képének a tengelyeit!

Adott a V, mésodik vetitésik és a C pont. Abrazolja a vetitésikban a C ponttél
50mm tévolsdgra 1évé pontok mértani helyét! Ehhez szerkessze meg a mértani hely
vetiiletének a tengelyeit és hiperoszkuldlé koreit!

Adott a V, médsodik vetitésik és az M pont. Abrézolja azt az M csicsponti, 30°-
os félnyildsszogli forgdskipot, amelynek alaplapja a V, vetitésikban van! Ehhez
szerkessze meg a kip alapkorének és elsé konturalkotéinak mindkét képét!

Adott az els6 képsikon all6 M csicsponti kup és az e egyenes. Szerkessze meg a kup
és az egyenes doféspontjait és dbrézolja azokat lathatésdg szerint!

Adott (a rajz sikjdban) egy ellipszis AB nagytengelye és e = 1/2 excentricitésa.
Rajzolja meg az ellipszist! Ehhez szerkessze meg az ellipszis kistengelyét és az attol
fél fokusztavolsdgra 1évé pontjait, majd ezek egyikében az ellipszis érintdjét!

Adott (a rajz sikjdban) egy ellipszis az UV, WZ konjugélt d&tméréparjaval. Rajzolja
meg az ellipszist! Ehhez szerkessze meg az ellipszis tengelyeit és hiperoszkulélé koreit,
valamint érint6it az adott atmérék végpontjaiban!

Adott (a rajz sikjdban) egy ellipszis a tengelyeivel, tovabbd a P pont. Szerkessze
meg a P pontbdl az ellipszishez hizhaté érintéket az érintési pontokkal!

Adott (a rajz sikjdban) egy parabola F fokusza, tovabbd e érintéje az E érintési
ponttal. Rajzolja meg a paraboldt! Ehhez szerkessze meg a parabola tengelyét,
fokuszat, hiperoszkuldlé korét, tovabba a fokusztol Sem tavolsagra 1évé pontjait az
érintékkel!

Adott (a rajz sikjaban) egy parabola d vezéregyenese és e érintdje az E érintési
ponttal. Rajzolja meg a parabola egy ivét! Ehhez szerkessze meg a parabola hiper-
oszkulalé korét is!

Adott (a rajz sikjdban) egy parabola a fékuszdval és vezéregyenesével, tovdbba a
P pont. Szerkessze meg a P pontbdl a paraboldhoz hiizhaté érintéket az érintési
pontokkal!

Adott (arajz sikjaban) egy parabola a, b érint6je az A, B érintési pontokkal. Rajzolja
meg a paraboldt! Ehhez szerkessze meg a parabola tengelyét, fékuszét, hiperoszkulélé
korét, tovabba a fokusztol 5em tdvolsdgra 1évd pontjait az érintdkkel!

Adott (a rajz sikjaban) egy hiperbola P pontja, valamint F;, Fy fékuszai. Rajzolja
meg a hiperbola egy ivét! Ehhez szerkessze meg a hiperbola hiperoszkulalé koreit is!
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4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

Adottak (a rajz sikjaban) egy hiperbola u, v aszimptotdi és e érint&je. Rajzolja meg
a hiperbolat! Ehhez szerkessze meg a hiperbola tengelyeit és hiperoszkulalé koreit,
valamint az e érintén az E érintési pontjat!

Adottak (a rajz sikjaban) egy hiperbola u, v aszimptotdi és P pontja. Rajzolja meg
a hiperboldt! Ehhez szerkessze meg a hiperbola valés tengelyét és hiperoszkulélo
koreit, valamint érint&jét a P pontban!

Adott (a rajz sikjaban) egy hiperbola az AB valds és a CD képzetes tengelyével,
tovabbd a P pont. Szerkessze meg a P pontbdl a hiperboldhoz hizhaté érintket az
érintési pontokkal!

Adott az els6 képsikon &ll6 forgashenger és a henger tengelyét metszd e els6 esés-
vonaldval az S sik. Abrézolja a hengernek az S sikkal alkotott stkmetszetét! Ehhez
szerkessze meg a sikmetszet tengelyeinek a képét, a masodik kép tengelyeit és a mé-
sodik kontirpontokat!

Adott az els6 képsikon 4ll6 forgaskip és a V; els6 vetitésik. Szerkessze meg a kip-
nak a V, sikkal a stkmetszetét! Ehhez szerkessze meg a sikmetszet aszimptotdit, a
mésodik kép tengelyeit, hiperoszkulalé koreit és a mésodik konturpontokat!

Adott az els6 képsikon &ll6 forgdskiip és a kipot ellipszisben metszé V, médsodik
vetitésik. Szerkessze meg a kip sikmetszetét! Ehhez szerkessze meg a stkmetszet
vetiiletének tengelyeit, hiperoszkuldl6 koreit és a stkmetszet valédi nagysagat!

Adott az els6 képsikon 4all6 forgaskiip és a kipot paraboldban metszé V, masodik
vetitésik. Szerkessze meg a kup sikmetszetét! Ehhez szerkessze meg a sikmetszet
vetiiletének tengelyét, hiperoszkulalé korét és a sikmetszet valodi nagysdgat!

Adott az els6 képsikon 4ll6 forgdskip és a kipot hiperboldban metsz6 V, masodik
vetitésik. Szerkessze meg a kup sikmetszetét! Ehhez szerkessze meg a sikmetszet
vetiiletének aszimptotdit, hiperoszkuldlé koreit és a sikmetszet val6di nagysdgat!

Adott az els6 képsikon all6 forgdskup és h, f févonalaival a kiipot ellipszisben metsz6
S sik. Szerkessze meg a kipnak az S sikkal a sikmetszetét! Ehhez szerkessze meg a
képek tengelyeit, és a masodik kontirpontokat!

Adott az els6 képsikon all6 forgdskip és a tengelyét metszd e; elsd esésvonaldval a
kiipot ellipszisben metsz6 S sik. Abrazolja a kipnak az S sikkal alkotott stkmetszetét!
Ehhez szerkessze meg a stkmetszet tengelyeinek a képét, a masodik kép tengelyeit és
a masodik konturpontokat!

Adott az els6 képsikon 4ll6 forgaskiip és ny, ny nyomvonalaival a kipot hiperboldban
metszé S sik. Szerkessze meg a kipnak az S sikkal a sikmetszetét! Ehhez szer-
kessze meg az aszimptotdkat, az alapkoron és a tengelyen 1év6, valamint a masodik
konttirpontokat!

Adott az elsé képsikon all6 forgdskiip és az e egyenes. Szerkessze meg a kiipnak az e
egyenes V, masodik vetitésikjaval a stkmetszetét! Ehhez szerkessze meg a stkmetszet
tengelyeit, az e egyenesen lév6 pontjait, ezek egyikében a sikmetszet érint6jét és a
kép hiperoszkulalé koreit!
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4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

Adott az els6 képsikon all6 forgédskip és az e egyenes. Szerkessze meg a kipnak
az e egyenes V, elsd vetitosikjdval a stkmetszetét! Ehhez szerkessze meg a stkmet-
szet aszimptotdit, valés tengelyét, az e egyenesen 1év6 pontjait, ezek egyikében a
sikmetszet érint6jét és a kép hiperoszkuldlé koreit!

Adott az elsé képsikon &ll6 forgaskip és a tengelyét metszé h horizontélis févonal.
Hatdrozza meg azt a h févonalra illeszked6 dolt stkot, amelyik a kipot paraboldban
metszi, majd szerkessze meg a kup sikmetszetét! Ehhez szerkessze meg az alapkorre
és a masodik konttrra illeszked® pontokat, a méasodik kép tengelyét és hiperoszkuldlo
korét!

Az els6 képsikon &ll6 forgaskupot a 4.52. dbra szerint két masodik vetitdsikkal met-
szettiik, majd a cstcsot tartalmazé részét eltdvolitottuk. Abrézolja a csonkolt kip-
testet! Ehhez szerkessze meg a sikmetszetek metszéspontjait az érintékkel, a sikmet-
szetek képeinek a tengelyeit és hiperoszkuldlé koreit!

Az els6 képsikon &ll6 forgaskipot a 4.53. dbra szerint a V, els6 és a V, mdasodik
vetit6sikkal metszettilk, majd a cstcsot tartalmazé részt eltavolitottuk. Abrazolja a
csonkolt kiptestet! Ehhez szerkessze meg a sikmetszetek metszéspontjait az érinték-
kel, a sikmetszetek képeinek a tengelyeit és hiperoszkulalé koreit!

4.52. dbra. Felvétel a 4.28. gyakorl6 feladathoz
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4.53. dbra. Felvétel a 4.29. gyakorlé feladathoz
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5. fejezet

Athatdsok

Tananyag: Gomb, forgdshenger és forgdskip dthatdsa, az dthatdsi gorbe globdlis tulag-
donsdgai (a gorbe rendje, kettds vetiilet). Az dthatds kiilonleges pontjai: szinguldris pontok
(onmetszéspont, csicspont), a kontirra illeszkedd pontok, szélsé szeleteld feliilettel megha-

vy

tdrozott athatdsi pontok. Az dthatdsi gorbe dltaldnos helyzetd pontjai. Szétesd dthatdsok.

5.1. A képtengely elhagyasa

A korébbi fejezetek szerkesztési dbrdiban mindig ott taldltuk az x; o tengelyt. Rekonst-
rukciéndl abbdl indultunk ki, transzformaldsndl attél mértiik az elmaradé rendezét. Ha
most egy kissé elérelapozunk, lathatunk olyan dbrékat is, amelyekrdl hidnyzik a tengely.
Hogyan lehet ez?

Ha egy abrérol (amelyen csak elsé és masodik kép szerepel) elhagyjuk az x; » tengelyt,
a rendez6k parhuzamossdga megmarad és azokra merélegesen barmikor visszarajzolhatjuk
azt, persze (hacsak nincsenek nyomelemek) nem pontosan a régi helyére. Az egyes pontok
rendez6i megvaltoznak: amennyivel né az egyik. annyival csokken a masik, igy a rendezék
(elBjeles) Osszege véltozatlan marad. Tovdbba véltozatlan marad két kiilonb6z6 pont
megfeleld rendezdjének a kiilonbsége, vagyis egyik pontnak a masikhoz viszonyitott relativ
rendezdje is. Ha ezutdn rekonstrualunk ugyanazt az alakzatot kapjuk (a relativ rendez6k
allandésdga miatt) csak az egész alakzatnak a rajz f6lotti magassaga (vizszintes rajznél),
vagy a rajz el6tti tavolsaga (fiiggtleges rajzndl) no, vagy csokken.

Vizsgaljuk meg most, hogy a térben rogzitettnek elképzelt alakzathoz képest hogyan
valtozik a képsikrendszer helyzete a tengely eltoldsakor. Mivel a rendezék (el6jeles) tsszege
valtozatlan marad, a koincidenciasikra illeszked pontok (amelyekre ez az sszeg 0) to-
vabbra is ilyenek maradnak. Tehdat a tengely eltoldsakor a képsikrendszer az alakzathoz
képest a koincidenciasik mentén mozdul el.

Ha egy olyan dbrén akarjuk pétolni a hidnyzo képtengelyeket, amelyen transzformalds
vagyis tobb képsikrendszer is szerepel, csak az egyik tengelyt vehetjiik fel tetszélegesen
(természetesen a megfeleld rendezdiranyra merdleges helyzetben), a tobbit mar a megfelels
rendezék egyenl6sége meghatédrozza.

Eddig csak arrdl esett sz6, hogy a hidnyzé tengely pétolhatd, de a £6 kérdés az, hogy mi
az elénye a tengely elhagyasdanak? A miiszaki életben az ember dltal tervezett alakzatok al-
taldban rendelkeznek az alakzat belsé tulajdonsdgaibdl kovetkezé viszonyitasi rendszerrel
(bazissik, szimmetriasik, szimmetria-, vagy forgastengely). Esetenként zavar6, de minden-
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képpen folosleges lenne ezt a viszonyitdsi rendszert az dbrézolds kedvéért megdupldzni.
Miiszaki rajzokon ezért dltaldban nem rajzolnak képtengelyt.

A képtengely nélkiilozhetéségére Klingenfeld figyelmeztetett 1851-ben megjelent [3]
tankonyvében.

5.2. Az athatassal kapcsolatos fogalmak

Miiszaki alkalmazdsokban a geometriai testek és feliiletek &ltaldban nem teljes egész-
ként és ondlléan fordulnak el6, hanem mas testeken, vagy feliileteken athatolva, azokkal
csonkolva, vagy egyesitve. Az dbrdzolé geometridban ezt a jelenséget hagyomanyosan az
dthatds széval jeloljiik, fiiggetleniil attol, hogy halmazmiiveleti fogalmaink szerint az &t-
hatdsban szereplé geometriai testek és feliiletek (mint ponthalmazok) metszetet, uniot,
vagy kiilonbséget képeznek. Az athatds megszerkesztésének alapfeladata a hatérolo felii-
letek kozos metszésvonaldnak, az dthatdsi gorbének a megszerkesztése. Azt pedig, hogy az
alakzat milyen halmazmiivelet eredményeként szarmazott, a lathatosag szerinti kihtizédssal
fejezziik ki.

Az aldbbiakban elébb tsszefoglaljuk az dthatdsok szerkesztéséhez sziikséges ismerete-
ket, majd ezek alkalmazdsat példdkon mutatjuk be. A példak kivdlasztdsdandl a gdomb,
forgashenger és forgaskip alkalmazédsara szoritkoztunk és eltekintettiink a kozépiskolai
szintet meghaladé geometriai ismereteket alkalmazé megolddasoktol, mint amilyen az &t-
hatési gorbe simulékorének, vagy énmetszéspontbeli érintéjének a szerkesztése lenne.

Hogyan szerkessziink dthatést?

e Elemezziik a feladatot: hatdrozzuk meg az athatési gorbe és vetiiletei globalis tu-
lajdonsagait, szingularitasait, topolégidjat;

e szerkessziik meg az dthatdsi gorbét: hatdrozzuk meg a lehetséges szeleteld feliile-
teket, szerkessziik meg az dthatdsi gorbe kiilonleges pontjait és néhdny altaldnos
pontjat a pontbeli érintékkel, rajzoljuk meg a gorbét;

e dontsiik el a lathatésdgot: hizzuk ki ldthatdsdg szerint a megszerkesztett abrat.

5.3. Az elemzéshez sziikséges ismeretek

Az n-edfoki algebrai egyenlettel leirhato gorbét, vagy feliletet n-edrendd algebrai girbének,
vagy feliletnek nevezziik.

A gomb, a forgdshenger és a forgdskip masodrendii algebrai feliiletek.

Az algebra alaptételébdl kovetkezik, hogy

e egy egyenes egy n-edrendli sikgorbét, vagy m-edrendii feliiletet legfeljebb n valds
pontban metsz, ha nincs k6zos komponensiik;

e cgy sik egy n-edrendii térgorbét, legfeljebb n valés pontban metsz, ha a térgérbének
nincs a sikra illeszkedé komponense;

e egy sik és egy n-edrendii feliilet egy legfeljebb n-edrendfi valés sikgérbében metszi
egymast, ha nincs kozos komponensiik.
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A gomb, a forgashenger és a forgdskiip sitkmetszetei masodrendfi algebrai gérbék.
Bézout tétele: Eqy m-edrendi és eqy n-edrendd algebrai sikgorbe eqgymast (a képzetes,

a tobbszoros és a végtelen tdvoli pontokat is szamitva) mn pontban metszi.
Kovetkezmény:

e Egy m-edrendii és egy n-edrendfi algebrai feliilet egymdst (a képzetes, a t6bbszo-
ros és a végtelen tévoli pontokat is szamitva) mn-edrendii gorbében, az dthatdsi
gorbében metszi. Az dthatdsi gorbe lehet szétesd (reducibilis), vagy nem szétesd
(irreducibilis).

e Egy n-edrendfi térgorbe vetiilete dltalaban n-edrendfi stkgorbe, de ha minden vetité-
sugdr a térgorbe k pontjara illeszkedik, akkor a kapott k-szoros vetiilet n/k-adrendfi.

Tehdt a masodrendii gomb, henger, kip dthatdsi gorbéje (ha nem szétest) 4-edrendfi
térgorbe, aminek az egyszeres vetiilete is 4-edrendi, a kettds vetiilete pedig masodrendii
stkgorbe (ellipszis, parabola, vagy hiperbola). Kett&svetiilet jon létre, ha az egyik feliilet
vetitbhenger, vagy ha a metsz6d6 feliileteknek a képsikkal parhuzamos, kozos szimmetri-
asikjuk van (, vagy ha a konturok sikjai egybeesnek).

5.4. A szerkesztéshez sziikséges ismeretek

Az F, és F, feliilletek dthatdsi vonaldnak egy P pontjit tgy szerkesztjiik meg, hogy
felvesziink egy alkalmas S szeleteld feliiletet (dltaldban sikot, vagy gombot), amellyel egy
c; gorbében metsziik az F, feliiletet és egy ¢, gorbében az F,, feliiletet, végiil a c; és a ¢
gorbék metszéspontja lesz a keresett P pont (5.1. dbra).

5.1. 4bra. Athatdsi pont szerkesztésének elve

A szeletelt feliiletet tigy kell megvédlasztanunk, hogy a kimetszett ¢ segédgorbe konnyen
szerkeszthet® alkotd, vagy parallelkor legyen. Ahhoz, hogy a gorbén elég sok P; pontot
kapjunk, tobb S, szeleteld feliiletet kell vdlasztanunk.
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5.4.1. Szeletelo feliiletek valasztasa

Az adott feliiletek ‘ Szeletel feliletek | Metszetgorbék | Abra
hengerek, kipok stksor alkotok 5.27. —5.4.

forgasfeliilet és tenge- | forgasfeliilet ten- | parallelkorok és | 5.30.
lyére mer6leges henger gelyére mer6leges | hengeralkotok

stkok
parhuzamos tengelyfi for- | forgasfeliilet ten- | parallelkorok 5.31.
gésfeliiletek gelyére merdleges

stkok
metsz6 tengelyli forgdsfe- | koncentrikus gébmbok | parallelkorok 5.50.
lilletek

5.2. dbra. Athatési gorbe érintéje az érintésikok metszésvonalaként

Az dthatasi gorbe érintdjének szerkesztése (a mar megszerkesztett pontban):

e az érinté mind a két feliilet érintésikjaban benne van, tehdt az érintésikoknak a

metszésvonala (5.2. dbra);

e az érinté mindkét feliileti normalisra, tehat a normélisok sikjdra is merdleges (5.3.

abra).

5.3. 4bra. Athatési gorbe érintéje a normalisok sikjéra sllitott merélegesként
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5.4.2. Az athatasi gorbe kiilonleges pontjai

szinguldris pontok:

— térbeli: izolalt pont, elsbfaji csicspont, nmetszéspont (ahol a feliiletek érint-
keznek);

— vetiileti: 6nmetszéspont, elséfaji csicspont (ahol a térgorbe érintbje vetitésu-
gar, a vetiilet érint6je a cstcspontban a térbeli simuldsik vetiilete);

a feliiletek konturjaira illeszkedd athatési pontok (a megfeleld képen a kontir és az
athatdsi gorbe érintéi feddegyenesek);

széls6 szeleteld feliiletekkel szerkesztett pontok: ha a szeleteld feliilet az dthatdasban
részt vevt egyik feliiletet érinti, a mésikat metszi, akkor az utébbibdl kimetszett
gorbe (ami persze lehet alkoto, tehdt egyenes is) érinti az dthatdsi gorbét.

A gorbe megrajzolasdnal vegyiik figyelembe

a gorbe globdlis tulajdonsdgait (egy n-edrendii gorbét egy egyenes legfeljebb n valds
pontban metszhet), szingularitdsait és topolégidjat;

a megszerkesztett pontokat, érintdket;

a folytonossédgot (,,szomszédos” pontok 6sszekotése);

a pontok sorrendjét (a kiilonboz6 képeken megegyezik);
a gorbe ,nem léghat le” egyik feliiletrdl sem;

a simasdgot (egy algebrai gorbe akarhényszor folytonosan differencialhato).

5.4.3. Az athatas lathatésaganak eldontése

A lathatésdg szerinti kihizédssal fejezziik ki a feliiletek, vagy testek kozotti halmazmiivelet
eredményét. A kihizdsndl vegyiik figyelembe, hogy

mindkét (konvex) feliiletet a megfelelé kontur osztja lathaté és nem lathaté részre;

ha az athatdsi gorbét csak ,rarajzoltuk” a feliiletre, akkor a gorbének a feliilet
lathaté részére es6 darabja latszik;

unio dthatdsi gorbéjébdl az latszik, ami mind a két feliilet ldthaté részére esik;

metszet athatdsi gorbéjébdl az nem ldtszik, ami mind a két feliilet takart részére
esik;

kiillonbség athatdsi gorbéjébdl az latszik, ami a meghagyott feliilet ldthaté részére
esik és ami az azon keletkezett lyukon keresztiil valt lathatova;

testek kiilonbségének dbréazolasakor iigyeljiink az eltavolitott test ,lenyomatédra”.

Egyébként az a legjobb, ha ldtjuk, és ez gyakorlattal elérheto.
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5.5. GOmb, forgashenger és forgaskip athatasai

Az aldbbiakban gomb, forgashenger és forgaskip dthatdsaira mutatunk példdkat. Fze-
ken legtobbszor a szerkesztésnek csak egy-egy mozzanata lathatéd. Egy dthatés konkrét
megszerkesztése az elézéekben mondottak szerint torténik. Két esetben (az 5.16.- 5.21.
illetve az 5.43.-5.49. dbrakon) részletezve is bemutatjuk az dthatds megszerkesztését. Azt
ajanljuk, hogy a tanulds sordn minél tobb ilyen teljesnek mondhaté szerkesztést végezzen
el.

A gomb, a forgashenger és a forgaskip mésodrendii feliiletek, az dthatdsi gorbe tehéat
altalaban negyedrendii.

5.5.1. Forgashengerek athatasa

5.4. dbra. Két hengert alkotékban metsz6 szeleteld sik (bal oldali dbra); Hengerek dthatdsi
pontjainak szerkesztése alkotokban metsz6 szeletel$ sikkal (jobb oldali dbra);

A szeleteld feliiletek

e mindig lehetnek mindkét henger alkotéival parhuzamos sikok (5.4. dbra);
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e metsz6 tengelyli hengerek esetén lehetnek a tengelyek metszéspontja koriil felvett
koncentrikus gombok (5.5. dbra 4. hengere).

1.

L7

—_—

|
|
|
|
|
J‘ﬁ, -
|
|
|
|
|

5.5. dbra. Meréleges tengelyli hengerek dthatdsai: 1. egy zart gorbe; 2.” nyolcas”; 3. két
zart 4g; 4. metsz6 tengelyli hengerek dthatdsanak kettds vetiilete hiperbola; 5. szétes6
dthatas.

Az 5.5. dbréan mer6leges tengely(i hengerek néhény topolégikusan kiilonbozé dthatési
gorbéjét mutatjuk be. Ezek némileg médosulnak, ha a tengelyek nem merdélegesek.

Ha az egyik henger vetitéhenger, az dthatds megfelel$ képe kor (koriv). Ha valamelyik
hengernek nincs kor képe, a beforgatott szelvényt alkalmazva kénnyen megszerkeszthetjiik
a szeletel6 sikkal kimetszett hengeralkoték képeit.

Az 5.5. dbra 4. hengerei metsz6 tengelytiek, ilyenkor a tengelyek metszéspontja koriil
felvett koncentrikus gombokkel is szeletelhetiink. Az dbran mindkét tengely parhuzamos
az els6 képsikkal, ezért ott kettds vetiiletként hiperbolat kapunk. A vastagabb hengert
érinté gomb a mdsik hengert parallelkbrokben metszi. A kettds vetiileten ezek dltaldban
egy atmérd végpontjaiban, itt a hiperbola tengelypontjaiban érintenek. A hiperbolakép
aszimptotdi a tengelyek szogfelez6i lesznek.
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5.6. dbra. Kitér6 tengelyti hengerek dthatdsa

Az 5.6. és az 5.7. &dbran kitérd tengely(i hengerek athatdséat szerkesztettiik a hen-
gerek alkotéival parhuzamos szeleteld sikok, illetve beforgatott szelvények (az abrdkon
besdrgitva) alkalmazdsdval. Az dbrékon az dthatdsi gorbéknek csak a kiilonleges (széls6
szeleteld sikra, vagy konturra illeszked®) pontjait szerkesztettiik meg. Az 5.7. dbrén a tér-
beli dthatési gorbe 6nmetszéspontja elsé képen tnmetszéspontnak, mig a masodik képen
onérintést pontnak latszik.
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5.7. dbra. Hengerek dthatdsa onmetszésponttal

Az 5.8. dbrén a tengelyek metszéspontja koriil felvett koncentrikus gombokkel szele-
teltiink. A tengelyek parhuzamosak a rajz sikjaval (ez transzforméciéval mindig elérhetd).
A tengelyek sikja a két henger kozos szimmetriasikja, ezért az dthatdsi gorbének kettds
vetiilete van. A kettés vetiilet (4 : 2 = 2), masodrendfi, éspedig hiperbola. A vetiileti
hiperbola aszimptotdi a tengelyek szogfelezi. A mellékszogek szogfelezéi merélegesek,
ezért a vetiilet egyenlé oldali hiperbola.
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5.8. dbra. Metsz6 tengely(i hengerek dthatdsanak kettés vetiilete hiperbola

Az altaldnos helyzetii P pontban a feliileti normalisok felhasznaldsaval szerkesztettiink
érint6t. A feliileti normaélisok tengelypontjaira egy hp horizontélis févonal illeszkedik. A
normaélisok sikjdra merdleges érintd vetiilete tehdt erre merdleges. Ez a szerkesztés nem
alkalmazhaté minden tovabbi megfontolds nélkiil a K konturpontban, mert ott mindkét
normadlis, tehat a normadlisok sikjanak minden egyenese horizontdlis. Ha azonban az at-
hatdsi pontoknak egy K-hoz tarté sorozatat vessziik, az érintd szerkesztéséhez sziikséges
horizontélis févonal hatarértéke, a lim hy egyszertien adodik.

Léthato, hogy az dthatédsi gorbe kettés vetiilete nem a teljes hiperbola, hanem annak csu-
pan két ive. Ha azonban algebrailag szamitjuk az dthatdsi gorbe vetiiletét, megkapjuk az egész
hiperbolat. Vegyiik példdul a Descartes-féle derékszogii koordindta-rendszerben az y tengelyti,
5 egység sugard hengert, aminek az egyenlete: 22+422= 25, tovdbbd az x tengelyfi, 4 egység
sugard hengert, aminek az egyenlete: 3%+2%= 16. Az athatési gorbe pontjai mindkét hengerre
illeszkednek, tehdt koordindtaik mind a két egyenletet és igy azok kiilonbségét is kielégitik. A két
egyenlet kiilonbsége pedig 22 —13%= 9 egy teljes egyenld oldali hiperbola egyenlete. Vialasszuk
most ennek a hiperboldnak egy a hengerek képhatardn kiviil es¢ pontjat, példaul legyen x = 6,
akkor y?= 27 és ebbél valamelyik henger egyenletébe helyettesitve 2= —11, innen z koordi-
nétdira két konjugdlt komplex szamot kaptunk. Algebrailag tehdt az dthatdsi gérbének nem
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csak valds, hanem konjugdlt komplex koordindtdji képzetes pontpdrjai is vannak, amelyeknek
az xy sikra es6 kettds vetiiletét éppen a képzetes koordindta elhagyédsdval kapjuk, tehdt a kettés
vetiilet mar valés. A kettds vetiiletnek azokat a pontjait, amelyek nem valés, hanem konju-
galt komplex koordindtédjui képzetes pontparok valés kett6s vetiileteként jottek létre ,parazita”
pontoknak nevezték el.

A forgdshengerek szétes6 athatdsairdl a tobbivel dsszevontan a Szétesd dthatdsok cimii
5.6. szakaszban lesz sz6.

5.5.2. Forgaskiip és forgashenger athatasa

5.9. dbra. A kipot és a hengert alkotékban metsz6 szeletel$ sik

A szeletelt feliiletek

e mindig lehetnek a kip csicspontjan atmend és a henger tengelyével parhuzamos so-
rozoegyenesre illeszked siksor tagjai, amelyek mindkét feliiletet alkotékban metszik
(5.9., 5.10. &brak);

e ha a henger tengelye merdleges a kiipéra, lehetnek a kip tengelyére meréleges sikok,
amelyek a kipbdl parallelkoroket, a hengerbél alkotékat metszenek ki (5.11. dbra);

e ha a tengelyek metszik egymadst, lehetnek a tengelyek metszéspontja koré irt kon-
centrikus gombok, amelyek mindkét feliiletb6l parallelkdrsket metszenek ki (5.14.,
5.15. dbra).
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5.10. dbra. Kiip és henger dthatdsi pontjainak szerkesztése alkotékban metszd szeleteld
sikkal
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5.11. dbra. Forgdaskip paldstjanak egy merdleges tengelyli hengeren kiviil maradé része:
a) az dthatds egy zért gorbe; b) az athatdsi gorbe egy ,nyolcas”, amelyet kipalkotok
érintenek; c) az athatdsi gorbe egy ,nyolcas”, amelyet hengeralkoték érintenek; d) a
kipot atfiurja a henger, az dthatdsi gorbének két zart dga van; e) a hengert atfurja a kip,
az dthatasi gorbének két zart dga van
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Az 5.11. — 5.14. &brakon mer6leges tengely(i henger és kiip néhany topolégikusan
kiilonboz6 athatdsi gorbéjét mutatjuk be.

Az 5.11. b) dbrdn a hengert érintd szeletel6 sikkal kimetszett kupalkoték az athatasi
gorbe érintéi. Az 5.11. c) dbrén a kipot érint6 szeletel6 sikkal kimetszett hengeralkoték
az athatdsi gorbe érintéi. Az 5.11. d) és 5.11. e) dbrdn a hengert érinté horizontalis
szeletel6 sikokkal kimetszett parallelkorok az dthatési gorbe érintoi.

5.12. dbra. Forgdskip paldstjanak egy merdleges tengelyli hengeren kiviil maradé része:
a) az dthatdsban izoldlt pont; b) az dthatdsi gorbe egy ,nyolcas”, amelyet a csticspontban
kipalkotok érintenek

Az 5.12. a) dbrén az athatési gorbe része egy izolalt pont is (a régiek ezt a ,remete-
pont” elnevezéssel illették). Az 5.12. b) dbrédn a hengert érintd szeleteld sikkal kimetszett
kupalkoték az dthatdsi gorbét az dnmetszéspontjaban érintik. Az 5.13. a) dbran a hen-
gert érintd szeletel® sik a kupot is érinti egy alkotoban. Az dthatdsi gérbén elstfaji
csucspont van, amelyben az el6bbi kupalkoté érint. A csicspont kérnyezetét kinagyitva
is bemutatjuk.
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5.13. dbra. Forgdskip paldstjanak egy mer6leges tengelyi hengeren kiviill maradé része:
a) az athatdsi gorbén els6faju cstcspont, amelyben egy kipalkot6 érint; b) az dthatasi
gorbe kettos vetiilete ellipszis

Az 5.13. b) dbrén a kip csicsdra illesztett horizontélis sik a kipnak is és a hengernek

is szimmetriasikja, ezért els6 képen is ketts vetiiletet: egy ellipszist kapunk. Az dbra azt
mutatja, hogy ilyen esetben célszerti az ellipszis tengelyeit megszerkeszteni.
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5.14. dbra. a) Kiup és henger ellipszisekre szétesd athatdsa; b) Kip és metsz6 tenge-
ly(i hengerek athatdsdnak ketts vetiiletei hiperboldk; c¢) Kup és metsz6 tengely{i henger
athatasanak kettos vetiilete hiperbola

Az 5.14. a) dbra kozos gombot érinté kip és henger ellipszisekre szétes6 dthatatasat
mutatja. Az ellipszisek mésodik képen kett6s vetiiletben szakaszoknak latszanak.

Forgashenger és forgaskip szétesd dthatdsairdl a tobbivel dsszevontan a Szétesd dtha-
tdsok cimii 5.6. szakaszban lesz még sz6.

Az 5.14. b), 5.14. c¢), 5.15. dbrdkon metsz6 tengely(i kip-henger dthatdsokat szer-
kesztettiink meg kiilonboz6 atmérdjii hengerekkel. Az dthatdsi pontokat a tengelyek met-
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széspontja (mint kozéppont) koriil felvett szeletel gombokkel szerkesztettiik. Az dthatasi
gorbének a tengelyek sikjdra (vagy azzal parhuzamos képsikra) est kettés vetiilete hiper-
bola. Az dthatds (képzetes) végtelen tavoli pontja nem valtozik az alkoték parhuzamos
eltoldsa kozben. Ezért a kippal kozos gombot érinté henger szétesé dthatdsanak két
egyenesbol 4ll6 kett6s vetiilete a tobbi hiperbolavetiiletnek a kozos aszimptotéja.

5.15. dbra. Metsz6 tengelyli kip és hengerek dthatdsdnak kett6s vetiiletei hiperboldk
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5.16. dbra. Mer6leges tengelyti kip és henger dthatésa

5.1. Feladat. Adott az elsd képsikon dllo forgaskip és a horizontdlis tengelyt forgdshen-
ger (5.16. dbra). Abrazolja a kiptestnek a hengeren kiviili részét!

Megoldas.

e Transzformdljuk a metsz6 hengert vetitOhengerré, igy negyedik képen az dthatds
képe koriv, a szeletel6 sikok pedig negyedik vetit&sikok;

e szerkessziik meg az dthatdas kiilonleges pontjait:
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5.17. dbra. A széls6 szeletel6 sikokkal szerkesztett pontokban alkoté az érintd

— vegyiik a kip csicsédn dtmend, a henger tengelyével parhuzamos sorozéegye-
nesre illeszked6 szeletel6 stkok koziil a szélsdket: a kipot érinté sikkal 1,2
szerkeszthet®, ahol hengeralkoté az érint6, a hengert érinté sikkal 3, 4 szer-
keszthetd, ahol kipalkoté az érint6 (5.17. dbra);
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5.18. dbra. Kontirpontok szerkesztése a kontiralkotékra illesztett szeletel® sikokkal

— vegyiik a kip tengelyére meréleges sikok koziil a széls6ket: a hengert foliilrél
érint6é I sikkal 5,6, majd hengert alulrél érinté II sikkal 7,8 szerkeszthetd,
ezekben a pontokban a kiipbdl kimetszett parallelkor és az dthatdsi gorbe érin-
téje egybeesik (ezek egyuttal a henger masodik konturpontjai) (5.18. abra);

— a henger 9,10 els6 kontirpontjait a ITI sikkal szerkesztettiik (5.18. dbra);
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5.19. dbra. A mésodik kontirpontok szerkesztése

— a kip 11 — 14 mdsodik kontirpontjait a masodik kontiralkotékra és a sorozo-
egyenesre illeszked sikokkal szerkesztettiik (5.19. abra);
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5.20. abra. Altalanos helyzet(i pont és pontbeli érinté szerkesztése

e szerkessziink az dthatési gorbén édltaldnos helyzetii pontot érint&ével:

— a 15 — 18 pontokat a I'V sikkal szerkesztettiik;

— a 15 pontban az érint6ét az érintésikok metszésvonalaként szerkesztettiik. Az
érintésikok elsé nyomvonalai, ny g és ny g az érint6 elsé nyompontjaban metszik
egymadst (5.20. dbra);

Veégiil a kész abrdt lathatésag szerint kihiztuk (5.21. dbra)
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5.21. dbra. A kiptestb6l a hengeren kiviil maradé rész léthatésdg szerint kihdzva

5.5.3. Két forgaskiip athatasa

Két kip athatdsa még valtozatosabb lehet, mint az 5.11. — 5.15. dbrakon mutatott kip-
henger dthatdsok. Azokhoz hasonlé eseteket kapunk, ha a hengert egy kis nyildsszogii
kuppal helyettesitjiik. Példaul az 5.22. dbran bemutatott eset hasonlit az 5.11.a esethez.
Ugyanakkor a kiipokkal sokkal viltozatosabb dthatdsokat kaphatunk, erre szolgél érdekes
példaként az 5.23. - 5.26. dbrdkon bemutatott eset.
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5.22. abra. Kitérd tengelytii kipok athatdsa (bal oldali dbra); A széls6 szeleteld sikokkal
szerkesztett pontokban alkoté az érinté (jobb oldali abra)

Két kitérs tengelyi forgaskip dthatdsat olyan szeletel6 sikok alkalmazédsaval szerkeszt-
hetjiik meg, amelyek mindkét kiipot alkotékban metszik, azaz mindkét kip csicspontjira,
tehdt az azokat 6sszekotd egyenesre is illeszkednek. A szeleteld sikok alakzatat siksornak,
a sikok kozos metszésvonalat a siksor tarto-, vagy sorozé egyenesének nevezziik. A kipok
alapsikjai a sorozé egyenest egy pontban, a szeletel sikokat pedig arra illeszked6 egyene-
sekben metszik. A siksor metszeteként kapott alakzat a sugdrsor, a sugarak kozos pontja
a sugdrsor tarto-, vagy sorozépontja.

Az 5.22. abrén a két kitér6 tengelyli kiup a képsikokon all, ezért a szeletel® siksor-
nak a képsikokkal képzett metszeteként el6allé sugarsorok sorozé pontjai a sorozéegyenes
nyompontjai, a sugarak pedig a szeletel sikok nyomvonalai. Az 5.22. dbrén (bal oldal)
szemléltetjiik az els6é képsikon allé kipot érint6 szélsd szeleteld sikot. Az igy kapott 1,2
pontokban, a mésodik képsikon all6 kipbdl kimetszett alkotok érintik az athatédsi gorbét
Az 5.22. abrén (jobb oldal) megszerkesztettiik a mésodik képsikon &ll6 kipot érinté szélsé
szeleteld sikot. Az igy eldallitott 3,4 pontokban, az elsé képsikon allé kipbdl kimetszett
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alkotok érintik az dthatdsi gorbét.

5.23. abra. Kitérd tengelyti kiippaldstok szimmetrikus helyzetben

Az 5.23. dbran lathaté két kitérd tengelyti kiip csicsait 6sszekotd sorozéegyenes har-
madik vetitésugdr, ezért a szeletel6 stkok harmadik képen élben latszanak.
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5.24. dbra. Szerkesztés a siksor szélsé elemével

Egy széls6 szeletel6 sikkal az 5.24. dbrén szerkesztettiink athatdsi pontokat. Ezekben
a masik kupbdl kimetszett alkotok az érinték.
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5.25. dbra. A kettds vetiiletek aszimptotdinak szerkesztése

A koz6s szimmetriasikok miatt elsé és masodik képen egyarant kettds vetiiletet kapunk.
A kett6s vetiiletek hiperboldk, amelyek aszimptotdi parhuzamosak a kézos csicsponthoz
eltolt kipok kozos alkotéival. Fzek szerkesztését a harmadik képen végeztiik el, mert ott
a cstcsok vetiiletei mér eleve egybeestek (5.25. dbra).
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5.26. dbra. A kuppaldstok dbrézoldsa lathatésdg szerint

Mivel az 6sszetolt kiipoknak most mind a négy kozos alkotdja valés, ezért az dthatdsnak
négy valés végtelen tavoli pontja van. A lathatdsag szerinti dbrézoldst az 5.26. &bra
mutatja.
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5.27. dbra. A kipok cstcsaira illeszkedd szeletel® sik

A szeletelt siksoros szerkesztés jelentségét az adja, hogy masodrendii feliiletek &t-
hatdsa visszavezetheté méasodrendii kipok, hengerek dthatdsara, ami az el6bb mutatott
médon mar szerkesztheté (lasd még az 5.27., 5.28. dbrakat).

Legyen ugyanis két mdsodrendii felillet (mdsodfokid) egyenlete F(x,y,z) =0 és
G(z,y,z) = 0. Az &thatds barmely pontjanak koordindtdi mindkét egyenletet kielégitik. Ke-
pezziik ezutdn az egyenletek tetszdleges ardnyd AF'(x,y,z) + (1 — N\)G(x,y,z) = 0 linedris
kombindciéjst, ami szintén masodfoki és az dthatdsi pontok koordinatai is kielegitik. Igy A
valtoztatdsdval médsodrendi feliileteknek egy olyan seregét kapjuk, amelyek mindegyike illesz-
kedik a kiinduldsul vett két feliilet athatédsi gorbéjére. Azt, hogy a sereg mely elemei elfajuldk,
vagyis kipok, vagy hengerek, dltaldban egy negyedfokui egyenlet megolddsdval kapjuk. Az al-
gebra alaptétele szerint egy negyedfoki egyenletnek legfeljebb 4 kiilonb6z6 valés gyoke lehet,
tehat legfeljebb 4 kiilonboz6 masodrend{i henger, vagy kip illeszkedik a kiinduldsul vett méasod-
rend{i felilletek dthatdsi gorbéjére. Példaul az 5.23. - 5.26. &dbrakon tdrgyalt esetben az dthatési
gorbére a két adott kip és a két hiperbola vezérgorbéjii vetitéhenger illeszkedik, vagy az 5.55.
- 5.58 dbrdkon mutatott esetben az dthatdsi gorbére az adott kip és henger mellett a hiperbola
vezérgorbéjli masodik vetitéhenger és az ellipszis vezérgorbéjli els6 vetitéhenger illeszkedik.

A fentiekben kitér6 tengelyti forgaskipok dthatdséara lattunk néhdny példéat, a metszd
tengelyli kipok dthatdsat majd az 5.5.5. pontban targyaljuk. A forgaskipok szétesd
athatdsairdl a tobbivel sszevontan a Szétesd dthatdsok cimii 5.6. szakaszban lesz sz6.
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5.28. dbra. Kipok dthatédsi pontjanak szerkesztése alkotéokban metsz6 szeletel6 sikkal

5.5.4. GOmb, forgashenger és forgaskiip athatasa

Két gomb athatésa kor. Vegyilink ugyanis egy kozos sitkban két, egymdst metsz6 kort
és forgassuk meg azokat a centralisuk koriil, ekkor a korck az athatdsban szerepld két
gombot, a metszéspontjaik pedig az dthatds korét suroljak. Ha a gombok kozéppontjai a
képsikban, vagy attol egyenld tdavolsagra vannak, az dthatdsi kor élben latszik.

Bézout tétele szerint viszont két m&sodrendii feliilet dthatdsa negyedrendii kellene, hogy
legyen. Egyszertisitsiik le a feladatot kétdimenziésra: mar a kozos sikban 1é6v6 két kor esetében is
négy metszéspontnak kellene lenni. Annyi is van, de ebbdl a négybdl legfeljebb kett& valds, kettd
pedig minden esetben képzetes és még végtelen tavoli is, az utébbiakat abszolit kérpontoknak
nevezziik. Az alakzat megforgatdsdval visszatérve az dthatdsi probléméankra, beldthatjuk, hogy
a végesben taldlhaté valés dthatdsi kor mellett még az abszolit korpontok megforgatdsdbdl
szarmazo, képzetes, végtelen tdavoli kor is része az dthatdsnak.
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5.29. dbra. Harom gomb dthatésa

Az 5.29. dbran hiarom gombot vettiink fel, amelyek kozéppontjai horizontélis sikban
vannak (ez transzforméciéval mindig elérhets). Két dthatdsi kor nem lehet ,kitérd”, mert
kozos gombfeliiletre illeszkedik, a metszéspontjuk mindhdrom gémbon, tehédt a harmadik
athatéasi koron is rajta van.

Tekintsiink most el az 5.29. abrén az elsé kép térbeli jelentésétél. Harom kort (a hérom
konturkort) ldtunk, amelyek metszéspontjait 6sszekotd egyenesek (a metszet-korok élben 1atszo
vetiiletei) egy pontban metszédnek. Ezek az egyenesek a péronként vett korok hatvéanyvonalai,
a metszéspontjuk pedig a harom kor hatvanypontja.

Legyen adott egy kor és egy ra nem illeszkedd pont, a ponton dtmené barmely egyenesnek a
korig terjedd szel6darabjai ugyanazt a szorzatot adjak (kiilsé ponthoz az érint&tétel szerint). Ezt
a szorzatot, amely kiils6 pont esetében pozitiv, belsé pont esetében (a szelédarabok kiilonbozé
irdnyftdsa miatt) negativ, a pont korre vonatkoztatott hatvanyanak nevezziik. Két kor hatvény-
vonala egy egyenes, amely azon pontok mértani helye, amelyeknek a két korre vonatkoztatott
hatvanya egyenld. Két kor hatvanyvonala illeszkedik a korok metszéspontjaira (akkor is, ha azok
képzetesek). Hérom kor hatvdnypontja az a pont, amelynek mind a hdrom korre vonatkoztatott
hatvdnya egyenld.

A szeletelt feliiletek gomb és forgdskip, vagy forgashenger dthatdsanal:

e lchetnek a henger tengelyével parhuzamos, a gombot parallelkérokben metszd, egy-
méssal parhuzamos sikok (5.30. dbra);
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5.30. dbra. A gombot parallelkérben és a hengert alkotékban metsz6 szeletelt sik (bal
oldali 4bra); Gomb és henger athatdsi pontjainak szerkesztése a gdmbot parallelkdrben és
a hengert alkotékban metszé szeletel$ sikkal (jobb oldali dbra)

151



5.31. dbra. Gomb és kip dthatdsa parallelkorokben metsz6 szeletel$ sikkal (bal oldali
abra); Gomb és kup athatdsi pontjainak szerkesztése parallelkorokben metszé szeletelé
sikkal (jobb oldali dbra)

e lehetnek a henger, vagy kiip tengelyére merdleges, mindkét feliiletet parallelkérokben
metsz6, egymassal parhuzamos sikok (5.31. dbra);

e lehetnek koncentrikus gombok is, hiszen a gémb centrumaén dtmen® barmely egyenes
tekinthetd forgastengelyként, mindig vdlaszthatunk tehdt ezek koziil a kip, vagy
henger tengelyét metszét.

Az 5.30 — 5.49. dbrakon az athatasi gorbe kett6s vetiilete parabola. Ezt az aldbbiakban in-
dokoljuk: ha a kup (,vagy henger) tengelyére meréleges sikkal szeleteliink, az mindkeét feliiletet
korben metszi. A kozos szeletel$ sikban 1évé két kornek azonban a végesben 1évé két (valds,
vagy képzetes) metszéspontjdn kiviil a két abszolit korpont is kozos pontja. Az abszolit kor-
pontok (valés) kettds vetiilete a szeletel stk élben latszo vetiiletének a végtelen tévoli pontja.
A pérhuzamos szeletel$ sikoknak a vetiiletei is parhuzamosak, ezért igy egyetlen végtelen tavoli
pontot kapunk. Az a (nem elfajult) kipszelet pedig, amelyiknek egyetlen végtelen tavoli pontja
van, a parabola.
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Az 5.32., 5.33., 5.34. dbrdkon gomb és henger néhény topoldgikusan kiilonb6z6 dtha-
tasi gorbéjét mutatjuk be.

5.32. dbra. Gomb és henger unidja; az dthatds egy zéart gorbe

5.33. dbra. Gomb és henger unidja; az &athatdsi goérbe egy ,nyolcas”: Eudoxosz
»hippoped”-je

Eudoxosz (i.e. 408-355) hippoped-nek (l6paténak) nevezte az 5.33. dbrén lathaté dthatdst,
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amelynek specidlis esete a Viviani-gorbe (ha a henger atmérdje egyenld a gomb sugardval) (5.35.
abra). A henger tengelyére illeszked$ kozos szimmetriasikkal parhuzamos harmadik képsikon a
4-edrend{i dthatdsi gorbe kettds vetiilete parabola. Az dthatédsi gorbe illeszkedik az 5.34., 5.35.
dbrédkon jelzett kipra is, ezért az dthatdsi gorbe onmetszéspontjaban a henger érintésikjdval
kimetszett kipalkoték (a kup elsé konturalkotéi) az athatdsi gorbe érintéi. A Viviani-gorbe
esetében ennek alapjian még az is beldthaté, hogy az énmetszéspontban az érinték merélegesek.

Ha egy negyedrendii térgérbének pontosan egy énmetszéspontja van, és ebbdl vetitjiik a
gorbe tobbi pontjat, a vetitésugarak mésodrendii kipot éllitanak el6. Ugyanis a vetitdsugarak
mér tartalmazzdk a gorbe hdrom pontjit (az énmetszéspont dupldn szémit), ezért a rdjuk il-
leszked6 barmely sikban a gorbének legfeljebb még egy pontja, és igy a kipnak legfeljebb még
egy alkotdja lehet.

5.34. dbra. Gomb unidja a gombot atfiré hengerrel; az dthatdsi gorbének két zéart dga
van
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5.36. dbra. Kip és gomb unidja; az dthatds egy zart gorbe
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Az 5.36. — 5.42. dbrdkon gomb és forgaskiip néhédny topoldgikusan kiilonbozé dthatési
gorbéjét mutatjuk be. Az 5.36. és 5.37. dbrdkon el6szor a gomb kozéppontjan dtmend
horizontélis sikkal szeleteltiink. Ennek eredményeként kaptuk a gomb elsé kontirjara il-
leszked® &thatéasi pontokat. Majd a kett6s vetiiletként kapott parabola tengelypontjét
kerestiik meg. Az dthatdsi gorbe érintdjét a feliileti normalisok mdédszerével szerkesztjiik.
Azt a pontot keressiik, ahol az érinté méasodik képe ,fiiggbleges”. Ehhez a normélisok
tengelypontjait 6sszekotd frontdlis févonalnak , vizszintesnek” kell lenni. Vélasszuk tehat
a normalkup cstcspontjdt a gomb kozéppontjanak a magassdgaban és szeleteljiink a nor-
malkippal kimetszett parallelkoron atmené sikkal. A kapott pontok az dthatéds bal oldali
széls6 pontjai, ezekben az érinté profilegyenes.

5.37. dbra. Kip és gomb uniéja; az dthatdsi gérbe egy ,nyolcas”
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5.38. dbra. Kip és gomb unidja; az dthatdsban izoldlt pont van

Az 5.38. dbran az dthatdashoz tartozik egy izolalt (vagy ,remetepont”) is. A para-
bola tengelypontjanak a megszerkesztése egy kis nehézségbe iitkozik. A megfelel6 sze-
letel6sikkal kimetszett parallelkoroknek ugyanis nincs valés metszéspontjuk. A képzetes
metszéspontok is illeszkednek viszont a két kor hatvdanyvonaldra. Ennek a helyét egy tet-
szOlegesen felvett harmadik korrel képzett hatvanypont segitségével szerkesztettiik meg.
(A tengelypontot a parabola sikgeometriai tulajdonsdgaival is megszerkeszthettiik volna.)
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5.39. dbra. Kip és gomb unidja; az dthatdsi gorbének két zart dga van
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5.40. dbra. Kip és gomb unidja; az dthatdsi gorbe egy ,nyolcas”, amelynek az énmet-
széspontban kipalkotok az érintéi

Az 5.40. dbran a gobmbot a kip csicspontjaban érinté sikkal kimetszett kupalkotok az

athatdsi gorbét az 6nmetszéspontjaban érintik, a gomb kozéppontjan dtmend horizontélis
szeletel6 sikkal pedig az elsé kontirpontokat kapjuk meg.
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5.41. dbra. Kip és gomb unidja; az dthatdsi gorbén elséfajui csticspont van
Az 5.41. dbrén a gobmbot a kip csicspontjaban érinté sik a kiipot is érinti egy alkoté-

ban. Az dthatdsi gorbén elséfaju csicspont van, amelyben az el6bbi kipalkoté az érinté.
A csicspont kornyezetét kinagyitva is bemutatjuk.
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5.42. dbra. Kuppaldst és gomb uniéja; az dthatési gorbe kettts vetiilete kor

Az 5.42. abrén a kup cstcséra illesztett horizontdlis sik a kipnak is és a gombnek is
szimmetriasikja, ezért els6 képen is kettos vetiiletet: egy kort kapunk. Ebben az esetben
nem lenne célszer(i az dthatast pontonként szerkeszteni.
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5.43. dbra. Kip és gomb egy 6nmetszéspontot tartalmazé athatdasa

5.2. Feladat. Adott az elsd képsikon dllé forgdskip és egy, a kiup paldstjat érinté gomb.
Abrdzolja a két test unidjat (5.43. dbra.)!

Megoldas.

e Transzformdljunk a kozos szimmetriasikkal parhuzamos negyedik képsikra, igy ne-
gyedik képen ldtszik a gomb és kip érintkezése (itt vettiik fel), és az dthatés kettés
vetiilete, amely masodfoki gorbe: parabola;

e szerkessziik meg az dthatdas kiilonleges pontjait:
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5.44. dbra. Szerkesztés a kozos szimmetriasikkal

— szeleteljiink a k6zos szimmetriasikkal: 1-ben énmetszéspont van, 2 és 3 a leg-
fels6 és legalsé athatdsi pontok, ahol a kip parallelkoreinek és az dthatasi
gorbének az érintdje egybeesik (5.44. dbra.);
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5.45. dbra. A kup kontirpontjainak szerkesztése gombi parallelkorrel

— a kip 4 — 7 mésodik konturpontjait a kontiralkotékra illeszkedd, a gombot
mésodik parallelkdrben metsz6 I sikkal szerkesztettiik (5.45. dbra.);

164



5.46. dbra. A gomb els6 konturpontjainak a szerkesztése a kiip parallelkorével

— a gomb 8,9 els6é kontirpontjait a parallelkorokben metsz6 II sikkal szerkesz-
tettiik (5.46. dbra.);
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5.47. dbra. A parabola kett6s vetiilet tengelypontjdnak a szerkesztése

— negyedik képen, az dthatasi gorbe kett6s vetiiletének, a paraboldnak a ten-
gelypontja ott van, ahol az érinté merdleges az x; 4 tengelyre. Az érintét a
feliileti normalisokkal szerkesztjiik, tehdt ha a normélkip csicspontja a gomb
kozéppontjaval egy magassdgban van, a negyedik févonal az x; 4 tengellyel par-
huzamos, az érint6 pedig arra meréleges lesz (5.47. abra).

e szerkessziink az dthatdsi gorbén éltaldnos helyzetii pontot érintével:
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5.48. dbra. Altaldnos helyzetii pont és a pontbeli érinté szerkesztése

— a 12 — 13 pontokat a IV sikkal szerkesztettiik (5.48. dbra.);

— a 13 pontban az érintét a feliileti normélisok sikjara &allitott mer6legesként
szerkesztettiik.
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5.49. dbra. A kip és a gomb unidja ldthatésdg szerinti kihizva
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5.50. dbra. Metsz6 tengelyfi kipokat szeletel gomb (bal oldali dbra); Athatési pontok
szerkesztése szeleteld gombbel (jobb oldali dbra)

5.5.5. Metsz6 tengelyti forgasfeliiletek athatasa

Metsz6 tengelyti forgasfeliiletek dthatdsét a tengelyek metszéspontja koré irt, a forgasfelii-
leteket parallelkorokben metszé szeletel$y ggmbokkel szerkeszthetjiik (5.50. dbra). Transz-
formacioval mindig elérhetd, hogy a tengelyek sikja a képsikkal parhuzamos legyen. Ezen
a képen a kimetszett parallelkorok élben latszanak és a negyedrendii dthatasi gorbe kettés
vetiilete kipszelet.
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5.51. dbra. Metsz6 tengely(i kippaldstok

5.3. Feladat. Adottak az M, és az My csicsponti metszd tengelyd kippaldstok (5.51.
dbra). Szerkessze meg az dthatdsi gorbét!

Megoldas. A szerkesztést csak a tengelyek sikjaval parhuzamos képsikon végezziik el,
ha a felvétel nem ilyen lenne, ebbe a helyzetbe transzformalnank. Az dthatds pontjait a
tengelyek C metszéspontja koré irt szeleteld gombokkel szerkesztjiik. Az dthatds ezen a
képen kett6s vetiiletben, egy hiperbola iveit adja:
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5.52. dbra. Athatssi pontok szerkesztése szeletel gmbokkel

e a konturok a tengelyek sikjdéban vannak, metszéspontjaik a 1 —4 pontok (5.52.
abra);

e vegyiik fel azt a legsziikebb gombot, amelyik még ad athatasi pontot. Ez a gémb a
t; tengelyti (els6) kipot érinti, az ezzel szerkesztett pontparok egyike valés, ennek
kettds vetiilete az 5 pont, a mésik pontpar képzetes. Ezekben a pontokban a masik
kipbdl kimetszett, ezen a képen parhuzamos szakasznak latszé parallelkorok érin-
tenek, tehat a kapott pontok a hiperbola-vetiilet egy dtméréjének a végpontjai, H
felez6 pontjuk igy a hiperbola kizéppontja (5.52. dbra);

e az altaldanos helyzetii 6 pontot koncentrikus szeletel6 gombbel, a 6 pontbeli e érint&t
a feliileti normalisok mddszerével szerkesztettiik(5.52. dbra);
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5.53. dbra. A kettds vetiiletként kapott hiperbola aszimptotdinak szerkesztése

e a hiperbolavetiilet kdozéppontjat gy is megszerkeszthetjiik, hogy egy tetszdleges sze-
letelé gombbel mind a négy fedépontpért, tehdt esetenként nemcsak a valés pont-
pérokat, hanem a konjugélt komplex koordinatdji képzetes dthatédsi pontok valds
kett6s vetiiletét (a ,parazita” pontokat) is megszerkesztjiik. (Az 5.53. dbran a négy
kettds vetiiletbdl csak egy adddott valés pontok kettés vetiileteként, ezt 7 jeloli.)
Az igy kapott parallelogramma kozepe a hiperbola H kézéppontja;

e a hiperbola asszimptotdi illeszkednek az athatas végtelen tavoli pontjainak vetii-
letére, ez pedig nem valtozik, ha a kipokat énmagukkal parhuzamosan eltoljuk.
Az 5.53. dbrén az aszimptotdkat gy szerkesztettiik meg, hogy mindkét kiipot 6n-
magdval parhuzamosan eltoltuk egy k6zos pontba és az igy kapott kozos csticsponti
kupok paronként fedésben 1évé kozos alkotéit a segédgdmbos mdodszerrel megszer-
kesztettiik, majd a kapott vetiiletekkel parhuzamosan H-n keresztiil megrajzoltuk a
hiperbola aszimptotdit. Figyeljiik meg, hogy az u irdnya valés (az athatési gorbének
ebben az irdnyban valds végtelen tavoli pontjai vannak) a v irdnya pedig képzetes
alkotok kettés vetiilete (az dthatdsi gorbének ebben az irdnyban konjugalt komplex
koordin&dt&ju képzetes végtelen tdavoli pontjai vannak);
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e (az aszimptotdk irdnydt ugy is megszerkeszthetjiik, hogy a kipokat énmagukkal
parhuzamosan egy kozos gombot érinté helyzetbe toljuk és az igy kapott szétestd
athatds két élben latszo vetiilete adja az aszimptotdk irdnyét).

5.54. dbra. A metsz6 tengely(i kippaldstok dbrazoldsa lathatésag szerint

e Az 5.54. dbran lathatosag szerint dbrézoltuk a metsz6 tengely(i kiippaldstokat.
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5.55. dbra. Kozos polédrsiki kip- és hengerpaldst

Az 5.55. dbran arra mutatunk példat, hogy nemcsak f6dllasi kozos szimmetriasik
okozhat kettds vetiiletet.

e El6bb felvettiink egy frontdlis tengely(i forgaskipot és egy érintégémbbel megszer-
kesztettiik a kup k; els6é konturalkotoit. A henger frontélis tengelyét ezutdn a kon-
tiralkoték K, stkjaban vettiik fel. A K, stk a végtelen tdvoli vetitési centrumnak
a kipra és a hengerre vonatkoztatott kozos polarsikja, ezért a K, sikra a kip és a
henger pontjai és igy az dthatds pontjai is ferdén szimmetrikusak. Az dthatési gérbe
ferdén szimmetrikus pontpdrjai els6 képen is kettds vetiiletet adnak (5.56. &bra).
Tehat elértiik, hogy az dthatasi gorbének mindkét képen kettds vetiilete van

A sikban egy kiilsé pontbdl a mésodrendii gorbéhez hiizott érinték érintési pontjai egy egye-
nesre, a kiilsé pontnak, mint pdlusnak a méasodrendii gorbére vonatkoztatott poldrisdra illesz-
kednek. A poélusra illeszked6 szel6k metszéspontjait a polus és poldrisa harmonikusan valasztja
el (a négy pont kettésviszonya -1), ez végtelen tdvoli pélus esetében azt jelenti, hogy a poléris
felezi a metszéspontok tavolsdgit.

Hasonléképpen a térben egy kiilsé pontbdl a masodrendii feliilethez hizott érinték érin-
tési pontjai egy sikra, a kiilsé pontnak, mint pélusnak a m&asodrendii feliiletre vonatkoztatott
polérsikjédra illeszkednek. A polusra illeszkedd szel6k metszéspontjait a pélus és poldrsikja har-
monikusan vélasztja el, ez végtelen tdvoli pélus esetében azt jelenti, hogy a poldrsik felezi a
metszéspontok tdvolsdgat.

174



5.56. dbra. A henger és a kip kontiralkot6i kozos sikra illeszkednek
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5.57. dbra. Az dthatds kettds vetiiletei ellipszis és hiperbola

e A misodik kép hiperbola kettés vetiiletének az aszimptotdit a kozos pontba tolt
alkotok segitségével szerkesztettiik. Az Osszetolt hengeralkotdok egybeesnek, a sze-
letel6 gomb egy 0 sugari kort metsz ki, amely a kipbdl kimetszett parallelkoroket
képzetes pontokban metszi (5.57. dbra).

e Az els6 kép ellipszis kettds vetiiletének a nagytengelyét a két-kor modszer segitsé-
gével szerkesztettiik(5.57. dbra).
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5.58. dbra. Kozos poldrsiki kip- és hengerpaldst dbrézoldsa lathatésag szerint

e Az 5.58. dbrdn ldthatdsdg szerint abrézoltuk a metsz6 tengely(i kip és henger
paldstjait.

Két méasodrendii feliilet egyenleteinek linedris kombindciéjaval felirt masodrendfi feliiletek
szintén illeszkednek a kiinduldsul vett két masodrendii feliilet dthatdsi gorbéjére. Ezek koziil
(egy negyedfoku egyenlet megolddsédval) kivalaszthato legfeljebb négy elfajulé mésodrendii felii-
let. Az 5.55 - 5.58. dbrakon ldthatjuk is a negyedrendii dthatédsi gorbére illeszked® négy elfajulé
médsodrend feliiletet: a kiinduldsul megadott kip és henger mellett illeszkedik még az dtha-
tdsi gorbére a két masodrendii vetitdhenger is. Az elsd vetitéhenger ellipszis, a masodik pedig
hiperbola vezérgorbéjti.
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5.6. SzétesO athatasok

A szétesés fogalmat egy sikbeli példdval szemléltetjiik: tekintsiik elészor az a2 — y? = 1
egyenletii hiperbolédt, ez nem szétesé. Euklideszi szemlélettel ugyan két dga van, de pro-
jektiv szemlélettel nézve egy zart gorbe, amely kétszer metszi a végtelen tdavoli egyenest.
Nézziik ezutén az z2 — y* = 0 egyenletet, ami (z — y) (z + y) = 0 alakban szorzatt4 ala-
kithaté. A szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, tehét ez az egyenlet szétvalaszthaté
két egyenes egyenletére. (Ezek az egyenesek éppen a hiperbola aszimptotdi.) Példank-
ban a masodfoku egyenlettel leirt (elfajul6) masodrendii gorbe ,szétesett” két elséfokira:
2=1+1

A fenti értelemben beszélhetiink szétesd (reducibilis) dthatdsi gorbékrol is. Az élta-
lunk tdrgyalt masodrendii feliiletek negyedrendii athatdsi gorbéje széteshet alacsonyabb
rendiiekre, amelyek rendjének az tsszege 4. Ha az dthatéds egy komponensében a feliiletek
érintkeznek, az dupldn szémitand6. Minden lehetséges esetre lehet példat taldlni: kezdve
onnan, hogy két kozos csucspontu kip dthatdsa széteshet négy egyenesre (4 = 1+14+1+1),
addig, hogy egy gomb és érinté kipjanak az ,dthatdsa” az érintett parallelkor, ami azon-
ban kétszer szdmitandé (4 =2 - 2).

Ha a md&sodrendii feliiletek negyedrend{i athatési gorbéjének két 6nmetszéspontja és
ezeken kiviil még két olyan pontja van, hogy a négy pont nem komplandris, akkor az
athatds szétesik két mésodrendii gorbére (5.59., 5.14.a) dbra.). A mésodrend(i gorbék
kettds vetiilete pedig mér egyenes. Mar csak ez a rendkiviil konny{i szerkeszthetség is
indokolja a szétest dthatdsok kiterjedt alkalmazdsat, fontossagat.
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5.59. dbra. Kozos gobmbot érinté hengerek ellipszisekre szétest athatdsa

Kézds gombot érintd kip és henger dthatdsdnak az érintési parallelkorok két metszés-
pontjéban 6nmetszéspontja van, ezért az dthatds szétesik két kupszeletre (két ellipszisre),
amelyek a tengelyekkel parhuzamos képsikon élben ldtszanak (5.14. a) dbra).

179



5.60. dbra. Kozos gombot érinté kipok ellipszisekre szétest athatdsa (bal oldali dbra);
Kozos gombot érinté kipok ellipszisre és hiperbolédra szétes dthatdsa (jobb oldali dbra)

Kozos gobmbot érinté kipok dthatdsdanak az érintési parallelkérok metszéspontjaban
onmetszéspontja van, ezért az dthatds szétesik két kipszeletre (5.60. dbra).

5.61. dbra. Kozos gombot érintd kipok érintési parallelkorei képzetes pontokban met-
sz6dnek

Az 5.61. dbran az érintési parallelkorok metszéspontjai és igy az onmetszéspontok is

képzetesek, az dthatds igy is szétesik két kupszeletre (egy ellipszisre és egy hiperboldra),
amelyek a tengelyekkel parhuzamos képstkon élben latszanak.
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5.62. dbra. Szétest athatdsokbdl kialakitott konyokesd

Alkalmazasok:

e nagy dtmeérdjli csovon kialakitott konyokesd (5.62. édbra.), vagy a hétaguldst kie-
gyenlitd ,lira”;

5.63. dbra. Sziikiilé gorbiilet kialakitdsa kippaldstbol

e sz{ikiilé gorbiilet kialakitdsa kuppaldstbol (5.63. dbra);
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5.64. dbra. Forgdskipbdl és hengerbdl kialakitott szimmetrikus és aszimmetrikus "nadrag-

csi"

e "nadrag-cs6" (a kozos érintégombok kozéppontjai és a hengerek irdnya tetszélegesen,
akdr a képsikbdl kilépve is elhelyezhetk) (5.64. dbra);

5.65. dbra. Merevitett csbledgazds

e merevitett csbledgazds (5.65. dbra).

Szétest athatast kapunk tugy is, ha a két feliiletet egy elére megadott kdzos alkotora,
vagy kupszeletre (pl. korre) illesztjiik.
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5.66. dbra. Kozos alkotéju kup és henger

o kozos alkotéban metsz6dd két kip, vagy kip és henger egymadst az alkotén kiviil
még egy harmadrendd goérbében metszi (1 + 3 = 4) (5.66. dbra);

5.67. dbra. Kozos alkotoban érintkezé kip és henger

e kozos alkotéban érintkezd két kip, vagy kip és henger egymdst a kétszeresen szé-
mitandé alkotén kiviil még egy masodrendi gorbében metszi (2 -1+ 2 = 4) (5.67.
abra);
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5.68. dbra. Karimdkkal szerelhet cséeldgazds

e kozos parallelkorre illeszkedd két (ferde) kiip, vagy kup és henger negyedrendii &t-
hatdsdbdl még egy kipszeletre ,telik” (2 + 2 = 4) (5.68. dbra).

5.69. dbra. Ferde korhenger és korkip kormetszetei

Az 5.64. d&brén lithaté cséeldgazdson a kip-henger csatlakozdsok nem szerelheték. Ha
karimdkkal szerelheté csatlakozédsokat kell alkalmaznunk, vegyiik fel a karimédk belsé korét egy
gdombon, a hengerek tengelyeit pedig illessziik a gomb kozéppontjara (5.69., 5.68 dbra). A kozos
gombon felvett koroket masodrendii kipok kotik 6ssze, ezek azonban dltaldban nem forgdskupok.
Két kozos korre illeszkedé médsodrend{i kip negyedrendii dthatdsa szétesik a kozos korre és
még egy masodrendili gorbére. Az dbréan ez egy élben latszo ellipszis. Ez a megoldds is igen
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sokoldalian alkalmazhatd, tetszOleges atmér6ji és irdnyud, s6t hdaromndl tobb csé szerelhetd

csatlakozdsa is megoldhaté igy. Mivel a kipokon a gombi kérokkel parhuzamos minden metszet

kor, ezért az sem fontos, hogy a csatlakozdsok a kozos gombon legyenek.

A kupszeletek vetiileténél tanulményozott 4.39., 4.41. abrén parhuzamos tengelyfi,

egyenld nyildsi kipok egymadst egy kipszeletben metszik. Hol van az dthatds hidnyzoé
méasodrendfi része? Ezek a kiupok kozos végtelen tavoli kipszeletre illeszkednek.

5.7. Gyakorlé feladatok az 5. témakorhoz

o.1.

5.2.

5.3.

5.4.

9.5.

0.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

Szerkessze meg kitéré mer6leges tengely(i forgashengerek dthatasi gorbéjét, majd
abrézolja lathatésdg szerint a két test kozos részét! Ehhez szerkessze meg az dthatdsi
gorbe kiilonleges pontjait és egy altaldnos pontjéban az érintéjét (lasd az 5.5. abrét)!

Szerkessze meg kitéré tengelyti forgdshengerek dthatdsi gorbéjét és dbréazolja ldtha-
tésdg szerint a vastagabb hengernek a mésikon kiviili részét! Ehhez szerkessze meg
az dthatdsi gorbe kiilonleges pontjait (lasd az 5.6. és 5.7. dbrat)!

Szerkessze meg metsz6 tengely(i forgdshengerek dthatdsi gorbéjét! Ehhez szerkessze
meg a vetiilet egy altaldnos és egy kontirpontjaban az érintét, a vetiilet aszimptotdit
és hiperoszkuldlé koreit! A hengerek tengelyei illeszkednek az elsé képsikra (lasd
az 5.8. dbrét).

Abrazolja gomb- és forgashengertest uniéjat! Ehhez szerkessze meg az dthatdsi gorbe
kiilonleges pontjait és egy &ltaldnos pontjaban az érintéjét (ldsd az 5.32. - 5.35.

abrakat)!

Szerkessze meg kip és gomb athatdsi gérbéjét és dbrazolja lathatésdg szerint a kup-
nak a gombon kiviili részét! Ehhez szerkessze meg az dthatdsi gorbe kiilonleges
pontjait és egy dltaldnos pontjéban az érintdjét (lasd az 5.44. - 5.49. dbrakat)!

Szerkessze meg parhuzamos tengelyli forgdshenger és forgaskip dthatasi gorbéjét,
majd dbrazolja lathatosag szerint a két test kozos részét! Ehhez szerkessze meg az
athatdsi gorbe kiilonleges pontjait és egy altaldnos pontjaban az érintéjét!

Szerkessze meg kitérd tengely i henger és kiip dthatasét és dbrédzolja lathatosag szerint
a kiptestnek a hengeren kiviil maradé részét! Ehhez szerkessze meg az dthatdsi gorbe
kiilonleges pontjait (lasd az 5.9., 5.10., 5.16. abrékat)!

Szerkessze meg metsz6 tengely(i hengerek athatdasdt! A tengelyek illeszkednek a rajz
sikjara. Ehhez szerkessze meg az athatasi gorbe kiilonleges pontjait és a vetiilet
aszimptotdit (lasd az 5.8. dbrét)!

Szerkessze meg a metsz tengely(i henger és kip dthatdsat. A tengelyek illeszkednek
arajz sikjara. Ehhez szerkessze meg az athatdsi gorbe kiilonleges pontjait és a vetiilet
aszimptotdit (lasd az 5.14.b, 5.14.c, 5.15. 4brakat)!

Szerkessze meg metsz6 tengely(i kipok athatdsdt! A tengelyek illeszkednek a rajz
sikjara. Ehhez szerkessze meg az athatdsi gorbe kiilonleges pontjait és a vetiilet
aszimptotdit (lasd az 5.50., 5.23. - 5.26. dbrédkat)!
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5.11.

5.12.

5.13.

0.14.
5.15.

5.16.
5.17.

Szerkessze meg a kozos gobmbot érinté forgdskipok dthatdsi gorbéjét, majd dbrazolja
lathatésdg szerint a két test kozos részét! A kupok tengelyei illeszkednek a képsikra
(lasd az 5.60. dbra).

Szerkessze meg a kozos gobmbot érinté forgdskipok athatdsi gorbéjét, majd dbrazolja
lathatosdg szerint a két test unigjat! A kipok tengelyei illeszkednek a képsikra(ldsd
az 5.60. dbra jobb oldaldt).

Szerkessze meg a kozos gombot érintd forgdshenger és forgdskiip dthatdsi gorbéjét,
majd dbrizolja ldthatésag szerint a két test uniéjat! A henger és a kip tengelyei
illeszkednek a képsikra.

Tervezzen szétest athatasok alkalmazasdval két hengert osszekoté kiipfeliiletet!

Tervezzen szétest dthatdsok alkalmazdasaval két kiipot 6sszekoté adott d&tmérdjii hen-
gerfeliiletet!

Tervezzen szétest dthatdsok alkalmazédsdval ,nadragesovet” (lasd az 5.64. dbrét)!

Tervezzen szétes6 dthatasok alkalmazdsaval harmas csdeldgazast!
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6. fejezet

Merev rendszerek mozgasa,
csavarvonal

Tananyag: A merev sikbeli rendszer mozgdsa, rulettik. Csavarvonal.

6.1. Merev sikbeli rendszerek mozgasa

Tekintsiik a rogzitettnek feltételezett rajz sikjan egy masik sik (félia) és az arra illeszkedé
rendszer elmozduldsét. Az elmozditott sik helyzetét egy félegyenese meghatérozza. A
sikbeli rendszer merevségén azt értjiik, hogy a mozgds sordn a tévolsdgok nem (és ezért
a szogek sem) véltoznak. A félegyenes A kezddpontjatol valasztott AB szakasz kiinduld
helyzete legyen AgBy, az elmozdulds uténi helyzete pedig A1B; (6.1. dbra). Szerkessziik
meg az AgA; és BoB; szakaszok felez6 mertlegeseinek C metszéspontjét.

6.1. dbra. Merev sikbeli rendszer elmozduldsa elfordulds

Mivel
A,C=A,C, B,C=B,C
és
a = K(A()CAl) = K(B()CBl)
az elmozdulds helyettesithett egy C koriili o szogili elforduldssal. A sikbeli rendszer me-

revsége miatt minden tovabbi elmozgatott pont is egybeesik az elforgatottjaval. Ha C
végtelen tavoli pont, az elmozdulds eltolas.
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6.2. dbra. A mozgé stk P pontjénak mozgdsirdnya meréleges a momentdn centrumbdl
hizott sugarra

Az elbzbekben az elmozduldsnak csak a végeredményét vizsgédltuk. A tovabbiakban a
mozgas folyamatdt fogjuk elemezni. Vegyiik a t; idépontoknak egy kivalasztott to idépont-
hoz tarté sorozatdt, és tekintsiik az idében folytonosan mozgé siknak a t;, to idépontokhoz
tartozé helyzeteit. Ezen helyzetek kozotti elmozdulds mindig helyettesithetd egy C; pont
koriili elforduldssal. A folytonossdg miatt a C; forgdsi kozéppontoknak is lesz egy Cg
hatédrhelyzete, ez a hatarhelyzet a ty idéponthoz tartozé momentdan centrum, vagy polus.
A Cy momentén centrumban a mozgé siknak az 8116 sikhoz viszonyitott sebessége 0, min-
den mas, ettdl kiillonbozé P pontjdban a C koriili forgdsnak megfeleléen a CyP sugérra
merdtleges. Mivel minden idéponthoz tartozik egy momentdn centrum, ezek az all6 és a
mozgo6 sikban egy-egy gorbét hatdroznak meg. Ezen gorbék neve centroid, vagy pdlus-
gorbe. A két gorbe egyiitt a polusgirbepdr, vagy centroidpar (6.2. dbra). A mozgds sordan
a két gorbének minden t; idépontban van egy momentan kozos pontja, a Cy momentan
centrum, ahol a két kiilonb6z6 stkban 1évé pont relativ sebessége 0, vagyis a rogzitett
stkban 1év6 polusgorbén a mozgé sik polusgorbéje csiszds nélkiil legordiil. Mivel a mozgé
stk momentdan mozgdsa a Cy momentdn centrum koriili elforduldsa, ezért a sik tetszdleges
P pontjdnak a sebessége (sebességvektora) a CoP sugdrra mer6leges.

Osszefoglalva: két sik relatfv mozgdsa meghatdroz egy polusgorbepért, amelyek a
mozgds sordn egymason csuszas nélkiil legordiilnek. Forditva: az egyma&son cstiszds nélkiil
legordiilé polusgorbepar meghatdrozza két stk relativ mozgdsat.

6.2. Rulettak

Az aldbbiakban néhény specidlis pélusgorbepdrral (centroidparral) meghatérozott sikbeli
mozgast és ekozben a mozgo stk néhdny kivdlasztott pontja dltal az 4ll6 stkban lefrt gorbét,
rulettat vizsgdlunk meg.
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6.2.1. Korevolvens

Egy gorbe minden érintdjére méryik fel a P érintési pont és a gorbe rogzitett Py pontja
kozotti tv (elbjeles) hosszat, az igy kapott pontok mértani helye az eredeti gorbe evolvense
(6.5. dbra).

6.3. dbra. Evolvens szarmaztatdsa

A Py vélasztasdnak megfeleléen egy gorbének végtelen sok evolvense van. Képzeljiink
el egy a gorbére feszitett fonalat, vigjuk el azt a Py pontban és feszesen tartva, fejtsiik le
mindkét felét a gorbérdl! Ekozben a Py pont a gorbe evolvensét irja le. Sikgorbe esetén
az elézovel ekvivalens definicio:

A rogzitett gorbén csiszds nélkil legordiilé egyenes pontjai a gorbe evolvenseit irjdk le.

Mivel a legordiils egyenes a momentan pélusban érinti az adott gorbét, pontjainak (az
all6 sikhoz viszonyitott) sebessége mindig mer6leges a legordiils egyenesre. Az evolvensek
tehdt az érinték ortogondlis trajektoridi (az érintdket mertlegesen metszé gorbék).

Vegyiink fel ezutdn a gordiilé egyenesen két pontot! A mozgds sordan a két pont
tavolsdga nem valtozik és merdleges mind a két pont dltal leirt evolvensre. Egy gorbe
evolvensei tehdt ekvidisztéans gorbék.

Eqgy gorbe gorbiileti kézéppontjainak (a simuldkorck kozéppontjainak) a mértani helye
a gorbe evolitdja.

A fenti definiciébdl kiovetkezik, hogy egy gorbének csak egy evolitdja van. Sikgorbe
esetén az el6zbvel ekvivalens definicio:

A gorbe normdalisainak a burkoldja (a normalisokat érinté gorbe) a gorbe evolitdja.

Egy gorbe evolvensének az evolitdja az eredeti gorbe. (Egy sikgorbe evolitdjanak
valamelyik evolvensérdl ezzel szemben csak annyit mondhatunk, hogy az eredeti gérbével
ekvidisztans.)

Ha a rogzitett gorbe kor, a legordiilé egyenes pontjai korevolvenseket irnak le. A kor-
evolvens miiszaki jelentségét az adja, hogy (kevés kivételtdl eltekintve) a fogaskerekek
fogprofilja korevolvens. Ha a mozgé stk pontjét a gordiilé egyenesen kiviil valasztjuk, az
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altala lefrt gorbe mar nem korevolvens, de a szarmaztatdsara utalva mégis ,korevolvens-
nek”: nyujtott, vagy hurkolt kirevolvensnek nevezziik (6.4. dbra). A hurkolt korevolvens
specidlis esete a rogzitett kor kozéppontjan dtmend arkhimédeszi spirélis. Az arkhimédeszi
spiralis polarkoordinétas egyenlete

r = cp.

arkhimédeszi| spiralis

6.4. dbra. ,Korevolvensek”: cstcsos (valodi) korevolvens, hurkolt ,kérevolvens”, nytjtott
nkorevolvens”, arkhimédeszi spiralis

6.2.2. Cikloisok

Ha a gordiil6 centroid kor, akkor a mozgé sik pontjai cikloisokat irnak le a rogzitett stkon.
Ha a rogzitett centroid egyenes, a leirt gorbék kdzonséges, vagy orto-cikloisok (6.5. dbra).
Ha a rogzitett centroid kor, és ezen kiviil gordiil a mozgd centroid kore, a kapott gorbék
epicikloisok, ha pedig a rogzitett koron beliil gordiil a mozgé centroid kore, a kapott gorbék
hipocikloisok. Mind a haromféle cikloisbdl van csticsos, nytjtott és hurkolt. Az epi- és
hipocikloisok esetében, ha a rogzitett és a gordiil kor sugardnak az aranya raciondlis, a
kapott ciklois zarédik, egyébként nem. (Kapcsolodo fogaskerekek esetében ez az ardny a
fogszamok ardnya, tehat mindig raciondlis.) Specidlis csicsos epiciklois a kardioid (6.6.
abra: a sugarak ardnya 1 : 1), csicsos hipociklois az asztrois (6.7. abra: a sugarak ardnya
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4 : 1), speciélis csticsos hipocikloisként eléallithatjuk a rogzitett kor &tmérdjét (a sugarak
ardnya 2 : 1). Ennek alapjén forgé mozgdst egyenesvonali alterndlé mozgdssa alakité
mechanizmust készithetiink. Ugyanennél a mozgdsndl, amikor tehdt a sugarak ardnya
2 : 1, nyujtott hipocikloisként ellipszist kapunk (6.8. abra). Ilyen médon ellipszist rajzolé
mechanizmust, ellipszografot készithetiink.

H, nyujtott (orto) ciklois
csucsos (orto) ciklois

hurkolt (orto) ciklois

6.5. abra. Kozonséges (orto-) cikloisok: csicsos; hurkolt; nyujtott
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6.6. dbra. Specidlis epiciklois a kardioid

6.7. dbra. Specidlis csticsos hipociklois az asztrois
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6.8. dbra. Specidlis cstcsos hipociklois az &tmér6 és nyijtott hipociklois az ellipszis

6.3. Hengeres csavarvonal

Az el6z6 pontban a sikbeli mozgédsok geometriai elemzésével a miiszakilag is fontos stkgor-
bék egy csoportjihoz, a rulettdkhoz jutottunk el. A térbeli mozgdsok hasonlé targyaldsa
a csavarmozgdsra épiilne, amire azonban a jegyzet szlik keretei kozott csak utalhatunk.
Miiszaki jelent6sége miatt is fontosnak tartjuk viszont legaldbb a hengeres csavarvonal
ismertetését.

Csavarvonalat ir le a mozgd pont, ha eqy tengely koriili elfordulds kézben az elfordulds
szogével ardnyos tengely irdnyi mozgdast is végez. A pont és a tengely r tdvolsdga a
csavarvonalat tartalmazé henger sugara, egy teljes koriilfordulds alatt végzett tengely
irdnyu elmozdulés a csavarvonal m menetmagassidga, az egy radidn elfordulés alatt végzett
tengely irdnyud elmozdulds a csavarvonal p paramétere. A p paraméter pozitiv, ha a
csavarvonal jobbos (mint a dugéhuzé), negativ, ha a csavarvonal balos (6.9. dbra).

A csavarvonal egy menetét kapjuk akkor is, ha egy kiteritett hengerpaldstnak megraj-
zoljuk az atléjdt, majd a paldstot visszahajlitjuk a hengerre. A csavarvonalnak a henger
alapkorével bezart o szogét a csavarvonal emelkedési szogének nevezziik (az o szoget a
kiteritett hengerpaldston az alap és az atlé zdrja be).

A fenti jelolésekkel

m
tga:—zg.
r
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6.9. dbra. Jobbos csavarvonal egy menete

6.3.1. A csavarvonal paraméteres egyenlete és kisérd triédere
A kisérd triéder fogalma

A térgorbék differencidlgeometriai téargyaldsanak fontos fogalma a kisérd triéder, amirél itt meg-
kiséreliink szemléletes képet adni. Emlékezziink vissza a simulékor fogalménak a bevezetésére!
Vettiik a gorbe hdrom pontjét és az azokon dtmend kort, majd a gorbére illeszkedé harom pon-
tot osszevontuk egy kozos hatdrponthoz. Ekézben a pontokra illeszkedd kor hatdrhelyzeteként a
gorbének a hatdrpontbeli simulékorét (oszkuldlé korét) kaptuk. Térgorbe vizsgdlatdhoz tekint-
siik a hdrom pont dltal meghatdrozott sik hatarhelyzetét is, ezt a hatdrhelyzetet a térgorbe adott
pontbeli simulésikjanak nevezziik. A bevezetésbdl nyilvanvald, hogy a térgorbe adott pontbeli
érint6je és simuldkore illeszkedik a simuldsikra. Tekintsiik ezutdn a térgdrbét irdnyitottnak (pa-
raméteresen megadott gorbe esetében a gorbe irdnyitdsa a paraméter novekvé értékeinek felel
meg). Az irdnyitott térgérbe adott pontbeli jellemz6i (6.10. dbra):

e a gorbe érint6jének és irdnyitdsdnak megfelelé egységnyi e érintévektor;
e a simulésikban a simulékor kézéppontja felé mutaté egységnyi n fénormélis vektor;

e a simuldsikra meréleges és az e, n vektorokkal jobbsodrasi hdarmast alkoté egységnyi b
binormélis vektor.

A bevezetésbl kovetkezik, hogy b = e X n (X a vektoridlis szorzatot jeloli). A vektorok
paronként egy-egy sikot hatdroznak meg:
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e az e érintévektor és az n fénormadlis vektor sikja az S simuldsik;
e az n fénormdlis vektor és a b binormalis vektor sikja az N normélsik;

e a b binorma4lis vektor és az e érintévektor sikja az R rektifikdls stk.

Az e, n, b egységvektorokbdl és az S, N, R sikokbdl 4ll6 alakzatot a térgorbe adott pontbeli
kisér6triéderének nevezziik (triéder a neve egy kozos kezdépontbdl kiindulé harom félegyenesbél
és az altaluk kifeszitett harom szogtartomanybdl 4ll6 alakzatnak). Ha ismert a gorbe paraméte-
res egyenlete, annak els6 derivéltja a gorbe érintéjének az irdnyat, mdsodik derivéltja az els6vel
a simuldésiknak az irdnyat hatdrozza meg.

6.10. 4bra. Csavarvonal kisérd triédere

A csavarvonal paraméteres egyenletét

x T COS
y | = | rsine
z by

alakban frhatjuk fel, ahol ¢ a tengely koriili elforgatds szogét jeloli. Ebbol a ¢ szerinti
derivaldssal kapjuk az érint6 irdnyvektorat:

T —rsine
y | = 7 COS
z p

Figyeljiik meg, hogy az érintének az xy sikra est vetiilete, (amit z elhagyasaval kapunk) a
pont helyvektordnak vetiiletével +90°-ot zér be, és hogy az érinték z irdnyud koordindtaja
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a p, allandé. Ezekbdl kovetkezik, hogy ha az érintévektorokat onmagukkal parhuzamo-
san a pontok —90°-kal elforgatott vetiiletébe eltoljuk, azok mind a tengely p magassagu
pontjdba mutatnak, vagyis egy kipot alkotnak (ha a csavarvonal balos, p negativ, vagyis
a kip cstcspontja az alapkor alatt van). Ezt a kipot az érinték irdnykipjdnak nevezziik
(6.11. dbra).

6.11. dbra. Kisérd triéder szerkesztése

Mivel a paraméteres egyenlet els6 derivdltjanak a hossza allando <\/r2 + p2), ezért a
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masodik derivalt kozvetleniil a csavarvonal fénormaélisdnak az irdnyat adja:

x —7 COS
y | = | —rsing
Z 0

Vegyiik észre, hogy ez a csavarvonal pontjabdl a tengelyre édllitott metszé merdleges. Az
érint6 és a fénormalis a gorbe simuldsikjat hatdrozza meg, amelyre a binormélis mer6leges
és az el6z6 két vektorral jobbsodrésu rendszert alkot. Ha a simuldsikot és a binormélis
irdnyt is eltoljuk a pontok —90°-kal elforgatott vetiiletébe, az érinték irdnykipjdnak az
érintosikjait, illetve a binormaélisoknak a kozos alapkorre illeszkedd irdnykiupjat kapjuk,
ami az érintdk irdnykidpjanak a normaélkipja.

A fenti elemzés alapjan megszerkeszthetjiik a csavarvonal kiséré triéderét a gorbe
tetsz6leges pontjdban (6.11. dbra):

e az érintét dgy kapjuk, hogy a pont —90°-kal elforgatott vetiiletét osszekotjiik az
érint6k irdnykipjdnak a csicsdval és ezt onmagdval parhuzamosan eltoljuk a csa-
varvonal pontjaba;

e a fénormdlist gy kapjuk, hogy a pontbdl merdlegest édllitunk a csavarvonal tenge-
lyére;

e a binormalist gy kapjuk, hogy a pont —90°-kal elforgatott vetiiletét osszekotjiik a
binormalisok irdnykipjénak a csicsaval és ezt onmagédval parhuzamosan eltoljuk a
csavarvonal pontjaba.

A vetiilet simul6kore

A térgorbének és vetiiletének a simulékorei kozott fenndllé osszefiiggést Bellavitis (,Giusto 1803-
3

Co
1880) taldlta meg, eszerint p'= p , ahol p/ a vetiilet simulékorének a sugara, p a térgorbe

cos w
simulékorének a sugara, 5 a gorbe érint6jének, w pedig a gorbe simulésikjdnak a képsikszoge a

gorbe adott pontjaban. Tekintsiik most a 6.11. dbra kiemelt részletét! Mivel a csavarvonal els6

képe kor, ennek 6nmaga a simuldkore, tehdt p'= r. A gorbe érintéjének, és a gorbe simulésikja-

nak a képsikszoge egyarant a csavarvonal emelkedési szoge: f = w = «, tehdt Bellavitis tétele
r

alapjdn p =———.
COs* o _ )

Ezzel a sugérral rajzoltuk a 6.10. (szemléltets) dbran a térgorbe simulokorét. Szerkessziik
meg most a p ismeretében a csavarvonal médsodik képén a kontirpontokban a simuléksroket!
(Mivel itt a gorbiiletnek maximuma van, ezek egyittal a kép hiperoszkuldlé korei lesznek.)
Ezekben a pontokban § = w = m/2 — «, tehdt Bellavitis tétele alapjan p”’= psin2 «. Ezzel a

sugdrral rajzoltuk a 6.11. dbrdn a csavarvonal méasodik képének a hiperoszkuldlé koreit.

6.3.2. A csavarvonal merdleges vetiiletei

A csavarvonal tengelyirdnyd merdleges vetiilete kor, a tengellyel parhuzamos sikra es6
merdleges vetiilete a szinuszgorbe affin transzformaéltja. A csavarvonalnak a tengelyével
hegyesszoget bezard sikra esé merdleges vetiilete nyijtott, csicsos, vagy hurkolt ortociklois
affin transzformaéltja aszerint, hogy a tengely és a képsik szoge a csavarvonal emelkedési
szogénél kisebb, egyenld, vagy nagyobb.
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A vetiilet kiilonleges pontjait az aldbbiak szerint kapjuk:

C, 1
|
v// !
\
\
|

|

|

|
Cl
Tt

C/
4 Cé]

6.12. dbra. A csavarvonal 6nmetszéspontot tartalmazo vetiilete a hurkolt ortociklois affin
megfeleldje

e ha a térgorbe egy hirja vetitésugar, a vetiileten dnmetszéspontot kapunk (6.12.
abra);
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6.13. abra. A csavarvonal csicspontot tartalmazé vetiilete a csicsos ortociklois affin
megfeleltje

e ha a térgorbe egy érintdje vetitésugar, a vetiileten csucspontot kapunk (6.13. dbra);
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6.14. dbra. A csavarvonal inflexiés pontot tartalmazoé vetiilete a nyujtott ortociklois affin
megfeleldje

e ha egy pontban az érinté nem vetitésugar, de a simul6sik vetitésik, a gorbe vetiiletén
inflexiés pont lesz, amelyben az érinté a simulésik élben 14atsz6 vetiilete (6.14. dbra).

6.4. Merev térbeli rendszerek mozgasa

A merev térbeli rendszerek mozgdsdt a merev sikbeli rendszerek mozgdsahoz hasonléan
vizsgdlhatjuk. A merev térbeli rendszer helyzetét egy félegyenes és egy altala hatdrolt
félsik (vagy egy ezekhez kotott koordindta-rendszer) hatdrozza meg. A sikbeli elmoz-
duldshoz hasonléan a térbeli rendszer elmozduldsa egy tengely koriili elcsavards, ennek
hatdrértékeként a mozgas pillanatnyi jellemzéi (sebességtere) pedig egy momentén csa-
vartengely koriil, egy momentén csavarparaméter szerinti csavarmozgaséval egyezik meg.
Ha a momentén csavarparaméter 0, az elmozdulds a momentén tengely koriili elfordulds,
ha a momentén tengely végtelen tévoli, az elmozdulds parhuzamos eltolds.
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A merev térbeli rendszerek legaltalanosabb folytonos mozgdsa egy viltozd csavarten-
gely és csavarparaméter dltal meghatdrozott momentan csavarmozgds. A mozgds soran
a momentdn tengely (axis) egy-egy vonalfeliiletet, azoidot sirol mind az &ll6, mind a
mozgo térben. Egy adott pillanatban az axoidok a momentan tengelyben érintkeznek és
csak tengelyirdnyu cstiszast megengedve legordiilnek egymaéson. Forditva: a merev térbeli
rendszerek legédltaldnosabb folytonos mozgéasa megadhaté egy axoidpéarral és a momentan
csavarparaméter értékének a fliggvényével.

6.5. Gyakorlé feladatok a 6. témakorhoz

6.1. Szerkessze meg a csicsos, nyijtott és hurkolt kérevolvens, valamint az arkhimédeszi
spirdlis néhdny pontjit az érintdjével és rajzolja meg a gorbéket!

6.2. Szerkessze meg a csicsos, nyujtott és hurkolt ortociklois néhdny pontjat az érint6jé-
vel, és rajzolja meg a gorbéket!

6.3. Szerkessze meg a csiicsos, nytjtott, és hurkolt epiciklois, valamint hipociklois néhany
pontjat az érintdjével és rajzolja meg a gorbéket!

6.4. Szerkessze meg a kardioid és az asztroid néhdany pontjit az érintdjével, és rajzolja
meg a gorbéket!

6.5. Abrézoljon csavarvonalat és szerkessze meg egy ltaldnos pontjaban a kiséré triéderét!

6.6. Abrazoljon csavarvonalat és transzformélja gy, hogy az 1j vetiilete nyjtott, csiicsos
vagy hurkolt ortociklois affin transzformaltja legyen!
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7. fejezet

Az axonometrikus abrazolas

Tananyag: Az axonometrikus dbrdzolds alapelvei, szemléltetd axonometrikus képek vizo-
ldsa. Szabvdnyos aronometridk.

A jegyzet szemléltett dbrai (szamitogépen késziilt) merbleges vetiiletek, amelyeket te-
kinthetiink meréleges axonometrikus képeknek is. Ilyen képeket szerkeszthetnénk Monge-
rendszerben transzformécioval is, de célszeriibb lenne, a merdleges axonometria alkalma-
zésa. Az axonometria az abrazolé geometria teljes értékii részteriilete, amelynek itt csak
az alapelvét ismertetjiik. Az axonometria (axis: tengely, metrum: mérték) a koordinata-
rendszer tengelyein mért tavolsagok, vagyis a koordindtak szerinti dbrazolast jelent.

G

K

7.1. dbra. Pont koordinatdi a Descartes-féle derékszogli koordindtarendszerben

7.1. Az axonometrikus dbrazolas alapelve

A haromdimenziés térben felvett Descartes-féle derékszogii koordindta-rendszerben egy
pont helyvektora a béazisvektorok linedris kombinaciéjaként irhaté fel. A pont axonomet-
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rikus képének a helyvektorat a kép sikjaban a bazisvektorok adott axonometrikus képeibol
ugyanolyan egyiitthatokkal képzett linedris kombindcié adja meg (7.1., 7.2. abrék)

A hiromdimenziés térben a tengelyek, a pont és a pont vetiiletei egy vetitt téglatestet
hatdroznak meg. Az axonometrikus képen a téglatest élei a tengelynek megfeleléen rovi-
diilnek, a tengelyek axonometrikus képével parhuzamosak maradnak. Az egyes tengelyek
mentén vett rovidiilés (nyulds) mértékét ¢, gy, . jeloli.

Egy axonometrikus leképezést a bazisvektoroknak (mds széval: az origénak és a ten-
gelyek egységpontjainak) az axonometrikus képeivel, vagy a tengelyek irdnydval és a ro-
vidiilésekkel adunk meg. Ezt az axonometrikus alapalakzatot el nem fajulonak nevezziik,
ha a bazisvektorok axonometrikus képei zérustdl kiillonbozéek és egymdstol kiilonbozo

irdnyuak.
/\/ 20

7.2. dbra. Az axonometrikus leképezés elve
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7.4. dbra. Pohlke tétele

Pohlke tétele (7.3., 7.4. dbra):

Eqy tetszdleges el nem fajulé axonometrikus alapalakzathoz meghatdrozhato eqy vetitési
wany és eqy képsik dllds gy, hogy a vetitett kép az alapalakzattal szarmaztatott képhez
hasonlo legyen.

Kovetkezmények:

e mivel a parhuzamos vetitéssel szemben a parhuzamossig és az osztéviszony invari-
ans, azért az axonometridban is az;
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e egy parallelogramma (specidlisan négyzet) axonometrikus képe parallelogramma;

e cgy négyzetbe irt kor képe olyan ellipszis, amely a négyzet parallelogramma képét
az oldalak felez6pontjaiban érinti, ezen felez6pontokat 6sszekotd atmérdk az ellip-
szisnek egy konjugdlt (kapcsolt) atmérépérjat alkotjak (7.5. dbra).

A/

7.5. dbra. Kocka axonometrikus képe az oldallapjaira rajzolt korokkel

7.2. Szabvanyos axonometridk

A géprajzban szokdsos axonometridk alapalakzatai:
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7.6. dbra. Szabvdnyos axonometri

ak: egyméretii (izometrikus) axonometria

e cgyméreti] (izometrikus) axonometria: a tengelyek axonometrikus képei 120°-os sz6-
geket zarnak be és valamennyi rovidiilés: ¢, = ¢, = ¢, = 1 (7.6. dbra)

L

| Z

z

q,=q.=1

7.7. dbra. Szabvanyos axonometr

o

idk: kétméretii (dimetrikus) axonometria

o kétméretii (dimetrikus) axonometria: az x tengely axonometrikus képének az irany-
tényezbje —7 : —8, az y tengelyé —1 : 8, a z tengely fiiggbleges; az x tengely
rovidiilése: ¢, = 1/2, a tobbié: ¢, = ¢, = 1 (7.7. dbra);
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\ / q,=q,=q.=1
E -

X —_—

7.8. dbra. Szabvdnyos axonometridk: kavalieri axonometria

e ferdeszogi (kavalier) axonometria: az y és a z tengelyek illeszkednek a rajz sikjara,
az x tengely axonometrikus képe ezekkel 135°-0s szogeket zdr be; az x tengely
rovidiilése: ¢, = 1, vagy ¢, = 1/2, a tobbié: ¢, = ¢, =1 (7.8. 4bra).

A kavalier-axonometria nagy elénye, hogy az (yz) sik, vagyis a frontalis képsik és az
azzal parhuzamos alakzatok valédi nagysdgban latszanak az axonometrikus képen. Ilyen
tulajdonsdgi axonometridt kapunk, ha a frontélis képsikot az axonometrikus képsikkal
parhuzamosnak, vagy megegyezének vessziik és az axonometrikus képet ferde vetitéssel
hozzuk létre. Az ilyen axonometridkat frontdlis axonometridnak nevezziik. Hasonléan
értelmezziik a horizontdlis axonometriat, amikor az (xy) sik, vagyis a horizontalis képsik
és az azzal parhuzamos alakzatok latszanak valédi nagysdgban az axonometrikus képen.

Ennek a rovid kiegészitésnek csupan a szemlélteté axonometrikus vazlatok elvének
a megismertetése volt a célja, ezért itt nem foglalkozunk a merdleges és ferde vetitéssel
kapott axonometrikus képek szerkesztésével.

7.3. Gyakorlé feladatok a 7. témakorhoz

7.1. Abrézoljon a szabvinyos egyméretii (izometrikus) axonometridban egy kockst!
7.2. Abrézoljon a szabvényos kétméretii (dimetrikus) axonometridban egy kockst!

7.3. Abrézoljon a jobbsodrasu tengelykereszt képével és a ¢, = 1 /2 rovidiiléssel adott
frontélis axonometridban egy kockat!

7.4. Abrézoljon a jobbsodrasu tengelykereszt képével és a ¢, = 1 /2 rovidiiléssel adott
frontélis axonometridban egy 3,4, 5¢m oldalélii téglatestet!
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7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Abrézoljon a jobbsodrasu tengelykereszt képével és a ¢, = 1 /2 rovidiiléssel adott
frontélis axonometridban az x és a z tengelyek pozitiv felét érintd, adott sugari kort!
Ehhez szerkessze meg az érintési pontokat és a kor képének a tengelyeit is!

Abrézoljon a szabvanyos egyméretii (izometrikus) axonometridban egy kockéba irt
gombot a képsikokkal parhuzamos fékoreivel és konttirjaval!

Abrazoljon a szabvanyos kétméretii (dimetrikus) axonometridban egy kockdba irt
hengert!

Abrézoljon a jobbsodrasu tengelykereszt képével és a ¢, = 1 /2 rovidiiléssel adott
frontélis axonometridban egy kockaba foglalt, az = tengellyel parhuzamos tengely{i
forgdshengert!

Abrézoljon a jobbsodrasu tengelykereszt képével és a ¢, = 1 /2 rovidiiléssel adott
frontélis axonometridban az x és a z tengelyek pozitiv felét érintd kort! Ehhez szer-
kessze meg az érintési pontokat és a kor képének a tengelyeit is!
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