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Pontmechanikai alapok

A mechanika testek mozgasaval, a mozgas leirasaval, a mozgas okaival és fizikali
jellemzésével foglalkozik. Azokat az alapvetd fogalmakat, amelyeket mas természet-
és muaszaki— tudomanyok is széleskdrien alkalmaznak, a mechanika alapozza meg.

A mozgas leirasaval, geometriai jellemzdivel a kinematika foglalkozik. Nem
foglalkozik a kinematika azonban a mozgas okaval, az adott tipusi mozgas
letrejottenek felteteleivel.

A mozgassal kapcsolatos alapfogalmakat a legegyszeribb "test" — a tomegpont —
mozgasanak targyalasa kapcsan vezetjiuk be. A tdtmegpont egy absztrakcids folyamat
vegterméke. Ha a feladatunk a krétahajigalas vizsgalata, hamar rajovink, hogy nem
kell kiilon vizsgalatokat folytatnunk a kék, a sarga, a fehér stb. krétakra. Vizsgalatunk
szempontjai a vizsgalt test tulajdonsagait két csoportra bontjak: a vizsgalat
szempontjabol [ényeges és lényegtelen tuljdonsagokra. A Iényegtelennek bizonyuld
tulajdonsagokat elhagyva, mar csak egy absztrakt valamink marad, a testmozgas
vizsgalata esetén altaldban csak a test tomege (tomegeloszlasa), alakja, méretei
maradnak meg. Ha a test méretei a mozgas meéreteihez viszonyitva elhanyagolhatéan
kicsinyek akkor azt tomegpontként kezelhetjik. Ugyancsak tomegpontként kezelhetd
egy kiterjedt test akkor is ha a mozgas tipusa olyan, hogy a test helyzetét egyetlen
pontja is egyértelmden meghatarozza. Tomegpontként kezelhetd a Foldink Nap kordli
mozgasanak vizsgalata soran, de nem kezelhetd tomegpontként pl. egy megpoérgetett
pénzérme.

Testek mozgasat mas testekhez viszonyitva tudjuk leirni. Azt a merevnek tekintett
testet, amelyhez mas testek mozgasat viszonyitjuk, vonatkoztatasi rendszernek
nevezzik. Hogy a testek helyzetét pontosan meg tudjuk adni, koordinatarendszert
kotiink a vonatkoztatasi rendszerhez. A koordinatarendszerbeli pontok helyét
szamharmasokkal — koordinatadkkal —adjuk meg ugy, hogy kozeli pontoknak, kdzel
koordinataértékek feleljenek meg. A vonatkoztatasi rendszer fizikai, a
koordinatarendszer tisztan matematikai konstrukcio. A koorinatarendszert szabadon
valaszthatjuk meg, célszerl azonban a probléma szimmetriaja altal diktalt rendszer
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hasznalata.

Mechanika alapfogalmaink bevezetéséhez a legegyszeribb koordinatarendszert, a
Q)EsgARTES—féIe koordinatarendszert hasznéljuk. E koordinatarendszert az
7. paronként merdleges egységvektorok feszitik fel. Ezek rendre az

% ¥ 2 tengelyek pozitiv irAnyaiba mutatnak. Fizikai szempontbdl Iényeges az a tény,

hogy ezen egyseégvektorok iddben allandok. Egy tomegpont x koordinataja az (y,
z) siktol mért -a7? egységvektor iranyitasa alpjan— eldjellel elatott tavolsaga.

Az emberek megallapodasa alpjan bevezetett hosszusag egységnek neve a méter.
Ennek definiciéja néhany fejlddési szakaszon ment at. EI6sz6r a FOld méretéhez
kototték (a Fold polusa és egyenlitdje kozotti tAvolsag 10 000 km), majd az egyre
pontosodd mérések miatt ismétlodd korrekciok valtak szilkségesseé, ezért egy dsméter
radjanak karcolatai kozotti tavolsagként definialtak, ma pedig atomi energiaszintek
kozotti atmenet soran kibocsatott elektromagneses hullam hullamhosszanak
darabszamaval hatarozzak meg. Vegyuk észre, hogy ez utdbbi egységdefinicio
lehetbvé teszi, hogy a hosszegyseget pusztan informacio tovabbitas alapjan is
reprodukalni lehessen.

Bevezetett egységeink jellemzdje az emberi méretek tikroz6dése, vagyis ezen
egységekkel az ember és szlkebb kdrnyezetének méretei nem tal nagy és nem tul kics
szamokkal fejezhetdk Ki.

A kinematika alapfogalmaihoz még az idd egységére is szikségunk van. Az idémeéres
kulon érdekessége, hogy alkalmazott egységein atdereng egy igen 6si 60—as alapu
aritmetika. Egysége a masodperc (sec, vagy s jeléléssel), az egy nap 86400—-ad része.
Ugy tartjak, hogy az 1 sec a "most" fogalmanak néhany percén beliil felbonthato
(megkulonbdztethetd) legkisebb intervalluma atlagos ember szamara. Minthogy az egy
nap idotartam a Fold forgasdhoz kapcsolddik, az alapegységnek valasztott 1 sec erede
definicioja is a Fold forgasahoz kotddott. Természetesen ma ez az egyseg is sokkal
stabilabb, és pontosabban reprodukalhaté atomfizikai alapokon nyugszik.
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Kinematika

A vizsgalt tomegpont helyzetét a koordinatarendszer kezddpontjabol — az origdbol — az
illetd ponthoz huzott helyvektorral hatarozzuk meg. A helyvektort, igy a tomegpont
helyzetét is, harom skalaris adattal, —koordinatakkal — adhatjuk meg. A helyvektor
szokasos irasmodjai:

(1) = {z(t), y(t), 2(t)} = ()i +y()] + 2(t)k

Kinematika S
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Az X, y és z skalaris mennyiségeket koordinataknaz i aagy éppen zk vektorokat

pedig komponenseknek nevezzik. Ezek az elnevezési szabalyok mas tipusu
vektoroknal is fonnalnak, igy beszelhetlink az erd x koordinatajarol ( skalar ) vagy
valamilyen sebességkomponensrdl ( amely tehat vektor ).

A helyvektor végpontja kbveti a tomegpont mozgasat, vagyis a helyvektor, valamint a
koordinatak az ido fuggvenyei lesznek. Ezt az idéfiiggest mindig folteszszik, habar az
egyszerldbb irasmoéd kedvéért esetleg ezt nem is jeldljuk.

Mozgastorvénynek nevezzik a tomegpont mozgésétm)'rtﬁ]ggvényt.
A tdmegpont mozgasa soran egy térgorbet ir le, ezt nevezzik a
tomegpont palyajanak.

Ha a tomegpont (lasd az 1-es rajzo1tl aopillanatban afl helyvektor altal

meghatarozott P1 pontban tartézkodott (.. ponton haladt éAt @&dtartammal

to =t + At

késdbb, vagyis iddpontban a P2 pontban, akkor azt mondjuk, hogy a

tdmegpon At idotartam alatti elmozdula A% =2 -T1

Ha tomegpont egyenes mentén mozog —legyen ez az x tengely— akkor helyzetét
egyetlen adat, az x koordinataja meghatarozza ezért ezt 1 dimenziés (1D) mozgasnak
nevezzuk. Annak jellemzésére, hogy a totmegpont milyen gyorsan valtoztatja helyzetét
bevezetink egy Uj fizikai mennyiséget —a sebességet- a helykordinata valtozasanak, é
a valtozashoz sziikséges iddtartam hanyadosaként.

Ez aAt idGtartamta vonatkozo atlagsebesség (itt vx kalapkaja az atlagot jeloli) ,

pillanatnyi sebességet akkor kapunk, ha helykoordinata id8szerinti derivaltjat —a fenti
differenciakifejezés hatarértéket képezziik.

Kinematika 6
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v(t)= oM oF _&

A sebesség egysége a fenti értelmezés allm/ 3]|, ugyanis az egysegekkel

ugyanazok a miveletek vegezhetdk el ami a magukkal a fizikai mennyiségekkel.

Figure: Tomegpont kinematikajanak alapfogalmai

Palya

¥

FibS

{0,0)

Térbeli mozgas esetén a korabban definialt elmozdulasvektort osztjuk az

elmozdulashoz sziikséges idetartamrA7/At , ennek ¢At —» 0 hataratmenetre adodoé

hatarértéke a sebességvektor. A sebességvektor tehat a helyvektor iddszerinti elsd
derivaltja. Ez a sebesség — a szerkesztéshdl lathaté — a palya érintdje irdnyaba mutat.

4P
v="5

A sebesseg iddbeli valtozasat —valtozasi sebességet— a gyorsulassal jellemezziik, ezt :
helyvektor iddszerinti masodik derivaltjaként allithatjuk eld.

Kinematika 7
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7P

=T

A gyorsulas arrol ad tajékoztatast, hogy a sebesség masodpercenként hany méter
/sec—al valtozik meg, s egysége a fentiek alal™/ s I Gyorsulas akkor is van, ha

csupan a sebesség iranya valtozik meg valtozatlan sebességnagysag mellett.

A fenti vektoregyenldségek altaldban harom skaléris —a koordinatakra felirt—
egyenldséggel egyenértéklek.[BESCARTESkoordinatarendszer esetén a kovetekezoket
jelenti.

U=

- - = _dz _dy _dz
(@B +y()y +20F) = vz =, vy =2, v =5
Ugyanigy darabolhato fol a gyorsulasvektor is gyorsulaskoordinatakra.

Taldn mar Newton Ota szokas az iddderivaltakat, a derivalt mennyiség felé rakott
pottyel jeldIni. Igy aztan szamos, jelentésében azonos, de jel6lésben kilénb6zd forma
adhaté meg ugyanazon fizikai mennyiségre. Alljon itt intd példaként a gyorsulas

x koorinatajanak néhany formaja :

Gz = =% =dz/di’ = dv/dt

Harmadik derivaltat mar nem szokas keresni, ennek pedig az az oka, hogy a
tomegpont, kérnyezetével vald kdlcsonhatasat — ezt késdbb erdnek nevezzik — Newto!
torvénye a masodik derivalttal kapcsolja 6ssze, igy a harmadik derivaltra mar nincs is
szikség (klasszikus mechanikaban).

Térbeli mozgasra a sebességvektor (a palya érintd irAnyu vektora), a gyorsulasvektor,
valamint ezen vektorok abszolut értékei egyszerien megadhatok.

Kinematika 8
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o(t) = [T = 1/v2(6)? + vy (1) + 2 ()

A fenti sebesseég—abszolutérteket palyasebessegnek nevezziik (ugyanis ismerink mas
sebességtipusokat is, pl szogsebesség, terlleti sebesség).

Az (1) abra szerint As ivelem hosszat a har hosszaval kozelitjuk. A sebességdefinicio

Az =y, * At

atrendezés , valamint a Pithagorasz tétele alapjan

As = VAT + Ay? + A% = \Jus(b) + vy (1)? + v (t)? At

A (o t1) idOpontok k6zo6tt megtett Gt tehat az L palyagorbe P1, P2 pontok kdzé esd

palyaszakaszanak ivhossza:

8(to, 1) = /t " Vos®)? 0, (07 +v.(0)%dt

A mozgasorvenybdl iddszerinti differencialassal, mas szoval iddderivalassal
kovetkeztettliink a sebességre, gyorsulasra.

z(t) = wv(t) - a:(t)

A pontmechanika egy masik fontos feladatcsoportja a derivalt ismeretében allitja eld a
mozgastorvenyt. Ezt az idd szerinti differencialas ( derivalas ) inverz miveletével, azaz
integralassal kdvethetjik el.

Ha az x helykoordinata masodik derivaltja, azaz a gyorsulas x koordi%(®) jamint

az ido fuggveénye ismert, akkor az x(t) mozgastorvenyt e masodik derivalt iddszerinti

Kinematika 9



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

integralasaval kaphatjuk vissza. A masodik derivalt kétszeres iddintegralt igényel. Az
elsd id@szerinti integralas a sebességkoordinatat szolgaltatja:

A hatarozatlan integral egy integracios allandé megjelenéséhez vezet.

Az eredmény: vz(t) = faz(t)dt +C,

A C1 integracios allandé meghatarozasahoz ismernem ”‘(t)asebességkoordinéta

valamely to iddpillanathoz tartoz6 értékeét. Ezt az ismert, az adot feladat altal elirt
értéket nevezzik az adott sebességkoordinatara vonatkozé kezdeti feltételnek. Kezdet
feltétel Vx —re¥s{t) =¥z gqvértelmavé teszi a C1 integracios allandé értékét.

Masrészt, az integraciés allando teszi lehetbvé a megoldas tetszbleges kezdeti
feltetelekhez torténd hozzavarrasat. A kdvetkezo Iépés hasonldan tortenik:

i=F=u® /[

= [ v (t)dt + C2

Ebbél kapjuk az x koordinatéat *® . Mivel a masodik derivaltbol

kovetkeztettiink az eredeti figgvenyre, azaz a ~ 0"-ik derivaltra, 6sszesen
koordinatanként kettd integracios allando jelenik meg, térbeli (3D-s) mozgéasnal 6 db.

A gyorsulasbdl csak azon ritka esetekben tudjuk ilyen egyszer( integralasokkal
meghatarozni a mozgastorvényt, ha a gyorsulas csak az idotdl fligg. Ha a tomegpont
gyorsulasa a helytdl (pl. az x koordinatatol), vagy a sebességtdl (is ) fiigg, akkor a fenti
modszer nem alkalmazhat6. Ezen esetekben egyszer( integralas helyett,
differencialegyenlet megoldas vezet célhoz.

Kinematika 10



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

Sikpolar és a henger koordinatarendszer

Egyes fizikai jelenségek leirasa jelentdsen egyszerisodik, ha a jelenség szimmetriajat
tukr6zo koordinatarendszert alkalmazunk. Alkalmanként a a leirashoz szikséges
valtozok szama, mas szoéval a feladvany dimenzidoszama cstkken. Példaul Descartes
rendszerben a kdrmozgas leirasahoz x(t) és y(t) fuggvények kellenek, sikpolar
koordinatarendszerben pedig ugyanehhez egyetlen nggv‘*"(t),iamerete IS

elegend®.

A tovabbiakban tdmegpont sebesség, és gyorsulas kifejezéseit adjuk meg sikpolar,
majd hengerkoordinata rendszerben.

Sikpolar koordinatarendszerben a tomegpontok helyzetét x, y koordinatak helyett két
masik adattal adjuk meg. Ezek egyike az r, a pont orig6tol mért tavolsaga, a masik, a
helyvektor és egy 6nkényesen folvett irany altal be¥ &rodg. Ez az 6nkényes irany
rendszerint a segédrendszerként majdnem mindig fblrajzolt Descaretes
koordinatarendszer x tengelye. Megallapodas sze ¥1$2zig az 6ra jarasaval

ellentétes iranyban ndvekszik. Ahhoz, hogy az egyik koordinatarendszerben felirt
0sszefliggéseinket a masikra at tudjuk irni, ismerntnk kell a két rendszer koordinatai
kozotti transzformaciot. Ezek a transzformacids szabalyok az (2) abrabdl kiolvashatok.

Figure: Vektorok sikpolar koordinatarendszerben.

Palar koord. rendszer

1 V
Y v Vp
- P
r
e, | X _

Kinematika 11



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

r=vVz2+y2 r>0, z=rcos(y) y=rsin(yp)

A ¢ értékét a kovetkezokbol nyerhetji®®#) =2/t sin(p) =y/r

A sikpolar koordinata rendszer (lasd_az 2 abrat ) két egymasra merdleges egységvekto
alkalmaz, ezek a iranyaba mutat® az un. radialis egységvektor, és az arra

mer6|eges€V . A tovabbiakban, az egyszeribb irasmadd céljab él egységvektorok

vektorjeleit elhagyjuk.

A helyvektor tehat igy adhaté mec” = "¢ .

A sebesség ennek idBszerinti elsd derivaltja:

7= e, +1é, (1)

Az egységvektorok, habar hosszusagukat megtartva ugyan egységvektorok maradnak,
de mert iranyuk kdveti a pont mozgaséat, idoben nem tekinthetdk allandonak. Abbdl a
ténybdl, hogy az egységvektor hossza allando az kdovetkezik, hogy a derivalt és az
eredeti egységvektor merblegesek:

(erer)=1 d/dt(erer)=0 2, €, =0 = erleé,

Az ® egységvektor derivaltja teh® iranyu, igy® = =% alakban irhatd, ahol

... egy skalar egyutthatét képvisel.

Ha a¥ koordinatat megnoveljiAt idotartam alat? A% —re, akkor az egységvektor

=r.*Ap=1%Ayp

végpontok az egységkbr«A" ivhossznyival keriilnek arrébb, s

Kinematika 12
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ahogy az szokasos, az egységvektor vegpontok elmozdulasat képviseld hart
helyettesitjik a vele kozelitbleg egyenld ivvel. Ez a kozelités annal pontosabb, minél
kisebb a szébanforgA‘P szogndvekmény. Az eddigieket 6sszeirva adodik:

Ca ol

At - At YT AL

Lathatd, hogy a® névekményének geometrigji90° —os elforgatastdl eltekintve
azonos a*" geometriajaval, igy " -re kapott eredmények kiillbndsebb lelkiélet

nélkul atirhatoké® —re.

A szamtanoran tanult ritualis “"lim" utan kapjuk alabbi formulakat.

Er=P€p €p ==%e Az utdbbi negativ eldjel eredete a rajzbdl nyilvanvald, a szég

novekedtéve® névekménye ~* iranyaba mutat.

Figure: Egységvektor elfordulasa

e'{ t-at) A e As

Ap

e(1)

Itt megjelent egy Uj mennyiség "biszbgsebesség, amely a helyvektor
Ap szogelfordulasa, és az elfordulashoz sziiksA tasidtartam hanyadosaként
értelmeztiink. ( pontosabban ennek hatarértékek? /%€l adja meg az

idbegysegenkent bekdvetkezd, radianban mert szégelfordulast. Ha a szogsebesség
allandé, akkor mindegy, hogy melyik iddpillanatban és mekA‘P$zdgn(‘jvekményt

alkalmazunk a szogsebesség meghatarozasahoz. llyen esetekben egy teljes
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Ap =27

korulfordulast €s a hozzéa szikséges T iddtartam hanyadosat tekintjuk, vagyis

=T g, mellesleg azonos a realtanodaban twisltdgsebességgel. Mivel T idd
alatt a pont visszajutott ( legalabl?sszempontjabdl ) eredeti helyzetébe, ilyen

periodusiddvel ismétlddhet a mozgas. Az 1 s (a miUszaki gyakorlatban 1 min) alatt
lezajlo korilfordulasok szamat fordulatszamnak nevezzik. Ha 1 s alatt n azonos
idotartamu esemény jatszodik le, akkor egy esemény iddtartama T=1/n.

Az egységvektor derivaltak ismeretében a sebesség és gyorsulas kifejezései mar
automatikusan adédna® kifejezését behelyettesitve (1) kapjuk a sebesség

polarkoordinatarendszerbeli forméjat:

T=rer+rpe,

Az abran bejel6lt vektorkomponensek megfeleldi:
U =te, U, =re,d ="Te, +1é. +re, +roe, +rpé, alkalmazvaéf 65

% derivaltak korabbi kifejezéseit kapjuk:

@ =(F —r¢’)er + (20 +rP)e,

Az egyseégvektor derivaltjainak megjelenése bonyolitja a sebesség és gyorsulas
kifejezéseit és némileg az értelmezésiiket is. Vegyuk észre, ogyRDESTEle
koordinatarendszerben a gyorsulas/sebesség vektor koordinatai és a koordinata
derivialtak megegyeznek, azazzelenti egyrészt a*® koordinata masodik

derivaltjat, de egyuttal a gyorsulas x koordinatajat is. Sikpolar koordinatarendszernél (
henger— és szférikus— vagy mas néven gombi koordinatarendszereknél is ) szétvalik a
koordinata derivalt és helyvektor derivalt megfeleld koordinatajanak megjelenési
formaja. Ennél a™ ¥ koordinatak derivéltja*’ ¢ , illetve il , azonban a helyvektor

elsd, illetve masodik derivaltjanak (tehat a sebesség, illetve gyorsulasvektorok)
€r (radidlis), illetve®® —nek megfeleld koordinat?s =" Y% =T jlletve
ar=F=rg% ap =AP+r9  Hsgzefoglalva:
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a kiszemelt )
koordinata z
a koordinata @
masodik derivaltja z
a gyorsulas )
- 7Y+ ry
megfeleld . e

koordinataja

Az egységvektorok merblegessége folytdn a vektorhosszakra a Pithagorasz tétel

alkalmazhato, azaz a sebesséa és a avorsulas nagysagat ( abszolut-értékeit ) ismert
médon szamithatjuk pl.® = VF = é%)? + @f¢ +rg)®

A fentiek alapjan konnyen felidézhetjik az egyenletes kormozgasrol tanultakat. Kor
esetér” =konst, 1=0, =0 5, slland6 szdgsebesség jelo? =P =konst, =0
Ezek alkalmazasaval kapjuk a kérhoz tangencialis sebe =" ¥ és radialis un.

o 2o , -’= - 2
centripetélis gyorsulas® = ~"« ér

A hengerkoordinata rendszert Ggy kapjuk a sikpolar koordinatarendszerbdl, hogy a
sikpolar origojaba, a koordinatarendszer sikjara merdlegesen odarakLk’ki(da@yen

allando iranyitasu egységvektort ( igy fogjuk 6t jel«‘e‘(= k) ) Ebbe az iranyba

mérjuk a z kordinata értékeit. Az egyértelmObb jeldlésmdd kedvéért a sikbeli rendszer
r koordinatajat atnevezzik a kovetkezokép” = P . Intenzivebb lelkiélet nélkul

irhatjuk a hengerkoordinatrendszerbeli sebesség, gyorsulaskifejezeseket.
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r = pe,+ze;
6 - bep +P¢€¢+2ez
a = (ﬁ‘ﬂ¢2)ep+(2ﬁ¢+l’¢)ev+iez

A sikpolar koordinatarendszert (a henger, s gémbi koordinatarendszert is) un.
gorbevonalu koordinatarendszernek nevezzik. Az elnevezés onnan ered, hogy
koordinata paramétervonalai k6zott vannak goérbevonaltak, Ez azt jelenti, hogy amig a
DEsCARTESKoordinatarendszerben, ha barmely két koordinatat rogzitjuk (pl. x=C1,
y=C1) és a harmadik szabadon fut (pl. z), akkor mindig egyeneseket kapunk, azonban
sikpolar koordinatarendszerben régzitett r sugar és szabadon \¥ leszién

koriveket.
Természetes koordinatarendszer

A mozgas némely sajatsagait eldnydsen tanulmanyozhatjuk egy, a mozgo
tomegponthoz kétott, a tomegponttal egyittmozgo koordinata rendszerben. Ebben a
koordinatarendszerben tehat a helyvektor nem is jelenik meg.

A koordinatarendszer egységvektorait a mozgas kinematikai adatai alpjan allitjuk eld.
Tudjuk, hogy a sebességvektor a palyagorbe érintdje. Ez alapjan definialjuk a
t tangencialis egységvektort a kovetkezOk szerint:

t=7/v vagy T=vi

A sebességvektort a sebesség abszolutértékével osztva kapjuk a sebességiranyu
egysegvektort, amely egyuttal a palyagorbe érintdiranyu ( t azaz tangencialis)
egységvektora. A jelolések egyszerlbb hasznalata céljabdl a tovabbiakban t-t, a
bevezetendd n normalis és b binormalis egységvektorokat vektorjel nélkil hasznaljuk.
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Figure: A természetes koordinatarendszer

egységvektorai.

A gyorsulast ¢# =vt sebességvektor iddszerinti differencialasaval kapjuk

a=0vt+vt

A t egységvektor hossza iddben allandd, iddbeli valtozasa az egysegvektor
elfordulasahoz kotddik. Mint ahogy ezt a sikpolar koordinatarendszer er radialis
egységvektora derivalasakor lattuk, az egyséegvektor derivaltja merdleges az erdeti
egységvektorra. A t tangencialis egységvektor derivaltjanak iranyaba mutaté

n egységvektort érthetd okokbdl normalis vektornak nevezzik.

t=¢n=v/Rn
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Ezen n vektor a pillanatnyi simulokér kbzéppontja felé mutat, s a derivaltban
megjelend szogsebességet —a kérmozgasnal megV = Rw alpjan —

V/R formajaban adjuk meg. Itt R a gorbe gorbuleti sugara, vagy masképpen a
simulokor sugara. Ezeket visszairva kapjuk

d=vt+vpt =0t +v2/Rn
Erdemes megjegyezniink, hogy az 1/R mennyiséget gorbiiletnek nevezik.

A gyorsulas elso kifejezése ad szamot a sebesség nagysaganak megvaltozasarol, a
masodik az iranyvaltozassal kapcsolatos gyorsulasrol.

b=txn

Binormalis egységvektornak nevezzi vektorszorzassal definialt

egysegvektort.

E harom, paronként merbleges egységvektor alkotta rendszer egytitt mozog a vizsgalt
ponttal. Erre utal elnevezése is : kiséro triéder, vagy kisérd haromél nevet viselik.

Dinamika

Subsections

* Newton térvényei.
» A dinamika tételei

 Impulzustétel
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A munka, munkatétel
» Perdiileti tétel

* A mozgasegyenlet, specialis mozgasok

» A harmonikus rezgdmozgas

* Csillapitott rezgdmozgas

» Gerjesztett rezgés, rezonancia

» Rezgések 6sszegzeése

» Eqyirdnyu, kilénb6zd frekvenciaju, egyenld amplituddju rezgések 6sszegzése.

Newton térvenyei.

A fizika és mas tudomanyok targyalasmaodijai tobbé-kevésbé a kovetkezd két alaptipus
valamelyikéhez kodthetok.

Az induktiv modszer a sok apro kisérleti ténybdl, jelenségbdl felismeri, felépiti e
jelenségekben megnyilvanulé kozds és altalanos torvényszerliségeket — ez pl. a
kisérleti fizika modszere. Axiomak 6sszegzik az egyes tudomanyteriletek alapvetd
torvényszerldségeit. Az axiomakat a megfigyelt tények altalanositasaként mondjuk ki, s
altalaban nem vezethetdk le, nem vezethetdk vissza alapvetdbb igazsagokra.
Helyességuket (természettudomanyokban) a tapasztalat igazolja. A beldlik leszrt
kovetkeztetések 6sszhangban vannak a megfigyelt tényekkel, s egyetlen
tapasztalatokkal ellentmond6 kdvetkeztetést sem tudunk kimutatni. Hagyomanyosan
ezen alaptorvények elnevezése mas, mas lehet. A hétan ( Termodinamika ) a fotétel,
elektrodinamika a Maxwell egyenletek elnevezést hasznalja axibmai neveként.

Axiomak az elméleti — deduktiv targyalasmad kiindul6pontjai. A deduktiv

modszer forditott utat kévet, az illetd tudomanyterilet axiomaibdl —alaptorvényeibdl-
kiindulva, levezeti, szarmaztatja az adott terilet specidlis esetekre vonatkozé
torvényeit, s gyakran 0j —a kisérleti fizika altal még nem vizsgalt — jelenségeket is
megjosol. E madszer leginkdbb az elméleti fizikara jellemz®.
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A kisérleti fizika oktatasa meglehetdsen széleskora kisérleti, laboratoriumi,
demonstracids eszkoztarat igényel az oktato tanszéktdl. A deduktiv, elméleti fizika
oktatasa viszont széleskdrlien megalapozott matematikai eszkdztarat a hallgatoktol.

Ahol elegendd idd all rendelkezésre fizika okitasra, ott eldszor a kisérleti fizika
keretein belll ismertetik meg az illetd terilet alapfogalmait, jelenségeit, majd
ugyanezen tudomanyterilet axiomatikus — deduktiv targyalasa kovetkezik. Jelen
kurzus drasztikus iddkorlatai nem teszik lehetdvé ezen letisztult targyalasmddok
kovetését.

A mechanika élén allé axiomakat Newton térvényeknek nevezzik. Ezeknek a

torvényeknek szamos jelentds elbfutara volt, azonban maig érvényes 6sszefliggd
megfogalmazasukat Newton adta meg 1686—ban.

— Newton | —

Newton elsd torvenyét esetenkent Galilei féle tehetelenségi térvényként is emlegetik.

Az eredeti megfogalmazas szerint- Minden test megtartja nyugalmi
allapotat, vagy egyenesvonall egyenletes mozgasat mindaddig, amig
mas testek ennek megvaltoztatasara nem kényszeritik.

Mozgasallapot alatt a test nyugalmi allapotéat ( 0 sebességét ), vagy haladé mozgasana
sebességét ertjik.

Elegendd meghuzni egy gyorsvonat vészféekét ahhoz, hogy belassuk, ebben a gyorsul¢
(lassul6 ) rendszerben nem ugy mikodik a fizika, ahogy azt ez az axidoma allitja.

Eppen ezért ezt az axionéivalasztasi axiomanakevezik. Eszerint —

van olyan vonatkoztatasi rendszer, amelyben a magarahagyott testek
megtartjak eredeti mozgasallapotukat. Ezeket a vonatkoztatasi
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rendszereket inerciarendszereknek nevezzuk.

Ha talaltunk egy inerciarendszert, amelyben az . axioma érvényes, akkor minden mas,
ehhez a rendszerhez viszonyitva egyenesvonalu, egyenletes transzlaciot ( haladé
mozgast ) végzd vonatkoztatasi rendszer is inerciarendszer. Ezek az inerciarendszerek
egyenértékiek, nincs kitlintetett inerciarendszer. Az egyenértéklseg azt jelenti, hogy a
fizikai jelenségek ugyanugy zajlanak le bennuk.

A tovabbiakban mindig foltesszlk, hogy inerciarendszerben vagyunk, még akkor is, ha
ezt kilon nem emitjik.

Meg kell jegyezniink, hogy Newton I. torvényének, kivalasztasi axiomaként valo
beallitAsa nem Newtontol szarmazik. Ez a viszonylag Ujkeletd médositas, az un. Galilei
féle relativitasi elv, vagy Galilei transzformaco (lasd Newton Il utan 4) ismeretében
valik megalapozotta. Newton maga egy abszolut térben —azaz abszolut vonatkoztatasi
rendszerben — és abszolut iddben gondolta érvényesnek térvényeit.

Newton RRINCIPIA-jdban a kdvetkezd olvashato:

Az abszolut tér magaban véve, barmely kilsd valamihez valo
vonatkoztatas nélkil, mindig hasonlé és mozdulatlan marad. Az abszolut,
igazi és matematikai idd, magaban véve és természeténél fogva
egyenletesen folyik barmely kilsé valamihez valé vonatkoztatas nélkul.

Ma mar tudjuk, hogy az abszolut idd, és tér, valamint az ezt megtestesitd mindent
kit6ltd, mindenen athatol6 éter nem létezik.

Newton |. axiomajanak egyik mondanivalodja az, hogy az egyenesvonall, egyenletes
mozgas a testek valamilyen természetes allapota, vagyis ezen mozgasallapot
fenntartasahoz semmilyen kérnyezettdl szarmazo hatas nem szukséges. Koérnyezettol
szarmazo hatas —ezt késbbb erbnek nevezzik- ezen mozgasallapot megvaltoztatasah
szikseéges. Ezzel foglalkozik Newton II.
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—Newton Il — Témeg és erd bevezetése.

Ha piciny ujjunkkal megpoéckoélink egy kisebb pénzérmét, akkor azt latjuk, hogy az
elrepul, ha most egy villanymozdonyt péckélink meg ujjunkkal, akkor .. nos azt latjuk,
hogy a kozelitdleg azonos kilsd hatasra a kulonb6zo testek, kilénbdzd merteka
reakciot mutatnak. Vannak olyan testek, amelyek kevésbé hajlanddak eredeti
mozgasallapotuk megvaltoztatasara, vagyis nagyobb mértékben ragaszkodnak eredeti
mozgasallapotukhoz, s vannak olyanok, amelyek kevésbé. Az olyan testeket, amelyek
kevésbé hajlandok mozgasallapotuk megvaltoztatasara tehetetlenebbnek nevezzik. A
tehetetlenség mértékének szamszera jellemzésére a tehetetlen tomeget hasznaljuk.

Ha két testet ugyanazon “koérnyezet altal kifejtett" hatasnak tesszuk ki, akkor a létrejott
sebességvaltozassal mérni (6sszehasonlitani) tudjuk a testek tomegét. Az iddéegyseg
alatti sebességvaltozas mertékének a gyorsulast fogadjuk el. Ekkor az egyes testek
tehetetlenségét kifejezd tomeg forditottan ardnyos az ugyanazon hatas —ezt nevezzik
erdnek— altal Iétrehozott gyosrsulassal.

az

m _ G2
m2 @
E kisérlet legegyszertbben ugy képzelhetd el, hogy pl. 6sszenyomott rugé két végére
helyeziink egy—egy tomeget. Az elengedett rugo altal szétlokott testek sebességeinek (
amelyek most egyuttal a sebességvaltozast is jelentik ) mérése tehat tomegeikre engec
kovetkeztetni. Ha dnkényesen eldirjuk a totmeg egységeét, akkor a fentiek alapjan mar
megmeérhetjik mas testek tomegét. Eredeldm?® Szajnaviz tdomegeként definialtak

a kg tomegegységet.

Ha ezen kisérleteket tobbszor eljatszuk kilonbozo testekkel — egyedi testekkel, két test
egyesitésével kapott testtel, valamely test szétvagasaval kapott testekkel — akkor a
tomegrol a kbvetkezdket ismereteket szerezzik: a testek tomege pozitiv skalaris
mennyiseg, ket test egyesitésevel kapott Uj test tomege, a két eredeti test totmegenek
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0sszege. Az olyan fizikai mennyiségeket, amelyekre ezen 6sszegzeési szabaly érvénye:
extenziv mennyiségeknek nevezzik. Azt is tapasztaljuk, hogy a totmeg megmarado
mennyiségkent viselkedik, amely az jelenti, hogy egy test tomege csak akkor, és oly
maodon valtozhat meg, hogy hozzateszink, vagy elveszink beldle.

Mozgasmennyiségnek (impulzusnak vagy lendiiletnek is ) nevez: T =m¥# altal

definialt mennyiséget. Ennek egysége kgm/s. Mozgasallapot megvaltozasa, az
impulzus megvaltozasaval jar. Newton Il. térvényének eredeti szoveges

megfogalmazasa, és matematikai alakja is erre vonatkoAkmozgasmennyiség
megvaltozasa aranyos a hato erdvel, és annak iranyaba-mutat

AT =FAt ‘g =7 (2)
m;'t;;‘ - 3)

Az eredeti forma az altalanosabb, a kdzismertebb masodik forma csak allandé tomeg
esetén alkalmazhato.

Az erd tehat egy, a kérnyezettdl szarmazé hatas, s egy tomegpont csak ezen kdrnyeze
hatas kbvetkeztében valtoztathatja meg mozgasallapotat.

Az erdk 0sszegzése, az eredd erd bevezetése utan /IV. axioma/ Ujra eldvesszik ezen
axiomat.

Newton torvényének (3) alakja egyuttal az erd definiciojaul is szolgal. Egységnyi ero,
2
az 1 kg tomega testet™/* gyosulassal mozgatja. Ezen egység neve az 1 Newton,

vagy roéviden 1N.
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Galilei relativitasi elv, Galilei transzformacio.

A Galilei fele relativitas elve azt mondja ki, hogy egymashoz képest
egyenesvonald, egyenletes transzlaciot (haladé mozgast) végzo
vonatkoztatasi rendszerek kdzott mechanikai kisérletekkel nem tudunk
kllonbséget tenni, azaz ezek egyenéertekiek.

Mint ahogy sok nevesitett fizikai torvény esetében, itt is a névado Galilei csupan egy
allomas volt a torvény fejlddéstorténetében. Mar Galilei elddei is tébbé—kevésbé
korulirtdk e felismert totvényszerlséget, s a ma hasznalatos formaja sem Galileitdl
szarmazik.

Legyen K egy inerciarendszer, ehhez képest a K' rendszer egyenletesen mozog
ux sebességgel a kdzos x, x' tengely mentén. Ha a t=0 idépontban a két origd
egybesett, akkor a K' beli P pont K rendszerbeli x koordinataja a kovetkezdoképpen
irhatd fol:

z=24+u;t vpo=v+u; az=a,+0 (4)

Figure: Galilei Transzformacio
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A két rendszerbeli iddmérés azonossaga folytan az idészerint derivalasok egyszerden
kovetkeznek a koordinata transzformaciobdl. Ezek kdvetkezménye a gyorsulasok
egyenldsége a két rendszerben.

a; =@, maz=ma, F=F]

Newton Il. térvénye szerint ekkor az erdk is megegyeznek (F=ma). Tudjuk, az
erdtorvény Newton ll-be irva adja a mozgasegyenletet, azaz a két rendszerben
ugyanazon mozgasegyenletet kapjuk. ez jelenti azt, hogy a mechanikai jelenségek a ke
rendszerben azonos mdédon zajlanak le.

Ma mar tudjuk, hogy ez a transzformacio, csak a csendes sunyisaggal elkbvetett extra
feltevések mellett igaz. Altalaban nem igaz az iddmérés azonossaga e két rendszerber
s a K' rendszerbeli ttmeg sem egyezik a K-bel tomeggel. A klasszikas fizikaban

eldforduld kis sebességek esetében azonban ezek az extra foltevesek jo kozelitéssel —
csak kozelitéssel- teljestilnek

— Newton Il — Hatas, ellenhatas térvénye.

Ezen axiomat az "erd, ellenerd"” térvényeként is szokas emlegetni.
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Ha az A test a B testre egy Fab erot fejt ki, akkor a B test is erot fejt ki
az A testre. Ezen Fba erd azonos nagysagu, de ellentétes iranyu az
eredeti Fab erdovdfontos azt hangsulyozni, hogy e két erd kiilonb6z0o testeken hat.

— Newton IV erbhatasok fliggetlensége, a szuperpozicio elve—

Ha az anyagi pont egyidejlleg tébb hatasnak is ki van téve, azaz tébb erd hat, akkor
egyltttes hatasuk egyetlen u.n. eredd erdvel helyettesithetd. Eredd erd az egyes erdk
vektori dsszege.

-Fx=_g";?..

Az eredd
fogalma a fizikaban elég széleskorien alkalmazott fogalom. Az eredd akarmi azt az
egyetlen akarmit jelenti, amely hatdsaban helyettesit az akarmik szobanforgd rendszerét. A
mondat zavarossaga azonnal oldédni latszik, ha az akarmi-t az alkalomhoz illd konkrét fizikai
fogalommal helyettesitjik pl. ellenallas, kapacitas, erd, .. stb.

Az ugyanezen néven futd egy masik allitas az erdhatasok figgetlenségeének elve.
Eszerint ha aa ésb pontszer( teste @ valamint * % erdket fejtenek ki P pontra

kulon — kilon ( a masik tavollétében ), akkor egyideju fellépésiik esetén esetén az
eredeti?” és Ty erok nem valtoznak (?).

Ezen torvény teszi lehetdve, hogy erdk hogy 6sszegzésevel, erdk rendszere helyett
egyetlen erdvel az un. eredd erdvel végezzik szamitasainkat. Legalabb ennyire fontos
és hasznos ugyanezen torveny visszafelé olvasasa is, amely az erdk felbontasat teszi
lehetdvé. Eszerint barmely erd helyettesithetd olyan erdkkel, amelyek vektori 6sszege
az eredeti erdt szolgaltatja. Klasszikus példa erre egy lejtdre helyezett testre hato
nehézségi erd (sulyerd) felbontasa a lejtére merbleges Fm, és egy lejtdvel parhuzamos
Fp dsszetevore. lit a két eF™ =mgcos(@)  Fp=mgsin(a) 1\5i455han helyettesiti a
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fliggdleges mg sulyerot.

Néhany sz6 neminerciarendszerbeli médositasokrol, —tehetetlenségi erok, — ellenerd.

Newton térvényeinek itt emlitett formai inerciarendszerben ervényesek. Newton Il.
torvénye nem-inerciarendszerbeli alakjaba be kell vennink olyan, u.n. tehetelenségi
erdket (pl. Coriolis, centrifugalis erdk) amelyekre pl. Newton lll. ( hatas — ellenhatas )
torvénye nem érvényes. Tudjuk, ez azt allitja, hogy ha az A test hat B testre egy

Fap erovel, akkor a B test ugyanakkora de ellentétes erot fejt ki A—ra. Ha beulink egy

centrifugaba, bizony még azt sem tudjuk megmondani, hogy melyik az az A test amely
az un. centrifugalis erdt ezen forgd vonatkoztatasi rendszerben rank kifejti, nemhogy
mi illBképpen viszonozzuk ezt valame'B4 erdvel.

Egyszerlibb alkalmazasok

A dinamika alapegyenletének is nevezett Newton II-t alkalmazzuk a természetes
koordinatarendszerbeli gyorsulas kifejezésre. A pontra hatd eredd er6t felbontjuk
Ft sebességiranyu, és arra merdleges Fn komponensre:
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-t

F, =ma =mot+mvgpn = Fit + Fpn

A megfeleld egységvektorok egyutthatdinak egyenldsége alapjan kapjuk a
kovetkezoket:

Vagyis az erd tangencialis (palyagorbe iranyu vagyis sebességiranyl) dsszetevoje,

Ft felelds a sebesség nagysaganak valtozasaért, a sebességre merdleges Fn erd pedir
mozgas iranyat (és csak azt) valtoztatja meg. A sebesség nagysagat nem befolyasolja
normalis erdkomponens, s a tangencidlis erd pedig nem valtoztatja meg a sebesség
iranyat.

A dinamika tételei

Newton térvényeibdl kiindulva juthatunk el a mechanika legalapvetdbb tételeihez.

Ezek az impulzustétel, a munkatétel és az impulzusnyomatéki (perduileti) tételek. Amig
azonban az axibmakat megfigyelt tapasztalati tények altalanositdsaként, masra nem
visszavezethetd alapigazsagoknak ismertnk el, a tételekben megfogalmazott
allitasokat, megengedett logikai |épésekkel (matematikai levezetésekkel) az axiomakra
vezetjuk vissza, illetve azokbdl vezetjik le.

A fent folsorolt tételek specialis esetekben megmaradasi tételekké egyszertisddnek.
Ezek az impulzusmegmaradas, energiamegmaradas, perdiletmegmaradas tételek.
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Impulzustétel

Newton Il. axiomajana Fe alakjat szokas impulzustételnek is nevezni. Ennek

megmaradasi tétel valtozatat a nulla eredd erd esetében kapjuk.

Ny
I
(=7}

I
oy

= I

Ha a pontra hat6 eredd erd nulla, akkor a témegpont impulzusa (lenélddie)do

vektor.

A munka, munkatétel

Az F erdds elmozdulds soran végziéw elemi munkajat a kovetkezd médon

definiljuk:

6W = Fds = F dscos(a) = Fydz + F,dy + F.dz

A munka egysége: Nm vagy J (a Joule roviditésekeént). Vigyazat: a forgatonyomaték
(lasd késdbb) egysége is Nm. (Fent csupan az egységek neveivel jatszadoztunk.
Valdjaban a kdvetkezdk szerint kellene megadnunk az egységet: W=Fs=m a

= kgm/s'm = kgm’s™ o0, alapegységekkel kifejezett egységet nevezziik 1 Joule

—nak)

Ha az elmozdulas és az erd merdlegesek, akkor a munkavégzés nulla azaz:
? 1d7? = W =0

Impulzustétel 29



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

Ha ads' elmozdulasok sorozata soran «rjpalyagorbét futunk be, akkor az egyes

elemi elmozdulasok ( ezek a gérbe ivelemei ) soran végzett elemi munkakat
dsszegeznunk kell. Ez az 6sszegzés végul integral formajat rtpalyagorbe egy

szakaszan végzett munka tehat —goérbementi integral:

b
Wr(a, b) = /r F(@)ds

Amennyiben az s Ut sordn az F erd valamint az erd és az elmozdulas szoge is allando,
akkor a munkavégzés szamitasa egyszer(bb formaban is elvég? #¢8(@)

A munkavégzes sebessegeét, vagyis egyséegnyi ido alatt végzett munkat
a P teljesitménnyel jellemezzik

oW dv
P=W=?W=?#

Egységel [Joule/sec =1Watt 1 o teliesitményt az idd fliggvényeként ismerjik,

akkor a t1, t2 idépontok altal kijel6lt iddintervallumban végzett munka, a teljesitmény
idBintegraljakent allithato elo:

ta
W(ti,t2) = P(t)dt
i1

A testek helyzetéhez, mozgasahoz, deformalt allapotahoz, stb.
kapcsolodd munkavegzo képességet energianak nevezzik.

Egysége tehat megegyezik a munka egységével, azaz Joule egységekben mérjik.
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A testek mozgasahoz kapcsloddé munkavégzd képesseg: a mozgasi, vagy kinetikus
energia:

1 1
Wy = Emv2 = §m(vf +v2 +v2)

A tovabbiakban egy fontos tételt, a pontmechanika munkatételét, illetve
teljesitmeénytételét vezetjik le.

A kinetikus energia idéderivaltja a kdvetkezo:

Newton Il szerint azonban:

3
S
Il
)

amelyet a pont V sebességével skalarisan szorozva a kdvetkezot kapjuk :

dWy _
& —FY

A tovabbiakbarf® =¥ a7 ereds erd teljesitményét jeldli . Ezekkel a jelolésekkel a

teljesitménytétel a kbvetkezo:
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Tomegpont mozgasi energiajanak iddderivaltja (az idoderivalast most
egy pont jeldli) egyenld a pontra hato eredd erd teljesitményésalaz
allitast nevezzik teljesitménytételnek.

IdG szerinti integralassal kapjuk a teljesitménytételbdl a munkatételt:

ta Lpa
Wilts) - Wi(t) = | Pu(t)dt = [ B (P)d7 (5)
Lps

t1

Tomegpont mozgasi energiadjanak megvaltozasa egyenld az pontra
haté eredd erd munkajaval.

A munkatétel fizikai tartalma ugyanaz mint a teljesitménytételé, csak az alliths nem
idBpontra, hanem véges idGtartamra vonatkozik. A munkatételhez tartalmilag hasonlo
allitasok a fizika kulonb6zo teriletein megjelennek, ilyenek pl. — hétan |. fotétele —
energia meérleg elektrodinamikaban stb.

Erotér, térerod.

Ha a vizsgalt tértartomany minden pontjahoz hozzarendellnk egy vektort, amely az
oda behelyezett pontszerl testre hato erdt adja meg, akkor ezt a vektorteret erdtérnek
nevezzik. (vannak akik a mezd elnevezeést kedvelik) Idében allandé erdtereket statikus
erdtereknek vagy mas elnevezéssel statikus mezdknek nevezzik. Ezen mezdk
szemléltetésére az u.n. erbvonalakat hasznaljuk. llyen vektorterek —esetleg id6ben
valtozo formaban — a fizika mas terlletein is szerepet jatszanak. llyen példaul az
aramlo kozeg sebességtere is. Az alabb elmondottak bizonyos szavak lecserélésétol
eltekintve ugyanazok pl. a sebességterek aramvonalakkal t6rténd szemléltetése esetér
is.

Az erdvonalak, és a vektortér kozotti —-megallapodas szerinti— kapcsolat a kdvetkezd.
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Az erdvonalhoz huzott érintd iranya parhuzamos az ugyanebben a pontban hat6 erdve
Az erdvonalak sUrdsége — az erbvonalakra merdleges egysegnyi feliileten athaladé
erOvonalak "szama" (fluxusa) — aranyos az ebben a pontban haté erd nagysagaval. E
definicio alapjan az erévonalakat meghatarozé differencialegyenlet a parhuzamossago
kifejezd vektorszorze‘w xF =0 kifejtésével irhatd fel. 2 dimenzids esetben az

y(x) gorbe differencialegyenlete az egyszert dy/dx = Fy/Fx alakhoz vezet.

Az m1l. m2 tomeaeket behelyezziik a tér A, és B pontjaba. A tomegekre hato
Pia, Fon, Fis, Fas erdk vizsgalata tapasztalataink szerint a kovetkez6khoz vezet: a

tomegpontokra haté ero felbonthatd egy csak a helytdl fligad vektormennyiség es egy
csak a behelyezett testre jellemzd skalaris mennyiség szor: F=ms i) . Az

f® vektorteret tererdsségnek nevezzik, az egységnyi tomegre kifejtett erd iranyat és

nagysagat hatarozza meg.

A fenti felismerésre akként jutunk el, hogy észrevessziik, ho?“" Paa erok

F.IB ’ ?ZB

parhuzamosak, s ugyancsak parhuzamos: erdk is. Az is szemet szur

nekink, hogy az m1 és m2 testekre haté erdk aranya a helytél fliggetlenil ugyanaz
mind az A, mind pedig a B helyen. Azaz?“" 24 erdk aranya ugyanannyinak

P15,

bizonyul, mint az Pop erdk aranya. Ez egyébként a két m1, és m2 témeg aranyat

adja meg. Ez utal arra, hogy az erd kifejezését megadd dsszefliggésben szorzékeént eg
az aktualis testre jellemzd mennyiségnek (témegnek) kell lennie. Az erék
helyfliggéséhez az eldbbi erket mas parositasban vizsgalj ™ 4>~ 1B ergk

Faa,

irdnyai és aranya ¢ Pap erdk iranyaival, illetve aranyaival egyezik. Ez a térbeli
poziciora jellemzd vektormennyiség jelenlétére utal az erd kifejezését megado
0sszefliggésben.

A fizikaban kozponti szerepet jatszanak egy specalis tulajdonsagot mutatdo mezok, az
un. konzervativ mezok. Alapvetd megfigyelésiink az, hogy bizonyos mezdkben a mezd
(mas néven erodter) altal, tetszdleges zart gbrbe mentén végzett munka 0. Az ilyen
tulajdonsagokat mutatdé mezdket konzervativ mezdknek nevezzik.
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Konzervativ térben tehat ~ $zf4¥=0

A mez0 térerdsségének tetszdleges, zart gorbére vett gbérbementi integralja nulla.
Ugyanezt most elmondanank fizikaul is: az konzervativ mez6 tetszdleges zart gorbe
mentén veégzett munkaja nulla. Azt kdnnyen belatjuk hogy az ero és térerd kozotti
F=ms i) kapcsolat miatt ez a tulajdonsag mind az erére, mind pedig a térerdsségre

is fonnall. A mezd konzervativ volta egyetlen tulajdonsagot jelent, azonban ennek
szamos, egymastol killonb6z6 matematikai megfogalmazasa van. A tovabbiakban a
konzervativ mez06k tuljdonsagait sorolnank fol.

Figure: Zart gorbe és foldarabolasa két gorbére. L2 mentén a ds ivelem megforditasa
az integral eldjelvaltasahoz vezet.

a

Az L zart gbrbe menti integral foltrancsirozhatd egy a —tél b —ig halado L1 és egy

b —t6l a —ig halado L2 menti integralla. Ez utébbin —egy eldjelvaltas aran -
folcsereljiik az also és fels6 hatarokat. Az integralok tolteléke mindenutt ugyanaz az
fd& , ezért ezeket az aldbbiakban nem is irjuk.

b a b b b b
f..:/ ..+f ..=f ..—f =0 = / ..=/ -
L Lia Lab Lia Laa Lia Laa

Mivel L1-re és a minusz L2 —re elkdvetett integral egyuttesen nullat ad, igy az
atrendezés azt mondja, hogy ugyanazt a munkavégzeést kapjuk akar L1, akar L2 menté
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megyilnk a —bol b —be. Abbdl a ténybdl, hogy akarmilyen a —bdl b—be haladé

Li gorbékre ugyanezt kapjuk, a konzervativ tulajdonsag egy ujabb megfogalmazasahoz
jutunk, nevezetesen: konzervativ mez0 altal végzett munka fliggetlen az attol, a
munkavégzést a gbrbe (azaz az integracios utvonal) kezdd és végpontja egyértelmiden
meghatarozza.

Ezt a tulajdonsagot csak ugy tudjuk kielégiteni, hogy ha a munkavégzeést a kezdd és
végponthoz tartoz6 skalarmennyiségek kilonbségeként allitjuk eld. Vagy alatlaban,
tetszbleges ket pont kozotti munkavégzest a két ponthoz hozzarendelt
skalarmennyiségek kulonbségeként kaphatjuk meg. Ki van tehat tapétazva a
konzervativ vektorteriink egW(F) skalartérrel is. Ot igy nevezziik, hogy potenciélis

energia. Ehhez még visszatérink.
Mas.

A zart gorbe menti integral Stokes integral—trafo alpjan atalakithato a gorbe altal
koruldlelt fellletre képzett feltileti integralla:

f?d‘i’ =f rat(Pd2 =0 = ra(P) =0
r A(T)

Az integrandus tehat mindeniitt nulla, mivel az integral értéke tetszbleges fellletre
nullat ad. Ebbdl adédik a mezd kozervativ tulajdonsaganak egy lokalis (pontbeli)

megfogalmazasa nevezete:"“(ﬁ) =0 Vagyis a kozervativ mezd erdtere

orvénymentes vektortér. Szamtanoran tanultuk, hogy minden olvan vektortér, amely
egy skalartér gradienseként all eld, drvénymentes, egyszer™® 9rad f(7) = 0 vagy

ha valakinek jobban tetszilV * (V)] = 0
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Mielbtt tovabblépnénk meg egy matematikai csacskasagot kell tisztaznunk. Azt
vizsgaljuk hogyan valtozik meg az f fuggvényérték, h argumentum Kicsiny

dr —el megvaltozik. A "kicsiny" kifejezés itt azt jelenti, hogy a linearis ndvekmeények

mellett a magasabb hatvanyokat tartalmazé tagok mar elhanyagolhatéan kicsiny
jarulékot adnak. Kulonb6z6 emberekerdl elnevezett sorfejtés szerint:

of af f 132f
fE+d) = f() + 5 de+ 5 dy+ 5 dz + 555da’ + ...
A nbvekménydf = f(F+df) = f(7) |inearis részét teljes differencialnak nevezzik, s

fentiek alpjan —felismervén a gradiens f és a dr skalaris szorzatat —a kdvetkezoképpen
adhat6 meg:

= 4o+ gy 4y = w147
& = 5 do+ 5 dy+ g de = Vidf

Fizikahoz visszatérve, a konzervativ mez6 felsorolt tulajdonsagai maradéktalanul
kielégithetdk, ha a térbe elhelyezett ponteszer( testre kifejtett erbt egy un. potencialis
energia fliggvény negativ gradienseként allitjuk eld:

F = —VW, ()
Természetesen, ha valaki jobban szereti, a grad(Wp) forméat is hasznalhatja.

Ez erd ezen elballitasi formaja azt jelenti, hogy az erd harom koordinatajat megado
fluggvények helyett elegendd egyetlen skalaris fliggvényt megadnunk, amelybdl

szarmaztathatjuk az erd koordinatait. Egyébként azt is latjuk, hogy ha talaltunk egy
olyan Wp potencialfiiggvenyt amely a F er6teret allitja eld, akkor minden olyan mas
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W'p fliggvény is amely az eredeti Wp —t6l egy additiv konstansban kulonbozik, azaz
W'p=Wp+Konst, ugyanazt az F erbteret szolgaltatja, mivel barmely konstans derivaltja
(itt gradiense) nulla. A potencialfiggvény tehat csak egy additiv konstanstol eltekintve
egyértelmden meghatarozott. Mivel a fizikai problémaknal rendszerint a potencialis
energiak kulénbsége jatszik szerepet, az additiv konstans igy rendszerint kiesik.
Egyébként e tetszbleges konstans teszi lehetdvé, hogy az potencialis energia
zérushelyét ugy valasszuk, meg ahogy az illetd probléma szempontjabol a
legkényelmesebb.

A fenti eldallitds kovetkezménye, hogy elemi munka konzervativ térben

6W = Fdit = —VW,(7) di* = —dWp

a fentiek alapjateljes differencialAz elemi munka egyenld a potencialis

energia negativ megvaltozasatay. véges L gorbedarab rl és r2 pontja kozott
a munkavégzeés alakja:

L2 Lr2

Wiz = Fdf = - dWp = —(Wp(72) — Wp(i1))
Lrl Lrl

Ha a tomegpontra hato eredo erd eav konzervativ és egy nem konzervativ erd

odsszegekeént all eld, vag)F" = Fnk = VWy , akkor az eredd erd munkaja az egyes

erdosszetevok munkajaként szamithato:
Lr2
Weip = Fodi* — (Wp(2) — Wp(1))
Lril

A munkatétel azt mondotta nékiink, hogy az eredd erd munkajaval egyenld a
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tomegpont Wk mozgasi energiajanak névekménye:

Weiz = Wi(2) — Wi(1)

Ebbe beleirvan az eredd erd munkajat kapjuk a munkatétel kdvetkezd forméjat.

Lr2
Wi(2) - Wi (1) = L Fradi® — (Wp(ia) — Wp(71))

Mechanikai energia (6ssz—energia) alatt g1 Whinetikus + Waotencialis osszeget. A

munkatétel szerint ennek megvaltozasa egyenld a ttmegpontra hato nemkonzervativ
erdk (Wnk) munkajaval.

(W (2) + Wp(2)) — (Wa (1) + Wy(1)) = Wni(1,2)

Ha a nem konzervativ erok munkaja 0, pl. ha csak kozervativ erdk hatnak, akkor a
potencialis (mas néven helyzeti), és a kinetikus (azaz mozgasi) energiak 6sszege
allando. Ez azt jelenti, hogy az adott test mozgasanak valamely iddpillanataban
ismerjuk ezt az 6sszeget, akkor e mozgas barmely mas idopillanatdban is ugyanez les:
a két energia 0sszege.

A mechanikai energia konzervalddik konzervativ mezdben valé mozgas soran, s az
konzervativ mez6 elnevezés eredete is innen szarmazik.

Matematikai legendarium szerint a gradiens(f) megadja az f fliggvény leggyorsabb
valtozadsanak iranyat, abszolutértéke pedig azt, hogy a fiiggvényérték mennyit valtozik,
ha az eldbbi irAnyban egységnyivel elérelépink. Ez egyébként a ndvekményt megado
formulabal olvashato ki:
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dWp = VW, (7)dF

Ha dr iranyat merdlegesnek valasztju Vive irAnyara, akkor a skaléaris szorzat ismert

tulajdonsaga miatt nullat kapunk dWp -re. Ha dWp annak ellenére nulla, hogy a

dr elmozdulas nem nulla, akkor a Wp=Konst ekvipotencidlis felileten mozogtunk. Az
ekvipotencialis felllet mentén az Fdr=—dWp munkavégzés nulla, s az erdk (s az
erdvonalak) merdlegesek az ekvipotencialis fellletekre.

Korabban emlitettlk, hogy pl . gravitacios térben az m témega tomegpontra kifejtett
erd azt’ =™ formaban adhat6 meg, ahol f csak a térre jellemzd vektormennyiséget

térerdnek, vagy téererdssegnek nevezzik. A potencialis energia kapcsan is
bevezethetlink egy, csak a térre jeIIerU(’-') skalarértéka figgvényt, amelyet

potencialfiggvénynek neveziink, s kapcsolata a potencialis energiaval Wp=m*U.

F = —-VW,(F) -VU(7)

m —valo osztas utan maref ™ =

Az F erd konkrét m tomegl tomegpontra kifejtett erdt jelenti. Mas, mas m témeget
ugyanabba a térbeli pontba helyezve méas, mas nagysagu erdt, s mas mas értékd
Wp potencialis energat kapunk. Az f térerdsseg és az U potencialfiggvény mar nem
tartalmaznak a behelyezett testre jellemzd, adatokat, 6k mar csak a teret jellemzd
fuggvenyek.

Kdnnyen igazolhatdé néhany erbtérvény potencialfiggvénye. (Egyes részletekkel
késdbb foglalkozunk).

F= —Dx linearis erdtorvénnyel leirt rigderd. Az ehhez tarozé potencialis energia
fliggvénye"P = Dz*(2

A Fold felszinének kdzelében a homogén gravitacés vonf= = ~™9 Ehhez a Wp=

mgz potencidlis energiafliggvény tartozik.
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A pontszerQ (vagy kiterjedt, de gdmbszimmetrikus témegeloszlasu) M tdmeg pontszerQ
m tdmegre kifejtett gravitaciés (tdomegvonzasi) ereje:

F= —G%@ﬂ

Az M tdmegu test gravitacidjanak potencialfiiggvénye pedig:

U=-G¥

Perdileti tétel

Ez a tétel névmagyarositasa elétt az impulzusmomentum tétele néven volt kozismert.

El6zetesként néhany fizikai mennyiség definiciojat adjuk meg.

=Fprﬁ

A P pontra hat# erd, Q pontra vonatkozd nyomatéka alat™ vektori

szorzatot értjik. Ez nem mas mint a jol ismert forgatonyomaték, amelyet a
realtanodaban mint az “erd és karjanak szorzata"-t allitottunk el6. A Q pontot gyakran
az origéba helyezzilk, igy a fe "9" szerepét az egyszer( helyvektor veszi at. A

forgatbnyomatékra, a vektorszorzat tulajdonsagaibdl kbvetkezden az alabbiak azonnal
adodnak: a forgatonyomaték vektora a tényezdvektorok sikjara, azaz a helyvektor és a
pontra haté erd sikjara merdleges, nagy™M =" Fs1(®) 5 47 erd hatasvonala

atmegy a helyvektor kezddpontjan a forgastengelyen" akkor zérus nyomatékot
kapunk.

A nyomatek, vagy mas néven momentum szamitasa mas vektorok esetén is hasonloar
torténik. Hasznalatos a P pom# impulzusanak (lenduletének) nyomatéka, az

-

N

impulzusmomentum: =fepxm¥  (ji_magyarul ez a mennyiség a perdiilet

nevet viseli. A perdilethez egy szemléletes geometriai jelentés kapcsolhato, ezt
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targyaljuk most .

Figure: Abra az erdmomentum definicidjahoz, a terileti sebességhez.

Y A i:" v&t

A (7) abra kis rajzocskajan irzvektor végpontjiAt¢ idGtartam alat#At —vel mozdul
el. Az X UAt \eiorszorzat aF és@At vektorok felfeszitette paralelogramma

tertletét adja meg amely éppen kétszerese annak a haromszog tertletnek, amelyet az
7 helyvektorAt¢ id6tartam alatt sarol. E terulet iranyitdsa merfleges a tényezdvektorok

altal felfeszitett sikra.

Vagyis a perdilet az 1/(2m) szorz6tdél eltekintve a helyvektor altal sarolt teriletet adja
meg.

A perduleti tétel levezetését a perdulet idd szerinti derivalasaval kezdjuk.

@—Exmﬁ'-{-i“xmd—g
dt "~ dt di

A jobboldal els6 tagja nulla, mivel a parhuzamos vektorok vektori szorzata nulla
eredményt ad. (itt sebesség vektori szorzata a sebességgel). A masodik tagban szerep
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mdv/d pedig Newton Il. torvénye értelmében a tomegpontra hato eredd erdvel

egyenld.

Az Me =T x Fe jeloléssel a perduleti tétel igy irhato:

(2,

_ i,

Vagyistomegpont perdtletének iddderivaltja egyenld az e pontra hato
erok ereddjenek nyomatekaval.

A vektorokra vonatkozé egyenldség szétszedhetd —altaldban harom- a koordinatakra
sz0lo egyenldségre. A tétel tehat koordinatankent is olvashato.

Ha az eredd erd nyomatéka nulla, akkor a perdulet allando vektor. A koordinatankénti
olvasat itt is fontos. Pl. ha az eredd erd nyomatékanak x koordinataja nulla, akkor
perdulet x koordinataja allando, a perdilet tobbi koordinataja ettdl még akarhogyan is
valtozhat.

2%

=6 = ﬁ:W

Centralisnak nevezzik azt az erbteret, amelyben az erdk hatasvonala

(tartbegyenese) egy ponton megyEat.a pontot erdcentrumnak nevezziik, s
koordinatarendszeruink origéjat is ide helyezzuk. A centralis erd eav radialis
egyseégvektor, és egy skalaris f flggveny szorzataként allithat®e = fM 7 Epnek

az erdnek a centrumra vonatkoz6 nyomatéka nulla hiszen parhuzamos vektorok vektor
szorzata nulla.
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M = f(F)7x 7 =0

A perduleti tétel szerint ekkor a perdilet allando vektor, tehat nagysaga is, iranya is
allando. A perdiilet vektora a helyvektor és a sebességvektor altal felfeszitett sikra

merdleges. Ez azt jelenhpogy centralis erdtérben mozgd tomegpont
mozgasa sikmozgas, és a tomegponthoz huzott helyvektor egyenld

idOk6zok alatt egyenld tertleteket sutgdpler a bolygok Nap korili

mozgasara ugyanezen szabalyszeriségeket fogalmazta meg a bolygok megfigyelési
adatai alapjan.

Egy elemi kisérlet, és magyarazata. Egy bacsika Ul megforgatott forgoszékben.
Kinyujtott kezében sulyzo, amelyet ha behlz, forgasa felgyorsul. Ennek
magyarazatahoz egy végtelenl lepucéritott modellt hasznalunk. Egy m tomeg(
pontszer( test kormozgasa (keringése) esetén a sebesség merbleges a kor sugarara.
perdiilet ekkor egyszerden kifejthetg ¥ = IFx mol =rmrw = m?w Az m tomeget

'‘behlzzuk' a kor kbzéppontja felé mondjuk az eredeti sugar érték felere. Az alkalmazot
— 2 ; . z
erd centralis volt, igy a perdiilet nem valto:m T w =m (/2w p, Uj szogsebesség

tehat“! =%  Erdekes ez esetben a Mozgasi energia valtozasa is, amely természetese

— 2
a tdmegek behlzasa soran végzett munka kévetkezménye. Az We =1/2m (rw)”

s az L'JjW‘ =1/2m(r/2*4w)? =4 W,

E jelenség egy kulondsen erdekes megnyilvanulasa a pulzaroknal tapasztalhato.

Kiterjedt, merev testek rogzitett tengely korili forgasanal is alkalmazhatjuk a fenti
fogalmakat. Ez esetben a merev test minden térfogateleme ugyanazon szégsebességc
forog (helyesebben kering). Folytonos térkitdltést anyagokkal un. kontinuumokkal

még nem foglalkoztunk, igy kdzelitésképp a kicsiny térfogatelemekbe foglalt
tomegeket tomegpontokkent kezeljik. A forgo test perdiletét az 6t alkoto
tomegelemek perdileteinek 6szege alkotja.
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n n

N=ZN,-=Zm,-r?w=(z": m.-r?)w:Ow

i=1 =1 i=1

Itt ri jelenti az i—edik ( 6sszesen n darab ) mi tdtmegelem forgastengelytdl mért
tavolsagat. P (= miry) = © mennyiséget a test, az aktualis forgastengelyre vontkozo

tehetetlenségi nyomatékanak nevezzik. Szamitasahoz folytonos térkitéltésa testek
esetében a fenti szummazas helyett valdjaban térfogati integralt kell elkdvetnink.
Latjuk, hogy®-t a test forgastengelyhez viszonyitott tdmegeloszlasa hatarozza meg,

agy, hogy a tavolabb levd tdomegek sokkal nagyobb sullyal szerepelnek az 6sszegben.
Naprendszerinkben a bolygok dssztémege szinte elhanyagolhatdéan kicsi a Nap
tobmegéhez viszonyitva, viszont a naprendszer 6sszperdulete szinte kizardlag a
bolygoktél szarmazik.

A tehetelenségi nyomaték forgdb mozgasnal ugyanazt a szerepet jatsza, mint a halado
mozgasnal a tehetetlen tomeg. A perdiileti tétel, a merev test e rogzitett tengely kordli
forgaséara a kovetkezdképpen irhaté at:

M=N=0uw

Folismerhetd egy igen kényelmes analdgia illetve megfeleltetés az egyenesvonall
halado, és a rogzitett tengely korul forgd test mozgaséat jellemzd mennyiségek kdzott.
Ezeket itt most tovabbi ideoldgiai ujjgyakorlatok nélkil k6zoéljuk:

m e
z ¥
v =% W=
Gz = Uy B=w
I=mv N=0uw
F =mu, M=0w
Wi =1/2mv?2 W, =1/20w?
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A mozgasegyenlet, specialis mozgasok

Newton Il. térvényeben, a vizsgalt tomegpontra haté erdk ered(:F“,mrepelAzt

a fuggvenyt, amely megadja, hogy az eredod erd hogyan fligg a
tomegpont helyvektoratol, sebessegétdl, s az idotol, erdtdrvenynek
nevezziukAz P(7,7,1) fuggveény tehat az erbtérvény nevet viseli.

Newton Il. leggyakrabban hasznalt formaja a kdvetkez®:

-

ma = ﬁe
Ezt a dinamika alaneavenletének is szokas nevezni. Impulzustétel néven ismert ennek

kovetkezo alakja dfjd=T. . A dinamika alaptérvénye kapcsan jelentkezd

alapfeladatok:

— Statika, ( vagy sztatika ) targya az egyensuly, és az egyensuly feltételeinek
vizsgalata. A tomegpont egyensulyi helyzetét az eredd zérus értéke tinteti ki. Az
egyensulyi helyzet stabilitasanak vizsgalata mar a dinamika és a statika k6zé es6
tertlet.

— Dinamika a kdrnyezet hatasat jellemz0d erd és a tomegpont mozgasanak kapcsolatat
vizsgalja. Két iranyban alkalmazhatjuk ekkor a dinamikai alaptdrvenyt.

* Jsmert T mozgastorvény esetén a pontra hato eredd erd ( illetve komponensei )

azm@ alapjan megkereshetd.

* Ha adott a tomegpontra haté eredd erd, mint a totmegpont helyvektoranak,
sebességének és az idonek a fuggvenye, akkor ennek alapjan a tdtmegpont mozgasar
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kovetkeztethetlink, azaz P(®,7.1) erdtorvénybdl kiindulva az adcm tdmeg

Fit) mozgastorvénye a mozgasegyenletbdl meghatarozhaté:

@27 1 dr
- = _TFw = 6
7o mﬁ(r,dt,t) (6)

A fenti egyenlet az utmozgasegyenlet. Kapcsolatot allapit meg a az
ismeretlen™, fliggveény, annak derivaltjai és az idd kozatt.
vektoregyenlet koordinatas olvasata alpjan ez harom darab masodrendd,
differencialegyenlet a meghatérozar'?(t) vektor koordinatai szamara.

A kétszeri integralas koordinatanként 2 integracios allandot termel. Kezdeti
feltételekkel -T0) 7 (to) _ ezen allandok meghatarozhatok — illetve ezen integracios

allandok teszik lehetbvé a megoldasok hozzavarrasat tetszdleges kezdeti feltételekhez
Térbeli (3D azaz 3 dimenzids) mozgas esetében a mozgasegyenlet egyértelma
megoldasahoz meg kell adnunk 6 db. adatot. Ezek rendszerint valamely kezdd
idOpillanathoz tartozé koordinata és sebesség ertekek. A kezdeti idfpont rendszerint a
t=0 iddpillanat. Ezt tobbnyire 6nkényesen megtehetjik, hiszen csupan arrdl van sz6,
hogy a stopperorank gombjat mikor nyomjuk meg. Az ezen iddpillanatban mert
(Descartes koordinatarendszerben) Vxo,Vyo,Vzo, xo, yo, z0o, sebesség és
koordinataértékek tehéat a kezdeti feltételek.

Ha a mozgasegyenlet megoldasaval meghataroztuk a tomegpont mozgé'*(t) leird
mozgastorvenyt, akkor "mindent” tudunk a tomegpontrol, h™®absl kiindulva

minden, az adott tomegpontra, €s annak mozgasara jellemzd fizikai mennyiséget
szarmagztatni tudunk (finomabb részletezés nélkil félsoroljuk ezeket: sebesség,
gyorsulas, lendtlet, perdllet, tertleti sebesség, mozgasi energia, helyzeti energia,
teljesitmény, munkavégzés ).
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A mozgastorveny ismerete lehetdve teszi a munkavegzés kiszamitasanal felmerild

homaly tisztazasat. A homalv abban van, hogy az erétorvény altalaban a hely, a
Cim e , _F(7 9 _ .

sebesséqg, és az ido fuggverF (, @>t) , @ munkavégzés szamitasara viszont a

kovetkezd formulakat adtuk meg:

Wr(a,b) = /: F(f) ds W (t1,t2) = - P(t)dt

ty

Az elsd formula szerint a munkaveégzést akkor tudjuk kiszamolni, ha az erd csak a
helyvektortol figg és tudjuk milyen palyat fut be a totmegpont, de sebességtdl vagy
id6tdl fliggd erdk esetében mar nem. A teljesitmény iddintegraljaval szamitott
munkavégzéshez az erot Ieﬁ(F’ i) fluggveényt “csore" kell toltentink a

= dF/dt

mozgéstt')rvénjm) 65t szarmazékaival.

P(t) = F(t) 8(t) = F(7(t), 9(t),t) ¥(t)

P(#)dt

Ekkor mér valéban tettleg inzultalhatc idBintegral.

Példa: 1D —s mozgas, sebességgel aranyos fékezm ¢dineg. Adott

vo, %o =0 (Ehhez fazhetd kvalitativ népmese: egy csolnakot, melyre sebességeével

aranyos fékezoerd hat, meglokink Vo sebességgel ... )

F = —kv, @=—£‘v, /d—v=—/£dt...
dit m v m
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k _ky
In(v) = —;t +In(C) w(t)=Cel-m

Itt az integracids allandot In(C) alakban vettik f6l. Ez eldnyds minden olyan esetben,
amikor a keresett figgvény is In mogé buijt.

Vo jeldli a to=0 iddponthoz tartozé sebességet, ugy kell tehat megvalasztanunk a

C ertékeét, hogy a figgvény erre a pillanatra is helyesen adja meg a sebességet. Ehhez
beirjuk a megoldasba a fliggetlen valtozo és fliggd valtoz6 dsszetartoz6 értékeit.

k
Vo=_Cel-mt) =Ce® =C

k
v(t) = Voel—m?

Ennek iddintegrélja szolgaltatja a mozgastorvényt. Ebben az 1D-s mozgéasban ez az
x(t) figgveny.

Az integrél a kbvetkez06t eredményezi:

2(t) = C1 - %Voeﬂ-?‘)

Ha a tomegpont a t=0 iddpillanatban az origdéban volt, akkor az x(t) fuggveény is ezt
kell, hogy adja, azaz x(0)=0.

LLL
k

AL
k

0=Ci— Vo, Ci=-Vo, x(t):%vo[l_e(—%‘)]

A mozgasegyenlet, specialis mozgasok 48



FIZIKA |I. Mechanika, Hotan.

— Ez még hianyos -

A harmonikus rezgdmozgas

Rugalmas ( kvazielasztikus ) erdk linearis erdtérvennyel irhatok le, vagyis a nyugalmi
(erdbmentes) helyzettdl mért x kitéréssel egyenesen aranyos a visszateritd erd. Illyen pl.
a ragoerd, de j6 kozelitéssel ugyanilyen erd jelenik meg minden stabil egyensulyi
helyzetben levd tomegpont esetében, ha a tomegpont egyensulyi helyzettdl vald

x kitérése nem tul nagy. A tovabbiakban azt kivanjuk vizsgalni, hogy ilyen erd hatasara
milyen tipust mozgas alakul ki. Az egyszerlbb targyalas kedvéért egy dimenziés
mozgassal foglalkozunk. A ragoerdt leird fuggveny alakja ekkor a kdvetkezo:

F==Dz

A D (N/m) mennyiséget rugéallandénak nevezhetjik. Nagyobb D—értékkel jellemzett
ragot nagyobb erdvel tudjuk ugyanannyival megnyujtani. A konzervativ mezoknél
tanultuk, hogy ez az erd konzervativ s a potencialis energia kifejezését

Wy =1/2D2* {omahan adhatjuk meg.

mi = F,

Newton masodik torveny , az aktualis erdtorvénnyel egyltt vezet a

mozgasegyenlethez. . Ez esetlinkben a kévetkezot eredme™ =—P2 p;

w = /Dfm. jelolés, némi atrendezéssel tarsulva a harmoénikus rezgdémozgas

differencialegyenletét szolgaltatja

F4+wlr=0 (7)
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Ez tehat a mozgasegyenlet a meghatarozando x(t) figgvény szamara:

Ennek az altalanos megoldasa

z(t) = Acos(wt + ) (8)

z — et, valamint & = X2eM

Ezt ugy kapjuk, hogy az =eM alaki megoldast felté\ —et

(7) egyenletbe helyettesijik. Ekkor a kdvetkezd karakterisztikus polinomot kapjuk:
2 2 - g o 2z , , 7
A +w' =0 Ennek két megoldéu’\"2 == alapjan az altalanos megoldas a

fiiggetlen megoldasok linearis kombinaci® = €1 i+ Che™ Ao,

= Ae¥ /2

C2 konstansokat két masikkal valtjuk fo51.C1 , illetve a

C2 =A4e™™ yonstans atirassal a kapjuk az (8) alakot.

z(t) = A/2 (e"wH®) + e~ Wty = Acos(wt + ¢)

A (8) altal leirt mozgastipus nem csak harmoénikus rezgdmozgast végzo tomegpontra
jellemz®. Mas tartalommal ugyan, de hasonlé alakban jelenik meg a fizika mas
tertletein is, igy a valtakozo aramoknal, hanghullamoknal stb.

Az x kiterés maximalis érteke, az A amplitudéq’ =R mennyiséget a rezgés

fazisdnak nevezzik. A fizikai mennyiség értékét (itt ez a kitérés, a sebesség, .. ) a fazi
aktualis értéke hatarozza meg.

Az (8) altal leirt mozgas tipikusan periodikus mozgas, vagyis van olyan T u.n.
periddusidd, amelyre x(t) = x(t+T). A mozgas barmely T hosszUsagu szakasza
ugyanilyen idétartamonkeént szabalyosan ismétlddik. A cos figgveny

27 peridbdushossza alapjan tehat T id6tartam alatt a 2z zivel névekszik, vagyis

wT =2r , illetve ¥ =27/T Haa mozgas egy periodusanak hossza pl. T =0.1

=1/T

sec akkor 1sec alatt 10 rezgési esemeény jatszodik f mennyiség tehat

megadja az 1 sec alatt lejatsz6do rezgések szamat. Ezt frekvencianak nevezzik,
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egysége 1/sec vagy egy Hertz nevd fizikus utan az 1 Hz. E2x3elel szorzott

valtozata a kérfrekvenc® =27/T =21f onnek egyseége szintén 1/sec azonban erre

sohasem hasznaljuk a Hz nevet. Konnyen belathatd, hogy a kdrfrekvencia és a
szbgsebesség szoros rokonsagban levo fogalmew.ennyiseget mint jelolést

vezettik be_(7)—n€‘"2 =D/m alapjan.w szerepe alpjan latjuk, hogy a rezgés

frekvencidja a rezg0 redszertdl fiigg, nevezetesen attol, hogy milyen ragoéra milyen
tobmeget rakunk.

Mivel a masodik derivaltbdl kévetkeztetlink az eredeti fliggvényre, ez —meég akkor is

ha formalisan nem is jelenik meg az integrél jele— kétszeres iddszerinti integralt jelent
az ennek megfeleld kettd darab integracios allanddéval egytitt. Ezen allandokat a kezde
feltételek rogzitik, illetve ezen konstansok teszik lehetdvé a megoldas tetszbleges
kezedeti feltételhez vald illesztését ¥ \kezddfazis, vagy méas néven a fazisallandé az

A amplitudoval egyetemben a kezdeti feltételekbdl hatarozhaté meg, vagyis abbal,
milyen kezdeti kitérésbdl, milyen kezdeti sebességgel inditottuk Utjara a rezgdmozgast.

Az alkalmazott kezdeti feltételek: to = 0 —ban adott a kitérés, és és a sebesség, tehat
%o Vo A A-t és¥ -1 kell ugy megvalasztanunk, hogy a megoldasfliggvény ezeket az

2(0) = z, = A cos(p) , @ sebesség kifejezése alapjan

ertékeket is helyesen adja viss
& =—Awsin(Wt+9) Laniuk a masik egyenl?e = ~498n()  E;ekhs] kapjuk
négyzetre emeléssel az amplitucA =V + (Vo/w)® A kezdsfazist (a fazisallandot) a

co8(p) = TolA gg 5 8in(p) ==Vo/(AW) 194venyértékekbdl szamithatjuk ki.

Csillapitott rezgdmozgas

A ragoerdn tul a tomegpontra most a sebességével aranyos, azzal ellentétes iranyu
fékezoerd is hat; Foe = —kVz llyen tipusu erd hat példaul viszkozus kézegben

mMozgo, nem tul nagy sebessegu testre. Az ezen erd kdvetkeztében fellepd jelenséget
altalaban csillapitasnak nevezzik, s magat az er6t is alkalmanként csillapitéeroként
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— BV — L2
emlegetjuk. Ennek az erdnek a teljesitménye negP SEV =Y ,Shaa

teljesitménytételre gondolunk, belatjuk, hogy ezen erd a mozgasi energiat csokkenti.

Az ismert koreografiaval jutunk a mozgasegyenlethez —Newton masodikba betdltjik az
P — — 2 P ’a —_— . g 2
eredd erot-mE =Dz =k [=F/ p;w;=D[m g7 (jjah2P =kIm jopi6s

bevezetésével, atrendezeés utan kapjuk a csillapitott rezgdmozgas
differencialegyenletét.

E+2B8t+wiz=0

Az ranézésre vilagos, hogy fizikailag lényegesen kilonb6zd mozgastipust kapunk
2 -
akkor, ha a:;%* képviselte rigéerd a meghatarozé vagy pe(2’9"‘.csillap|’téer6.

A1,

A megoldast itt isz =e* alakban keressuk, s ha talaltt Az érékeket, amelyeknél

a foltételezett figgvényforma megoldasa a differencialegyenletnek, akkor a

— 1t at
diffegyenlet altalanos megold&® =GN+ G . Behelyettesitve x(t) megadott

alakjat, valamint derivaltjait a csillapitott rezgdmozgas differencial egyenletébe, a
2 —
kovetkezd karakterisztikus polinomot kapj|>‘ +2BA+uw; =0 . Ennek megoldasa

Ao=-Bx\/F -w?

A diszkriminans eldjelétdl figgbden kulonbdzd megoldastipusokat kapunk.

2 2
Ha# > % , akkor a gyokjel alatt pozitiv mennyiség all. Ezt az esetet nevezzik erds

csillapitasnak. Az altalanos megoldas alakja ekkor a kdvetkezd
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z = e PYC, VIt 4 0y e -VF-D)Y

Ebben a mozgasban mar semmi rezgésszeri nincs, x végul exponencialisan tart
zérushoz.

Kritikus csillapitasrél beszéliink akkor, ha diszkriminans zérus. Az altalanos megoldas

_ — (. o—Bt -8t , R , ,
alakja ekkor® Cre™ +Gte™  cgiszera ezen esetet csupan olyan hataresetnek

tekinteni, amely a két fizikailag megvaldsithatd esetet valasztja szét.

Figure: Csillapitatlan és gyengén csillapitott rezgés lathato a felsd abrasorban. Az alsc
sor a gerjesztett rezgés indulasat, valamint a kilénbdzo csillapitasokhoz tartozo
rezonanciagOrbéket mutatja.

Harmanikus rezges Csillapitott rezges
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Garjeaztas frekvenciaja

2 2 y =— ,/_ .
Gyenge csillapitasrol akkor beszéliink,“ = A , ekkor® = _et kiemelve a
diszkriminansbdl, kapju? = "B Ei@ |1 5,9 = VW = B joi516st alkalmaztuk. A

csillapitatlan rezgdmozgasnal alkalmazott eljarast kdvetve kapjuk az altalanos

7 — -8t . 7 e 7 . s4 7z
megoldast® =A€7 8wt +9) e deti feltételek hatarozzak meg az amplitudét és
a fazisallandot, a rezgd rendszer paraméterei pedig a csilla;ﬁféséls—rezgés

korfrekvencigjat. Vegyuk észre, hogy a csillapitott rezgd renw:k@rfrekvenciaja
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kisebb a csillapitatlan rendsz*“* kérfrekvencijanal.

Gerjesztett rezgés, rezonancia

Gerjesztett rezgeés (kényszerrezgés) akkor jon léetre, ha a tbmegpontra a rigoerdn és a
sebességgel aranyos fékezderdn tul, periddikus gerjesztderd is hat. A gerjesztderdt

tiszta cosinuszos (vagy szinuszos) alakunak tessziFo = Focos(2t) llyen “erd"

hat példaul egyszin( fénnyel megvilagitott atomok elektronjaira, de kiegyensulyoztlan
forgd motoralkatrészek is ilyen tipusu erdket keltenek. Az itt figyelmbe vett
gerjesztderd egyetleQ korfrekvenciat tartalmaz, s ez latszélag indokolatlanul

leszUkiti a figyelembe vehetd gerjesztberd fliggvenyalakokat. Tudjuk azonban a
Fourier sorok elméletébdl, hogy tiszta sinuszos / cosinuszos fuggvéenyekbdl elég széles
fliggvényosztaly rakhato dssze. gy, ha ismerjiik a tomegpont mozgéasat kiilonb6zd
gerjesztd frekvenciak esetére, akkor ezen mozgasok szuperpoziciéjaval bonyolultabb
gerjesztd fuggvenyekhez is dssze tudjuk rakni a tomegpont mozgasat leird figgvényt.
Ezt egyébként a (9) mozgasegyenlet linearitasa teszi lehetdve.

Az eredd erot leird erdtorvény tehat:

F,=-Dz — kV + F,cos(2t)
Az eldbbi erd hatasara létrejévd mozgast kivanjuk meghatarozni, vagyis keressik a

tomegpont helyzetét leiro x(t) figgvényt. Newton masodik térvénye alapjan az
x(t) fUggvényre vonatkoz6 mozgasegyenlet a kévetkezd:

mE=—-Dz—kV + Fycos(NN 1)
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Az Gjabb: fo = Fol™ \alamint ¢5/™ =28 jeislést is alkalmazva kapjuk

F+28% +wlz = focos(Rt) 9)

Most pedig folsoroljuk ezen diffegyenlet minden cimét, rangjat és egyéb sallangjait. A
szamtanoran tanult elnevezési szabalyok alapjan & egy kdzonséges ( annyira azért ner
csupan egyvaltozos ), masodrendd, konstans egyudtthatoju, linearis, inhomogén
differencialegyenlet az ismeretlen x(t) mozgastérvény szamara. Az inomogenitas az
focos(t) _i6] van. Ha ezt 0-val helyettesitjik, akkor a differenciadlegyenlet homogén

részet kapjuk.

Az inhomogén differencialegyenletén®®# 3jtanos megoldasat.

Tihalt = Thatt + Tih-part glakhan keressik, ar®* a homogén egyenlet altalanos
megoldasa®#rt pedig az inhomogén egyenlet valamilyen partikularis ( speciélis,
nem altalanos ) megoldasa. A partikularis megoldast ugyanolyan jellegQ

trigonometrikus alakban keresstik, amilyen maga a gerjesztdero.
Zihpart = Acos(Nt +9) .

Foltesszik tehat, hogy a kialakul6 gerjesztett rezgés, a gerjesztderdtdl 6rokli a
frekvencigjat. A homogén egyenlet altalanos megole—#afliggvény szerint tart

nullahoz, igy elegendd idd eltelte utan csak az inhomogén egyenlet partikularis
megoldasa marad meg. A gerjesztett rezgés kezdeti, iddvel kihnunyd része a tranziens
jelenségek koéréhez sorolhatd. Tranziens —atmeneti— jelenségek akkor jatszédnak le, h
egy rendszer valamilyen paraméterét hirtelen megvaltoztatjuk, bekapcsoljuk,
valamilyen kezdeti feltétellel elinditjuk, stb. llyenkor a késdbb stacionariussa valo
(idében allandbsuld) megoldast, és a kezdeti érékeket, egy iddben lecsengd —
rendszerint exponencialisan csokkend fuggvény — koti 6ssze. Esetliinkben ezt az

Thalt fria le. A homogén egyenlet altalanos megoldas® - tartalmazza azokat az

integracios allandokat, amelyekkel a megoldast tetszdleges kezdeti feltételekhez hozzé
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tudjuk igazitani. A megoldasnak ez a része zérushoz tart, igy a rendszer szép lassan
elfelejti milyen kezdeti feltételekbdl indult is el.

A tovabbiakban csak az allandosult megoldassal foglalkozunk, s a révidebb irdsmaéd
kedvéért a;* = Tikrart eqyszeriibb jellést alkalmazzuk.

Az & =Acos(@t+9) 411 partikularis megoldasra azt kell megallapitanunk, hogy

milyen A és@ értékek esetén lesz a figgveény megoldasa az inhomogogen egyenletnek
Itt tehat A é«9 nem a kezdeti feltételekbdl, hanem a differencialegyenletbe val6

behelyettesitésbdl szamithatd. Behelyettesitéshez sziikségiink van a derivalt
fliggvényekre, valamint az 6sszegfiiggvenyek kifejtésere.

E=—A0sin(Qt+9) F=-—-A0cos(Nt+9)
cos(Nt + ¥) = cos(Nt) cos(F) — sin(Qt)sin(F)

A sin figgvény kifejtését az olvaséra bizzuk. Behelyettesitve ezeket az (9) egyenletbe
baloldalon kiilén kigyaitjtik ©**€*? fuggvény egyiitthatsit valamint kiilén a

sin(f2i) egyutthatoéit, s azt mondjuk: a jobb és baloldali trigonometrikus kifejezés

tetszdleges idépontra akkor lesz egyenld, ha megfeleld trigonometrikus fliggvények
egyiitthat6i jobb és baloldalon megegyeznek. % yalamint a

sin() oqviitthatoira kirétt kovetelmény a kovetkezokhoz vezet:

A W2 - 02) cos(9) — 2 AB Qsin(®) = fo
—A (W2 - 0?)sin(¥)—2A80cos(¥) =0

Négyzetre emelés és dsszeadas utan az amplitudéra a kdvetkezd kifejezést kapjuk:
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A= fo
V(@2 - 02)2 + 48202

Adott rezgdrendszer esetén ( afor wo, B rogzitett értékek ) az amplitudo fliggését a
gerjesztderd (kor)frekvenciajatol az () abran lathatjuk. EAY gorbet
rezonanciagorbének nevezzik. Lathato, hogy a csillapitas csokkentésével a
rezonanciagorbe egyre élesebbé valik. A gérbék maximuma a rezgdrendszer
sajatfrekvenciaja kdzelében van, vagyis egy rezgd rendszer azon frekvenciaju
gerjesztésbdl hajlandé sok energiat elnyelni, amellyel maga is képes rezegni. Ez a
jelenség meglehetdsen altalanos a fizika szamos tertletén, atom és magfizikatol
kezdve, a rozzant autébuszok ablakainak berezgéséig, de radidnkon a radidallomasok
kivalasztasa is a rezonancia jelensegén alapul.

Az egyenletekbdl ¥ sz6g is meghatarozhato, de ezzel nem foglalkozunk részletesen.

Ennek szokasos kifejezése:

-280
n0) = G

Rezgések 6sszegzése

Gyakran el6fordul, hogy egy tdmegpont killonb6zd hatasok kdvetkeztében egyidejlleg
tobb rezgést is végez. A feladatunk az, hogy a rezgések szuperpoziciéjabol (
0sszetevésébdl, egymasraltiltetésebdl ) keletkezd eredd mozgas jellegzetességeit
tisztazzuk. A rezgésosszegzések egyik alaptipusa az egyiranyd rezgések dsszegzése.
Ekkor a tdtmegpont ugyanazon x tengely mentén®t® &s egy"’z(t) fuggveényekkel

leirt harmonikus rezgdmozgast végez. Foltesszuk ( megkoveteljik ), hogy az eredd
mozgas pillanatnyi kitérése a két figgvény altal meghatarozott pillanatnyi kitérés
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=21 () + z2(t)

dsszege legyen, vagy"(t) . Ez a kikdtés nem magatdl értetddd dolog.

Ha a rugbéhoz biggyesztett test egyik mozgasanak amplitudéja mondjuk 10 cm, s
legyen a masik mozgasra is ugyanez, akkor lehet hogy az eredd mozgashoz tartozo
maximalis kitérésnél az a ragd mar nem egy rugoé. Lehet hogy kettd —azaz eltoérik —, de
lehet, hogy a deformacié csupan tullépi azt a hatart, amelynél még a linearis
erdtorvényt koveti. Ekkor mar nem egyszerQ 6sszegzeéssel kapjuk az eredd mozgast. E
utobbi beteges eseteket tehat kizarjuk.

Egyiranyu, azonos frekvenciaju, kilonb6zd amplitudoju rezgések 6sszegzése.

z1(t) = Arcos(wt + 1) z1(t) = A1cos(wt + 1) z(t) = z1(t) + z2(t)

Az eredd rezgést a kovetkezd formaban keres®) = Acos(wt + ¢).

A cos(wt + ) = Ajcos(wt + 1) + Azcos(wt + ¢2) (10)

Foltesszik, hogy az eredd mozgas 6rokli a ( kor-)frekvenciajat az azonos frekvenciaju
0sszetevoktdl. A mozgastorveny egyértelmd meghatarozasahoz az A amplitudo, és
fazisallando éertékei szilkségesek.

Ismert a lenti trigonometriai nagy varazslat.

z1(t) = Arcos(wt + 1) = Aicos(wt)cos(yp1) — Arsin(wt) sin(p1) (11)

Ennek megfelelden kifejtjik (10) mindkeét oldalat: baloldalon az eredd rezgés,

Rezgések 6sszegzése 58



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

jobboldalon a két 6sszetevo fuggvényeit. Egyenletiink mindkét oldalan megjelend
trigonometrikus kifejezések tetszbleges idépontra akkor lesznek egyenldek, ha a
megfeleld id6fliggd trigonometrikus fliggvények egyttthatéi jobb és baloldalon
egyenldek. poos(wih) fuggvények egyitthatdinak egyenldsége a kovetkezdkhoz vezet:

A cos(p) = A cos(ip1) + Az cos(i2)

A sin fuggvény egyitthatéinak egyenldsége szolgaltatja a kdvetkezd egyenletet:

Asin(p) = A, sin(ip1) + A2sin(yp2)

A két egyenlet négyztreemelés utani 6sszeaadasaval —alkalmazva néhany egyigyd
trigonometria azonossagot — kapjuk az eredd rezgés amplitudojat:

A=\/A%+A3 + 2 A1 A2 cos(yp2 — 1) (12)

Rogton lathatd, hogy az azonos fazisu 6sszegzés az amplituddk 6sszeadasahoz vezet
ellentétes fazis(¥2 ~ ¥t =7 ) szuperpozicié pedig az amplitudék kiilénbségéhez

(‘4 =[A1 = 45| ). Egyenld amplituddék, —ez utébbi esetben— az eredd rezgés

amplitudéjaul 0-t eredményeznek, Osszefoglalva: egyenld frekvenciaji azonos fazisu
rezgések erdsitik egymast, az ellentétes fazisuak gyengitik, s ezen belll az egyenld
amplituddjuak kioltjak egymast. Az itt elkbvetett meggondolasok a hullamok
interferenciajelenségeinél is majdnem egy az egyben alkalmazhatéak.

Az A amplitudo ismeretében az eredd rezgeés fazisanak sinusa €s cosinusa kiszamitha
igy magat a fazisszdget is meg tudjuk adni.
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Egyiranyu, kilénb6z0o frekvencigju, egyenld amplitudoju rezgések
0sszegzése.

Egyiranyd, egyenld amplitudoju rezgések szuperpozicidjat vizsgaljuk. Az amplitudok
egyenldségét ugyan nem kellene eldirnunk, de ha tisztan a frekvenciak
kulonbozdségenek kdvetkezmeényeit kivanjuk tisztazni, akkor mas paramétereket
azonos ertékeken célszera tartani.

Itt is megkdveteljik, hogy az eredd mozgas pillanatnyi kitérése a két rezgés pillanatnyi
kitérésének dsszege legyen.

z1(t) = Acos(wit + 1) z1(t) = Acos(wat + ¢2) z(t) = z1(t) +z2(2)

Vagyis az eredd kitérés pillanatnyi érték*®) =Alcos(wit +¢1) + cos(wat +¢2)] prre

az eredo kitérésre szeretnénk valamilyen kénnyebben értelmezhetd, zartabb formulat
talalni.

Némely trigonometriai fekvotamaszok a kdvetkezdkhdz vezetnek:

cos(a + B) = cos(a)cos(B) — sin(a)sin(B)
cos(a — B) = cos(a)cos(B) + sin(a)sin(f)
cos(a + B) + cos(a — B) =2 cos(a)cos(B)

A fenti két sor 6sszeadasaval kapjuk az utolso sort. Itt mar sejlik valamilyen rokonsag
az eredd kitéréssel. Ez utdbbi egyenldseget szorozzuk majd az A amplitudéval, elébb
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azonban a kovetkezd azonositdsokat, vagy ha ugy tetszik, jeloléseket vezetjuk be:

a+f =wit+¢

a—f =wt + 2
a = (w2 +w1)/2t+ (p2+91)/2
B = (w2 —w1)/2t+ (2 —1)/2

Az elsd két sor 6sszeadasaval/kivonasaval kapjuk az utdbbi két sort. Ezeket a
trigonometriai varazslat végeredményébe behelyettesitve kapjuk az eredd kitérés Uj
forméjat:

2(t) = 2 A cos|(un — w1)/2t + (p2 — 1)/2] cosl@a + W) 2 + (g2 + p1)/2]

Erdekes specialis esetet addodik akkor, ha a két frekvencia kdzel esik egymashoz.

Ekkor, egy iddben lassan valtozé amplitudoju rezgést kapunk. Ezen amplitudovaltozas
k(‘jrfrekvenciélje(‘"2 —w1)/2 g |assan valtoz6 amplitudo (elsé—als6 kapcsos zarojel)

van modulalva a nagy(ob @2 +“1)/2 frekyenciaval. Az amplitudé tehat a kiilonbségi

frekvencianak megfeleld frekvenciaval 0—va valik, illetve az amplitudok 6sszegenek
megfeleld maximumot veszi fel. A jelenséget lebegésnek nevezzik.

Ha két hangszer kissé el van hangolva, akkor a hallhato lebegés alapjan
0sszhangolhatjuk dket. A jelenség radidtechnikaban is széleskorien alkalmazott, pl.
masorszordé miholdak nagyfrekvencias jeléhez hozzakevernek egy adott frekvenciaju
jelet, s a kapott kisebb frekvenciaju jel az amit a 'beltéri egység' mar kezelni tud.

Egyes televizioaddk adasuk megkezdése elbtt tartdsan 1000 Hz-es fiittyot eregetnek k
Ha a készulékhez kbzel mi is futyolni kezdink, némileg elhangolva ftttylink
frekvencigjat, akkor a kilonbségi frekvencianak megfeleld, szaporabb, vagy lassabb
pergést hallunk. Egyébként nagylelkien bocsassuk meg kdrnyezetinknek, ha a
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televizidval vald duett—futyllés miatt hilyének néznek minket.

Ha az amplitudék nem egyenlc”)((“il # 42) akkor a darazsderék nem fizddik be

| A1 —

teliesen. Az amplitudé alkalmilag sem valik nullava, hanem a minir 42| ¢g g

maximalisA! *42 ksz6tt valtozik. Minimalis kézligyesseggel igazolhato, hogy az

amplitudo idéfuggését megkaphatjuk (12) alkalmazasaval, amennyiben az ott szerepld
¥2= 91 pelyghe@2 —w)t+ (2 = 1) frynk.

Figure: Két kdzel egyenld frekvenciaju rezgés 6szzegzése esetén megjelend lebegés

T
Ikl

Egymasra merdleges rezgések dsszegzése.

Ll

Azt vizsgaljuk, hogy két, egymasra merdleges, azonos frekvenciaju rezgés ereddjekent
milyen mozgas jon létre. Az eredeti, egymasra merdleges rezgések a kdvetkezok:

z(t) = Acos(wt) y(t) = Beos(wt + ) (i) = :c(t);+ y(t) j'

s s

—A<z<A, -B<y<B

fuggetlendl a: téglalapban éli le életét.

Lemondva az iddbeli leirasrol, csupan a palya alakjat kivanjuk meghatarozni. Az eredd

mozgas palyajanak meghatarozasahoz y/B szétcincalt formajaba behelyettesitjik
X/A —t.
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y/B = cos(wt)cos(p)—sin(wit)sin(p) = y/B =z[Acos(p)—+/1 - (z/A)*sin(yp)

Az utobbi formula atrendezése és négyzetre emelése utan jutunk a kovetkezd alakhoz

2 g .
T+ o5 — 2 cos(y) = sin*(y) (13)

Kihasznaltuk a Pithagorasz tételbdl ad = sin’(i) + cos*(¢) osszefuiggést.

(13) egy orig6 'kdzéppontd' ellipszist ir le. A két rezgés ko ¥ stéziskiilonbség

kulonb6zo értékei az eredd mozgas specialis palyaalakjaihoz vezetnek.

Figure: Azonos frekvenciaju, merdleges rezgések dsszegzésének specidlis esetei.

Mordleges, rezgések

@ eredoje
=1 B> R¥=0
0 y >
P =—Tyg
i v A
-A = =
-B

¢ =0 570n0s fazis esetén az eredd rezgés palydja egyenes szakasz:
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G-3=0 = o=t

Ugyancsak egyenes szakaszt kapunk az eredd rezgés pah? =, &llentétes
fazisu szuperpozicio esetén. E két egyenes a meredekség eldjelében kulonbozik:
LA AT L
(A i B) =0 = y=-—9%
A P =712 gg g9 =—7/2 (vagy37/2) f45i55769ek ugyanazon ellipszispalyahoz

vezetnek, kulonbség az ellentétes koruljarasi iranyban adadik.

A?

E fazisszogek egyenld amplitudok esetén korpalyat eredmeényeznek. Ha tehat két
azonos frekveciaju, egyenld amplitudoju egymasra merdleges re¥ = w/2

¢ =—7/2 faziskulonbséggel 6sszegzink, eredd mozgasként egyenletes kérmozgast

kapunk.

A rezgések szuperpozicidjaval kapcsolatos jelenségek a fizika mas tertletein is
jelentkeznek, példaul ez utébbi merdleges rezgésosszeteves specialis eseteinek
megfelelden beszélink lineérisan polaros, elliptikusan és cirkularisan polaros fényral.

Ha a merdlegesen szuperponalt rezgések frekvenciai nem egyenldek, akkor a kialakulc
eredd mozgas palyai igen czifrdk lehetnek. Ha az x és y iranyu rezgések frekvenciai
racionalis aranyuak, akkor a palyak zart gorbék. Ezen gorbék egyébként az un.
Lissajous gorbék. Irracionalis frekvenciarany esetén a palyagorbe a teljes téglalapot
“lefedi”, olyan értelemben, hogy a mozgo6 témegpont, a mozgasa soran a téglalap
barmely pontjahoz tetszdlegesen kozel kerul.
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LissaJous§ gorbe
37

Pontrendszerek dinamikajanak elemei

Pontrendszernek nevezzik az egymassal és kornyezetiikkel kdlcsonhatasban levd
pontok halmazat. Onkényesen valaszthatjuk meg, hogy az adott probléma soran mely
pontokat soroljuk a pontrendszerhez tartozoknak, és mely pontokat a kdrnyezethez.

A pontrendszerek leirasanal egy tudatosan elnagyolt irasmad jelenik meg. A
tomegpontok mozgasanak részletei helyett, — a tomegkdzéppont fogalmanak
bevezetésével — megjelenik egy, az egész rendszert globalisan jellemz6 fogalom. Ez a
globdlis jellemzés a termodinamikaban és a statisztikus mechanikaban altalanos.

Az n elembdl allé pontrendszer tomegkdzéppontjaba, vagy sulypontjaba mutatd

helyvektort a kovetkezokeéppen definialjuk:

() = 2;1 m; * T (t) (14)

E?=l mt.
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-

ahol a pontrendszer i-edik elemének torm"™ ghelyvektore "¢ . Hogy az olvaséban

némileg rogzuljon, itt is megemlitjuk, hogy a fenti vektor egyenléseg, harom skalaris
—az egyes koorinatakra vonatkoz6— egyenldségre szedhetd szét. Ezek egyikét irjuk
csupan fel, a tomegkdzéppont x koorinatajat:

D iy M * 2 (1)

Z?=1 m‘l.

z5(t) =

Vegyuk észre, hogy ez a tomegpontok x koordinatainak sulyozott atlaga, vagyis a
nagyobb tdmegl témegpont x koordinataja tomegével aranyosan nagyobb mértékben
jarul az atlagérték kialakitasahoz.

Habar a siriseg (20) definicidja csak kesdbb kovetkezik, megadjuk a tomegkdzeéppont
definiciojat nem diszkrét (hanem folytonos) tomegeloszlasu testekre is:

[, pF) 7V

"=

n

" " , M= . ol e MmNz . L
A pontrendszer 6ssztomegere 2i=1 i jelolést alkalmazva, az id6szerinti

masodik derivalt a kdvetkezokhoz vezet:

PP, I PP
Mdt2 =Zm,-t o

=il

(15)

Az i—edik tbmegpontra h(i))fé erd szarmazik egyrészt a pontrendszer kdrnyezetétdl, ezt
kiilsd erbnek nevezzi ~ ¢ , valamint erdt fejthet ki a kiszemelt tomegpontra a

pontrendszer 6sszes tobbi eleme is, igy az eredd a kovetkezdképpen irhaté:
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k
?,‘ =?S ) +2:=lﬁ
?i,i = ?

“k  Foltesszik, hogy a tomegpont nem fejt ki er6t 6nmagara,

vagyis Ezen ereddvel az i—edik tomegpont mozgasegyenlete a kovetkezd:

P73k |
m'dt2 —77*,- +kz=:l?;,k

Osszegezve az 6sszes elemre az egyedi mozgasegyenleteket a kovetkezdkhoz jutunk:

n d2#; n (k) n n

Yomige =L Fi X P

=1 =1 =1 =1
Az utébbi kettds 6sszeazesben minden erdnek megtalalhaté a megfeleld parja, mint
példaul "+ Py pesedsTohinarees o o o 111 sz egyenld nagysaguak, de

Fas =

ellentétes eldjellel i ). A kettds 6sszeg tehatOeredményez. (15)

egyenlet és ezen utébbi egyenlet maradvanyainak dsszerakasabdl kapjuk:

M

PP (k)

d? =ZI?"
Pontrendszer tomegkdzéppontja gy mozog, mintha a pontrendszer
0ssztomegeét ebbe a (képzeletbeli) pontba koncentraltuk volna, s a

kiilsO erbk 6sszege erre a pontra hattgen lényeges az a tény, hogy az

allitasbdl, a pontrendszerre igencsak jellemzd belsd kdlcsonhatasok illetve az azokat
jellemzd erdk teljesen kimaradtak. Ez azt jelenti, hogy az 6sszegzeés soran a belsd erdk

eltinnek, igya pontrendszer tomegkozéppontjanak mozgasat a belsd erdk
nem befolyasoljak.

A tdmegko6zéppont mozgasara vonatkozo6 térvénynek ez az oldala talan fontosabb, min
az eredeti —a klls® erbk 6sszegével kapcsolatos — allitas. Olyan esetekben, amikor cs:
belsd erdk hatnak a pontrendszer dsszimpulzusa (lendtlete) nem valtozik. Tipikusan
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ilyen események az utkdzések.

A termodinamika iranyaba mutat a pontrendszerek mozgasi energidjara vonatkozo
kovetkezd allitas: a pontrends;w'" 0sszes mozgasi energiaja, a pontrendszer

tomegkdzéppontja mozgasahoz kapcso W‘c’)és a részecskek tomegkozépponthoz
viszonyitott sebessége kapcsan megjeW*tmozgasi energiak 6sszegeként adhato

meg. Itt a mechanikaban e a két mozgasi energiat egyforman mechanikai energianak
mondjuk, de a termodinamika kinetikus gazelmélet feldli megkdzelitésénél az utdbbi
energiat mar a gaz belsd energiajanak fogjuk nevezni, amely a gaz hdmeérsékletével
aranyos.

Az i—edik tomegpont helyvektoréat a tdmegkdzépp"‘1|nelyvektora, és a tomegpont,

tomegkdzépponthoz viszonyitott helyzetét jeIIer'.":Gvektor 0sszegevel adjuk meg

Fo= 7 T . 5 4 UQQé
T =TT Ekkor fonnall a kovetkezd O0sszefliggeés:

n n n
zfntﬁ =Z7m('?a+ﬁ'.) =MF8+Zm‘iFi. =Mr;

i=1 =1 =l

Ugyanis a tomegkozeppont (14) definicidja aIaFZ?=l mify = Mifa igy a fenti

1 My

egyenldség alapjé2i= fi=0 E; ugyan nem nagy varazslat, hiszen eddig csak azt

kaptuk meg, hogy ha a totmegkozéppontot valasztjuk alkalmi koorinatarendszeriink
kezddpontjanak, akkor ebben a rendszerben a tomegkdzeppont az origéba esik (1). Ezt
az 6sszefliggést aldbbiakban hasznaljuk majd fol.

Pontrendszer 6sszes mozgasi energiaja, a pontrendszert alkoté tdomegpontok mozgasi
enrgiainak 6sszegeként all elo:

Wimy = 1/2mi (@ +5)° =1/2% O mit? + Y mit}” + Y 2m; 4, 77) (16)
=1 =1

=1 i=1
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-

e . .5 7.7 =29, S g = . L . .,
Az utolsé kifejezé:2oi=t 2Mi¥e & =205 3oy i %7 =0 iy 5 Kkorabbi levezetés alpjan

z?lmi'—",:O 7 C e ZE 2.z
= i , Igy ennek derivaltja is 0. A pontrendszer globalis mozgasahoz

W, = 1/2 M

kapcsolédd mozgasi energia kifejezhetod r . A tbmegpontok

tomegkdzépponthoz viszonyitott mozgasa a kdvetkezd energiakifejezést szolgaltatja
« _ .72 s e s v - . =2 | :
W*=2e1mi¥”  E jeldlésekkel (16) réviden a kovetkezdt jelenti

Wim) =We +W* it egyébként igazolni akartunk. Szétvalik tehat a pontrendszer

globélis mozgasahoz kapcsolddoé energia, €s a pontrendszer belsd (un. rendezetlen)
mozgas energidja. Ha tehat egy gazpalackkal a honunk alatt elkezdliink szaladni ettdl a
benne levd gaz nem lesz melegebb.

Subsections

o Utkdzések
» A rakéta

Utkozések

Lattuk azt, hogy ha pontrendszerben csak belsd erdk hatnak, a pontrendszer
dsszimpulzusa (lendlete) nem valtozik.

Két golyd (gomb) Utkozését vizsgaljuk. Az egyszerlbb targyalasmod kedvéért
mozogjon a két goly6 tomegkdzéppontja egy egyenes mentén, vagyis a golyok
sebességevektora ltkdzes eldtt is €s utan is illeszkedjen erre az egyenesre. Ezt az
Utkozéstipust centralis, egyenes Utkdzésnek nevezzik. Az itkdzés soran csak az Utkoz
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testek hatnak egymasra, vagyis csak belsd erdk hatnak, a pontrendszer 6sszimpulzuse
tehat nem valtozik, vagyis :

miv + Mave = Miv] +mMav)

Itt ¥i» ¥2 —vel jeloljiik az 1-es illetve a 2—es testek (itkdzés utani sebességeét.

Tokéletesen rugalmatlannak nevezzik az ttk6zést akkor, ha a két test az Utkdzést
kovetden mint egyetlen Uj test mozog a kialakult k¢v:@ebességgel. Az Utkdzeés

eldtti, és a az Utkdzést utani dsszimpulzus egyenldsége ekkor igy irhato:
mivs+mavy = (M +m2)¥ A7 (jtkazés utani sebesség ennek alapjan:

v = (mav1 +mavz)/(m1 +mz)

Az Utko6zés soran a mozgasi energia megvaltozik (lecsdkken), egyszerien
2
megmutathaté, hogy az energicsijkke(’“'l — %) _g (a relativ /azaz az egymashoz

viszonyitott/ sebesség négyzetével) aranyos.

Az Utkdzeést tokéletesen rugalmasnak nevezzik, ha az impulzus megmaradasan tal a
mozgasi energia is megmarad az ltkdzés soran. A valosagos utkozések e két szélsd
utkozésforma (tokéletesen rugalmas, illetve tokéletesen rugalmatlan) kézé esnek.

mivy + mavz = M0} + mavj (17)
1/2myv? +1/2mqv? =1/2myv2 +1/2my v’

Mindkét egyenletet ugyanolyan médon rendezzik at, a kilonbdz6 testekre vonatkozo
adatok az egyenletek kilénb6z6 oldalaira kertilnek.
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mi(v — v}) =ma (v — v2)
my (v} — v) = my(vs® — 03)

Ez utobbi nevezetes szorzatot szétbontva, majd az elsd egyenlettel osztva a
kovetkezbket kapjuk

v +v] =v2 + 0

Ebbdl mar kifacsarhatunk nemi fizikat is, ugyanis egy atrendezés a kovetkez6t allitja:
’ — — V& & s s 7 X s ~
V=V =01 -0 , azaz a rugalmasan (centralis, egyenes Utk6zesben) ltkdzo testek

sebességkulonbsége az litk6zés soran (csupan) eldjelet valt. Ha a két test tokéletesen

rugalmatlanul ttkozik, akkor a két test sebességkilénbsége nullava valik. Az Gtkdzéselk
— P | — ,

rugalmas / rugalmatlan voltat egy dimezi6t? = (%2 =0/ = %) paraméterrel

jellemezhetjik. Ennek éertéke tokeéletesen rugalmas utkézésnél 1 rugalmatlan
utkozésnél 0, acélgolyok Utkozésere kb. 0.6, elefantcsont golyokra kb. 0.9.

Visszatériink a tokéletesen rugalmas itkozésekhez. A [¥2 =% 91 =0 _¢ (17)
elsd soraba helyettesitve kapj™¥t + M2tz = Mty +mavi +mavs —mMat2 £ y5hh

egyenlete""l —re atrendezve kapjuk tehat az 1-es test ltkdzés utani sebességeét:

mi1 — mso 2ms
= v + v 18
my + Mo ! my + mo = ( )

1

A 2—es test Utkdzés utani sebességének szamitadsahoz egyszerQen a fenti
0sszefliggésben szerepld 1-es és 2—es szamokat cseréljuk fel.

(18) lehetdvé teszi néhany fizikailag érdekes eset vizsgalatat.

— azonos tomegu golyok centralis, egyenes lUtkdzése soran a két test sebessege
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™2 esetre U1 =2 eredmény.

kicserélddik. Egyszer( behelyettesitéssel adod™

— betonfalnak Utk6z6 ping—pong labda ugyanolyan sebességgel pattan vissza.

Foltessziik, hogy a betonfal téme™? sokkal nagyobb a labda tdémegénél, vagyis ahol

m1 szerepel m2 mellett pl. m1+m2 formaban, ott m1 elhagy™ *™2= M2 A

betonfal sebessége v2=0. A pp. labda Utkdzés utani sebessége ezek alapjan:

' mi — me
N =

v = _m2v1 = -
my + Mo Mo

Tartalyba zart gazok nyomast fejtenek ki tartaly falara. A gazt alkoté molekulak
impulzusanak falra merdleges 6sszetevdje a fallal val6 titkdzés soran a fentiek szerint

tehat megvaltozil&f =mvL = (=mvi) =2+mvs £, o5 impulzusvaltozas Newton I,

torvénye alapjan azt jelenti, hogy a fal erdt fejtett ki az Gtk6zd molekulara, mikézben
Newton lll. szerint a molekula is erbt gyakorolt az edény falara. Ez a nagyszamu
Utko6zés soran fellepd fellleten elosztott erd jelenik meg nyomas formajaban gazoknal.

A rakéta

Figure: Impulzusvaltozasok rakéta hajtasnal.
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ICEI=Mv MCE] =
T

ICt+at]= T+ Ac

(M—amllv+av] + [v—ulam
E —‘-""H-\.._H\\

(v—ul Am CM—Am) Lr+av]

Ha elsutiink egy kezdetben nyugalomban levdé M témegl puskéat, amelybdl egy

m tdmegQ I6vedék repdl ki, akkor a puska a kiltt Iovedékkel ellentétes iranyu

U sebességre tesz szert. Mivel a golyé — puska elemekbdl allé pontrendszer kezdetber
nyugalomban, volt s az elsttés soran csak belsd erd hatott, a rendszer 6sszimpulzusa
(lendullete) lI6vést kévetden is nulla marad:

0=mB+MU T=-m/M7D

Ezt a “visszalokést" szamos jelenségben megfigyelhetji? .spigarzas
kibocsatasakor az atommag visszalokadik, i'7ysugar altal elvitt energia kisebb,

mint a bomlas energiaja, de ugyanezen alapul a rakéta hajtas elve is. A visszalokott
M tdmequ test sebessége, és az altala elvitt mozgasi energia

2 _ 2 . A0 - P
1/2MU™ =1/2(mv)"/M |41hat6an forditottan aranyos a visszlokott test tomegevel.

Modellinkben a rakéta —a magaval vitt izemanyag és oxidaloszer elégetésével-

id(”)egységenkérd'"/ d=p (kg/s) tomeget lovell ki a rakétatesthez viszonyitott allando

u sebességgel. A rakéta sebessége, de a rakétatomeg is iddben valtozik
M(t) = M, —pt Egyenes mentén totrénd (tehat 1 dimenzidés) mozgast vizsgalunk. Ha

a rakétara F kulso erd hat, akkor a pontrendszer 6sszimpulzusara Newton Il.—t
alkalmzva irhtajuk‘U/dt =F Ennek kissé laza erkolcsa valtozata kénnyebben

kezelheto:
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I(t + At) — I(t) = FAt (19)

Az (11) abrarol leolvashatjuk At idétartam alatt bekdvetkezd (lendilet)

impulzusvaltozast.

It+At)—-It)=(M-Am)(v+Av)+Am(v—u)-Mv=MAv - Amu

A szorzatok kifejtése meglehetdsen terjedelmes listahoz vezet, azonban a szamolas
egyszerl végeredménye azt mutatja, hogy menet kzben szamosan eltintek. Itt minde
eltint aldozatnak megvolt a maga negativ parja, igy egyuttes elhalalozasuk indokolt.
Amint azt az olvasé is bizonyara észlelte, egy tagot latszélag csupan
maganszorgalombal tuntettiink el. Ez a —AmAY Vegyuk észre, hogy amig a

tuléld tagok un. elsd rendben picinyek (¢AY, addig ez utdbbi, mivel két piciny
szorzatabdl all, az un. masodrendben kicsiny mennyiségek kéréhez tartozik, azaz, ha
At-vel nullahoz tartunk, akkor a masodrendben kicsiny tagok sokkal ronamosabban

tartanak nullahoz mint az elsd rendben picinyek, igy tehat elhagyasuk indokolt. A
maradvanyokat_(19)-be berakva a kdvetkezdkh6z jutunk:

MAv—-Amu=FAt

Ha a rakéta a FOld nehézségi erbterében mozog, és a koordinata tengelylnket folfelé
iranyitjuk (azaz F=—Mg), akkor a kdvetkezd differencialegyenlethez jutunk:

dm/dt

=uM g

& &

Menet kozben eldszor osztottuM At —-vel, majd raolvastuk a szamtandran tanult igét:
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lim
At = 0 . Kiolvashatjuk az M tomegu test "lebegtetesének” (dv/dt=0) feltételét:

Mg=pu Még egy moédositast kell elkdvetniink, nevezetesen a rakéta altal kiszort

tdmeg a rakéta tomegcsokkenését jelenti, veAm =-AM

dv _  dM/dt
7 Y

A differencialegyenlet kozvetlen integralasa el6tt a kezdeti feltételeket is meg kell
adnunk. A t=0 iddpontban legyen a sebesség nulla, a rakéta kezdeti tomege pedig
Mo. Mindkeét oldalra alkalmazzuk az id6szerinti integralast, —itt €s most formailag mint
hatarozott integrélt t=0 és t=t' hatarok kdzo6tt. Eredménytinket a felsé hatéar
fluggvényekent kapjuk. Kilonésebb indoklast az nem igényel, ho"‘"/“’alipusu

integrandus iddintegralja In fliggveényt eredményez. Ez utobbinal félcseréljik az also és
az M(®) = Mo — pit ¢ 55 hatarokat, s ez eldjel valtashoz vezet az In fliggvénynél.

Elhagyva a ' jelet t-r0l, a rakéta sebességét leiro fliggvényként a kovetkezd adodik:

M,
v(t) =uln (Mo —pt) - gt

A fenti un. Ciolkovszkij egyenlet szerint a rakéta végsebességét az u kiaramlasi
sebesseég, valamint a rakéta kezdd tomegenek és kieégés utani vegtomegéenek aranya
hatarozza meg. A dx/dt=v(t) fliggvény integralasaval kaphatjuk rakéta poziciojat
megadd x(t) figgvényt, ezzel azonban itt nem foglalkozunk. Erdemes megjegyezniink
azt a tényt, hogy a rakétahajtas az egyediuli olyan ""hajtas" amelynek nincs szilksége
mas kbzeg kozremikodésere". Néhany vizi allat is folfedezte ezt a helyvaltoztatasi
modot, de még az elszabadult locsol6tdomld tekergésének is ez az un. reaktiv erd az
oka.
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A rakéta
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Kontinuummechanikai alapok

Kontinuumok folytonosan toltik ki az elfoglalt teret. Gazok a teljes rendelekezésre allo
teret kitdltik, igy amikor gaztérfogatrol beszélink, igazabdl a tartoedény térfogatara
gondolunk. Kontinuumok ezen modellje nem vesz tudomast az anyag atomos,
molekularis szerkezetérdl. A folytonos térkitbltésre alapozott egyenletek
alkalmazhatosaga korlatozott, vagyis olyan mérettartomanyokra, amelyeknél eldbukik
az anyag szemcseés szerkezete, mar mas irasmaédot kell valasztanunk.

Kontinuumok mozgasanak leirasara alkalmazott forma nem egyenesagi folytatasa a
tomegpontnal megalapozott kinematikanak. A pontmechanikai szemlélet azt sugallja,
hogy a kontinuunAv térfogatelemeit mintegy tomegpontként kezelve, ezek mozgasat

kovessiuk. Ehelyett a kontinuum altal kitolt6tt térrészben minden ponthoz megadjuk az
ott tartozkodo (athaladd) anyag eredeti helyétdl mért kitérését (deforméciotér), vagy
sebességét (sebességtér). Vizsgalataink kbzéppontjaban ezen vektorterek allanak, pl.
folyadékok, gazok (k6z6s néven, fluidumok) esetén te A7 t) , @ kontinuum

helytdl és id6tdl fliggd sebességtere all. Mindazok a fogalmak, szemléltetések,
osztalyozasi szempontok, amelyek a mar targyalt vektortereknél, erdtereknél (van aki
mez0bnek szereti) megjelentek, importalhatok —alkalmankeént jelentds

tartalom modositassal— az itt hasznalatos sebességterekre is.

A P siriiség a térfogategységbe foglalt tdmeg mennyiségét jellemzi. Formai

definiciéja a kovetkez0:

lim Am
P= AV 5 0 AV (20)

A matematikaban szokdsAV — 0 hataratmenet itt nem alkalmazhat6 az anyagok
atomos szerkezete miatt. Csak olyan kic:AV'térfogatelemig mehettnk le,

amelyben elegendden sok anyag van meg ahhoz, hogy a térfogatelem kicsiny
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megvaltozasa esetén a bennfoglalt tomeg is csak kicsit valtozzék meg. E megszoritas
az 0sszefliggések alkalmazhatosagara nyilvanvalo méretkorlatot jelent.

A slriség definicidja alapjan egy V térfogatba foglalt m tomeg a saraségfliggveny
térfogati integraljaként szamithato:

m=/vp<f)dv

Altalanos esetben a sirlség a hely és id6fiiggd,” =p(1) Homogén kézegben a

fenti 6sszefliggések népiesh valtozatait kag? =m/V, m=psV

lllik tudni néhany alapvetd anyag sOrlségét:

. 3
a levegd siriisége normal allapotbo ¢, 101325 Pa ) 1.2¢ke/m

viz (0¢°) 1000%9/™°  jeg ( oce) 920 ke/m®

Subsections

» Extenziv mennyiségek merlegegyenlete.

¢ Megmaradd mennyiségek

* Idealis folyadékok aramlasa
¢ Hidrosztatika

* Monokromatikus sikhullam homogén izotrop kézegben.
¢ Linearizalt egyenletek, a hullamegyenlet.
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Extenziv mennyiségek mérlegegyenlete.

Extenziv mennyiségeknek nevezzik azon fizikai mennyisegeket
amelyek két fizikai rendszer egyesitésekor 6sszeadddnak, vagyis az Uj
rendszerre jellemzd értékik az eredeti rendszerekre jellemzd

mennyiségek dsszegeként all BEkét szobat 6sszenyitva kapunk egy Uj

“fizikai rendszert”, akkor az 0j rendszerre jellemzd tdmeg, atomok — molekulak szama,
energia, térfogat, stb az eredeti rendszerekre jellemzd értékek 6sszege lesz. Ezek teh3
extenziv mennyiségek. Vektorialis extenziv mennyiségek esetén —ilyen példaul az
impulzus (lendilet)- az 6sszegzés koordinatankent értendd. A kovetkezd laza
megfogalmazas ravilagit az elnevezeés eredetére : az extenziv mennyiségek a fizikai
rendszer kiterjedésével (extenzitasaval), azaz térfogataval aranyosak.

Lényegesen eltérd viselkedést mutatnak azonban a kdvetekezd un.

intenziv mennyiségek: nyomas, hdmérseklet, atomok koncentracioja, sariseég. Ezek
értéke az (), egyesitett rendszerre nem adhatdé meg az eredeti részrendszerekre jellem
ertekek 6sszegekeént, ezek természetével a termodinamikaban foglalkozunk.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogyan és mennyivel valtozik egy merev, zart felllettel
hatarolt térfogatban valamely extenziv mennyiség értéke. Az errél szamotado
egyenlettipust mérlegegyenletnek nevezzik. Vizsgalata azért fontos, mert egyetlen
csokorba fogja a fizika kilonbdz6 tertletein megjelend igen fontos, azonos tipusu
egyenleteket. Nehanyat megemlitiink ezek kozul:

—a tdomegmegmaradast, téltésmegmaradast kifejezezd u.n. kontinuitasi egyenletek.

—az elektromagneses tér energia—mérlegegyenlete,

—folyadekok, gazok aramlasat leiré Euler valamint a Navier—Stokes egyenlete
(impulzus mérlegegyenletek).

—kvantummechanikai kontinuitasi egyenlet, stb.
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A mérlegegyenletekbe foglalt allitas nagyon egyszeriien megfogalmazha A::zégly

felUlettel hatarolt V térfogatba foglalt extenziv mennyiség a kdvetkezdk egyittes
hatdsara valtozik meg:

* a hatarolo zart fellleten keresztil ki/be aramlik a hordozé kbézeg (gaz, folyadék).
E kdzeg az aramlasa soran magaval hordozza a hozzatartoz6 extenziv
mennyiségeket is, ezt a szallitast az extenziv mennyiség aramanak nevezzik. He
tobb aramlik be mint ki, akkor ez pl. néveli a belil levd extenziv mennyisegét.
 az illetd extenziv mennyiség keletkezhet, eltinhet. Azt fliggvényt, amely
megadja, hogy idbegység alatt, térfogategységben a szobanforgd extenzivbal
mennyi keletkezik, forrdserdsségnek nevezzik. Negativ forraserdsség az u.n.
nyeldket jellemzi, itt az extenziv mennyiség eltinik. A forraserdsség teljes
térfogatra szamitott eldjeles 6sszege (integralja) megadja a bennfoglalt extenziv
mennyiseg forrasok okozta ndvekményét. Néhany példa: az erd az impulzus
forrasa, munkavégzés az energia forrasa. Megmaraddé extenzivekre (témeg,
elektromos tolteés) ez a figgveny mindeniitt nulla.
A tovabbiakban ezen allitds matematikai megfogalmazéasat adjuk meg, fizikai tartalma
tehat mar nem bodvil. A matematika forma lehetbvé teszi néhany kévetkezmény
célszerlbb megfogalmazasat, mint pl. Kirchoff csomoponti térvénye, folyadékok
inkompresszibilitasanak megfogalmazasa.

Mivel tartalmilag minden extenzivre ugyanaz az egyenletforma érvenyes,
levezetéseinkben nem kotjiik magunkat egyetlen kivalasztott extenzivhez sem. igy pl.
egyenleteinkben ? slir(ség jelentheti:

a P =dm/dv tomegsariséget
e @ Ppz =dmVz/dV =P 51702 koordinatajanak sOrdségét, ugyané® aagy

éppen a:¥ koorinatarePev = dmey/dv = pvz

=ED/2+HE/2

a kbzeg mozgasi energiajanak saris¢P

az elektromagneses tér energiasirisPwEM

A mérlegegyenlet matemetikai megfogalmazashoz bevezetiink néhany fogalmat: az
extenziv mennyiség arama, aramerdssege, aramsuarisége, konvektiv és konduktiv
aramok.
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A figyelembe vett fellleten id6egyseég alatt ataramld extenziv mennyiség az
aramerdsség. igy példaul a tomegaram erdssége Im = dm/dt (kg/s), a g elektromos
toltés aramerdssege | = dg/dt .

A Y1 sramiasi térben follépd tomegaramot tekintjik példaként. (pl a vizvezetek
csOvében aramlik a viz) dA feltletelemen létrehozott aramerodsseéget az (12) abra

segitségevel a kbvetekezdk szerint szamithatjuk. Azok az anyagi reszecskek, amelyek
t=0 idopillanatban A feliletelemen tarézkodtak, dt idétartam alatt h

=V*dt tavolsagot tettek me ¥ iranyaban, mialatt & feliiletelemen athaladt a teljes
dAcos(a) h hongertérfogat. Egyszertbben is frhatjuk e térfogV @ dt . Ezzel egyiitt
természetesend? feluiletelemen athaladt a hengertérfogatba foglalt sszes extenziv
mennyiség is. Ha az extenziv mennyiség stra? =Pt akkor add -n iddegység

fﬂva _A?=Pv

alatt athaladt tdmeg, vagyis a létrehozott aramer mennyiséget

aramsdriségnek nevezzik, az aramlas iranyara merdleges egysegnyi felileten
idBegység alatt athalad6 extenziv mennyiségét adja meg. Ha nem egy elemi felllet,
hanem egy véges A felllet aramat keressik, akk A-azefedd osszedA feliletelem

jarulékat figyelembe kell venntink, vagyis az aramerdsseég:

I=/3-a,:i
A

Figure: v sebességl aramlas konvektiv arama dA feltletelemen.

\B \
v \

h = v¥dt

- ~
€ Cad

Y
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ivel a zart felllet feltleti normalisa megallapodas szerint kifelé mutat, a befelé folyo
=¥ aramsQriség dA fellletelemen létrho 44 elemi arama 744 elbjelezés

<l <Z

esetén noveli a zart feltleten belili 6ssztémeget.

Az A fellletet, merevnek, idoben allandénak valasztjuk. A mérlegegyenlet szavakban

megfogalmazott tartalmanak a kdvetkezé matematikai alak felel meg:

%/V,,du_iw)pvamfvm (21)

Ez az extenziv mennyiségek mérlegegyenletének integralis alakja. Mondandojat itt is,
Gjra (meg Qjra) elismételjiik. Az extenziv mennyiseég slriségenek tétfogati integralja
I , a V térfogatba foglalt 6ssztomeget (6ssz extenziv menniséget) adja meg.

Ennek iddderivaltja azt mondja nekiink, hogy ez a bennfoglalt mennyiség mennyivel
valtozik iddéegységenkeént. A jobboldal arrol ad szamot, hogy mi okozza ezt a valtozast.
Itt ket jelenséget lehet figyelembe vennlink, az extenziv mennyiség szallitasat, es
keletkezését/eltlinését. A zartfellileti integral —ahogy azt az eldbbiekben megmutattuk—
a terfogatba idéegység alatt beszallitott extenziv mennyiségét adja meg, a terfogati
integal pedig megadja a teljes térfogatban idéegység alatt keletkezd extenziv
mennyisegeét.

Habar gyakran nem jel6ljtk, mindig feltessziik, hogy az integralokban szerepl6
mennyiségek altalaban a hely és az idd fliggvényei. (pl. "ro" si® =o(7, 1) ).

Az (21) egyenlet baloldalan az iddszerinti differencialas és a térfogati integalas
sorrendje folcserélhetd mivel az integralas merev — iddben allaviéartomanyra

torténik. Gauss tétele segitségével a zartfellleti integral térfogati integralla alakithato,
igy az 6sszes integral egyetlen térfogati integral moégé koltbztethetd.
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[ G +divs?) = praw=0 (22)

Az (22)—-ben megfogalmazott allitas tetszdlegesen valasztott térfogatra fonnall. Az
integral csak akkor adhat tetszfleges térfocOtitaha az integrandus — nullmértéka

halmaztdl eltekintve — mindenutt zérus, vagyis minden pontban fénnal a kbvetkezd
0sszefliggeés:

gt—" +div(pV) = § (23)

Ez itt a mérlegegyenlet differencialis mas szoval lokalis vagyis a tér minden pontjara
éerényes megfogalmazasa.

Sok esetben — mint ahogy azt itt is megfigyelhetjik — ugyanazon fizikai allitasnak egy
veéges terrészre vonatkozo integralis ( globalis ), és egy differencialis ( lokalis, pontbeli
) megfogalmazasi forméaja van. ( vagy éppen: véges idotartamra valamint idépontra ).
A fizikai tartalmuk megegyezik, hasznalati formajuk azonban lényegesen kilénbozik.
Az integralis forma jelentése szemléletes, konnyen értelmezhetd, mivel azonban a
differencial-egyenletek megoldasi modszerei kidolgozottabbak, a konkrét szamolasi
eljarasok szinte kizarolag a differencidlis alakot alkalmazzak.

Vegyuk észre, hogy az itt elkdvett "levezetés”, nem "levezetés" a szonak abban az
ertelmében, hogy megengedett logikai (matematikai) lepésekkel mar igazolt, meg
alapvetdbb igazsagokra, esetleg axiomakra vezetjik vissza allitAsunkat. Itt egyszerien
matematikai megfogalmazast —matematikai format— adtunk a tartalmilag eleve
elfogadott "trivialis" allitasnak.
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Megmaradd mennyiségek

Tapasztalataink szerint a tomeg, az elektromos téltés nem keletkezik, nem tlnik el
vagyis a forraserdsséget jellemzd fliggvény f = 0.

Egyenleteink formaja ekkor a kovetkezd:

dp | .. _

& + dw(pv) =0

Vagyis zart fellleten belil, a megmaradé extenziv mennyisége csak az altal valtozhat
meg, hogy a hatarol6 fellleten ki, illetve be aramlik. A fenti egyenletek tehat a

témegmegmaradast fogalmazzak meg ?na tdmegsiriséget jelenti, illetve az

elektromos téltesmegmaradast, ha az elektromos toltéssariséget.

Az eddig targyalt aramot, amely a kézeg makroszkopikus mozgasahoz kapcsolodik,
konvektiv aramnak nevezzik. Extenziv mennyiségek transzportjaban jelentds szerepe
van az aramok egy masik csoportjanak, a konduktiv (vezetési ) aramoknak is.

Konduktiv aramot az adott extenziv mennyiséghez tartrozo intenziv mennyiség
inhomogenitasa (gradiense) hajthatja, amennyiben az illetd kozeg " vezetbképes" a
szobanforgo extenziv mennyiségre nézve. Ebbe a kategoriaba tartoznak:

» a "hbvezetes ( belsd energia arama )"- ezt a hdmérseéklet inhomogenitasa (

gradiense ) hajtja

T = -Agrad(T) = -AVT
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e elektromos vezetés — az elektromos toltés konduktiv aramat az elektromos
potencial gradiense, az elektromos térerfsség tartja font.

? = 727,* = —ygrad(U) = —yVU
o diffazio, az itt kialakulé tomegaramot az illetd anyagfajta koncentraciégradiense
hozza létre
A tovabbiakban aram alatt a teljes aramot, —a konduktiv és konvektiv aram ¢sszegét-
ertjuk

|dealis folyadékok aramlasa

Folyadékok, gazok mozgasat — aramlasat — sebességterikkel jellemezzik, tehat a
(T, 1) vektortérrel. A sebességtér mozgasanak torvényszeriségeit meghatarozé

dinamikai egyenletet Newton masodik térvényének atirasa alapjan kapjuk. Kezdetben
csupan a legegyszeribb folyadékokra, az un. idealis folyadakokra szoritkozunk.

Ha reggelizés kozben egy kést beledofliink a mézbe és azt nem tul lassan kihGzzuk,
akkor azt tapasztaljuk, hogy jelentds mennyiségl méz tapad a késre, ugy, hogy a
késhez kbdzelebbi —a késpengével parhuzamos - rétegek magasabban vannak, mint a
tavolabbiak. Ha a mutatvanyt a teankkal kivanjuk megismeételni, akkor a sikertelenség
miatt lelki sértltek lesziink. Alkalmi megfigyeléstink szerint vannak olyan folyadékok
amelyek rétegei erot fejtenek ki a velik szomszédos rétegekre, ha azok eltérd
sebességgel mozognak, és vannak olyanok, amelyeknél e jelenség kevéshé figyelhetd
meg. A jelenség a folyadékok belsd surlédasara —viszkozitasara— vezethetd vissza.
Azokat a folyadékokat, amelyeknél a jelenség megfigyelhetd viszkozus folyadékoknak
nevezzik. Az idedlisnak tekintett folyadekok nem mutatjak e jelenséget, azaz az
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egymas mellett kiilonb6zd sebességgel elhalado folyadékrétegek nem fejtenek ki a
rétegeket (képzeletben) hatarolo fallal parhuzamos (tangencialis, vagyis érintdiranyu
erdt) . A tovabbiakban ezen idedlis folyadékok viselkedésével foglalkozunk.

Folyadékok mozgaséat meghatarozé dinamikai egyer'."(i" ) sebességtérre

vonatkozo Parcialis—Differencial-Egyenlet (PDE). Legegyszeribb egyenletet idedlis
folyadékokra kapjuk, © az un, Euler egyenlet:

87

P o +p(PV) D =-Vp+pT (24)

Euler egyenletét tobbféle modon is szarmaztathatjuk.

Leggyakrabban Newton Il. térvényét irjak at kontinuumokra alkalmazhat6 formara, s
ez vezet Euler és mas néven futé egyenletekhez. Baloldalon talalhaté Newton 11.—bdl
az ma" folyadékokra atidomitott valtozata. amelyben két tagot fedezhetiink f6l. Az
elsdben még fel is felismerhetd az emlitett "ma", amely akkor él, ha a sebességtér
explicite fligg az id6tdl. A masodik tag mar kevésbé ismerds, 6t nevezzik konvektiv
gyorsulasnak. Fizikai jelentése azonban meglepden kdnnyen emészthetd. Iddben
allandoésult stauonanus aramlas esetén is gyorsulnak a folyadektomegek mikdzben
a folyadék elemek ec”! sebességi helyrdl az aramlasi tér ¥?jgebességgel

jellemzett helyére jutnak. Errdl a gyorsulasrol ad szén(v 2 konvektiv derivalt.

Legszemléletesebben talan a (13) abran latszik ez a gyorsulas, midon a folyadék az
Al keresztmetszetl v1 sebességl helyérdl az szdkilet A2 keresztmetszetd, nagyobb
v2 sebességi helyére jut. A kiszemelt térfogatelem gyorsulasanak vizsgalatanal tehat
nem csak az explicit idéfliggés jatszik szerepet, hanem a térfogatelem x(t), y(t),

z(t) helykoordinatain keresztuli kozvetett idofuiggeés is.

A gyorsulas x koordinatajanak kiszamitasanal tehat a
vs((#), (), 2(1): 1) fi3ggvényalakbdl indulunk ki. Ennek derivaltja a kévetkezd:
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dv; _Ovs Qs dz v dy v dz
dt ~— Ot Oz dt By dt Oz dt

Tomorebb irAsmodot hasznéalva a lenti alakot kapjuk:

vz | - 25
3t + (TV)v, (25)

Vagyis a kovetkez6

o 9 08, 8. 8. 8
(‘UV) — {vzi Yy, vz}{a'_x, 8—]}, 5} - vzaz +vyay +’vzaz

maveleti utasitast alkalmaztuk a mogotte allé6 sebességkoordinatara.

Az eredd erd megfeleldje egyenlet jobboldalan all. A térfogatelemre eredetét tekintve
két erdtipus hat.

Az egyik, az un. térfogati erd a térfogatelem minden belsd pontjaban folléphet. llyen
erd pl. a gravitacios erd, amely a test tomegeével aranyos, de ilyen pl. az elektromos
toltéssel aranyos erd is. Térfogategységre jutd részét adja® ! diejezés. 1 a

korabbrél megismert tererdsseget jeloli. Ha a Fold felszin kézelében lezajlé aramlasrol
van sz0, és a z tengelyt folfelé iranyitjuk, akkor konkrét ala”? =—P9

A térfogati erdkon tal a térfogatelemre a térfogatelemet hatarolé szomszédos
tarfogatelemek is er6t fejthetnek ki a hatarol6 fellleteken keresztil. Két tipusra
bonthatjuk ezen erdket: normalis, illetve tangencialis (nyird) erdkre. A
megkulonboztetés aszerint torténik, hogy az erd a hatarol6 fellletelem normalisa
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irAnyaba hat, illetve a hatarold6 feluletttel parhuzamosan Iép fel. Idealis folyadékokat
csak normalis iranyu fellleti erdk jellemzik. A fellleten eloszld, a fellletre
merdlegesen fellépd erd egységnyi feliletre jutd részét nyomasnak nevezzik.

p=F/A 1Pa=1N/m?

Egységét Pascal-nak nevezzilk és Pa-val jeloljik. Gyakorlatban hasznalatos
egységének neve tlbar = 10°Pa . A normal légkori nyomas kozelitbleg 1 bar,

meteoroldgiai korilmeényektdl fliggden valtozik. A nyomas a folyadék (gaz) térben a
hely és idd figgvénye lehP® 1 A nyomas eréke az illetd kbzeg mas

tulajdonsagaival (sdriség, hdmérséklet, aramlasi sebesseg) kélcsénos kapcsolatban al
F(dA) =

Egy iranyitott dA fellletelemre kifejtett er —PdA _yent adhatjuk meg. Azaz

nyomas kovetkeztében fellépd erd a fellletelemre merbleges nyomoéerd. Ennek
iranyitasa tehat a fellletelem iranyitasatol figg, arra mindig merdleges, nagysaga
viszont fuggetlen a fellletelem iranyitasatol. Kiterjedt feltletre kifejtett erdt a
fellletelemre felirt 6sszefiiggeés fellleti integraljaval szamithatjuk.

Viszkozus ( belsd surlédas ) Navier—Stokes egyenlet.
Porozus kdzegekben aramlo ( szivargd ) folyadekok — Darci egyenlet.

Vezetdképes ionizalt gazok (pl. a Nap anyaga ), fémolvadékok aramlasanal a Lorentz
erd megjelenése a MagnetoHidroDinamika (MHD) egyenleteihez vezeti at a
folyadékok Euler egyenletét.

Euler egyenlete idedlis, aramlo folyadekok sebességterének meghatarozasara szolgal
Az (24) egyenlet a kdvetkezd 5 ismeretlen flggvényt tartalmazza: a harom
sebességkoordinat’s’ ¥ Y= | a témegsarisé?), és a p nyomas. Ezek mindegyike a

hely és az id6 figgvénye lehet, mint %=(®¥%:%% A7 (1)-es Euler egyenlet csupan

harom egyenletet jelent (a harom sebességkoordinatara szétszedve). Ezek egyikét
mutatjuk meg, a tébbi koordinatara hsonléan irhajuk fol.
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v _ _Op
P TPBV) o =—o-+pfs
Tovabbi két egyenletet jelentenek a mar megismert tomegmegmaradast kifejezd

kontinuitasi egyenlet

% 4 div(p9) = 0

valamint egy, a nyomas és a sarlség kozott fonnallé un. allapotegyenlet. Ez, a kdzeg
anyagi tulajdonsagait valamint az allapotvaltozas jellegét is tiikr6zd kapcsolatot fejez ki
a ( nem fuggetlen ) termodinamikai allapothatarozék kdzott. Hogy véletlenil se
jelenjen meg a hdmérseklet egyenleteinkben, csak specialis allapotegyenleteket
engedink meg, vagy az inkompresszibilis kbzegre jellemzd konstans sOrdséget, vagy
az un. barotrop allapotegyenleteket. Barotrop allapotegyenleteknél a sirliség csak a
nyomas egyértékd, invertalhato fliggvénye. Két valtozatéat fogjuk alkalmazni, az
izoterm (allandé hémeérseklet) és az adiabatikus allapotegyenleteket. Az izoterm

plp =konst | 4i107at a Boyle—Mario?? = Pe¥ tsrvény kdvetkezménye, az adiabatikus

pIp" =konst o gig sPY" =Po¥% yn. Poisson egyenlet folyomanya. Az itt felsorolt

5 egyenlet mar alkalmas arra, hogy a sebességtér, nyomas és siriség fluggvényeket a
megfeleld kezdeti és peremfeltételek segitségével elballitsuk. Az idealis folyadékok
fenti egyenleteinek kdvetkezményeit a késdbbiekben harom specialis esetre targyaljuk.
Ezek a kovetkezok:

* hidrosztatika.
« idedlis folyadék ( gaz ) stacionarius, drvénymentes aramlasa konzervativ
erbtérben. Ez vezet a széleskérlen ismert Bernoulli egyenlethez.
« kis perturbacidkra linearizalt egyenletek a homogén hullamegyenletet hozzak
vilagra.
Idedlis, barotrop folyadék (gaz) stacionarius (idében allandésult) aramlasara a
Bernoulli egyenlet érvényes, amelyet egyébként az Euler egyenletbdl
szarmaztathatunk. Az aldbbiakkmmraz un. nyoméaspotencialt jeloli, u pedig a

konzervativ mez6 potrncialja:
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_ [
u= 5 (26)

I+ %2 +u = konstans (27)

Ha az aramlasi tér egy pontjaban ismerjik (27)—-ban a baloldali 6sszeget, akkor az ados
aramlasi tér barmely mas pontjara ugyanezt az dsszeget kapjuk, habar az 6sszegben
szerepld egyes tagok erteke mas es mas lehet.

Az (27) egyenlet legegyszertbb fomajat inkompresszibilis kézegek aramlasa eseten

kapjuk.

v2
p+p7+pgz=konst

Figure: Ugyanazon folyadékaram fonntartasashoz a szikiletben nagyobb sebesseg
szikséges.

V1% A] =vg % Ag
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Az aramlasokat (7,1 aramlasi tér tulajdonsagai alapjan osztalyozzuk:

Réteges (laminaris) az aramlas akkor, ha az aramlasi tér olyan rétegekre bonthato,
amely rétegeken belll a sebesség azonos értékd, a szomszédos rétegek azonban
némileg kulonb6zd sebességgel haladnak.

rot(v)

Orvénymentes az aramlas, he mindendtt O, ellenkezd esetben az aramlast

orvényesnek nevezzik. Az orvény fizikai-matematikai fogalma nem egyezik meg a
hétkdznapi 6rvény fogalommal. Orvényes példaul az (14) abra lineéaris sebességprofill
aramlasa is. Mint ahogy konzervativ erdterek esetében, Ugy itt is szarmaztathatjuk a
sebességteret egy skaléaris potencialfiggvénybdl gradiensképzeéssel, feltéve hogy
orvénymentes a sebességtér.

Figure: Két egyszerd laminaris aramlas sebességprofilja.

Linedaris Parabolikus .
sebességprofil 'R sebessegprofil
: Vx (1~
Vx(y)
r

0 Vy’
Vx _ /

Inkompresszibilis (6sszenyomhatatlan) kozeg esetén a térfogat nem valtozik a
nyomasvaltozas ellenére sem, a slrdség allanddé marad. Ez a (23) kontinuitasi egyenle
specialis alakjahoz veze#v@) =0 Megjegyezziik, hogy az inkompresszibilitas nem

feltétlentl az aramlo kdzeg anyagi tulajdonsaganak kdvetkezménye, lehet az aramlas
olyan, hogy az egyébként 6sszenyomhaté kézeg (pl. gaz) ebben az aramlasban
dsszenyomhatatlanként viselkedik.
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Az aramlasi teret gorbesereggel ( aramvonal, 6rvényvonal ) szemléltethetjuk. Itt is
ugyanazok a megallapodas szerinti értelmezések érvényesek, amelyeket az erdvonala
tajekan hasznaltunk, azaz a gorbesereg slrlsége a sebesség nagysagat, a gorbék irat
a sebesség iranyat jellemzi. Az erdvonalakat célszer( csupan szemléltetéshez
hasznalatos segédeszkdznek tekinteni.

Subsections

e Hidrosztatika

Hidrosztatika

Hidrosztatika folyadékok, gazok nyugalmi allapotanak feltételeivel, illetve a nyugvoé
folyadékokban, gazokban kialakuld6 nyomas és sOriségviszonyokkal foglalkozik. A
folydékot (gazt) nyugalomban levének mondjuk, ha sebessége 0, vagy a
folyadéksebesség minden pontban ugyanaz az allandé vektor. Ekkor az (24) —es Euler
egyenlet baloldala 0. Kapjuk tehat a hidrosztatika alapegyenletét:

0=-Vp+ p? (28)

A felleti erdk VP kepviseli Oket) és a terfogati erdk (ez”? reprezentalja)

egyensulyban vannak.

Sulytalan k6zegben Pascal térvényét kapr = Elterjedt e torvénynek egy olyan

megfogalmazasa, amely szerint a nyomas sulytalan kézegben gyengitetlenil terjed. A
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sztatika és a terjed fogalmak egyidejl hasznalata nem ajanlott. Egyszerien: sulytalan
k6zeg minden pontjdban ugyanaz a nyomas értéke. A sulytalan kézeg fogalma egy
dsszehasonlitasbol adodo elhanyagolas alpjan jelenik meg: sulytalannak kezelhetd a
ko6zeg akkor, ha a térfogati er6k elhanyagolhat6an kicsinyek a feltleti erokhdz
viszonyitva.

Meg kell jegyeznink, hogy a hidrosztatika (28) egyenletét az idealis folyadékok Euler
egyenletébdl kaptuk, azonban érvényes minden olyan nem idedlis folyadéktipusra is
amely sebesség (kulonbségek) kapcsan megjelend feliileti erdkkel jellemezhetd, igy
viszkdzus folyadékokra is. (tehat a méz hidrosztatikaja megegyezik pl a viz
hidrosztatikajaval)

A Fold gravitacos terében folfelé mutatd z tengely esetén a térerd 7=-4%F :

Tehat az (28) koorinatanként kifry/82 =0, /0y =0 o qrint a 7 = konst sikok

izobar fellletek, a nyomas csak z-tdl fligg:

&S

-pg (29)

Ezen forma egy nagyon egyszeri meggondolas alapjan is szarmaztathatd. Képzeletbe
azt az erot vizsgaljuk, amelyet egy légoszlop, vagy vizoszlop, az oszlop

A keresztmetszet( alapjara kifejt z magassagban. Ez A*p(z) formaban adhaté meg, és
2+ 8% hagassagban mérhed* PE +42) ora15] nyilvan annyiban kiilonbozik,

amennyi az A alapA z magassagu hengerbe zart leveg0 sulya, vagyis

Axp(z) = Axpz +82) +pgAdz £, oz6t el a kdvetkezd formahoz, amely_az (29)

egyenlet némileg laza étirata:

p(z)—i(:+Az) e
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Allandé sar(séga folyadékban a nyomas fliggését a z mélységtdl a

dp/dz = pg ogyenletbdl allapithatjuk meg. Ennél a példanal szokas szerint lefelé
irdnyitjuk a z tengelyt, s az origot a viz felszinre tesszuk. Figyelembe véve a felszinen
mérhetd po nyomast is az integralas a kovetkezd kozismert 6sszefliggéshez vezet:
P=pot+P9% E mglységgel aranyos hidrosztatikai nyomasnak szamos kovetkezménye

van pl. a kdzismert Arhimedesz torvény, a kozlekedd—edényekben kialakulo
egyensulyok stb.

A Fold légkdrében kialakuld nyomas és sirlségviszonyokat az un. atmoszféra
modelleken keresztl vizsgalhatjuk. Eddigi ismereteink alapjan mi ket vegletekig
leegyszerQsitett modellt tudunk végigszamolni az izotermikust (a legkdnnyebben
szamithat6 de a legkevésbé realisztikus) és az adiabatikust. Az adiabatikus
allapotegyenlet a kdvetkezd kapcsolatot jelenti a sGriiség és a nyomas kozott:
PIP" =Polf; A x adiabatikus kitevs levegére elfogadott értx =1.4. Ebbdl

kifejezhetd?: P = po(p/Po)''" |t Por Po jelentse a fold felszinen mérehetd nyomas

és sOriség értékeket. EKkor a hidrosztatika alapegyenletének (29) egyszerQsitett
valtozatabol adodo differencialegyenletet integralhatjuk:

(z) z
f p~*dp = —p,g/pL/" / dz'

Po

Az integral kiszamitasa és némi egyenletrendezés utan kapjuk az adiabatikus
atmoszférara az un. barometrikus magassagformulat:

I 1/"

- 1
p(z)—.—-r\/o 2 _k-1lp9,

Kllonos érdekessége ennek a magassagformulanak az, hogy a légkor egy
meghatarozolz’ magassagnal egyszerien megszanik, p(z) =0. Egyszer(
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7 = 8P (2497 k)

szamitassal adodik erre a magassé *—1 pog

Monokromatikus sikhullam homogén izotrop kdzegben.

Hullamok a fizika t6bb tertuletén is fontos szerepet jatszanak. Hullamjelenségek kérébe
tartoznak példaul a hanghullamok, elektromagneses hullamok (fényhullamok,
radidhullamok, stb.), egyéb mechanika hullamok, pl. féldrengéshullamok.
Kvantummechanikaban és csatolt részeiben egy részecske hullamfliggvenye
ugyanolyan koézponti fogalom, mint a pontmechanikaban a témegpont fogalma.

A hulldmterjedés soran a kdzegben — amely elektromagneses hullamok esetén lehet
vakuum is — valamilyen fizikai allapot és szamos fizikai mennyiség is terjed (pl
energia, impulzus). Hogy vilagosan elkildnithessiik a kbzeg (anyagi részecskéinek)
sebessegét és a kdzegben halad¢ fizikai allapot (—valtozas) haladasi sebességét, egy
nagyon egyszera példat vizsgalunk. Képzeljink el egy piros lampa elott varakozé
hosszu kocsisort. Amikor a lampa zd6ldre valt, az elsd kocsi vezetdje a gazra lép es
elindul, de ebben a pillanatban a masodik, harmadik, .. kocsi vezetdje még nem teheti
ugyanezt. Néemi id0 eltelte utan a kepuink a kévetkezd: a kocsior eleje mar elérehaladt,
a vége még all, s valahol kozo6ttik talaljuk azt az “allapotot” amely a gazpedalra Iépést
jelenti. Ez az allapot a kocsisoron végigvonul hatrafelé, mikozben (hullamunk terjedési
kézege) a kocsisor egy része még all, masik része pedig eléremozog. Ezt a fajta
hullamot mellesleg I6késhullamnak nevezhetjiik. Elesen szétvalik tehat a kozeget

alkot6 anyagi részecskék sebessége és a kdzegben terjedd allapot haladasi sebessége
A hulldamokkal kapcsolatos alapfogalmakat a legegyszerlbb un. monokromatikus
sikhullamok kapcsan vezetjik be. Eloszor is foltesszik, hogy a hullam homogeén,

izotrop kézegben halad.

A homogenitas azt jelenti, hogy a kdzeg tulajdonsagai nem figgenek a helytdl, vagyis
a tér minden pontjaban ugyanazok a jellemz6i. Az eldbbi példanknal maradva, ha a
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személyautok sorat egy hosszabb traktorsor kdvetné ebben nyilvan megvaltozna a
““gazra—-taposas" kdzegbeli sebessége. Ez utdbbi eset az inhomogén kdzegre példa
amikoris a tulajdonsagok fliggenek a helykoordinataktol.

A hullamjelenség egyébként tipikus példaja az un. kollektiv jelenségeknek.

Izotrop k6zegben minden irany a fizikai viselkedés szempontjabdl egyenértéka,
nincsenek kitlntetett irdnyok. 1zotrop kdzegek, a folyadékok, gazok, Uvegek, bar a
felsorolt kozegekbe kulso terek alkalmazésaval anizotropia vihetd (pl
folyadékkristalyok). Anizotrop kozegekben a fizikai tulajdonsagok iranyfliggoek.
Kristalyokban példaul —melyek alapvetden anizotrop tulajdonsaguak — a kristalytani
tengelyekhez viszonyitott killénb6z6 iranyokba terjedd fényhullamok sebessége
altalaban kuloénb6zd. Megjegyezziik, hogy a kdzeg inhomogenitasa egyuttal
anizotropiat is visz a kdzegbe.

Monokromatikus sikhullamot vizsgalunk. Komplex irAsmoédot hasznalva

megallapodhatunk abban, hogy a komplex mennyiség valos része irja le a fizikai
8z 8 — } 81 20 e . z

mennyiségiinket®" = ¢(8) +isin(B) y Ajalomtsl fggden a komplex vagy a valés

valtozat hasznalhat6. Monokromatikus sikhullamot leir6 flUggvény alakja a kdvetkez®o:

£, 1) = LEWRFHO) g7 1) = €, cos(wt — KT+ ) (30)

Nem kotjuk magunkat egyetlen specialis fizikai mennyiséghez sem, mivel szamos
kulonbozo fizikai mennyiség térbeli, idobeli viselkedését is ugyanezen forma irhatja le.
A mennyiség jelentheti hanghullam esetében a slrlségperturbaciot (az allando és

nagyérték(?® alapsiriségre raiiltetett igen kicsé =7 zavart), a

nyomasperturbaciot vagy éppen elektromagneses hullam barmely tartozékat (Ex, Hy,
stb).e“ jelenti aé mennyiség maximalis értékét, vagyis a hullam amplitudéjat.

A BT 1) swi-kity mennyiséget a hullam fazisanak nevezziik. Ennek értékétdl
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fugg a fizikai mennyiségek értéke . wzés ¥ funkcioi a rezgdmozgasnal

megismertekkel azonow, a hullam kérfrekvenciaj:¥ pedig a kezdéfazisa.

A fényhullam szinét a frekvencigja hatarozza meg, ezért azokat a hullamokat amelyber
csak egyetlen frekvencia van jelen monokromatikus (egyszind) hullamnak nevezziik,
még akkor is, ha nem fényhullamrél van sz6. Az a tény, hogy egyetlen frekvenciat
tartalmazo hullamot vizsgalunk, tulsagosan is beszdkdlt dolognak tanhet. Tudjuk
azonban a Fourier sorok elméletébdl azt, hogy kulénb6zd frekvenciaju
monokromatikus hullamokbél meglehetdsen széles fliggvényosztaly épithetd fel. igy
korantsem jelenti az altalanossag tulzott megszoritasat a monokromatikus hullamok
vizsgalata.

AR mennyiséget, mint egyébként barmely vektort felirhatjuk a sajat iranyaba mutato

7 egységvektor, és a vektor k hosszlsaganak szorzat® =k # .

Most azt vizsgaljuk, hogy egy rogzittetiddpontban az azon(®0 fazisu pontok

milyen geometriai alakzat mentén helyezkedne“’to —kfifto="%

AFf = (wt’ + ¢ — Bg)/k = konst

Ez azi7 = konst formula a sik Hesse—féle normalalakja, vagyis az allandé fazisu

pontok sikot alkotnak, ezért nevezik az (30) alaku hullamot sikhullamnak. Az
osszefliggésbe® a konstans fazisu (sik) felilet nomal-egység-vektora.

Ezen (30) sikhullam iddben is és térben is periddikus jelenség. Az iddbeli
periddicitassal kapcsolatos fogalmakat a harmonikus rezgdmozgasnal mar részleteztiik
Valéjaban minden, az iddbeli periodicitassal kapcsolatos fogalom kiléndsebb nehézseé
nélkul atvihetd a térbeli periddicitasra is.

A fazisfeluleti merdleges iranydban meért azon tavolsag, amelyhez a fazis
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27 ndvekmeénye tartozik, a hullamhossz. Ez tehat a térbeli periddicitast jellemzd

periodushossz —a T periodusido terbeli megfeleldje— szokasos jeAil¥sm egy

tho_ kﬁ'i"+<p =,

eredeti fazisértékin , valamint az a fazisértek amely az

7 iranyaban felméix tavolsagban levo fellileten érvényes

wi?—kAF+AR) +9 =B +21  E et kifejezés kiilonbsége a kovetkezokhoz vezet:

kX =2r , amelybdl kapjul’\ =2(k pz 1A mennyiség az 1 m hosszra juté hullamok
szamat jelenti. Ez pontos térbeli megfeleldje az iddbeli periodicitas kapcsan bevezetett
frekvencianak. Enne2r —szerese a korhullamsza® = 27/ amelyet alkalmanként a

fazisfellilet normalisa iranyaba mutaté vektorként kezeR=k7 .

A kovetkezOkben a fazisfelllet ( amely mentén a fazis egy meghatarozott értéket vesz
f6l ) mozgasat vizsgaljuk. Valamely iddpontt?? ~ AT +¢ = o t4,icarték tartozik.
| £+ At

Azt vizsgaljuk, ha az idt°-ro —re valtozik mennyivel kell a fazisfelllet

normalisa iranyaba elmozdulnunk, hogq’%fézis ertéke ne valtozzon:
w(t + A1)~ kAF+AsR) +¢ =P 50| mintegy ratapadiunk az adott fazisd
fellletre, amely tehéAt id6tartam alatAs—el mozdult el a normalis iranyaba. A
fazisfelllet sajat sikjaban valo elcsuszasa nem jelent fizikailag Uj poziciot, ezért
tekintjuk mindig csak a normalis irdnyu elmozdulasokat. Az eredeti és az Uj
faziskifejezések 6sszevetése alpjan ka2t ~#88 =0 Ephen tehéas jelenti a

fazisfeliiletAt idStartam alatti elmozduléasat. A fazisfeli® tsebessége tehat:

e,z 8 _uw
T=At &
Figyelembe véve, hoc® =27 valamint azt, hog® = 27/ kapjuk a

¢ =A* f | 5zismertebb valtozatot.

A monokromatikus sikhullam komplex irAsmddja varazslatos egyszerasitéseket tesz
lehetdvé matematikai miveleteinkben, némely differencialasi maveletek algebrai

Monokromatikus sikhullam homogén izotrop kzegben. 98



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

maveletekkel helyettesithetok. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a sikhullam komplex
formajarad&/t =8 \4qyisd/0 = W smely azt jelenti, hogy az iddszerinti

derivalds mavelete egyszer( algebrai szorzassa egyszertsodik.

A helykoordinatak szerinti derivalasok még tobb lehetdséaet kinalnak. Figyelembevéve

EF = kot + kyy + k2

az exponensben szerepld skalaris szorzas kife az x

koordinata szerint parci. derivalas hatadsa a monokromatikus sikhullam komplex
alakjara igy irhato:

& _ . (wt—F ) —
% ik tee = —ik.¢

Tehat?/0z = —ike A tobbi, y es z koordinatakra hasonlo eredményeket kapunk.

Ezek dsszefoglalasaval a Nabla operator a kbvetkezoképpen helyettesithetd:

. ,b 0. 0. R e .
V=a_xel+8—ye2+a—ze3=—zk,el—zk,ez-zk,e;;:—zk

Vagyis révider Y = 7% _ A jelslések egyértelmisége céljabol it €

egysegvektor jeloléseket alkalmaztuk a kozismer® 927.. jelolések helyett.

Ha a sikhullam altal leirt fizikai mennyiség vektormennyiseég —pl. elmozdulas,
sebesség, elektromos mezd—, akkor a fizikai viselkedés szempontjabdl lényeges kérdé
az, hogy ez a vektormennyiség milyen széget zar be a fazissebesség iranyaba mutato
fazisfellleti egységvektorral (azaz a hullam haladasi iranyaval).

Longitudinalis hullamban a hullari haladasi iranya, és a leirt fizikai mennyiség
4 amplitudo—-vektora parhuzamos. A szamtanoran tanultak szerint e két vektor

parhuzamossagat vektorszorzattal a kovetkezdképen fogalmazhatjuk meg:
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AxZ,=0 . Ha egy fémrud (tekercsrago) végére a rud tengelye iranyaban raitunk,

akkor a rudban longitudinalis kompressziés hullam halad végig. Longitudinalis hullam
példaul a hang is. E hullamban a térfogatelemek eredeti pozicidjuk kdrnyezetében
rezgéseket végeznek, s e rezgések amplitudovektora a hangullam terjedési iranyaval
parhuzamosak.

Transzverzalis a hullam akkor, ha a leirt fizikai mennyi?ogamplitudé—vektora

merdleges an haladasi iranyra, vagyis az amplitudovektor a konstans fazis sikjaban

fekszik. E merdlegességet a kovetkezd skalaris szorzattal fejez:(ﬁ?°) =0 Haa

transzverzalis hullamban a terjedési iranyra merdleges iranyok kozul csak egy
kivalasztott iranyd amplitudoja hullam van ielen, akkor ezt a hullamot linearisan
polarizalt hullamnak nevezziik. Ekkor ™ & ¢ vektorok altal meghatérozott sikot a

polarizacio sikjanak nevezzik. Két, egymasra merdleges polarizaciés siku,
egyirdnyban terjedd, azonos frekvenciaju hullam szuperpozicioja elliptikusan
(cikularisan) polaros hullamot eredményez. Transzverzalis hullamok az
elektromagneses hullamok, igy tehat a fény is az. Ha egy hosszabb kotélre radtink,
akkor ez a ““zavar" a kétél mindkét iranyaban tovabbterjed. A kotéldarabkak eredeti
nyugalmi helyzetuktdl mért kitérése merdleges a kotélre, amely mellesleg a hullam
egyedul lehetséges haladasi iranyat adja. Ez a hullam tehat transzverzalis hullam.

Ezen osztalyozasi szempontok latszélag értelmetlenek skalar hullamoknal, mint pl.
nyomas vagy sarlség térbeli/iddbeli viselkedését leiré hullamok esetén, azonban skala
mennyiség gradiense maris egy a skalarhullamhoz tarsulé vektor hullamot hoz eld.

Rugalmas, sszenyomhato szilard kdzegben (pl fémek, Fold szilard kdpenye) mind
transzverzalis, mind pedig longitudinélis mechanikai hullamok terjedhetnek. Mivel e
két hullamtipus eltéré mechanizmus alapjan makodik, fazissebesseguk is kilonb6zao.
Még ha sikerll is esetleg valamelyik hullamtipust tisztan " Utnak" ereszteni, a
hatarfeltleteken térténd visszaverddesek, rendszerint kevert hullamot eredményeznek.

Most azt igyeksziunk tisztazni, hogy a fizikai vektorterek (mezdk) milyen tulajdonsagai
alapjan tudjuk eldonteni, hogy a szobanforgé fizikai mezd "hullama™ transzverzalis,
vagy longitudinalis—e. Azt korabban megmutattuk, hogy_az (30) tipusu sikhullam
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esetén a Nabla vektor mint maveleti utasitas a hullamszam vektorral helyettesitheto:
V=-iF Emigkezziink arra, ho(k = ki alakban is hasznalhatd. Forrasmentes

? vektortérre a kovetkezdket kapjuk:

dvE=(VE) =0 = —-i(f8)=0 = (@E)=0

A forrasmentesség tehat a hullam transzverzalitasat jelenti. Ha a div nem nulla, akkor
azt is lathatjuk, hogy a hullam longitudinalis 6sszetevdje a forraserdsseggel aranyos.

Orvénymentes vektortér esetére kapjuk:

rat(?)s[Vx?]:O —iiéx?:O (ﬁx?):O

Ez azt jelenti, hogy a vektortér n—re merdleges 6sszetevdje nulla, a hullam tehat
longitudinalis.

Subsections

* Linearizalt egyenletek, a hullamegyenlet.

Linearizalt egyenletek, a hullamegyenlet.

Gazok, idealis folyadékok mozgasat, allapotat 6t darab helytdl és id6tdl figgd
fuggvénnyel irjuk le. A nyomas, a slr(ség és a sebességkoordinata fliggvények
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meghatarozasahoz a kovetkezd 6t nemlinearis egyenlet all rendelkezésiinkre. Az elsd
sor az Euler egyenletet tartalmazza, ez egyszerQen szétdarabolhaté harom skalaris
egyenletté. A masodik sor —amelyiket tehat a negyedik egyenletnek nevezhetjuk- a
tomegmegmaradast kifejezd kontinuitasi egyenlet, s a harmadik sor, az adiabatikus
allapotegyenletet tartalmazza gazokra.

v e >
P o +p (V)T = —grad(p)+ p f

p , . _
5; +div(p®) =0

p/p" = pol P (31)

Egyenleteinkbe igazi szornylséget a nemlinearis kifejezések hoznak be. llyenek mint
pl. a@V) % div(p¥) o7 e pen ugyanis az ismeretlen fiiggvények (és szarmazékaik)

szorzatai jelennek meg. E nemlinaritAsok szamos bajnak okozoi. Egyik gond velik az,
hogy kevésbé értiink hozzajuk, a masik pedig az, hogy a nemlinearitasok igazan
kulonds viselkedést okoznak a fizikai rendszerben. Alkalmas kérulmények kdzott
kaotikus, nemdeterminisztikus viselkedésformakhoz, vezetnek. Ezért, — hacsak nem
célzottan a nemlinearitasokat vizsgaljak — ki hogy tud, igyekszik megszabadulni téluk.
Egy ilyen modszer az egyenletek linearizalasa, a tovabbiakban tehéat ezzel
foglalkozunk. E maveletsorral (31) kiindulasi egyenleteinkbdl az un. homogén
hullamegyenlethez szeretnénk eljutni, azaz azt szeretnénk megvizsgalni, hogy
gazokban, folyadékokban hogyan, és milyen fajta hullamok terjednek.

A linearizalasi eljaras kiindulasi pontjaként féltesziink egy stabil, id6ben alland6
alapmegoldast. Ezek — hanghullamok esetéb?e> Pe | stabil, alland6 értékek, és

Linearizalt egyenletek, a hullamegyenlet. 102



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

Yo = 0, azaz a levegd sUrisége, nyomasa, és alapsebessége adottak. A sebességet az

valasztottuk nullanak, mert igazabdl nem kivanunk foglalkozni a favé szélben terjedd
hullamokkal, az egyszerlbb esettel is megelégsziink. A tomegerdket reperezental
kifejezést az Euler egyenlet a jobboldalan elhagyjuk, vagyis sulytalan kbzegben terjedd
hullamot vizsgalunk. Ezen elhagyast valamivel elegansabban is ideoldgizalhatnank, ha
annak hatasat a sztatikus alapmegoldasba szerelnénk be. EgyszerlQbb azonban a
sulytalan kdzeg foltevésunk, igy azt alkalmazzuk.

Az alapmegoldasokat térben is és iddben is allanddknak tekintjik. Kdzvetlen
folyomanya az el6bbieknek az, hogy az alapmegoldasok barmely valtozo (t, x, y, z)
szerinti derivaltja nulla. Ezen alapmegoldasokra kicsiny, helytdl és id6tol fliggd
perturbaciokat — zavarotagokat — Ultetiink ra. Valamely alapmegoldas perturbaciojarol
akkor beszélhetiink, ha ez csak kismértékben mddositja az alapmegoldast, az eredeti
megoldas mindvégig dominans marad. Egyenleteinkkel ezen perturbaciok viselkedéseét
kivanjuk nyomon kévetni, s ezen perutbaciokat fogjuk hanghullamoknak nevezni. Az
eddig elmondottakat az alabbiakban 6sszegezhetjik. Vesszds mennyisegek jelentik a
perturbaciokat.

p(F, ) = po + p'(F, 1), maz(p' (7, t)) < po
p(F, t) =po +P'(F, t), maz(p' (7, t)) < po
(R 1) =0+ 3'(F 1) (32)

Megemlitenénk —csupan az 6sszehasonlitas kedvéért — hang esetére néhany
szamadatot.
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— H 7 = 7 . . -9
po R lbar =10°Pa oo peszédhar? ™ 107 bar , hallaskiiszoP' ® 10 bar

Az alapmegoldas, és a perturbacio felsorolt tulajdonsagai, a velik végzett mlveletekre
sajatos szabalyrendszert irnak eld. Ezek a kdvetkezok:

. 9p/0z =8p' [0z barmely fliggvény, barmilyen valtozo szerinti derivaltja
helyettesithetd a perturbacioét leird fliiggvény megfeleld derivaltjaval, mivel hely
és idofuggést csak az ezek hordoznak. Ez az atiras egzakt, ebben semmiféle

kozelités nincs.
« Ha egy 0sszegben nagy érték mellett egy kicsi szerepel akkor ez utdbbi

elhagyhat6 példal? @/ = (po + ) 3/3t m po 85/t |1t grhets tetten a
linearizalas, hiszen két ismeretlen fliggvény szorzata helyett egy (nagy érétki)
konstans és egy ismeretlen fliggvény szorzatat kaptuk. Ez mar kozelitést jelent,
nagyobb perturbacié amplitud6 esetén mar jelentds hibat okozhat.
» Két perturbacios (vesszds) tag szorzata, mint masodrendben kicsiny tag szintén
elhagyhato.
Elsoként e9"%®P) stalakitasat kovetjuk el. Barotrop kdzegrdl Iévén sz0, megtehetjik,
hogy a nyomas helyfliggését a saraségen keresztili, kozvetett figgvényként kezeljik,
azazP =PP™Y)  Ennek gradiensét a kézvetett fiiggvény derivalasi szabalyaival

allitjuk eld
_dp
grad(p) = d—pgrad(p’ )

A P=@o/r5)p" barotrép allapotegyenlet folhasznalasaval kapjuk:

dp Po x—1 Po -1 Po
— = K— N K— = K—
dp pgp" pgp: Po

Van az Euler egyenletben egy nemlineéris tag, a konvektiv de@V7  Bszintén

artatlan szemmel azt mondhatnank, hogy ez, mint két kicsiny tagot (€s egyetlen nagyot
sem) tartalmaz6 szorzat, minden tovabbi lelki gy6trelem nélkil elhagyhat6. Ez azonbar
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sajnos nincs igy, hiszen e benne szerpld Nabla mivelet meglepetéseket okozhat. Az
altala produkalt érték akkor, ha a sebesség rovid tavolsagon belil nagyon gyorsan
novekszik, (csbkken), akkor igen tetemesre ndhet. Masik oldalrdl is megvilagithatjuk
ugyanezen kifejezés elhanyagolhatosagat. Megmutattuk, hogy a Nabla operator
monokromatikus sikhullamra az —-ik szorzassal helyettesithet®d, eztk =2r/A ,

vagyis igen rovidhullamu hullamok esetében e nemlinearis tag nem hanyagolhato el.
Most azt hihetnénk, hogy borzaszté okosak voltunk, de csalédnunk kell e
vélekedéstinkben. Az elhanyagolas sohasem 6nmagaban a kicsi, vagy a nagy érték
alapjan torténik, hanem ket érték 6sszehasonlitasa alapjan. Két gyorsulas tagunk van,
az explicit idéfiiggésbdl adodo, és a konvektiv derivaltbdl szarmazo gyorulas. Az
0sszehasonlitas kedveéért egyszerisitett alakjuk a kovedVe/Ot+ (V) Ve o

kérdés az, hogy mikor ki a (abszolutértékben) nagyobb, esetleg melyik valik olyan
kicsivé, hogy a masik mellett elhagyhatjuk. X iranya sikhullamot féltéve

Ve =Vox eap(i(wt —kz)) 5 qerivalasi maveletek a kovetkezokhoz vezet®s az

egyik tag —i(Vzk)Ve

w? <?>%kv,

pedig a masik. Elhagyva az azonos szorzOkat a kérdés az, hogy
. Figyelembe véve a hullam fazissebességeére kapott dsszefliggést
cn =w/k 47t kapjuk, hogy a nemlineéris tag akkor hagyhat6 ¢! > (Vo/ch)

vagyis, ha a perturbacé sebessegamplitudéja sokkal kisebb mint a hangsebesség. Ez
tehat a mi esetink.

Ezek utan az Euler egyenlet roncsai a kdvetkezdképpen olvashatok:

o p,
pogy = —r,Larad(p) (33)

A tdbmegmegmaradast kifejezd kontinuitasi egyenlet atalakitasai — figyelembe véve a
perturbaciok kezelésére folallitott szabalyainkat — a kovetkezok:
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dp ap’
Sy + div(p®) = - + p, div(@) + (@ grad(p)) =
A legutolso tagot, mint amelyik két piciny perturbaciot tartalmaz itt is
elhanyagolhat6an kicsinynek tekintjik a tobbihez képest. A gradienssel kapcsolatos

korabbi lelkiéletlinket itt most nem éljuk tovabb. Az utobbi egyenletbdl tehat a
kovetkezd maradt:

ap’ . _
o TP div(?") =0

Ez utobbi egyenlet iddderivaltja, az (34) egyenlet divergenciaja

Pp'

F I odi (_)_

podiv( ) = —rL2div grad (34)

A maveleteknél a térkoordinatak, és az idd szerint derivalas sorrendjét folcseréltik, ezt
a szamtanoran tanultak alapjan megtehetjik, ha a szébanforg6 vegyes derivaltak
folytonosak. Félismerjik a két egyenletben egyarant szerepld kifejezést, ezek
segitségével e két egyenlet 6sszirhato.
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O a homogén hullamegyenlet. Itt a gazokban terjedd kisamplitudéji zavarok leirasara
vezttik le, azonban a fizika szamos teriletén eldbukkan.

Megjegyezzik, hogy a Laplace operator szokasos jelolését alkalmaztuk:
divgrad =V? = A

A hullamegyenlet utobbi alakjaba behelyettesitjik a sGriségperturbaciot leird
sikhullam alakot:

p!('-,o, t) — p;ei(wt—ii’+qp)

kapjuk az alabbi 6sszefliggeést:

—w?p (7, ) = -n?kzp'(ﬁ t)
0

Alkalmaztuk a kordbbiakban igazolt, sikhullamokra érvényes kovetkezd derivalasi
szabalyokat?/®* = @ \alamint 9/97 = —ik: a7 egyiitthatok egyenldségébdl,

atrendezés utan kapjuk a hanghullamok fazissebességére a kdvetkezot:

Po

w
Vi=%=4",

— — — 3 —
Levegdre az adatok k® =14 Po = 10°Pa p, =1.20kg/m® Vy = 329m/s hangsebességet

szolgaltatnak.

(m/M)RT

Az egyesitett gaztorvérP? = alakja a fazissebességre egy masik format is

sugalmaz, nevezetesen:
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Ez azt mondja, hogy (M ¢x; &ltal) adott anyagi mindségl gazban a hanghullamok

terjedési sebessége csak a gaz ( abszolut ) hdmérsékletétdl fligg.

Doppler effektus.

A doppler effektus akkor jelentkezik, ha vagy a hullamforras, vagy az észleld —esetleg
mindkettd— mozog a masikhoz viszonyitva. Ekkor a forras altal kibocsatott
frekvenciatol eltérd frekvenciat eszlelink. Azt vizsgaljuk elsdként az (15) abra alapjan,
hogyan moédosul az ered® hullamhossz mikézben az F forras az E észlels felé

mozog. A hullam t = 0 id6pontban az F pontbdl kibocsatott fazisa (ha ugy tetszik
rezgésallapota) egy T periédusidé alatt E-be érkezik, mikdzben a forras az észleld felé
elmozdult "7 tavolsaggal. Az egy rezgési periodus végét mar ebben a pontban

bocsatja utjara. A megvaltoz hullamhossz igy irhato:

A,=AO_VF *T

Ha a hang fazissebességét Ch—-val jeldljuk al¥ =Culf , valamint
fo=1/T Osszefliggések alkalmazasaval a megvaltozott frekvencia a kovetkezdképpen

adhato meg:

Ch
Cr—-Vr

f'=F

A forras kozeledésekor tehat az eredetinél magasabb frekveciaju hangot hallunk.
Tavolodé hullamforras esetén a nevezd"F reldjelét ellentétesre valtoztatjuk, amely
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a frekvencia csokkenéséhez vezet.

Figure: A hangforras VF sebességgel kozeledik az észleld felé, az eredeti hullamhoss:
megvaltozik.

Doppler: forras mozog
}\D

X

Az abra értelmezésebdl vilagos, hogy ez a meggondolas ilyen formaban csak a
Ch hulldam fazissebességnél kisebb sebességl forras esetén alkalmazhaté.

All6 hullamforras, és a forras felé Ve sebességgel kozeledd észleld esetén annyival
tobb hullamot észleliink —az allohelyben észleltfetirekvencian tal- amennyi

hulldm elfér a forras felé megtett utunkon. Ez az Gt 1 s alatt Ve , az észlelt frelvencia
e o
tehat:f = fo+VelXo vagy a szokasosabb formaja:

Cp+V,
Ch

f'=.fo

Ugyanezen dsszefliggések alkalmazhatok a forras és az észleld egyidejd mozgasa
!
esetén is. llyen esetekben az egyik 6sszefliggés altal szolg;f dtektvencia

hasznalandé a masfe bemens frekvencidjaként. Ha az észleld nem tisztan a forras

irAnyaba mozog, akkor a sebesség forras iranyl dsszetevdjét kell Ve értékeként
hasznalnunk. Ugyanez az alapelv alkalmazhato, ha a forras sebessége nem az észleld
irAnyaba mutat.
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Az itt emlitett Doppler jelenségek mind hanghullamoknal, mind pedig elektromagneses
hulldmoknal — igy a fénynél is — fellépnek, igy olyan infomaciokat kapunk akar miliard
fényévnyi tavolsagban levd galaxisokrdl is, amelyekhez mas mdédon nem is juthatnank
hozza.
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Hotani alapok

A termodinamika —a hdtan — a vizsgalt termodinamikai rendszer és kdrnyezete
energetikai kdlcsbnhatéasaival foglalkozik.

Hotanban a mechanika alap és szarmaztatott mennyiségein tul, a hétanra jellemzd
mennyiségek bevezetése is szlikségesse valik. Alapmennyiségként a hdmeérseékletre ve
szikségunk, azonban a hdmérséklet komoly megalapozasat nem vallalhatjuk ezen
rovid kurzus soran.

Szamos jelenséget ismerink amely a testek hdmeérsékletével kapcsolatban fellép.
HOmérsékletndvekedés hatasara megvaltozik elektromos vezetdképességuk,
keményseguk, szindk, alakjuk, akar kémiai 6sszetételik is. Ezek majd mindegyike
alkalmas arra, hogy hdmérsékletmérésre alkalmazzuk. Mindennapi alkalmazasban
legelterjedtebbek a mechanikai ( hdtagulason alapulo ), €s az elektromos alapokon
nyugvo hémeérd eszkdzok. Magasabb homérsékletek mérése szinte kizarélag az un.
hdmersékleti sugarzas alapjan torténik.

Néhany homérseklettel kapcsolatos kdzismert jelenséget foglalnank dssze. Linearis
hotagulasrol a testek linearis méretének hdmérsékletfiiggése kapcsan beszéliink. igy
fligg pl. egy golyo atmeérdje vagy éppen egy vasuti sin hossza is a hdmerséklettdl.
Tapasztalataink szerint a szilard testek hosszméreteinek hdmérsékletfiiggése a
kévetkezd szabalyt kove ) =lo(l +alt =to)) |54, ) = lo = alo(t = to)

Vegyuk észre, hogy ebben meég egyszer szerepel a "lineéris" jelzd, nevezetesen, hogy
hossznovekedés a hdmérsékletndvekedes lineéris fliggvénye. Ezt azonban célszerl U
tekinteni, mint egy altalanosabb homérsekletfiigges sorfejtésének linearisra csonkitott
maradvanyat. A test anyagara jellemzd a linaris hétagulasi egyitthaté:

1)l
” L
[C" ]
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A jelentése kiolvashatd: egységnyi hdmésékletnbvekedeés hatasara bekovetkezo relatiy
(azaz az eredeti hosszhoz viszonyitott) hosszusagvaltozas. Folyadékoknak, gazoknak
onallo alakjuk nincs, igy a lineéaris hétagulas csak szilard testeknél értelmezett jelenség

A lineéris méretek megvaltozasa miatt megvaltoznak a keresztmetszetek, és a
térfogatok is. Egy lo élhosszusagu négyzet A keresztmetszetének hdmérsékletfliggése

A= (1 +at-1,)) = A1+ 2a(t — to) + (alt - t,))?)

Mivel rendszerinl > @t = to) ennek négyzete elhanyagolhato a lineéris (vegyes

szorzat) mellett, igy tehat j6 kozelitésként kap A®) = 4o(1 +2a(t —t,))

V =Vo(1+B(t - to))

Testek térfogatara alkalmazva ugyanezen koze ahol a? az

un. kdbos (azaz térfogati) hétagulasi egyitthatd. Folyadékoknal ez egy 6nallé anyagi
jellemzd, szilard anyagoknﬂ =3a Néhany szamszer( adatot megadunk abban a
reményben, hogy legalabb a nagységrendekre emlékezni fogunk. A vas lineéris
hotagulasi egyiitthatéja (:c°—nél) ¢ = 16210-°1/C° . A viz kdbos hétagulasi

egyiitthatoja (1ico—on) # = 1310741/C°

A térfogat hdmeérsékletfliggése kdvetkeztében a folyadékok sarlsége
hdmeérsékletfliggo,

p=m[V =po[/(1 +B(t 1))

Ezért melegitjuk alulrél a folyadékokat, s nem felllrdl, ugyanis az also, felmelegitett
folyadékréteg sOrlsége lecstkken, az archimedeszi felhajtéerd e kbnnyebb
folyadékréteget folhajtja, mikdzben helyére hideg folyadék aramlik. Az igy kialakuld
folyadék cirkulaciét spontan konvekcidnak nevezzik, s e folyamat indulasat,
nevezetesen amikor a lenti kisebb sariséga folyadék nem képes a tartosan az eredeti
helyén maradni, konvektiv instabilitasnak nevezzuk.
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A manapsag széles korben hasznalatos Celsius skala, 100 egyenld (?mi alapjan
egyenld?) részre osztja a viz forrdspontja, €s a jég olvadaspontja kdzotti hdmérseékleti
tartomanyt ( normal 1égkori nyomason ). Ettdl a zéruspont eltoladsaban kilonbdzik a
termodinamikaban kotelezéen hasznalando6 abszolut, vagy mas néven a Kelvin skéla. /
homérseklet kilonbségek (nbvekmények) e két skalan megegyeznek. Homeérseklet
kulonbségek esetében tehat atvaltasi ceremonia néCiks a K egységek jelei

szabadon csereberélhetdk. HOmérséklet szokvanyos jeldlése T az abs:C?ithaa

meért homeérsekletet jel6li. Nem pontos ugyan, de leggyakrabban ezt hasznaljuk a két
skala kozotti atjarashoz: T =t + 273.

A hétani alapfeladvanyok masik kdzismert csoportja a kalorimetria témakorébe
tartozik. A kalorimetria olyan nem mechanikai energiakozlési formaval foglalkozik,
amelyet hének nevezink. Egy tégladarabot félemelhetlink valamilyen magassagra,
vagy éppen ugyanezen mennyiségl munkaval pl. viszintesen félgyorsithatjuk a testet.
Mindkét esetben mechanikai munkat végeztink. s ez az energikdzlés rendezett,
makroszkopikus elmozdulashoz, mozgashoz kapcsolddott. Az energiakdzlés
eredménye mindkét esetben “lathato".

Van azonban olyan energiakdzlési forma, amely a testet alkoté atomok, molekulak
rendezettlen mozgasahoz kapcsolodik, s amelynek sem a folyamatét, s (gyakran) sem
az eredményét nem lathatjuk. Ellenben ha megfogjuk az energiakézlés elbtt és utan az
energiakozlés eredményet a test hdmersékletemelkedésekent észleljik. Tapasztalatair
szerint (altalaban) adott m témegl test hdmérsékletének (t1-to) mértekd emeléséhez
szukséges Q energia aranyos a melegitett tomeggel, és a létrehozott
hdmérsékletnovekedeéssel.

Q=cm(tL —1) (85)

Az itt szerepld c aranyossagi tényezot fajndnek nevezzik, jelentése atrendezés utan
kiolvashato, egységnyi tomegl anyag homeérsékletic?kal valo emeléséhez
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sziikséges (hokozlés formajl) energiat jelenti. Ezek szerint ¢ ec?/M%°  Ertéke

az illetd anyagra, és alkalmanként az energiakdzlés modjara is jellemzd. Azon
esetekben, amikor a hokozlés jelentds térfogatvaltozassal jar, a hokodzlés formajaban
kozolt energia egy része térfogati munkara forditodik, igy kevesebb energia jut a
hdmeérsékletnbvekedés energia fedezetére.

Alkalmazzuk még a fajhdvel rokon hdkapacitas, és a molhd mennyiségeket is.
Hokapacitasnak nevezzik a c*szorzatot amely_(36) atrendezése alapjan k6zolt ho

(Q), és a hokozleés altal letrehozott hdmeérsekletvaltozas hanyadosat adja meg. A
nagyobb hdkapacitasu test hdmérséklete kevesbé valtozik meg ugyanazon hokozlés
esetén. Kesdbb gyakran talalkozunk majd a hétartaly fogalmaval. Ez egy nagy, nagy
hokapacitasu test, amelynek a hdmérséklete nem valtozik (Ienyegesen) akkor sem, ha
hot vonunk el tdle, vagy éppen hot kdzlink vele, —ezzel biztositunk altalaban

izoterm, vagyis allandé hémeérsékletl kornyezetet az ezt igényld folyamatok szamara.

Egy specialis anyagmennyiség, — 1 molnyi vagyis m=M mennyiségl anyag—
hdkapacitasat mélhének nevezzik. C = ¢ M. Ennek hasznalataval a kalorimetriai
egyenlet mas formaban is irhato:

Q=cm(h —to)=cM%(t1 —t) =Cn (b —to)

Az itt megjelend n=m/M molszam (vagy moltort), az m tomegl anyag mennyiségét
adja meg mol egysegekben.

Ha kaloriméterbe c1 fajhdjd m1 és c2 fajhdji m2 témegeket tesziink t1 es t2 kiindulo
homérsrékletekkel, akkor némi idd eltelte utan egy k6zds to hdmeérseklet alakul ki.
Mivel a kaloriméter kifelé hdszigetelt, a belerakott dolgok egymasnak adhatnak le,
illetve egymastol vehetnek fol energiat vagyis a Q1+Q2=0 dsszefliggést
alkalmazhatjuk.

A késdbbiekben latni fogjuk, hogy a kalorimetria (36) alaptsszefliggése szamos
alkalommal nem alkalmazhatd. Ha dsszenyomjuk a gazokat, akkor azok
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félmelegszenek még akkor is, ha nem kozoltiink hét a gazzal. llyenkor hdkozlés nincs,
hdmérsékletemelkedés pedig van. Gazok izotermikus expanzidjanal (allandé
homérsekletl kiterjedésekor) a hdmérséklet valtozatlansaga ellenére hofelvétel
torténik. 1zotermikus héfelvétellel jaré folyamat a kozismert (jég) olvadas, és a
forralas. E fazisatalakulas (szilard fazisbol folyadék fazisba valé atmenet az olvadas)
soran az m tomega jég megolvasztasahoz sziikséges energiat a kovetkezd
Bsszefiiggésbdl szamithatjuk: @ =™ Ebbera a fazisatalakulasi ha, vagy

egyszerlen olvadashd, 1 kg tomegl 0 C'-os jég 0 C'-0s vizzé torténd
megolvasztasahoz szikseéges energiat jelenti.
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Termodinamikai rendszer és a 0.—ik fotétel.

Természeti kdrnyezetiink meghatarozott tulajdonsagu falakkal levalasztott részét
termodinamikai rendszernek nevezzik. A falak csak meghatarozott tipusu
kolcsdnhatast engednek meg a koérnyezettel. Acélpalackba zart gaz térfogata nem
valtozik, mechanikai kélcsdnhatast ez a fal nem enged meg, de ha a kilsé hdmeérsékle
megvaltozik, hosszabb-révidebb idd elteltével a gaz hdmérséklete is kdveti ezt a
valtozast. Az acélfal lehetdve teszi a termikus kdlcsdnhatast.
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A termodinamikai rendszer allapotat makroszképikus allapothatarozokkal jellemezziik.
Ezen allapothatarozok a termodinamikai rendszer egészét jellemzik. Az
allapothatarozékat az extenziv és intenziv kategoriak valamelyikébe soroljuk. Egy
termodinamikai rendszer annyi kdlcsonhatasban vehet részt ahany extenziv mennyiséc
a rendszer jellemzésehez sziikséges. Egy—egy tisztan korulhatarolt kdlcsénhatast
megengedd falat egy intenziv és egy extenziv paraméterrel jellemezhetink.
Amennyiben a kdrnyezet (amely lehet egy masik termodinamikai rendszer is) és a
vizsgalt termodinamikai rendszer valamely intenziv paramétere kulénbdzik, és ha a
hatarolo fal megengedi az ezen intenziv paraméterhez tartoz6 extenziv mennyiség
aramlasat, akkor megindul ezen extenziv mennyiség arama a két rendszer kzott.
Ekkor azt mondjuk, hogy a két rendszer nincs egyensulyban. Az aram cstkkenti az
intenziv paraméterek kulonbségét.

Példa: Uveggombbe zart gazt vékony livegcsd kot 0ssze a kornyezettel. Az livegcsbbe
levd higanycsepp szabadon elmozdulhat, azaz ez a ““fal" lehetdvée teszi a
termodinamikai rendszer és a kérnyezet mechanikai kdlcsénhatasat. Esetlinkben a
gbmbbe zart gazmennyiség alkotja a termodinamikai rendszert, az atmoszféra a
kornyezetet, s az tvegcsdben levd higanycsepp a mechanikai kdlcsénhatast megenge
falat. Ha pl. az lveggdbmben a nyomas nagyobb az atmoszféra nyomasanal, akkor a
higanycsepp addig mozog kifelé, amig a belsd és a kiilsé gaznyomas ki nem
egyenlitddik. Ezen kdlcsdnhatés intenziv paramétere tehat a nyomas. A higanycsepp
kifelé val6 mozgasa soran a kdrnyezet térfogatot ad at a termodinamikai rendszernek. |
kolcsonhatashoz tartozé extenziv mennyiség tehat a térfogat.

Két termodinamikai rendszer akkor és csak akkor van egyensulyban a
fal altal megengedett kblcsdnhatasra nézve, ha a kdlcsdnhatashoz tarto:
intenziv mennyiseg(ek) a két rendszerben megegyeznek. Ez

a termodinamika 0-ik fotétele.

Az “akkor és csak akkor" ritudlis kifejezés arra utal, hogy egy oda-vissza olvashato
kovetkeztetésrdl van sz0, jelen esetben ha az intenzivek megegyeznek, akkor
egyensulyban van a két rendszer, illetve az egyensulybdl kévetkezik az megfeleld
intenziv allapotjelzdk egyenldsége.
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Némi magyarazatot igényel a tétel nem szokvanyos elnevezése. Habar a
termodinamika fotételei kozul ezt utolsénak fogalmaztak meg, logikailag az egész
termodinamika élére kivankozik, igy jutott a O—ik fotétel elnevezéshez.

Gyakran szerepld fogalom az ~“egy termodinamikai rendszer egyensulya" is. EQy
termodinamikai rendszer akkor van egyensulyban (6nmagaval), ha akarhogy is osztjuk
képzeletben a termodinamika rendszert részrendszerekre, az igy nyert részrendszerek
0-ik fo6tétel szerint minden (az illetd rendszerre értelmezett) kdlcsdnhatas tekintetében
egyensulyban vannak. Ez teszi lehetdvé, hogy ilyen jelleg kifejezések jelenjek meg
mondatainkban, pl. “"a rendszer hdmérséklete", "'nyomasa", vagyis hogy pl.
hdmeérsékleti térkep helyett egyetlen érték jellemezze az egész termodinamikai

rendszert.

Az egyensuly fogalma a sztatikdhoz kétddik €s nem a (termo-) dinamikahoz. Hogy
meégis az "egyensuly" szot egy mondatban emlithessik a ““termodinamikai rendszer
valtozasa"-ival, be kell vezetni a kvazisztatikus folyamat fogalméat. Ez alatt olyan
folyamatot értiink, amelynek minden kézbensod fazisa egyuttal egyensulyi allapot is.
Azt is mondhatnank, hogy a folyamat olyan lassu, hogy az intenzivek
kiegyenlitddeséhez elegendd idd all rendelkezésre. Megjegyezzik azonban azt, hogy &
termodinamikaban az idd mint valtozd nem jatszik szerepet. (a hbvezetés
differencialegyenletét kivéve)

Az |. fotétel

A termodinamikai rendszer allapotat extenziv és intenziv allapothatarozok jellemzik.
Egyensulyban levd termodinamikai rendszer intenziv allapothatarozéi nem fliggenek a
helytdl, minden pontban ugyanaz a hdmérseéklet, a nyomas, stb. igy tipusonkeént
egyetlen intenziv értékkel jellemezzik az egész rendszert. Az extenziv mennyiségek pl
térfogat, tomeg, ertelemszerlien az egész rendszert jellemzik. A rendszer valamely
allapota, az allapothatarozék meghatarozott ertékeit jelenti. Szokas ezeket
makroszkopikus allapothatarozoknak is nevezni, mivel a rendszer egészeét, globalisan
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jellemzik. Van egy nevezetes, a rendszer allapota altal egyértelmien meghatarozott
extenziv mennyiség, amelyet belsé energianak neveziink. Mivel O az allapothatarozok
egyértelmd figgvénye, maga is allapothatarozonak tekinthetd. A termodinamika
kozéppontjdban a termodinamikai rendszer energetikai kdlcsénhatasai allnak, igy a
belsd is energia meglehetdsen kdzponti figura ezen a szinpadon.

A termodinamika els6 axiomaja, amelyet hagyomanyosan |I. fotételnek neveznek,
egyszer( leltarnak tonik. Eszeramttermodinamikai rendszer belsd
energiajanak valtozasa egyenld a rendszerrel k6zolt hd és a rendszeren
végzett munka osszegével.

dU = 6Q + 6W (37)

Ehhez, tartalmilag hasonl¢ allitasokkal mar talalkoztunk, ilyen volt példaul a
munkatétel tomegpontoknal (a mozgasi energia megvaltozasa egyenld az eredd erd
munkajaval), de némileg rokon tartalmu az extenzivek meérlegegyenlete is.

(37) a termodinamika |. fotételének differencialis — kis valtozasokra érvényes — alakja.
Itt foltettlk, s a tovabbiakban is féltesszik, hogy a termodinamikai rendszerben nem
jatszodnak le kémiai atalakulasok, ellenkezd esetdN| (kémiai—potencial *

molszamvaltozas) tipusu tagokat is be kellene venniink a tételbe. (pl.
benzingdz-levegd keverék elégetésekor). Alabb a véges ( makroszkopikus, vagy
nagybani ) allapotvaltozasokra érvényes forma lathato.

Uz = U1 = Q12 + Wiz (38)

A @ hakozlés és W munka energiakdzlési formak, a munka a makroszkopikus,
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rendezett mozgashoz, a hokozlés pedig atomi szinten jelentkezd rendezetlen
mozgashoz tarsul. Ezek csak folyamat soran értelmezett mennyiségek. A belsdenergia
valtozasat a rendszer kezdd és vegallapota meghatarozza, az allapotvaltozas soran
kozolt hd, és végzett munka fligg attdl is, hogy a rendszer milyen Gton (milyen
allapotok sorozatan keresztil) jut el a megadott kezddallapotbdl a végallapotba.

Subsections

» Korfolyamatok

Korfolyamatok

Korfolyamatnak nevezzik azokat a folyamatokat amelyeknél a termodinamikai
rendszer kezdd és végallapota megegyezik. A korfolyamat lejatszédasa utan a rendsze
eredeti termodinamikai allapotaba jut vissza, vagyis a korfolyamat valtozatlan
feltételek mellett Gjrajatszhatd, ez teszi lehetdvé a ciklikus mikddeést. A korfolyamat
azonban valtozasokat hoz létre a termodinamikai rendszer kdrnyezen, pl. hét von el eg
hotartalybdl, hét ad le egy masiknak, munkéat végez a kdrnyezetén. A kdrnyezet tehat
nem jut vissza eredeti allapotaba a teljes korfolyamat lejatszasakor. Az olyan
korfolyamatokat, amelyek (miutan egyik iranyba végigfutottak) forditott iranyu

lejatszas soran a kdrnyezetet is visszajuttatjak az eredeti allapotba,

reverzibilis (megfodithatd) kdrfolyamatoknak nevezzik.

A korfolyamat soran mivel a rendszer eredeti allapotaba jut vissza, az E belsdenergia
valtozasa 0. Ez a tény az I. fotételnél a kovetkezbkh6z vezet:
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(AT > =g

Wi =—-$W munkat végzett a

A termodinamikai rendszer a kdrfolyamat so
kbrnyezeténf 9Q 4 rendszer altal a korfolyamat soran folvett/leadott hok eldjeles

0sszeget (integraljat) jelenti. Ezt szét szokas bontani olyan részfolyamatokra,
amelyekél a rendszer energiat vesz fol kornyezetébdl. illetve olyan részfolyamatokra,
amelyeknél a rendszer ad le energiat ho formé1jéQ+ =§0Q. jelenti a folvett hot,

ha a kévetkezd definicioval élur®@+ =90Q 0@ > ) egyébkent 0. A hasonloan
bevezet@- -t is felhasznalva a korfolyamatokra atirt I. fotétel a kovetkezdképpen

hangzik:

W*=0Q, +Q_ (39)

Erdemes felfigyelniink arra a tényre, hogy a korfolyamatunkban szemérmetlen
egyszerdséggel kdrnyezet" —nek nevezett valami legalabb harom kilénbdzo
kornyezetet jelent. Nyilvan nem ugyanabbol a kérnyezetbdl vesz fel hot, amelybe lead,
s a mechanikai munkat sem azon a kdrnyezeten végzi amibdl pl. a hot felveszi. Az
egyes kornyezetekkel vagy egymast kizaro médon - felvaltva — keril kapcsolatba a
termodinamikai rendszer (rQ+’ Q- ), vagy pedig egyidejlleg tbbbel is (pl.

W', Qy ).

Azt a képzeletbeli gépet, amely energia bevezetése nélkil képes munkat végezni,
elsdfaju 6rokmozgonak (perpeetum mobile) nevezzik. Ez a jel6léseinkkel azt
jelentené, hogy

Qi +Q-=0, de W*#0

Az elso fotétel tehat ennek lehetbségét tagadia.

Korfolyamatok 120



FIZIKA I. Mechanika, Hotan.

Azt a szintén csak képzeletbeli ( ciklikusan mikddd ) gépet, amely egyetlen
hétartalybdl folvett energiat azzal egyenértékl mechanikai munkava lenne képes
atalakitani, anélkil, hogy a ciklus alatt egy masik hotartalynak energiat adna le

(Q— = 0), masodfaju 6rokmozgonak nevezzik. Ez a jeloléseinkkel azt jelentené, hogy :

Q-=0 WwW*'=Q,

Az elsd fotétel szerint ugyan energetikai szempontbol minden rendben van, azonban a
termodinamika Il. fotétele tiltja.
A korfolyamat soran végzett mechanikai munka lehet po:W >0 exkor erdgépi

W*<0

ciklusrdl beszélink. Ha a kérnyezet végez munkat a rendszeren, akkor

attél figgden, hogy.(39)-ben mi a fontos neki®+ 9% @~ mas—mas elnevezést
hasznalunk. Ha @+ fontos szamunkra (a rendszer altal folvett, vagyis a kdrnyezettol
elvont hd), akkor & egy hatdgeép, ha pedQ—la fontos (azaz a rendszer altal a

kornyezet felé leadott hd), akkor azt mondjuk, hogy & egy hdszivattyl. Ezen gépeket
mindsithetitik azzal, hogy mit kapunk, s milyen aron. Az er6gepi ciklus hatasfoka:
n=w=*/Qs vagyis a termodinamikai rendszer altal egy ciklus alatt végzett munka és a

rendszerhez vezetett hd (befektetett energia) aranya. A masik két izemmadd soran a
kornyezet mechanikai munkat végez a termodinamikai rendszeren (pl. villanymotor
forgatja a htogep kompresszorat), ekkor hatasfok helvett az illetd berendezés
josagarol beszélunk, pl. hdszivattyu esetén ajc‘Q—”W 1

A Il. fotétel

Osi tapasztalat az, hogy ha a nagyfroccsds poharunkba jégkockat tesziink, az
eldbb-utdbb elolvad, s a *folyadék™ tobbi része lehll. A tartés szemlélodés ellenére
sem sikertlt tetten érni az ellenkez0 iranyu folyamatot, nevezetesen amikor a hideg
l6tty egy része felmelegszik, mikozben magatdl a pohar valamely részén egy tisztaviz
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anyagu jégkocka keletkezik. Ezen elképzelt folyamatra minden eddigi természeti
torvényt egzaktul ra tudunk illeszteni, a tomegmegmaradast anyagfajtanként, az .
fotételt (most ez szimpla kalorimetria), a folyamat mégsem megy magatél ebbe az
irAnyba. Természetesen szazaval sorolhatnank azokat a hasonlo tapasztalati tényeket,
amelyek arra utalnak, hogy a természetben lejatsz6do spontan (kilsd kenyszer nélkiil,
magatol végbemend) folyamatoknak meghatarozott iranya van. A termodinamika Il.
fotétele kilonbdz6 megfogalmazéasokban ezen fdmotivum korul forog. Ugy tanik, hogy
a termodinamikéval foglalkoz6 nagyobb tudésokat nem hagytak addig meghalni amig &
maguk II. fététel megfogalmazéasait az utékorra nem hagyomanyoztak. igy aztan
szamos megfogalmazéasa forog kdzkézen.

HO6 hidegebb testrdl melegebb testre magatél nem megy at.

Planck: Nem lehet olyan periddikusan makodd késziléket szerkeszteni, amelynek
muakodése kizardlag abbdl allna, hogy egy hoétartaly hotartalmat ( mondjunk inkabb
belsd energiat ) teljes egészében mechanikai munkava alakitja at. stb.

Zart termodinamikai rendszer alatt kornyezetetétdl elszigetelt, a kérnyezettel
semmiféle kélcsonhatasban nem allo rendszert értiink. A Il. féttétel egy
megfogalmazasa szerint zart rendszerben csak olyan folyamatok mehetnek végbe,
amelyek soran a rendszer rendezetlensége nem csokken. Ez rendezetlenség ndvekeds
jelent amennyiben folyamatrél van sz6, illetve a rendezetlenség mértéke nem valtozik,
amennyiben elérte a rendezetlenség maximumat. Ez egészen érdekes
kovetkeztetésekhez vezet. Ha zart rendszertinket két, kdlcsonhatasban allo
részrendszerre bontjuk, és az egyik részrendszer oly médon hat a masik részrendszerr
hogy abban a rendezettség névekszik, akkor abban a rendszerben amely a masik
rendezettségét novelte, a rendezetlenség mértéke sokkal nagyobb mértekben kell
névekedjen mint a rendezetlenség csokkenése a masik rendszerben. igy kapunk
ugyanis a két rendszer alkotta zart rendszerre rendezetlenség névekedést. (Igy tessék
rendet rakni a szobaban !)

A rendezettlenség mértékét termodinamikadban az un. entrépiaval adjuk meg. Ez egy
eztenziv mennyiség, amely a fentiek alapjan nem lehet megmarado mennyiség.
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|dealis gaz specialis allapotvaltozasai.

A termodinamika eddigi targyalasa soran még csak emlitést sem tettiink arroél, hogy
milyen anyag alkotja termodinamikai rendszeriinket. Ugy tartjak, hogy a fizikanak két
olyan tertlete van, amely az 6sszes tobbi tertletre ervényes és kotelezd kijelentéseket
tesz, a termodinamika, és a specialis relativitas elmélete.

A tovabbiakban idedlis gaz specidlis allapotvaltozasait vizsgaljuk, s eldallitjuk azokat a
specialis folyamatra jellemz6 mennyiségeket, amelyek az I. fétételben is szerepelnek.
A gdzmennyiséget az allapotvaltozasok soran allanddnak tekintjik, s foltesszik azt is,
hogy kémiai atalakulas nem kévetkezik be. Két ok miatt foglalkozunk az idealis gazzal.
Az egyik ok az, hogy szamos maszaki folyamat munkakdzege gaz, a masik nem
keveésbé fontos, azonban kevéssé hangsulyozott ok az, hogy csupan idealis gazok
allapotegyenletét ismerjuk pontosan.

Figure: Térfogati munka

ax

—A
EN

Az A alapteriiletd dugattyu elmozditasakor a gaztémegen végzett munka a megadhaté
mint; A% =pAAz =-pAV 14 Ay jeloli a bekovetkezett térfogatvaltozast. E

munkat térfogati munkanak nevezzuik.

|zobar allapotvaltozas soran nem valtozik a gaz nyor? YL 11 kiindul6 allapotbdl a

P Vo, T2 allapotba kerul. Ekkor a gazon végzett térfogati munka integralas helyett
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egyszerl szorzassal szamithat W12 = —P (V2 = W) , a folyamat soran folvett ho

Qu2=nCy(T2 - T) osszefliggéssel adhaté meg, a belséenergia valtozasa a két

allapothoz tartozé belsdenergia killonbs Y2 ~T) Az elsd fotétel

aktualis alakja tehat

Up—U1=Qi2+Wia2 nCy(T2-T)=nCp(T2—T1)—-p(Va-W)

A PV1 =nRT1 5qq76fiiggés, és a 2—es allapotra felirt valtozata alapjan

p(V2—V1) =nR(T: - T) formara atirhat. Ennek alkalmazasaval kapjuk
nCy (Tz - Tl) = ﬂCp (T2 —Tl) —ﬂR(Tz

C,=0C,

=4} , S végul némi egylgyasités utan kapjuk.

B Ezazallandé nyomas mellett, és allando terfogat melett mért molhok

R=Cp_Cv

kapcsolata mint Robert—Mayer egyenlet forog kozké: . Idealis gazok

molhodi tehat nem fliggetlenek egymastol.

Néhany fizikai, és torténeti megjegyzést tennénk az allandé nyomasu allapotvaltozas
kapcsan. Ha allandé nyomas mellett néveljik a hdmersékletet, akkor a térfogat nd, a
rendszer munkat végez kdrnyezetén. A kozolt hd egy része tehat a kdrnyezeten végzet
munkara foditodik, s a tobbi a belsd energiat noveli.

e B 2 .. 2. z ~ .,V = »RT
A homeérséklet nbvekedésevel egyenes aranyban né a 6V =%7 shaezt

abrazoljuk barmilyen hémérsékleti skalat is alkalmazva, mar szobahémérséklet
kornyeki adatokbol kdvetkeztetni tudunk az abszolut zérusfok |étezésére és értékére.

Izochor allapovaltozas az allandé térfogat mellett (dV=0) bekdvetkezd folyamatot
jelenti. A térfogati munka ekkor 0. A rendszerrel k6zolt ho teljes mértékben a belsd
energia novelésére forditodik. dU =0Q =nCodT

|zoterm az allapotvaltozas akkor, ha termodinamikai rendszer hdmeérséklete nem
valtozik. Ez idalis gazoknal — ahol a belsd energia csak a hdmeérséklettdl fliigg — a belsc
energia valtozatlansagat is jelenti, vacdU = 0. Az |. fotételbdl ekkor a kdvetkezok
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maradnat®@ =P& A rendszerrel kozolt elemi hd teljes mértékben a kdrnyezeten

végzett elemi munkava alakult. Ennek a (rész-) folyamatnak a hatasfoka tehat 1. Ez az
allitas nem tévesztendd dssze a Il fotétel ciklikusan mikodd hderdgepekre vonatkozo
kijelentésével. Megjegyzeést célszer flzni még ahhoz is, hogy habar a hdmérséklet
nem valtozik, mégis van energiakozlés hofelvétel formajaban, vagyis az a realtanodas
"kalorimetriai egyenlet”, amely szer@u2=em(B=T1) iy nem (-sem) érvényes.

Ekkor az altalanos gaztérvény Boyle-Mariott torvényévé egyszera?” =PV Ez

utobbi allandé érték masképpen is kifejezt?tV1 =&

. A g4z altal végzett
térfogati munke®W' =pdV kifejezésében a nyomas a térfogat fliggvenyekeént

megadhato, igy az integralas a kdvetkez6khoz vezet:

Va
@Qa=w,=nRT [ ¥ —nrTiin(R)
! w V Vi

Allandé hdmérséklet( allapotvaltozast ugy vélink megvaldsithaténak, hogy a
termodinamikai rendszerinket termikusan hozzéakapcsoljuk egy igen nagy
hdkapacitasu hoétartalyhoz. Ennek hdmeérséklete energia elvonas esetén sem csokken.

Kdrnyezetétdl termikusan elszigetelt rendszer allapotvaltozasat
adiabatikus allapotvaltozasnak nevezziik, vagJQ =0 Alkalmanként a folyamat

gyorsasaga az amire hivatkozva a folyamatot adiabatikusként kezeljik, mondvan hogy
a rendszer nem képes rovid idd alatt kdrnyezetének hoét leadni. llyen pl. a
hanghullamok esete, amikoris semmiféle szigetelés nincs, meégis az adiabatikus
allapotegyenlet adja a jobb eredményt a hangsebességre az izotermikussal szemben.

dU = —pdV = —6W'

Az |. fotétel specialis alakja ekkc , ennek makroszkopikus

megfeleldje

2
—f pdV = Uy — U, =nCy (T - T))
1
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A rendszeren végzett elemi munkaval egyenld a belsd energia valtozasa, illetve, ha

adiabatikus expanzié soran munkat végez a termodinamikai rendszer a kérnyezeteén,
e ~ - s s 7 ! — — e .

akkor ezt csak sajat belsd energiaja rovasara te®W dU, . Ezek alpjan minden

formula alkalmazas nélkdl is allithatjuk, hogy az adiabatikusan 6sszenyomott gaz
félmelegszik (lasd: biciklipumpa, a dizelmotorok mikddése), adiabatikusan kitagulo
pedig lehdl. (lasd a kiszurt sz6davizes patron jegesedése).

Adiabatikus allapotvaltozasnal, tal azon hogy az eredeti gaztérvény valtozatlanul
fonnall, szGkebb kapcsolat is megallapithatd az allapothtarozok kozott. Az elso fotéetel
igy hangzik ekkor®Co 4l =—pdV. a7 sitalanos gaztérvenybdl p—t kifejezhetjuk

p=nRI/ . behelyettesités, és némi atrendezés utan a kdvetkezd differencialegyenlete

kapjuk:

Ennek integralasaval kapjuk az egyik Poisson egyerTvV*—! = konst . Minimalis

kézligyességgel az eldbbi formula, valamint az altalanos gaztérvénynek
felhasznaldsaval a tovabbi két, (mas—mas valtozéparok kozoétti) Poisson egyenlet
gyarhato. pPY" =kenst

Folhasznaltuk a Robert—-Mayer egyenIeR =Cp—Co valalmint az adiabatikus kitevd
definiciojat: ® = C#/Cv
Subsections

« Carnot féle kdrfolyamat
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Carnot fele korfolyamat

Idedlis gaz megismert allapotvaltozasaibol szamos korfolyamatot rakhatunk 6ssze. E
korfolyamatok egyike az un. Carnot féle korfolyamat kitlintetett szerepet jatszik a
hderdgepek elméletében is, s torténetében is.

Figure: Carnot korfolyamat P-V diagramja.

Carnot korfolyamat

Amint az a (17) abrabadl is kiolvashat6 e korfolyamat, ket izoterm és két adiabatikus
allapotvaltozasbdl all 6ssze. Az egyes allapotok sorszamozasanak megfeleld koruljaras
(1-2-...) esetén erdgépi ciklusrol beszeliink. Forditott kdriljarasi irany esetéen a ciklus
hatdgépkeént / hdszivattyuként makaodik.

A Carnot-féle kdrfolyamat arrol nevezetes, hogy az adott
homeérsékleti hatarok kozott lejatszoédo korfolyamatok kdzul a Carnot
korfolyamat hatasfoka a legnagyobb, igy tehat elvi felsd korlatot jelent
az adott hdmérsekleti hatarok k6zott mikodd mas korfolyamatok
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hatasfokara.

Az egyes részfolyamatokra elvégzett integralokbol varrjuk 6ssze a kérfolyamatra
jeIIemzﬁf‘SW tipusu korintegralokat. Gazok specialis allapotvaltozasainal mar

kiszamolt folyamat jellemzd mennyiségeket fogjuk itt hasznositani..
A T1 (magasabb) hdmeérsékletl izoterma mentén az 1-2 expanzid soran a rendszer

munkat végez kornyezeten. A foélvett hd egyuttal a rendszer altal végzett munkat is
adja:

V
Qr=Qi12= {’2 =nRT ln(vj)

A 2-3 adiabatikus expanzi6 soran a rendszer belsd energiajanak csokkenésével
egyenld munkat végez kdrnyezetén:

W!, = =(Uz — U1) = nCy(T2 - Th)
Hokozlés természetesen nincs.
A 3-4 folyamat T2 (T1-tdl kisebb) allandé hémérsékletd kompresszio. A rendszer hot

ad le a T2 alacsonyabb homérsékletl kornyezet felé, a rendszer altal végzett munka
ekkor negativ.

V
Q-=Qsa=W,, = nRTgln(Vj)

A 4-1 adiabatikus folyamattal tér vissza a rendszer eredeti allapotaba. A munkavégzés
itt is a bels6energia valtozassal egyenld

Wa’,x = —(Ul - Ud) - —flCo(Tl = T2)
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— - Vi
A kdrfolyamat soran felvett hg@+ = @12 =n BTiin(y

A korfolyamat soran felvett hok eldjeles 6sszege amely a korfolyamat soran végzett
W' munkat adja. :

W"* =Qi + Q- =nRTiIn(32) + nRTin(3*)

Az adiabatikus allapotvaltozasok soran végzett munkak kiestek az azonos nagysagu,
ellentétes eldjell belsd energia valtozas okan. A hatasfok a kdrfolyamat soran végzett
munka €s a bevezetett hd aranya:

_ W'* _nRTiin(3?) +n RTain()
= T nRT;In(%2)

igazan jelentds egyszerdsitést érhetlink el, a formulaban, ha az In fliggvény mogotti

V4/V3 aranyt V2/V1 aranyra at tudjuk irni. Az 1-es és 4—es allapotok ugyanazon
w—1 __ w—1

adiabatan helyezkednek el igy irhatTtV1 =BVa Ugyanilyen dsszefliggés all

—1 __ x—1
fonn 2 és 3 kozott 1Yz =T2Vs

Vi/Ve =

. A két egyenldség osztasa a
Va/Vs aranyhoz vezet. Ennek visszairasa a hatasfok kifejezésébe a kdvetkezot

eredmeényezi:

T -T,
==

A Carnot kdrfolyamat hatasfoka csak a hatarolo izotermak hdmeérsékletétdl fligg.

A Carnot ciklus forditott iranyu lejatszasa esetén
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A hovezetes differencialegyenlete

Olyan kdzegek esetén, amelyek térfogati hdtagulasa nem jelentds, —ilyenek pl. a szilar
anyagok— nem teszunk kulénbséget az allando térfogatu, és allandé nyomasu hokozlés
(cp=cv=c) fajhdi kdzott. Ezt azért tehetjik meg, mert a térfogati munka ilyen esetekben
elhanyagolhato. Az elso fotétel szerint ha munkavégzés nem torténik, akkor a hokozlés
a belsd energiat nove® =0@ anol®@=cmdl A pelsg energia valtozas

epdl (itt P =dm/dV

cpdT /Ot

térfogategységre jutd rés a tomegsariség) Iddegység alatti

megvaltozas ekkor igy adhatdo m . EbbdI térfogati integrallal kapjuk véges

V térfogatba foglalt anyag belsd energidjanak iddegység alatti megvaltozasat:

or
—dVv
fv”"at

A belsGenergia valtozas a kozolt energiaval egyenld. Munkavégzés kiesett, tehat
kalonféle hokozlési formak jonnek szamitasba, ugymint konvektiv, konduktiv, és
sugarzasi energiatranszport. Itt csupan a konduktiv, azaz a homérsekletkllonbség altal
hajtott vezetési energiaarammal foglalkozunlj Advezetési aram Fourier |. tdrvénye

szerint;

j =-Agrad(T)

a hdmérsekletgradienssel aranyos es azzal ellentétes iranyitasu. Mint tudjuk
szamtanorarol, a gradiens a leggyorsabb névekedés iranyat adja meg, nagysaga pedig
fliggvényerték valtozasat, amennyiben az eldbbi irAnyba egységnyit lépunk. A negativ
eldjelrdl kilon megemlékezés torténik a ll. fottétel egy megfogalmazasaban, amely
szerint hd magatol csak magasabb homérsekletl helyrdl, alacsonyabb homérsekleta
hely felé aramolhat. A j energiaaramsardség egy:” 24¢/ (m*s) egységben adhatjuk

meg. Jelentése: j az aramlas iranyara merdleges egységnyi fellleten, iddegység alatt
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ataramlott energiat adja meg. Altalanos esetben a hely és idd fliggvénye, azaz
3 =3(71)

Hovezetés folytan adott A fellleten iddegység alatt ataramlo energiat az aramsariseg
felUleti integralja adja meg

1=/3‘dz
A

A hdvezetési egyutthato a kbzeg anyagara jellemzd (korantsem) allando. 1zotrop

k6zegben skalaris mennyiség, anizotrop kézegben az iranyfliggés miatt mar nem
adhaté meg egyetlen szamértéekkel. Ez utdébbi esetben altalaban az energiadramsirisé
vektor nem parhuzamos a homeérsékletgradienssel.

Ha most dsszeirjuk eddigi ismereteinket, a kdvetkezdket kapjuk, a V térfogatba foglalt
anyag belsd energiajanak idéegység alatti megvaltozasa egyenld az iddegység alatt
kozolt energiaval. A k6zOolt energiat a V térfogatot magabafoglald A zart fellletre
szamitott aramerdsség adja meg. A belsd energianak forrasai is lehetnek. Ezek
hozzajarulasat is figyelembe kell venniink egy térfogati integrallal a teljes leltarhoz.

fpc%dv=-}(3’d§+/fav
v A v

Bizonyari mindenki folismerte az extenziv mennyiségek meérlegegyenletének mesegjét,
és formajat.

Ahogy altalaban a mérlegegyenleteknél, ugy itt is fontos hangsulyoznunk, hogy az
allitas tetszblegesen valasztott V térfogatra és az 6t lezaro A felliletre igaz.

Az utolso integralban f a belsdenergia (idoegysegre juto) forras—sarlsegét, vagy
részletesebben kifejtve — iddegység alatt térfogategységben keletkezd belsd energiat
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3
jelenti. [W/(m®s)] llyen forrast jelenthet pl. aramatjarta vezetdben megjelend

elektromos teljesitmény (un. Joule hd). Ahogy azt majd az elektromagneses tér eneria
—mérlegegyenleténél latni fogjuk ugyanezen tag —ellentétes eldjellel- az
elektromagneses energia eltnésérdl ad szamot. Ugyancsak forrasként / nyeldként
jelentkezik a fazisatalakulasi ho folyadék, szilard fazis hataran.

A zartfelUleti integral térfogati integralla alakitasaval kapjuk a fenti kijelentés lokalis
forméjat.

pe o +div G) = §

Ebbe betdltve a Fourier I. energiadaramsiriséget megado torvényét, a kdvetkezdkhdz
jutunk:

ar

peg t div (—Agrad(T)) = f

Foltesszik, hogy a kbzeg hdvezetés szempontjabol tartomanyonként homogén, és

izotrop. Ez utébbi fogalmakat kordbban mar tisztaztuk, itt €s most ez azt jelenti, hogy a
hdvezetdképesség egy skalaris konstans. .

aT
o5 ~ Mpe) AT = f[(pe)

A specialis esetek kbnnyen szarmaztathatok. Ha nincs fazisatalakulas ( pl.
olvadas/fagyas), s nem folyik elektromos aram a vizsgalt kézegben akkor =0 .

Id6ben allandosult (stacionarius) eset?/® =0 Exkor a kovetkezoket kapjuk:
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div (7) =0 AT =0

A Parcialis DifferencialEgyenlet (PDE) egyértelmd megoldasahoz a vizsgalt tartomany
hatarain (peremein) eldirasokat kell tenntnk.

Levezethetd, hogy két killonb6zd kdzeg hataran, pl. két kilonb6zd hdvezetdképességi
tartomany hataran az egyes fizikai mennyiségeknek hogyan kell viselkednitik. Az el6z6
baloldali egyenlet kdvetkezménye pl:

jﬂl =3n2

azaz a hdéaramsQOriség" normalis komponensei folytonosak két kilbnbdzo kbzeget
elvalaszto felllet mentén. Ez persze ugy is irhato, hogy:

ar _ . aT
M g1 = 22502

A hdvezetés differencidlegyenlete 133



Flggelek

Subsections
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o 1K apro kérdés
e Targymutato

Vizsgatematika

Fizika I. vizsgatételek. [I-evf. Banyasz hallgatok szamara.

1 Kinematikai alapfogalmak. Tdmegpont, vonatkoztatasi rendszer, koordinatarendszer. Palya, helyvektor,
sebességvektor, gyorsulasvektor, Ut. Alapmennyiségek és szarmaztott mennyiségek, egységei. Descartes, €s a
hengerkooridinata—-rendszer ismertetetése.

2 Newton 1. térvénye, inerciarendszer, a kivalasztasi axioma. Tehetelen tomeg, az erd. Newton Il. axiomaja.
3 Hatés, ellenhatés, Newton llI. térvénye. IV axidma, az er6hatasok fiiggetlenségének elve, az eredd erd.

4. Mozgasegyenlet (Newton Il), integralasa, kezdeti feltételek. Specialis erotorveények esetében a kialakulé mozgas.
Id6tdl fliggd erd, csak sebességtdl fliggd erdk esetén.

5 Azerd munkdja, teljesitménye. A munka, mint gérbementi integral és szamitasa. Mozgasi energia. Munkatétel,
teljesitménytétel.

6 Er6tér, (mezd) térerdsség. Erbvonalas szemléltetés. Konzervativ erdtér tulajdonsagai.
7 Forgatényomaték, perdilet (impulzusnyomaték) definicidi. Terileti sebesség. Impulzusnyomatékra vonatkozé tétel.

g Linearis er6torvény, harmonikus rezgdmozgas. Periédusidd, frekvecia, korfrekvencia. Csillapitott rezges.
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Q. Gerjesztett rezgés. Rezgeések 0sszegzése.

10, Pontrendszer definiciéja, tomegkozéppontja. A tomegkozéppont mozgasara vonatkozo tétel. Pontrendszer mozgasi
energiaja.

11 Rugalmas és rugalmatlan Utk6zések. Specialis esetek: egyenld tomegek és Iényegesen kilonbdzd témegek rugalma
centrdlis Utkdzése. A rakéta

12 Extenziv mennyiség sOrlsége, arama, arams(rlsége. Konvektiv, konduktiv aramok. Extenziv mennyiségek
mérlegegyenlete. Integralis és differencialis alak.

13.A mérlegegyenlet megmaradé mennyiségekre érvényes alakja. A tomegmegmaradas és az elektromos toltés
megmaradas térvénye. Specialis eset: inkompresszibilis kontinuum.

14 . Kontinuumok. Fellleti erok, térfogati erdk. Idedlis folyadék, a nyomas. Nyiréer6k nemidealis folyadékban. Euler
egyenlete idealis folyadékra.

15 Aramlasok osztalyozasa. Bernoulli egyenlete barotrop kézegre, alkalmazasa. Nyoméaspotencial.

16 Monokromatikus sikhullam. Longitudinalis, transzverzalis hullamok. Fazisfellilet, periodusidd, frekvencia,
korfrekvencia, hullamhossz, hullamszam, fazissebesség.

17 Torolve ****A hidrodinamika egyenleteinek linearizalasa kis perturbaciokra. Hullamegyenlet, hanghullam
sebessége gazokban***** T,

18 Hidrosztatika alapegyenlete. Alkalmazasa inkompresszibilis, kdzegre, valamint egy atmoszféra modellre.
Archimedesz térvénye.

19, Hotani alapjelenségek, linearis, kobos hotagulas, folyadékok spontan konvekcidja. Kalorimetria alapegyenlete.
Fajhd, hdkapacitas.

20. Termodinamikai rendszer, a rendszert hatarol¢ falak és a falak altal megengedett kdlcsonhatasok —a hozzarendelt
extenziv és intenziv allapot hatarozék. A termodinamika 0-ik f6tétele. Egy termodinamikai rendszer egyensulya,
kvazisztatikus folyamatok.

21 . Belsd energia, munkavegzes, hdkozles. Termodinamika I. és II. fotetele. Megemlékezink a I11.-r6l.
22. Termodinamikai kdrfolyamatok. Er6gépi ciklus, h(tdgépi (hdszivattyl) ciklush. Hatasfok, j6séag.
23 Az idealis gaz fenomenoldgiai modellje. Specidlis allapotvaltozasok, I. fététel alkalmazasa.

24 . Carnot korfolyamat.
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25 A belso energia arama ("héaram-sardség-vektor"). A hdvezetés differenciél egyenlete.

1K apro kérdés

—-tbmegpont, -vonatkoztatasi rendszer, —helyvektor, -palya, -elmozdulas, -ut,
—-sebességvektor, —gyorsulasvektor, —-sebességvektor abszolutértéke, -atlagsebesség,
—-mozgastorvény, -palya és a sebességvektor kapcsolata, -Transzformacio sikpolar és Descartes
koorinak kozoétt. —sebességvektor sikpolarban, —-szdgsebesség, -—gyorsulasvektor sikpolarban —mi
a henger koordinatarendszer,

—-mi az inerciarendszer, — Newton |. axiomaja, -kivalasztasi axioma, -tehetetlen tomeg, -sulyos
tomeg, —Newton Il, —impulzus (lendilet) definiciéja, —Newton Ill. —Newton IV., —erdk
0sszege, —erdk felbontasa, —eredd erd, -erbtdrvény, —mozgasegyenlet, —integraciés allandok,
—-kezdeti feltételek

—erbtér (mezd), -térerd, -—erdvonalas szemléltetés

—elemi munka, —energia, —mozgasi energia, —erd munkdaja gorbe mentén, —mozgasi energia,
—sebesség, gyorulas, Ut, impulzus, energia egysége, -teljesitmény és egysége, — a munkatétel,
—teljesitménytétel

—konzervativ erdtér munkavégzés zart gorbe mentén, —két pont kozoétt kilonbdzd gorbék mentén

munkavégzes, -—potencidlis energia, —potencidlfiggvény, —ragoerd potencidlis energia—kifejezése,
—tbmegvonzas pontszer( testek kdzott, —tdmegvonzas potencialis energiaja, — I, Il szokési sebesség.
—(6ssz) mechanikai energia konzervativ térben.

—erdnyomaték (forgatbnyomaték), perdilet (impulzusnyomaték), —terileti sebesség,
—impulzusnyomatéki tétel. —perdiletmegmaradas zérus erdnyomatékra, —centralis erbk, mozgas
sajatsaga centrdlis térben.

—pontrendszer, tomegkdzéppont definicidja. —tdomegkdzéppont mozgasa, —pontrendszer mozgasi
energiaja, —rakéta hajtas kiindulé egyenlete, —tokéletesen rugalmas Utktzés, —tdkéletesen rugalmatlan
Utkozés, —tokéletesen rugalmas Uitkdzés spec. esetek, egyenld tomegQ, I[ényegesen kiilonb6zd témegek
utkdzeése.
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—harmodnikus rezgdmozgés mozgasegyenlete, —harmonikus rezgdmozgés mozgastorvénye
—periodusidd, —frekvencia, kdrfrekvencia. —csillapitott rezgdmozgéas, -rezonancia jelensége,
—rezonanciagorbe—

—-rezgeések 0sszetétele, szuperpozicio, -lebegeés, —két egymasra merdleges rezgés palyaja akkor
egyenes ha ...... , akkor kor ha .....

—kontinuumok jellemzése, —extenziv mennyiség definicéja. —extenziv slrdrsége, -extenziv konvektiv
arama, aramsar(sége, aramerdssege. -mérlegegyenlet integralis alakja, jelentése —mérlegegyenlet

differencialis alakia, —meamaradé extenzivek, —-tdmegmegmaradas, toltésmegmaradas térvénye.
—Honnan ereA1¥1 = 4212

—térfogati erd, —fellleti erbk, —a nyomas, -idealis folyadék, —Euler egyenlete. —konvektiv

derivalt, —kompresszibilis, inkompresszibilis szavak jelentése, -barotrop kézeg, -Bernoulli
egyenlete, —-Bernoulli egyenlete: feltételek, —nyomaspotencial: izoterm, adiabatikus,
—aramlastipusok, -—hidrosztatika alapegyenlete, -izoterm atmoszféramodell (kiindulasi egyenletei és
jellemzése), —adiabatikus atmoszféramodell (kiindulasi egyenletei és jellemzése), —Archimedesz
torvénye, —Pascal tdérvénye,

—homogén, inhomogén kézeg, -izotrop, anizotrop kdzeg, —monokromatikus sikhullamban, mi a sik,
€s mi a monokromatikus —transzverzalis / longitudinalis hulldm, -hullamhossz, -hullamszam,
—korhullamszam—-vektor —fazissebesség, —Doppler effektus, tipusai, a hanghullam sebessége

—linearis hoétagulas, —kébos hdtagulas, —folyadéksirlség hdomeérsékletfliggése, —spontan konvekcio,
—kalorimetriai alapegyenlet és fogalmai, —fajh®, molhd, hdkapacitas.

—termodinamikai rendszer, —kdlcsdnhatasok, jellemzd extenziv és intenziv mennyiségei, —egyensuly, 0.
fotétel, —két rendszer egyensulya, —a termodinamikai rendszer egyensulya, —kvazisztatikus folyamatok,
—elsd fotétel, —allapot/ folyamatjelzd mennyiségek az |. foétételben, —térfogati munka, —I. fotétel
korfolyamatokra. —rendszeren/rendszer altal végzett munka, —erdgépi ciklus hatasfoka, —hatdgép,
hdszivattyl és josaga, —Il. fotétel kilonb6z6 megfogalmazésai, —elsbfaju, masodfaju 6rokmozgé.
Reverzibilis folyamat

—idealis gaz fenomenologiai modellje, -idealis gaz kinetikus gazelméleti modellje, —adiabatikus
allapotvéltozas, —izoterm allapotvaltozas, —izochor allapotvaltozas, —izobér allapotvaltozas,
—Robert-Mayer egyenlete — allandé nyomasu / térfogatu fajhdk kilonbsége. —Carnot korfolyamata
erdgépi ciklus hofelvétel/leadas, munkavégzeés hatasfok, —Carnot koérfolyamata hatdgépi ciklus.

—hbvezetés, —hdaram (belsd energia arama), hdaramsardségvektor, —mérlegegyenlet a belsd energiar
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—hdvezetés differencidlegyenlete, —hdvezetési egyttthato

Miskolc. Vitéz G. sk. December 25, 2001

Targymutato

aramerosseg

Extenziv mennyiségek mérlegegyenlete.
aramlastipusok

|deédlis folyadéekok aramlasa
aramsuruseg vektor

Extenziv mennyiségek mérlegegyenlete.
barotrop allapotegyenlet

Idedlis folyadékok aramlasa
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