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I. Tantargyismerteté bevezetd

1. A mechanika targya

A miszaki életben fontos a mozgésjelenségek megfigyelése, leirdsa, a mozgast kivaltdo oknak a meghata-
rozasa, ill. a mozgasoknak a miszaki feladat szerint megszabott biztositasa. Mindezek mddszereit és tor-
vényeit targyalja a mechanika.

Roviden: a mechanika az anyagi testek mozgasaval €s erdkkel foglalkozé tudomany.

2. Alapfogalmak

Az anyagi test fogalma

A mechanikaban vizsgalt testek a geometridban vizsgalt testektdl abban kiilonboznek, hogy mindig anya-
gi testek. a test anyagisagat a tomeg (strliség) fejezi ki. Az anyagi testet kontinuumnak tekintjiik, ami azt
jelenti, hogy az anyag a test alakja altal kijelodlt teret folytonosan tolti ki. A legegyszerlibb az az anyagi
test, amelynek alakja a mozgés soran nem valtozik. Az ilyen testet merev testnek nevezziik. Merev test
esetén a test barmely két pontjanak a tdvolsaga alland6: AB=4ll.

1. abra

Vektorosan felirva a merev test kritériumat:

2
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A mozgas fogalma

Az anyagi test mozgasan annak egy merev testhez rogzitett koordinata-rendszerhez, egy un. vonatkoztata-
si rendszerhez viszonyitott helyzetvaltoztatasat értjiik.

megfigyelt
test

wonatkoztatasi rendszer

2. abra



Az ero fogalma

Erdnek nevezziik két test egymasra gyakorolt hatasat, ha annak kovetkeztében a testben mozgasallapot-
valtozas vagy alakvaltozas kovetkezik be. Jele:F, mértékegysége N (kN, MN, GN). Két test egymasra
gyakorolt hatasa létrejohet kdzvetlen érintkezéssel vagy érintkezés nélkiil.

Kozvetlen érintkezés esetén felszini erokrol beszéliink. Az érintkezés torténhet:

egy feliilet mentén => feliilet mentén megoszlo erdrendszer (p [N/m ])

3. 4bra

egy ¢l mentén => ¢l mentén megoszld erdrendszer (p [N/m] ).

4. abra

I

egy pont mentén => koncentralt erd

5. abra

Ha a két test egymasra gyakorolt hatisa kozvetlen érintkezés nélkiil jon 1étre, akkor tomegerdrdl vagy tér-
fogati erordl beszéliink.

Az erdt harom adat jellemzi: nagysag, irdny és értelem, azaz az erd vektormennyiség:

|F|=500MN
E
/ R
tamadaspont  értelem irary
6. abra

Egy testre egyidejlleg tobb erd is hathat. Az egyugyanazon testre hatd erdk dsszességét erdrendszernek
nevezzik.

3. A mechanika vizsgalati médszere

Merev testek, ¢l mentén megoszl6 erdrendszerek, koncentralt erdk a valésdgban nem léteznek, csak jol
megkozelitik azt. Mindezek modellek. A mechanika vizsgélati modszere a mechanikai modell alkotésa.
Ez ugy torténik, hogy a valdsag teljes bonyolultsaga helyett a vizsgalando testnek csak a vizsgalat szem-
pontjabol Iényeges tulajdonsagait tartjuk meg, a tobbit elhanyagoljuk. ez a mechanikai modell. Ugyan-
azon testnek mas és mas modell felel meg, ha kiilonb6zo jelenségeket vizsgalunk.



4. A mechanika felosztasa

A mechanika két fo részre oszlik: a kinematikara és a dinamikara. A kinematika a mozgés leirasaval, a di-
namika a mozgas megmagyarazasaval foglalkozik. A dinamika tovabbi két részre bonthato: a kinetikara
¢s a statikara. A kinetika a mozgast kivaltd okokat kutatja. A statika a mozgas egy kiilonleges esetének, a
nyugalomnak a vizsgalataval, feltételeinek elemzésével foglalkozik.

Mechaniks

Dinarmika
[okkeresés)

Kinematika
(leiras)

Statika Hiretika
(L) (mozgd)

Szilard-
sddtan

Merey testek
statikdja

7. dbra

5. Erok osszevonasa ill. felbontasa 6sszetevokre
- két, az erdvel kozos sikban fekvo (nem parhuzamos) hatasvonal iranyaba.
- harom, nem egy k6z0s sikban fekvo hatasvonal iranyéba.

Az er0 sikbeli felbontasa

=F cos @
Fsin @

«.q:—rl }(—I_I
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8. abra

a 8. abra alapjan az F erd skalar komponensei az x és az y tengely iranyaban.

Az erd felirdsa: F = Fx 1+ Fy ] vagy oszlopvektor formajaban (matrix):



;-

A komponensek eldallithatok a matematikdban tanultak szerintis: Fx =FiésFy=F]

Az erd nagysaga:

2. 2
[El=F=VE+F
Szokas skalar komponensekrdl (Fx ,Fy ) és in. vektorkomponensekrdl is beszélni. Fx = Fx1és Fy =Fy |.

Az er0 térbeli felbontasa

L'}

9. dbra
A sikbeli felbontashoz hasonléan F = Fx i+ Fyj+ Fz k.

Térben is irhatd: F =F cosa, F=F cosb , F =F cosg, ahol a,b és g az F vektor hatdsvonaldnak (irdnya-
nak) az x, y és z tengelyekkel bezart szogei. Szamitasuk:

cos alfa=Fx /F; cos beta = Fy / F; cos gamma = Fz / F ahol

F=VF+FR+F

a vektor abszolutértéke.

Erok osszeadasa szerkesztéssel:

F
R
Fa
szerkezets Abra veltorabra

10. 4bra

Erok kivonasa szerkesztéssel:



I

Rl B
EE=E+ER _
F.
szerkezett abra velitordbra

11. dbra

Il. A statika alaptételei:
Az erd statikai nyomatéka:
1. Fogalma, fajtai, az elgjelszabaly

2. A nyomatéki tétel

1. A statika alaptételei

A mechanika-hasonldan a t6bbi természettudomanyhoz-alaptételeit megfigyelések és tapasztalatok
alapjan allitotta fel. Ezen megfigyelések és tapasztaldsok vizsgalata olyan egyszeri tételekhez vezetett,
amelyek tovabb mar nem elemezhetdok. Az igy kapott konnyen érthetd és meggy0z0 tapasztalati
torvények az alaptételek, amelyeket bizonyitas nélkiil igaznak fogadunk el.

1. alaptétel

Newton III. axiémaja, az akcid-reakcid elve, amely kimondja, hogy két testnek egymadsra gyakorolt hatasa
mindig egyenld egymassal, de ellentétes értelma.

7R
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12. dbra

2. alaptétel

A testre hat6 két erd akkor és csakis akkor van egyensulyban, ha a két erd hatasvonala k6zds, nagysaga
azonos ¢s értelme ellentett.



EFo=-Fy
13. 4bra

3. alaptétel

Ko6z06s tamadaspontu erdrendszer mindig helyettesithetd egy vele egyenértékll egyetlen erdvel, az
eredovel. Az eredd erd:

F=FE, +E,+Ey=) F,
tdmadaspontja megegyezik a kozds timadasponttal.

4. alaptétel

Csak merev testre igaz. Merev testen timado erorendszer hatdsa nem valtozik, ha hozzaadunk vagy
elvesziink beldle egy masik, dnmagéaban egyensilyban 1évd erdrendszert.

14. abra

A tétel kdvetkezménye: merev testen tdamado erok hatdsvonaluk mentén eltolhatok, azaz a
tamadaspontnak nincs jelentdsége.

5. alaptétel

Kapcsolatot teremt a statika és a szilardsagtan kozott. Kimondja, hogy ha barmilyen szilard test a rahato
kiilsd erdk hatasara alakvaltozast szenved majd ismét nyugalomba keriil, akkor ebben a deformalt
allapotaban helyettesitheto egy vele egyezo alaku merev testtel.
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smilard test merey test

15. abra

2. Az ero statikai nyomatéka

Amikor két,egymashoz csavarkotéssel rogzitett lemeznél a csavaranyat villaskulccsal meghtzzuk, a
villaskulcsra hat6 F erd forgato hatést valt ki. Ennek a forgatohatdsnak a mértéke egyenesen aranyos az
erd nagysagaval, €s az erd hatdsvonalanak a forgasponttol mért tavolsagaval.

16. abra

Vizsgaljuk meg mindezt altalanosan. Legyen adott egy O pont koriil elforgathatd lemez. Miikodtesslink
rajta egy F erdt. A lemez az erd hatésara elfordul.

Altaldnosan kimondhatjuk: az elfordulas sikja az erdvektor és a pont altal meghatarozott sik, az elfordulas
tengelye pedig az O ponton atmend, a sikra merdleges t-t tengely.

Tehat az erd forgato hatassal rendelkezik. Az erd forgat6 hatdsat a statikai nyomaték méri. Ennek
mértékélil az M = F - k szorzatot vezetjlik be, ahol:

M: az F er0 t tengelyre vett statikai nyomatéka
k: az erd karja (a t tengely €s az erd hatdsvonala k6zotti normaltranzverzalis)
Az erd statikai nyomatékanak mértékegysége: Nm.

Alkalmazott eldjelszabaly: az a nyomaték pozitiv, amely feliilrol nézve az 6ramutatd jarasaval ellenkezd
értelemben forgat. (A jobbmenetl csavarnal a rogzités negativ, az oldas pozitiv forgatonyomatékkal
torténik.)

A statikai nyomatékot nemcsak tengelyre, hanem pontra is szamithatjuk. A t tengely O pontjara szamitott
nyomatékvektor:

M=rxF.

Az M vektor az r és F vektorok sikjara merdleges igy, hogy r, F és M jobb sodrast koordinatarendszert
alkot. A nyomaték nagysaga: M| = |F| |r| sinf =F - k . A vektorszamitas az erd nyomatékanak
forgatoértelmét egyértelmiien meghatarozza.

A tengelyre és a pontra vett statikai nyomatékok kozott kapcsolat all fenn, miszerint: a t tengelyre vett
nyomaték az O pontra vett nyomatékvektornak a t tengelyre esd vetiilete. A pontra vett nyomaték zérus,
ha az erd hatasvonala 4tmegy a ponton. A tengelyre vett nyomaték zérus, ha az erd hatdsvonala metszi a
tengelyt, vagy parhuzamos a tengellyel.

Nyomatéki tétel:

Az erd valamely pontra szamitott nyomatéka egyenld a komponensek ugyanezen pontra vett
nyomatékanak dsszegével.



Masképpen: egy erdrendszer ereddjének nyomatéka a sik barmely pontjara ugyanakkora, mint az erdk
ugyanazon pontra vett nyomatékainak dsszege.

Az O pontra vett nyomatékvektor:

] k
M=rxE=|x y 0=z
F. F, O
= (- Fy-y- Fa)k
l-;;{
17. dbra

De: a komponensekkel M =Fy - x - Fx -y=p Fk.
fgy: pF=x-F-y-F,tehat a nyomatéki tétel igaz.

Ko6z06s ponton atmend erdrendszer esetén a nyomatéki tétel: az erok nyomatékanak algebrai 6sszege
barmely pontra zérus.

lll. A kényszerek fogalma, fajtai
Ko6z06s metszéspontu erok egyensulya:
1. Két erd egyensulya

2. Harom erd egyensulya

1. A kényszerek

A testek mozgasat sokszor kotottségek korlatozzak. A leggyakoribbak a geometriai kotottségek, amelyek
esetén a testek egy adott merev nyugvo feliileten vagy gorbén mozoghatnak. Ilyen jellegh
kényszerkapcsolat van pl. a hid egyik végének a rogzitésénél, ahol a hid gorgdkon tdmaszkodik a talajra.
A hid mésik vége csukloval rogzitett.

[= ]
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18. abra

Kényszernek nevezziik a mozgast gatld elemeket, vagyis mindazokat a kapcsolatokat, erdhatasokat,
amelyek egy test mozgasat korlatozzak vagy megakadalyozzék. Azokat az eroket, amelyeket a testre a
kényszerek fejtenek ki, kényszererdknek vagy reakciderdknek, a testet terheld ismert erdket pedig aktiv
eroknek nevezziik. A kényszerkapcsolatokbdl, a lehetséges elmozdulasokbdl kovetkeztetni lehet a
kolcsonhatasként jelentkezo kényszererdkre.

A kényszerek targyalasakor feltételezziik, hogy az érintkezo testek feliilete tokéletesen sima.

A kényszerek fajtai

1. A megtamasztas:

olyan kényszer, amelynél a testet egy masik testre helyezziik.



elmozdulas

905
elmozdulas

19. dbra

Miutéan az érintkez0 feliiletek tokéletesen simak, ezért a kozos érintdsik iranyaban nem 1ép fel erd-igy
tehat a test ebben az irdnyban el is mozdulhat-emiatt a feliiletek egymast kdlcsondsen a kozds normalis
iranyaban nyomjak. Vagyis a megtamasztasnal fellépd kényszererd mindig normalis irdnyt. Jelolése:

2
K

20. abra

A megtamasztas | ismeretlent jelent: az erd elgjeles nagysagat.

2. A sikcsuklo:

olyan kényszer, amely az egyik testnek egy masik testhez rogzitett csap koriili elforduldsat teszi lehetoveé.

21. abra

Miutéan a csuklo csak tengely kortili elfordulast tesz lehetdve, elmozdulast pedig nem, ezért a kényszererd
a tengelyre merdleges sikban helyezkedik el, és atmegy a csukld geometriai kdzéppontjan.

Jele:

o
y by N
L. 7A&7
Ky
22. abra

A sikcsukl6 2 ismeretlent jelent: egy sikbeli erd eldjeles nagysagat €s irdnyat.

3. Gombcsuklo:

olyan kényszer, amely egy testnek egy masik testhez képest mozdulatlan pont koriili elfordulasat teszi
lehetdve.



23. abra

Mivel a test elfordulhat a pont koriil, de el nem mozdulhat, ezért a kényszererd egy olyan térbeli erd,
amely dtmegy ezen a ponton.

Jele:

iz

24. abra

A gombcesuklo harom ismeretlent jelent: egy térbeli erd nagysagat és iranyat.

4. A befogas:

olyan kényszer, amely egy testet a megfogas helyén mereven rogzit a helytallé kornyezethez.

7 F

1

25. abra

Miutan a befogas nemcsak elmozdulast, hanem elfordulast sem tesz lehetdové, ezért a fellépd sikbeli
kényszereron kiviil egy nyomaték is ébred a kényszer hatasaként. Ebbol kovetkezik, hogy a befogas
barmilyen tetszdleges erdrendszer atadasara alkalmas,ill. barmelyik erdrendszerrel képes egyensulyt

tartani.

26. abra

Jelblése:

Ky

A sikbeli befogas 3 ismeretlent jelent: egy sikbeli erd irdnyat, nagysagat €s egy nyomatékot.

A térbeli befogas 6 ismeretlent jelent: egy térbeli erdt (3) és egy nyomatékvektort (3).

5. A rud:

Osszetett kényszer, amelyet silytalannak tekintiink. Alakja lehet egyenes vagy sikgdrbe. A rud csak akkor
tekinthetd kényszernek, ha csak a végein kap terhelést. A csak a végein terhelt rid akkor lehet
egyensulyban, ha a kényszerero radiranyu. A rad egy olyan test, amelynek az egyik mérete (a hosszmenti)



Iényegesen nagyobb a masik kettonél (a keresztmetszetnél).

A rud 1 ismeretlent jelent: az erd eldjeles nagysagat.

K
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27. abra

Rudirany: a rad két végpontjat 6sszekotd egyenes.

6. A kotél

A kényszerként alkalmazott kotél sulytalan, nytjthatatlan és tokéletesen hajlékony. A kotélben ébredd
kényszererd mindig kotéliranyt. Az egyensuly feltétele, hogy a kotél huzott legyen.

Jele:

28. abra
A kotél 1 ismeretlent jelent: a huzoerd nagysagat.

A statika a merev testek tartds nyugalmi helyzetének feltételével foglalkozik. A testek egyenstlyat
mechanikai kényszerekkel biztositjuk, ui. a test az aktiv erdok és a kényszererok hatésara lesz
nyugalomban.

2. K6zos metszéspontu erok egyensulya

A k6z06s tAmadaspontl, n erdbol allo erdrendszer ereddje (a statika 3. alaptétele alapjan):

n
R= ). F\=F +E+ . +F,
1

R= R+ R+ Rk
Re= 5 Fa=0 X,
Ry= 2 Fa=) Y,
Ry= ) Fau=) Z,

Vezessiik be a:

F:d: }{‘1 Fx2: }{‘2 Fxn: }{‘n
|:~,=1_\Tr1 FyZ_YE l:wg.fn:\"rrn
|:21_21 FzE_ZE an:Zn

Az egyensulyi erdrendszer egy specidlis erdrendszer, amelynek hatasara a testek mozgésallapotdban nem
kovetkezik be valtozas (Newton 1. axioméja).Egyensulyi erdrendszer esetén az eredd erd zérus: R=10.

A felirhat6 3 skalar egyenlet:



Ry= » X,=0

R‘f: Z ¥=0 egyensilyl egyenletel

R,= » Z,=0

Két er6 egyensilya

A masodik alaptétel szerint a testre hat6 két erd akkor és csakis akkor van egyensulyban, ha a két erd
hatasvonala k6z0s, nagysaga azonos és értelme ellentett.

29. abra

Harom er6 egyensulya

Harom erd egyensulyat visszavezetjiik két erd egyensulyara, ezért a harom erd koziil tetszdleges kettdt az
ereddjével helyettesitjiik. Viszont a harmadik alaptétel szerint két erd csak akkor helyettesitheto egyetlen
erdvel, ha a két erd metszi egymast, azaz kozos sikban vannak. Ez esetben az eredd is ugyanebbe a sikba
esik. Evvel az ereddvel a harmadik erd csak ugy tarthat egyensulyt, ha az ereddvel k6zos sikba esik,
vagyis ha a harmadik er0 is az eldbbi két erd sikjaban fekszik.

Hérom erd egyensulyanak elso feltétele tehat, hogy a harom erd egy kozos sikba essék.

Eldszor az F1 és F2 erdk ereddjét hatdrozzuk meg. Az eredd vektorat a vektorhdromszog adja, és az eredd
keresztiilmegy a két erd M metszéspontjan. Egyensuly csak akkor lehet, ha F3 k6z0s egyenesbe esik az
F12 ereddvel, és F3 ugyanakkora csak ellentétes értelma mint F12, vagyis F3 = - F12. A vektorhdromszog
F12 vektoranak helyébe az F3-at rajzoljuk. Lathato, hogy egyensuly esetén a vektorharomszog folytonos
nyilfolyammal zarddik.

=N

E

30. 4bra
Tehat harom erd egyensulydnak feltételei:
1. hatasvonaluk egy pontban metszodik
2. vektorhdromszogiik zarodik és folytonos nyilfolyamn.

és ezekbol kovetkezoen hatasvonaluk k6zos sikban van

Ko6z6s sikban fekvo négy eré egyensulya
Adott: egy erd nagysaga, iranya, értelme €s vele kzos sikban 1évd harom erd hatasvonala.

Feladat: a harom adott hatdsvonalon miikddd erdk meghatarozasa ugy, hogy a kapott négy erd
egyensulyban legyen.



A feladat egyértelmiien nem megoldhatd, vagyis hatarozatlan, ha mind a négy erd k6zos ponton megy
keresztiil. Ha csak harom erd megy at egy kozos ponton, a negyedik pedig kiilonallé erd, akkor pedig nem
lehet egyensuly.

1. Culmann-féle szerkeszt6 eljaras

31. dbra
A négy erd egyensulyat harom erd egyensulyara vezetjiik vissza:
F+F1+F2+F3=0F+FI2+F3=0FI2=8

Az F1 és F2 erdk ereddjérdl azt tudjuk, hogy atmegy az 1 és 2 hatasvonal metszéspontjan, de az igy
maradt harom erd egyensulyanak feltétele tobbek kozott a kozos metszéspont,igy F12-nek az F és F3_
metszéspontjan is at kell mennie, igy ismertté valik az F12 eredd hatdsvonala, az Gn. segédirany. A kapott
harom erdvel megszerkesztve a zar6do, folytonos nyilfolyamu vektorsokszoget, F1, F2 és F3_
meghatarozhatd. A modszer alkalmas egy erd harom sikbeli komponensre torténd felbontasara is.

2. A Ritter-féle szamitoé eljaras

32. abra

Jeloljiik ki két-két ismeretlen erd hatasvonaldnak metszéspontjat. Az igy kapott pontok (P1, P2, P3) a
vonatkoz6 erdk fopontjai. Pl. a P2 fopont az F2 erd fopontja. Irjuk fel a nyomatéki egyenstlyi
egyenleteket a fopontokra illeszkedd, a szerkezet sikjara merdleges tengelyre.

PI. F2 erd meghatarozasa:

Y M= F+fF 20
(Fs)

Az eljaras elonye, hogy a felirhatd egyenletekben csak egy ismeretlen van, a kiszamitando ero.

IV. Az erépar:
1. Fogalma és jellemzdi
2. Eroparok 6sszegzése

3. Ko6z0s siku erd és eropar ereddje



1. Parhuzamos erok

A parhuzamos erdkbdl 4ll6 erdrendszer az erdrendszerek egy specidlis esete.

33. 4bra

Az eredo erd: F =F1 + F2 +....+ Fn alapjan meghatarozhat6, vagyis ismert az eredd erd nagysaga, irdnya,
¢értelme. Ismeretlen viszont a hatasvonala, mivel az erdk metszéspontja a végtelenben van. A feladat tehat
az eredd hatasvonal egy pontjanak meghatarozasa, melyen keresztiil a pArhuzamos erdk hatasvonalaval
parhuzamost huzva megkapjuk az eredd erdt. Ezen pont meghatarozasat a nyomatéki tétel alkalmazaséaval
oldjuk meg. A kiindulas az, hogy az eredd hatdsvonalara az erdrendszer nyomatéka zérus kell, hogy
legyen, mivel az eredd egyetlen erd.

a./ Két parhuzamos hatasvonalu, megegyezd értelmi erd ereddje
R
R R=F,+F

M—I_I

34. abra

A szerkesztés menete: az egyik erd vektorat rdmérjiik a masik hatdsvonalara és viszont. Majd az egyik
vektor kezdopontjat 6sszekotjiik a masik vektor végpontjaval és viszont. Az igy kapott (P) pont valoban
az eredd hatasvonalanak egy pontja, mert a két haromszog hasonl6sagabol:

Fl1/F2=a2/al=>Fl-al=F2-a2=>F2-a2-Fl-al=0=S Mi
Az eredd hatdsvonala mindig a két erd hatasvonala kozé esik.

b./ Két parhuzamos hatdsvonalu, ellentétes értelmi erd ereddje

|:1 ] E = E2 B E1
r R
E
e
g 1 P
] a,
2
35. abra

A szerkesztés menete ugyanugy torténik, mint a megegyezd értelmi erdknél. Itt is felirhato a két kapott
haromszog hasonldsaga alapjan:

F2/Fl=al/a2=>F1-al=F2-a2=>F1-al-F2-a2=0=S Mi

Az ered0 hatasvonala a két erd hatdsvonala altal hatarolt savsikon kiviil a nagyobbik erd oldalan van.

2. Az eropar

Két egyenld nagysagu, parhuzamos hatasvonalu és ellen- tétes értelmi erdbdl all6 erdrendszert erdparnak
nevezzik. A két parhuzamos erd sikot hataroz meg, ez az erdpar sikja.



36. abra

Ha az erdpar egy olyan merev lemezen hat, amely a sikjara merdleges t tengely kortl elfordulhat, akkor
az erdpara merevtestet a forgastengely koril el fogja forgatni, vagyis az erdpar forgatdhatéssal,
nyomatékkal bir. Hatarozzuk meg az erdpart alkot6 eroknek a nyomatékat az O ponton atmend, az erdopar
sikjara merdleges t tengelyre: M=Fa+F (k-a)=Fk

F: az egyik erd nagysaga, az erdpar alapja
k: az erdpart alkoto két erd merdleges tavolsaga, az erdpar karja

Ha a nyomatékot egy masik tengelyre irjuk fel:

d
37. abra

M =F (atk) - F a=F k => természetesen ugyanazt az §sszefliggést kapjuk. Az eredménybdl két fontos
megallapitast tehetiink:

- A nyomaték nagysaga nem fiigg az a mérettdl, vagyis nem fligg a forgastengely helyzetétdl. Az erdpar
nyomatéka a sikjara merdleges valamennyi tengelyre ugyanakkora.

- Az erdpar nyomatékat az egyik erdnek és az erdk merdleges tavolsaganak szorzata adja: M=F k .

Tehat az erdpart a sikja és a nyomatéka jellemzi. Az elozoekbdl kovetkezik, hogy az erdpart a sajat
sikjaban parhuzamosan elcsusztathatjuk, elforgathatjuk, ill. a sajat sikjaval parhuzamosan is eltolhatjuk.
Bizonyitas nélkiil is belathatd, hogy az erdpar forgatd hatasa a sikjara merdleges barmely tengely koriil
valtozatlan marad.

Ha ugyanazon sikban, vagy parhuzamos sikokban hat6 két erdpar nyomatékanak dsszege zérus, akkor a
két erdpar egyensulyban van. Ebbol kdvetkezik, hogy ha k6zos sikban vagy parhuzamos sikokban
mikodo két erdpar nyomatéka egyenld, akkor a két erdpar egymassal egyenértékil. Az egyenértékiiségbol
kovetkezik, hogy az erdparnal sem az erdnek, sem a karnak kiilon-kiilon nincs jelentdsége. A kettd
szorzata, a nyomaték a fontos jellemzd.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy az erdparnak harom meghatarozoé jellemzdje van:

- sikjanak allasa



- a forgatd hatés, a nyomaték értelme
- a nyomaték nagysaga.

Tehat az erdpar egy vektorral jellemezhetd. Az erdpar nyomatékvektora az erdpar sikjanak normalvektora
iranyaba mutat. Nagysaga F - k. Ertelmét ugy vessziik fel, hogy a nyilbdl nézve a forgasnak az 6ramutatd
jéaraséaval ellentétesnek kell lennie (jobbmenetl csavar).

38. abra

Miutén a nyomatékvektor egyértelmiien megadja az erdpart, ezért a statikdban koncentralt erdparokkal
foglalkozunk, ahol F és k értéke lényegtelen, csak M a fontos. Ertelmezésénél fogva az erdpar
nyomatékvektora nem kotott vektor-szemben az erdvektorral-, hanem szabad vektor, ui. a tér barmely
pontjahoz hozzéarendelhetd.

Az erdparok nyomatékvektorai az erdvektorokhoz hasonldan, a vektoralgebra szabélyai szerint
Osszegezhetok: M = M1 + M2

Az erdpar, hasonldan az erdhoz 6nallo terhelés. A testeket tehat erdk és erdparok terhelik.

Ko6z0s siku erd €s erdopar ereddje

Tétel: K6z0s sikban fekvo erd és erdpar mindig helyettesithetd egyetlen erdvel,vagyis a kdzos sika erd €s
eropar ereddje egyetlen ero.

Ennek igazolésa a kovetkezd dbran lathato:

centralis egyenes

39.a,b,c,d abra

A merev testre F k nyomatéku erdpar é€s a test A pontjaban az erdpar sikjaval parhuzamos F erd hat.
Feladat az adott erdrendszer ereddjének a meghatarozasa. A megoldas 1épései:

1. Az F k nyomatéku erdpart parhuzamosan eltoljuk az A ponton atmend sikba,€s itt helyettesitjiik Fx =
Fk erdparral.

2. Ezt az Fx erdpart - a c. dbranak megfelelden - az adott F erd hatasvonaldba tigy toljuk el ,hogy az
erdpar két ereje koziil az adott F erd hatdsvonaldba az F erdvel ellentétes értelmi erd keriiljon.



3. Az A pontban a két F nagysagt erd egyensulyt tart. Ezek a negyedik alaptétel értelmében
elhagyhatok,igy eredoiil egyetlen F erd marad ,parhuzamosan eltolt helyzetben. Az eltolas mértéke: x =
F1-k/F.

Az erd eltolasakor olyan helyzetbe keriil, hogy az eltolt hatdsvonalu F erd az adott A ponton atmend €s a
sikra merdleges tengely koriil ugy forgat mint az adott F k nyomatéku erdpar forgatott. A szabalyt igy
fogalmazhatjuk meg:

Az erd és a vele parhuzamos siku erdpar ereddje egyetlen erd, éspedig az adott erdvel egyezo erd,
parhuzamosan eltolt helyzetben; ennek az eltolt helyzetli erdnek a nyomatéka a tér barmely pontjara
egyenld az eredeti erdrendszer (az A ponton atmend erd €s az erdpar) ugyanerre a pontra szamitott
nyomatékaval. Az eltolt helyzetben 1évd eredd erd hatasvonalat centralis egyenesnek nevezik. igy a
szabaly masképpen is fogalmazhat6: Egy erd és vele parhuzamos siku erdpar ereddje egyetlen erd,
amelynek hatasvonala a centralis egyenes (a centralis egyenes: a végsd redukalas eredményeként kapott
egyetlen erd hatasvonala).

A feladat megforditasa az erd athelyezése, redukalasa: Ha az erdt onmagaval parhuzamosan 10j helyzetbe
toljuk el, akkor melléje tarsul egy erdpar. Az eltolt helyzetli erdnek és az erdparnak egyiittes hatdsa
azonos azzal a hatassal, amit az eredeti erd az eredeti helyén fejt ki a merev testre.

O

I
I
2k

40. abra

Helyezziik 4t az A pontban hato F erdt az O pontba. Eredmény: az O pontban az F erd és egy M = F-k
erdpar, amely az eredeti (A pontbeli) F erdvel azonos értelemben forgat O pont kortil.

V. altalanos sikbeli és térbeli erorendszerek:
1. Eredodje ill. redukalasa
2. Egyenstlya

1. Sikbeli erdrendszer ereddje és egyenstlya

1. K6z0s metszéspontu erérendszer
Eredo:

R =F1 + ...+ Fn (nagyséaga, iranya)

Rx = Szumma(Xi)

Ry = Szumma(Y1i)

Hatasvonaldnak egy pontja: a k6z6s metszéspont. Szerkesztéssel: a vektorpoligonnal kiszerkesztett
eredovel parhuzamost hlizunk a kdzos metszésponton keresztiil:



41. dbra

Egyenstly esetén: R = 0 azaz Szumma(Xi) = 0 Szumma(Yi) =0,

2. Altalanos sikbeli erorendszer

Eredd: az erdrendszer redukaltja a sik egy tetszoleges pontjaba altalanos esetben egy erd €s egy, a sikra
merdleges vektort erdpar (ami tovabb redukalhatd egyetlen erdveé): [R;M | . Szerkesztéssel:

42. dbra

Szamitassal:
Rx = Szumma(Xi) és Ry = Szumma(Y1)
M = Szumma (r x Fi) + Szumma (M}) = M0z k

Mivel R és M egymasra merdlegesek, ezért a k6zos sikt erd €s erdpar eredojének meghatarozasanal
tanultak szerint helyettesithetd egyetlen egy erdvel. Egyensuly esetén: [R; M ] =[0; 0 ] azaz

Szumma(Xi) =0
Szumma(Yi) =0

Szumma(Mi) +Szumma(Mj) = Szumma(xi Y1 -yi Xi)+SzummaM = 0

3. Sikbeli parhuzamos eroérendszer

Eredd: meghatarozasa hasonldan torténik, mint az altalanos erdrendszer esetén. Itt azonban lehetdség van
egyszerlsitésre, ui. a szamitd eljards soran az egyik koordinata-tengelyt-pl. az y tengelyt-a k6zos
erdirannyal parhuzamosan vessziik fel, igy minden x iranya 6sszetevd eleve zérus. Az eredd tehat: [R; M]
= [Szumma(Y1 1; MO].

Szerkesztésnél az eredd erd meghatarozasat egyszerl algebrai 6sszegzéssel végezhetjiik el. Az eredd
hatdsvonalanak egy pontjat un. kotélsokszog-szerkesztéssel allitjuk eld.



;J_.x 2= 2F,

43, abra

2. Altalanos térbeli erdrendszer ereddje és egyensiilya Redukaljuk a merev test P1, P2....,Pn pontjain
tdmado F1, F2,..., Fn térben szétszort erdket. Az erdrendszer redukaldsa ugyanugy torténik mint sikbeli
esetben, vagyis az Osszes erdt athelyezziik egy tetszolegesen kivalasztott O pontba

Fi

44, abra

Az erdknek az O pontba vald athelyezése utan ott R= Szumma Fi eredd erdt és M = Szumma(ri x F)+ S
Mj nyomatéku eredd erdpart kapunk. Az R erd és M nyomatékvektor Y szdget zarnak be, melynek
nagysaga az R M = |R||M|cosY egyenletbdl szamithato.

cospszi=(R-M)/R|M|=(XMx +Y-My + Z-Mz) / R-M.
Lehetséges esetek:

1./R'0és M =0 az eredd egy ero.

2/R=0¢sM"'0 azeredd egy erdpar.

3/ R M llyenkor Y =90°¢és cos Y =0, vagyis: M R = 0.(Ez az eset fordult eld a sikbeli erdk
vizsgalatanal). Skaldrisan: X Mx +Y My + Z Mz =0

Ilyen esetben az erd és az erdpar egyetlen erdvé redukalhatd (Specidlis ponton 4&tmend centralis egyenes).

i i

centralis
Fy edyenes
R R
il : il : ‘, il
M "R R R
Y
45. abra

4./R M ' 0. Ilyenkor az erdrendszert tn. erdcsavarra redukaljuk a kovetkezdképpen:



centralis
eqyensas

|=

|0

46. abra

M =M cosf és M = M sinf

A centrélis egyenes egy specialis pontjaba mutatd helyvektor (r ) meghatarozasa: Az abrabol lathatdan: r x
R=M.

Ha mindkét oldalt megszorozzuk R-el, €s a kettds vektor-szorzat kifejtési tételét alkalmazzuk:
Rx(txR)=RxM2¢ésr|RF-R(xR)=RxM2

derR=0,mertr*"R

(Ezért valasztottunk olyan specialis r vektort, amely merdleges R vektorra.).

fgyr=R xM2)/|RP.

Mivel R és M vektorok parhuzamosak, szabad mindkét oldalhoz hozzaadni (R x M1) / |R]> = Q vektort,
igy 1= (R x M2)/[RP + (R x ML)/ [RP? ezzel = (R x MO) / RF".

5./R=0¢s M =0. Illyenkor az erdrendszer egyensulyban van.

VI. Sikbeli erérendszer eredéjének meghatarozasa szerkesztéssel:
1. koézvetlen uton

2. kotélsokszog utjan.

1. Eredo szerkesztése kozvetlen uton

A merev test A pontjaban F1, B pontjaban F2, stb. k6zos sikba esd erdok hatnak. Hatarozzuk meg az
erdrendszer ereddjét szerkesztéssel!

47. abra

Az eredd vektora a vektorpoligonbol, az adott erdk vektorainak geometriai 6sszegzésébol - fliggetleniil az
erdk dsszetevésének sorrendjétdl - meghatarozhat6. Ezzel szemben az eredd helyének, ill. a hatdsvonal
egy pontjanak a meghatarozasdhoz az erdparalelogramma tétel ismételt alkalmazasara van sziikség,
amelynek menete:

FI+F2+F3+..+Fn=R



Az erdrendszer ereddjének szempontjabol harom jellegzetes esetet kiillonboztethetiink meg:
a./ Az adott erdrendszer ereddje egy erd
b./ Az adott erdrendszer ereddje egy erdopar

c./ Az adott erdrendszer egyensulyban van.

2. Eredo szerkesztése kotélsokszog utjan

A merev test A pontjaban F1, B pontjaban F2 erd hat. Hatdrozzuk meg az eredat!

}
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48. abra

A vektorpoligonbol az eredd R vektor kiadodik: F1 + F2 = R. F hatdsvonala keresztiilmegy F1 és F2_
metszéspontjan, de az most nem hozzaférhetd. Ezért az adott erokhoz tetszolegesen valasztott, de
alkalmas iranyu - az adott erdkkel j6 metszddéseket biztositd - K1 és (-K1) erdkbdl allé egyensulyi
erorendszert adunk (4. alaptétel alapjan). Ennek értelmében modositjuk a vektorpoligont de ugy, hogy a
K1 vektort az F elé soroljuk: K1 + F1 + F2 + (-K1) =R.

A K1, (-K1) erdrendszer felvételével az eredd hatdsvonalanak egy pontjat, az M pontot volt célunk
megszerkeszteni. Ezt a célt azonban bizonyos egyszerisitéssel is elérhetjiik:

1./ A vektorpoligonban felesleges a (-K1) és az OO1 = R vektorokat megrajzolni, mert az eredd vektora
mint az F1 és F2 vektorok 0sszege is kiadodik.

2./ Felesleges a (-K1) erd hatasvonalat kiilon kihangstulyozni, mert ez a hatasvonal K1 hatasvonalaval
egybeesik, igy az M metszéspont mint a K1 és K3 erok metszodése adodik.

Az eredd szerkesztését gépiesen a kovetkezd mdodon végezziik:

1./ Az adott erdkbol folytonos nyilfolyammal vektorpoligont szerkesztiink. Az eredd vektora a
kezddponttdl a végpontig terjed (nyiliitkdzéssel).

2./ Egy tetszdlegesen felvett O pontbol (polus) a vektorsokszog vektorainak kezdd, ill. végpontjaihoz egy-
egy egyenest (sugar) huzva a vektoridomot allitjuk elo.

3./ Megrajzoljuk a kotélsokszoget ugy, az F1 vektort megelozo K1 sugarral parhuzamosan rajzoljuk az F1_
hatasvonalat megelozo elso kotéloldalt, majd az F1 hatasvonaldn adodé metszéspontbdl folytatjuk a
szerkesztést ugy, hogy e ponton keresztiil parhuzamosat hizunk az F1-et kdvetd, illetve az F2-t megeldz0
K2 sugarral. igy nyerjiik sorra a tovabbi kotéloldalakat, végiil a kotélsokszog utolsé utolsé oldala
természetesen az utolséd vektort kdvetd sugarral parhuzamos.

4./ Az elso és az utolso kotéloldal metszéspontjaban az eredd vektoraval parhuzamosan rajzolt egyenes
adja az eredd hatdsvonalat.

Az Osszetartozd vektor- és kotélsokszogek reciprok alakzatok:



1./ A kotélsokszog egyes oldalai parhuzamosak a vektorsokszog megfeleld vektorsugaraival.

2./ A kotélsokszdgben két erd és a kozottiik fekvo kotélszakasz haromszoget alkot. Ennek a
haromszognek a vektorsokszdgben egy pont felel meg, amelyben a hdromszoget alkotd erdkkel
parhuzamos vektorok metszik egymast. Pl. az F1, F2 és K2 altal alkotott haromszdgnek a vektorsokszog
b sarokpontja felel meg.

3./ A vektorpoligonban két vektorsugar és egy erd vektora haromszoget alkot. Ennek a haromszognek a
kotélsokszogben egy pont felel meg, melyben a két vektorsugarral parhuzamos két kotéloldal az erd
hatdsvonalan metszodik.

Az erdrendszer ereddjének szempontjabol a kdvetkezo hadrom esetet kiilonboztetjiikk meg:

1./ Az erdvel egyenértékl erdrendszer vektorsokszoge is és kotélsokszoge is és kotélsokszdge is nyitott
(‘az elsd és utolso kotéloldal metszodik).

2./ Az erdparral egyenértékll erorendszer vektorsokszoge zart, kotélsokszoge nyitott (az elsd és az utolso
kotéloldal parhuzamos).

3./ Egyenstlyi erdrendszer esetén a vektorpoligon is €s a kotélpoligon is zart (az elsd és az utolséd
kotéloldal egy egyenesbe esik).

Egy adott erdrendszerrel egyenstlyt tarté erdk meghatarozasa kotélsokszog segitségével
1./ Parhuzamos erokbol allo erdrendszer esetén

Adott egy erd vektora (F) és két, vele parhuzamos erd hatdsvonala. Szerkessziik meg a két adott
hatasvonalon miikodd erdket ugy, hogy a harom erd egyensulyi erdrendszert alkosson!

49. abra

Az adott erdre rajzolt kotélsokszog két oldalat metszésbe hozzuk az adott hatdsvonalakkal. A kapott
metszéspontok a zardoldalt adjak: ez megeldzi az elsd, ill. kdveti az utolso, jelen esetben a harmadik erdt.
A vektorpoligonban a zarooldallal htizott parhuzamos az adott erd egyenesén megadja a keresett két erot.

2./ Sikban szétszort erdrendszer esetén

Adott F1, F2, F3 sikbeli erdrendszer. Hatarozzuk meg azt a P ponton 4tmend, ismeretlen irdnyu és
nagysagu A erdt, valamint azt a b egyenesbe esd B erot, amelyek a harom erdvel egyensulyt tartanak.




50. abra

A szerkesztés azon alapszik, hogy egyensuly esetén a vektorpoligon is és a kotélpoligon is zart. A
kotélsokszog elso oldalat az A erd hatdsvonaldnak egyetlen ismert PA pontjan 4t kell rajzolni. A
megszerkesztett kotélpoligon a b egyenest PB pontban metszi. A zarooldal tehat PA PB egyenes lesz. A
vektorpoligon zarodasat tigy érhetjiik el, hogy a b-vel hiuzott parhuzamost elmetsziik az O p6lusbdl huzott
zaréoldallal parhuzamos egyenessel. A kapott metszéspont a B végpontja ¢s az A kezddpontja. Az A
végpontja természetesen az F1 kezddpontja.

VIl. A sulypont meghatarozasa:
1. A sulypont fogalma
2. Helyvektoranak meghatarozésa

3. Vonalak, sikidomok, homogén testek sulypontjanak kiszamitasa

1. A sulypont fogalma

A Fo6ldon 1évd valamennyi testre a Fold vonzasabol és forgdsabol szarmazo erd hat. Mivel ez a hatés a test
minden elemére kiterjed, igy egy térben megoszlo erdrendszert alkot, amely-a Fold kozéppontjanak nagy
tavolsdga miatt-parhuzamos, fliggdleges iranyu elemi erdkbol all. Ennek a parhuzamos erdrendszernek az
eredgje a test stilya. A sulyerdrendszer kozéppontja, az eredd tdmadaspontja a sulypont.

2. A sulypont szamitasa

-ﬁ drm _ Jﬂ[ dm

bg= =
; hrdm 1

51. ébra
A stlypont helyvektora:
B Jram  Jrdm

= Urdm o0m

ahol: m a test tomege, r a dm tomegelem helye.

a./ Ha homogén tomegeloszlast testrdl van szo6 (r=4ll.) akkor a stllypont helye a test geometriai alakjabol
adodik,

ugyanis dm =r dV, igy:
C_Jram Jreav Jrav Bnv
S fan T feav  Jav T mv

Az igy kapott pontot helyesebb volna geometriai kdzéppontnak tekinteni, mivel térfogatra vonatkozik, és
csak testek esetén indokolt a sulypont elnevezés.

A sulypont koordinatai az adott térfogathoz kotott koordinatarendszerben:



CJxav Zxv,

T v
. Jyav _Tyv
Jav Ty
- Jzav Zzv,
Jav  Zv

A test szimmetriasikjai mindig atmennek a stilyponton. Néhany homogén test sulypontja:

- Gula vagy kup: az alaptol szamitott negyedmagassagban levo és az alappal parhuzamos sikmetszet
sulypontjaval esik egybe.Természetesen rajta van a test stilyvonalan, vagyis az alapteriilet sulypontjanak
¢s a gula ill. kap csucsanak 6sszekotd egyenesén.

- Félgomb:
Fi
1 =
s =3R/B
Of73%
oy
|1
Y3
52. 4dbra
b./ Sikidomok stlypontja
A stlypont helyvektora:
Jraa Tria

M-= =
I TN W'Y

A stlypont koordinatai a sikidomhoz kotott koordinatarend-

szetben:
. ﬁ{dﬂ :E}iiﬂai

© [aa Za

. Jyda Ty A

fdﬂ 2o A

. [zda _ZzA

 Jda T

A sikidom szimmetriatengelyei mindig atmennek a sulyponton. Néhany sikidom stlypontja:
- Haromszdg: az oldalfelezok metszéspontja, ill. a magassag harmada (az alaptol).

- Négyszog: az AC atlo berajzolasaval nyert két haromszog sulypontja S1 €s S2, a BD 4tl6 behuzasaval
nyert két haromszogé S3 és S4. Az S1S2 és S3S4 egyenesek sulyvonalak, igy metszéspontjuk a négyszog
sulypontjat adja.

- Trapéz:



b2 [b2 | a |

53. abra

- Sokszog: a legegyszeriibben haromszdgekre bontassal hatdrozhaté meg.

- Korcikk: a szogfelezd sugaron van.

He= %— K Slji,n =
R
]
- o=
Ry
55. abra
Félkorlap esetén:
xs =4R / (3p)
c./ Vonalak sulypontja
A sulypont helyvektora:
[ral T,
o= = =
s
[a Z
A sulypont koordinatai:
. Jed Zl
== =
[a %
yon [y 2l
== =
Ja =
- [zd Zz
== =
Ta 3

Néhany vonal sulypontja:

- Egyenes vonaldarab: a felezdpontban van.



- Koriv: a szogfelezd sugaron van.

L33

56. dbra
Félkoriv esetén: xs =2R / p.
Az egyszeri( részekbodl Gsszetett homogén test, sikidom, tortvonal stlypontjanak kiszamitdsi menete:
1. Célszerlien valasztott koordindtarendszer felvétele
2. Az Osszetett test, sikidom, tortvonal felbontdsa egyszert részekre
3. A részek stlypontjainak meghatarozasa
4. Behelyettesités a megfeleld képletbe
6. A kapott sulypont berajzolasa az abraba

3. Sikidom sulypontjanak szerkesztése

A sikidomot olyan részekre bontjuk, hogy az egyes részek teriiletének nagysaga és sulypontjanak helye
egyszerlien adodjék. Az egyes stlypontokban a teriiletekkel aranyos parhuzamos erdket vesziink fel. Ezek
megszerkesztett ereddjének hatasvonala sulyvonal. Majd az erdrendszert elforgatjuk-célszeri 90°-kal-, és
ismét megallapitjuk az eredot. A két eredd metszéspontja a parhuzamos erdk kézéppontja, ill. két
sulyvonal metszéspontjaként a sulypontot adja. A 90°-kal valo elforgatas azért célszeri, mert igy a két
kotélsokszog szamara csak egy vektorpoligont kell rajzolni. Az egyik kotélpoligon oldalai parhuzamosak
a megfeleld vektorsugarakkal, a masikéi erre merdlegesek.

(1
=1 Il D s T |
| A -=1
, N Ay
1! Y 2
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57. abra

4. Az elsorendo, vagy statikai nyomaték

A stlypont koordinatait meghatarozé képletek szamlaloi a geometriai testek, sikidomok, vonalak tn.
elsorendl vagy statikai nyomatékai. Ezekben az elemi térfogat, feliilet, vonaldarab egy tavolsaggal vald
szorzata, ill. annak integralja szerepel. A tdvolsagot képezhetjiik egy tengelytdl vagy egy siktol, igy
beszélhetiink sikra vagy tengelyre vett statikai nyomatékrol. A kiilonb6zo elsdrendl nyomatékok koziil
jelentdsége a sikidom statikai nyomatékanak van. Ennek meghatarozésa:
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58. abra

Az egyes x ¢és y hosszak, tehat az x ill. y is eldjeles mennyiségek, igy a statikai nyomaték lehet pozitiv
vagy negativ.

Osszefoglalva: Valamely sikidomnak egy tengelyre szamitott statikai nyomatékan a sikidom teriiletének
¢s a sulypont tengelytdl mért tavolsaganak szorzatat értjiikk. Egy sikidom tetszdleges tengelyre vett statikai
nyomatékat tigy is meghatarozhatjuk, hogy a sikidomot részekre bontjuk, majd a sikidom részeknek az
adott tengelyre vett nyomatékat algebrailag 6sszegezziik.

Nyilvanval6, hogy ha
Jxda=0

akkor x = 0, a stlypont tehat az y tengelyen fekszik. A sikidom sulypontjan &tmend egyenesre, vagyis a
stlyvonalra szamitott statikai nyomaték mindig zérus.

VIII. A surlédas jelenségének vizsgalata
1. Alapfogalmak, 0sszefiiggések
2. A surlddas kiipjanak megszerkesztése Gordiiliellenallas.

Kotélsurlodas.

1. A nyugvasbeli és a mozgasbeli surlédas

A kényszerek targyalasanal az egymassal érintkezd testek felszinét teljesen simanak tekintettiik. Ennek
megfeleloen a megtamasztasnal a tokéletesen sima feliiletek egymast kolcsondsen a kozos normalis
iranyaban nyomjak. Az érintdsikban nincs kolcsonhatas. A feltevést azonban csak kozelitden tudjuk
megvaldsitani, mert a valésagban a testek felszine kisebb-nagyobb mértékben mindig érdes. A felszinek
ilyen fizikai allapota miatt az egymassal érintkezi testek az érintdsik irdnyaba esd elmozdulassal szemben
is ellenallast fejtenek ki. Ez a jelenség a surlodas.

Ha a vizszintes sikra helyezett testre csak G stlyerd hat, a test egyenstlyban marad, akar érdes a test, akar
sima. Ha a sulyeron kiviil egy vizszintes F er0 is hat, akkor az tokéletesen sima érintkezési felszinek
esetén elmozditand a testet. A valdsagban - az érintkezd felszinek érdessége miatt-az F erd hatasara
fellépd surlodas miatt a test egyensulyban maradhat.
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59. abra

Nem "nagy" F erd esetén a testet a nyugvasbeli surlddderd tartja egyensulyban (S=F). Ha F nagyobb a
lehetséges surlodo erdonél, a test mozgasnak indul. A mozgas folyaman 1€p fel a mozgasbeli strlodas..
Azaz beszélhetiink nyugvasbeli és mozgasbeli stirlodasrol.Ha a két érintkezd feliilet pontjai egymashoz
képest nem mozdulnak el, akkor nyugvasbeli surlodasrél van szo, ha elmozdulnak egymashoz képest,



akkor mozgasbeli strlodasrol beszéliink.

Az Osszefiiggések tisztazasara végezziink egy egyszeri kisérletet. A vizszintes alapon nyugvo siklemez
kozepére merev testet helyezziink. Ezutan a lemezt A pontja koriil fokozatosan emeljiik.

3
i o
60. abra

A test a lemezen egy darabig a lemez ddlése ellenére nyugalomban marad. Ha azonban a lemez a
hajlasszoge egy meghatarozott r értéknél nagyobb, a test a lemez alkotta lejtdon megindul, és lecstszik.
(Ha a lemezre egy masik merev testet helyeziink, akkor a r hatarérték altalaban megvaltozik.)

Rajzoljuk meg a lejtot a <r helyzetben, amikor a G stlyl test még nem cstszik le a lejtdn, tehat még
egyensulyban van.

61. abra

A testre hat6 egyenstlyi erdrendszer a G sulyerdobodl és a vele kozos hatdsvonalt, egyezd nagysagu,
ellentétes értelmll K erdbdl all. A K kényszererd lejtdirdnyu koordinatdjat S-sel (strlodderd), normalis
iranyu koordinatajat pedig N-nel jeloljiik.

Az egyensulyi egyenleteket a lejtd €s a normalisa irdnyaba irjuk fel:

S-Gsina=0=>S=Gsina

N-Gcosa=0=>N=Gcosa

a két egyenletbol: S =N tg a.

Egyenstly addig van, amig a lejtd hajlasszoge nem 1€épi tul a r hatarértéket, azaz a<r .A testet a lejtd
iranyaban egyensulyban a surlédoerd tartja. Ertéke a lejtd hajlasszogével emelkedik, de csak az N tgr
értékig, mert amint a lejtd hajlasszoge a r hatarértéket atlépi, a test mozgasnak indul.

Osszefoglalva:A test nyugalmi helyzetében is ébred stirlodas, az tin. nyugvasbeli surlodas. Ilyenkor a
surlodo erd nagysaga éppen akkora, amekkora az egyensuly biztositasdhoz sziikséges, de nem lehet egy
meghatarozott értéknél nagyobb: S < N-tgr ahol: tgr = S / N = m a nyugvasbeli surlodas tényezdje. A r
sz0Og a feliiletek érdességére jellemzd. Meghatarozasa az elobb emlitett lejtokisérlettel torténik. A lejtd
hajlasszogét addig noveljiik, amig a rahelyezett test épp az elmozdulas hatarhelyzetébe keriil. Igy: S <m
N

A surlodoerd ilyen modon vald szamolasa Coulomb-tol szarmazik. Ebben az értelemben szokas
Coulomb-féle surlodasrol beszélni.

A mozgésbeli surlodas

Ha a lejtd hajlasszoge tullépi a r hatart, a test a lejton lecsuszik. Az ilyenkor fellépd mozgésbeli
surlodoerd a két test relativ sebességével ellentétes értelmi. Nagysaga fligg a normalis erdtol, a feliiletek
fizikai allapotatol, a mozgas sebességétol. (Ha két szaraz -kenés nélkiili-érdes feliilet mozog egymason,
akkor a sebességtdl fliggetlen surlodderdvel szamolhatunk.)



Ebben az esetben a kényszereri két komponense kozotti 6sszefiiggés: S = m N ahol: m a mozgasbeli
surlodasi tényezd.

A nyugvasbeli és a mozgasbeli surlodas dsszehasonlitasa

- A nyugvasbeli és a mozgasbeli strlodasi tényezd altalaban nem egyenld egymassal. Rendszerint: m <
m0 , vagyis a szokasos anyagu testeknél azonos N esetén a mozgasbeli surlodoerd altalaban kisebb, mint
a nyugvasbeli surlodoerd volt.

- A nyugvasbeli surlodas értékét egyenlotlenség, a mozgasbeli strlodasét egyenldség fejezi ki.

- A nyugvasbeli surlodésra az egyensuly fenntartasa érdekében van sziikség, mig a mozgasbeli surlodast a
mozgas hozza 1étre.( A nyugvasbeli stirlodast az érintdsikba esd erd ébreszti.)

A valbsagban amikor tizemszer koriilmények kdzott mozognak feliiletek egymason, a strlodast
kétfeleképpen szokas modellezni:

- Coulomb-féle surlddassal, amikor feltételezziik, hogy az érintkezi feliiletek szarazak, kozottiik folyadék
vagy mas kendanyag nincs.

- Folyadéksurlodassal, amikor a két feliilet kozotti részeket valamilyen folyadék, kendanyag tolti ki.
Ilyenkor a feliiletek relativ mozgasanal a folyadéknak jelentds szerepe van.

A valosagos esetek tulajdonképpen mindkét modellt magukban foglaljak tigy, hogy nyugvo strlodas
esetén a feliileteket 6sszenyomo erd mintegy kipréseli a folyadékot, és ezért inkabb a szaraz surlodas
esete valosul meg. Mozgés esetén a mozgo feliilet "uszik" a folyadékfilmen, ezaltal a strlodoerd kisebb
lesz. Mindez indokolja, hogy m < m0.

2. A surlédas vizsgalata szerkesztéssel

A feliilet érdességét a szamito eljarasokban a m ill. a mO tényezovel jellemezziik, a szerkesztod
eljarasokban pedig a surlodas kupjaval, amelynek félcsticsszoge r0:

- Nyugvasbeli strlddas esetén egyensuly csak akkor lehetséges, ha a kényszererd az érintkezés normalisa
koriil 2r0 csucsszoggel szerkesztett surlddasi kiip palastjan beliil marad (S <N tgr0).

- Az elmozdulas hatarhelyzetében a kényszererd a kap palastjara illeszkedik, azaz valamelyik alkotoval
esik egybe (S =N tgr0).

- Mozgasbeli surlodas esetén a reakcido mindig egybeesik a surlédasi kup paldstjanak valamely alkotojaval
(S =N tgr).

62. abra
Az Onzaras feltétele

Megillapitandd, hogy a rajzolt szerkezet milyen k = kO karhosszlisdg mellett lesz dnzard. Onzaras esetén
a kO vagy annal nagyobb karon barmekkora erd mikddhet, a bilincs nem mozdul el.
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63. abra

a./ Megoldas szerkesztéssel: a bilincs lefelé akar elcstszni, a strlodoerd iranya csak a rajzolt lehet. Az
elmozdulas hatarhelyzete miatt a reakciok a sz¢€lsd alkotokkal esnek egybe. Az F erd hatdsvonala at kell
menjen a kényszererdk hatasvonalainak metszéspontjan. Ebbdl a feltételbdl a kO kar hossza
meghatarozhato.

b./ Megoldas szamitéssal:

N1-N2=0=>NI1=N2=>S1=S2=m0N

mO NI +mON2-F=0(2)

Szumma Mi(A) =mON2d+N2h-(k0O+d/2)F=0(3)

(2)-b0l F=2m0O N

(3)-ba beirva a kapott 6sszefiiggéseket, €s N-nel egyszertsitve:
m0d+h-2m0k0-3m0d/2=0=>h-2m0k0=0=>k0=0.5h/m0.

3. Gordiuloellenallas

Vizsgaljunk egy gordiild kereket. Barmely forgastestnek sik feliileten vald gordiiléséhez sziikséges
kovetelmény az, hogy ébredjen surlddas, ill. strlodderd a test és a sik kdzott. A gordiild kerék bizonyos
mértékig belapul és benyomodik az érintkezd feliiletbe. Igy az elméletileg keletkezd koncentrélt
reakciderd helyett egy megoszlo reakcio-erdrendszer keletkezik, amelynek ereddje f tavolsaggal eltolodik
a haladas irdnyéba a kerék kozépvonaldhoz képest. Ez az f a gordiild ellenallas karja [m]. Ertéke
kisérletileg allapithat6 meg.

64. abra

Ismert G és F erd. Hatarozzuk meg a gordiiliellenallas karjat!

65. abra



66. abra
Az elmozdulés hataran:
Gf-Fr=0=SM(A)
innen:
F=Gf/F

az a legnagyobb erd, amelynek hatdsara a kerék még éppen nyugalomban marad. Nagyobb sugar esetén
kisebb a gorditéshez sziikséges F erd.

A kerék egyenletes gordiiléséhez M nyomatéku erdpart alkalmazunk:

67. abra

M=fN
A nyugalom feltétele:
Nf3*M

4. A kotélsurlodas

Egy kotél a kozépponti szognek megfeleld iven nyugszik érdes hengerfeliiletre hajlitva. Teljesen sima
hengerfelszin esetén a kétél a nagyobb erd irdanyaba megesuszik. Erdes felszinnél viszont a henger és a
rafesziilo kotél kozott surlodoerdk ébrednek, amelyek a mozgast gatoljak, esetleg meg is akadalyozzak.
Az elmozdulés hataran, az egyenstly hatarhelyzetében a kotél két dgaban hat6 erdk kozotti osszefliggés:



68. abra

ahol
m : a surlodasi tényezo a kotél és a henger kozott

a : a felfekvo kotélkertilet kozépponti szoge [rad].
IX. Igénybevételek

1. A fesziltség fogalma

A tartdkra hato erdket két csoportra bonthatjuk. A szerkezet dnsulya, a kiilsd hatdsokbdl szarmazo erdk,
azaz a terhelés, valamint a reakcidk alkotjak a kiilsd erdket, ill erdrendszert, amely egyensulyi, azaz:

SF=06sSTxE)+SM=0

Beszélhetiink belso erdkrdl is, amelyeket akkor kapunk meg, amikor a tartot valamelyik keresztmetszete
mentén gondolatban kettévagjuk. Az elvagott keresztmetszetben egy feliilet mentén megoszl6 erdrendszer
mikodik - amely a mésik tartorész hatdsanak a kdvetkezménye - , ami biztositja a tartorész egyensulyat.
Ennek a keresztmetszet feliiletén megoszlo belso erdrendszernek a fajlagos értéke, az erdintenzitas-
vektora a fesziiltség, amely tehat a keresztmetszet 1 ma-ére hat6 belso erd: p [N/m:]. Ennek ereddjét a
keresztmetszet sulypontjaban igénybevételnek nevezziik. A tartok méretezésénél mindig az
igénybevételek meghatarozasara toreksziink.

2. Az igénybevétel definicioja és meghatarozasa

Keressiik egy rad alaku tart6 egyik kijelolt keresztmetszetének az igénybevételét. Evégbol a rudat az
eddigiek szerint a vizsgaland6 keresztmetszet mentén két részre vagottnak képzeljiik.

Az elhagyott bal oldali rudrészre hat6 erdrendszernek a megmarado rud elvagott keresztmetszetének
sulypontjaba redukalt vektorkettdse:[F;Ms |.Ha pedig a jobb oldali erorendszert redukaljuk az S pontba,
akkor a kapott [E';Ms' | -re fennall a hatas-ellenhatas torvényénél fogva: F =F' és M = M' . Ezt az F(E")
eredd erdt és az M(M') nyomatéku erdp&aacu keresztmetszet igénybevételének.

Altaldban tehat: Egy keresztmetszet igénybevételén a keresztmetszet egyik oldalan 1évd erdrendszernek a
keresztmetszet sulypontjaba valo redukaltjat értjlik. (Ez egyenértéki a keresztmetszet mentén mikodo
belsd, megoszld erdrendszernek a keresztmetszet sulypontjaba szamitott ereddjével.)

3. Az igénybevétel fajtai

Bontsuk fel az F és Ms vektorokat a koordinatatengelyek szerinti §sszetevokre (vagyis a keresztmetszet
sikjaba es0 és arra merdleges komponensekre):

F=Xi+Y]j+ZkésM=Mxi+My]+Mzk

Az erdrendszer redukaltjat tehat hat tényezd jellemzi. Ebbol harom egy-egy erd, melynek kdzos
tamadéspontja a keresztmetszet sulypontja, hatdsvonaluk pedig azonos a felvett koordinatatengelyekkel.
A masik harom egy-egy erdpar, melyek az x, y és z tengely koriil forgatnak.

Ha az 6sszetevok koziil csak egy nem zérus, akkor alapigénybevételrdl beszEliink.

Alapigénybevételek:



1. Ha csak az X # 0, azaz az erd a keresztmetszet sikjara meroleges, akkor az igénybevétel huzas, ill.
nyomas (X = N).

96.. abra

2. Ha csak az Y#0, vagy csak Z#0, vagy egyik sem zérus, vagyis az eredo a keresztmetszet sikjaba esik,
akkor az igénybevétel nyiras (Y = V).

-

3. Ha csak az M #0, azaz az eredd erdpar a keresztmetszet sikjara x merdleges tengely kortil forgat, akkor
az igénybevétel csavaras (M = Mt ).

97. abra

s—

98. abra

4. Ha csak My #0, vagy Mz #0, azaz az erdpar a keresztmetszet sikjaba esd tengely koriil forgat, akkor az
igénybevétel hajlitas (M = Mh ).

hs

99. abra
Az igénybevételi abra

A tartd hossztengelye mentén abrazolt alapigénybevételeket igénybevételi abraknak nevezziik:
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100. abra
Elojelszabaly

Az igénybevételi abrak rajzolasakor kovetkezetes eldjelszabalyt kell betartanunk. Az eldjelnek
fliggetlennek kell lennie attol, hogy az adbrak rajzolasat balrol vagy jobbrol kezdjiik. Az alkalmazott
elojelszabaly:

balrsl jobbrol balrsl  jobbrol
N - e
Nl JIT— C.—)
it — ] — T ey

101. abra

A pozitiv eldjelll mennyiségeket mindig az adott igénybevételi dbra zérus vonala f6l¢ mérjiik, mig a
negativakat ala.

4. Osszefliggés a terhelés és az igénybevételek kézott

Terhelje a rudat az xy sikban olyan egyensulyi erdrendszer, mely a koncentralt és megoszlo, aktiv és
passziv, de a radra merdleges erdokbdl all. (71. dbra)
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71. dbra

A hajlitonyomaték €s a nyirderd kozotti analitikus dsszefiiggés megallapitasa végett képzeljiink a radbol
kivagva egy az x keresztmetszet utan kovetkezo dx darabot. (72. ébra)

1] P
v .Y+ ay
HQ ...... I ,M'l‘ [jM
ax
72. dbra

Az elemi rudrész bal oldali végét az £l és i nyirderd terheli a balrél elhagyott r&uacu az M+dM
hajlitonyomaték és a ¥ + &

nyirdero a jobb oldali elhagyott radrész hatdsaképpen. Ezenkiviil az elemi raddarabot még a megoszlo
terhelés raess £4%

2, My =0 -
ésZ‘Fl_[:I

L5

A nyomatéki egyenletet az elemi rudrész jobb oldali keresztmetszetének S pontjan atmend és a rajz
sikjara merdleges tengelyére irjuk fel



M—(M+ M) -Vdx-p .:;t‘xd?x: 0
Az utols6 tagot mint masodrendil kicsi mennyiséget elhanyagolva:
dM
.
dx
kapjuk, azaz: a nyiroero fiiggvénye a hajlitbnyomaték fiiggvényének x szerinti elsd
differencialhanyadosanak negativja.
A masik egyensulyi egyenlet:
A
— p
O ebbol dx

azaz a nyiroerd fliggvényének az x szerinti elsd dervialtja a terhelés fiiggvényét adja.

Vtpdz—(V +dl )=

A két fenti Osszefiiggésbol:

d*M L
dr*
A terhelés és az igénybevételek kozotti 6sszefiiggés integral formaban:
ﬂzp x V:VG+_|-p[x).:fx
A X Osszefiiggést integralva: ¢
(ahol o a nyirderd kezdeti értéke) (¥=0) Lqodik.
ﬁ=_p’xj M:MG—_IIV[J{:I.:fx
A dx Osszefiiggést integralva: e

adodik, ahol M g a hajlitonyomaték kezdeti értéke (x - D)
A fenti Osszefliggések az tin. Zsuravszkij tételek.

Mindezek alapjan, ha az adott tartdt terheld egyensulyi erdrendszert ismerjiik (a rendelkezésre 4llo
egyensulyi egyenletekbdl az ismeretlen reakciderdoket meghataroztuk), akkor a tartd terhelésének
ismeretében integraldssal megkaphatjuk a V nyirderd abrat, és ebbdl - ugyancsak integralassal - a
hajlitobnyomatéki abrat.

Az Ssszefliggések megallapitasanal ugy mentiink 4t az * -hez tartozé X+ & szo megoszI16 terhelés volt a
tarton, vagyis koncentralt erd helyén nem haladtunk at. Ennek megfelelden a tartot terheld koncentralt
erdt olyan - igen kis szakaszon megoszlo6 - nagy intenzitasu terhelésnek kell tekinteni, amelynek ereddje a
koncentralt erd. (73. abra)



dx

73. abra
F=ym phx
A3

Ahol a tarton koncentralt erd hat, ott a koncentralt erd irdnyadnak megfelelden - ha a tarton balrol jobbra
haladunk - felfelé mutatonal pozitiv, lefelé mutatonal negativ irdnyu szakadas keletkezik a nyirderd
abraban. Ennek a nagysaga a koncentralt erd értéke.

Ha a tarté valamely keresztmetszetében koncentralt erdpar mikodik, akkor ezen a helyen a nyomatéki
abraban szakadas keletkezik. A szakadds nagysaga a koncentralt erdpar nyomatékanak értéke. Pozitiv
iranyu az ugras, ha - a tarton balrél jobbra haladva - a koncentralt erdpar nyomatéka a megmarado
tartorészekre pozitiv.

A [x) }r[x) és M[x) fiiggvények kozotti differencialis kapcsolat kovetkezményeit az I. tdbla

L. tablazat
P (x) V(x) M [x)
0 0 allandé
allando
20 linearis
‘élland(’) Hlineéris Hmésodfokﬁ parabola ‘
‘lineéris Hmésodfokﬁ parabola Hharmadfokﬁ parabola ‘
‘stb. ‘
‘A parabolak tengelye a ridra merdleges iranya ‘
dM(x) ~r(x)=0
Ahol @ , ott a hajlitonyomatéknak helyi sz¢élsoértéke van. A maximalis hajlitonyomaték
My =My, |

Az egyes abraszakaszok illeszkedését a I1. tablazatban foglaltuk dssze:

11. tablazat

“Terhelési abra ‘W abra HM abra H




Hp -ben szakadas Htéréspont Hkézés érintd H

Hkoncentrélt erd Hszakadés Ht('jréspont H

Mkoncentrélt eropar Hkézés érintd Hszakaszéd ‘

5. Tartok igénybevételi abrainak és fliggvényeinek meghatarozasa
koncentralt erok és eroparok eseténben

1.) Hatarozzuk meg a 74. 4bran vazolt tart6 igénybevételi dbrait!

F, =a00 N

O 4m 0.Bm E

{;—;) [ua] —160}

M AT

[>
L | X

74. dbra
Elsd Iépésként hatarozzuk meg a tartot terheld egyensulyi erdrendszert.

Az egyensulyi egyenletek:

=0 A-F-B=0 A=240 NT
_}

STM =0 A41-400.06=0 B=160 NT

1B

Mivel a tarton megoszl6 terhelés nem mikodik, csak koncentralt erdk hatnak, a nyiroerdabra allando
szakaszokbol, a nyomatéki abra egyenesekbdl fog allni.

Az igénybevételi abrakban az A.F dés B erdk helyén lesz valtozas. Ezen helyeknek megfeleld
fliggdleges egyeneseket az igénybevételi abrak megrajzolasa elott mar huzzuk meg, mert ezek
"emlékeztetnek" a valtozasokra.

Masodik 1épésként rajzoljuk meg a nyirderd abrat. Az A keresztmetszettdl balra nyilvanvaldan zérus
értékll a nyirderd. Az A keresztmetszetben A = 240 N nagysagu felfelé torténd ugras kovetkezik. Ez lesz a

A er& £ =400K nagysagu negativ iranyu ugras kovetkezik, mert o lefelé

=160 N

nyirderd értéke egészen az
mutat. A nyirderd U az érték nem valtozik a tartd végéig, ahol B
nagysagu pozitiv ugrassal zérussa valik a nyirderd.

Harmadik 1épés a nyomatéki abra meghatarozasa. Tudjuk, hogy az A csukléban a nyomaték zérus. Mivel
az A-F szakaszon a nyirderd allando, a nyomatéki abra egyenes. A nyomatéki abra a3

keresztmetszetbeli értékét gy kaphatjuk meg, ha a nyirderd abra A- A szakasza alatti



AT =240-04 =36 Mm (o iletnek megfeleld értéket az A pontbeli nyomatékértékbdl (ez itt zérus)
negativ iranyban - mivel A7 0!-

lemérjiik.
Az eldobb elmondottakbdl kovetkezik, hogy a nyomatéki abra hH-8 szakasza is

egyenes. 1 beli értéket ismerjiik. Ha meghatarozzuk a B -beli értéket, az egyenes - két pontja
ismeretében - megrajzolhat6. A B keresztmetszetbeli értéket ugy kapjuk, hogy az 1 beli értékhez
pozitiv eldjela értékkel hozzaadjuk.

AT =-160-06=-96 N geapet, ("EL i 0, ezért a valtozas pozitiv). Mivel B-ben a nyomaték zérusra
ado ellendrzésiil is szolgal, hiszen eldre tudtuk, hogy a B csukdban nem 1éphet fel nyomaték.

o

L
ﬁ%—EEH ——_— uéﬁ?am e ?
[kM]
T—L Bas
W T =o7E
= [knnl 575 . ]
(v I“I:) AT, » E*TS
o .-._‘_j%_ELI'piTE“"-'

75. dbra
2.) Hatarozzuk meg a 75. dbran vazolt tart6 igénybevételi abrait!

Mivel a tartot terheld egyensulyi erdrendszer koncentralt erdkbdl és erdparbdl all, a nyirderd abra allandod
szakaszokbol, a nyomatéki dbra egyenesekbol fog allni.

Az igénybevételi dbrakban a koncentralt erdk és az erdpar helyén lesz valtozas. Hizzuk meg ezeknek a
helyeknek megfeleld fiiggdleges egyeneseket.

Masodik 1épés a nyirderdabra megrajzolasa. Az A keresztmetszettdl balra nyilvanvaldan zérus értéki a
nyirdero.

Az A keresztmetszetben 4 = 222 £V
H =3kN

nagysagu felfelé torténd ugras kovetkezik. Ez lesz a nyirderd

értéke egészen az negativ iranyu ugras kovetkezik (F1 lefelév mutat!).

A nyiroerd Gj érteke &40 =3 =073 &N,

F

2 erdig, ahol Fy =6 kN

Ez az érték nem valtozik egészen az

~075-6=875EN B 0, erték nem valtozik a B pontig, aho
valik és a konzo végéig zérus érték( marad.

nagysagu, negativ ugras kovet

| 8=8T3&N pozitiv ugrassal zérussa

Harmadik 1épés a hajlité nyomatéki dbra meghatdrozasa.

A-F

Tudjuk, hogy az A csukloban a nyomaték zérus, és az szakasza alatti



AT =225 15=53375kN m

T

terliletnek megfeleld értéket az A pontbeli nyomatékértéktol (ez itt zérus)
10! - lemérjiik. J szakaszbeli egyenes iranytangense mas értekll. Az

negativ iranyban - mivel A
#2 FL beli értékhez pozitiv iranyban hozzaadjuk 2 %2 -,

AL a nyiroerdabra S szakasza alatti teriilet:

AT =-0753==-225kN m

(Mivel A% , pozitiv iranyban kell AT 4 mérni!).

7

Hasonléan rajzolhaté meg a nyomatéki abra =2 Z beli szakasza. Itt

AT =-67515=-10125 kN wm .
Ezt pozitiv irdnyban felmérve a nyomaték értéke:

—LIZ25410125 =9 kAN m

A konzolos szakaszon ez az érték allando, mert a nyirderd zérus. A tartd végén Mg koncentralt erdpar
hat. E negativ irdnyban kell mérni, mert a tarton balrdl jobbra tovabbhaladva My a tole jobbra 1évd

keresztmetszetekre negativ hajlitbnyomatékot jelent. Mo ¢ lefelé mérve a nyomaték értéke zérussa valik,
¢s mivel eljutottunk a tarté vég nyomaték zérus kell legyen - ez egyben ellendrzésiil is szolgalt
szamitasaink helyességére.

6. Megoszl6 erorendszerrel terhelt tartok igénybevételi abrainak és
fuggvényeinek meghatarozasa

1.) Hatarozzuk meg a 76. dbran vazolt tartd igénybevételi dbrait.

Tudjuk, hogy ahol a tarton 4llandé megoszl6 terhelés hat, ott a nyirderdabra linearis, a nyomateki dbra
parabolikus lesz. A zérus megoszl6 terheléshi szakaszon a nyirderdabra dllando, a nyomatéki dbra linearis.
A két szakasz hataran a nyiréeroabraban torés lesz, a nyomatéki dbra két szakaszanak érintdje kozos.
Huzzuk be az eldbb emlitett keresztmetszeteknél az igénybevételi dbrakba a fiiggdleges - emlékeztetd -
egyeneseket.

=160M

(;_HD Irml —451:;, i .

I

-

-5

76. dbra

Rajzoljuk meg a nyirderdabrat. A -t6l balra a nyirderd zérus értéki. A -ban V=240 N pozitiv érték.



Innen - eg&eac pontig - linedris. A C keresztmetszetbeli értéket megkapjuk, ha az A keresztmetszetbeli
értékbol leveonjuk a megoszlo terhelés alatti teriiletet (F @ lefelé mutat!)

AV =po 2a=5000-08=400 A nyiroerd értéke 240-400=-160N g, . erték a B
keresztmetszeti nem valtozik és itt B értékével zérussa valik.

A nyomatéki dbra megrajzolasdhoz a nyirderdabra linearis szakaszat helyettesitsiik két allando szakasszal
ugy, hogy a fliggvény alatti teriilet értéke ne valtozzon €s az dlland6 szakaszok a linearis szakasz kezdd és
végeértekével egyezzenek meg. (Az allando szakaszokat a 76. dbraban szaggatott vonalla jeloltiik). A két
allando szakasz a linedris szakasz feléig tart.

Ezzel az egyszera fogéssal elértiik, hogy a nyirderd abra csak allando szakaszokbdl all. Ilyen

nyirderdabrahoz mar tudunk nyomatéki abrat szerkeszteni. A szaggatott nyiréerdértékekhez tartozo

egyeneseket a nyomatéki abrabanis szaggatottan rajzoltuk meg. E két egyenes a val6sagos nyomatéki
dM o

abra parabolikus szakaszanak kezdd és végérintdje. ( @x ¢s az allando szakaszok a linearis szakasz
kezdd és végértékével egyeznek meg!)

A parabolikus szakasz két pontjat és a pontbeli érintdke ismerve - a parabola mar megrajzolhat6.

A nyomatéki abranak helyi sz¢élsdértéke ott van, ahol a nyiréerdabra zérussa valik. E18szor hatdrozzuk
meg ezt a helyet. Ehhez irjuk fel a nyirderd fiiggvényét.

A 77. abran sraffozott - balr6 1évd - részt elhagyva a definici6 szerint:

VI:x)= A-pox
7(x)=0 ¢ cknel
X—Xgp= i=E=D,48m
Po 500
\I:/Pn o
P
%/
A X
]
[ V(%]
77. abra

Irjuk fel a hajlitobnyomatéki fiiggvény értékét is az x helyen.

M[x): —ﬂx+p0x-§



A nyomaték értéke az * = *2 helyen

2
M(x,)=—Ax,+p, ‘%": —ﬂ%ﬂ: _240.024 = —57.5 N-m

(mert ¥ota = 4 ).

A maximalis nyomaték helyének és nagysaganak ismeretében a nyomatéki abra mar megrajzolhato.

)

gl { p=2S0K./m C .
. ¥
M . 0.Em 12m

IN]

200

360

78. abra
2.) Rajzoljuk meg a 78. dbran vazolt befogott tart6 igénybevételi abrait.

El3szor hatarozzuk meg a reakciderdrendszert. Befogasnal egy altalanos helyzeti erd I: Y ) ¢s Ma

Az egyensulyi egyenletek:

3 X, =0 A, =0 4,=0
35 =0 A,-p12=0 A, =3008
3 M, =0 M,—p12(0,6+06)=0 M, = 360 Nim

Tudjuk, - a terhelés ismeretében - hogy a nyirderdabra egy allando €s egy linedris szakaszbol all.

. . oy T i
A nyomatéki dbra lineéris és parabolikus szakaszokbdl all. A nyiréerdabra kezddértéke ~** a nyomatéki
&aacut

Rajzoljuk meg a nyirderdabrat.

Az A-B szakasz éallando V= ﬂ? - pozitiv.

A B-C szakasz linearis és a végére ¥ 12=250-12=3004

mutat.

a valtozas negativ irdnyban, mert p lefelé

A nyomatéki dbra megrajzolasdhoz a nyirderdabra linedris szakaszat helyettesitsiik alland6 (szaggatottan
rajzolt) szakaszokkal.



My=3600m. o, AR szakaszon linearis. A valtozas

- negativ iranyban, mert a teriilet pozitiv.

A szaggatott nyieroerdabra alatti teriilet: 30005 =180 I # azaz a nyomaték értéke a BC szakasz felére
zérusra csokken és utdna nem valtozik (szaggatott egyenesek).

A nyomatéki abra értéke A -ban
300.06 =180 N

A két érintd ismeretében a parabolikus szakasz megrajzolhato.

7. Gyakorlé feladatok

A TV. fejezetben foglaltak begyakorladsara minden magyarazat nélkiil megadjuk az alabbi feladatokat és
végeredményiiket.

1.) Hatarozza meg a 79. abran vazolt kéttdmaszu tartd igénybevételi abrait!

O5m L O5m

A M =1E0Nm
B T ool
+ A=1E0N e=160NT -

=1 |in N

2 g ” s
-80 /

79.4bra

2.) Hatarozza meg a 80. abran vazolt konzolos tarto reakcidit és igénybevételi abrait:
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80. abra

4.:. {1 =1B0Nm
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81. abra

3.) Hatarozza meg a 81. abran vazolt befogott tartd reakcioit és igénybevételi abrait!
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