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1. BEVEZETES, ALAPFOGALMAK

A mechanika a fizikanak a mérndki munkaban széleskoriien alkalmazott részterilete,

A mechanika targya anyagi rendszerek (testek) helyzetvaltozassal jaro mozgasainak és az
ezeket 1étrehozd hatasoknak (erdknek) a vizsgalata. Itt a helyzetvaltoztatist altalanosan értelmez-
ziik, magaban foglalja a testek nyugalmi allapotat és alakvaltozasat is.

A vizsgalt anyagi rendszer halmazallapotatol fliggden beszélhetiink szildrd tesick, folyadé-

kok és gazok mechanikajarol.
A miiszaki mechanika egyrészt a mechanika altalanos torvényeit és vizsgdlat modszereit al-

(mérnoki) feladatok megoldasara, masreszt a specialis miiszaki feladatokhoz
ki mechanika alapvetd szerepet jitszix a leztdbh

ill6 megoldasi modszereket tartalmaz. A misza

mémoki tudomanyban (pl. gepészet, épitészet, banyaszat, kohaszat, stb.).

ntjabdl két alapvetd miszaki mechanikai feladat meril fel:

- Tartés nyugalom biztositdsa pl. épiiletel, hidak, csovezetékek tartlyok, tartoszer-
kezetek, sth. esetén, '

- Elgirt mozgasok biztositdsa pl. jarmiivek, robotok, liftek, daru
sth. eseten.

A tovabbiakban szildard halmazdllapot
foglalkozunk. Az 1.1 abra szilard testek miszaki

A mérnoki munka szempo

k, megmunkalogépex,

testekbdl  all6  rendszerek vizsgdlataval
mechanikdjanak egy lehetseges felosztasat

szemlélteti:
Szilard testek
/mﬁsza!ﬂ g
Kinematika Dinamika
(mozgéstan) (erOtan)
Anyagi pont Merev test Statika Kinetika
kinematikaja kinematikdja (nyugalom) (mozgis)
Merev test Szilardsagtan
statikija (Alakvaltozasra kepes
test statikdja)

i. ] abra

A fenti abran a jegyzet témakdreit vastagbetils szedés jelzt.
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testekbél allo rendszerek vizsgalataval
is hasznalt alapfogalmak ér-

A Statika tantargy tartos nyugalomban lévd, merev
' foglalkozik. A tovabbiakban réwviden megadjuk a részben mar eddig

telmezéset.

Rendszernex (testnek) azt az objektumot nevezzik, amit vizsgalunk. A rendszer a vizsgdlat

tirgya. A mechanikiban a val6sagos anyagi testeket, rendszereket modellekkel helyettesijik. A
modellezés mindig 2 valdsigos viszonyok leegyszeriisitéset jelenti, annak kényszerli beismerése,
hogy nem vagyunk képesek a valésagos rendszerek viselkedésének minden szempontbd! pontos

leirasara.

Modellnek az olyan idealizdlt testet, vagy
valosagos rendszemek a wizsgalat szempontjabél lényeges tu
tulajdonsagat pedig elhanyagolja.
odellek jatszanak szerepet.

dellt nevezzilk, amelyben barmely ket pont tavolsaga allando.
tavolsagukat tehat meg terhelés (erd) hatdsara semn

testekbdl 4l rendszert nevezzilk, amely a
lajdonsigait megtartja, a tobb

A statikaban az alabbi test m

- Merev testnek azt a test mo

A merev test pontjai egymastol mert

valtoztatjak meg.

_ Szildrd tesinek azt a test modellt nevezzitk, amely alakvaltozasra kepes, tehat pontjainak
tivolsaga terhelés (erd) hatasara megvaltozhat.

- Anyagi pontnak a miiszaki mechanikéban azt a merev testet tekintjiik, amelynek mozgasa

egyetlen pontjanak mozgasaval jellemezheto.
- Am 1gi pontrendszernek anyagi pontok halmazat,
A mechanikai modellek és mozgasok kiildénbdz0 tipus( mennyiségekkel jellemezhetok. A

statikaban skalar- €s vektormennyiségeket hasznélunk.
A skalar mennyiség olyan fizikai (pl. hémérseklet, térmegsariség) vagy geometriai (pl.
tivolsag, térfogat) mennyiseg, amelyet nagysdga és eldjele, valamint mérickegysége jel-
lemez. A skalar mennyiségeket altaldban (latin vagy gorog) kisbettivel jeloljuk:

pl.s £ o
_ A veltor mennyiség olyan fizikai {pl. erd, sebesség) vagy geometrial (pl. helyvektor, el-
mozdulasvektor) mennyiség, amelyet nagysdga €s irdnya, valamint meriék-
egysége jellemez. A velctor mennyiségeket a skalar mennyiségektdl a betiljel fole tett

nyillal kiilsnboztetjik meg: pl. F,¥, ..

psszességét nevezzik.
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1.2 abra
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A mechanikaban mozgasrol a rendszer anyagi pontjainak helyzetvéltoztatasa eseten
beszéliink. A mechanikai mozgasok mindig valamihez képest, valamire vonatkoztatva
értelmezettek. A vonatkoztatasi alapot a koordinata-rendszer képezi. A Statika tantargy
keretében kizarolag derékszogii Descartes*-féle koordinata-rendszereket hasznalunk
(1.2 abra).

A derékszogil Descartes-féle koordinata-rendszert az jellemzi, hogy x.y.= -vel jelolt
tengelyei egymasra kolesonosen merdlegesek €s az iranyukat megadd e 2,2, vektorok

egységvektorok, tehat abszolut értekik:

=JE};’=|E[=L

g

[Ebben az eldaddsvazlatban felhasznaldsra keriilt Dr. Egert Janos: Statika, tovabbd a
Mechanikai Tanszék Munkakézdsségei altal irt: Miiszaki mechanika I-II. (levelezok részere),
Szilardsagtan I., Mechanikai példatar I-IL. jegyzeteknek néhany fejezete. ]
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* René Descartes (1596-1650) francia filozofus, matematikus €s fizikus
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2. KONCENTRALT ERO

2.1. A KONCENTRALT ERO ERTELMEZESE ES MEGADASA

A koncentrait erd egy testnek egy masik testre torténd hatdsa, amely pontszerii, vagy a test
méreteihez képest kis felilleten torténd érintkezéssel valosul meg. A testek kdzdui hatasok mindiy

kislcsondsek.
A koncentralt erd vektormennyiség, amelyet nagysdga €s iranya, valamint mértékeusysdépe

jellemez.
A miiszaki mechanikiban elektromos, magneses, stb. hatasok eredményeként fellépd
erokkel altalaban nem foglalkozunk.
Koncentralt erdt a koordinata-rendszer egységveictnrai, illetve az erd iriny egységvektora-
nak felhasznalisaval adhatunk meg. Az erft dltaladban F betiivel jelolik.
Az erd megadasa az egységvektorok felhasznalasaval: I
F=Fg +F;E, +FE,. o

Ebben az Osszefiiggésben  F,, F,, F, az erd koordinatai és F.=Fg, F,=Fg,

F,=F, az erd Bsszetevdi. Az erdkoordindtdk skaldr, az erddsszetevok vekior mennyiségek,

szemléltetésiik a 2.1 abrdn lathato.

Z iz

2.1 dbra

Az erd megadisa iriny egységvektor felhasznélasaval:
F=Fe
Itt F az erd skalaris koordinatdja és # az erd irany-egységvekiora, szemléltetésik a 2.2
abran lathato.
Az erd alap mémékegysége S/ ménékrendszerben a Newton (V) 1N = kamis . A
Statikiban lezgyakrabban hasznalt mértékegységek még a kilanewton: 1 &V = 107N és a mega-

newton: | MWV = 10° V.
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2.2 abra

45 PELDAK TESTEK KOLCSONHATASARA

1. Példa: teherautd vontatasa
A 2.3 4bran lithatd rendszer &t testbdl 4ll, ezek a vontatd, a vontatokotél, a teherauto, a

rakomény és az uttest.
A testek silyereje a test és a Fold kozétt klcsonhatasbol (gravitacio) adodik. A silyerd

ielglésére a G betiit hasznaljuk, amelynek indexe az adott testet azonositja. A vontatokotél

)
sillyereje a jarmiivek és a rakomany silyerejéhez képest nagyon kicsi, ezért elhanyagoljuk. A 2.4

ibra a rendszert alkotd egyes testekre hato eroket szemléltetr.
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2.3 abra
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Teherautora hato erok
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2.4.0.b abra

Rakomanyra haté erdk
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2.4.c,d dbra
Uttestre hato erdk
-E ‘.-F-E - FE - FD

T S PP

2.4.e dbra

2, Példa: tla:her emelése

A 2.5 ibran lathato rendszer harom testbdl all, ez
Nem tekintjik wiszont mar a rendszerhez tarto
darukdtélnek a rendszerre gyakorolt hatasat azon

lembe kell venni.

ek a teher, az emeldkatél és a daruhorog.
sonak a darukotelet és magit a darut sem. A
ban - a gravitacios hatishoz hasonloan - figye-
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2.5 dbra

A rendszert alkotd egyes testekre hato erdket a 2.6 abra szemléltett.

Daruhorogra hato erdk Emel8kétélre hatd erdk

Fy - ~Fi
5 A
G o

Kl

2.6 abra

2.3. PELDAK EROK OSSZEGZESERE ES FELBONTASARA

1. Példa: két erd dsszegzese

A 2.7 abran lathato A és B Jel
haladisi irinnyal o és B szoget 7arnak be.

A vontatokotélrdl az uszalyra ismert F, és
uszalyra hatdo /-, vontatderod meghatarozasa.

A feladat megoldasa:
FI-"' = Fﬂ- + Fﬂ' .

i1 vontatohajd uszalyt vontat agy, hogy a vontatok

Teherre hatd erdk

=Fi1

gielek a

F, nagysagu erdk adadnak at. Feladat aZ



I | 2.7 dbra

I Az adott szdgek és az erdk nagysaga ismeretében az erdvektorok meghatarozhatok:

Fy=Fye,, Fg=rFgtg,

I ahol 2, és & azerdk irany-egységvektorai:

: g, =cosaé, +sin ag, Z,=1,
l;
z, = cospE, +sin f,,  |&|=1  Fs0.
l. Az 2,2, vektorokata2.8.a dbra szemléiteti. A vontatderd tehat:

F, =(F,cos a+Fycosf)e +(Fysina+Fgsinf)e,, g0,

I Ha azt akarjuk, hogy az uszaly haladasi irAnya az x tengellyel egyezzen meg, akkoraz Fp

] vontatéerdnek nem lehet y irdnyl koordinataja:
l Fsin a+Fgsinf=0,

tehat fenn kell allnia a kovetkezd Osszefliggésnek:

l £i=_ sinf 820
F, sina’ '
¥
ey -F; EE
ﬂ,(' - =
A X F,
eg
0y b,
2.8 abra
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2 pélia: erd felbontdsa adott irannyal parhuzamos €s arra merdleges Osszetevire.

L5 =

‘ 2.9 dbra

A 2.9 abran lejtds terepen allo villanyoszlop lathatd, amelyet acél feszitdkdtél tart fu ggﬁle-
ges helyzetben. Ismert a lejto hajlasszOge: @ = 30° , a feszitokotél fiiggdlegessel bezart szoge:
f =45, valamint a kotélben fellépd feszitderd nagysaga: Fr=20RY.

Feladat a feszitokstél betonalapjdra atadodo erb lejtovel parhuzamos £y €3 lejtire

merdleges F, n dsszetevojének meghatarozasa.

-1

fil

2.10 abra

. B . g 4 aro erd ado-
Az alapozisra a kotélrdl az adott [, nagysagu, fuggolegessel B szdget bezaro

dik at (2.10 &bra). Ezt az erdt kell felbontanunk lejtavel parhuzamos es lgjiore mercieses
Gsszetevore. -



Alejtd i;ﬁny‘EEjrﬁégvekﬂra

3 1
g = cosaié, + sin cx:?}, = %__E‘ +;;Ej,,
a felbontando ergvektor pedig
F - g, =F.(—sinf€ +cosfe,) =20 ﬁ—'JE:—E +£E kN
Fp=Feer =75y x ¥ 2 7 '

e 2

Az erd lejtavel pdrhuzamos gsszetevje

~ 3 6 2

Fﬂ =(-0,22412, -0, 12942,) kN.

Az erd lejtore merdleges Bsszetevoye:

Fy, =(E?“F;)xf§' =Ff(f’1'£;)_ﬁ(1:f‘f’f) =Ff“F;i~
. " Fry
atok kiszamitasaval:

a7az a szikséges vektorialis sZ0rZ
F, =(-13,9180z, +14,27158,) KkN.

A merdleges dsszetevd kétszeres vektorialis szorzassal torténd meghatarozasa fiizgetlen az

tol. Ha a meghatarozésnal az

elozo szamitasok
Fp =F;—Fgy

e - -

szAmitasanal esetleg elkvetett hiba tovabbvite-

i ssszefiggést hasznaljuk, akkor fennall az F r

I lének veszélye.

2.4. A KOTOTT EROVEKTOR

Koot erévektornak nevezziik azt a koncentralt erst, amelyet a tér adott P pontjahoz

kdtiink (2.11 4bra). A P pontot 2z erd tamaddspontjénak nevezzik.

2.11 abra

10
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Katott erdvektor ket vektormennyisezgth M
az [~ koncentralt erdvektorral adhatd meg egyértelmien. A P ponton dtmend [ iranyu egye-

" nes a koto erovektor « hatdsvonala.

2.5. KOTOTT EROVEKTOR PONTRA SZAMITOTT NYOMATEKA

A P ponthoz kotott [ koncentrilt erd A pontra szamitott M, nyomatékit a kvel-

kezt vektorialis s=or=attal éntelmezzik: f
P

A pontra s=dmitott nyomaték vektor mennyiség. Az A index azt a pontot IEIDHGSI[jH.,
amelyre a nyomatékot szamitjuk. Az F,p az A pontbol az ero P timadaspontjiba mutato

helyvektor: Fyp =7p—T4. A nyomatékvektort a 2.12 ibran és a tovabbiakban is kettds nyillal

jelaljik.

2.12 dbra

A nyomatékvektor nagysiga a vektorialis szorzas értelmezésének megfeleloen szimithato

IHJ[ = IFAF HF|sin @,
ahol @ az 7, és F vektorok altal bezirt sz62. A nyomatékvektor mer&leg_-:s 2z F‘*,F €s az
7 vektorok altal meghatarozott sikra ugy, hegy az T F ¢ M, jobbsodrati
vektocharmast alkotnak.
Koncentralt erd adott ponira szamitott nyomatéka jiigge!
ldnak mely pontjahoz kitjiik.

Ez az allitas az alabbiak szerint egyszerlien _ ,
elsd esetben hatisvonalanak P2 , a masodik esetben pedig hatasvona

abra).

Szimitsuk ki mindkeét esetben az F erd nyomatékit az A pontra:

len attol, hogy az erdl hatasyord-

helathatd, Kossik az [~ konecentralt eriit az
lanak f, pontjahoz (2.13

1. eset: M, =Fp % F,

1§



I _ 2, esel My =Tar,

elembe és helyettesitsik be a 2. eset OS
gsszefligacst:

szefiggésébe a 2.13 abra alapjan

Vegyuk figyelem
l elichatd  Fap, = Fap, TTRP,

I ":F"‘{‘FAPL'"FﬁP;:]
A masodik

| pﬁ:huzmncsak, Ezzel allitasunkat igazoltuk.

EFFFM, ::nu"_f+F*,,lJ-,1 xﬁ:ﬂ_{dl.

.hf.lr}h = r.-"-P‘]_
. .-u
vektorialis szorzat azer ulla, mert a benne szerepld vektorok eaymassal

213 abra

GES ERO KET PONTRA sZAMITOTT NYOMATEKA KOZOTT

[

2. 6. DSSZEFUG

—i

Irjuk fel az F erbnek a tér ket Lillanbozd A és B pontjara szamitott nyomatekat. l
i"v_‘fd _—'F‘,Lp KF, JHHE "-‘-FHPEF.
Alakitsuk 4t az Mg -re felin psszefligaést,

vektorok &sszege (2.14 abra):

F

de rogzitett pontjal.

Az A ésa B a tér tetszoleges,
yvektor aZ gy és Tap

figyelembevéve, hogy az Fgp hel

[

L
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e
' : Tgp =Tpa Tiap =Tap ~Tag:

Az atalakitasnil felhasznaltuk a vektorialis szorzasnak azt a tulajdonsdgat, hogy tagonkent
ezhetd és a szorzotényezdk sorrendjének felcserélése elgjelvaltist okoz. Erd két pontra

elvég
éka k&zatt tehat az alabbi osszefiiggés all fenn:

szAmitott nyomart

S

My=My+F xFyp. 2.2) o

5.7. KOTOTT EROVEKTOR TENGELYRE SZAMITOTT NYOMATEKA

2.7.1. Tengely értelmezése és egyenletének Pliicker’ vektoros alakja

egyenest tekintiink. A mechanikaban a tengely tehdt geometriai

Tengelynek egy iranyitott
ez. Fgy egyenesen (hatasvonalon) mindig ket

fogalom, amelyet hatdsvonala és iranya jellem
tengely vehetd fel.

[

.

i

- =

2.15 agbra

A 2.15 &bran lathatd a jeli tengely irdnyvektora a. Az @ altalaban nem egysézvektor:
[E| #1. A P, pont az egyenes rogzitett (megadott) pontja, pedig futopont.

Az egyenes egyenletét azt felhasznélva irhatjuk fel, hogy az @ iranyvektor parhuzamaos az

egyenes rogzitett 4 pontjabol a tetszbleges £ pontba mutatd helyvektorral:

ax(F-7)=0,
axF—axF =0

Bevezetve a A = —@xF =H
alakjeai:

xd jelolést, kapjuk a fengely egyenletének Pliicker vektoros

* Julius Pliicker (1801-1868) német matematikus és fizikus

|13




GxF+b=0, (2.3)

A (2.3) egyenletben F = xe, +yg, +2¢, a P futopont helyvektora (fggetlen viltozd), az

és b vektorokat pedig Pliicker-féle vektoroknak nevezzik. A b vektor az egyenes &
ranak a koordinata-rendszer O kezdépontjara szamitott nyomatéka. Az 4 € b

eges vektorok: & b =0.

a
iranyvekto-
eg}rmﬂsra me- ral

2.7.2, Tengelyre szaimitott nyomaték értelmezese és Kkiszamitasa Pliicker-vektorok fei-

hasznilisaval

7F koncentril erdnek az "a" tengelyre szimitolt nyomatékit ket

A P ponthoz kotott
Az elsd Iépésben ki kell szamitanunk az erd nyomatékat a tengely

|épésben hatarozhatjuk meg
tetszbleges A pontjara (2.16 abra):

2.16 dbra

"" tengelyre szamitott M, nvomatékat, haaz A

A masodik lépésben kapjuk meg az erd
oro==uk a tengely Z, irny-egységvektord-

pontra szamitott nyomatékvektort skaldrisan megsz
val: ' |

(2.4)

M, =M 4 E,.

A tengelyre szamitott nyomaték (eldjeles) skalar mennyiség, "a' indexe azt a tengelyt
azonositja, amelyre a nyomatékot szamitjuk. A skalaris szorzas értelmezssébdl kovetkezen M
a tengely egy pontjara szamitott nyumatékvekmrnak az &, vekior iranyu skalans koordinatdja
(eldjeles vetiilete).

Atengely &, irany-egységvekiora az ismert modon szamithatd:

|

lf-‘.u

=il

g, = g|=1.

14



B .. loordinita-rendszer tengelyeire szamitotl RYOMEIERGLEREEEL T
cdinata-rendszer tengelyewre szamitoll n v ¢

. Az F koncentrélt erdnek a koo

. az erd origora szamitott nyomatekabal allithatjuk eld:
M, =My-8, M,= My-8, M,= Mo &
(k értéke fiigeetlen attol, hogy az elsd lépésben a tengely mely

A tengelyre szamitolt nyoma
ngelyre szamitott nyomaték értéket felhasznilva a

pontjara szamitjuk ki az erd nyomatékit. A te
fenti allitis az alabbiak szerint igazolhatd:

M, = By &, = (Fap x )& = (s +Ep)xFlE, =

= (g X )-8, + (P x F) 8 = My &

e

i

Az elsd tagban szerepld vegyes szorzal azért 0 mert az Ty €5 & vektorok egymassal
parhuzamosak.

Ha a tengely és
az erd tengelyre szamitott

a7 erd hatasvonala metszik egymast, vagy parhuzamosak egymassal, akkor

M, nyomatéka zérus.

A tengelyre szamitott nyomaték (2.4) szerinti érielmezésébdl kiindulva végezziink el néhany

matematikai dtalaki tast:

Az F erdnek az "a" tengelyre szAmitott nyomatékat tehat a tengely Plicker vektoraival €s
az erd origora szamitott My nyomatékanak felhasznalasaval is ki tudjuk szdmitant:

M, =-'—(arﬂ?fﬂ +F.b) . (2.5)

A (2.5) osszefliggésben két vektornak (d €s F) , valamint ezen vektorok origora szami-

tott nyomatékvektorainak (5 és Mp) "keresztben vett" skalaris szorzata szerepel.

2 8. NYOMATEKI VEKTORTER

Vektortérhez vagy masszoval vektormezGhoz Ugy jutunk, ha a geometrial tér (vagy vizsgalt

test) minden egyes pontjahoz egy-egy vektort kotiink. Vektortér a geometriai ter minden egLycs
pontjihoz rendelt vektorok halmaza. A vektortér végtelen sok vektort foglal magaban.

Nyomatéki vektortéren a geometriai tér minden egyes pontjahoz kotott nyomatékvektorok
halmazit értjik. Az F erd nyomaiéki vektorterét gy allithatjuk e'd, ha kiszamitjuk az erd
A,B,C,... pontokra szamitott M, Mg, Mc,.. n}rumatékvekmrait (2.17 abra). Ha a szamitast a

tér minden pontjira elvégezzilk, akkor megkapjuk az ' erd nyomateki vektorieret.

Az alibbiakban egy erd nyomatéki vektorterének néhany fontos tulajdonsagat kozaljuk. A

tulajdonsagok bizonyitasat az olvasora bizzuk.




l 1. tuldjdonsdy:
I 2. tulajdonsag:
I 3. tulajedonség:

I 1 4. tulajdonsag:

1

Az erd hatisvonalival pirhuzamos egyenes pontjaira szimitott nyomatékvektor
allando. :

Az erd hatasvonalit metszd egyenes pontjaiban a nyomatékvektor iranya allan-
do, nagysaga pedig a hatasvonaltol mért tavolsig linedris fuggvenye.

A tér tetszoleges egyenesének pontjaiban 2 nyomatékvektorok egyenesre eso
vetiilete allando. '

Olyan karhenger-feliilet pontjaiban, amelynek tengelye megesyezik az ero ha-
tasvonalaval, a nyomatékvektorok a hengerfelillet tengelyre merdleges érintdi €s

nagysaguk allando.

2.17 abra



L

f———————

.0 B By = =N -

3. KONCENTRALT EROKBOL ALLO ERORENDSZER

|, vagy roviden koncentrélt erbrendszerrol beszéliink,
hatis eri és ezek a hatasok koncentrilt erokkel
centrilt erdk halmazdt, §sszesseget

Koncentralt ergkbdl allo erGrendszerro

ha a vizsgdlt rendszert egyidejiles tobb
modellezhetdk. Koncenirdlt erérendszernek  tehit kon

nevezzik, ha azt legalibb két koncentrdlt erd alkotja.

3 1. KONCENTRALT ERORENDSZEREK JELLEMZOI

3.1.1. Erépar, koncentrilt nyomaték

Vizsgaljuk meg a 3.1 dbran lathatd, ket erdbdl allo, specialis errendszert. Legyen a két erd
azonos nagysdgu, ellentétes irdnyi €s pdrhuzamos hatdsvonali:

3.1 dbra

Szamitsuk ki az erérendszer nyomatékit az 4 pontra: )
- e - . - e - _— - J

My =Fgp XA =T, xF =T, _r..{FE):_":_F:‘FEI xF=Mp. ;
Azt tapasztaljuk, hogy a nyomatékvekior nem fiigg a= A pont helyétdl, énékét pedig az F
erdvektor ésa P, tamadaspontbdla F tamadéspontba mutaté helyvektor hatirozza meg. Tehat
ie. Ezt a specidlis erérendszert

az A & B pontokra szimitott nyomatéknak meg kell egyezn

erdpdrnak vagy mas sz6hasznalattal koncentralt nyomatéknak szokds nevezni. Erpar nyomateka
cki vektorteret hoz 1et7e.

a tér barmely pontjara ugyanannyi, tehat erdpar homogen nyomat
ndé csak az M, koncentralt nyomatekot megadni. Ekkor az

len nyomatékbél all. Vegyiik eszre, hogy
ar alkotd erovekiu-

Az erdpar megadasakor elege
trf}péz egy olyan erérendszernek tekinthetd, amely egyet
az M, nyomatékvektor azonban nem hatirozza meg eayértelmiien az erdp

rokat,
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Erdpart alkotnak példaul jarmdi kormdnykerekének elforditasakor a korméanykerékre hato

l rok (3.2 abra).

3.2 abra

Ha D jeloli a korménykerek atmérdjét, akkor az erdpar nyomatéka:

M =(Dg,)x (Fg.)=—DFe;.

Ml N R N B B .
Fal
A

II 3.1.2. Altaldnos, szétszort erdrendszer

Koncentrilt erdrendszer altalanos esetben £ (i=1,2,..,1m) koncentralt erdbdl és M,

j= 1,2,...,m) koncentralt nyomatékbdl (erdparbol) allhat (3.3 abra).

1.3abra

13




———— e

- [ n——

-y ENp_Ep =S

-Meg_ng}rezzﬁk, hogy [ és

Az erdrendszer eredd erdvekioral az [, erdvektorok sszegzésével kapjuk:

F=i-ﬁ?- G.1)

i=|

Az erdrendszer A pontra szamitott eredd nyomatékvekiora az [ erdk A pontra sza-

mitott nyomatékvektorai és az M, koncentralt nyomatékvektorok gsszegzésével llithato eld:

M= Fp x I+ M, (3.2)

j=] J=l

M 4 Szarmaztatott mennyiségek és nem tarioznak kozvetlenil az
erdrendszerhez, mint K, vagy M, .

Erérendszer tengelyre szdmitott nyomatékal értelemszeriien szintén a (2.4) Osszefuggessel
definialjuk. :

3.1.3. Erdrendszer redukilt (eredd) vektorkettdse

Koncentralt errendszer redikdlt (eredd) vektorkettdse két vektort tartalmaz:

- az erbrendszer eredd erdvektorét és
- az erBrendszer egy adott A pontra szamitott eredd nyomatékvektorat.

A redukalt vektorkettos jeldlése:

[F(a), J‘FI_,IL : (3.3)
A redukalt vektorkettds vektorainak kiszamitdsa a (3.1) és a (3.2) dsszefiggésekkel toriénik: i
. , o
F4=F=3 F, M= FipxE+2 M. (3.4)
=1 =l =[

Az erérendszer a nyomatéki iér vonatkozdsdban a redukélt vektorkeltgssel jellemezheto
egyértelmijen. A redukalt vektorkettGs bevezetésével az altalanos (szétszort) erdrendszer
probléméjat egy koncentrélt erd és egy koncentralt nyomaték feladatira vezettitk vissza. Ugyanis
az erdrendszer A pontra szamitott redukalt vektorkettdsének ismeretében az erdrendszerneX a
tér barmely B pontjira szamitott redukalt vektorkettdse eldallithatd:

- az erbrendszer eredd ergvektora a tér barmely pontjdba redukalva ugyanaz az ertek:
F(A)=F(B)=F, |

- az erbrendszer B pontra szamitott nyomatékvektora pedig a (
szamithatd:

1.7) gsszefiguéssel

My=My+F xyp.
Ez az dsszefliggés a 2.6 pontban ismerietett gondolatmenettel errendszerek eseten s exyszerien

bizonyithato.
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l , 2. ERORENDSZEREK FGYENERTEKUSEGE

l 3.2.1. Az :gjenértékﬁség értelmezése

ha azonos nyematéki vekioriered

idszer egymassal egyenéricki,
¢r minden egyes pontjira szamitoll

A= (E) és (L7) grores
ket erorendszernek a

ho=nak létre. EZ aZt jelenti, hogy a
nyumatékvektnrinak meg kell egyeznie. |
I | Az (EYés(E7) ergrendszer egyenértékiiséget a Kivetkezdképpen jeloljik: g
| M ] ' -
(EY=(L ). (3.5) .

&ki vektortér vonatko-

TJtaz = jelarrautal, hogy az erdr
l zasaban 4ll fenn.

endszerek kozotti egyenldség a nyomat

I 322, Az egyenértékiiség kritériumal {feltételei)

I Az egyenértékiseg irtelmezése nem alkalmas annak megéllapitasara (elddntésére), hogy két
ergrendszer egyenértékii-€ vagy sem, hiszen eszerint a tér végtelen sok pontjara kellene elvéuezni
' a nyomatékvektor kiszamitasat.

5
llapitasara kr

Az egyenértékuség megi itériumokat (feltételeket) hasznalunk. Az egyes krite-

] riumok kiilon-kiilon 1s alkalmasak az egyenertékiiség eldontésére, tehat barmelyik kriteriaen fel-
I jesiilése elégséges az egyenérickiiség megdllapitdsara.

Két erbrendszer egyenértékil, ha a tér egy tetszoleges, de rogzitett 4 P

szamitott redukalt vektorkettdsiik megegyezik:

l . Fr=fr, Mj=M;

ontjara

1. kritérium:

[EESEESY - |

(3.6)

tér harom, nem egy egyenesre esd (nem

j - o - [ oT L3 ’ L
I 2. kritérium:  Ket ergrendszer egyenértekdl, ha a
atekvektoruk megegyezik.

. kollinearis) 4,8 és C pontjéra szamitott nyom
ll sy =My, M= My, Kle=ME|. (3.7) Q
a tér hat tetszbleges, egymastol linedrisan fiie-

Két erdrendszer egyenértékd, ha
getlen tengelyére szamitott nyoma

Mi=M!, (=12...5)]|.

3. kritérium:
tékuk megegyezik:

el

(3.9)

_Tengelyek linedris fiiggetienséget a kritérium bizonyitasinal érelmezzik. [N
csak megemlitjik, hogy linearisan fiiggetlenek pélaaul egy tetrader oldalélel.

vagy egy haromszog alapt hasab oldalélel.

... !- . -__m !_ *__-
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3.2.3. Az egyenértékiiség kritériumainak bizonyitisa

1. kritérium
Kérdés, hogy a (3.6) ket vektoregyenletének teljesiilése garantilja-
4ra szamitott nyomatékvektorok is megegyeznek. -

My=Mg?

e hogy a tér barmely [}

pont]

irjuk fel az (E7) erdrendszer B pontra szamitott nyomatékat:
Mpy=M\+F' xFyg.

Allitsuk eld az (E") erdrendszer B pontra szamitott nyomatékit is, majd alakitsuk at a f.i-

it osszefiiggést az 1. kritérium (3.6) egyenletel felhasznalasaval:

M= KL+ F" xFyg =My +F'xFgp = M.
egyenleteinek teljesiilése elegendd az egyenértékis g

Ezzel igazoltuk, hogy az 1. kritérium
Ez egyuttal azt is jelenti, hogy egy tetszbles 23

biztositisahoz, hiszen B a tér barmely pontja lehet.
szétszért erdrendszer egyenértéki a redukalt vektorkettdsével.

2. kritérium
Kérdés, hogy a (3.7) harom vektoregyenletének teljesiilése garantalja-e, hogy az (£7) és (")
erfrendszerek egymassal egyenértékiiek legyenek?
Allitsuk eld a B és C ponti nyomatékvektorokat az A pontra szamitott nyomatekokl-ol
kimndulva:
My =M,y +Fy xF', ML = My +Fey x F,
mm — U ey fa— —_— —
M2 = M +F xF7) Mg =Mj+i < F"
L3
Az azonos oszlopban 1év3 egyenleteket egymasbol kivonva, majd fieyelembevéve a I
kritérium egyenleteit, kapjuk a kévetkezd gsszefliggéseket:
0=0+7, x(F'-F"), 0=0+7 « (F'—F").
LT

A vektoridlis szorzas eredménye nem zérusvektor szorzotényezdk esetén akkor nulla, ha az

ssszeszorzandd vektorok egymassal parhuzamosak, tehat
o | (F-Fn & mull (F'=F).

-vel (ugyanis kikdtouik, hogy az 4,5 ¢s (' pontok nom

Mivel 7-, nem pirhuzamos Fip
k akkor lehetaz 7-, és 7,p vektorrais

eshetnek egy egyenesre), ezértaz (F'—/[") vektor csa
egyszerre parhuzamos, ha
{F"r_ﬁ'uj=ﬁ — Fr= F‘H_

Ezzel a nroblémat visszavezettitk az 1. Lriténumra és errdl pedig mar bebizonyitotk, hogy AT

siilése esetén az egyenértéklség biztositoll,

-3. kritérinm

 Kérdés, hogy a (3.8) hat skaliregyenletének teljestlese garantilja-e, hogy az (£ é (..7)
erdrendszerek egymadssal egyenértékiiek legyenek?

Az @, jelii tengely egyenlete a (2.3) bsszefligges alapjan




axF+b =0 (4=0, a-h=0,i=12,.,6)
alakban irhato. A (2.5) egyenlet felhasznalasaval az (E7) és (E") erdrendszerek ¢ tengelyekre
szamitott nyomatéka:
M, =';T1(E" My +h-F) & My =l"l%_-|ﬁ - MG+l F").

Ezeket az Osszeflggéseket behelyettesitve a 3. kritérium epyenleteibe és az epyenleteket egy
oldalra dtrendezve hat skalaris egyenletbél allo egyenletrendszert kapunk:

G-(My— Mgy +§-(F=F)=0 (i=12....6).

' —

A zaréjelben all6 kifejezésekre az
(VL — ) = ME, + M, + ME,
(F'-F")=F@ +F2,+Fg
jelélést bevezetve az egyenletrendszer az alabbi alakban irhato:
a, M, +ay, M, +a, M, +b,.F; +by,F, +b,F, =0
ay M, +ay, M, +ay M, + by F, +by F, +5,F, =0
a;. M, +53J,MJ, +ay, M, +b, F +b, F, b, . =0

ag M, +a M, +a M+, F. + by Fy, +b. ;=0

-—

as. M, +£I5J,M_}, +a:!zMz +bs F +b5J,F_,, +b F.=0

ag M. +ag,M, +ag, M, +8s. F, +b,F, +b, F, =0,
F

-
-

N
A

Ennek a homogén, linears algebrai egyenletrendszemnek az M, M, M, F . [, es

jsmeretlenekre nézve akkor van
M:::MJ;M,:F,:F},:F: =0

=

azonosan nulla megoldasa, ha az egyenletrendszer determinénsa, amely a hat tengely Pliicker-féle
vektorainak koordinatait tartalmazza, nem nulla:

a, b b, b
":I‘T.r. a’l}- ﬂ’lz bl.r b“.y' b:

IR
5
=
oY
=

5
H
3y
e
g
7
b
=
t
L
o

I oL H.'r_:- e, bl: ‘bﬁy bﬁz
dge ﬂﬁy aﬁ: bﬁx 'ﬁﬁ_p bﬁ:
l‘ Ezzel a feltétellel értelmezzitk hat tengely linedris iggetlenséget is.
120

Definicia: Hat tengely linedrisan fiiggetlen, ha a Phicker vektoraik koordindtdit tarialme
determindgns nent z€rus.

A homogén linedris algebrai egyenletrendszer azonosan zérus megoldasa esetén:

Wy N




{IEI'E - jﬁg} = ﬁ —= Jﬂ:‘lfé _ ﬁ;;ru .
(F'-F)=0 = F'=F".
Ezzel a problémat visszavezettlk az 7. kritériumra, amelyr6l pedig mar bebizonyitottuk, hogy
teljestilése esetén az egyenértékiiség biztositott.

3.2.4. A statikai egyenletek jellege

4iban az erdrendszerek egyenértékilségi kritériumaiban szerepld (3.6)-(3.8)
unk. Egy vektoregyenlet térbeli esetben hirom fizgetlen skalaregyen-
.6) szerinti ket vektoregyenletének xy é = 1rd-

B

A statikdban altal

tipusi egyenleteket hasznal
letet foglal magaba. Példaul az L. kritérium (3

nyokhoz tartozo skalaregyenleter:
F=F, My =M, /
F e [ [ " L_i-
F, y o F y? M Ay = Ay o
F/=F M) =M
térium nyilvinval6an hat skalaregyenletet tartalmaz. A fentiek alapjan a

(3.7) vektoregyenletekkel megadott 2. kritérium kilenc skalaregyenletet tartalmaz. Kimutathato

azonban, hogy a kilenc egyenletbdl csak hat figoetlen egymastol.Az 1.-3. kritériumokban
szerepld egyenleteket siatikai egyenleleknek nevezzik. A statikai egyenletek térbeli esetben hat
fiiggetlen skalaris 0s. -efiiggést tartalmaznak. Az erdkre vonatkozd skalaregyenleteket a
tovabbiakban vetiileti egyenletelnek, 2 nyomatékokra vonatkozd skalaregyenleteket pedig

nyomatéki egyenleteknek nevezziik.
Alkalmazzuk a 3.4 abran vazolt esetre az 1. kritériumot.

A (3.8) szerinti 3. kri

Lr

——

=1
HE =HE

3.4 abra

Szorozzuk be skalrisan a megadott & egységvektorral a kritérium elso vektoregyenletet:

FH"E.’-=F"'E_
F o ]
EIHF:?

ekkor 2z F' és " erbnek az & irinyra esd (eldjeles) vetiiletét és igy a
vetitleti egyenietet kapjuk.

(3.9

(3.9)-es € iran W

1-J
[

l Bt o .-___ o




lc vektoregyenletét szorozzuk be skaldrisan az adott @ euyséuvek-

Ha a kritérium masodi
torral:
Mpg=Mg-E,
ﬁlf.!r; = ﬂ!f:', (3.10)
M ¢ nyomatéknak az ¢ irAnyra eso (eldjeles) vetiiletet, vagy més szoval a
gfeleloen 2z M, & M. tengelyre szimitott nyomatékokat kapjuk,

Iyre szamitol! nyomateki egyenieinek nevezziix.

akkor az Mg €S
(2.4) értelmezésnek me
(3.10) egyenletet pedig e tenge

53 ERORENDSZER EGYENSULYA

3.3.1, Az egyensuly értelmezése

Az (E) erorendszer eg}-mmifyi‘, ha zérus nyomateéki vektorterel hoz létre. Ez azt jelent,
1402 szamitott nyomatékanak nulla vektornak kel

hogy az erorendszernek a tér minden zgyes pontj
lennie.
Az (E) erbrendszer egyensilyat a (3. 5)

(E)E(0).

asszefiiggéshez hasonléan jeloljik:
(3.11)

3.3.2. Az egyensuly kritériumai (feltételel)

Az :g}renénékﬂséghez hasonldan az egyensulyl kritériumok szintén kiilon-kitlen is alkal-

masak annak eldontésére, hogy egy errendszer egyensulyi-¢.

{.kritérium:  Egy erOrendszer egyenstlyi, ha a tér egy tetsdleges, de rogzitett A pontra Sz&-

mitott vektorkettOse zérus érteki:
F'__ﬁr H.i:ﬂ {31:’]

7. kritérium:  Egy erOrendszer egyensilyi, ha 2 tér harom, nem egy egyenesre esd (nem
kollinearis) 4,.B és € pontjra szamitott nyomatékvektora nulla:

Ewﬁ:ﬁ, i, =0, Mc=0.

3. kritérium:  Egy erOrendszer egyensaly,;, ha a tér hat tetszdleges, egymastol linearisan fig-

getlen tengelyere szamitott nyomnatéka nulla: -

(3.13}

(.14

#IJ '__-Dl {.f: I'r?"!"'tﬁ}‘

Linedrisan fuggetlen tengelyek
szog alap hasab oldaléler.

példaul egy tetraéder oldalelel, vagy eLy harom-

-y .. .y




Az egyensilyi kritériumok igazolisa a 3.2.3 fejezetben leirtaknak megfelelden egyszerien

elvégezheto. A 3.2.4 fejezetben leirtak az egyensulyi kritériumok (3.12)-(3.14) egyenleteire Is

é;'\rén}fﬂﬁﬂk.

3.4. ERORENDSZER CENTRALIS EGYENESE

3.4.1. A centralis egyenes értelmezése

. Erdrendszer centralis egyenese azon poniok mértani helye, amelyekben az erorendszer
eredd erévekiora és ered nyomatékvektora egymdssal parhuzamos.
Ugyanez mas formiban is megfogalmazhato:

Erdrendszer centrdlis egyenese azon pontok mériani helye, amelyekben az eredd nyo-
matékvektornak az eredd erdvektorra merdleges dsszetevdje zérus. A centralis egyenest a c.e

raviditéssel is szokas jeldlini.
3.4.2. A centrilis egyenes egyenlete

A centralis egyenes tetszdleges P pontjara szamitott M nyomatékvektor (3.5 abra) ki-
fejezhetd az erbrendszemnek a voordinita-rendszer O kezdBpontjéba redukalt EF . My ]ﬂ ere-

dé vektorkettdsével: : {

HF=ﬁ?f¢+F'xFGP=ﬂG-};PxF. (3.15)

A

+ C
/c.e.

3.5 dabra

, A centrilis egyenes értelmezésébél kiindulva irjuk fel az M nyomatékvekiornak az F
erdvektorra merdleges dsszetevojet:

{Fxrﬁﬂxﬁ:ﬁ.




Az egyenletet

He[yﬁl[ﬂﬂilﬁiﬁk be ebbe a kifejezésbe az M, -re vonatkozo (3.15) sszefligaest és vegezzik

el tagonként 2 zarojelben kijeldlt vektoriilis szorzast:
[Fxﬂ:fﬂ—?x(?wx?}]x}?=ﬁ.
sielben allo kétszeres vektorialis szorzasra a kifejiési szabalyt,

Alkalmazzuk a szogletes zarg
majd a szogletes zarojelben allo kifejezést szorozzuk be tagnnkéntjnbhrc':-l vektoralisan [ -fel:

(Fx MH]KF-FJ(%FK F)+(F-Rp)F x £=0

=\
Az utolsd tagban szerepld vegyes szorzat azért nuila, mert két tényezdje ugyanaz a veklor,
F1 20 -val elosztva, 2 vektorialis szorzasokban a tényezdk sorrendjet felcserélve
az [ vektort kiemelve kapjuk 2 centralis egyenes egyenleléi:

_ (. FxM,)\ _z '
FI(TGF —-—:;TI'—G“)Z‘{]. (315}

és mindkét tagbol

A (3.16) egyenletet Gsszevetve az egyenes egyenletének

ax(F-x)=0

alakja-al (2.15 4bra) megallapithat6, hogy 2 centralis egyenes

F| és (3.17)

I

a

irényvektora:

_ _tE X JFIE -
Toc = Fi . (3.18)

A

egy ismert pontjanak helyvekiora:

—

Az ismert pont éppen a centrélis egyenesnek az O-#0z leghozelebb lévé C ponija, hiszen
(3.18) szerint az  fpc helyvektor merdleges az egyenes 7 iranyvektorara.

Ha az elézd levezetésnél az O pontba redukalt [;E L Mg ]ﬂ eredd vektorkeuds helyett az

erdrendszer A pontba redukalt [F M A] y eredd vektorkettdsét hasznéljuk fel (3.6 abra), akkor

(3.16) helyett a kisvetkezd egyenletet kapjuk:
: ExM,) =
= -"J=n_ (3.19)

F x{r‘*‘ﬁ -
A zarojelben allo kifejezés masodik tagja az A pontbdl a centralis egyenes [) pontjaba
mu- tatd helyvektort adja meg: :

. FxM
Fap = ; 4. (3.20)

A D pont a centrilis egyenesnek az A ponthoz legkozelebb léva ponfa, hiszen (3.20)

szerint az 7, helyvektor merdleges az egyenes F iranyvektorara.

A centrdlis egyenes egyenfmének Pliicker vektoros alakjat kapjuk, ha a (3.16) egyen-

letben kijelolt vektorialis szorzast tagonként végezzik el

_ 1 = .~ = = "
FKF&F"“F;?FH(MQ x F)=0. (3.21)




A (3.21) egyenletet (2.3)-mal Gsszevetve kapjuk a centrdlis egyenes egyenletének Pliicker-

féle vektorait:

=
[l
)

(3.22)

|
1l
5o
*

—

o
®
Ty
L

<
R,
-

3.6 abra

A b Pliicker vektor az M, nyomatékveltor F -re merdleges irany( dsszetevéje. Ennek

4sira fejtsik ki a (3.22)-ben szereplo kétszeres vektorialis szorzatot:
F-M,
2

bizonyit

b= Fx (M, x F)= M, - F = B, - Ky = My,

Fl

p———

3.4.3. A centrilis egyenes pontjaira szimitott nyomaték

felbonthate az erdrenszer [

LR

Erorendszer A pontra szamitott M, nyomatékvekiora
eredd erdjével parhuzamos és arra meroleges dsszetevore:

g e CoMy = Fox (M xF s
'MJ=MJ{|+MAL=F;;I“F+ H(F';x }, (3.23)

amitott M, nyomatékvektor az A ponti re-

|

A centralis egyenes tetszleges P pontjara sz
du'alt vektorkettds felhasznalasival a kovetkezdképpen irhatd fel:

1 T o e e
MP=MA+FKF.¢P= ..-11+"F"J.-IJ_+FH'FAP'

erévektor s a nyomatékvektor egymassal parhu-

{3.24)

A centrilis egyenes pontjaiban az eredd
Zamos, ezert

[

F:’:HFZE_

Helyettesitsiik be ebbe az egyenletbe a (3.24) Hsszefliggest:

e

b L
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. =N =N aa Ee

FxHA!+Fx{§!AL+FxFM}=5, (3.25)

A (3.25) egyenlet elsd tagja nulla, mert F parhuzamos M Al -val. Ebbdl az kévetkezik,
g zarojelben allo tényezdjének 1s nullanak kell lenni, mert [ #0 é [ nem

ik taggal sem:

hogy a masodik ta

parhuzamos a zarojelben allo egy
(3.26)

Ez egyattal a (3. 19) 8sszefuggessel is felirt centralis egyenes egyenletének egy masik alakja.

A (3.26) eredmény ﬁg}ielembwételévﬂl (3.24)-bél az adodik, hogy

- - F-M, =
Mp=ilr'fdl= FZ A F (32?}

: tetscoleges P pontjdra szamitott Mp nyomatékvektor egyenlo

Tehat a centralis egyenes
a7 erSrendszernek a tér tetszoleges A pontjira szamitott nyomatékvektorinak a centralis egyenes

irdnyiba esd dsszetevo) ével.

15 ERORENDSZEREK OSZTALYOZASA REDUKALT (EREDO)
VEKTORKETTOSUK ALAPJAN

Erarendszerek redukalt vektorkettdsiik alapjan negy csErpmnba sorolhaték. A négy csoport
kiziil az elsd kettore F =0, miga masodik kettdre F =0 jellemzd. A tovibbiakban az elsd

két csoportot 1 osztalynak, a harmadik-negyedik csoportot pedig Z. osztalynak nevezzik.

l.osztaly: F=0
al eset: i, =0, az erérendszer egyensilyl,
b/ eset: i, =0, az erérendszer az M, nyomatéki erdparral egyenérteku.
2.oszidly: F=0
alesett  F-M,=0,  az erbrendszer egy olyan F erdvektorral egyenértéki,
| amelynek hatasvonala az ergrendszer centralis egyenese,
b/esett [ -A, =0,  azerbrendszer egy olyan F, M, vektorcsavarral (vektorket-

tossel) egyenértekil, amelynek hatisvonala az erdrendszer
centralis egyenese.

3.6 ERORENDSZEREK OSZTALYOZASA AZ FROK TERBELI ELHELYEZKEDESE
ALAPJAN - SPECIALIS ERORENDSZEREK

Az erdk térbeli elhelyezkedése alapjan az erdrendszerek harom csoportba sorolhatok:

- kszds ponton tamado erbrendszerek,



- parhuzamos erorendszerek, és
_ szétszOrt (tetszdleges) erdrendszerek.

Mindharom csoportba sorolt ergrendsze
destiek. Sikbeli erérendszerrdl beszélink, ha
rendszer esetén az erok hatisvonalai tetszoleges ter

Az egyes esetekben megvizsgaljuk, hogy
vektorkettds alapjan az erGrendszer milyen osztalyba
all rendelkezésikre az egyenériékiiségi és egyensilyi feladatokndl.

reknél az erdk lehetnek térbeli és sikbeli elhelyezke-
az erdk hatasvonalai egy sikba esnek. Térbeli erd-
beli elhelyezkedésiiek, nem esnek egy sikba.

- az eredd (esetbe) sorolhato €s

- hany skalaregyenlet

A vizsglat utan az adott erdrendszerre gyakorlati példat is bemutatunk.

3.6.1. Koziis ponton timado erirendszer

| beszéliink abban az esetben, ha az erorendszert al-

Kozos ponton tdmado erorendszerro
kot £, (i=12,..,7) erdk o, hatdsvonalal egy pontban metszik egymast. Ezt a metszéspontot

a 3.7 Abran P -vel jeldltik.

3.7 abra

Az erdrendszer P pontba redukalt eredd vektorkettose:

F=3F, Mp=0. (3.28)
i=l

Az erdrends—er vagy az 1/a vagy pedig a 2/a osztalyba tartozhat a redukalt vektorkettos
alapjin t8rténd osztalyozas szerint. A kdz0s ponton tamadd erbrendszer tehat vagy egyensulyban
van, vagy pedig a F ponton tamade [ eredd ergvektorral helyettesithetd. Fbbél az 15
kovetkezik, hogy az erdrendszerre térbeli esetben harom fliggetlen vetiileti egyenlet, mig sibeli

esetben két fliggetlen vetileti egyenlet irhato fel.
zerre vizsgaljuk meg a 3.8 abran lathato

_ Peldaként térbeli, koz0s ponton tamado erdrends:
kotéllel felfiggesztett ustre hato erdket. Az AB és ( pontokban rogzitelt kotelekrol a /7

pontba a kotélagak iranyaval megegyezd iranyu L, F, és F, erdk adodnak at. Az st &

[ S -
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tamadaspontu G, stlyerGvektoranak o hatisvonala is atmegy a P ponton, igy az F, Iy
kozds ponton tamado erdrendszert alkotnak.

és G, erdk térbeli,
Példaként sikbeli, kdzds ponton idmadé erérendszerre vizsgaljuk meg a 3.9 abran lathatd

antenna feszitdkotelemnek talajhoz torténd rogzitését (3.9.b abra). A feszitdkotelekrdl a talajba
sra a 3.9.c abrén lithatd |, [, és F; erdk adodnak at. A harom erd egy
tszik egymast, ezért az [, F, és [ erdk sikbell,

bebetonozott acélkampo
sikba esik €s hatisvonalaik az A pontban me
ado6 erorendszert alkotnak.

kdzbs ponton tam

L st
“G
S~
3.8 abra
by
feszifo
kotelek ]
2/
.-r i J-:; ’{'3
) G ’
77 A Fy
: €
VT ry Prrrrads x’fx’; "’;”H”fff
1 -
e

3.9 abra
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3.6.2. Pirhuzamos erorendszer

errol beszéliink abban az esetben. ha az erdrendszert alkoto erdk

Parhuzamos erdrends:
ységvektorral kijelolt irannyal (3.10 abra).

hatasvonalai parhuzamosak egy € €g

3.10 abra

Az erérendszert alkoto valamennyi erd ezért

—

¥
F=Fe&, (i=12,..,n) (3.29)

alakban irhato fel.

A parhuzamos erérendszer O pon
lével az alabbi modon szamithato ki

tba redukalt eredd vektorkettdse (3.29) figyelembevete-

F:iﬁ; .—_'.{iﬁ)é‘:FE, (3.30)

f=] i=]

A n

lﬁ'ﬂ=Z%;HE=ZE;KEE=[Zﬁ}E;)KE. | (3.31)
A (3.30-3.31) osszefiiggésekbdl lathato, hogy az F eredd erdvektor mindig ¢ ranyu, €3
az M, eredd nyomatékvektor mindig merdleges az  iranyra, tehat mindig egy ¢ -T¢ merdle-
ges sikban helyezkedik el. Ebbol kévetkezoen a parhuzamos erérendszerek a redukalt vektor-
kettds alapjan tdrténd osztilyozas szerint az 1/a, 1/b és 2/a esethez tartozhatnak. Parhuzamos
erdrendszerre térbeli esetben harom fggetlen (1 vettleti és 2 nyomatéki) egyenlet, sikbel esetben
pedig két figgetlen (1 vetiileti és 1 nyomatéki) egyenlet irhato fel.

3.6.2.1. Pirhuzamos erérendszer kizéppontja

Pdrhuzamos erdrendszer K kézdppontjanak a térnek azt a pontjat tekintjik, amelyben az

erdrendszer helyettesithetd az F eredd erdvel.
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Ha az erbrendszer
szamitott nyomatéka:

a K pontban helyettesithetd az

[ er6vel, akkor az erorendszer O

pontra
M, =Tox x F =T “[Zﬁa)=[§:ﬂ]?¢x KE . (332)
i=f i=1l
A(3.31)6s (3.32) egyenletet Osszevetve kapjuk meg a K pont helyvektorat:
| A
ok = (3.33)
P
| i=1 J

Az erdrendszer K
7 irinyl egyenes az erore

A (3.18) asszefiiggésbél kiindulva
fekszik:

—_

F?‘Mﬂ _FEE(FQKKFE)_L_.
Fl - Fi =€

Toc =

szamot eredmén

A K ¢é C pontok helyvektoral
zik, hogy ha C a centralis egyenes pon

(3.10 &bra).

T

!
3.6.2.2. Sillypont értelmezése

A komyezetiinkben leggyakrabb
v valamennyi testre hat stilyerorendsz
kozotti kolcsdnhatasbol (gravitaciobol) a
setén a sitlyerdrendszer pdrhuzamos erore

kozéppontjat nevezzitk.

Térbeli parhuzamos erdrendsce
tartokabeleire miikado erdket.

kozéppontjanak értel
ndszer centralis egyenese.
pebizonyitjuk, hogy a Kp

Az E-e=1,mert £ egységvektor, az
yez, tehat (3 34)-bol az alabbi dsszefll

an elofordulod
er (minden testnek van

dodik. A miszaki gyako
ndszernek tekintheto.

Test sitlypontjanak a lesire hato sulyer

rre példakent vizsgaljuk meg a 3.

mezésébdl kovetkezik, hogy a X ponton atmeno

ont is a centrilis egyenesen

« (e  8) = o (8- 8) = (oxc 8- (3.34)
=|

D€ skalaris szorzat pedig egy ¢ skalans

ggés adodik:

nak kiillonbsége egy €
tja, akkora K pontnak

irany( vektor. Ebbal az kovetke-
is a centrilis egyenesen kell lennie

erorendszer a silyerSrendszer. A Foldon le-
silya), amely a test és a Fold
rlatban eléforduld testméreteX -

Grendszernek, mint pdriizamos erdrendszernek o

.3.6.1.3. Példak parhuzamos erorendszerekre

|| abran lathato fiiggohid
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tartokdbel

utpalya

piller
3.11 abra

A tartokabelekre az utpalya és a hidon 4thaladd jarmivek stilyabdl szarmaz6 térbeli parhu-
zamos erdrendszer hat (3.12 abra)

AN

3.12 abra

Sikbeli parhuzamos erdrendszerre példaként vizsgaljuk meg al 3.13 abran !éth:fltf::__kfilzkekz
kedési jelz6ldmpa-rendszert. A lampak a felsd tartokotélre v:':mnak f'elﬁiggeszwe. Az a}lsiz: kétélne
csak az a szerepe, hogy szeles idGjaras esetén meggatolja a lampatestek talzott belengeset.
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3.13 abra

A tartokotélre a lampatestek slyabol szarmazo sikbeli parhuzamos erorendszer adodik at,

3.14 abra

3.6.3. Szétszort erorendszer

51 beszélink abban az esetben, ha az erorendszert alkoté erdk

Szétszort erdrendszerr | i
tetszbleges térbeli elhelyezkedésiiek, tehat hatasvonalaik helyzetére semmilyen megkotes nincs. Ez

az dltalanos eset.
SzétszOrt erdrendszer A pontra szamitott redukalt vektorkettdse a (3.1) és (3.2) értelmezes

alapjan hatarozhaté meg. A redukalt vektorkettds alapjan toriénd osztalyozas szerint az
erBrendszer barmely, azaz 1/a, 1/b, 2/a és /b esethez tartozhat. Szétszort, altalanos erorendszerre

térbeli esetben hat figgetlen (3 vetiileti és 3 nyomateki) egyenlet, sikbeli esetben pedig harom flig-
getlen (2 vealeti és 1 nyomatéki) egyenlet irhato fel.

3.6.4. Sikbeli erorendszer

ert alkoto erdk egy sikba

Sikbeli erérendszerrcl beszéliink abban az esetben, ha az erorendsz
16, vagy legalabbis a

esnek. A miiszaki feladatoknal tébbségében sikbell erdrendszerek fordulnak e
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probléma JO kozelitéssel

példaul a 2.3 é 2.4 abran

sikbeli errendszerrel modellezhetd (lasd
L részletesebb megvizsgala-

lathato feladatot). Fz indokolja sikbeli erbrendszerek tulajdonsagaina

sat.

Az Eg}rszﬂrﬁség kedvéért tekintsik a 3.15 abran lathatd xp sikba esé ergrendszerl.

3. 15 dbra

Sikbeli erdrendszer A pontba redukalt eredd vektorkettose:

in 4 s ﬁIA=ZFA,xP‘,
i=1

i

4z F ereds vektor minden esetben benne van az Xy sikban, a sik barmely A ponijara
scamitott M, nyomatékvektor pedig mindig merdleges az xy sikra:
F"Hﬂ = D.

azva a (3.27) osszefuggést, azt kapjuk, hogy a cenirdlis egyenes

(3.35)

Sikbeli erdrendszerekre alkalm
pontjaiban a nyomaték zérus.
hatnak széiszort, pdrhuzamos és kozos ponion
apjan torténd osztilyozasat €s a rajuk
-3.6.3 fejezetben megbeszéltik.

Sikbeli erdrendszerek kozott is elafordul
témads erdrendszerek. Ezek redukalt velktorkettds al
felirhato fiiggetlen statikai egyenletek szdmat mar a 3.6.1

3.7. SIKBELI ERORENDSZER EREDOJENEK MEGHATAROZASA
SZERKESZTESSEL | '

3.7.1. Sz tszort sikbeli erérendszer

3.7.1.1. Részeredd sokszog szerkesztes

A szerkesztest a 3.16 abran lathatd harom erdbél allo sikbeli szétszon ergrendszerre multat-

juk be.

35



] = -

SEE_ SN M S aE Sn am e Em e

S

Helyzetabra Erddbra

Ny (mm/mm] Mg (N/mm)

3.16 dbra
A szerkesztés alapjaul az erdrendszer eredd erdvektoranak értelmezése szolgal:
F=F1+FE+F]=EE+F3=EB‘ [336}
A szerkesztés gondolatmenete a kovetkez0:
- az elsb lépésben eldalliuk az £, é F, erdk ereddjét, amit [, részereddnek neve-
ziink,

- a masodik lépésben eldallitjuk az F, és Fy erok Fiay részereddjét, amiitt megegyezik

az erbrendszer F eredd erGjével.
Ha 2z erfrendszer n szami erdbol ll, akkor a részeredd sokszog szerkeszies
ben végezhetd el.

n—1 lepés-

A szerkesztés elvégzéseher ket abrat a helyzetabrat (szerkezetabrat) €s az erdabrat

(vektorabrat) kell megrajzolnunk. ,
hatasvonalainak helyzetét tartalmazza. A

A helyzetcbra, vagy szerkezetdbra az erdk a
abrarol lemért 1 mm hossznak a

helyzetibra N (mm/mm) iéptéke azt mutatja meg, hogy az
valosagos szerkezeten hany mim -es hossz felel meg.

az erGvektorok osszegzését tartalmazza. Az erdabra

Az erddbra, vagy weklorabra
ssznak hany N ero felel

Ng (NImm) léptéke azt mutatja meg, hogy az abrardl lemért | mum ho
meg,
szerkesztjik az [, részeredd

A szerkeszést az erdabran kezdjiok azzal, hogy meg
és «, hatasvona-

erovektort. Az F,, részeredd a,, hatisvonala at kell hogy menjen az &,
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lépésként a helyzetibraban az A ponton &t [, -vel pirhu-
hatasvonalat. A harmadik lépést ismét az erdabran kell elvé-
gezni: meg kel sperkeszteni az £y € F erdk Py =1 ereddvektorit. A kovetkezo lepesben
a helyzetabrin hatirozzuk meg az a, hatdsvonalat ugy, hogy az «;, €s @, hatisvonalak /3
metszéspontjan at az F  vektorral parhuzamos egyenest rajzolunk be. Az a, hatasvonal
egyben az errendszer centrilis egyenese. A_ részeredd sokszog szerkesztéssel tehat meg lehet
hatirozni egy Szetszort sikbeli erérendszer [+ eredd vektorat és ennek «a, hatasvonalat, anu

egyben az erérendszer centrilis egyenese.

lak A metszéspontjan. [gy mdsodik
zamaost huzva kﬂpjuk_ meg az o3

3.7.1.2. Kotélsokszog szerkeszies

A kotélsokszoig szerkesztést olyan esetekben szokas alkalmazni, amikor a sikbe'l
erdrendszert alkotd erdk hatdsvonalai "kozel parhuzamosak”, vagy parhuzamosak. A "kozul
parhuzamos” egyenesek altal bezart szdg igen kicsi, ami azt eredményezi, hogy metszéspontjuk
szerkesztéssel csak pontatlanul hatirozhaté meg és esetleg nem is esik a szerkeszteshez
rendelkezésre allo terilletre (papirlapra). A parhuzamos hatasvonalaknak pedig nincs is metszes-

pontja. Ezek a problémak kétélsokszdg szerkesztéssel megkeriilhetoek.

A szerkesztést a 3.17 dbran lathatd harom erdbdl all6 sikbels erdrendszerre mutatjuk be. i
szerkesztés alapjaul itt is az erBrendszer eredd erdvektoranak értelmezése szolgal:

F=F+F+F.
Vegyiink fel egy két erdbdl 4ll6, az eredetivel azonos sikba esd erdrendszert:
| g, -F, -
Az erék @, hatasvonalanak azonosnak kell lennie, de az hatdsvonal helye és az [, erb-
vektor nagysaga €s iranya tetszdleges.

Ezt az egyenstlyi erGrendszert az eredeti hirom er6bdl allo erorendszerhez hozzaadva sem
az eredd erdvektor, sem a centrilis egyenes nem fog megvaltozni. |

A hozziadast az alabbi sorrendben végezziik el:
| F=F+F+F+F-F. (3.37)
Az igy kapott erdrendszerre mar elvégezhetd a részeredo so kszdg szerkesztés:
F=FﬂL+F2+F3_F_uEFM.;I."'F;_FH:FM:J'FU = Fias.
A szerkesztés elsd lépésében vegyiink fel a helyzetabraban egy tetszbleges a, hatasvo-

nalat és az erbabraban egy tetszéleges nagysagy, de az «, hatasvonallal parhuzamos wanya /1,
erdvektort. Ezutin végezziik el 2 3.7.1.1 fejezetben leirt mddon a részeredd sokszoy szerkesziest
(3.17 4bra). A szerkesztés eredményeként az erdabraban megkapjuk az erdrendszer - eredd
erd- vektorit. Az erérendszer centralis egyenes a helyzetabran lathatd.

A centrilis egyenes, ami azonos az /= eredd erd ¢, hatdsvonaldval, atmegy az @, €s
@g12y hatdsvonalak metszéspontjan és parhuzamos az F eredd erd vektorabrabol ismert iranya-
val,

A szerkesciés elnevezése onnan szarmazik, hogy az @, Gy, @gpa @y egyenesek altal
alkotott sokszég alakja megegyezik a koncentralt erdkkel terhelt salytalan ketel alakjaval,
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Helyzetabra Erdabra

N (mm/mm) M (N/mm}

w1

wTH

3. 17 abra

3.7.2. Parhuzamos sikbeli er6rendszer

Ha a sikbeli parhuzamos ergrendszer ketténél tobb erébl all. akkor mindig az el6z6 pont-

ban leirt kitélsokszog szerkesztést alkalmazzuk.

s erorendszer keé! erdbdl all, akkor 1s haszna
ljaras is alkalmazhato.
1.18.b abra pedig ellentétes irdnyu
okasos modon vektonalisan Ossze-
erdt, az o, hatasvonalra pedig
végpontjaval és forditva. Az igy
hatisvonalanak

Ha a sikbeli parhuzamo lhatd a kotélsokszog
szerkesztés, de itt egy masik egyszeri szerkesztd e

A szerkesztést a 3.18.a abra egyiranyu erdk esetére, a
erbkre mutatja be. Az erdibraban az F, és [, erbketasz
gezzitk. A helyzetabriban az @, hatasvonalra felmérjik az [y
az F, erdt. Ezutan az F, kezdoGpontjat ssszekotjik az [
'ﬁﬂ{m‘? egyenesek metszéspontja adja meg 2 centrilis egyenes, azaz az eredd

elyét.
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3.7.3. Kozbs ponton timado sikbeli erdrendszer
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sokszog .E':EkaSEI - s eredd €rd és az I eredd erd hatisvonala 13 egy pﬂntban }TI-E..SEI
hogy valamennyl ero, resze zerre mutatja be a

egymast. *
srerkesztest.

enese ebben az esetben 15 a resserede

2 5 erd : alis epy
= eredo erbvektora €s centra : | e
: ksz6g szerkeszles annyiban specialis.

erorendszer : €
o hatirozhatd meg. Ez a részeredd SO

A 3.19 abra harom ersbdl alld sikbeli kdz0s ponton tamado erbrends

3.5. Helyhez kotott megoszlo vektorrendszerek

Az eddig vizsgilt vektorrendszarek vektorai eg}rmﬁsfﬁl killonalls,
diszkrét pontokban timadtak. Ezeket a vektorokat koncentrilt vektoroknak
nevezziik. | | .

A valéséghen szomban taldihaték olyan vektorrendszerex is melyekze
jellemz4, bogy nem diszkrét pontokban tédmadnak, hanem pontok sokasdgén
mely adott esetben vonal, felulet, térfogat lehet. A& kgvetkezGkben cszk a

vonalmentén megoszlé vektorrendszerekkel foglalkozunk.

#

1. Vonalmentén folytonosan megoszlé pérhuzamos vektorrendszer
A vonalmentén megoszls vektorrendszerek az 7?5} sliriségvektorral jelle-
mezhetSk (1.15, Zbrz). ha 2 g gérbe ds hosszusigl iveleméhez dF

" - dF
vektort kotjlik, akkor zz £(s) = s
médon értelmezett vektort slrtiség-
vektornak nevezzik,

- Ha 2 slruségvektor a vonal
N minden egyes pontjéban egy adot: e

vektorral pdrhuzamos, vagyis -

i

f(s) = f(s) e

B padrhuzamos megoszld vektorrendsze=-
r&l beszéllink. |
_ Legyen MN valamely mérhe-
t§ ivhosszusigu ( { hosszusigi) tér-
gorbe (1.15, dbra), amelynek pontjai-
ban az integrilhaté f = (s) slirliség
vektorral jellemzet: megoszld vektor-
rendszer tamac,

A © T

1.15, &bra
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-t =

A vektorrendszerek - értelmezés szerint

{

i

T x f) ds | (1.17)

—r

My =
D1

a tetszBlegesen vilasztott A __Eﬂﬂtia szdmirtott nyomatéka, ha a gorbének
iz A pontra vonatkoztatva T =TI (3) az egyenlete.

Két kiilonbsz6 A és B pontra szdmitett nyomaték kozdit a kivetke-
=8 sszefliggés irhatd fel:

ahel F: f'f ds a vektorrendszer ersddje.
4 _

Lathats, hosonlé gsszefliggést kaptunk mint 2 koncent-

rilt vektor esetén.
A koncentrdlt vektorokhoz hasonléan itt is értelmezheté a [ﬂﬁ) M. N

ersd§ vektorkettds adott A pontban,
Az ered& vektorkettds alapjdn a megoszlé vektorrendszerek a koncent-

r4lr vektorokbél 3lié vektorrendszerekhez hasonléan osztilyozhatok.
Hatdrozzuk meg a kovetkez§ néhdnmy megoszld vektorrendszer K Kki-
zépportj it és redukéljuk a vektorrendszert ebbe a pontba,

a) A K kozéppentda redukdlt eredd vektorkettés pdrhuzamos vektor-
kettGs esetén | F ?]alak&, vagyis My = 0 ugy, hogy a vektorrendszer
ered§je a K "ponton timadd F vektor.

Egyébként, ha f =f j = dlland6é (1.16. dbra), akkor

£ 4
‘E"'.-.-J_fpﬁz:?.y dz =E-‘f=f'fT
o 0

_g.
{x)dz=f(kxj}]zdz=- s o §
CQ
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K d F=1j
A O £ -
Z :.._f— <
K 2 -
4
1.16, ébra

Mivel az eredd egyenértékl a megoszls vektorrendszerrel

—m — - a -r_. #'-_':
MA..erFuszﬁfk::]}— :—:K fri

e

amibél Zy = egyenlség kivetkezik.

—
b) Az f (z) lzgfaljebb mésodfoku raciondlis egész figevény, aiol
£; =1 (2 )T (1.17. dbra).

——.

£ =f@z=07; fk=f{z=§>j és

} | e
d - f(z)
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z az integrdl LiszAmithaté a Simpson-szabdly alkalmazisdval is:

- £ -
F=E(£b+4ik+fj)3'

E

sz A pentra szimmitott nyomaték

I 6 ? - {
I ﬁ1=5{?1§d== Sz;xf(z}?dz=rxﬁgz£(z}dz,
0 C ) c
'_ {lletve f I
I H-A=§;x;¢r=zl{g::gfiz)'?dz=(¥1Tzkgf{z)dz
o 0
R !
: ng{z}dz 1 E
l. ::Kr-?ﬂ» = ‘E-_ng{z)dz
l-‘ f (z) dz 0
0
lJ ad6dik,
: Legven h(z) = z §(2), igy
. £
Igh{ dz = -i-{ +4 b 4B
zi(=f z) 6F h'b e i’ !
0
ahol Sih A
ho=0; By =3%

Ezek ﬁg}felembevételével

a) Abban a klilonleges €S€
(1.18. dbra) vagyis fb—l:l. f]_ =2tk,
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1.18. ébra

b) Az 1.19, 4brédn vézolt trapéz alaku megoszls ter_helés esetében
=f +1 .
2L = T

Ennek megfelelfen f + 2f
_{ b7
kT3 L + I

1,19, abra

¢) Az 1.20. abrin vézolt parabola zlaku megoszld vektorrendszert
olvan mdsodfoku figgvény hatdrol, amely a z tengelyt az A pontban

erinti, Ezért Il:: =0 ; 2 fI-:_ = fj €s

. - 39
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1.20. é&bra

1. dbrin parabola alak( megoszl6 terhelés lithat6, Ennek a

d) Az 1.2
mésodfokll paraboldnak a = = 13 helyen vizszintes az érintdje. fb =03
5
i B { .

4 fk = 3 f . Ebben az esetben
]
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.3 9. Statikai nyomaték. Salypont. Tomegkozéppont
i=12,...,0) tomegbdl 4llé témegpont

Ertelmezés szerint az m,
néven statikai myomaték

pontra szimitott elsérendll vagy miés

alatt n
— —
S, = Z m, T (1.18)
JEL . & 1
i=1
mennyiséget értjlik (1.22. ébra).
Az A& pontra szimitett statl

kai nyomaték felirhat6 az A pont
tartozé hirom, egymasra kblcstno:

. mersleges sikra szamitoty, és a ki
kez8képp értelmezett

5 = Z Z, m, (1.18)
A=
n
§ = x, m, (1.20]
1,22, ébra yz § Lo
n
= 1.21
sz Z Yi ™4 (1.24)
1=1
xy, 7z €8 Xz sikTa szimitott stztikal nyomatéxok segitségével.
— i —_— i
2 s ' k . 1,21
Sﬁ S?IITEKIJ+SI? { )

-, Az allitds helyességérfl meggy6z&dhetlink az (1.18) kifejezés 1, ),
k egzységvektorokkal tgrténd skaldris szorzéds utjdn.
Kér ktilsnbszs pl. A €és B pontra szdmitot

nn
— - e o
m. I. és 53 = w, §’i
i=1

VE

5 =
A i1

I
b

i

ats fel:

eratikai oyomatek K&zott & kavetkezs osszefiiggeés irk
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= = m —r -
y: ™ § :L-{ i AB}
i=1 i=1
n n
D a T oEg ) w5 m i,
= 'nl ri _IﬁE rnl—~5ﬂ-m rAB
i=1 i=1
— —i — .
B~ 5a " ™ TaB (1.23)
I.
ahol m= .om, o,
=1 ‘
A térnek azr a T pontjét, melyre szAmitva az elsérend( vagy sta-
ticai myomatékot ZEIus, t=hét
s =20 1,24
T (1.24)

rsmegkozEéppontnak nevezzLX.
Mivel & tomegkgzéppontra szamitva fennill, hogy

T =0 =5, .
S. =0 =5, - ® I
ezert ‘S""'
' PN A ns
Ty = (1.25)

psszefuggés megadja a T tomegkozéppont helyzetét az A ponthoz vi-

szonyitva.

Mds uton 1s eljuthatun
muksdd silyerérendszer jé kozelitéssel
hata fel, |

A pérhuzamos sulyerdrendszer
Szokdsos jele S , helyvekiors r=s=

k ehhez a kifejezéshez. A tomagpontrendszerre
pdrhuzamos yektorrendszernek 1og-

kgzéppontjat sulypoiitnak nevezzux.
ta a vizsgilt sulyerdrendszer

—-

Gi =m, & i =1,2,...,8) vektorhsl 411, akker a3.6.2.1 pontban leirtak

alapida te=i: |

Fi & | |
i 1 — g .
r,= - 4. I {1,20)
S i i
p=1

ol = B agn 1, o 2=t

7
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L4rhaté, hogy a sﬁlyerﬁrendszer kiizéppontja, azaz a sulypont és a
tsmegpontrendszer kizéppontja a tomegkozéppont egybeesik. -
A stlypont vagy a vele egybeesé tomegkozéppont ismeretében a

i —— = —
ES -D-—Sﬁ - mrAS
kifejezésbdl — —
Sp T M Tag

adédik, ami azt mutatja, hogy a tomegpontreddszer statikai nyomatékit, a
silypontba konceatrdlt egyetlen m témegpont statikai nyomatékaként lehet
szidmitani, ahol

| ,
-

m = 2, m, .
i=1

Anyagi test esetén legyen £ a P pontban elhelyezked$ tdmeg-
elem helyvektora, ,5':? a homogén test siliriisége. Az elemi 4V tériogatu
résznek

dm =‘§?cﬂﬂ'

az elemi tomege (1.23., é&bra),

z 4

1,23. dbra

Az elemi tomeg statikai nyomatéka

——

——
dS =rdmn
A

ennek segitségével a rest A pontTa szdmitott statikai nyomatéka

4 8




E;_":J-dg;_:f?dm:f Todv .
(m)} (m) (m)

2) A homegén anvagi test esetén §9= 411,, {gy a sulypont helyvektorsd-

ra
"
j r d¥ ]
I - W} = = ?d’ﬁf {1-2?}
AS v V
S )
(V)
kifejezés, illetve az egységvektoTokkal torténd skaldris szerzds utdn ebbdl

gzirmazd skalédris kifejezések

1j -
X.a = T x dV ; ¥ =-jyd’u;
) v ’ ST ¥

AS V) A V)

adédnak.
b) P4drhuzamos sikokkal

hatirolt lemez alaku testek
esetén az elemi térfogat

dV =b dA

alakban irhaté fel. (1.24. éb-
ra),

Ebben az esetben a suly-
pont helyvektoridra

1.24. éabrz
— 1 e
= - — dA 1.28
Ty g e =~ dA ( )

illetve az egységvektorokkal tortént skaldris szorzds utdn

Sxans vu5- %({]‘Ydﬂ

.o L
“AS T A
(A(

Skaldrig egyenletek segitségével szamithartiuk a sulvpont voordinstair.
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c)Az Alland6 kere sztmetszetl

fonal vagy drét alaku testeknél (1.25.
4bra) a test elemi részének térfoga-

yi g 2
A /"' dv = A ds
. d3
- folhasznildsival a test stilyponrjénak
{E helyvektorara
¥ -
OL"_ e }_ j r s
';'F = {g} — i Jr-;ﬁc
£ £ =
1.25. arra GS A {- ds [ {E}
() (1,26

it

adodik, melynek skaliris koordindtédi az egységvekrorckkal torénc skaldris

szorzds utdn

10 1
Xng EJ: xds &és VYpg*© ?J y ds
(2)
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4. ANYAGI PONTOKBOL, MEREY TESTEKBOL ALLO RENDSZEREK
EGYENSULYA

4.1, A statika fotétele

A statika fotétele anyagi pontokbdl, merev testekbél all6 rendszerek tartds nynugalomban

maradascnak scitkséges feltételét adja meg. Tartds nyugalomban 1évének tekintiink egy rendszert,
vagy szerkezetet, ha az a ra mikodd kilsd hatasokra helyzetét hosszi iddn at nem valtoztatja
meg, A statika fotételének alap) &t a Newton torvények képezik.

Fotétel: Anyagi pontokbol, vagy merev testekbdl Gl rendszer csak akker lehel {artos
nyugalomban, ha a ra hato kilisé erdrendszer egyensiilyi.

okbol, vagy merev testekbdl allo rendszerhez

A kils8 erdrendszer a vizsgalt anyagi pont
tartalmazza. A kitlsé erorendszer két részre

nem tartozod testek rendszerre gyakorolt hatasat
bonthato:

- megadott terhelésekre (ismert, erfrendszer) €s

- témaszté-erdrendszerre (ismeretlen errendszer).

Megtdmasztdsnak, vagy iamaszidsnak tekintjak azokat a vizsgalt rendszerhez nem tartozd
testeket, amelyek a rendszer helyvaltoztatasit (mozgasat) akadélyozzik és amelyekrol a vizsgalt

rendszerre 4tadodo erbk nem ismertek.
A belsd erdrendszer a vizsgilt rendszert alkoté testek kdzotti erdhatasokat tartalmazza.

A statika fotételének kielégiilése a tartos nyugalom sziikséges, de nem elégséges feltétele.
Anyagi pontokbol, merev tetstekbdl 416 rendszer fartos myugalomban maraddsinak elégséges
feltétele olyan megidmaszidsok alkalmazdsa, amelyek megakaddlyoz=ak a rendszer (szerkezet)

helyvdltoziatdsat.
4.2. A statika feladatinak 4ltalinos megfogalmazisa

A statika feladata anyagi pontokbdl, illetve merev testekbdl allo rendszerek esetén
- a tdmaszioerok €s
- q belsG erdok

meghatarozisa statikai egyenletek felhasznilasaval.

Statikai egyenleteknek 2z erdrendszerek egyensily kritériumainak skalar” egyenleteit

nevezzitk. Szokds ezeket a skalar egyenleteket egyenstilyi egyenleteknek is nevezni. A kitdzott

statilkai feladat megoldasira merev testenkent térbeli esetben (térbeli erérendszerek) 4ltalaban hat,
sikbeli esetben (sikbei erbrendszerek) pedig 4ltalaban harom statitai egyenlet all
rendelkezésiinkre.

Statikai ismeretlenelmek tekintjik
- a tdmasziderdk skalcaris koordindiait £

- a belsd erck skaldris koordindtdit.
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rendszer (szerkezet) statikailag hatdrozotf abban az esetben, ha a rendszerre

A vizsgalt : L asvu; - _
-ik a rendszer statikal ismeretleneinek szimaval,

felichatd statikai egyenletek szima megegye

Statikailag hatdrozatlan a rendszer (szerkezet) akkor, ha a rendszerre felirhato statikai

egyenletek szhma kisebb a rendszer statikai ismeretleneinek szamanal,

kailag tilhatdrozoll, vagy mds s=oval labilis a rendszer (szerkezet), ha a rendszerre

Stati . e )
felichato statikai egyenletek szdma nagyobb a rendszer statikai ismeretleneinek szamindl. Ebben
az esetben a rendszer csak specidlis terhelés esetén lehet egyensulyban.

A statika keretében kizirolag statikailag hatarozott szerkezetek feladatainak megoldasa

lehetséges.

" 43, A rendszer megtimasatisa, a Coulomb'-féle sirl6ddsi torvény

A rendszer (szerkezet) megtimasztisa a rendszerhez nem tartozd testek segitségével,

legtobbszor feldleti érintkezéssel valosithatdo meg. Az érintkezd feliletek a valosdghan érdesek,
Koztik sarlédas 1ép fel. Ez azt jelenti, hogy az érintkez$ felilletek mentén az egyik testrdl a
masikra, -a feliiletekre merdleges ¢s a feliiletek érint8sikjaba eso erok is atadodhatnak. Ha az
érintdsikba esd tangencidlis erdk a feliletre merdleges (normilis) er0khoz képest a kiilsd
terhelésektSl fiiggetlenill mindig elhanyagolhat6an kicsik, sima felilletrol beszéliink. A sima feliilet
tehat a valosigos érdes felitlet egy lehetséges mechanikai modellje.

Merev testek esetén az érintkezés a feliletek geometriajatol figgGen térténhet:

- felalet mentén (pl. sfk-sik)

- vonal mentén (pl. henger-sik) €s

- pontban (pL. gdmb-sik).

A feliiletmenti érintkezés esetén felilet mentén megoszld erdrendszer a vonalment:
érintkezés esetén vonal mentén megoszlo erorendszer, a pontbeli érintkezés esetén pedig
koncentrilt erGk adodnak 4t az egyik testrdl a masikra.

A statikai egyenletekbdl csak koncentralt eroket lehet meghatdrozni, ezért a feliiletmenti és
vonalmenti érintkezés esetén fellépG megoszlo erdrendszert az ereddjével kell helyettesiteni.

A Coulomb-féle sirloddsi torvény az alabbiakban ismertetésre kertl kisérlet
eredményeinek felhasznildsaval fogalmazhato meg.

Nyomjuk 8ssze a 4. .o dbrdn lathatd 1 és 2 jeli testet allandé F, erdvel. Az F, erd 2
indexe arra utal, hogy az er$ az érintkezési feliiletre (sikra) merdleges (normalis). Mikadtessiink
novekvd F, erket a rendszerre az dbrdn lathatd modon. Az f; erd ¢ indexe azt jelzi, hogy az
erd az érintkezési feliilet érintsikjaval pirhuzamos. Az « az 1 test 2 teshez viszonyitott relativ
elmozdulasat jeléli. A novekvd F, erd hatisira az 1 testa 2 testhez képest a 4 /. p dbranak

megfelelden mozdul el. Kezdetben a két test kozott szemmel nem lathatd, Gn. "mikro
elmozdulisok” lépnek fel egészen addig, amig az F, er el nem ériaz F,, kritikus értéket. Az

Fy. elérése utin mér szemmel is érzékelhetd, un, "makro elmozdulisok" kovetkeznek be,

* Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) francia hadmémék




I | m,:;yglk fenntartdsihoz mar egy az Fiy, _nal kisebb F, erd is elegendd A mémbki feladatok

l 15bbségénél a makro elmozdulisok mellett a mikro elmozdulisok elhanyagclhatéan kicsik.
an R
: e T
] E © Ft U Fike
I + S Sp—
[ @
i ;
B F, |
: mikro makro
I elmozd. elmozdulas
g, b,
I 4.1 abra

I' A Coulomb-féle surléddsi t6rvény ezt az elhanyagolast teve fngalm?,zz% meg a vizsgalt testek
kozotti tangencialis irdnyu relativ elmozdulasok bektvetkezésének feltételét.

Ll S

4.2 abra

i

Sirloddsi tirvény:
A 4.1.a dbran lthato két test kozott elvileg végte

elmozduldsok keletkezhetnek, ha az F, elér egy  Fy, , '
beindult elmozduldsok az F,, erdnél kisebb Fy, erd vel is fenntarthatdk (4.2 dbra).

[P

len nagy tangencidiis irdnyn relativ
ritikus értéket (4.1.b dbra). A mar

Az F, és F,, kritikus tangencidlis erok ardnyosak a testeket dsszel yomo F, normal
ergvel: ' ;
| 4.1.
'é Ek.r, = #ﬂﬁl ¥ ( ﬂ]
(4.1.b)

I‘
l‘
]
1
1
i

F;.t-.-:#Fm
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ahol i a myugvdsbeli, a n pedig a mo

PR

- amibol az kavetkezik, hogy az erdvektor irinya ismert.

rgdsbeli siurlodcsi tényezo.

Kisérleti tapasztalatok szerint a surlodasi tényezdk értéke figg az érintkezd feliletek

mindségétol.
A Coulomb-féle siirldddsi tdrvény tehit a
encidlis Bsszetevdje kozotti kapcsolatot

testek kozott atadodo (koncentralt) erd normalis
adja meg. Ha az érnintkezd feliiletek kozott van

és tang
relativ tangencialis elmozdulas, akkor mozgdsbeli sirlddasrol beszélink Ebben az esetben az erd
tangencidlis koordinatija mindig egyenld a (4.1.b) egyenletben megadott kritikus értékkel:

‘F; = J‘HF nr (42}

Ha az érintkezd feliletek kdzott mincs relativ tangencidlis elmozdulés, akkor myngvasbeli
siirlédasrol beszélink. Sratikai feladatokmdl minclig nyugvasbeli surlddds fordul eld. Ebben az
esethen az erd tangencidlis koordinataja kisebb, vagy egyenld mint a (4.1.3) egyenletben megadott
kritikus érték: ’

J ks J7% 2 (4.3)
Az egyenlitlenség kovetkezménye, hogy statikai feladatoknél az érdes felileteken atadodd erd
irfnya legtobbszor nem ismert. A u mozgisbeli és 1y ‘nyugvasbeli surlodasi tényezo értékére a
4 1 tihlazat tartalmaz néhany tajékoztatd adatot.

4.1.tabldzat
Ha H
| nyugvéshe!i strlodéas: mozgésbeli sirlodas
Az érintkezd testek anyaga tényezd tényezd
szArazon olajjal kenve szArazon olajjal kenve
Acél - acél 0,14 0,11 0,10 -
Acél - ontdttvas 0,19 0,10 0,18 -
Acél - poliamid - - 0,25-0,40 0,05-0,09
Fa-fa 0,40-0,60 0,16 0,20-0,40 0,08
Fa - fém 0,60 0,11 0,40-0,50 0,10
Acél - jég 0,027 - 0,014 -
Gumi-aszfalt - - 0,70-0,80 -

Sedrar sirlédasrél beszélink abban az esetben, ha az érintkezd feliletek kozt:t nincs

kendanyag.

_ %‘Cuuinmb-féle strlédasi torvény makroszkopikus jellegii, ami azt jelenti, hogy csak az
cgesz érintkezési feliletre (érintkezd testekre) €s nem 2z érintkezési feliilet egyes pontjaira nézve
érvényes. A trvény szigoruan véve csak az alabbi feltételek teljesiilése esetén all fenn:

- Két, egészben véve merev 1est érintkezik, tehat a testekre haté erdk okozta deformacid
elhanyagolhatoan kicsi.
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_ Az érintkezés sik feliilet mentén 0 rténik.

4.4. A siirléddsi torvény dltal:inositdsa

A miiszaki gyakorlatban a Coulomb-féle strlodasi torvényt azokban az esetekben is

almazzak mechanikai feladatok megoldasarz, ha az eldzd ponlban részletezell

elterjedten alk
feltételek kozil a masodik nem teljesiil. Ez azon a felismerésen (tapasztalaton) alapszik, hogy a

torvény abban az esetben is jo kozelltéssel leina a viszonyokat, ha
- a testek kdzotti érintkezés pontszeril és
- az érintkezés gorbilt feliletek mentén torténik.
szerint ﬁltalénc&si;;ntt Coulomb-féle surlodasi torvenyt

hogy az altalunk vizsgdlt, anyagi pontokbdl és merev
lyen timasztoerdk mikodhetnek.

A kovetkezdkben a fentiek
alkalmazzuk annak meghatirozasara,
testekbl 4ll6 rendszerre tartés nyugalom esetén mi

A megtimasztd testeket mindig a koordinita-rendszerhez kotottnek tekintjik es a
tovébbiakban sraffozissal jeloljik. .
o/ Pontbeli érinthezés

n

vizsgalt
test
r
megtamaszto
" test
‘ll“'-—-
4.3 abra

A 43 dbrén lithato testek az A pontban érintkeznek. Az 4 pontbeli kozds érintdsikhoz
kotatt tn. természetes koordinata-rendszer 7 normalis egységvektora a timaszto testbdl kifelé
mutat, 7 tangencidlis egységvektor pedig a kdzos irintdsikba esik, A timasztd testrol a
rendszerre haté F, tdmasztderd vekior o hatisvonala atmegy az A érintkezési ponton. A
nyugvisbeli sirlédasi kiip g, félnyilsszoget a 1 nyugvasbeli strlodasi tényezd hatérozza meg:

o =18 o - (4.4)
Sima érintkezG feliletek (u,=0) esetén a rendszer (vizsgalt test) tartos nyugalomban

maradisinak feltétele az, hogy az F, tdmasztoerd akozs érinté sikra merdleges legyen (8= Q).

F,=F,n. (4.3)
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| Erdes érintkezd feliletek (17 0)

i MErﬁngej '(Jﬂ':g) Igg}:g”_*

esetén a rendszer (vizsgilt test) tartos nyugalomban

 aradésanak feltétele az, hogy az Fy=F, 1 +F,n idmastoero vektor «, hatdsvonala a
n_wgvi':beff siirloddsi kipon belil (8 < py) legyen, vagy a myugvdsbeli surlédasi kip
alkotojdra (B=pp) €sven. Ekkor a tamasztoerd oordinatai kozott (4.3 dbra) az alibbi
psszefuggésnek kell fennalinia: |

Pl < 1l (46)

b/ Vonalmenti érintkezés
| A 4.4 ibran lathato hengeres testart
S, timeszto sikkal, A feladathoz rendelt u.n. termész
az S, -re merdleges S, sikba, I egységvektora pedig 2z S, sikba esik. A tamaszt6 sikrol a
vizsgalt hengeres testre az  d egyenes menten megoszio tamaszicerdrendszer adodik at, amelyet
az }; stirliségvektor jellemez. Az [ stiriiségvektorok az S, sikban helyezkednek el, amely
tartalmazza az a egyenest.

Ebben az esetben nyugvisbeli surld
—p, szoget bezard, a egyenesre illeszke

a rajz stkjara merdleges a egyenes mentén érintkezik az
etes koordinata-rendszer 1 egységvekiora

#

dasi hasabrol beszélink, amelyet az S, sikkal 42y 5
46 sarlodasi hatarsikok hatéroznak meg. A p, szogre

itt is érvényes a (4.4) tsszefligges.
n
/ hengeres
test fan, n
F
- f////’
fa
4.4 abra

Sima érintkezG feliletek (g =0) esetén 2 vizsgalt hengeres test tartos nyugalomban

maradisinak feltétele az, hogy az  J, iimasziderdstiriiség vektor az €rintkezd feliiletekre

Fo= Sl (4.7)

Erdes érintkezd Sfeliiletek (g = 0) esetén a vizsgalt hengeres test tartos nyugalﬂmban

maradisinak feltétele az, hogy az  f, = fol + Janl! (Gmas=10erdstiriiség vektor S, sikjanak a

myugvdsbeli sirlodesi hasabon beliil (8 < py) kell elhelyeckdente, vagy annak oldalfelitleteivel

Z{i :f’i;#;wfe (B=py) - Ez esetben az [, sriiségvektor koordindtai kozott (4.4 ibra) a
sszeflipgés all fenn:
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' adja meg a (4.5) és (4.6) dsszefiggések szernt. Az F, eredd tamaszéerd

lépnek fel. Az erdatadis alapjan megallapithatd,

AT (4.8)

o/ Feliileti érintkezés

A 4.5 abran lathato hasab az alsé oldalfeliilete mentén érintkezik az S, timaszto sikkal. A
tamasztd sikrél a vizsgalt testre az érintkezési feliiletern megoszlo témasztoerdrendszer adddik at.
A megoszlo timasztoerorendzer p siriségvektoranak helytdl valo fligaése (megoszlasa) statikai
médszerekkel nem hatirozhaté meg.

A p felileten megoszlo tamasztoerorendszer F, eredd erdvektorinak viszont tartds
nyugalom eseten eleget kell tenni a pontbeli érintkezésnél (a/ pont) leirt feltételeknek. A

Coulomb-féle sirlodasi torvény azonban csak az F, eredd erd koordindtai kozott kapcsolatot
@, hatisvonala (az 4

pont) nem ismert, azonban statikai egyenletek segitségével meghatarozhato.

4.5 abra

4.5. Testek leggyakrabban elgforduld megtimasztisi és kapesolodasi modjai

Ebben a fejezetben testek (alkatrészek) mémaki szerkezetekben (gépekben, jarmilvekben,
épitményekben, stb.) leggyakrabban elsfordulé megtamasztisait, kapcsolodasait vizsgaljuk meg

abbél a szempontbél, hogy az adott megtimasztis, kapcsolodas esetén a testek kozott milyen erbk
hogy a megtimasztasok, kapcsolodasok

kitlénbdzé médjai néhény egyszeri mechanikai modellel irhatok le. Ezek a mechanikai modeliek

a'csukld, a gorgd és a befalazas.
%.5.1. Megtimasztis, kapcsolodis eldirt ponton - csuklo

a/ Gombesuklo (térbeli eset)

, A 4.6.2 dbran lithaté esetben a 2 jeldi megtamasztott test az ] jel(i meggtamaszto testhez
képesta B pont koriil tetszoleges szogelfordulast végezhet. A testek az A4 pontban érintkeznek
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l is gombfelaleteik sugarai kozott a gyakorlatban csak olyan kis eltérés van, hogy a testek kozotti
hézag szemmel alig, vagy egyaltalan nem lathato.
A testek kizotti érintkezés a szerkezet terhelésétdl fiiggden az énntkezd, kéizel azonos

sugari gdombfeliletek az A -4l kiilonbdzd pontjaiban is 1étrejdhet. Ha megrajzoljuk az Osszes
lehetséges érintkezesi ponthoz tartozd surlodasi kiipot, akkor ezek a kipok a2 B kozépponti, az

ibrén szaggatott vonallal jelolt surlédasi gémb burkolé felilletei.
Az egyik testrd] a misik testre dtadodo erdnek
- sima felillet esetén at kell mennie Az A érintkezési ponton és a gomb 5 kozéppontjan,
. érdes feliilet esetén pedig At kell mermie az A érintkezési ponton és bele kell metszenie a
surlodasi gdmbbe.

l'. Gombesukios H wrgﬂr&.} csuklo

1 4.6 dbra

' ¥ Hengeres csuklo (sikbeli eset)
A 4.6 &bran lathatd esetben a 2 jelii megtdmasztott test az 1 jeld megtémaszto testhez
I képest a rajz sikjara merdleges b tengely koral tetszOleges szogelfordulast végezhet. A hengeres
testek a rajz sikjara merdleges a egyenes menten érintkeznek, sugaruk kozel egyenld. A két test
a szerkezet terhelésétol fiiggden az a -tol kiilonbdzd egyenesek (alkotok) mentén is énntkezhet
I egymissal, Ha megrajzoljuk az Osszes lehetséges érintkezési egyeneshez tartozd strlodasi
hatirsikot, akkor ‘ezek a sikok a b tengelyli, az dbran szaggatott vone.lal jeldlt sirlodasi henger
burkoléasikjai.
Az egyik testr5l a masik testre dladddo erdnek
I - sima feliilet esetén metszenie kell a henger a alkotdjat és b rengelyét,

a E:?'ﬂ'EE Seliilet esetén pedig at kell mennie az @ alkotén és bele kell metszenie a surldda-
si hengerbe.

58

I!
:
"




A gdmbcsuklos ¢és hengeres csuklos megtamasztasoknal, kapcsolatoknal a legtdbb esetben

o kozelitéssel sima feliletet tételezhetiink fel. Ekkor a csuklén atadodod erdrél, csak azt tudjuk,
hogy hatisvonala atmegy a B ponton (b tengelyen), de hatasvonalanak iranyat nem ismerjiik.

Ennek kovetkeziében a gombesukion dtadodé erdvektor meghaldrozasa harom, a hengeres
csuklén dladédd erdvektor meghatdrozdsa pedig kettd ismeretlen skaldris erdkoordindla

kiszdmitdsat igényli.
A csuklos megtamasztast, kapesolodast a mechanikab
kozé rajzolt kis 4tmérdja korrel, vagy félkorrel szokas jelolni (4.7 abra)

an az egymashoz kapcsolodo testek

J '—57
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_4. 7 abra

atdsvonalon - gorgd

|

4.5.2. Megtimasztas, kapcsolédds eldirt h

o/ Rudas megtimasztds

A 4.8.a &bran lathato esetben az 1 jeld megtamasztott test 2 3 jelil megtdmasztd testhez a
2 jeli. riddal (karral) kapcsolodik gy, hogy a rid mindkét testhez csukloval kapcsolodik. A
ridra csakaz 4 és B csuklépontokban ad6dnak at erdk. A mid akkor van egyensitlyban, ha a ra
hatd két erd egyensulyi erOrendszert alkot. Két erd pedig csak akkor alkothat egygnsiﬁg,ri

erdrendszert, ha hatisvonaluk azonos.

—— -

4.8 abra

asztas esetén tehdt a timasztoerd (a vizsgalt testre az A pontban hato

Rudas (karos) megtam
ghatrozolt @ €gyenes (4.8.b dbra).

Frﬁ} hatisvonala az A és B csuklopontok altal me

i ,
3
l rud (kar)
' -3
TS
i =
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l Ezért a rudas (kearos) megldmasztds esetén dtadodo erovekior
erdkoordindta kiszamitdsat igényli.
l b/ Gorgds megtdmassias
| Gorgos megtémasztis legtabbszor a 4.

meghaldrozdsa egy skaldris

0.a-b Abrikon lithatd médon valosithatd meg.

I| A 493 dbran az 1 jeli megtamasztott test a 3 jelil megtimaszto testhez a 2 jeld
| hengeres gmgﬁvel kapcsolddik. A gorgd az 1 testtel az A4 pontban, 2 3 testtel a B pontban
I: érintkezik. A gorgore tehataz A és B pontokban adddnak &t erdk. A gorgd akkor lehet
egyensulyban, ha a ra haté két erd hatisvonala és nagysaga azonos, irdnya pedig ellentétes, Igy a
4.3 &bra szerinti gdrgds megtamasztds esetén a tamasztoerd hatisvonala az A, B srintkezési

I pontokat Hsszekdtd « egyenes. Az & hatasvonal minden esetben merbleges a 3 test feliiletére.

i | .
| E ro z
A Ad A
_ 7 — y) 3
. O 2?7 :
I; a, b]

e

4.9 dbra

[E——————

elii gorgbhdz az A jelit hengeres csukloval
a 3 jelii timaszto testtel. A gorgdre csak az
snak feltételeibGl kovetkezoen az erdk &

! A 4.9b #bran az 1 jeld vizsgalt test a 2 ]
| kapesolodik, a gorgd pedig 2 B pontban érintkezik
A és B pontokban adodnak 4t erdk. Két erd egyensuly
' hatisvonala az 4,B pontokat dsszek&td egyenes.
‘Mindkét tipusit gérgds me gldmaszids

m?gfmﬁrozcim az eré hatd lanak - ismerete kovetkeziében egy
kiszdmitdsat igényli.

o Sima feliiletii csiiszkds megidmaszias

Csiiszkas megtamasztas legtdbbszor a 4. 10.a-b dbrakon

A 4.10. dbrin az 1 jeld vizsgalt test az A hengeres csukloval kapesolddik a 2 jeld
cstszkihoz. A 2 csiszka sik feliilet (egyenes vonal) menti érintkezéssel kapesolodik a 3 jeli
megtimaszté testhez. Feltételezzik, hogy a 2 & 3 test érintkezd feliletei simak. A 2 jeld
esiiszihra két erd hat egyik az 1, masik pedig a 3 Jeld testrdl adodik at. Az 1 ] 5
-ﬂtadbdﬁ erd hatasvonalanak at kell mennie az 4 csukléponton, de iranya tetszBleges lehet. A 3
jelii testrdl sik felilet mentén megoszlo erdrendszer adodik at, amelynek eredGje merdleges a
sikra, de az eredd hatdsvonala az érintkezd feliletek menten barhol elhelyezkedhet. Ennek 2 ket
erbnek az egyensilyi feltételbdl kévetkezOen azonos hatasvonalinak kell lennie és gz azonos &
hatisvonalnak ki kell elégitenie a fenti k&vetiményeket: 4t kell mennie az A csukléponton €s

merdlegesnek kell lennie a csiiszkavezetékre (4.10.c abra).

(4.9.2-b abra) esetén az dtadodo erévekior
skaldris erékoordindta

1athato modon valdsithato meg.

-
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B csappal érintkezd felillete sima.

A 4.10.b 4brin lithato 1 jeld test a hozzad mereven rogzitett B jelii hengeres csappal
csolodik a 2 jelid megtimaszto testhez. Feltételezzitk, hogy a B csap felilete ésa 2 jeld test
A B csaprol (1 jeld testrdl) a 2 jeli testre atadodo erd o

hatasvonalanak at kell mennie a csap és 2 test érintkezési pontjan és merdlegesnek kell lennie az

érintkezd felitletekre (4.10.c abra).

C

3
§
o
o

4.10 abra

Mindkét tipustt csiszkds megtdmaszids (4.10.a-b dbra) esetén az dtadodo erdvekior
erdkoordindta kiszdmitdsat

meghatdrozdsa az erd hatdsvonalénak ismeretében egy skaldris
igényli.
d/ Gorgd, mint mechanikai modell

A rudas (karos), a gorgds és a csus

zkis megtamasztésnak koz0s jellemzdje, hogy ezeknél a
asztasi modoknal ismert a tamasziderd hatdsvonala és ezért a

(émasziderd megaddsahoz

megtam
egy skaldris ismeretlen meghatdrozdsdra van Szikség.
g e — ) .,
N 7z
8
| * /
TS
7757‘ ek i
- e
a; h H C j
/.11 abra

Ezek alapjan a fenti megtimasztasi modok mechanikai szempontbél egységesen kezelhetdk
kapesolodo testek koze

és gorgd modellel irhatok le (4.11 sbra). A gorgd modellt az egymashoz 1 :
rajzolt egyenld oldali haromszoggel €s lis atmérdjii korrel szokas jeldlnt A gorgos
megtimasztisnal atadodd tamasztoerd & hatasvonala mindig merdleges a gorgoQ sikjara és

atmegy a csukld kézéppontjan. A gorgd modellnél feltételezzitk, hogy az egymashoz kapesolodd
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I testek kozott (még 2 4 11.a és 4.11c abra esetén is) kétoldalii kapcsolat van, ami azt jelent], hogy

a testek nem vilhatmak el egymastol, vagy mas megkdzelitésben a tamasztoerd skalaris
I Loordinataja pozitiv €s negativ eldjeldl is lehet.

| a.5.3. Befalazis, befogihs

' A 4.12.a ébrén lithato esetben
l érintkezéssel meTeven kapesolddik. Ekkor az érintkezd felileteken a 2 testrdl az 1 testre

terszbleges felileten megoszlo erprendszer adf;;dik at. ﬁ:mek a megoszlo errendszernek az |1
test A pontjaba r M, (4.12.b ébra).

az 1 megtamasziott test a 9 thmasztd testhez feliilet

edukalt eredd vektorkettose F, €s

i
!
4
>
1
l
|
_i,,
s
-ﬁ"‘xﬁ%
i

4.12 dbra

T

veltorkettdsének meghatérozasa
dinita és 3 nyomaték koordinita),

o
Fi
[

Az A ponti timaszt6 erorendszer F e M P
- térbeli esetben & skaldris koordinata (3 erdkoor
- sikbeli esetben 3 skalaris koordinata (2 erékoordinita és 1 nyomatek koordinata)

kiszAmitasat igényli.

- { = S i - -
-
Les v

R —

- . =
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5 . (Jsszetett szerkezetek statikdja

5 1. Az osszetett szerkezet tobb, egymadssal megfeleld mddon dsz-
szekapesnlt merev testbdl épithetSfel. Ha az egész szerkezet tartds nyuga-
lomban van, az egyes merev testek is tartés nyugalomban vannak,

. Az dgszetett szerkezetek is lehemek - a merev testre elmondottakhoz
hasonléan - statikailag hatdrozottak, illetve labilisak,

Az n db testhdl all6 Osszetett szerkezet egyensulydnak vizsgdlatakor
6 x n (sikbeli erérendszer esetén 3 x n) fuggetlen skaldris statikai egyen-
let 41l rendelkezésiinkre.

Az Bgezetelt szerkezet csak akkor lehet tartdsan nyugalomban, ha a
ra hats killsé erérendszer (terhel§- és tdmasztderdrendszer) egyensulyl.
Az egyes szerkezeti elemekre szintén egyensulyi errendszer hat (az egész
szerkezetet tekintve, ezek részben kUls§, részben helsd erdk).

" Az dsszetett szerkezet vizsgdlatdndl egyrészt a tdmasztberdrendszer,
masrészt a belsé erfk meghatdrozdsa a feladat. A szdmitdsokndl egyrészt =
az egész szerkezetre (mint egy merev testre), mésrészt "szétszedve” 2
.szerkezetet, annak egves részeire irhatunk fel statikai egvenleteket. (Alta-
liban azonban a timasztgerdrendszer meghatdrozdsa is a szerkezet “szét-
bontdsat” igényli. ) 1

Az Hsszetett szerkezetek legfontosabb tipusait a kivetkezd példaken

keresztiil ismerjuk meg.

c.7. Példa Az 1.9, ibrdn feltUntetett Osszetelt szerkezet hiarom hen-
gerbél dll, amelyek koziila 2 és 3 jeld sima felilleteknek tAmaszkodik,

Az egymdssal érintkezd hengerfellletek is simdk,
e el

A kllsd erfrendszer a Gl. G E; sulyerdkbél és az ismert hatds -

2’
vonalu (timasztéfeliletekre merdleges) F, . Fp. Fo. Fpy tdmasztéerdk-
b&l all, (1,10, dbra).

— s —

#

63



Részeire bontva a szerke-
zetet az 1,11, dbran lachats az
egyes testekre hats kuls§ és bel-
s§ erdkbdl 4116 erdrendszer.

Hatdrozzuk meg a tdmasz-
< téerdrendszert és a belsé erfket!

Szerkesztéssel végezve az
egyensuly vizsgdlatdt, induljunk
kiaz 1 jeli hengerre hats erdk
egyensulyabsl (az egyenletek
eldui zdrdjelbe irt szdm jelzi,

~ hogy melyik testre (testekre)
haté erdk egyensulyat vizsgal-

ANV

nﬁa\w SHENSSANARN

&

1.9, dbra k)

(I) F=0=G +F ,+F .
, . , /]
és a hdrom erd hatdsvonala A
egy pontban (a2 sulypontban) ;":
metszddik. A vektorsokszdg Y
az 1.12.b, dbrén lathats. //} |

-I? F felhaszna- Aj;

21 12 —
ldsdval vizsgdlhat6 a ? je- F, /]
l:i hengerre haté erdk egyen- ? -
sulya is rl"’f"" 4
— o =g = ' I:E

(2) F=0=C,+F 1+Fﬂ B’ 1.10. ébra

Ez a 4 erd is egy pontban (a sulypontban)} metszddik. A vektorsokszog az
1,12.¢c. dbrdn lithats.
A 3 jelu testre hato erdk egyensulydnak vizsgdlatdhoz felhaszndljuk

—— =

F31 = - F13 érrékétr, Az egyensulyt kifejezd vektoregyenlet

i

F =T =0C,+F, +F +F,

{3} F 0 3 + 31 + c D
a 4 er8 hatdsvonala itt is a sulypontban metszddik. A vektorsokszig az
1.12.,a, dbrdn lithatas, "

A hdrom vektorsokszog egyesithetd egy vektordbrdba (1,13, dbra).
Ebben az dbrdban a belsd erfk értelmét a hatisvonalak mellé tett nyilakkal
célszerl jeldlni, mert 2-2 szomsz{dos vektorsokszdgben azoknak iranya
ellentéres.
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1.11.-&bra

Szamitdssal hasonls sorrendben ve-
gezhetjilk az ismeretlenek meghatdrozasat.

Az 1 jeli hengerre haté erSk egyen-
sulya (114, dbra), Irjunk fel nyomatéki--
egyenletet az 53 ponton atmenf, z-vel

parhuzamos Sq tengelyre. Ha az

FlE . }{121 -+ ‘r’lzj erdt hatasvonaldn az 52

pontba toljuk el, és ott felbontjuk, az 54

tengelyre csak YIE ad nyomatékot.

Y, =

el
2

F.,-t 0 -be ewolva X , gszdmithatas:

127t Y 12
d
Mgg=0=C 3 2%,0h
a
X127
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Elle_nﬁrizzﬂk. hogy Kl? és 'flz eredfje valéban

mrdin

bony

= FJ.E irdnyu-e
s | .
12 _2b _
— : X . a &
ke 12
Vetileti egyenlet x irdnyban
—= X =0=-X,+G —
G, 13 1 4h .
q -
%13 = %1 T
- *Fe Vetileti egyenlet ¥ irdnyban
4.4, - S
G, 3 Y=D=-Gl+T+Y13
e |
1.13, dbra : _ Gl
Y | o= —
13 2
fliggetlenll 1
{Yla es }{13 ggetlenll 18

gzamithatsk SE*n dtmend,

z-vel pdrhuzamos tengelyre irt ¥
nyomatéki egjren];etehinﬁl},

A 2 jeld hengerre haté J-tH
. V. X
erfk egyensulya (1. 15. d&bra)
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Vetdleti egyenlet x irdnyban

X =0-= -Gl E-F Fﬂ
a
Fo =G an
Vetileti egyenlet y irdnyban i
Gl
Y = 0 = *GE'"—E—+FE
IIGl
F_ = G+ —
B 2 2
o
\ Yar
i
Xg 0
-—
Fn
Cl=
%
1.16. dbra 1.17, dbra

} A 3 jelu hengerra haté erdk egyensulydt teljesen hasonlé médon vizs-
gdlhatjuk (1.16, dbra). Az eredmények

C)
Fo = G3t3™
a - a -+«
Fr=-6 7 Fp="6) % .

A muszaki gyakorlatban jelentds szereplk van azoknak az Usszetett
szerkezeteknek, amelyekben az egyes merev testeket csuklokkal kapcsol-
juk ossze, A tovdbbiakban ilyen szerkezeteket vizsgdlunk,

A hiromesuklss iv 2 merev testhdl dll, amelyeket egymassal és a ta-
lajjal fdllvdnnyal) 1-1 csukid kapesol Sssze (1. 17.4bra). Szokds az egves
merev tesreket rudakkal is dbrdzolni, mert a merev test alakja nem befo-
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®

lydsolja a vizsgdlator (1.18. dbra). A esukls elhelyezhetd ugy is, hogy nem
szakitja meg 2 rudat, csak egy mdsik rudat kapcsol csuklgsan az eldbbihez

(jelolése az 1.18.b.c. dbra szerint).

1,18.4bra

y C

., T
—- El
X - M{ m4|
H ¥
|

2 .
§
Xa o /A Xe_ 3

- B

Y4 .En.1 2m | 3m ______Sm Ya

1.19, dbra

5 3 példa Hatdrozzuk meg az 1.19. dbran feltintetett hiromcsuklés

iv tdmaszto- es belsd erdit!

= 31 [kN] -

gl

1
. “ﬁl = -6K [kN.m] .

timasztoerSket bontsuk fel x és ¥

Az A és B pontokban ébredd
liris ismeretlen kozll Yﬂ, “:’B

irdnyu tsszetevikre. Az igy nyert 4 ska

az egész szerkezet vizsgdlardbsl szamithata.

Nyomatéki egyenlet az A-n stmend, z-vel pirhuzamos a tengelyre

(1 +2) Ma=ﬂ=-3.3—ﬁ+lDYE

&8



| Yp=1,5 [kN] .

Nvomatéki egyenlet a B-n dtmend, z-vel pdirhuzamos b tengelyre:

(1+2) Mh=ﬂ=*lﬂ"l’ﬂ-3.3-ﬁ

’ Y, =-1,5 [kN] .

A tovibbi ismeretlenek meghatirozasa céljébsla C csukléndl szét-
szedve a szerkezetet, milkbdtetve &2 ismeretlen belsd erdt, vizsgéljuk va-
lamelyik (pl. a 2 jell) részre hat6 erdk
egyensulydt (1.20. dbra). (Yg kiszamitott

értékér fel kell haszndlnunk!)
Nyomatéki egyenlet a C ponton dtme-
n§, z-vel pirhuzamos c tengelyre

2) M_=0=-6+6.1,5+6X,

C
Xg = = 0.5 [kI‘»ﬂ.

Vetilleti egyenletek:
(2) }L'='I'.'J=}EH*D,5
X, = 0.5 [kN]

Yo, =" 1,5 [kN]. 1.20. dbra

Végill az egész szerkezelre felirt vetiileti egyenlet

(1+2) }{=ﬂ=}{h+3-l}.5

X, = '2:_.5 [kﬂj -

-
i
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5.4, Példa A csuklés szerkezetek egy masik, lehetségeé tipusa az
1.21. dbrén lithats. Ez a szerkezet hdrom merev testbl van felépitve.
Az egyes testeket itt is rudakkal dbrdzoljuk

Fo= -6 [N] 2 F, = -8 [kN] .
Hatdrozzuk meg a tdmaszts- és belsd erdket! Az egész szerkezet

(mint egyetlen merev test) megtdmasztdsa statikailag hatdrozott, tehdt az

—f ===

F FB timasztberdk az egész szerkezetre felirt statikai egyenletekbél

ﬁi

szdmithatsk. |
Nyomatéki egyvenlet az A-n dtmend, z-vel parhuzamos a tengelyre
(1 +2+3) Ma =0=-2.6+ 18+ EYB
Y, = 0,5 [kN] .

Nyomatéki egyenlet B-n dtmend, z-vel pirhuzamos b tengelyre

A

(1+3+43) M, =0=-8Y

+ 6.6 + 1.8
Y, =55 [kN] .

Vizszintes vetlleti egyenlet

(1+2 +3) x:’u=xﬁ-s
X, =8 [kN]
Xzf
et
.3 )
1.22, 4bra

A belsd er8k meghatdrozdsa céljdbél a szerkezetet részekre bontjuk
(1.22. abra). Mivela 3 jelu rudra csak kétvégén(a D és E pontokban)
hat egy-egy erd, és a rud egyensulyban van, ezek az erdk kozds hatdsvona-
luak. (Ez a hatdsvonal egybeesik a 3 jell ruddal),
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Az 1 jellrudra hats erbk egyensulya: nyomatekl egyenleta C pon-
ton dtmend. z-vel pdrhuzamos C tengelyre B

(1) M = =3.E-3,5,5+],ﬁ+1.F13

(1) X = 0=8 -135 +X},

A tovabbi szidmitasokat nem részletezve:

Xoy = 212
Yoy © R
Fap = -Fig = Fap ~ " Fo3

A récsos szerkezet két végén esuklékkal egymashoz kapesolt rudak-
hol felépitert dsszetell szerkezet, AZ 1,23, dbra néhany egyszerl sikbeli
ricsos szerkezetel ibrézol. llyen sikbell szerkezereknél valamennyi rud-
nak és csuklénak k0zos sikja van. A legegyszerubD ilyen szerkezetek - Ki-
indulva pl. az 1.23/a. dbhra ABC szerkezetébdl - lépésrﬁ]—lépésre 2 ujabb
rud hﬂzzékapcsulésival épithetsk fel, amelyek masik végeit egy ujabb esuk-
l6val kapesoljuk Ossze. lgy nyerhetd elébb az 1.23/b.. majd az 1.23/c.
ihrdn lathats szerkezet. llyen felépités mellett 8 gzerkezetet @ rudak csu-
pa hiromszogalaku mezdre osztjak.

& ricsos szerkezetek ibrazoldsdndl a csuklekat jelzd kis koroket nem
cznkéas feltintetni (1.23/d. ibra), A csuklakat szokds csomépontoknak 18

nevezni,
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1,73, abra .

A rdcsos szerkezetek vizsgédlatakor a rudak tasulyétsl eltekintlink.

- A szerkezeteket ugy szokds kialakitani, hogy a terhelések és a tdmaszté-
erfk a csomspontokban hassanak, Ekkor minden egyes rudra csak a két vé-
gén hat 1-1 erod. Mivel minden rud nyugalomban van, ezek az erdk rudiré-
nyuak (szokdsos elnevezéstk: ruderdk). Megdllapodds szerint a ruderd pozi-
tiv, ha a rudat huzza, negativ ha a rudat nyomja.

A rdcsos szerkezetek vizsgdlatdndl az alapfeladat egyrészt a LAmasz-
rser6k, méasrészt a ruderSk meghatdrozasa.

Yi

3xEBm

1.24. 4bra

5.5..Példa Vizsgaljuk az 1_ 24, dbrén ldthat6 rdcsos szerkeZetet.
(A tdmasztderdk meghatdrozdsat nem részletezzlk, az egész szerkezelre

haté erSk egyensulydbol egyszeruen szdmithatsk. )
A ruderdk szdmitdsdnal kétféle modszer szokdsos:

12




a) az dtmetszd médszernél a szerkezetet "dtmetszéssel” két részre
osztjuk, és az egyik részre haté er8k egyensulydt vizsgiljuk. Az dtmetszé-
sek helyén mukodtetjik az ismeretlen ruderket. (Célszerl ezeket minden
esetben huzoerdnek feltételezni, igy & szamitdsok sordn elSjelhelyesen kap-
juk a ruderdket,) AZ itmetszés olyan legyen, hogy legfeljebb hdrom isme-
retlen ruderd jelentkezzen, de ezek hatisvonalainak ne legyen kdzbs met-

széspontja, .

Hatdrozzuk meg dtmetszd modszer- _ E N,
rel az 1,2.3 jeld rudakban ébredd Nl. -
N, . NS ruderdket. A szerkezetet az - 'T"g NA
a - a 4tmetszéssel két részre osztva, & — X,
baloldali részt vizsgdljuk (1.25. dbra). A =\

Nl meghatdrozésdra irjunk fel 8 kN D 3

113 kKN

nyomatéki egyenletet a 2 és 3 jell ru-
dak D metszéspontjdn dtmend, z-vel 1 25. 4bra
parhuzamos d tengelyre: ]

Md=D:—6.E-4Nl

N, = - 12 kN] (— — <)

(Szokéds a huzdst vagy nyomast a rudbél kivert "elemi rudszakaszon” 1s fel-

tintetni). !
Nyomatéki egyenlet az E-n 4tmend, z-vel pirhuzamos e tengely-

TE.

M =0 = -9.8+3.13+4N
e - 3

N = 8,25 [kN] (+—: > )

33
3° 4

1]

Fuggbleges vetileti egyenlet:

Y_=D=B-13+Y.} -

Y, =5 [kN]
és mivel N.? 1udirdnyu, koordindtai nem fliggetlenek egymadastol ;
X
2 3 15
__f.; =51 X, =7 3,75 [kN]

13



_ 7 2 - .
N, = [/;.?5 +#5° =625 [ (. — 7))

b) a csoméponti maédszernél a ruderdk meghatd-
rozdsa céljabsl 1-1 ecsuklsban hats erdk egyensulyat
N, Y, vizsgéljuk. |
A 4 és 5 jell rudakban ébredd ruderdk szd-
B 3kN mitdsdhoz vizsgdljuk meg a B jell ¢suklat (1. 26.

N. X, ibra). Filggbleges vetllet egyenlet:
1*26, ébra }{ - ‘f‘; = = 5 [kl\,]j |
4 3
e 2 - -3,75 [k
o S (1]
4
H‘i = - 6,25 kN (h‘ﬂ‘-—‘“ 1--..}

Vizszintes vetilleti egy enlet:

}{=_U=-3-3,?E-N5
Killontsen alkalmas a csomépontl médszer a vakru-
dak megkeresésére. (Vakrudaknak nevezzilk azokat a ru- C
dakar, amelyben a ruderd 0.) e ) i
pl. a C csomépontra hatd erﬁk;gyensulyailﬁi?.a’h-
ra) ' NE
Y = 0 = Nﬁ; 1.27. abra

tehdt a 6 jeld rud vakrud.
Hasonlsan mutathats ki, hogy Ny = 0.

5. 6. Példa Az 1.28. sbrén vizolt Osszetett szerkezet az ULl Gerber-
tartok egy tipusa. -

f= -2j[kN/m]: F, =- 47 [knN] -
ly . :
7 |R {I l;r"
— 0 3
1f 1 B8 ¢C D v
1~ A2, \r’ e \' 28 | =z
2m im | dm | Im l fm | 1m ffmﬂrfm |

Th



T .42k} F, =- 67 [kN]: M = 71 [xN.m] .

~ Hatdrozzuk meg 2 rimasztéerSket s a C csukléban dradeds belsd
erdt! _
Az FE = YBj + EEk timasztéerd EB voordindtdja az egész szerke-

,etre felirt z irdnyu vetileti egyenletbol szémithato:

a+2) Z=0=72,+2

Z, =2 (kN] .

A timaszté erfrendszer ismeretlen fiiggfleges koordinatdinak szd-
mitdsdhoz a C csukléban ketrévdlasztjuk a szerkezetet, A 2 jelld részre
haté erGk egyensulydt vizsgdljuk (1.29. dbra).

z c\ D lj =] 71 2 2
'2"-..,_,_ - ‘|+ Al ) ) I! 2
Yoy l IYﬂ | |C
dm | 4m | 4m
1.29. &bra | 1.30, ébra

MNyomatéki egyenlet a C-n itmend, x-el parhuzamos C tengelyre,
majd a D-n stmend, x-el parhuzamos d tengelyre.

(2) Mczﬂzl,E-EYD+3,ﬁ

Y =10 [kN] -

(2)° 7=0=2, t2

15



2., = -2 kN = -Z
A

21 12 °

Az 1 jell testre haté erdk egyensulya (Y ,I Z . felhaszndldsdval)
(1.30. 4bra). 12. 712
, Nyomatéki egyenletaz A-n dtmend, x-el pdrhuzamos a, illetve?d
B-n 4tmend, x-el pirhuzamos b tengelyre: '

(1) Ma=ﬂ=—1.4+?+2,4-3“f5-4.2

Yy -1 (k]

C

Nl

| |
1.31. &abra

5 7. példa Az eddig tdrgyalt Osszetelt szerkezetek stabilisak vol-
tak, tehdt barmely erdrendszerrel terhelve egyensulyban volrak. A labilis
szer kezetek csak bizonyos. kiilonleges terheld erérendszer mellett lehetl-
nek egyensulyban.. A labilis szerkezetek egyik igen egys zerl tipusa a csuk-
165 rudldnc, amelyben a rudak mindegyike csak ket masik testhez kapesols-
dik csuklsk segitségével. Egy ilyen rudldncot szemléltet az 1,31, abra,

—

F, = a1 - 7j [kN] . Hatdrozzuk meg az adott hatdsvonalu FE erdt €s

a tdmasztderdket!
Mivel mindhdrom rud csak.a két végén van terhelve, bennilk csak rud-

-

irdnyu er6k ébrednek. AZ A pontban az Fﬁ. timasztéerd hatdsvonala az

1 jely, a B pontbanaz FE timasztéers hatdsvonala a 3 jelu ruddal esik
egybe.
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Az epgész szerkezelre

F-0-F +F. +F +F
A F2 _+ Fl + FE .
és pl. Fﬁ és hﬁ? eredfje {ﬁn}’ amely dtmegy C-0, it kell, hogy men-

jen D-mis, (3 ard eg’yensulyaj tehat hatﬁswﬁa}a a 2 rud.
gy az egyensuly vektorsokszége

megszerkeszthetd (! .32, abra), Y +
A szerkeszrésbdl . [kN]
?; = -47 - 47 [kN] —6
—= - = I" 'F."ﬂl
B Fz | |
- - 1_ 0]
F = - ﬁ',] [kr'.,]] ) —2 =
2 ; f -
- : JFB -
Az 1.32. 4bra szerkesztése meg- ~Z |* [ X
egyezik az Fl, ?E grﬁkre 0 pélussal Fq [HNJ
szerkesztett kétélsokszog szerkesztésé-
1.32. abra

vel,
Altaldnossagban is kimutathatd,

hogy a csuklés rudléncot terheld erfrendszert
télsokszog, amely dtmegy a szerkezet valamenny

-

e mindig rajzolhats olyan ko-
i csuklajan.
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6. RUDAK IGENYBEVETELEI
(BELSO EROI)

6.1 Riderd, nyiréers, hajlitényomaték
és csavarényomaték értelmezése

'6.1.1Rud alatt olyan szildrd testet értlink, amelynél a testen belil kije-
l5lhets ugy vonalszakasz, hogy a vonalra mer6leges bdrmelyik sikmetszet
pontjainak tévolsdga kicsi a vonalszakasz hoss zdhoz képest és ugyanakkor a
sikmetszetek nem metszenek egymésba. Ha az igy kijelslt vonalszakasz a sik-
metszetek sulypontjain megy 4t, a sikmetszeteket keresztmetszeteknek és a
vonalat kzépvonalnak (vagy sulypontvonalnak) nevezzik. A rudat két szélsd
keresztmetszete &s a palastja hatdrolja.

Ktzépvonala szerint megklltnbbztetlink

- egyenes (pl. vasuti kocsi kerék-pAar tengelye), . .
sikbeli tsrtvonalu (pl. egyhengeres motorkerékpar iStengelye),
sikgtrbe (pl. ostorny€l alaku l&mpaoszlop),

térbeli tortvonalu (pl. tsbbhengeres gépjdrmli fGtengelye),
térgbrbe (pl. hengeres csavarrugo) g

rudat. Beszélhetlink tovdbb4

- 4lland6 keresztmetszetl,
- viltoz6 keresztmetszetli

rudrdl. :
A gyakran elSfordul6, dlland6 keresztinetszetli, egyenes ktzépvonalu ru-

dat prizmatikus rudnak szokés nevezni. - e

Az igénybevételek értelmezéséhez tsbbnyire rudhoz kstutt koordindta-
rendszert vilasztunk. Ennek kezd8pontja legttbbszsr egyik széls6 (dltaldban
bal oldail) keresztmetszetének a sulypontja. Egyenes rudaknal a kiszépvonal
mentén a z tengelyt vesszik fel, mig tsrtvonalu vagy gtirbe ktzépvonalu rudak
asetén a. rudkzépvonal mentén mért s ivkoordinédtit hasznaljuk.

A rudra hato — fellileten, illetve térfogaton megoszl6 — erfrendszert a
" rud k8zépvonaldra redukéljuk (v. 6. Dr. Sélyi Istvdn: Muszaki mechanika 1L
ktet 10. pont). Mozgé rudak esetén a jirulékos (tehetetlenségi) erérendszere-
ket (I. Dr. Sélyi Istvdn: Miiszaki mechanika II. kitet 16. pont) is figyelembe
kell venniink. - .

Az erSrendszer hatdsdra a rud kbzépvonala megvéltoztatja alakjét. Szi-
mitdsainkban ezt a hatdst 4ltaldban figyelmen kivlil hagyjuk, vagyis a terhelet-
len kzépvonal alapjdn végezzik el a redukéilést

Fa
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A 3.1-a dbra egyensulyi erfrendszerrel terhelt rudat dbrazol.
A K keresztmetszet mentén gondolatban kétfelé végott rud I (bal oldali) és
IT (jobb oldali) részét kulon-kilsn a 3. 1-b dbrdn l14thatjuk a kizépvonalra redu-
kélt kiilsé erfkkel. Az elvdgdsi keresztmetszet S sulypontjdba berajzoltuk a
keresztmetszet mentén.ébredd @' , ill. @ _ feszultségek redukéildsa foly-

- — = —Z - —a
tin nyert FIS , 1L Fé! = - .}.‘*‘é fesziiltségi eredd erdt és M;, ill, MI; =
= - ﬁi feszliltségi eredﬁ er8pdrt. Ezen mennyiségek az egyik rudrészre ha-

S
t6 kiilsé €s belsd erﬁrerdszer mechanikai egyeusulyénak feltételébbl, a é:
ismerete nélkiil meghatidrozhatok.

Haaz I (bal oldall) részre hatﬁ kiilsé erﬁrenﬂszernek ( FK r a II_ (jobb
oldali részre ha;dnak WFK i 22 egész rudra hat6 erﬁrenﬂszernek pedig
WFK\" a jele, akkor az egész rud egyensulyabol kivetkezik, hogy

Im
—

(Ver) = Ve * (Ve = @. @D

ahol {ﬁ!}h egyensulyi er6rendszert jelent, és a = jelslés a nyomatéki térre
vonatkozé egyenértékiiséget fejezi ki. -

r fz/ G \Kf\ s
J.\ o b

—
. "'L. : L ' Ms - E . : A
- . . (V,I'ﬂ'):- . et el PR (VFH'&" ;
- | "3 1 dbra |
Az egyfIrudrészil;Ia rﬁ] uk hatﬁ WFK I {VF K}II k[_ilﬁl 5 Erﬁrenﬁ-
szer és az FS’ ilL. FS fesziltségi ered§ erd, valamint az M ill, MS

- JF



fesziltségi eredS erSpér hatdsara egyensulyban vannak. Igy

K

il

n3

. q '
(Vo) + Fgi Mg = (0 - (3.2)

és | '___ - - _
- Vo) (F;I; MS}TE.{DL I < X

Vex'n T

A (3.1) és (3.2) alapjén az 1 rudrész K keresztmetszetének sulypont-
jéba redukilt vektorkettSs egyenértékili a IT rudrészre hatd kiils§ er6rendszer-
rel (illetve ennek a K keresztmetszet sulypontjidba redukdlt vektorkettsével):

] =] m | |
(Fg Mg) = (Ve 3.4)
Hasonléképpen (3. 1) és5 (3. 3)-b6l a II rudrész K keresztme tszetének
sulypontjdba redukalt vektorkettSs egyenértékli az I rudrészre hatb kUls6 erd-
rendszerrel: '

---E[I_ﬁlI Tl )

(Fgs Mg) = (Vpglp

(3.5

Az esetek dont§ tobbségében ez utébbi két egyenletet haszndljuk fel a fe-
szlltségi ered§ erf és fesziiltségi ered§ erdpar meghatdroz4sira. Ezen vek-
torok ssszetevsit (3.2 dbra), illetve a késébb ismertetésre kertl§ elSjelszabély

szerint vett skaldr koordinatéit igénybevételeknek nevezzik.
Egyenes rudak esetén: "

E.- e .--i-l
FS = Fo = T+N_,

>

ahol a fesziiltségi ered§ er keresztmetszet sik-
jaba es§ T psszetevdje a nyirber§, a kereszt-

metszet sikjdra merfleges N=N& §sszetevs -

je pedig a ruderd;
' A i v
'S 5-'h+ e’

ahol a fe:szti‘[t_:iégi ered§ er6pir keresztmetszet
sikjdba esd Mh tsszetevlje a hajlitényomatek,

- —
a keresztmetszet sikjdra merfleges M_ = Mﬂ'e: tsszetevlje pedig a csavaro-
nyomaték, azaz - | :

- B0



= = e ) =e_ X :
EZ Ez SEZ EZ SKEZ
- - = — -
M =e M =¢ (M) - M =e x (M ,xe)

c Z C zZ o Z h =z S5

Megemlitjiik azonban, hogy olyan keresztmets zetek esetében, amelyek nem
rendelkeznek két szimmetriatengellyel, a fentiektSl eltérs a csavarényomaték
értelmezése: erre a kérdésre majd a 9. fejezet 9. 8.2 alpontjdban tériink ki.

A feladatok nagy részénél vilaszthats olyan koordindtarendszer, ame ly-
nek alkalmazisa esetén a nylréerS minden keresztmetszetben parhuzamos az
egyik koordindtatengellyel, a hajlitonyomaték pedig.a mésikkal. Ebben az eset-
ben T nyiréerfrfl és M, hajlitényomatékrél beszéllnk. -

Az igénybevételeket a K keresztmetszet kzvetlen kbrnyezetében fel-
vett K’ és K" keresztmetszetekkel hatdrolt elemi rudszakaszon szemléltet-
hetjuk (3.3 4dbra). A K" keresztmetszeten az e normialisu K keresztmet-

= - Iy Sy 2
gzethez tartozé F, = F_ feszlltségi ereds erS és M =M5 fesziiltségi

S S )
ered§ erfpdr, mig a K’ keresztmetszetena - normdlisu K keresztmet-
szethez tartozol qF"II = - E- , 1lL ﬁn = - M_ vektorok komponenseit tlin-
: S S S S
tetjuk fel. '
K TT .
T-—T1T T
| M. E 3 Me N
- e i— —e
i I '
i | n l Mh
K - K"
- 3.3 dbra

" Az igénybevételek skaldrkoordinétdira vonatkoz6 tnkényesen valasztott
el8jelszabélyt az elemi rudszakasz, €s annak jelképes dbrdzoldsdval, az aldb-
bi t4bldzat adja: (14sd 49. oldalon). |

A pozitiv el§jeld N ruder§ a rudszakaszt huzdsra, a negativ el§jeld pe-
dig nyomésra veszi igénybe. | i |

Ha a vizsgélt keresztmetszetben csak egyfajta igénybevétel — pl. csava-
rds — 1ép fel, akkor egyszerl igénybevételrSl beszéllink. Ellenkezs esethen a
keresztmetszet igénybevétele sszetett _

Ezen el§jelszabdly értelemszerlien alkalmazhaté minden sikbeli tortvona-
lu rudra és sikgtrbe rudra. Ebben az esetben a rud ktzépvonala mentén felvett
s ivkoordindta jellemzi az egyes keresztmetszetek helyét. Igy a K kereszt-
metszet mentén kettévigott rud (3. 4 dbra) esetén a "bal oldall" és "jobb olda-
1" résznek a '
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1 t4blizat

Igénybevétel ~ Pozitiv eljell - Negativ elSjelli
jele neve ) | - ) |

:T nyirr%erﬁ 1._,_%__1 IL_ql_.E _*_‘__1__: 11,__, ____:

M csavard- } z T . Py | b .z T ) P
¢ nyomaték hgﬂ*m'——ﬁ"‘ —- e

M héjlitﬁ- | l__. * b
h nyomaték Q - )_'I ("_")"": ( j_j (L—‘)J

illetve
B, « 5 = Eﬂ.

rudszakasz felel meg, ahol éK a K keresztmetsiet. EA az A keresztmet

szet ivkoordinatija. Ilyénkﬂ; az igépybevételak-e-lﬁjglét a 3.1 téblézat segitsé;
gével ugy donthetjik el, hogy az eleml rudszakaszt— egyez8nek vett 5 és 2
irényokkal — gondolatban vizszintes helyzetbe forgatjuk.

] T ,T F
e
t |ﬂ S K
|
A -
s

3.4 4bra . 3.5 gbra
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_ Hasonl6 a helyzet sikgtrbe rudak esetén. Ityenkor az elemi rudszakasz
a kizépvonal érintSjének irdnydba esik. Koriv alaku rudnél (3.5 dbra) 2 K ke-
'resztmetszetet az s ivkoordindta helyetta (@ kozéppontl szoggel is megad-
hatjuk. )
Ha a rud kozépvonala sikgtrbe és a klils§ erbérendszer a ktzépvonal sik-
jéban hat, akkor csavarényomaték a rud egyik keresztmetszetét sem terhell.
Ilyen esetben a hajlitényomatékot My helyett M-mel is jeldlhetjuk.

Abbana K keresztmetszetben, amelyben koncentrdlt erd, illetve erG-
pér hat, nincs értelme igénybevételrll besz élni. Ilyen esetben csak a koncent-
'r4lt terhelést megelézé K-, illetve kovet§ KT keresztmetszet vizsgdlatdnak
van értelme. Hasonl6é meggondolédssal éliink tortvonalu tartd tiréspontja ese-
tén, mert a toréspontndl nincs értelme a keresztmetszetnek. Ezekre a példik

soTan kité;ﬁnk.

o _P. 1 példa. Hatdrozzuk meg a 3. 6 §bran l4that6 sikbeli keretrud né- -
hény keresztmetszetének igénybevételét. :

| A tsrtvonalu rudat az~ AB szakaszon f =20 N/m slirtiségli megoszl6 ers-

~rendszer, F, = 60 N koncentrélt er6 és M, = 100 N.m nyomatéku koncent-

r4lt er6pér, valamint a befogédsnal (E) ébred§ tdmaszté erSrendszer terheli.
A kiile8 errendszer sikja egybeesik a rud kozépvonaldnak sikjdval, igy a csa-
varényomaték minden keresztmetszetben zérus. - '

i
(2 |

-!'ft:;'jl‘ul.. 3.. 6 'Eﬂlfﬂ

Az 4dbrén bejelslt K keresztmetszet igénybevételét — a timaszté erd-
rendszer ismerete nélkil — meghatdrozhatjuk ak4r a "bal oldali"" (ABCDK) rud-
rész egyensuly4b6l, akér a "bal oldali" rudrészre haté kiils§ erfrendszernek
a "jobb oldali” (KE) rudrész K keresztmetszete sulypontjéba tsrténd reduka-
\&sdval. " e . . |

Az els6 esetben az elemi rudrész jobb oldali végén, mig a mdsodik eset-
ben a bal oldall végén felléps erSket, il nyomatékokat kapjuk meg.

/A tdmaszt6 erérendszer ismeretébena K keresztmetszet igénybevé-
telének meghatirozdsdra még két lehet§ség van: |

L]
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L g T

- a"jobb oldali" (KE) rudrész egyensuly4bol az eltaml'md;"és; bal olda
\énak sulypontjban ébteds vektorkett5shoz jutunk; R -

L]

- mig a "jobb oldali” rudrészre hats kils§ erSren iﬁzerne’lg a_'"ha'l_ oldali’
' (ABCDK) rudrész K keresztmetszel2 sulypontjdba torténd redukdl -
s4val az elemi rudrész jobb oldaldnak sulypontjdban ébredd vektorket-

tSst kapjuk meg./ | s
A "bal oldali" rudrész egyansulyﬁhﬁl gzdmolvaa K 'lc_ereszu-nétszet' S

sulypontjiban ébred 6 feszliltségi ered8 ers — figyelembe véve, hogy a megosz
\6 erGrendszert centrilis egyenesén F = 40% [N] er6vel helyettesithetjtk =

= ——

F, = -.607 - 40k [NJ].

A feszliltségi eredS erSpar pedig

—-

Mg = (- | 4G - 3.60+100) i=-1201 [N. m] .

-

A "bal uldaii" rudrészre haté killsé és bels8 erfrendszert a 3. 7-a dbraban

- _rajzc'lmk meg:

Az 1. tédblézatbeli elfjelszabdlyt alkalmazva— az elemi rudrész jobb ol
dalén fellépf m;nnyiségeket ismerve —a rud K keresztmetszetének igénybe-

vétele

a ruderd: - NK_=;4UN-(-"|—-_:I-_-—):
a nyiréeré: : 'TK= © 60N G —_ ) ;

a hajlitényomaték: y Mhl( = _'1_2{] N. m (@:—1%) .

20 N/m 4 k @ | @

L {20 Nm
| - LON
: I \vfﬂﬂﬂm K &
) EON 60N

3. 7 dbra

CélravezetSbb a K keresztmetszet igénybevételét a "bal oldali" részr
hats kils§ erSrendszernek a "jobb oldali" rész K keresztmetszetének suly-

_pontjéba torténd reduk 414s4val meghatdrozni, mivel a bal oldali rudrészre h
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t5 kilss erSrendszer redukdlt vektorkettSsének komponensel kszvetlenlil — elS-
jelvéltoztatds nélkll — berajzolhatok. -

A 3. 7-b 4brin tintettik fel a redukilt vektorkettSst, amely az elemi
 rudrész bal oldaldn lev6 igénybevételeket szemlélteti. Ez sszhangban van az

el6z6 modszerrel meghatirozott eredményeinkkel.
Hasonl6 médon hatirozhatjuk meg a trtvonalu rud tébbl keresztmetsze-

tének az igénybevételét. Példdul a C~ keresztmetszet igénybevétele — a "bal-
oldali (elmarads) részre hatd kiils§ erfrendszernek a redukéldsa alapjan—
(1, 3,8-2a dbra) |

: —
Ng= =~ 40 N (—=+=1 =),

TL‘I' = 0 - L '
M'hc- = - 40 Nm(@l-"—_——t"@) .

Mig. a CT keresztmetszet igénybevétele — hasonléan sz4molva — (3. 8-b 4bra)

Nc'i': - 4{] N (—l-—l-:!--—)p

—

T,+= 60N (f+—|

D

M, +=-40N.m ({"’ ‘j)

| ® ®
- D . . - + /' :

0N !

3.8 dbra

A 3.6 ibrén szerepl§ keretrud B keresztmetszete helyett — mivel ez a
tsréspontnél van — csak a B, ill. BT (3.9-a ébra) keresztmetszetek igény-
bevétele szamithaté ki. A 3.9-b és 3. 9-c sbrdk alapjdn — redukdldssal sza-
molva—a B, 1ll. B® keresztmetszet igénybevétele:

NB'¥D, Sl : NE+=‘ 40N (—+ = =),
Ty = 40 N IJ, ). i Tge= 0,

| MhB.'i: - 40 NZ(@) il N;Im+:= - 40 H.m(@w‘:-b ). .
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3.9 dbra

tmetszetet terheld hajlitényomaték kisze-

MegiegyezzUk, hogy & B keresz
a szémitottuk a nyomaté-

1it8 érték, hiszen a rudkszépvonalak metszéspontjar

koL .
rud hosszirényu méretéhez képest ki-

Mivel a keresztmetszet méretei a
csinyek, minden esetben igy szokés eljérni.

¢ 2 Sikbeli terhelésii egyenes rudak és sikbeli
tortvonald tartok igénybevételi dbrai :
keresztmetszetfe

gyenes rudak
ényeként dbrézol-

Az igénybevételek 4ltaldban keresztmetszetrdl-

v4ltoznak. Ha az igénybevételeket a rud kozépvonala mentén e

egetében a z, t3rtvonalu rud esetén az s ivkoordinita fUgEV
juk, az igénybevételi sbrikat (bels§ erfk ghrait) kapjuk.

A rud egyenes szakaszain a ruder§édbra €s a csavarényomatéki dbra — az

esetek tobbségében— 51land6 szakaszokbol all.
Kissé bonyolultabb mAr egyenes rudszakaszoknél is 2 rud ktizépvonalra

mer&leges terhelésbbl ad6dé nyiréerS és hajlitényomatéki dbra.
Az igénybevételi dbrak megrajzolédsit a 3. 10 4bra kapcsén mutatjuk meg.
A befalazott rud terhelése: a tircsdk k_gr_i.iletén miksd6 ]5'1 és F2 erd,

- galamint a tdmasztéerfrendszelo.— - - e e
Els8 1épésben a tdrcsdk keriletén. ébred§ erfket a rudkdzépvonalba redu-

kéljuk. Az F, és 1:"2 er6ktn kivil az

D

_n _ g 2
M, = F o 68 M, = F,

nyomatéku erSpédrokat is a rudkszépvonalba rajzoltuk. -
A rudra hato erSrendszerbdl kivetkezik, hogy a N = N(z) ruder6a tartd

A csavar6nyomaték szakaszonként dllandd:

hossza mentén Z€rus.
tott K keresztmetszetben

az AE szakaszon barhol vilasz
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3.10 4bra
DI
M= MBI T8
a BC szakaszon pedlg-r .
. : : 1 D
M, Mcfz) = Fl-—-—- + Fz —_




Mivel a tartét az yz sikkal parhuzamos erSrendszer terheli, ézért
T, nyiréers és Mhy hajlitonyomaték nem 1ép fel. Ilyen esethen Tyt helyett
T-vel, illetve M helyett M;,-val szokés jeltlni az lgénybevételeke;.

A nyiréer6— a csavarényomatékhoz hasonl6an — szakaszonként 4lland6:
Az AB szakaszon birhol vélasztott K keresztmetszetben |

o TRy - —..Fl;__ S

a BC szakaszon pedig

T="T(z) = -Fl -F2=.- {F1+F2}.

Koncentrilt erfkkel terhelt egyenes tartén a nyirdert szakaszonkénti al-
land6. A koncentrélt erfk helyén az sbhréban szakadds van. Az ugrds értéke a
koncentralt er6vel egyezik meg.

A hajlitényomaték MH(z‘J fliggvény ének meghatiroz4sahoz szintén kiilon-

kiilsn kell megvizsgédlni a két tartsszakaszt. |
Az AB szakaszon vélasztott K keresztmetszetben a hajlitényomaték

— az elmarad6 bal oldali részre hato erfrendszernek a K keresztmetszet suly-
pontjédba t5rténd redukdldsdval —

Mh(z) = Flz,
_mig a BC szakaszon
Mh{z} = Flz + FE[z - a).

Koncentrélt erfkkel tarhelt e'ggenss tartén a hajlitﬁngomatéki abra eﬁ -

" m4shoz kapcsolédo ferde egyenes szakaszokbol dll. A koncentrilt er6k helyén
az &bribap tOreés taldlhaté. Az elrhqnd.uttak szerint a terhelés, a nyirder8ab-
ra ég a hajlitonyomateki shra kozott szZoros kapcsolat van.

i

A tovébbiakban a 3. 11 dbrén vézoll f(z) = _e.; f(z) strlségl meg-

oszl6 er6rendszerrel terhelt tart6 esetén ssszefiiggést keresiink 2 rudra me-
réleges f(z) megoszll terhelés slirilsége, a T(z) nyiréerd, valamint az Mh{z}

hajlitényomaték ktiz ott.
A 3.11 dbrén megrajzolt rudb6l két kozel fekvs keresztmetszettel kivag-

tunk A z hosszuségu ridlelemet, €s rérajzoltuk a kiils§ me gosz16 terhelést,
valamint az elvagés helyein a sulypontokba reduk4lt bels§ erSrendszert.
A rudelem egyensulya miatt (a megoszlo terhelésnél fk kozepes slrl-

séggel szdmolva) az y iranyu vetlileti egyenlet

- AB -



Yy Y =0=T-T+aT)Y+fAz

k
B Ezen vetiileti egyenlethfl
z
- A Az =—»0hatirdtmenet esetén
dT
—— = 3.
. dz 3.6
My +AM, |
azaz a nyiréer§ z -koordinata gzerinti
T+AT deriviltja egvenl8 a megoszl6 erfrend-
o gzer slirilségével.

A D ponton 4tmend, a rajz sikj4-

ra merdleges d tengelyre felirt

nyomatéki egyenletb6l
AM = -TAz- 1Az AY,

AM
h = = -
Az T fk&; )

- A Az —0 h&‘tﬁ_rﬁtmhnet esetén "'1'1m.:’l'\.(f= 0, igy -

A z=>0
-d
=-T
dz (z),
ég :
2
d Mh . dT’ )
2 dz ’

dz

M, = 0= M -M -hﬂMh}.-Tﬂz-fkﬂz.&;

3.7

{(3.8)

Azaz a hajlitényomaték =z koordinita szerinti_deriv:iitja egyenl§ anyiréerd
negativ értékével, illetve a hajlitényomaték z koordinita szerint mdsodik
deriviltja egyenl§ a megoszl6 erfrendszer sirls égének ellentétes elSjeld ér-

tékével. -
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A (3. 6) egyenlethl
dT = f(z) dz.

A zn-i szakaszon elvégezve az integréléast,

T-T = j f(z) dz. : (3.9)
° Z
o)
| Ebhﬁl : 2
© z ) .
0
A (3. T egyenletbdl |
| th = - T dz.

Az -z szakaszon elvégezve az integralast,

) = )

- M = - | T(z)dz, (3.11)
Mh - ho .i | . -

0
amelybél
z |
Mh=MhD- _j' T(z) dz. O (3.12)
Z .
' O

Azaza rud z 0 Z czakaszhn az f(z) megoszlo terhelésébra terlilete anyiré- 4

er§ megvéltozdst, a T(z) nylréer6ébra terlilete = ellenkez6 el6jellel — a haj-

litényomaték megvéltozdsat adja meg.

A (3.9) és (3.11) Bsszefliggés — a kiindulo adatok ismeretében — médot ad
a nyiréer§ébra, illetve a hajlitényomatéki dbra megrajzoldsara.

Ez a m6dszer nemcsak megoszlé er6rendszerrel terhelt tarték esetére
haszndlhats. Koncentrilt erd, ilL erdpar esetére az alabbi példék kapcsén be-
mutatott hatdritmenettel terjeszthetd ki. ,

A 3, 12-a 4ibra egy befalazott rud terhelését, nyiréerGdbri jit és hajlit6-
nyomatéki dbrdjét tartalmazza,

Az f slrlségli megoszls terhelés Az hosszon miksdik. Itt a nyiré-
er54bra ferde egyenes, a hajlitényomatéki dbra pedig miésodfoku parabola. |

- Ha Az kicsiny, hatirértékben az F =fAz nagységu erSt csak egy ke

reszuffetszetre haté, a rudktzépvonal. (z tengely) egy pontjit terhel6 koncent-
r4lt erfnek foghatjuk fel, és a 3.12+b shran vézolt médon dbrizolhatjuk.
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3,13 4bra

b4ly szerint rajzoljuk be, vagyis, ha a koncentralt n?DI‘II.'IH.ték az 6ra jétrétéval
megegyezﬁen forgat: pozitiv irdnyban (felfele), mivel az FAz nyoma

erépér a 3. 13-a dbréjaban poz

itiv teriiletet jelent (ferdén is vonalkdzva van

ez a teriilet). Ha ellenkez8 forgédsértelmd, akkor — hasonl6 okok miatt— nega-
tiv irdnyban (lefele) jeloljuk be.

dds) lesz.

A koncentrdlt nyomaték helj,ré:ri a hajlitényomatéki dbriban ugris (szakat-
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- Péld ék.

P.2 példa, A 3.14 fbrén vézolt £ hosszuségu kéttdmaszu tartot kozéper
F, rudra merfleges irdnyu koncentrélt erd terheli: F = 60 kN, = 4 m.

A timasztéersk szintén merSlegesek a rudkdzépvonalra és a szimmetria
folytédn egyenlSek: . Lo

F '
= = — =30 kN, - S
F, = Fp 2 3

ezért egyetien keresztmetszetben slﬁ.r:s muderd: N = 0.

Ly :'lF

A { 8 |
. A A

g 225

T 1

f; E

Ma

+ -

- 4

3. 14 dbra

A nyiréerSébra megrajzoldsst a rud bal ‘oldali végétsl kiindulva kezd-
hetjuk. Az AT és D™ kozotti szakaszon a nyiréer6 T=F, = 30 kN.

A D keresztmetszetben — a koncentrilt er§ miatt — ugrés van, amely a
koncentrilt erének megfelels -60 kN értéki. A DT - B kozotti szakaszon is-

mét 4llandé
T = -30kN  (}—==f{)

a nyiréers. A B keresztﬁletszethén az FB tdmasztéerst is figyelembevéve,

a nyiréer§ zérus.

" A rudra hat6 klils§ erSrendszer olyan sikbeli er6rendszer, amelynek sik-
ja a rudkzépvonalat is tartalmazza. Igy a rud egyetlen ke resztmetszetét sem
terheli csavar6nyomaték: Mc = 0. | |

. A nyiréer8ébr4bél a (3. 11) alapjén ktnnyen megrajzolhatjuk — egyszerl
terliletszdmitédssal — a hajlitényomatéki &brdt. Mivel a nyiréerS§ koncentrilt
. er8k kizott lland6, a hajlitényomatéki dbra ferde egyenesekbdl all.
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Az A keresztmetszetben— mivel tSle balra nem esik er§ — & nyomatek
zérus. A D keresztmetszetben a hajlitényomaték — a megfelel§ nyiréerbébra
teriiletet AT-W:‘[ jelblve — ¢ -

}J.D = Mﬂ- 5 T dz,
' 0

Bl

Fi
4

Mp = My - A = 0-
0

Tehita D keresztmetszetben a hajlitﬁrrgnmaték _ mivel az indul6 €rték zérus —

M, = - 60Hﬂ.m(€:¢)).

Ezen értéket 2 D keresztmetszetben negativ irdnyba lemérve, a ferde egye-

nes D’ pontjAt kapjuk. _
A DB szakaszon lev8 negativ el&jell, e 18bbi terlilettel azonos nagysagu

nyiréer6ébra terliletet a B keresztmetszet helyén D’ pont vizszintesétél po-
,itiv irdnyban felmérve, 2 - érusvonalon fekvl B’ ponthoz jutunk:

£
My = My j_Td
2
1 ol
Mg~ %""‘.T_li= Mp ” (T)
2

Az &bra alapjdn a legrniagyobb ha}litﬂnyamaték 2 D keresztmetszetben |
ébred:

MD = :E;—ﬁ— = - 6ﬂkﬁ.m (@_—_r_.{i))

p,3 példa A 3. 15 4bré4n vézolt Kéttimaszu, f tfosszussgu tartota rud- ||
ra merbleges lrényz, egyenletesen megoszl6, f sliriségl er8rendszer terhe= |
li. f =20 kN/m, =6m A t&masztoerSk — a feladat szimmetridjébol ko- |

vetkezfen — egyenlbek:
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Fol— "1/
flja —-,-ﬂ’/'Am
S R e U
4 |
| A da N B' -—
M‘" t %’ﬂ =
AN ' 9
Oy
3. 15 dbra

A nyiréer§dbrit a (3. 9) alapjén rajzolhatjuk mag Az indulé nylrﬁerﬁer-
ték az AT keresztmetszetben

T,+ = F, = 60KN == )

|
Az AB szakaszon (az AT keresztmetszettSl a B keresztmetszetig) linedri-

san fog vdltozni a nyiréer§, mert a megoszlé terhelés siirlisége 4lland6. A B~
. keresztmetszetet terhel§ nyiréerd

|

|

TB_=FA-f«5 = - 60kN (}—=14) , o
%

i

mig a B" keresztmetszetben— mivel az egész rud a rdhaté egyensulyi erfrend-
szerrel balra esik — - .

Szimmetria okokbdl akizépsd D keresztmetszetet

=0 ' . :
TD.- _ -
' nyiréer§ terheli. |
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A hajlitényomatéki shra megrajzoldséhoz a folytonos vonallal rajzolt nyi-
réer6ibrit — grafikus integrélds modszere szerint— 1épcsss gbravé alakitjuk
4t. Mivel a nyiréerSébra ferde egyenes, a (3. 11) szerinta hajlitonyomatékl.
dbra rqésﬂdfuku parabola lesz. A nyomatéki abra megrajzoldséhoz a 3,15 dbran
gzaggatott vonallal bejeltlt 1épcsls sbrat hasznéltuk fel. - .

Az elfz6 példdhoz hagopléan az A és B keresztmetszetben a hajlito=
nyomaték zEerus, igy a hajlitényomatékl gbra A' és'B’ pontjaiaz 2 - zéTus-
vonalra esnek. . ; L oo 2

A D keresztmetszetben & hajlltdnyumaték — a megfelel§ nyiréerfébra
terliletet hT- vel jeldlve — :

A tertiletek azonossagén alapuld 1épcsids shrival szdmolva, ennek terlile-
tét ﬁ(’l"'} -vel jeldlve, -

£

2
MD='P“(T}\ ==t
0

g0 1l
2 4

azasz

Itt a nyomateéki fhréanak az 2, érintSje vizszintes, mivel a CDE gzaka-

szon a 1épcsfs dbra 2 tengelyen helyezkedik el. A DEB szakaszon d B' pont-
beli 2, érint6 az & l-gye‘n megegyez8 szbget z4r be a vizszintessel, mert
— a szimmetria folytdn — 2z AT és B pontbeli nylr6erdk abszolut értéke meg-
egyezik. ‘ |

. P.4 példa. A 3,16 4brén vézolt konzolos kéttamaszu tartét az f suri-
- ségl, egyenletesen megoszlo fugglleges erfirendszer terhell. = 3 kN/m.

- A tdmaszto erfrendszer — 32 egyensulyl egyenletekbdl szdmolva —
FA='B kN4 FB= 16 KN} .

. 9 -




A megoszl6 erSrendszer sUrtisége 4lland6, ezérta nyir6er§4bra pirhuza-
mos egyenes gzakaszokbél 4ll a B keresztmetszetnél levd szakadédssal. A haj-
litényomatéki dbra két mésodfoku parabolaiv lesz. Ennek megrajzoldsédhoz az
AB, illetve BC keresztmetszetek kizitti nylrﬁerﬁﬂ:nrﬁbél lépcsbs 4brit rajzo-
lunk (az dbrén szaggatott vonallal jelsltik). EbbSl— az el&jelviltdst figyelembe
véve —az A'H'B'K'C’ egyenes szakaszokbol 4116 nyomatéki dbrat kapjuk. Az
A’ és B, ill. B és C’ pontok kzstt 2 mésodfoku parabolak megszerkesz-
tésével a tényleges nyomateki dbrdhoz jutunk. |

H' 24 )
3,16 4bra

A hajlitényomaték- fuggvénynek relativ 5zéls6 értékei azokon a helyeken
lesznek, ahol a nyiréeré el6jelet vilt (E és B keresztmetszetek). A vizolt
nyomatéki dbribol lithatéan a tartén az E keresztmetszetben lesz legnagyobb
a hajlitonyomatek. -

- 97 =




-_—

Az E keresztmetszet helyét megado6 Zg t4ivolsdgot abbll .a- feltételbsl

gz imitjuk, hogy TE ‘= 0, vagyis az E keresztmetszettSl. balra esl, rudra

haté merSleges irdnyu erfk osszege zérus:

E E’
_Fa 8.
Zg T T 3
Igy
. . 1.8 82
Mhmax'ME"EFﬁIE’ 2 ° 3" 3 e
P.5 példa. A 3. 17 &br 4n vazolt befalazott tartot egyenletesen (lineéri-
san) valtozé megoszlo terhelés terheli; f = 4 kN/m. |

max |

Az igénybevételi shréikat a B befalazdsnél éhreds tdmasztoerfrendszer
. kigzamitdsa nélkil is megrajzolhatjuk.

A 1épcsGssé dtalakitott megoszl6 terhelés dbrébol elébb az & - 24 egye-

nesekbsl 4116 dbrat rajzoltuk meg. AZ A’ és B' pontok kbzotk gzerkesziet-
tik meg a tényleges nyiréer§abrit, amely mésodfoku parabola. |

A tertletek azonossdgénak biztositisa céljabol harmadoldssal 1épcsbssé
alakitott nyiréer54bribdl integrildsnak megfelel§ tertilets z&mitdssal rajzoltuk
meg az a, €és a‘l egyenesekbbl allo §brat, majd az A" és B". kozbtt beraj-
_ zoltuk a tenyleges hajlitényomatékl sbrat, amely harmadfoku parabola {a:: az
A" pontbeli, ai a B" p_nntﬁell érints). | |

A nyir6er6ébréb6l kapott TB’-- ilL. MhB metszék megadja a befalazési *

témaszmerﬁrerﬂszer FB timasztéerejét, Ll MB témasztS erSpariat.

TEr.-QkN. (};f); Fy = 9 xN } :
Mg = 13,5 kN.m(QIrD): | MB - 13,5kN.m ) .

A nyiréer§ébraban az FE‘ a hajlitényomatéki dbhriban az MB felméré-

sével jutunk vissza a zérusvonalba.

- 98 -



Hi‘

13,5

-
4

}

3,17 dbra

P, 6 példa. A 3. 18 éhrﬁn vizolt sikbell csuklds tirtvonalu tartot a sikja-

ba es6 erSrendszer terheli. Az egész szerkezel egyensuly4bol gzdmolva: Y A

_3,5kN, Y, = 5,9 kN. Az I jelu tortvonalu rud egyensulyabol }Eﬂ

— ] —

-5, 75 kN, s véglil az egész szerkezet egji;ensulyébﬁl XB =-2,25kN.

Az igénybevétel
bena T =T(s) é M= M(s) koordinita-rendszerben rajzoltuk meg balrél

_jobbra haladva.

Az erfk irdnyait, illetve az igénybevételeket az eredeti Tudon nézzik és -

a T-s, illetve M-5 kuorc}lnétarendszerben az elfjelszabélynak megfelelfen

sbrizoljuk. |
Tsrtvonalu tartdk esetén 2 nyiréers el&jelsz
juk: az 8 irdnyéba elindulva, az elmaradé részre hato erGrendszernek a ke-

resztmetszet sulypont] 4ba valoé redukéldsa ut4n a balra mutato nyiréers a po-

zitiv, a jobbra mutato pedig a negativ.
A ruderBébrat és nylréer64brat minden egyenes szakasz

~ kell megrajzolni, és Ugyelni
* 4bréjdnak megrajzoldsakor a gzakasz elején— az e

lentl — meg kell hatdrozni az igényhevételeket.'

on klilsn-kiilén

.99 -

—
—

sbrikat az A 'pnntbm mért s ivkoordinita fiiggvényé-

ab4lyat szemléletess é tehel-

kell arra, hogy minden egyenes szakasz N és T
1626 szakasz végétsl figget-

'-:-;":"_"Ei'-p'.-"f-':-'."':l;f.‘_k'_l-."ﬁ,ﬂ_ R B S L e




SR M
S A
x Xa=-5,75 kN iiﬂ § X5 ~2,25KN
) 1‘;--3,5## - Yo~ 5.5 kN "‘ 3
A D C E H 8 -
N & [kN] A | * |
S T | 1
T o T
- T
T :

'3.18 dbra

sbra a nyiréer6ébra alapjan készllt. Mivel a C csuk:
= 0. A C csuk-

d, ngramatékt}t nemn vihet at, oft Mh
s T é4brakban viltozds nincs,

A hajiitﬁnynmatéki
16ban csak bels8 er§ ebre
mivel terheletlen— az N é
az Mh shréban tirés sincs. '

' Egyes esetekben az igénybevételi &b
az el&jelszabdly fig?elsmhevéte‘tével.

ezeért

16 helyén—

rékat magédra a tartora rajzoljuk ra
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M .
- G kN
{m B Fy= YsJ
e S —— )f
' B
Ya
M, =0=-1+6+4-Tp = Yg =15 kN
M,=0=36-4F = Y,=45kN
ellendrzes:
Y=0=45-6+15
timasztoerok:
Fy=(4.5]) kN
Fy= (LSRN .
MP-1.5.7
af a BC egyensilyabol kévetkezik, hogy a B
ﬁ\ﬁéﬂ ponton atad6dé bels erd fiiggbleges
A M, =0=-12:3+9-1
., lE&M/m al v, =4 kN
—= L e
Wi 2 X M,=0=12-6-9,:
3
L i - Y, =8 kN

ellenbrzes:
y=0=-12+4+8

— -t
b
vy
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F:dzf""
i Fy=?
a/ szerkesztés
- - _'p
. MLH F,+Fg-4j=0
Fy
=
g
b/ hagyoméanyos szamitas
Mﬂ€G=4-E+I’B~4 = Y, =-2kN
| X5| | oo, L2
3t =8 — X, =¥l =-2—==—-—F &N
My=0=6.4-4Y, = ¥, =6kN
2 2
XY=0=X,-— => X, =
TR T MR
5# MP-15.14
LS T " a/ hagyomanyos szAmiths
- |
’j’mm O#N B M, T0=2.841-6+20-3%
r 1 42
Y Yg=—=144N
B8 3
3 M, =0=2-8-2-6+20+3Y,
. 24
| Y, =-"==-8kN
S.Iru .r 3
— - l“ Z=0=Z,+8
Z,=-8kN
& ellendrzés:
N | Y=0=14-8-6
Al < L
X ' . - 102 _
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- .: = a/ hagyomanyos szamités
v ‘xE itter Szamitas
L{J’k,fm c (R = )
M, t0=-4.8-2.8+6X,
X, =2 _guN
6
M, =0=2-8+4-8-6X,
Xrﬂq-—g:ﬂkhr
B

\ | Y=0=-8+5%
B et T =y ¥ }.’B = B kf‘l'l'r

A rod irdny&bél: X = -8 kN

b N

. am 2 : . J‘
MP‘I. j1 ?_?_ :...‘,_ ST -—1%._. .3_ m !

¥ - Y

/ |
| 2] gl
1 3
i
N8 } X
A f S K -~
Szerkesztes: \ " !'?JI‘.'N
Szamitas: .
!
(1+2) M, 20=123-Y%-6 = Y=6kN
M,=0=-12.3+Y,.6 = Y, =6kN
.y : X4l _3
(1)  egyensulyat megvizsgalva: Tﬂ =2 = X,=45kN
A
, o (X5 _ 3
(2)  egyensilyit megvizsgalva: |—F-|— -2 = Xg=-45kN
[
Ellenérzes:

megvizsgilni a C csukld egyensulyat.
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e —

&3 P
W
1/ hagyomanyos szZAmitas -
al (1+2)
M, =0= _2,;55+4-4U+9*}’E

70160
9
M, = 0=-Y,-9+7-35+4-40

b/ (1
M¢=ﬂ=ﬁ‘xﬂ'4'45+2'35

¥ 180-70 _ 110 _ 55
i E‘ 6 3

(2)
Mc=ﬂ=ﬁXB_5'1ﬂ_2'4n
_50+80_130 65,y

X
I 6 6 3
¢l (1)
55 53
X::ﬂ=X - X =_--_kN
11+ 3 12 3
F=D=H1—35+45 };lz—iﬂkN
Ellenfrzes:
(142) X =0=..
Y=0=.
X=0
2
c}{y=ﬂ
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_om
sl '1' 'l
2
4 kN
XZJII GD { T X:E]:ﬂ--i-}f:. lez_dw
A
Md:ﬂ=E*YE_3'6 }'E-:';}FEN
M, = 0= 2%, — 6] By = -3k
(1

X:..{}:4+XB XH='_4W

Y, = 9 kN
Y, =6 kN

M, =-18-15+3-3+2-F5
Y=0=¥,-18+49+3
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jY  MP-15.105

I 8 «x tamaszitoerdok

A x=0=4+x, X=-4iv
E
L'}

M, =0=4.2-4.3-10-2+12Y,
2 v -2k

e T 6x2m '
| Mb=ﬂ=2'4+3'3+2'2-12};
Y, =3 kN
’4 .
al 4N ) No ¥=0 = N, =3kN, NII=T[N
SkN ﬁ,{, N, =+9+9=32 kN \
X=D=—*4+3+th'r1 N2=1Mrd_}__+_'_
C
Y=0 = N;=0

Y=0=3-3+N,,

Ny =0

c/

2N N,=0
!
N’ 8 F:[}:Z.—N?P Nﬁ,:EkN
[ e N;.=2«-J'E,F;Nﬁfr
B o
RN
h?j N6=~—2khf ++|—--]—i-
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19 7y = (=3007) N/m
| L

| Albf B
ket

F, = (1007 + 40k) N

tamasztderdk: Z-0-40+Z, Z,=-40N
M,=0=100-1+600-1-2-F, Y;=350N
M, = 0=100-3-600-1+2%, Y, =150 N

Fi = (-100j) N
M =(0,75-450—1,5-350)f N

= (-187.57) Nm
b/
1I.
F&E o o o ;f ='1ﬂﬂf N . e
= { | 8 #Y = (100-1,5+150-05-150-0,25)
J H - .
! = (+187,57) Nm
¢/
Nﬁ' = {}

T, =100N  Ted
My = -1875 Nm [—)
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L G2e;
M=
‘] A "EG"_E+

=
-

&
2kN y

éi{i’!r@,% 7
A K l
;

A

:}: }2 K8y

A
AA 7

R/ M,

Vg,

Feladat a K| és K; kereszt-
metszet igénybevételeinek meg-

hatarozasa

Ni=5kN <« -

h=1liv  THi
My =0251-3.1-2.2
=-6,75kNm [+
Ny=0
A
Le=-sev L
My, =-05-3-15-2=
asim T
= ¥ .m J
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MP-If1.11 |
A K, ;Hf | K _doow
K :
[ g2m _|_ G2m ___ G2m
| 100N
400N
al

TH

’I‘w%.i Nﬁ:l:ﬂ
20Nm .

T..=100N T |
i A K

M,,, ==20 Nm ]

IOON ﬁléﬂ’g"{’:'” Ngz =0
—— K’ .4 -
1K i T=-300N I

- A My, =—60Nm T

Ne3=300N - -

7@_ J.}—7 -—-a-gmﬂ TK3=IDE|N TH‘L
> = M, =40 Nm ()

ACON

Z=0=300-300
b/ Y=0=100-100 az egyensily teljesiil

<) M =0=20-60+40
(?HLD“*

¢l
/ Ne, =300N — = =
l m jﬂ.r‘fm Soail K4
| —ﬁr— ~ Ty =100 N Tl
J00N Mh“ = 20 Nm (‘i—*)
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MP-11.1-30 =
Y i a/ igénybevételek értelmezésebdl

D asm

1A B *#@L | =
A R C fiNm

’ /:1::*5} + 2k NI

H{kh‘r 1
AN -

T kN

I
TR
-4 Wi .*1||H'1 ;
M } kN .’“T A :5
aill G
a1 TR AT
| | ; |
=05 |1
|
b/ egyensuly alapjan tAmasztoerdk:
iy 05 ki 747 i Zy=-2kN
f—_",?khf 2)4 kNm Y, = —4 kN
;:Am -~ lgiN " e sk
TA N __!
. . C L l:“i i..l.i.l.jJJ...-'u?-ﬁ,{ _‘?
N TTHRSATIIIY
!1il|ljlli:!5.|i|||-]|
B T=T,+ [fdz
(0
M= M,- |Tdz
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MP-11.1.31
g Témasztd erdrendszer:
LH.... 02 . O 4em |
| | T F. = 307 - 30K — 607
200kN, 3 I
} 200 {fﬁ %.Eﬂ*ﬁ; = (=307 - 30k) kN
A SleNm # Y = =30 kN
(=307 + 30k ) kN 304N Ze = =30 kN
N & kN
r Hii [ T ‘m 1L !f@”l- —%  Fie=7(30:03-60.015-3 =
1HIHE HHURE NI =(9-9-3)7
“39?[“”_'“1!“]“”[5 T
M, = (-37) kN

iiJ 1 z
. ...”r!] )
45 1|
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A MP-II.1.34c.

; s
N A p £, o
T Ty .
:Eg '
. mu{ ﬁlﬂ v ~+
| A Im A G5 e QJV

Ti,wh

. .T T-Ty= [fdz
5 1=z,

M- M, =~ |Td¢

£=Iy

Tmax = |T.-{| = 3 kN

M, helye =20 3:x=5:2 = x=12m

mas

M, =-312+2512-06=-36+15-1.2=-3,6+18

M, =-18 kNm
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