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1. FEJEZET

A tenzorszamitas elemei

1.1. BEVEZETO MEGJEGYZESEK

1.1.1. Koznapi tapasztalat, hogy a természet jelenségei fiiggetlenek a megfigyel6tsl. Varhato
tehat, hogy a jelenségeket leird egyenletek, kovetkezbleg az egyenletekben szereplé mennyiségek
maguk is, fliggetlenck a megfigyels altal valasztott koordinata-rendszertsl (tovabbiakban KR).
Masként fogalmazva az egyenletek és a benniik szereplé mennyiségek valtozatlanok, idegen széval
inwvariansok, maradnak a KR megvaltoztatésa sorén.

A KR megvaltoztatasan tdgabb értelemben a KR eltolasat és elforgatasat, sziikebb értelem-
ben elforgatasat értjik.

1.1.2. Azokat a mennyiségeket, amelyeket a klasszikus fizika torvényeit alkotd egyenletek
tartalmaznak és amelyek, a fentiek szerint véve, invarians mennyiségek, altalaban tenzoroknak
nevezziik. Matematikai terminologiaval élve

— a skalarokat nulladrend,
— a vektorokat elsérendd

tenzoroknak fogjuk nevezni és megkiilonboztetiink

— masodrendt,
— harmadrendd, illetve
— magasabbrendi tenzorokat.

A maésodrendd tenzorokkal kapcsolatos kérdések bevezets jellegii ismertetése a jelen fejezet
{6 feladata.

Amint az késébb ki fog deriilni, mechanikai néz&pontbol véve azt mondhatjuk mindig (mé-
sodrendti) tenzorra van sziikség, ha valamilyen vektormennyiség (elsérendd tenzor) nemcsak a
helykoordinatak fiiggvénye, hanem egy adott pontban flige az ottani irdnyoktél is. Ez okbol,
hacsak nem nevezziik meg kiilon a rendtiséget, a tenzor széon masodrendi tenzort fogunk érteni.

1.2. FUGGVENYEK

1.2.1. Ami az alkalmazott jeloléseket illeti az aldbbiakat emeljiik ki:

A skalar mennyiségeket latin vagy gorog kurziv (dslt) bett jeloli. Ez kis- és nagybetd egy-
arant lehet. Igy példaul p jeldli a stirtiséget. A rugalmas testben terhelés soran felhalmozodott
rugalmas energiat (mas néven alakvaltozési energiat) pedig a nagy U-val jeloljiik.

A vektorokat allo félkovér kis vagy nagybetii, a mésodrendi tenzorokat pedig félkovér kurziv
nagybett jeloli. Ezzel 6sszhangban az elmozdulésvektor jele példaul u, az un. fesziltségi tenzor
jele pedig T'.

A harmad- és magasabbrendii tenzorokat félkovér sans serif tipusii bettivel szedjiik: pl. C.

A skalarszorzasnak -, a vektorialis szorzasnak x, a kés6bb bevezetésre kerils diadikus szor-
zésnak pedig o a miiveleti jele.

A matrixokat illetGen abban allapodunk meg, hogy a matrix bettjele egyszer aldhuzott fél-
kovér allo betti. Ha sziikséges, erre tobbnyire a matrix értelmezésekor van igény, akkor megadjuk
a matrix méretét is. A

T=T
(3x3)
matrix példaul a fesziiltségi tenzor 3 x 3 méretli matrixa valamilyen KR-ben.
A matrixok kozott értelmezett szorzasra nem hasznalunk kiilon mitiveleti jelet.
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2 1.2. Fliggvények

1.1. abra.

Ami a KR-eket illeti, kartéziuszi KR-t fogunk alkalmazni — itt a koordinatakat rendre z,y
és z, a vonatkoz6 egységvektorokat pedig e;,e, és e, jeloli — vagy pedig hengerKR-t — itt R a
sugar, ¢ a polarszog, és z a harmadik koordinata, a vonatkozé egységvektorokat pedig rendre
eR, e, ¢s e, jeloli — ezek a koordinatavonalak érintéi. Fenndllnak az eg = e, X e;, e, = e, xXeg
valamint az e, =ep x e, Osszefiiggések, azaz a hengerKR, akarcsak a kartéziuszi KR, ortogonalis
és jobbsodratii. Az emlitett két KR-t az [Tl abra szemlélteti.

Ha valamely matrixot egy adott KR-hez kototten tekintiink, akkor sziikség lehet arra, hogy
ez a jelolésbadl is kitiinjon. Igy peldaul

T= T
(Ryp.2)
a fesziiltségi tenzor matrixa a polarkoordinata-rendszer egy adott pontjaban.

Megjegyezziik, hogy 3 x 3 matrixok esetén a matrixok elemeinek indexelésére vagy szamokat,
illetve gyakorta — kiilondsen akkor, ha a méatrix oszlopai hdromméreti vektoroknak tekinthetsk
az xyz illetve az Rpz KR-ben — betiiket alkalmazunk oly médon, hogy az 1, 2 és 3 szdmoknak
rendre x, y és z vagy R, o és z felel meg. Igy példaul a W matrix elemeit vagy a megszokott
moédon a

wil wi2 w13
w = w21 W22 W23 s (1.1&)
w31 W32 W33

vagypedig a

Wyy Wgy Wgrz WRR WRyp WRz
W=| wy wy wy. |, iletvea W= | wop wy, Wy, (1.1b)
Wzy Wzy Wzz WzR Wzp Wy

modon is irhatjuk.

1.2.2. Ami a fliggvények osztalyozasat illeti beszélhetiink skalar-skalar fliggvényekrol, skalar-
vektor fliggvényekrdl illetve vektor-vektor fliggvényekrdl.

Skaldr-skaldr fuggvényre példaként vehets az y= f (z) egyvaltozos fiiggvény, ez gorbe egyen-
lete; a z= f(x,y) kétvaltozos fiiggvény, ez feliilet egyenlete; illetve a ¥ =¥(z, y, z) haromvaltozos
fliggvény, ami mondjuk egy test hémérsékletmezejét adja meg.

Az y = ma fliggvényt homogén linedris figguénynek nevezzik, hiszen nyilvanvaloan linearis
és mivel x = 0-ra y = 0 azért homogén is.

Az y = f (x) egyvaltozos fliggvényt dltaldban akkor nevezziikk homogén linedris fiigguénynek,
ha fennéll az

fiz1+Aaxa) = A f(21) + Ao f (22) (1.2)
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egyenlet. Az
y()\lxl —|—)\2.%'2) = m()\lxl —|—)\2.%'2) = )\1(77”0.%'1) + A9 (mxg) = Aly(xl) +)\2y(.%'2)

atalakitasbol azonnal kovetkezik, hogy az y=max fliggvény az utobbi kritérium szerint is homogén
linearis. Az (L) egyenlettel adott definicionak az az elénye, amint azt a késébbiekben latni
fogjuk, hogy konnyen altalanosithato.

A skaldr-vektor fiiggvény példaul az f(r) modon jelélhets, ahol r=xe,+ye,+ze, a helyvektor.
Skalar-vektor fiiggvénynek tekinthetjiik pl. a helyvektor adott irdnyd vetiiletének szamitasat.
Az abra jeloléseivel

d=f(r)=ar=a'r=[a a a. ]|y |; |a=1, (1.3)

ahol a az irdnyvektor. A matrix betijele mellett jobbra
fenn all6 T" a matrix transzponaltjat jeloli.

A fenti példa jol illusztralja, hogy az xyz KR-ben bar-
mely vektor, igy az a vagy mondjuk a v vektor is megad-
hato az z,y illetve a z iranyt egységvektorok segitségével
felirt Gsszetevéivel:

a=aze;taye,+a.e,, V =Uz€z+vyeyt+v.e, (1.4)
1.2. abra. illetve a vektor koordinatéaival képzett oszlopmaétrix segit-

ségével:
gT:[ax ay az}, XT:[% Uy vz]. (1.5)

Innen az a illetve v vektorok ismeretében

a; =a-e, ay=a-e, a,=a-e, (1.6a)

Vp = V-€y Uy =V-ey V, =V-e, (1.6b)

az ey, e, és e,-re vonatkoztatott (iranyt) koordinatak. Kittinik az ([[3) egyenletbdl, hogy a
vektorok kozotti skalarszorzés az zyz KR-ben

— vagy a tengelyiranytu osszetevék kozotti miiveletekkel
— vagy a vonatkozé méatrixok kozotti miveletekkel, nevezetesen azok szorzasaval

végezhet6 el. Ez a tulajdonsaga a skalarszorzasnak mas vektorok, illetve tenzorok kozotti értelme-
zett miveletekre is érvényben marad, ami azt jelenti, hogy ezek a miveletek is elvégezhetsk vagy
a vektorok illetve tenzorok Gsszetevdivel, vagypedig a hozzajuk rendelt matrixok segitségével. A
tenzor osszetevdire lasd pl. az (L2 képletet.

Vektor-vektor fligguényrdl beszéliink ha az f fliggs valtozd — ezt a mennyiséget fizikai problé-
mak esetén tobbnyire a mennyiség fizikai jelentésére utalod beti jeloli — vektormennyiség, ugyan-
gy mint a fiiggetlen valtozo.

Példaként emlithetjiik az origbban miikods F erd térpontokra vett nyomatékat:

e, € e,
Mp(r)=Fxr=| F, F, F. |=(Fz-Fy)e,+(F.x—Fy2)e,+ (F,y—Fyr)e, (1.7)
r oy oz
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Vegyiik észre, hogy a fenti szorzat matrixok segitségével is fel-

irhato:
0 -F, F, T Fy,z—F.y
Mp = F, 0 -I, y | = | Foe—Fyz | . (1.8)
—-F, F, 0 z F.y—Fyx

Az utobbi matrixszorzat elsd szorzotényezGje egy ferdeszimmet-
rikus 3 X 3 mdtriz, melyben az zy, rz és yx indexd elemek a
vektorszorzat elsé szorzétényezbjének koordinatai, mig a yz, zx
és xy index elemek ezek ellentettjei. A masodik szorzotényezs
a vektorszorzat masodik szorzétényez§jébdl képzett oszlopmat-

rix.
1.3. abra.
Legyen
0 Yuy Yu
2 = wya} 0 wyz (1-9)
wzm wzy 0
ferdeszimmetrikus matrix, azaz 1.y = — Yz, Yy = — Y2 s Yy, = —1),y. Legyen tovabba
Ar? = [ Az Ay Az ] (1.10)

a helyvektor megvaltozasa. Nyilvanvalo az (L) és (L) képletek alapjan, hogy a

¥ Ar (1.11)
matrixszorzatnak a
@ X Ar (1.12)
vektorszorzat felel meg, ahol
P =prertpyeytp.e; & Qo =1, =1, iletve ¢. =1y, . (1.13)

A mondottak szerint barmely ferdeszimmetrikus matrix és egy oszlopméatrix szorzatanak vek-
toridlis szorzas feleltethet6 meg, és persze megforditva is, amint azt az (L) és (CF) képletek
kapcsan részletesen lattuk.

1.2.3. Fentebb ramutattunk arra, hogy az xyz KR-ben barmely vektor megadhato az e, e, és e,
egységvektorok segitségével. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy barmely vektor, mondjuk a v vektor,
megadhaté hdrom nem komplanéris vektor felhasznalasaval. Az a;, ay és a3 un. bdzisvektorokra nézve
— a bazis sz6, mint jelz6 arra utal, hogy e harom vektor segitségével, barmely més vektor elGallithato —
kikotjik, hogy

(a1 xag)-as =[ajasas] =a, #0, (1.14)

azaz nem komplanarisok. Az a;, as és az vektorokhoz tartozé un. reciprok bazisvektorokat a

as X a agxa * a; xa
51 =27 ) 52 === és az = e (1.15)
o o Go
képletek értelmezik. Egyszert szamitassal ellenérizhetd, hogy
* 1 hai=j ..
a;-aj; :(52']', ahol 52’]’ = { 0 haz;«é? Z,j:1,2,3 . (116)
A fentiek alapjan a v vektor valoban megadhato a
v = via; +v9as +v3as (1.17)
alakban, ahol
’U1=V-§1, ’U2=V-$2 és v3=v-§3 (1.18)

a v vektor aj, ag és ag bazisvektorokra vonatkoztatott koordinatai. Ugyanilyen médon lathaté be, hogy
a v vektor a
* ok * ok * %
V = v1aj + vsas +v3as (1.19)
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alakban is megadhato, ahol
’7)1 =Vv-ai, 52:v-a2 és ’33:V-a3 (1.20)

* * * . L. L
a v vektor vy, vy és v reciprok bazisvektorokra vonatkoztatott koordinatai.

1.3. A MASODRENDU TENZOR FOGALMANAK GEOMETRIAI BEVEZETESE

1.3.1. A masodrendii tenzor fogalménak bevezetéseként megvizsgaljuk a homogén lined-
ris vektor-vektor fligguények tulajdonsagait. Visszaidézve az egyvaltozos homogén linearis fligg-
vényeket értelmezs (L) egyenlet szerkezetét azt mondjuk, hogy homogén lineéris a

w=f(v) (1.21)
vektor-vektor fliggvény, ha teljesiil az
f (vper +vyey+v.e;) =v.f(ey)+v,f(ey)+v.f(e,) (1.22)

egyenlet. Geometriailag a fenti egyenlet olyan fiiggvénynek tekinthets, amely a tetszéleges O,
pontbol felmért v vektorok haromméretii terét leképezi az ugyancsak tetszéleges O, pontbol
felmért w vektorok haromméretid terére — [[.4 dbra. A v vektorokat targyvektoroknak, a w
vektorokat képvektoroknak nevezziik. Roviden az mondhato, hogy a w a v képe.

Azt mondjuk, hogy nem elfajuld a leképezés, ha a v vektorok teljes haromméreti terét a w
vektorok teljes haromméret terére képezziik le.

Z
w
O
w
x y y
1.4. abra.
Jeldlje az e, e, és e, vektorok képét rendre
w, = f(e,), wy =f(ey) és w, =f(e,), (1.23)
ahol
Wz = Wgz€y +wyzey Fwzz€y,
Wy = Wry€p+Wyy€y +w,ye, , (1.24)
W, = Wg€rt+Wy€y+wW,€,.
Nyilvanvalé az ([C22) alapjan, hogy
w=1f(v) = v, Wy +v,wy +0., W, = wy(e,-v)+wy(e, v) +w.(e;-v), (1.25)
N~—— N~—— ~——
Vg Vy Vz

azaz a leképezést egyértelmiien meghatarozza az e;, e, és e, vektorok w,, w, és w, képe, vagyis
kilenc skaldrmennyiség.

1.3.2. Tovabbi tartalom adhaté a (C2H) képlet jobboldalanak ha értelmezziik két vektor
didadikus szorzatdt. Jelolje az a és b vektorok diadikus szorzatit, mas néven diddot

aob.

A szorzat a rajta végzett miveletek kapcsan kap mélyebb értelmet. Ha a diddikus szorzatot
jobbrol, vagy balrél szorozzuk skalarisan a v vektorral, akkor a lenti értelmezés szerinti vektorok
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az eredmény:
(aob)-v=a (b-v), (1.26a)
v-(aob)=(v-a) b, (1.26b)
ahonnan azonnal latszik, hogy altalaban
(aob)-v#v-(aob) .

Ha a diddikus szorzatot jobbrol, vagy balrol szorozzuk vektoridlisan a v vektorral, akkor a lenti
értelmezés szerint az eredmény tovabbra is diad:

(aob)xv=ao (bxv), (1.27a)
vX(aob)=(vxa)ob (1.27b)

és az is latszik, hogy
(aob)xv#vx(aob) .
Az ([CZ6al) képlet alapjan a

We(er v) = (wgoey) v, wyle, v)=(wyoey) v é w,(e,-v)=(w,o0e;)-Vv
S—— N—— N——

Vg Vy Vz
osszefliggések irhatok fel, amelyekkel (CZH)-bol a
w=1f(v)=(wyoe,+w,oe,+w.o0e;) v

eredmény koévetkezik. Az utébbi képletben &llo

W =w,oe,+wyoe,+w,oe, (1.28)

didddsszeget mdasodrendt tenzornak nevezziikk. A W tenzor segitségével a leképezést ado f(v)
homogén linearis fiiggvény a

w=f(v)=W.v (1.29)

alakban irhato fel. Ez az elgallitas ugyanolyan jellegli mint az egyvaltozds homogén linearis fiigg-
vények y = ma alakja (y-nak w, m-nek W, z-nek v felel meg).

Mivel maga a leképezés KR fiiggetlen, a W tenzor, ugyantgy mint valamely vektor, KR
fiiggetlen mennyiség. Az ([L28) diadosszeg azonban mar KR-hez kotott, az xyz KR-ben adja meg
az invarians W tenzort. Mas szavakkal a diadok szorzotényezdi, a targyvektorok (egységvektorok)
és a hozzajuk tartozé képvektorok mér egy adott KR-ben lettek véve.

A W tenzor ismeretében a

w, =W-e,, wy, =W-e,, w,=W-e, (1.30)

szorzatok adjak az e, e, és e, egységvektorokhoz tartozo és a tenzort az ryz KR-ben meghata-
r0z6 W, Wy és w, képvektorokat. A w,, w, és w, képvektorok wy,, wy., etc. w,, koordinatai
pedig a vektorok koordinatainak szamitasara szolgalo ([LGalb) és az (L2 képletek alapjan a

Wn = €m - W -e, m,n==m,y, 2 (1.31)

Osszefliggésekkel hatarozhatok meg.
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1.5. abra.

A test pontjaihoz kotott vektorokat és tenzorokat a test pontjaihoz kotott, un. lokdlis KR-
ekben allitjuk eld, hiszen azok a tekintett pont valamilyen fizikai allapotat adjak meg kvantitative.
Az zyz KR-ben a minden pontban azonos lokalis KR bazisvektorai (egységvektorai) megegyeznek
a koordinatatengelyek egységvektoraival. Az Rypz KR-ben azonban pontrél pontra valtoznak a
lokélis KR~ek illetve a bazisvektorok. Ez annak a kévetkezménye, hogy ez a KR gérbevonalu. Az

abra mindkét esetet szemlélteti.
1.3.3. A leképezés soran az aj, ag, as, [a; ag ag|=ao#0 vektorharmas is vehetd bazisnak. Ha ismerjiik
az ai, as és ag vektorok

Wi = f(al), Wo = f(ag) és W3 = f(a3) (1.32)

képeit, akkor a leképzdfiiggvény homogén linearis voltat valamint az [LIR) képletet kihasznalva kapjuk,
hogy

w =f(v) =f(via; +vaas +v3as) = Vw1 +vaWa +v3W3 = wl(al 'V)+W2(5Q'V) +W3(§3 V).
N—— N—— N——

v1 V2 v3

A diadokkal kapcsolatos ([CZGal) mitiveleti szabaly alapjan kiemelhetjiik innen a v vektort

* * *
w="_f(v)=(wioa;+wsoas+wsoas) v,

w

ahol a

W =wjo $1+W20 $2+W3O 33 (133)

egyiitthato ismét a W tenzort adja.

1.4. SPECIALIS TENZOROK

1.4.1. A W tenzor transzponaltjat kapjuk, ha felcseréljiik (C2R)-ban a diddikus szorzatok
szorzotényezdinek sorrendjét:

WT:exowx+eyowy+ezowz. (1.34)
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Vegyiik észre, hogy

V-WT:V-(exowm—i—eyowy—i—ezowz) =(v-eg) Wyt (V-ey) wy+(v-e,) w, =
SN—— SN—— SN——

Vx Vy Vz
=wy(e, - v)+wy(e, v)+w,(e, v) = (wyoe,+wyoe,+w,oe,) v=W.v,
—— —— ——
Uz Vy Vz

vagy tomoren
vwl=w.v, (1.35)
ahonnan

vWluau=uWw.v (1.36)

barmilyen legyen is az u és v vektor.
A W tenzor szimmelrikus, ha

w=wT, (1.37)

Ha a W tenzor szimmetrikus, akkor (L30) és ([L30) alapjan
v-W=W.v illetve v-Wu=uW-v (1.38)

bérmilyen legyen is az u és v.
A W tenzor ferdeszimmetrikus, ha

W=-wT, (1.39)

Ha a W tenzor ferdeszimmetrikus, akkor (C30) és (L30) alapjan

—-vW=W.v illetve —v-W-u=uW-v (1.40)
bérmilyen legyen is az u és v.
A W tenzor
pozitiv definit uW.-u>0
pozitiv szemidefinit ha barmely u— ra uW-u>0
negativ szemidefinit Y u-W-u<o0
negativ definit u-W-u<0

Az FE egységtenzor onmagéra képezi le a v vektorok terét. A

V =1vze;+vy e, +v.e, =ez(e;-v)+eyle, v)te. (e, v)=
N~—— N—— S——

Vg Vy Vz

= (eyoe, +eyoe,+e,0e;) v

E
atalakités alapjan azonnal kapjuk, hogy
E:ET:exoex—l—eyoey+ezoez (1.41)
ahonnan az is latszik, hogy szimmetrikus az FE egységtenzor.
A
1 1
W= (W+W')+o (W-wT) (1.42)
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atalakitas alapjan adodik a kovetkeztetés, hogy barmely W tenzor felbonthaté egy szimmetrikus
W, és egy ferdeszimmetrikus W ., tenzor Gsszegére:

W=W..+W,., (1.43)

ahol

WSZ:%(WJFWT) illetve W == (W-WT) . (1.44)

DO | =

Ez az eredmény az additiv felbontdsi tétel néven ismeretes.

1.4.2. Vizsgaljuk meg milyen a W tenzor ferdeszimmetrikus részéhez tartozo leképezés.

A ferdeszimmetrikus részt adod ([CZ4)9, tovabbé az ([L34) képlet felhasznalasaval — kihasznalva
egyuttal a diddokon végzett skaléaris szorzas miiveleti szabalyait és a kétszeres vektorszorzatokkal
kapcsolatos kifejtési tételt — irhato, hogy

W s v = % (W-wT).v=
=3 (onex—l—wyoey+wzoez)-v—% (ezow,+e,ow,+e,ow,) v =
= 5 e v) —es (W) 5w, (0, ¥) ey (wy W]+ 5o (exv) —es (w2 v)] =
—(WaXeg)XV —(WyXey)xv —(Wzxes) XV
:—%[wxxex+wyxey+wzxez]xv (1.45)
Wa

vagy, elhagyva a kozbiils§ atalakitis 1épéseit

W sz V=Wg XV (1.46)

ahol, 6sszhangban a fentiekkel

1
wa:—§[wmxex+wyxey+wzxez] ) (1.47)

A w, vektor a W tenzor un. vektorinvariinsa. Mivel az ([[ZH) baloldalan allo leképezés KR
fiiggetlen, a jobboldal w, vektora is KR fiiggetlen kell, hogy legyen. Maga az invarians sz6 erre
a koriilményre utal.

Vegyiik észre, hogy az ([LAM) képlet konnyen megjegyezhetd, hiszen csak annyit kell tenni a
memorizalaskor, hogy a W tenzort megado ([C28]) képletben a diadikus szorzas o miveleti jelét
a vektorialis szorzas x mitiveleti jelére cseréljiik, majd megszorozzuk az eredményt —1/2-el.

Az ([C24)) képvektorokat felhasznalva

W X €5 = W€y — Wyz€ Wy X €y = Wzy€, — Wy€y és W, X €, = Wy.€; — Wy,€y,
amelyekkel
Wy = War€g + Way€y +Wyz€; , (1.484a)
ahol
1 1 3 1
Wag = 3 (Wyz —Way) ,  Way = —5 (Wop —Wyy) 68 Wgy = —5 (Wey — Wyz) - (1.48b)

Ha a W tenzor szimmetrikus, akkor az ([LZ0)) és ([CZH) els sora alapjan — figyelembevéve a
W = W7 szimmetriafeltételt — irhato, hogy

waxv:%(W—WT)-V:O.
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Mivel ez az egyenlet barmely v-re fennall, kovetkezik, hogy w, = 0, azaz, hogy szimmetrikus
tenzorok esetén az xyz KR e, e, és e, egységvektoraihoz rendelt w,, w, é w. képvektorok
koordinatai eleget tesznek a

Wey = Wyg 5 Wy = Way és Wap = Wesy - (1.49)

feltételeknek.
Ha a W tenzor ferdeszimmetrikus, akkor a wy,,-t ad6 (L3T) és az ([CZ)2 képletek szerint,
az utébbiban rendre e,, és e,-t gondolunk u és v helyére, kapjuk, hogy

en - W-e,=—¢e, W-e, m#£n, m,n==uc,y,z
en W-e,=-e,-W-e, m=ux,y, 2

azaz, hogy ferdeszimmetrikus tenzorok esetén az ryz KR e,, e, és e, egységvektoraihoz rendelt
W, Wy és W, képvektorok koordinatai eleget tesznek a

Wyy = —Wyg Wyy = —Wyy €s Wyy = —Wgz, (1 50)
tovabba a Way = Wyy = W, =0

feltételeknek.

1.5. TENZOROK ES MATRIXOK

1.5.1. A v vektor w képvektorahoz, valamint az egységvektorok w,, w, és w, képvektoraihoz
rendelt v, w, w,, w, és w,_ oszlopvektorok (oszlopmatrixok) segitségével méatrix jelolésekkel is
felirhato a leképezéssel kapcsolatos ([C2H) képlet:

w=£(v) =W, v, + W, vy +W,v, .

Kirészletezve

Wy Wgy Wgy Wy Wry Wry Wz Vg

Wy | = | Wyz [Vt | Wyy [Uyt | Wyz |Vz= | Wyz Wyy Wy, Uy

Wy Wy Wy Wez Wzy Wzy Wz Uz

N —

w w, w, w, w v

Ebben az egyenletben
Wyy Wgy Wz
W =| W, | W, | W, | =| Wy, Wy Wy (1.51)

(3x3) Wep Wiy Wiy

a W tenzor méatrixa az xyz KR-ben és az is kiolvashaté a fenti képletekbdl, hogy a v leképezésével
kapcsolatos ([C2Z9) egyenletnek a

w =W v (1.52)
(3x1)  (3x3)(3x1)

Osszefliggés felel meg.

Figyeljiik meg, hogy a W tenzor zyz KR-beni W matrixanak oszlopait rendre az e,, e, és
e, vektorokhoz tartozé w,, w, és w, képvektorok matrixai, azaz a w,, w, és w_ oszlopvektorok
alkotjak.

Megjegyezziik, hogy a képvektorok matrixokkal torténd felirasa soran a vonatkoz6 maéatrixok
méreteit a tovabbiakban csak akkor irjuk ki, ha ezt valamilyen okbdél hangstlyozni kivanjuk.

1.5.2. A W tenzort add diadosszeg — lasd a W-t ado ([LZF) képlet jobboldalat— minden
egyes tagja kiilon kiilon tenzor, az alabbi leképezésekkel:

a w;oe, tenzor az e,, e, és e, vektorokhoz rendre a w;, zérus, zérus vektorokat,

a wyoe, tenzor az e;, e, és e, vektorokhoz rendre a zérus, w,, zérus vektorokat,

a w,oe, tenzor az e;, e, és e, vektorokhoz rendre a zérus, zérus, w, vektorokat

Y
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rendeli.
Visszaidézve, hogy a W tenzor ([LR]) szerinti matrixaban az elss oszlop az e,-hez, a méasodik
oszlop az e,-hoz, a harmadik oszlop az e.-hez rendelt képvektor métrixa azt kapjuk, hogy

— a w,oe, diddnak, mint tenzornak

Wea 0 0_ Wer
we 000 (=] we [[100]=w, e
Wz 0 0 Wy (3x1) (1x3)

-~ a wyoe, diddnak, mint tenzornak

0 wgy O Wiy
0 wyy O =]wy [010]=w, 95 ;
0 wyy O Wy (3x1) (1x3)

— a w,oe, diadnak, mint tenzornak pedig

0 0 wy, Wy
00 wy |=|wy [[00 1]=w, el
0 0 w,, Wy (3x1) (1x3)

a matrixa, ahol e,, e, és e, az egységvektorok oszlopmatrixai.

Y
A

T =aob=ao(bye,+bye,+b.e.)= ab, oe,+ ab, oe,+ ab, oe,
~— ~ ~—
te ty ts

didd mint tenzor matrixara hasonlé gondolatmenettel a

I: Ez iy Ez = sz Qby sz =
azby agby agzb, g

= | aybe ayby ayb. | =] ay | [bs by b.]= a b”
azb, ayb, ab, a (3x1) (1x3)

eredmény kovetkezik.

A fenti képletek szerint két vektor diddikus szorzatdnak mdtriza az elsd vektor oszlopmdtri-
xdnak és a mdsodik vektor oszlopmadtriza transzpondltjanak szorzata. Ezt a szorzatot is diadikus
szorzatnak nevezziik.

1.5.3. A W tenzor transzponaltjanak matrixa a transzponalt tenzort értelmezs ([L34]) képlet
és az el6zbek szerint adodik:

. . . Wyy Wyr Wiy T
(3x1) (1x3)  (3x1) (1x3) (3x1)(1x3) Wry Wy, Wiy

azaz a tenzor transzponaltjanak méatrixa megegyezik a tenzor matrixanak transzponaltjaval.
Nyilvanvalo, hogy az E egységtenzornak az E egységmatrix a métrixa:

1 0 0
E=ve, e +e e +e e =|010]. (1.53)
(3%1) (1x3)  (3x1) (1x3) (3x1)(1x3) 0 01

A szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos ([CZ9) sszefiiggés szerint a szimmetrikus tenzorok
matrixa is szimmetrikus:
W=w". (1.54)
A ferdeszimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos (L) Osszefiiggés szerint a ferdeszimmetrikus
tenzorok matrixa is ferdeszimmetrikus:

W=-W7. (1.55)
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Az ([CA3)) és (L) egyenletekkel adott felbontasi tételnek a
w:wsz+wa5z (156)

egyenlet, ahol

w

sz T

(WHW) & W, = (W-WT), (1.57)

DO | —

a matrix alakja.

1.6. SZIMMETRIKUS TENZOROK SAJATERTEKFELADATA
1.6.1. Legyen a W tenzor szimmetrikus. Keressiik azokat az n iranyokat — ezeket fdirdnyok-
nak nevezziik majd — amelyekre nézve fennall, hogy az iranyt kijel6ls
n =nge;+nye, +ne;; ni—i—n;—i—nz =1 (1.58)

egységvektor és a hozzatartozoé w,, képvektor egymassal parhuzamos — az abra ezt az esetet
szemlélteti. Ha parhuzamos a w,, és n akkor fennéll a

Osszefliggés, ahol a A, hasonléan az n;, n, é n.-hez, egye-

l6re ismeretlen paraméter. Mivel az E egységtenzor minden
vektort onmagara képez le a fenti egyenlet atirhato a

W -n-AE-n=0,

vagy ami ugyanaz a

(W-\E)-n=0 (1.60)

alakba. A W és FE tenzorok, valamint az n vektor matrixait
felhasznalva innen a

’U)xx — )\ wzy wzz nac
] Wyz  Wyy— A Wy ny | =0 (1.61)
1.6. abra. Wyy Wy Wez— A Nz
N —
W-A\E n

homogén linearis egyenletrendszer kovetkezik.
Legyen P3(\) = —det (W—AE). Ez a fiiggvény A kobos polinomja, a karakterisztikus poli-
nom. Trivalistol kiilénbo6z6 megoldéas csak akkor 1étezik, ha a fenti egyenletrendszer determinénsa
elttinik, azaz ha

Waz — A Wy Wy
PsN) = —| wye  wy—A  wy =AW WA= Wi =0. (1.62)
Wy Wy Wy — A

A determinénsokkal kapcsolatos kifejtési tétel felhasznalasaval és némi kézi szdmoléassal — ezt
nem részletezziik — belathato, hogy itt

Wi = Wag +Wyy + Wz (1.63a)
WII — Wyy wzy Wyy Wy wyy wyz (163b)
wya} wyy Wzy Wz wzy Wz

és
Wyy Wgy Wz
W[[[ = wy:v wyy wyz . (163(1)
Wzy Wzy Wz
A Wy, Wir és Wi egyiitthatokat a W tenzor elsd, méasodik és harmadik skalarinvaridnsainak

nevezzik. Az elnevezést az indokolja, hogy a W' szimmetrikus tenzorral kapcsolatos és az ([LG0)
egyenlettel definidlt sajdtértékfeladat megoldasa a tenzorhoz tartozd leképezés egy geometriai
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sajatossagat tiikkrozi és mint ilyen KR fiiggetlen. Kovetkezéleg a megoldas els6 1épésében kiadddo
([CB2) karakterisztikus egyenlet gyokei is KR fiiggetlenek kell, hogy legyenek. Ez viszont csak
akkor lehetséges, ha a karakterisztikus egyenlet (karakterisztikus polinom) Wy, Wi és Wirr
egyiitthatoi fliggetlenek a KR valasztasatol.
1.6.2. Legyen A\ és s az ([L62) karakterisztikus egyenlet két kiilonbozs gyoke, azaz a sajatértékfeladat
két kiilonbo6z6 sajdtértéke. Jelolje ny és ny a vonatkozo egységvektorokat. Ekkor
(W—-ME) n =0 és (W—-XE) n; =0. (1.64)
Innen, els§ esetben az ns-vel, masodik esetben pedig az nj-el torténd skalaris szorzassal azonnal adodik,
hogy
no,-W-n; = A\iny-ny és n-W-n, = Xong-ny. (1.65)
A szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos (L38)2 képlet szerint

HQ'W'I’ll :nl'W'HQ .

Az utobbi egyenlet figyelembevételével képezve az ([LEH)-6t alkoto egyenletek kiilonbségét a

(M —X2)n;-ny =0, azaz az n;-ny =0

eredmény kovetkezik vagyis a kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo f6iranyok merdlegesek egymaésra.
Tegyiik fel, hogy komplex szam a \; sajatérték. Ekkor a vonatkozo f6iranyt ado

W'le)\l-nl (166)

egyenlet jobboldala komplex, a baloldal pedig a W valos volta miatt csak akkor lehet komplex, ha az ny
is komplex. Kévetkezésképp az ny felirhat6 az

n; = NiRe + N1y

alakban. Nyilvanvalo az is, hogy a Ao = A\; # A\; — a feliilvonas a komplex konjugaltat jeloli — ugyancsak
sajatértek, a vonatkozo f6irany pedig az ([CEH) egyenlet konjugalasaval irhato

W~ﬁ1:5\1~ﬁ1, azaz a W'ﬁli)\g'ﬁl
képlet szerint
N = ] = NRe — N1l -
Mivel A1 # Ay fenn kell allnia az n; -ns = 0 egyenletnek. Ugyanakkor az ny és na-t adoé fenti képletek
felhasznalasaval

n; -0y = (NiRe +Ni1m) - (MiRe —iNi1m) = NiRe  NiRe + Nt Nt = 01 # 0,
azaz nem zérus az nj -no skalarszorzat. Az a feltevés tehat, hogy a A1 komplex ellentmondéasra vezet.
Kovetkezésképp valosak a A, (K =1,2,3) sajatértékek .

1.6.3.

Az aldbbiakban a féiranyok szamitasat tekintjiik at, ha ismertek a Ps()) karakterisztikus polinom
gyokei. A gyokok nagysagat tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg: a gyokok kiilon-
boznek egymastol (minden gyok egyszeres multiplicitast), van két egybeess gyok (egy gyok kétszeres, egy
gyok egyszeres multiplicitasi), mindharom gyok egybeesik (egy haromszoros multiplicitdsa gyok van).
Az [ 4bra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlélteti a karakterisztikus polinomot. Az egyes eseteket
az alabbiakban vessziik sorra.

Py P,() Py()

1.7. abra.
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1. Legyenek kiilonbozGek a Ps(\) = 0 karakterisztikus egyenlet gydkei: Ay > Ao > A3 . Jelolje A,

az Ny, Ny €s n.-t ado linearis egyenletrendszer
» Ny

Wy — A Wy Wy
W-)\E = Wy Wyy — A Wy
Wy wzy Wzz — >\

egylitthatomatrixa nm-ik (m,n =x,y, z) eleméhez tartozo elGjeles aldeterminanst. A determi-
nansok kifejtési tételével ellenérizheté — magat az ellendrzést az 1.6. Gyakorlatra hagyjuk — |

hogy

B __d (W-IAE)| = Au () + Ay (k) + AL (\).- (1.67)

Py(\g) = -
3 ax |y, dX "

Mivel a harom gyok kiillonboz6, ezért egyszeres, vagyis adott Ap esetén legalabb az egyike a
A (Ag) determinansoknak, mondjuk a A, . (A ), kiilonbozik zérustol. Ha ugyanis nem igy lenne,
elttinne a P3/ (A\k) derivalt, kovetkezGleg nem lenne egyszeres a Ay, gyok — példakent lasd az [ (b)
abra A\ = Ao kettss gyokét, ahol vizszintes az érintd.
Ha mondjuk a A,.(\;) kiilonbozik zérustol, akkor az (L)) linearis egyenletrendszer elss
két egyenlete, n, és n,-t ismeretlennek, n.-t pedig paraméternek véve, fiiggetlen egymastol a
megoldas pedig
k Azz()\k)k k Ayz()\k)k
Ng = ———=<N Ny = ———=N 1.68
‘ Azz()\k) = Y Azz()\k) ? ( )
alaku. Az *rkzz—t az utobbi megoldas ([Ch)2 normalasi feltételbe torténd helyettesitésével kapjuk
meg:
k A >\k
nz:%E D? = A2 (A)+ A2, (M) +AZ, (M) .
Az TkLZ ([CER)-ba torténd visszahelyettesitése szerint egységes formula érvényes mindharom isme-
retlenre:
m D )
Vegyiik észre, hogy ez a megoldas a harmadik egyenletet is kielégiti, hiszen a behelyettesités
szerint

m=x,y,2 . (1.69)

ahol a szdgletes zar6jelben 4ll6 kifejezés — det (W—AE)[, , ha az utolso sor szerint végezziik el
a determinans kifejtését.

A fentebb mondottaknak megfelelGen eljarva minden egyes i (k=1,2,3) gyokhoz meghata-
rozhato olyan

0,

k k k
n, =nze, +nye,+n.e.; Ing| =1
iranyvektor, hogy
wk:W~nk:)\knk. (170)
Az ny vektorok elGjelét szabadon lehet megvalasztani. Kovetkezésképp mindig lehetséges olyan
valasztas, hogy az np, ns és n3 vektorokhoz tartozoé iranyok jobbsodrati kartéziuszi KR-t alkos-
sanak. Ez a KR a fdtengelyek KR-e, a vonatkozd koordinatasikok pedig az un. fdsikok.

Az nj, ny és ng egységvektorok altal kifeszitett kartéziuszi KR-ben — azaz a fétengelyek
KR-ében — felhasznalva a képvektorokat ado (CZO) képletet

W =wion;+wsong+wsons = A\{njonj + AsNsonsg + Aznzong (171)

a tenzor diaddikus alakja. Visszaidézve, hogy adott KR-ben az egységvektorokhoz tartozo képvek-
torok alkotjék a tenzor métrixanak oszlopait irhatjuk, hogy

A0 0
W = w,; Wy, | W3 = Ay A2n, A3ng = 0 X O , (1.72)
(3x3) 0 0 )\3

ahonnan jol latszik, hogy diagonalis a tenzor matrixa.
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2. Legyen A1 = Ao # A3. Az el6z6ekben attekintett gondolatmenet és eredmények véltozatlanul
érvényesek maradnak az ns-ra nézve, azaz

n;-n3=0 és n,-n3=0. (1.73)
Ami a kettds gyokot illeti
Py(\;) =0; k=12
és, amint az az ([LH7) jobboldalanak felhasznalasaval és némi szamolassal ellendrizhetd, fennall,
hogy

1 1
§P3 ()\k)z(wm—)\k)—i-(wyy—)\k)—i—(wzz—)\k); k=1,2

ahol a jobboldalon all6 6sszeg legalabb egy 6sszeadanddja, mondjuk az els6, nem zérus, ellenkezd
esetben ugyanis harom lenne a \; gy6k multiplicitasa.

Az 71195, *rlzy és *rlzz ismeretlenek meghatéarozasara két egyenlet, az ([LH1) linearis egyenletrendszer
els6 egyenlete, valamint az ([CA8)2 normalasi feltétel hasznalhato fel. Az igy kapott megoldéassal
identikusan teljesiil az (CE1) linearis egyenletrendszer masodik és harmadik egyenlete — ez annak
a kovetkezménye, hogy Py(A1) =0 és Ps(\) = oll

Az ny vektort tgy érdemes megvalasztani, hogy teljesiiljon az nj -ny = 0 ortogonalitési
feltétel. KettGs gyok esetén tehat csak az ng {Girdny egyértelmiien meghatarozott, a méasik kettd
elvben szabadon felvehet§ az ng-ra merdleges sikban, célszeri azonban betartani az emlitett
ortogonalitasi feltételt. A W tenzor diadikus elgallitasat annak figyelembevételével kapjuk, hogy
most A\; = \a:

W =\ (njon;+nzony)+Agngons =

=X (nion; +nsony+ngong)+ (A3 —A;)nzong

E

azaz

W:>\1E+()\37>\1)1130n3 (174)
Az utobbi egyenlet szépen mutatja, hogy egyediil n3 igazi tenzorjellemzé. Figyelemmel arra, hogy
a féiranyokat kijel6ls ny, ny és ng elGjele megvaltoztathato, mindig biztosithatjuk, hogy az ny,
ny és n3 vektorokhoz tartozé irdnyok jobbsodrati kartéziuszi KR-t alkossanak.
3. Haromszoros gyok esetén A1 = Ay = A3 és
W=ME, (1.75)

kovetkezdleg barmely irany f6irany. Az ilyen tenzort izotrdp vagy gombi tenzornak nevezziik. Az
utobbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkoz6 geometriai leképezés gobmbot rendel gombhoz.
Az is nyilvanvalo, hogy az ny, ns és nz vektorokat mindig megvalaszthatjuk oly médon, hogy a
hozzajuk tartozo iranyok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak.

1.6.4. A szimmetrikus tenzorok sajatértékfeladatéval kapcsolatos eredményeket illetGen 6ssze-
gezésszeriien az alabbiakat emeljik ki. A sajatértékfeladatnak legalabb harom megoldasa van a
féiranyokra nézve. Ha csak harom a megoldasok szama, akkor ezek az irdnyok kélcsonosen merdéle-
gesek egymasra. Ha azonban tobb mint harom a megoldasok szama, akkor végtelen sok megoldas
van, de mindig kivalaszthato ezek koziil harom egymasra kolcsondsen merdleges megoldés. A A\g
(k =1,2,3) sajatértékeket nagyséag szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis ugy valasztjuk meg az
indexiiket, hogy fennélljon a

A1 > A2 > A3
relacié. A vonatkozo ni, ny és ng irdnyvektorokat pedig gy érdemes megvélasztani, hogy azok
jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak. Ez a vélasztas mindig lehetséges.

Kétszeres gyok esetén 1 az (W-AE)|,, egyiitthatomatrix rangja, azaz Amn=0;m, n=x,y, 2. Kdvetkezésképp

valoéban identikusan teljesiilnek az ng-re vonatkozo
1 1 [ 1 n 1
Ng = ————— |WayNy + WezN
wﬁx“Al

megoldés méasodik és harmadik egyenletbe torténd visszahelyettesitésével kapott
Acatiy—Ayetiz =0 &8 —Asyny+Ayynz =0

egyenletek.
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1.7. TENZOROK TRANSZFORMACIOJA

1.7.1. Legyen xyz és £n( két, ugyanazon ponthoz kétott de
egyméstol kiilonbozs kartéziuszi KR — abra. A vonat-
kozo egységvektorokat (bazisvektorokat) a szokasos modon
jeloljiik:

€, €y, e, illetve €, ey, e .
Mindkét KR egységvektorai megadhatok a masik KR-ben is,
erre jelolésben, ha az sziikséges az egyértelmitiség miatt, a X

e , € , e illetve a e , e; , e
En¢) (en,¢) (EmnQ) (z,y,2) (2,9,2) (,9,2)
modon, azaz a KR-t azonosité6 betiiharmasnak a valtozot 1.8. abra.

adod betd alatti kiszedésével utalunk. Ez a megfogalmazés
altalanos érvényt, azaz mas vektorok, illetve tenzorok esetén is hasonlbéan irjuk ki, ha sziikséges,
hogy melyik KR-ben tekintjiik az adott mennyiséget, vektort vagy tenzort.

A tetszbleges v vektor mind az xyz mind pedig a {n¢ KR-ben megadhato:

vV =uge;t+uge,tuse;, vV =uweegt+uye,+ucec. (1.76)
(1‘7y7z) (£7n7<)
Ha ismerjiik a vektort az egyik KR-ben, és ismerjiik ugyanebben a KR-ben a mésik KR egy-
ségvektorait, akkor a vektor masik KR-ben vett koordinatait a vonatkozo egységvektorral valo
skalaris szorzéassal kapjuk:

Uy = V. + €y , Uy = Vo€ .
@yz) (€ (em0) €m0 @Y2) (2yz) (1.77)
m=x,y,z u=&,n,¢

Kirészletezve a v, szdmitidsival kapcsolatos képleteket frhatjuk, hogy

Vg
Uy =€V ="0,€, €;+Vy€y -€y+1.€, €, = [ €, € €,-€ €€, ] Uy
v,
n=8,m,¢
Fz a harom egyenlet egy egyenletbe tomorithetd:
Ve €€ €€ €c-€, Vg
v, | = | e,-e; e,-e, e e, vy |,
U¢ €c-e €€ e€;-e, Vy
~ N —
v K v
(&m,6) (z,y,2)
vagy ami ugyanaz
v =K v , (1.78)
(€m0 (,9,2)
ahol
¢ €y €8y €c-e; COS(S’ IE) COS(S’ y) COS(S’ Z)
K=|e, e e, e e e, |=|cos(nz) cos(ny) cos(nz) | . (1.79a)

U]
ec-e; ec-ey e-e; cos(¢,z) cos(C,y) cos(C, 2)
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A késsbbiek kedvéért kiirjuk a K matrix transzponaltjat is:

€ € €€ e;-e cos(x,&) cos(x,n) cos(zx,()
K'=| e, e e, e, e e | = | cos(y,&) cos(y,n) cos(y,() (1.79b)
e.-e e,e e, e cos(z,&) cos(z,m) cos(z,()

Vegyiik észre, hogy a K matrix oszlopait az e, e, és e, egységvektorok {n{ KR-ben vett koor-
dinatai, sorait pedig az e¢, e, és e; egységvektorok zyz KR-ben vett koordinatai alkotjak. Innen
kovetkezik a K matrix alabbi két tulajdonséiga:

1. Az egy-egy sorban illetve egy-egy oszlopban &ll6 elemek négyzettsszege 1, hiszen ez az
Osszeg egy-egy egységvektor abszolutértéke — a masodik oszlop esetén példaul e, a vo-
natkozo egységvektor.

2. Zérus az Osszege a kiilonb6z6 indext sorban illetve oszlopban azonos helyen all6 elemek
szorzatanak, hiszen ez az Osszeg valojaban két egymasra merdleges egységvektor skalar-
szorzata — a masodik és harmadik sor igy képzett szorzata példaul e, -ec.

A két idézett tulajdonsag kihasznéalasaval nem nehéz belatni, hogy
KK'=K'K=E
azaz, hogy

KT =

=

-1 (1.80)

Az olyan matrixokat, melyekre nézve a matrix transzponaltja és inverze megegyezik ortogondlis
mdtrizoknak nevezziik. A fentiek szerint ortogonalis az ([[LI) transzformécié K matrixa. Kovet-
kez6leg az

v =K' v (1.81)
(z,y,2) (&m,¢)

egyenlet az emlitett transzforméacié megforditésa.
1.7.2. A masodrendid W tenzorral kapcsolatosan azt a kérdést vizsgaljuk,
(a) hogyan szamithato a tenzor W matrixa a xyz KR-ben, ha ismerjiik a tenzor W mét-

(z,y,2) (&n:0)
rixat az én¢ KR-ben, illetve megforditva,

(b) hogyan szamithat6 W | ha ismert W .
(&n.<) (z,,2)
Vegyiik észre, hogy az (L3 képlet a W tenzor matrixanak elemeit adja (R-ben. Ennek a
képletnek a

wW:eu-W-e,,, p,v=£1,¢ (182)

egyenlet a parja a {n¢ KR-ben. Az emlitett két Osszefiiggés felhasznalaséaval azonnal megkapjuk
a matrixok elemeivel kapcsolatos transzformacios képleteket :

Wyn = €m - W - e, W = €, - W - e, .
($,y,2) (63”7() (§7T]’C) (§7U=C) (67"7() (z,y,z) (I,y,Z) (I,y,Z) (1,83)
m’n:m’yVZ M’V:§’777<

Tovabbi és a teljes matrixokkal kapcsolatos szabalyhoz tgy juthatunk, ha felirjuk a v vektor w
képét megadod egyenletet mindkét KR-ben:

w =W v |, w =W v .
(z,y,z) (CE,y,Z) (CE,y,Z) (57777() (57777() (57777() (184)

Az (LX) és (L) elss és masodik egyenletbe torténd helyettesitésével a

w=WK" v és w=WK v
(x,y,2) (2,9,2) (€m,6) (EnC) (EmC)  (z,y,2)
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képleteket kapjuk. Ha az elsé egyenletet K-val a masodikat K”-vel szorozzuk, és figyelembe
vessziik a vektorokkal kapcsolatos (LX) és (LX) transzformécios szabalyokat, akkor a

w =K w =KW K" v w =K' w =K' W K v
(57”7() (l‘,y,Z) (z7y7z) (£7n7<) (z7y7z) (£7T]7<) (£7T]7<) (z7y7z)
w w
(&,1,¢) (z,y,2)

eredményre jutunk, ahonnan azonnal kiolvashatok — az els6 egyenletet ([CEdl)s-vel, a masodikat
(X)) ;-el kell egybevetni — a W tenzor méatrixaival kapcsolatos

W =K W K’ és W =K' W K (1.86)
(&mn¢) (=,9,2) (2,9,2) (&m0 '

transzforméacios szabalyok.

1.8. MINTAFELADATOK

1.1. Vizsgélja meg elfajuld esetben a leképezést ado tenzor jellegét.

Nem elfajul6 esetben a w,, w, és w. képvektorok nem fekhetnek egy sikban kovetkezéleg a tenzor
harom diadikus szorzat segitségével adhaté meg. Elfajuld esetben a harom képvektor vagy egy sikban
fekszik, vagy egy egyenesre esik, vagy mindegyik zérusvektor.

Ha a harom képvektor egysikii, akkor mondjuk a harmadik képvektor elgallithato az els§ és masodik
képvektor egy linearis kombinaciojaként, azaz

Wo = A Wo + Ay Wy,
ahol A, és A\, alkalmasan valasztott skalar. Az utobbi eldallitas (C2ZH)-be térténd helyettesitésével
W =wgo(ez+e.)+wyo(e,+Aye;)

a tenzor alakja, ami azt jelenti, hogy a tenzor két didd Osszegeként adhatd meg.

Ha a harom képvektor egy egyenesre esik, akkor mondjuk a méasodik és harmadik képvektor mindig

felirhato a

Wy = Ay Wg, W, =\, W,
alakban, amivel ([CZF)-bol

W =wgo(e,+ e+ A.e;)
a tenzor, azaz egy diad alkotja a tenzort.

1.2. Tegyiik fel, hogy a merev test egy rogzitett és az zyz KR O origojaval egybeess pontja koriil forog.
Tegyiik fel tovabba, hogy kicsi a merev test elfordulésa és jelolje ¢ = ¢, e, + ¢ e, +¢.e. a forgasvektort.
Ismeretes, hogy kicsiny |¢|-re u= ¢ xr a merev test r helyvektorral azonositott pontjanak elmozdulasa.
Homogén lineéris-e ez a vektor-vektor fiiggvény ?

Legyen r = \ir1 4+ Aora, ahol \; és Ay tetszGleges skalar és ry illetve ro egyméastol kiillonbo6zs vektorok.
A vektorialis szorzas jol ismert tulajdonsagai alapjan

u= f(I‘) = f ()\11‘1 +)\21‘2) =pX ()\11’1 +)\21‘2) =
= (pxr1)A1 + (pxra)de = f(r1)A + f(r2) A2 = Aus + Aoug,
——— ——

azaz a fliggvény homogén lineéris.

Vegyiik észre azt is, hogy a fenti vektor-vektor fiiggvény elfajuld. Geometriailag ez abbol kovetkezik,
hogy a vektorialis szorzas u eredménye (a képvektorok halmaza) benne van az O,, origon atmend és a ¢
vektorra mergleges sikban.

Jelolje ¥ az u = ¢ x r homogén linearis fiiggvényhez tartozé6 masodrendtd tenzort. Nyilvanvalo, hogy

Y=1,0e.+9P,0e,+¢.0e;,
ahol
P, = pxe,, P, =pxey illetve P, =pxe,.
Ha a ¢, ¥, és 1, képvektorok komplanarisok, és a ¢p-re mercleges sikban fekszenek, akkor
Vp=1p,(ex @)+, (ey@)+v, (€. p) =0+, 0y +1b. 0. =
=@ Xerp,tpxXe,p,tpxe.p, =pxp=0



1. A tenzorszamitas elemei 19

azaz
ahonnan ¢, # 0 esetén a képvektorok komplanaritasat kifejezo
— . P2y Py
’l/)Z ’l/)l (pz Yy (pz

képlet kovetkezik. Ezt az eredményt felhasznalva a ¥ tenzor, az elfajuld tenzorokra jellemzsé moédon, két
diad segitségével irhato fel:

v = w;co (ex - %ez) +¢yo (ey_ ﬁez) .

z

1.3. Hatarozzuk meg a helyvektorokat az y tengely koriil
© =, szoggel elforgatod

Q =ace;+boe,+coe,

tenzort.
Az abrarol leolvashato, hogy

a=e;cosp—e,siny,
b=e,, c=e;sinp+e,cosyp.

Ennek alapjan

Q= (e,cosp—e,sinp)oe,+

+ey0e,+(e;sinp+e, cosp)oe,

a tenzor diaddikus alakja. A tenzor méatrixanak felirdsakor
azt kell figyelembe venni, hogy annak oszlopait az a, b és 1.9. abra.
¢ képvektorok alkotjik:

cosp 0 sing

Q=|a| b c|= 0o 1 0
—singp 0 cosy

A tetszbleges r = re, +ye, + ze, vektort a tenzor az

cose 0 sing z T cos @+ zsinp
R=Qr= 0 L0 Yy | = Yy )
—singp 0 cose z —xrsin e+ zcosp

vagyis az
R = (zcosp+zsing) e, +ye,+(—zsing+zcosy)e,

vektorba forgatja. A tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus része:

cosp 0 0 0 0 sing
QSZ: 0 1 0 , Qasz = 0 0 0
0 0 cosyp —singp 0 0

Kis szogekre cos p =~ 1 és sin ¢ ~ ¢. Ezeknek a képleteknek felhasznélasaval linearizalhatok kis szogekkel
torténd forgatasra a fenti tenzorok:

1 0 o 100 0 0 ¢
Q=0 10|, Q=E=|010|, Q =%=| 0 0 0
—p 0 1 00 1 —» 0 0

Az utébbi képletekkel kis szoggel torténd forgatasra
R= Q'I‘ = (Qsz+Qasz) r=E-r+¥-r= rJF(SDey) Xr
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a képvektor, ahol azt is kihasznaltuk, hogy a tenzor ferdeszimmetrikus részéhez tartozo leképezés az
(CZ3) képlet szerint a vektorinvarianssal — ez most e, = p, e, — valo szorzéassal képezhets. Az eredményt
altaldnositva azt mondhatjuk, hogy a

© = s+ e, +p.e.; lp|l < 1

vektor altal leirt forgatas, amely az r radiuszvektorokat az

@
=] lpl =/ ¥2+e5+¢2

tengely koriil a ¢ = || kis szoggel forditja el a

R=Qr=(Q,.+Q,,.) r=E-r+%-r=r+pxr (1.87)
képlettel szamithato, ahol
L —p py L 00 0 —w: ¢
Q=] ¢ 1 =@, |=]0 1 0|+] v 0 —p, |=E+%. (1.88)
—py Pz 1 0 0 1 —Yy Pz 0
Kiolvashato az ([LXD) képletbdl, hogy a radiuszvektor végpontjanak
u=%-r=pxr (1.89)

az elmozdulasvektora a forgatasbol, hiszen az elGtte 4llo tag maga a radiuszvektor igy a mozgast csak az
uténa allo, azaz a fenti tag adhatja meg. A képletben allo ¥ tenzor a forgato tenzor kis forgasra.
1.4. Hatarozza meg a

8 0 25
W=| 0 -10 O
25 0 =35

matrixaval adott W tenzor sajatértékeit és fGiranyait.
Vegyiik észre, hogy az y irany féirany hiszen w,, = w,. = 0. A vonatkozo6 sajatértéket jeldlje \,. Ez

nyilvanvaloan a masodik oszlop diagonalis eleme: A, = —10. A
Wy — >\ wzy Wy
Ps(\) =—det( W—AE) = — Wy Wyy — A Wy =
Wz Wy Wz — A

=N WX+ WA=Wirr = (A= A)(A=X)(A=X) =0

karakterisztikus egyenletbél — mivel nem ismerjiik a karakterisztikus értékek sorrendjét azokat egyszertien
Aay Ap és A jeloli — helyettesitések utan a

85—\ 0 25
Ps(\)=| 0 —10—-\ 0 = A3 —40)\% —4100\— 36 000 = 0
25 0 —35- )

eredmény kovetkezik, azaz
Wr=Xa+X+ A =40, Wi =—4100, Wrirr = AaXpAe = 36000,

ahol a fétengelyek KR-ét véve alapul és a késGbbiek kedvéért kifrtuk képletszerten is a Wy és Wy
skalarinvariansokat. Ha A # A\, akkor atoszthatjuk a Ps(\) = 0 karakterisztikus egyenletet a A— A, gyok-
tényezdvel :

Ps(\
Ai(k) = (A=) A=A) =A% = (M +A)A+ A\ =0,
ahol
_ B ) - Wi
M Ae=Wr=2a =50 & A= =-3600.

Kovetkezésképp a

A2 — (W = Aa)A+ V[;”’ =A2=50A—3600=0

a

egyenlet megoldasa megadja a két hianyzo sajatértéket: A\, =90, \. = —40. Nagysig szerint rendezve

M=X=90, Jdo=X=-10, A3=X.=-40
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és mostmar az is nyilvanval6, hogy e, = n,. Az n; meghatarozasahoz az

Weg — M Wiy Wy Nyl 85—\ 0 25 Nyl 0
Wy Wyy -\ Wy Ny1 = 0 —10— M\ 0 Nyl =10 ,
Wzy Wzy Wyy — A1 N1 25 0 —35—M\1 N1 0
azazZ a

—bng1+25m,1 =0,
—100n,; =0,

251,171 —125n,1 =0
egyenletrendszert kell megoldani. Mivel A,, = —5x (—100) # 0 valaszthato az elsd két egyenlet ahonnan,
amint az varhato is — ortogonalitas — , ny; =0 és

Nzl = ONz1 .

Ennek az egyenletnek egy megoldasat a mar normaélt

n, = \/LQ_G(&% +e,)

vektor adja. Az n3 a sajatvektorok ortogonalitasat és azt figyelembevéve szamithato hogy az ni, ny és
ng jobbsodratu bazis:

1 1
N3 =n; XNy = \/—2_6(5ez+ez) X e, = \/—2_6(7ez+5ez).

Nem nehéz ellendrizni, hogy ezekkel a megoldasokkal valoban teljesiil az ([C2T) egyenlet.

GYAKORLATOK

1.1. Hatarozza meg azon tenzorok méatrixait, melyek az xy, xz és yz sikokra tiikrozik az r radiuszvektort.
1.2. Hatérozza meg azon tenzorok métrixait, melyek az zy sik minden r helyvektorahoz annak

(a) az origora vonatkozo szimmetria pontjat,

(b) az x tengelyre vonatkozo6 szimmetria pontjat, illetve

(¢) 30°-al az éramutato jarasaval egyezo iranyba valo elforgatottjat
rendeli.
1.3. Legyen n; |n| =1 az origon atmend S sik normalisa. Mutassa meg, hogy az r radiuszvektor S sikba
esG r | OsszetevGje az r) = W -r leképezéssel szamithato, ahol

l—ngn, —ngny —NpNy
W= —NyNg  1—nyn, —nyn,
—NyNy —n.n, l-—n.n,

1.4. Legyen n; |n| =1 az origon atmend S sik normaélisa. Mutassa meg, hogy az r radiuszvektor S sikra
vonatkozé R tiikorképe az R = W -r leképezéssel szamithato, ahol

1—-2nzn, —2nzn, —2nan
W= —2nyn, 1-2nyn, —2nyn.
—2n,N, —2n;ny 1-2n.n.

1.5. Hatarozzuk meg a helyvektorok végpontjanak elmozdulésat leir6 @ tenzort a z tengely korili ¢
szoggel torténs forgataskor. Altalanositsa az eredményt az 1.3. Mintafeladat ¢ vektora altal leirt kis
forgas esetére.

1.6. Mutassa meg a karakterisztikus polinom Wj, Wi és Wiy egyititthatoit ado ([CE3alb,c) képletek
helyességét.

1.7. Mutassa meg, hogy

~ & et (W AE)

Ak

1.8. Igazolja az el6z8 eredmény felhasznalasaval, hogy

2

L et (W-)E)

Y =2 [(Wae — Ak) + (Wyy — Ak) + (wez = Ar)] -

Ak
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1.9. Hatarozza meg a matrixaval adott P pontbeli T'p fesziiltségi tenzor sajatértékeit és fsiranyait. Irja
fel a tenzor matrixat a f6tengelyek KR-ben.

4 60 0
Tp=|60 —20 0 | [MPa]
0 0 —12

(Vegye figyelembe, hogy a z irany ismert fGirany.)
1.10. Hatarozza meg a matrixaval adott W tenzor sajatértékeit és fGiranyait. Irja fel a tenzor matrixat
a f6tengelyek KR-ében.

3 1 1
W=|1 0 2
1 20

(Vegye figyelembe, hogy A\ = 4 sajatérték.)
1.11. A &n¢ KR-t az xyz KR 2z tengely koriil ¢, szoggel pozitiv iranyba torténd elforgatasaval kapjuk,
azaz z = (, és az elforgatas utani x és y tengelyek alkotjék a & és 1 tengelyeket. Irja fel az
€ , €, , €
(z,9,2) (z,y,2) (2,y,2)
egységvektorokat és a ket KR kozotti transzformécio K illetve KT matrixait ha ¢, = 30°. Legyen v egy
az origon athalado anyagi pont sebessége, és legyen adott a T fesziiltségi tenzor matrixa az zyz KR
origbjaban:
300 400 0
v = 3e, —3V3e, [m/s], T, =| 400 —300 0 | [MPa].
(@,,2) 0 0 200
Hatarozza meg a sebességvektort és a fesziiltségi tenzor matrixat a £n¢ KR-ben.



2. FEJEZET

Szilardsagtani alapfogalmak

2.1. M1 A SZILARDSAGTAN

2.1.1. A miiszaki mechanika tudoményanak egy részteriiletét nevezziik szilardsagtannak.
Maga a mechanika az anyagi vildgban lejatsz6do folyamatok koziil a testek egymaéshoz, illetve
valamilyen KR-hez viszonyitott helyvaltoztatasait, a mechanikai mozgéasokat (beleértve a késsbb
a 2.2.2. és 2.2.3. pontokban értelmezett alakvaltozasokat is) és ezek torvényeit vizsgéalja. Ebben
a tekintetben a mechanika tehét a fizika része. A mitszaki mechanika a mechanika torvényeinek
a mérnoki feladatok felvetette igényekkel szembesiils megfogalmazasa és alkalmazéasa a gépek
és szerkezetek tervezése soran az ilizemeltetés illetve a rendeltetésszeri felhasznédlas biztositasa
érdekében.

A mechanika a valdsdgos testek helyett, a tapasztalat és megfigyelések alapjan modelleket,
azaz olyan idealizalt testeket vezet be és vizsgal (anyagi pont, merev test, tokéletesen hajlékony
kotél etc.), amelyek a vizsgalt mechanikai mozgas leglényegesebb sajatossagait tiikrozik. Mivel
a nyugalmi allapot a mechanikai mozgas specidlis esete, a testek adott terhelés alatt kialakulo
tartos egyensulyi allapotaval — nyugalmi allapot — kapcsolatos feladatok vizsgalata is a mechanika
feladata.

Feltételezés szerint minden test vagy anyagi pontnak (tomegpontnak), vagy elemi tomegek
rendszerének tekinthets. Az elemi tomeg olyan testrész, melynek konkrét méretei elhanyagolha-
tok a tekintett feladatban — ez alatt azt értjiik, hogy mechanikai allapota (pl. tomegeloszlasa,
elmozdulasmezeje, sebességmezeje, a rajta miikods kiilss és bels6 ER) igen jo kozelitéssel leir-
hato a helykoordinaték legfeljebb linearis fiiggvényeivel. Mas elnevezéssel beszéliink a test egy
pontjanak — ehhez kotjlik a mechanikai allapot lokalis lineéris leirasahoz sziikséges végesszamu
paramétert — elemi kérnyezetérdl, amelyre nézve tehat kielégité pontossagu a lineéris leirds. Ami
az elemi tomegek megvalasztasat illeti a test barmely pontjanak kis kornyezete elemi tomeg-
nek vehets és a test végtelen sokféle modon, (pl. egymésra merdleges parhuzamos siksorokkal)
feloszthatd egyméastol megkiilonboztethetd elemi tomegek Gsszességére.

A mechanika alapvetd feltételezése, hogy a mozgés oka a testek (testrészek, elemi tomegek)
egymasra gyakorolt kolcsonhatasa. Eltekintve a h6hatasoktol és mas fizikai hatasoktol a mecha-
nika ezt a kolcsonhatést az erd, illetve az erérendszer (ER) fogalméaval irja le. Amint az ismeretes
a statikabol az erék (ER-ek) megoszolhatnak a vizsgélt test (testrész, elemi tomeg) térfogatan
illetve feliiletén. Az elsd esetben térfogati, a mésodik esetben felileti ER-r6l beszéliink. Megkii-
16nboztetiink még belsd és kiilsé ER-eket (erdket), aszerint, hogy azok az éppen vizsgélt testek
(testrészek, elemi tomegek) kozott, vagy az éppen vizsgalt test (testek) és més nem vizsgalt
testek kozott hatnak. A kiils6 ER részben terhelésekbdl (terheld ER), részben pedig tdmaszto
erékbsl (tamaszté ER) &ll.

Statikailag hatarozott megtamasztasi rad, vagy statikailag hatarozott szerkezetek esetén — a
rad, illetve a szerkezeteket alkoté rudak mindegyikét merev testnek tekintve — meghatarozhato
statikai modszerekkel a teljes kiils6 ER és a szerkezet részei kozott hato belsé ER is. Ha azonban a
tekintett rudat, vagy a szerkezetet alkoto egyik rudat gondolatban kettévagjuk és az atmetszéssel
kapott feliileten keressiik a bels6 ER tényleges megoszlasat, akkor a statikai modszerek, és a merev
test mint modell elégtelennek bizonyulnak, annak ellenére, hogy mind a belsé ER ered&jét mind
pedig a tekintett keresztmetszet sulypontjara vett nyomatékat meg tudjuk hatarozni statikai
modszerekkel (igénybevételek, igénybevételi dbrak). Ennek az az oka, hogy a merev test mint
modell nem veszi figyelembe a rad geometriai alakjanak kiilsg és belss erék okozta megvéltozasét.

23
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2.1.2. A merev test mint mechanikai modell tehat a valésagos testek olyan mozgasainak
leirdasara alkalmas, amelynél feltételezhets, hogy csak jelentéktelen mértékben valtozik meg a
test alakja a mozgas soran és csak a testek egymashoz vagy egy adott KR-hez viszonyitott
mozgasat vizsgaljuk azaz valojaban nincs szerepe annak, hogy megvaltozik kis mértékben a test
geometriai forméja is a mozgast el6idézs erdk hatasara.

Ha a test geometriai formajanak megvéltozasat is figyelembe kell venni és a vizsgélt test kii-
16nb6z6 részei kdzott miikdds belsé ER tényleges megoszlasat is meg kivanjuk hatarozni, akkor
a szilard test az alkalmas mechanikai modell. A szildrd test barmely pontjara érvényes, hogy a
tekintett pont és a kdrnyezetében 1évé tobbi pontok egymashoz viszonyitott, relativ elrendezett-
sége valtozatlan marad a pontok, végs6 soron tehédt a test mozgésa soran. A test, az emlitett
relativ elrendezettség fenntartasa mellett, képes megvaltoztatni az alakjat. (Folyadékok és ga-
zok mozgésa, alakjanak megvaltozasa sordn nem marad meg az anyagi pontok kezdeti relativ
elrendezettsége.)

A szildrdsdgtan mint a miiszaki mechanika részteriilete, annak egy aga, a terhelés eldtt és
a terhelés utdan tartos nyugalomban lévd szildrd testek kinematikdja (a két dllapot kozétti moz-
gasok és a test alakja megudltozdsdnak leirdsa) és dinamikdja (a belsé ER leirdsa), valamint az
anyagszerkezeti tulajdonsdgok vizsgdlata a terhelésre adott vdlasz tekintetében.

Szokéas a szildrdsidgtant a mechanikdn belil a kontinuummechanika részének is tekinteni.
A kontinuummechanikanak a folyadékok, gazok és szilard testek mozgasainak, idében valtozo

allapotainak vizsgélata a feladata.
Az anyagszerkezeti tulajdonsagok, a test

terhelésre adott valasza alapjan kiilonbsé-
y get tesziink rugalmas test és képlékeny test
kozott. Ha a test rugalmas, akkor a terhe-
| lés megsziinése utan maradéktalanul vissza-
nyeri terhelés el6tti, kezdeti alakjat. A kép-
lékeny viselkedés tartomanyaban mar nem
igaz ez az allitads, a test nem nyeri vissza
terhelés el6tti eredeti alakjat, hanem mara-
do6 elmozdulasok és alakvaltozésok — ezekre
a fogalmakra még visszatériink — jonnek lét-
re.

Az, hogy egy adott test rugalmasan test-
ként vagy képlékeny testként viselkedik fiigg
a terhelés mértékétsl. A Bl abra egyik vé-
gén befogott, a masik végén koncentralt erd-
vel terhelt rudat szemléltet terhelés el6tt,
terhelés alatt és terhelés utén is. A tényle-
ges mozgasokat felnagyitva abrazoltuk. Els¢
esetben, ez az eset a rugalmas viselkedést il-
y lusztralja, az Fy erd a terhelés, és 6, az Fy

er¢ tamadaspontjanak lehajlasa. Az Fi erd

% zZ eltavolitdasa utéan, feltevés szerint, teljes egé-

szében visszanyeri a rad az eredeti alakjat.

0o Maésodik esetben oly médon néveljiikk meg a

rad végén hatd erét — a megnovelt erét Fo

JelOll és Iy = ‘FQ’ > F = ‘Fl‘ -, hogy a rad

2.1. abra. eljut a képlékeny viselkedés tartomanyaba,

és az erd eltavolitasa utan nem nyeri vissza

eredeti egyenes alakjat, hanem gorbiilt marad. A gorbiilt alakot az utols6 dbra mutatja. Az erd
tamadéaspontjanak &2, a maradé elmozdulésa.

A rugalmas viselkedés lehet linedrisan vagy nemlinedrisan rugalmas. A fenti példanal ma-

radva linearisan rugalmas testre

51 = CF1



2. Szilardsagtani alapfogalmak 25

e N
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2.2. abra.

ahol a ¢ a rugballando. A képlet szerint a lehajlas egyenesen aranyos az erével.
Ha a rud nemlineérisan viselkedik, akkor a

51 = 6(Fy)

Osszefiiggés 4ll fenn, ahol a 0(Fy) fiiggvény homogén — §(F1)|y o =0 —, és szigortian monoton,
azaz a nagyobb er6hoz nagyobb lehajlas tartozik.

2.1.3. Amint arra fentebb méar ramutattunk a terhelésnek alavetett valosagos testek nem
viselkednek merev testként, hanem kiilonb6z8 mértékben, sokszor csak igen kis mértékben, de
megvaltoztatjak geometriai alakjukat a terhelés hatasara. A abra gumibo6l késziilt hasab
alaki test alakvéltozasat szemlélteti, ha a hasab baloldali végét megfogjuk, a jobboldali végét
pedig egy vizszintes dugattytuként mozgathaté acéllaphoz erdsitjiik.

A baloldali abrarészlet a terhelés elstti allapotot mutatja a felénk nézé oldalra felkarcolt
geometriai alakzatokkal (kor és szimmetrikusan elhelyezkeds atmérck). A jobboldali dbrarészlet
a gumitusko képe, ha az acéllapot jobbra mozditjuk el. Az dbrarészlet jol mutatja a testtel
egylitt alakvaltozast szenvedd geometriai alakzatoknak (kor alakjanak, az atmérdk hosszénak és
alakjanak, az atmérsk és kor érintGje kozotti szogeknek) a megvaltozasat.

Vegyiik észre, hogy a geometriai alakzat kifejezésen a test anyagi pontjai altal alkotott alakza-
tot értiink — a jelen esetben egy kort és annak kiilonb6z6 atmérsit — de a test geometriai alakzata
lehet barmilyen més, a test anyagi pontjai altal alkotott geometriai alakzat, igy példaul a test
hatarfeliilete, valamilyen belss feliilet, a test egy tetszéleges résztartoménya, de elemi feliilet és
elemi térfogat is. A terhelés soran, természetszertien ezek is megvaltoztatjak az alakjukat.

A gumituské példaja, a valasztott anyag sajatossdgai miatt, szabad szemmel is érzékelhetGvé
teszi a geometriai alakzatok megvéltozasat. Mas szerkezeti anyagok, igy példaul acélok esetén ez
a jelenség szabad szemmel kevésbé figyelhetd meg, de az a terhelés soran ugyanigy bekovetkezik.

A fentiek alapjan azt a jelenséget, hogy a terhelés hataséara a vizsgalat targyat képezo szilard
test pontjai egymashoz képest elmozdulnak és a test anyagi, geometriai alakzatai (anyagi vonalak
hosszai, anyagi vonalak &altal bezart szogek, térfogatelemek, feliiletelemek etc.) megvaltoznak
alakvdltozdsnak nevezzik.

Megjegyezziik hogy ez a megfigyelés lényegében kvalitativ, és nem ad tajékoztatast arrol,
hogyan irhat6 le alkalmas matematikai eszkozokkel kvantitative az alakvaltozas.

Visszaidézve a testek rugalmas és képlékeny viselkedésével kapcsolatosan mondottakat rugal-
mas alakvdltozdsrol beszéliink, ha a terhelés megsziintetése utan a terhelés hatéséara alakvaltozast
szenvedd test valamennyi geometriai alakzata, azaz maga a test is, maradéktalanul visszanyeri
eredeti, terhelés el6tti alakjat és képlékeny alakvdltozdsrol beszéliink, ha maradd elmozdulésok,
alakvaltozasok jonnek létre a terhelés megsziinése utan.
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Kis elmozduldsok esetén a szilard test pontjainak maximalis elmozdulasa is nagysagrendekkel
kisebb mint a test legkisebb geometriai mérete.

Kis alakvdltozdsok esetén az alakvéltozasra jellemzd fajlagos mennyiségek — el6rebocsatva
példaként alakvaltozasra jellemz6 mennyiségre az egységnyi hossziisdgt vonalelem hosszvaltoza-
sat, vagy az azonos anyagi ponton athaladé vonalelemek k6zotti szog megvéltozasat — abszolut
értékének maximuma nagysigrendekkel kisebb, mint az egység.

A szilardsagtanban feltételezziik, hogy mind az elmozdulasok, mind pedig az alakvéltozasok
kicsik. H6hatasoktol altalaban ugyancsak eltekintiink.

2.1.4. A szilard testek vizsgélatakor az erdrendszerek egyenértékiiségét tekintve két eset
kozott kell kiilonbséget tenntink.

Az egyik az ER-ek egyenértékiiségének kapcsan bevezetett és alapvetd fogalom, amely szerint
két ER egyenértéki ha ugyanazt a nyomatéki vektorteret allitjak els. Ha visszaidézziik, hogy az
ER-ek kotott vektorrendszerek azt is mondhatjuk — elvonatkoztatva az erg szo fizikai jelentésétsl
és altalanositva a fogalmat —, hogy két kotott vektorrendszer egyenértéki, ha ugyanazt a nyo-
matéki vektorteret allitja el6. A nyomatéki vektortérre vonatkoztatott egyenértékiiség az utobbi
altalanositott formaban, alapvets szerepet jatszik, nemcsak a statikiban, hanem a merev testek
kinematikai és dinamikai feladataiban is.

Amint azt a lentiekben példan keresztiil is megmutatjuk, a nyomatéki térre vonatkozo egyen-
értékiiség nem jelenti azt, hogy az egyenértékiiség szilardsagtani értelemben is fennall, hiszen két,
ugyanazon testen mikodds, és a nyomatéki tér tekintetében egyenértékd ER 1ényegesen kiilonbozé
alakvaltozasi allapotot hozhat létre. A abra egy villat szemléltet. Az els6 esetben a villa

_ \
_v_.IQ — —‘L>|@ B

2.3. abra.

A pontjaban, a masodik esetben a villa B pontjaban miikodik terhelésként ugyanaz az F erd.
Mivel ez a két erd kozos hatasvonalu a két terhelés statikailag egyenértékii egymaéssal. Az abra
mindkét esetben feltiinteti a tamasztoerSket — ezek természetesen azonosak — valamint a villa
deformalodott alakjait is — ezek vékony vonallal vannak megrajzolva erés nagyitassal szemléltetve
az elmozdulésokat és alakvaltozasokat — amelyek nyilvanvaléan kiilonboznek. Példaként véve az
A pont az elss esetben lefelé, a masodik esetben felfelé, a B pont pedig az els6 esetben felfelé, a
maéasodik esetben lefelé mozdul el. Mindez azt jelenti, hogy a két statikailag egyenértéki terhelés
szilardsagtanilag nem egyenértékii egymassal.

Két, ugyanazon testre hato és egymassal statikailag egyenértéki erérendszert szildrdsdgtani-
lag is egyenértékinek neveziink, ha azok mindegyike — eltekintve az erérendszerek gyakorlatilag
egybeess terhelési tartomanyatol — lényegében ugyanazokat az alakvaltozasokat hozza létre.
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AEA abran feltiintetett kéttamasza tar-
tot a rahelyezett gomb silya terheli. A tartéd
és a gomb egylittes alakvaltozésa miatt a két
test nem egyetlen pontban, hanem egy kis
feliileten érintkezik egymaéssal.

Ezen a kis feliilleten addédik at a tartot
terhel megoszlé ER. Az abra nagyitasban
mutatja az érintkezési feliiletet, az azon meg-
oszl6 ER-t, és az azzal egyenértéki sulyerét.
7 Az a tapasztalat, hogy az érintkezési felii-
let kis kornyezetétdl eltekintve, kézombos a

tartd elmozdulasai és alakvaltozasai szem-

& pontjabol milyen az érintkezési feliileten mii-

kods ER konkrét megoszlasa, hiszen ez az

2.4. abra. ER egyébként a G silyerével egyenértékd.

Ennek a megfigyelésnek az a fizikai magyara-

zata, hogy az érintkezési feliilet legnagyobb mérete is nagysagrendekkel kisebb a tart6 egyéb mé-

reteinél. A megfigyelés valojaban maga a Saint Venant elv, amely altaldnos megfogalmazasban

azt mondja ki, hogy a szilard test alakvaltozasakor a test valamely kis feliiletén (tartoményan)

hato és a nyomatéki teriik tekintetében egyenértéki ER-ek a feliilet (tartoméany) kozvetlen kor-
nyezetétdl eltekintve nagyon jo kozelitéssel ugyanazokat az alakvaltozésokat hozzak létre.

A szilardsagtani egyenértékiiségnek a fentiek szerint a Saint Venant elv az alapja.

Valamely vizsgalt test terhel§ ER~e igen gyakran mas szerkezeti elemekrdl kis feliileteken ado-
dik at. Egy-egy kis feliileten dtad6dd megoszld ER éppen a Saint Venant elv alapjén helyettesit-
het§ egyetlen erével, az eredGjével. Ebben az értelemben beszélhetiink tehat a szilardsagtanban
a terhel§ ER tekintetében, és hasonlo indokolédssal a tamaszté ER tekintetében is, koncentralt

er6krdl és erGparokrol. ] ] ) o )
2.1.5. A vizsgalat targyat képezd szilard test egy kiragadott pontjanak kis kornyezetét elemi

kérnyezetnek nevezzik — ez a fogalom mar szerepelt, itt csak a hozza két6ds tovabbi fogalmak
kedvéért ismételjiik meg — ha mérete elhanyagolhatoé a test méreteihez képest és ha mechanikai
dllapota (elmozdulasallapota, alakvaltozasi allapota, fesziiltségi allapota és energetikai allapota)
kell6 pontossaggal leirhatd legfeljebb linearis fiiggvényekkel, azaz a kiragadott ponthoz kotott
véges szamu paraméter segitségével. A felsorolt allapotok koziil az elmozdulasallapot és alak-
valtozasi allapot fogalmai valamelyest tisztézottak, bar a kvantitativ leirashoz még nagyon sok
tovabbi ismeretre lesz sziikség. A fesziiltségi allapotot illetGen még az alapfogalmak is tisztazasra
szorulnak. Az energetikai allapot kapcsan pedig csak annyit jegyziink meg, hogy a testre hato
er6rendszer munkét végez a terhelési folyamat sorédn és ezt a munkamennyiséget a test részben
vagy teljes egészében mint alakvaltozéasi energiat tarolja.

Az elemi kornyezetek mechanikai allapotanak szemléltetésére, attol fiiggGen, hogy milyen
szilardsagtani allapotrol van szo, tébbnyire — amint azt a késébbiekben latni fogjuk — az elemi
triédert, az elemi kockdt és az elemi gombot hasznaljuk.

A vonatkoz6 mennyiségek skalarfiiggvények (alakvaltozasi energia), vektorértéki fiiggvények
(elmozdulasvektor, vagy merevtestszert szogelfordulas) vagy tenzorértéki fiiggvények (alakval-
tozési tenzor, fesziiltségtenzor) lehetnek. Ezekkel fokozatosan ismerkediink majd meg.

A vizsgélat targyat képezd test mechanikai allapotén elemi kdrnyezetei mechanikai allapota-
inak Osszességét értjiik, és adott idGpillanatban a helykoordinatak folytonos fiiggvényeivel irjuk

“ 2.1.6. Felmeriil a kérdés, hogy az elemi kornyezet mechanikai allapotanak lefrasa soran a
vonatkoz6 mennyiségeket — skalarokat, vektorokat, tenzorokat — , matematikailag hova, a ki-
ragadott pont kezdeti, terhelésmentes éllapotban elfoglalt helyzetéhez, vagy a pont pillanatnyi
helyzetéhez kossiik. Elvben mindkét valasztas lehetséges. Ha a vonatkozd mennyiségeket a kira-
gadott pont kezdeti helyzetéhez kotjiik akkor Lagrange féle leirdsi madrdl beszéliink. A Lagrange
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féle leirasi modnak az az elénye, hogy kezdeti allapotban teljes egészében ismerjik a test geo-
metridjat, hatranya, hogy a vonatkoz6 mennyiségek fizikailag a pillantnyi helyzethez tartoznak,
ezért athelyezésiik a kezdeti allapotba transzforméciot igényel. Ha a kiragadott pont pillanatnyi
helyzetéhez kotjiik ezeket a mennyiségeket, akkor nincs sziikség transzforméciora, de az eljaras
héatranya, hogy nem ismerjiik el6re a test, kovetkez6leg pontjai pillanatnyi helyzetét sem.

A szilardsagtanban kis elmozdulasok és alakvaltozésok esetén — ez feltevés volt — nem indokolt
a két helyzet kozott kiilonbséget tenni, ezért a Lagrange féle leirasmodot valasztjuk. A abra,
Osszhangban ezzel a feltevéssel, a terheletlen allapotban tiinteti fel a villan mikods erdket.

A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy létezik egy harmadik, tgynevezett Euler féle leirasi
mod, amikor a mennyiségeket nem a test pontjaihoz, hanem a vonatkoztatasi KR pontjaihoz
kotjik, igy ezek a mennyiségek a KR egy-egy pontjan az adott idépillanatban athaladé részecske
mechanikai allapotat irjak le. Ez a leirasmod folyadékok és gazok mechanikajaban elényds.

A test pontjaihoz kétott mennyiségek leirasdhoz, 6sszhangban az 1.3.2. szakaszban mondot-
takkal, a pontokhoz kotott lokalis KR-eket hasznaljuk. Az ilyen KR vagy az zyz Descartes féle
KR-ben vett lokalis KR, ez ugyanaz minden pontban, vagypedig a hengerKR mint gérbevonala
KR lokalis KR-e.

2.1.7. A szilardsagtan az alabbi f6 feladatokkal foglalkozik

— az elemi kérnyezet mechanikai allapotainak, elmozdulasallapotédnak, alakvaltozasi allapo-
tanak és belss erdrendszerének (fesziiltségi allapotanak) leirasara szolgalo, a test anyagi
sajatossagaitol fiiggetlen, altalanos fogalmakkal és modszerekkel;

— a mechanika altalanos, ugyancsak a testek anyagi sajatossagaitol fiiggetlen torvényeinek
szilard testekre vald alkalmazasaval;

— az alakvaltozasi allapot és a bels§ er6rendszer kozotti, a testek anyagszerkezeti felépité-
sének legfontosabb sajatossagait tiikrozd egyenletekkel, az anyagtorvényekkel ;

— az egyes idealizalt anyagokra az elézGeket egységes keretbe foglald elméletek koziil a
rugalmassigtan egyes elemeivel és egészen bevezet§ jelleggel a képlékenységtannal;

— a méretezés és ellendrzés altaldnos kérdéseivel, és

— konkrét szilardsagtani feladatokkal (szerkezetek és szerkezeti elemek terhelés hatasara
létrejovs elmozdulésallapotanak, alakvaltozési allapotanak, fesziiltségi allapotanak és
energetikai allapotanak meghatarozasaval, és a szerkezetek, szerkezeti elemek méretei-
nek megvalasztasaval, méretezésével és ellendrzésével).

Kontinuumnak tekintjik a szildrd testet, ha az folyamatosan tolti ki az euklideszi teret, és
a kontinuum mechanikai &llapotat leiro allapotfiiggvények is folytonosak, azaz figyelmen kiviil
hagyjuk az anyag finomszerkezetét, krisztallitos, molekularis felépitettségét.

Homogén a szilard test, ha a test mechanikai anyagjellemz6i a test minden egyes pontjaban
azonosak.

Homogén a homogén szilard test valamely allapota, ha az allapotleiré fliggvények a test
minden egyes pontjaban azonos értékiek.

Izotrop a szildrd test, ha nincsenek a test mechanikai viselkedése tekintetében a test anyag-
szerkezeti felépitettségébdl adddoan kitiintetett irdnyok.

A szilardsagtan {6 feladatainak vizsgalata soran, az eddigi feltevések mellett (kis elmozdula-
sok, kis alakvaltozéasok, elhanyagolhatok a hShatasok), azt is feltételezziik, hogy a test (kontinu-
um), homogén és anyagi viselkedését tekintve pedig izotrop.

Ezen tulmendéen — konkrét esetekben — a szilardsagtan tovabbi, a vizsgalt testek geometriai
alakjaval Osszefiiggd egyszertsits feltevésekkel is él (pl. rudak).

2.2. ELMOZDULASI ES ALAKVALTOZASI ALLAPOT

2.2.1. Az elmozdulasmezs. A terhelés hatasara a szilard test pontjai elmozdulnak és a
test a kezdeti, terhelésmentes nyugalmi allapotbol a terhelés teljes felvitele utan egy attol kisebb
nagyobb mértékben eltéré 0j nyugalmi allapotba keriil. A Bl abra szemlélteti a B jeld test
terhelés el6tti és terhelés utani allapotat is. A test egy kiragadott, mondjuk P pontjanak
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helyzetét az
rp =xpeyt+ypey+zpe,

helyvektor adja meg a terhelés eltti allapotban.
A P pont terhelés utani helyzetét P', .a vonatko-
z6 helyvektort rp» a P pont elmozdulasvektorat
pedig up jeloli. Leolvashat6 az abrarol, hogy

rpy =rp+up.

A futépont helyvektorat, réviden helyvektort, a
szokott moédon irjuk

X r=uve,+ye,+ze,,

és akkor hasznaljuk, ha nem akarjuk kiilon is meg-
2.5. abra. nevezni a szobanforgd pontot a vonatkozo betiijel
kiirasaval, ami az el6z6 esetben P volt.

Az elmozdulasvektor a test pontjai terhelés elGtti helyzetének, azaz a helyvektornak fiigg-
vénye: u=u(r). A test pontjaihoz tartozé elmozdulasvektorok Osszességét a test elmozduldsdl-
lapotdnak nevezzik. Az elmozdulasokat adod u(r) vektor-vektor fiiggvény pedig az elmozduldsi
vektormezd, vagy roviden elmozduldsmezd. Formalisan irva

U= Uz€; +Uyey+u.e,
az elmozdulésvektor az ryz KR-ben, ahol

Uy = Uz (T,Y, 2) Uy = Uy (2,7, 2) (2.1a)

és
uy =uy(x,y,2) (2.1b)
az elmozdulaskoordinatak. Az elmozdulaskoordinatak

jelolésére, azért hogy adott esetben az indexeket elhagy-
hassuk, az u, v és w betiiket is fogjuk alkalmazni:

u=1u; , V=1 , w=u, . (2.2)

2.6. abra. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a korabbiakkal 6sszhang-
ban az u elmozdulasvektort mindig azon pont lokalis
KR-ében tekintjiik, amely pont elmozdulésvektorardl van szé. Ezt a P pont esetére a abra
képszertien is érzékelteti.
Az elmozdulésvektor szilardsagtanban szokasos mértékegységei a cm, a mm és a pm.

2.2.2. Derivalt tenzor. Az u(r) elmozdulasvektor illetve az ug, u, és u, elmozdulaskoor-
dinaték altalaban bonyolult fiiggvényei a helykoordinataknak. Célszertd ezért vizsgalat targyava
tenni egyetlen, mondjuk a tetszélegesen kivalasztott P pont elemi kornyezetének a helykoordi-
naték lineéris fiiggvényeivel kozelitett elmozdulédsmezejét.

Ezzel osszfiiggésben érdemes ehelyiitt az aldabbiakra felhivni a figyelmet. Amikor az elemi
kornyezet valamilyen szilardsagtani allapotat grafikusan szemléltetjiik, akkor a tekintett allapot-
tol fliggben, vagy az egységnyi oldaléld elemi triédert, vagy az egységnyi sugard elemi gémbot,
vagypedig az elemi kockat hasznaljuk fel a szemléltetésre. A hosszegység mértékét altalaban nem
nevezziik meg, de mindenesetre akkorédnak kell gondolnunk hogy a lineéris leirds jogos legyen.
Ez altalaban azt jelenti, hogy a vizsgélat targyat képezd szerkezeti elem méreteitsl és az egyéb
koriilményektsl is fliggen igen kicsinek, pl mm, vagy még kisebb mértékitinek kell elképzelniink.
Kovetkezéleg az elemi kornyezet szemléltetésével kapcsolatos abrak a valésiagos méretek erds
nagyitasaval vannak megrajzolva.

Jelolésbeli megéllapodésként, és Osszhangban az eddigiekkel is, lerogzitjiik ehelyiitt, hogy
valamely fizikai mennyiség — skalar, vektor, tenzor illetve a vonatkoz6 méatrixok — adott pontbeli
értékét vagy ugy irjuk, hogy a pont bettjelét jobboldali als6 indexként nagybetiivel szedjiik,
vagypedig, ha valamilyen oknal fogva — pl. a jobb attekinthetdség miatt — elényosebb, akkor a
matematikibol ismert moédon a pont betijelét, nagybetiivel szedve, a tekintett valtozot kovets
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rovid fiiggtleges egyenesszakasz jobboldali alsé indexként szerepeltetjiik. Példaként véve up a P
pont elmozdulasvektora, az u,|p = u,p pedig az x iranyt elmozdulaskoordinata a P pontban —
az utobbi esetben mindkét jelolést kifrtuk a szemléltetés kedvéért. Ezen tulmenGen, ha vilagos a
szovegosszefiiggésbdl, hogy valamilyen mennyiséget (pl. egy tenzort, vagy a tenzort meghatarozo
képvektorokat) eleve a futépontnak vett P-ben tekintiink, akkor elhagyjuk a P indexet.

Legyen a Q@ pont a P pont elemi kornyezetében fekvs, egyébként tetszéleges pont, P #
= @. Legyen tovabba Ar a ) pont P pontra vonatkoztatott helyvektora. A részletek a B
abran lathatok, amely a vonatkozé helyvektorokat, a két pont up és ug elmozdulasvektorat,
valamint az elmozdulédsvektorok Au kiilonbségét is szemlélteti. A Au kiilonbségvektor a relativ
elmozduldsvektor. Leolvashat6 az abrarol, hogy

Ar=rg—rp=
=(xzg—xp)es+(yo—yr)ey+ (29 —zp)e.. (2.3)
—— N——— S——
Az Ay Az
A kivant linearis kozelités elérése érdekében Taylor sorba
fejtjiik az u,, uy és u, elmozdulaskoordinatakat és csak a
sorfejtés lineéaris részét tartjuk meg. Ebben az esetben jo
kozelitéssel fennall, hogy
Ouy
oz |p 9y |p 0z |p
Ouy
oz |p 9y |p 0z |p
Ous
oz |p 9 | p 0z |p

Uz|Q ™ Ug|p+

uy‘Q ~ Uy|p+

2.7. abra.

Uzl > us|p+

(2.4)
ha az alapfeltevésiink szerint a ) valoban a P pont elemi kdrnyezetében fekszik. Az elmozdulés-
vektor és a ) pont P pontra vonatkoztatott helyvektora

gT:[ux Uy uz] és AET:[Ax Ay Az]

matrixainak felhasznalasaval

W,y | OB Qup oul l (2.5)
Q= or|p Oylp 0z|p - ’
a () egyenlet alakja. Innen
ou ou ou
AEZHQ—HP—[ oz |p Oyl» gP]AE (2.6)

a relativ elmozdulésvektor kozelitése. Jol latszik az utébbi egyenletbdl, hogy a relativ elmozdu-
lasvektor homogén linearis fiiggvénye a Ar-nek.
Erdemes a tovabbiak kedvéért bevezetni a

ou Yz Ju Uy ou taz
9y U= | Ue | % =u, = | uy és 5, ~ U= | Uy (2.7)
Uzg Uzy Uzz

jeloléseket, mivel u,|p, E?J‘P és u,|p rendre a Ar=e,, Ar=e
elmozdulésa. Kiolvashato a fenti egyenletekbdl az is, hogy

, ¢s Ar=e, egységvektorok relativ

0
U = % . m,n==ux,y,2 (2.8)

A bevezetett ) jelolésekkel a @ pont elmozdulasat add ([8) képlet az
u,~up+|u, u, u ||, Ar (2.9)

relativ elmozdulas
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alakban irhato fel. Az utobbi képlet alapjan az

Ugy Ugy Ugz
u :[Hx u, Hz]: Uyz  Uyy Uyz (2.10)

(3x3) Usp Uzy Uy

métrixot az U derivdlt tenzor mdtrizdnak nevezziikk. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet, egyiitt
az U, U, és U, vagy ami ugyanaz az um,, szamitasaval kapcsolatos (1) illetve (3) képletekkel, a
szilard test barmely pontjaban megadja az U métrixot, ha az elmozdulasvektor a helykoordinatak
differencialhato fiiggvénye, ezt pedig feltételezziik. A tenzor sz6 hasznalatat az indokolja, hogy a
relativ elmozdulasvektor a test barmely P pontja kis kérnyezetében homogén linearis fiiggvénye
Up révén a Ar-nek, a derivélt jelz6 pedig az u,, u, és u, képzése soran végzett derivalasokra

utal. Az Up helyettesitésével atirhat6 az ug-t ado [ZI0) egyenlet:

ug~up+UpAr. (2.11)

Vektorialis jelolésre térve at és kihasznalva, hogy az u,|p, uy|p és u.|p relativ elmozdulasok
az e, e, ¢és e, egységvektorok képei a relativ elmozdulasvektort ado leképezésében (lasd a (229)
osszefiiggést), majd figyelembe véve e képvektorok () elgallitasat és a V differencidloperator

0 0

V=_—e,+_-—¢e,+

G
52 T 55 (2.12)

0z

értelmezését irhato, hogy
ug ~ up+Up -Ar =

=up+ (uoe, +uyoe,+u,oe;)|, -Ar=

=up+ <uo£e —I—uoge +uo£e > -Ar =
ox " oy Y 0z ° p
=up+ [uo <2e —|—£e —f—ge )} -Ar
or oy Y 0z~ p
azaz, hogy
ug =up+ (uoV)|p -Ar=up + Up -Ar , (2.13)
relativ elmozdulas
ahol

U=uoV (2.14)

a derivalt tenzor diadikus elGéllitasa.

A P pont elemi kérnyezetének elmozduldsdllapotdn az elemi kornyezet alkoté pontok elmoz-
dulasvektorainak Osszességét értjiik.

Az eddigiekbdl, kiilonos tekintettel az (1)) és [ZI) képletekre dsszefoglaloan az alabbiakat
mondhatjuk:

A test P pontjaban a lokalis KR e, e, és e, egységvektorainak végpontjaihoz tartozo ug|p,
uy|p és u,|p relativ elmozdulasvektorok — ezek egymastol fiiggetlen kilenc skalaris koordinatéja,
illetve egyetlen mennyiség, azaz a P pontban vett U p derivalt tenzor — egyértelmiien megha-
tarozza a P pont kis kornyezetében fekvs, egyébként tetszéleges @ pont elmozdulasvektorat,
kovetkezdleg a P pont elemi kérnyezetének elmozdulésallapotat.

Tovabb alakithato a ([I3)) Osszefiiggés, ha az U tenzorra alkalmazzuk a felbontasi tételt. Az
([CZ2), [CZ3) és [T képletekkel adott felbontési tétel alapjan — U-t gondolva W helyére és
visszaidézve, lasd az ([L3d)-et, hogy a tenzor transzponaltjat a diddikus szorzatok tényezdinek
felcserélésével kapjuk — irhatd, hogy

U=U,,+U,s,, (2.15)
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ahol az

1
A=U,, = (U+UT):§(uOV+Vou) (2.16)

DO | —

és a

1 1
szW:§(U—UT)zi(ro—vou) (2.17)

képletek egyben az U tenzor A-val jeldlt szimmetrikus, és W-vel jelolt ferdeszimmetrikus részeit
értelmezik. A bevezetett jelolésekkel

U=¢+A (2.18)

a (EZ10) felbontas alakja.
Visszatérve a [ZI3) osszefiiggéshez a fenti képletek helyettesitésével

ug~up+Up -Ar=up+(Us.|p+ UQSZ‘P)'AI':UP+AP'AI'+@P'AI' (2.19)

a P pont kis kornyezetében fekvs () pont elmozdulésa.

2.2.3. Forgatd tenzor, alakvaltozasi tenzor. A kapott eredmények geometriai értelme-
zése el6tt vizsgaljuk meg azt a kérdést, hogy miként juthat el a adbran véazolt és merevnek
tekintett téglatest — az abra jelolései szandékoltan azonosak a 7 abra jeloléseivel — a
kezdeti és 1-el jelolt helyzetébdl az aj és 2-vel jelolt hely-
zetbe. A téglatest tényleges mozgasa gondolatban két
részre bonthato. A téglatest elGszor eltolodik, oly mo-
don, hogy a P pont a P’ helyzetbe kerill. Az eltols-
dés soran a téglatest oldalélei 6nmagukkal parhuzamo-
san mozognak, azaz a téglatest oldallapjai megtartjak
orientacidjukat. Ezt a kozbiils6 allapotot vékony vonal-
lal rajzolt abrarészlet szemlélteti. Az eltolodast kove-
tGen a téglatest elfordul a P’ pont koriil, oly modon,
hogy minden oldalél a 2 jeli helyzetbe keriil. Mivel a
téglatest merev van olyan forgas, amely ezt biztosit-
ja. Nyilvanval6, hogy a leirt mozgas soran a téglatest
nem valtoztatja meg az alakjat, azaz minden oldaléle,

2.8. 4bra. az oldalélek kozotti szogek etc. valtozatlanok marad-

nak. Az ilyen mozgast merevtestszerd mozgdsnak nevez-

ziik az el6z&ekben felsorolt sajatossagok miatt. A merevtestszert mozgas tehat egy eltolodas

és egy forgas kombinécidja. Jelolje a forgast ¢, és tegyiik fel, hogy kis forgasrol van szo azaz

|| < 1. (Az abra, a jobb szemléltetés kedvéért, véges forgasra szemlélteti a viszonyokat.) Az 1.4.

Mintafeladat megadja az r radiuszvektor végpontjanak elmozdulasit a kis ¢ forgas hatasara.

A téglalapalaku hasab esetén az 1.4. Mintafeladattal valo egybevetés alapjan, az origonak a P

pont, a radiuszvektornak Ar, a radiuszvektor végpontja u elmozdulasanak pedig Au felel meg.
Ezekkel az adatokkal az ([CE9) képletbdl

Au=pxAr=¥ x Ar,

ahol ¥ a forgatas tenzora (vagy forgato tenzor), amely ferdeszimmetrikus, hiszen az idézett
mintafeladat szerint

0 —Pz Py
= o, 0 —u, (2.20)
—Py Pz 0

a méatrixa. A téglatest Q@ pontjanak elmozdulésvektorat mostmér tgy kapjuk meg, hogy a fenti
értékhez hozzavessziik a merevtestszerd eltolodast is:

ug=up+exAr=up+¥-Ar. (2.21)
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Osszehasonlitva ezek utan a szldrd test P pontja elemi kornyezetében 1évé @ pont
ug = uP—f—@p-Ar +Ap-Ar
elmozdulasvektorat — v.6.: (1), valamint a merev téglatest () pontjanak
ug =up+¥-Ar
elmozdulasvektorat azonnal, latszik, hogy

— a ferdeszimmetrikus ¥ p tenzornak az ugyancsak ferdeszimmetrikus ¥ tenzor felel meg,
és azt is érdemes észrevenni, hogy
— az Ap tenzornak pedig nincs megfelelGje a merev hasab esetén.

A geometria nyelvére leforditva ez azt jelenti, hogy a P pont elemi kornyezetében 1évé @)
pont elmozdulasa két részbdl all. Az elsé tag az elemi kornyezet minden @ pontjara azonos up,
azaz merevtestszeri eltolodas. A mésodik tag azon része, amely az U p ferdeszimmetrikus ¥ p
részeébdl adodik, nem més, figyelemmel a ferdeszimmetrikus ¥ szerepére a téglatest mozgéséban,
mint az elemi kornyezet forgasa, a két mozgas egyiittese pedig az elemi kdrnyezet merevtestszerti
mozgésa, amely tehat valtozatlanul hagyja az elemi kornyezet alakjat.

Ez egyben azt is jelenti, hogy az U p tenzor A p-vel jelolt szimmetrikus része irja le a P pont
elemi kornyezetének alakvdltozdsait.

A kapott geometriai kép alapjan — megismételve az U felbontésabol kapott (ZI0) és (Z11)
képletek elmozdulésvektort tartalmazo részeit és elhagyva az azonos geometriai jelentés miatt a
megkiilonboztetést eddig segité hullamvonalat az U ferdeszimmetrikus része esetén — a (ZI9)
egyenletben megjelend

A:%(uOV+Vou) (2.22)

és

~ 1
W:W:§(UOV—VOU) (2.23)

tenzorokat rendre alakvdltozdsi tenzornak, illetve forgato tenzornak nevezziik.

Visszatérve a forgatd tenzor geometriai szerepéhez, a teljesség kedvéért az aldbbiakban for-
malisan is megmutatjuk, hogy a forgatd tenzorhoz tartozé leképezés valdoban a P pont elemi
kornyezetének merevtestszerd forgasa. A (Z2Z3) helyettesitése utan tovabb alakithato a (ZI9)
egyenlet kérdéses utolso tagja:

1 1
Wp-Ar = (woV - Vou)|p-Ar =~ {v (ﬁ-m) —%I(V-Ar)}
P

= —% (uxV)|pxAr=ppxAr, (2.24)
—_——
¥Pp

ahol kihasznaltuk, hogy a kifejtési tétel szerint (a-c)b—(b-c)a = (axb) x ¢, amelyben most
rendre a=u, b=V és c = Ar . A lefelé mutatd nyil azt a mennyiséget jeloli a képletben,
amelyre a V operator miikddik. Visszaidézve ismét az 1.4. Mintapéldat azonnal kapjuk, hogy
@p a merevtestszerid forgas a P pontban. Kiolvashato a képletbdl, felhasznalva a vektorinvarians
értelmezését, hogy a

T 229

merevtestszeri forgasvektor az u oV derivalt tenzor vektorinvariansa, a ([224]) osszefliggés alapjan
irhato

Up-Ar=@px Ar

egyenldség pedig nem més, mint az ([CZ0) képlet analogonja (annak alapjan kozvetleniil is felir-
hato).
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Osszegezve az eddig mondottakat a szilard test P pontjanak elemi kornyezetében 1évé, egyéb-
ként tetszbleges ) pont elmozdulasa a geometriai tartalomra vonatkozo révid utalasokkal a (19
képlet alapjan

ug~ up + Up-Ar = up +%p-Ar + Ap-Ar
~— —— ~— —— —
eltolédas  relativ elmozdulas eltolodas forgas alakvaltozas (2 . 26)

merevtestszeri mozgas

alakn.

2.2.4. Jelolések és szamitasi képletek. Kovetkezik a (ZI9) egyenletbdl, hogy
Au=ug—up~¥p-Ar +Ap-Ar (2.27)

a relativ elmozdulasvektor felbontasa. A jobboldal els6 Osszeadanddja a forgasbol, a mésodik
osszeadando pedig a tiszta alakvaltozasbol szarmazo része a relativ elmozdulasvektornak. Jelolje
rendre

’(/)m = wyxey +1.zez, ’(/)y = wxyem +wzyez ¢és 'l;bz e +wyzey (2'28)

a szilard test tetsz@leges pontjaban — ezt a koriilményt az fejezi ki, hogy nem szerepel indexként
sehol sem a P bet — a lokélis bazis Ar =e,, Ar=e, és Ar = e, egységvektoraihoz tartozo
relativ elmozdulasvektor tiszta forgast tartalmazo részét (vagy ami ugyanaz az e,, e, és e,
egységvektorokhoz rendelt képvektorokat a W-vel kapcsolatos leképezésben). A bevezetett jelo-
lésekkel

0 Yoy VYa-
E - gax gy gz = Q;Z)y:v 0 @Z)yz (2.29)
¢zx ¢zy 0
a forgatd tenzor métrixa, ahol a ferde szimmetria miatt
wmm = wyy = wzz =0 (2.30&)

— ezért nem tiintettiik fel ezeket a koordinatakat a (229)) képletekben —, és ugyanezen okbol
fennallnak a

Yoy = —Vya,  Pyz = —zy valamint a Y, =~y (2.30b)
Osszefliggések is.
Az el6z6ekhez hasonloan jeldlje rendre

1
Oy = Emez'f’gf)/yxey"f’gf)/zmez’ Oy = §’Ya:yez+5yey+ 5'723/627 (2.31)
1
a, = E'ya:zez + §7yzey +eze;

a szilard test tetszéleges pontjaban a lokalis bazis Ar = e,, Ar = e, és Ar = e, egységvektoraihoz
tartozo relativ elmozdulasvektor tiszta alakvaltozast tartalmazo részét (vagy ami ugyanaz az
e, ey ¢és e, egységvektorokhoz rendelt képvektorokat az A-val kapcsolatos leképezésben). A
bevezetett jelolésekkel

_ 1 1 -
Ex 5'79[:3/ §7zz
1 1
A: (7% Qy £z = E’ng; Ey 5"}/:,/2 (232)
1 1
i 2’72&: 2 Vzy €z ]
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az alakvaltozési tenzor matrixa. Az A tenzor szimmetridja miatt fennéllnak a

Yzy = Vyz Yyz = Vzy és Vzx = Vaz (2~33)

Osszefliggések.

A tovabbiak azt a kérdést vizsgaljak hogyan szamithatok a ¥ forgato tenzor valamint az A
alakvaltozasi tenzor métrixdnak elemei, ha ismeretes a szilard test elmozdulasmezeje, azaz ha
ismeretesek az ug(z,y, 2), uy(z,y,2) és us(z,y, z) elmozdulaskoordinatak.

A W =W forgatd tenzort értelmezs (EID) egyenlet alapjan, tekintettel a ([(ZZ8) egyenlettel

bevezetett jelolésekre és a ([(Z29), ZI0), ETH), valamint a [Z) képletekre

1 1 0 Ugy — Uyy  Ugz — Uzg
v = 5 (H_HT) = 5 Uyz — Uy 0 Uyz — Uzy
Uzy — Ugy Uzy — Uyz 0
0 wmy wwz 0 —¥z (Py
= wyx 0 wyz = Pz 0 —Px (2'34)
wzz wzy 0 - QOy P 0

a ¥ forgatd tenzor métrixa, ahol

1 (Ou, Ouy 1 /0u; Ou, 1 [Ouy, Oug
_ = _ S — ¢ = (=2 2.35
LA < dy 0z ) Ty ( 0z O < =T 9 o y (2:35)
a @ merevtestszeri forgas koordinétai.

Hasonl6 gondolatmenettel az A tenzort értelmezd ([2ZI0) egyenlet alapjan, tekintettel a ([Z31])
egyenlettel bevezetett jeloléesekre, a ([232), (Z10), valamint a () képletekre kapjuk, hogy

1 1
Ex S Vzy 372z
1 . 2Ugy Ugy FUyz  Ugz T Uszzp 1 2 %
A= 3 (Q+g ) =3 Uy + Ugy 20y, Uyz+Uszy | = She v 5% | (2.36)
Uzy +Ugz  Uzy + Uy 2uy, 1 1
L 572@ §sz €z i
ahol
Ouy Ouy ou,
Ex = Ere €y = a—y’ €, = 5 (2.37a)
valamint
Ouy  Ouy Ouy Ou, Oou, Oug
Yy = Tyx = By Dz’ Vyz = Vzy = 9z dy €S Yex = Yoz = 8—:C+ o (2.37b)

Osszefoglaloan azt mondhatjuk, hogy a (E34), valamint a (Z37alb) képletek segitségével a
szilard test tetszéleges pontjaban kiszamithatok a W forgato tenzor és az A alakvaltozasi tenzor
maétrixainak elemei az xyz KR-ben, feltéve persze, hogy ismeretes a szilard test elmozdulédsmezeje.

Erdemes ehelyiitt még egy tovabbi koriilményre is felhivni a figyelmet. A derivalt tenzort a
test tetszéleges pontjaban a ([ZI4) Osszefliggés értelmezi. A forgatod tenzort és az alakvaltozasi
tenzort add ([ZI1) és [ZI0) képleteket pedig ugy kaptuk, hogy a derivalt tenzorra alkalmaztuk a
felbontasi tételt. Bar a derivalt tenzorra vezet§ gondolatmenet sordn az xyz KR-ben folytak az
atalakitasok, a végeredmény, azaz a (1)) Osszefiiggés a derivalt tenzor KR fiiggetlen, és ebben
az értelemben annak invarians modu elGallitdsa. Kovetkezésképp a forgatod tenzor és alakvaltozasi
tenzor (Z17) és (EZT0)) alatti értelmezései is KR fiiggetlenek. A felsorolt tenzorok maétrixait ado

&1, ), 34), &35), valamint 36), Z3Zb) képletek azonban mar KR fiiggdek, csak

az xyz KR-ben érvényesek. Erre a koriilményre mindeniitt utaltunk.
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Visszatérve a ) pont relativ elmozdulasat ado [ZZ1) képlethez, a relativ elmozdulasvektor

tiszta alakvaltozast tartalmazo

ag=Ap-Ar
részét alakvdltozdsi vektornak nevezziik és ha a ) pont elmozdulasvektorat szamitjuk, akkor a
Q@ ponthoz kotottnek gondoljuk. A P pont elemi kérnyezetének alakvdltozdsi dllapotdn az elemi
kornyezet alkotd @) pontok alakvaltozasi vektorainak Osszességét értjiik.

Az eddigiek alapjan, kiilonos tekintettel a (2232) képletre illetve az alakvaltozasi vektor el6z6
értelmezésére, az a kovetkeztetés adodik, hogy a test P pontjaban a lokdlis KR Ar =e,, Ar = e,
és Ar = e, egységvektorainak végpontjaihoz tartozé o, p, ayp és a,p alakvaltozasi vektorok —
ezek egyméstol fiiggetlen hat skalaris koordinataja, illetve egyetlen mennyiség, azaz a P pontban
vett Ap alakvaltozési tenzor— egyértelmiien meghatarozza a P pont kis kérnyezetében fekvs, azaz
a P pont lokalis KR-ben a Ar helyvektori egyébként tetszéleges ) pont alakvaltozasi vektorat,
kovetkezdleg a P pont elemi kérnyezetének alakvaltozasi allapotéat.

Mivel az alakvaltozéasi allapotot lokalisan az A = Ap tenzor hatarozza meg, tisztdznunk kell
a tenzort meghatarozo alakvaltozasi vektorok elemeinek geometriai jelentését. Annal is inkabb
indokolt ez a kérdés, mivel kordbban, a 2otk oldalon az anyagi vonalak hosszainak, az anyagi vo-
nalak altal bezart szogeknek, a térfogatelemeknek és a feliiletelemeknek megvaltozasait neveztiik
alakvaltozasnak.

2.2.5. Geometriai szemléltetés. A felvetett kérdésre adand6 vélasz, amint azt majd lat-
ni fogjuk, szorosan kapcsolodik az elemi kornyezet mozgasanak geometriai szemléltetéséhez.
A P pont lokalis bazisanak egységvektorai altal kifeszitett PABC triédert elemi triédernek nevez-

2.9. abra.

ziik, ha az egység alkalmasan kicsi. Ez az elemi triéder egyike a @ik és B9tk oldalakon mér
emlitett elemi kornyezeteknek. Jeldlje rendre A, B és C az egységvektorok végpontjait. Ezek
elmozdulésait az [ZZ0) képletbdl kapjuk, ha a Ar vektor helyére rendre az e,, e, és e, egység-
vektorokat irjuk és figyelembe vessziik, hogy a [Z2Z9), [(ZZ)) és ([Z32) osszefuiggések alapjan

Y, =¥ e, =pxe, és o, =Ae,. m=ux,y,z (2.38)

Vegyiik észre, hogy a fenti képletekben nem jeloltiik, és lentebb sem jeldljiik kiilon a P pontra
torténd lokalizélast az U, ¥ és A tenzorok, valamint a merevtestszerti forgast ado ¢ vektor esetén.
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Ezzel azt kivanjuk hangsulyozni, 6sszhangban a korabbiakkal is, hogy a vonatkoz6 geometriai
kép a szilard test barmely pontjaban érvényes.

Visszatérve a geometriai szemléltetés kérdésére az a mondottak figyelembevételével felirhato
ug=up+U-e,=up+¥-e,+A e, =up+p,+a, =upt+pxe;+aoy, (2.39a)
up=up+U-ey=up+¥-e,+Ae,=up+tp,+a,=upt+pxe,+ay (2.39b)
uc=up+U-e,=up+¥-e,+A e, =upt+iyy,+a,=upt+pxe,+a, (2.39¢)

képleteket tiikrozi. Leolvashato a 2 abrarol, osszhangban a (Z3Jalb,c) képletekkel, hogy a
PABC elemi triéder elGszér 6nmagaval parhuzamosan eltolodik. Az eltolodast a P pont up
elmozdulasvektora adja, hiszen ez a ([Z339alb,c) képletek jobboldalanak elsé tagja. Az eltolodas
(transzlacio) utan P’ A;B,C, jeldli a triéder cstcspontjanak j helyzetét. Ezt kdvetSen elfordulnak
a P’ pont kériil a P’ 4, B,C, triéder ey, e, ¢s e, oldalélei. Az elforduldssal kapott

e, =e,+,, e,=e,+v, és e;=e,+, (2.40)
1j oldalélek képleteiben
P, =pxe,, Y, =pxey és P, =pxe, (2.41)

az e,, e, ¢s e, oldalélek Ay, By és Oy végpontjainak elmozdulasa a ¢ forgés kovetkeztében. Az
elfordulas utan A*, B* és C* jeloli az 1] ey, e és e oldalélek végpontjait.

Az eddigi merevtestszerd mozgas (eltolodas és forgas) soran a PABC elemi triéder a P A*B*C*
helyzetbe jutott, anélkiil hogy megvaltoztatta volna az alakjat.

Az alakvaltozas soran a P’ helyben marad, az A*, B* és C* pontok tovabb mozognak, a
vonatkozé elmozdulésokat pedig rendre az o, a, és o, alakvaltozési vektorok adjak. Masként
fogalmazva az

* * 2 *

v e, és e,

oldalélekbdl (anyagi vonalakbol) az alakvaltozas soran az

e

e, +ay, e, +ay és e, ta,
anyagi vonalak lesznek. Ezek alkalmas Osszehasonlitasaval pedig tisztazhatd a tiszta alakvalto-
zés matematikai mennyiségeinek geometriai tartalma. Miel6tt ezt a kérdést részletesebben is
megvizsgalnék érdemes harom megjegyzést tenni.
1. Ha a P pont elemi kornyezétében fekvs () pontot tekintjiik, akkor fennéll a
Ar = )\n, In|=1

relacig, ahol a A\ alkalmasan valasztott szorzotényezé.
Ennek a képletnek alapjan a (226l egyenletbdl, tekin-
tettel a (Z29), &2) és EZ3A) osszefiiggesekre, meg-

ismételve tehat a ([Z3Jalb,c) képletekre vezets gondo-
latmenetet, a

ug=up+U-Ar=up+A (¥ n+A-n)=
=up+A(¢Y,+a,) =up+A(pxn+ta,) (2.42)

eredményt kapjuk. Ha A =1 és az n helyére rendre az
2.10. abra. e, e, és e, egységvektorokat gondoljuk, akkor a fenti
egyenlet visszaadja a ([Z39alb,c) képleteket.

2. Amint arra mar korabban ramutattunk a P pont elemi kornyezetének elmozduléasallapo-
tat az Up = U derivalt tenzor, alakvaltozasi allapotat az Ap = A alakvaltozasi tenzor
hatarozza meg. Az is ismeretes, hogy az U tenzort az e, e, és e, egységvektorokhoz
tartozo u, u, é u, képvektorok — a korabbiak alapjan nyilvinvalo, és a L0 abrarol is
leolvashato, hogy ezek a képvektorok rendre az A, B és C pontok relativ elmozdulasai —
azaz kilenc mennyiség egyértelmien meghatérozza. Ugyanilyen modon a tiszta alakval-
tozast ado Ap = A alakvaltozési tenzort az e;, e, és e, egységvektorokhoz tartozd o,
a, ¢és o alakvéltozasi vektorok — a tenzor szimmetridja miatt ez a harom alakvaltozasi
vektor hat fliggetlen skalart tartalmaz — hatarozzak meg. A P ponthoz kotott és az e,
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2.11. abra.

e, &s e, egységvektorok altal kifeszitett triéder segitségével tehat gy szemléltethetjiik
mindkét tenzort, ha az e,, e, és e, vektorok végpontjaihoz kotétten koordinataik beraj-
zolasaval abrazoljuk az U-t meghatéarozo6 u,, u, és u., valamint az A p-t meghatarozo6 o,
oy és o, vektorokat — lasd a LTIl abrat, amelyen az u.,, valamint a +., /2 koordinatakat
azzal a feltevéssel rajzoltuk meg, hogy negativ az értékiik.

. Az elemi kornyezet mozgasanak, és ebbdl kovetkezGen az elemi triéder mozgasanak fel-

bontésa eltolodésra, forgasra és tiszta alakvéltozasra a tényleges mozgas geometriai tar-
talmanak megértését szolgalja. A valosagban ezek a mozgasok nem kiiloniilnek el. A
megfigyel csak egy elmozdulasmezt, nem pedig annak a fenti felbontassal kapott része-
it észleli. Az alakvaltozasi vektorok geometriai tartalméanak vizsgalata utan ki fog dertilni,
hogy a hosszvaltozasok, szogvaltozasok etc. azonban kozvetlentil is mérhetsk, hiszen itt
a test alakvéltozasaval kapcsolatos mérdszamokrol van szo.

2.2.6. Az alakvaltozas geometriai tartalma I A geometriai tartalom tisztazasa az elemi

triéder mozgasanak vizsgalatan alapul. Természetszertien csak az alakvaltozasokkal kapcsola-

tos geometriai kérdésekre forditunk figyelmet. Ko-
vetkezGleg az elemi triéder merevtestszerti mozgasa
utani helyzet szolgal kiindul6é pontként. A részlete-
ket a abra szemlélteti.

Els6 lépésben a hosszvdltozdsok kérdését tekint-
jik at. Az elemi triéder merevtestszerti mozgasa
utan kapott

* e’ és e’

€z, Y z

egységnyi hosszusagu oldalélekbd! (anyagi vonalak-
bol) a tiszta alakvéltozas soran az

* * A *
e, +a,, e, +ay és e t+aoa,

oldalélek (anyagi vonalak) lesznek. Ezeknek az
anyagi vonalaknak hosszat az

14é,, 1+¢&, és 14¢€,
A’ modon irjuk fel, ahol &;, €, és .-t egységnyi hossz-
ra jutd hosszvdltozdsoknak, mas elnevezés szerint
2.12. abra. pedig fajlagos mnyiuldsoknak nevezzik. Ami az

alakvéltozast szenvedett oldalélek hosszanak fen-

tiek szerinti felirasmodjat és elnevezések hatterét illeti azt hangsilyozzuk, hogy egységnyi hosszi-
sagu anyagi vonalak kis alakvéltozas sordn bekovetkezd hosszvaltozasarol van szo.
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A fentiek alapjan kapott, és példaként tekintett
11 +&x] = le; +ay

relacié négyzetre emelésével irhatd, hogy
2

T

1428, +62=1+42€" -a,+a
ahol a (Z40) 6sszefliggés alapjan ef = e, +1,,, kovetkezoleg
26, +E2 =2 (e, +1,) o+l

Kis elmozdulasok és alakvéltozasok esetén mind &2 mind pedig 1, - o, masodrendtien kicsiny,
ezért elhanyagolhato. Ez egyben azt is jelenti, kihasznalva ehelytitt a ([Z38) illetve a (Z3TI)
Osszefliggéseket, hogy

Er=€p- =€, -A-e,=¢c,.
Nyilvanvalo, hogy ebben képletben az x helyére y és z is irhat6d. Az is nyilvanvalo, hogy a kapott
eredmény a szilard test barmely P pontjaban igaz, azaz altalanos érvényt. Osszegezve a fentieket
azt mondhatjuk, hogy az alakvaltozasi tenzor f6atlojaban allo

en=¢€en-A-e,, n=ux,y,z (2.43)

elemek az n irdnyban mért fajlagos nyulasok.

A tovabbiakban a szdgudltozdsok kérdését tekintjiik at.

Jelolje Ay, azt a szoget, amellyel az m, n (m,n=x,y, z; m#n) anyagi vonalak, azaz az e,
és e, iranyok altal bezart 7/2 nagysagu szog megvaltozik, azaz kisebb lesz, ha 7, > 0 illetve
nagyobb lesz ha 4, < 0. Vegyiik észre, hogy valojaban a €}, és e} iranyok altal bezart /2
nagysagu szog megvaltozasarol van itt szo, hiszen az a merevtestszeri mozgas amely az e, és e,
vektorokat a e}, és e), vektorokba viszi at valtozatlanul hagyja a szogeket. A abra a sziirke
kiilonb6z6 arnyalataival szemlélteti az utébbi vektorok altal az alakvaltozas utan bezart

/2= Aay, /2=y és T2 =0
szogeket. Megéllapodas szerint a .y, Yy és V.. szogvaltozasokat fajlagos szogudltozasoknak (faj-
lagos szogtorzulasoknak) nevezziik. A szogvaltozasok és az alakvaltozasi tenzor kozotti kapesolat
tisztazasara, példaként tekintve az x,y iranyokat, a skalarszorzat értelmezésének felhasznaldsaval
felirhato
(eh +au)- (e +ay) = e +au||e;+ay|cos (7/2—F,,)
—_— —— —— ———
1+4€x 148y SN Ay Ry
egyenletbdl érdemes kiindulni. A fenti képlet elemi lépésekkel atalakithato. Elvégezve a kijelolt
szorzasokat a
e, e, te a;+e; oytoy ay=(1+&)(1+&) sindy
——
0 1 & +Ey+Ea8y
kozbiils6 eredményt kapjuk. Kis alakvaltozasok esetén

— elhanyagolhatok a mésodrendben kicsiny tagok (pl.: e o, = (e, +,) a, ~ e, a,),

— érvényes az 1 +&, +&, +£E,€, ~ 1 kozelités és
— Aay| € 1 azaz sinqgy = gy
kovetkezdleg, felcserélve a két oldalt irhatjuk, hogy

Yoy R €z Oy +€y -y .

A [Z38),, &3 és [(Z33) osszefiiggeések felhasznalasaval innen a

~ 1 1
Yoy R € Oty +ey.ax:ez-A-ey+ey~A-ex :E’Yzy+§7yx:7yx

2e;-A-ey=2ey-Aey

eredményt kapjuk. Megjegyezziik, hogy a kozéps6 képletrész alé szedett egyenléség, 6sszhangban
az ([C38), Osszefiiggéssel az alakvaltozasi tenzor szimmetriajat fejezi ki.
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Nyilvanvalo, hogy az utobbi képletben az xy helyére yz és zx is irhat6. Az is nyilvanvald, hogy
a kapott eredmény a szilard test barmely P pontjaban igaz. Osszegezve a fentieket azt mond-
hatjuk, hogy az alakvaltozasi tenzor féatlon kiviili elemeit megduplazva az egymasra merdleges
m és n anyagi vonalak kozott mérhets

an:2em'A'en:2€n'A'em:7nmv mﬂ”&:x’y’Z;m#n (244)

fajlagos szogudltozdsokat kapjuk.

2.2.7. Az alakvaltozas geometriai tartalma II A fajlagos nyulasokkal és szogvéltozasokkal kap-
csolatos és az el6z6 szakaszban részletezett eredményeket gy is megkaphatjuk, hogy az alakvaltozési

viszonyokat altalanosabb megkozelitésben tekintjiik at. Legyen Ary és Ars a P pont elemi kornyezetében
fekvé N és M pontok P pontra vonatkoztatott helyvektora.

A vonatkozo n és m iranyokat (anyagi vonalakat) az n és m
egységvektorok jelolik ki, az n és m iranyok &altal bezart szoget
pedig aq2 jeloli. Az ano sz0g specidlis esetben zérus illetve /2
is lehet.

A P pont elemi kérnyezetének merevtestszerd mozgéasa és
tiszta alakvaltozasa utan, Osszhangban az eddigi jel6lésbeli
megallapodasainkkal, P’ és N, illetve M’ jeloli a P és N, il-
letve M pontok helyét, a Ary és Ars helyvektorokbol a Ar)
és Ar), helyvektorok jonnek létre, a vonatkozé n' és m’ ira-
nyokat (anyagi vonalakat) az n’ és m’ egységvektorok jelolik
ki, az n és m irdnyok kézotti szog pedig ajy-re valtozik. (Az n
és m térbeli egyenesekbdl az n’ és m’ térgorbék jonnek létre,
de ezek jol helyettesithetSk egyenesekkel a P pont elemi kor-
nyezetében.) Leolvashaté a viszonyok szemléltetésére rajzolt
T3 abrarol, hogy

Ar) = Ary + Ay és Ary, =Ars+Auy  (2.45a)
ahol, sszhangban az [ZZZ2) dsszefiiggéssel
2.13. ébra. Au1 =U- AI’l és AUQ =U- AI’Q (245b)

a relativ elmozdulasok.

Miel6tt tovabb részleteznénk az atalakitdsokat érdemes a szorzési miiveletek kapcsan megjegyezni,
hogy valamely mondjuk a W tenzor és az u vektor W -u szorzata, mint egy vektor, a skalaris szorzas
kommutativ volta miatt akar balrol, akar pedig jobbrol is szorozhato a v vektorral. Az utobbi esetben, a
félreértések elkertilése érdekében, zarojelparba helyezziik az els6 szorzotényezot addo W -u vektort:

v-W-u=(W-u) v

Mivel a fenti egyenl@ség jobboldalan allo szorzat kényelmetlen, csak akkor hasznaljuk, ha a mtveletek
végzése soran ez a természetes szorzasi sorrend adodik. A szorzatot azonban egy kévetkezs 1épésben méar
a fenti képlet baloldalanak megfelelGen szedjiik.

Ha a W -u szorzat, mint vektor vektorialis szorzasban szerepel, akkor azt kdvetkezetesen zardjelparba
helyezziik pl.:

(W-u)xv=—-vx (W-u) .
Visszatérve mostmar a vizsgalni kivant geometriai kérdéskorhoz a (ZZhalb) felhasznalasaval irhatjuk,
hogy

Ary-Arh, = (Ar;+Auy) - (Ara+ Aug) = (Ar; + U - Ary) - (Ara+ U - Arg) =
= AI‘l -AI’g—f—AI‘l UAF2+(UAP1) -Ar2+(U-Ar1) (UAI‘Q) . (246)

A kapott eredmény tovabbi atalakitasa soran vegyiik figyelembe, hogy
— Ar] = Asin’ és Ar, = Ashm’ kovetkezbleg Arf - Arl, = Asi Ash cosaly
— Ar; = Asin és Ary = Asom kiovetkezdleg Arg - Arg = As1Ass cos g
— (U-Ary1)-Arg = Ars- (U -Ary) = Ary-U - Arq, valamint hogy
— a masodrendben kicsiny (U - Ary)- (U - Arg) szorzat elhanyagolhato a tobbi tag mellett.
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Az el6zGek felhasznalasaval atirhato a ([Z240) Osszefiiggeés
As|Ashcosaly = AsiAsgcosaia +Ary -U-Arg+Ary-U - Ary .
A végsé alakot annak figyelembevételével kapjuk, hogy felhasznaljuk az ([C36) alapjan irhato
Ars-U-Ary = Ary 'UT'AI'Q
Osszefliggest, kiemeléseket hajtunk végre és helyettesitjiik az alakvaltozasi tenzort ado ([I6) képletet:

AsAsy cos oy = Asi Asg cos agg + Ary - (U+ UT) “Ary =
= As1Asycosaia+2Ar; - A-Arg .

Mivel az utébbi egyenlet a test barmely P pontjaban fennall a P ponton atmend n és m anyagi vonalakra
nézve azért a

A8 Ash cosaly = AsyAsy cos o +2Ar, - A Arg (2.47)

alakban irva barhol alkalmas a szogvaltozasok szamitaséra, ha a tobbi mennyiség ismert.
Az aldbbiakban két specialis esetet tekintiink &t.

1. Az elsé esetben tegyiik fel, hogy a1 = 0 azaz n = m. Ekkor igazak a
As] =Ashb =As", aly=a12=0, As;=Asy=As ¢és Ar;=Ary =nAs
Osszefiiggések, kovetkezsleg

(As')’ = (As)*+2n-A-n (As)? = (As)*(1+2n-A-n)

ahonnan )
A/
((AS))2 =1+2n-A-n
s
és A
AS =vV14+2n-A n~14+n-A-n
s

vagy ami ugyanaz

As’ 1= As' — As

_ —n-A-n . 2.4
As As n n (2.48)
Figyelembe véve, hogy a As’— As kiilonbség nem méas mint a As fvelem hosszanak megvaltozasa
az
As'—As
n= ———— 2.4
€ s (2.49)

tort az n irdnyban mert e, fajlagos nytlas (hosszvaltozas), amivel ([Z48)-bol az altalanos érvényt

En=mn-A-n (2.50)

Osszefiiggést kapjuk. Vegyiik észre, hogy ez a képlet, amely a szilard test tetszéleges P pontjaban
az n iranyban mért fajlagos nyulast adja, speciélis esetben, azaz n=x,y, z és n=e,,-re megegyezik

a ([ZZ3) képlettel.

2. A masodik esetben tegyiik fel, hogy ao = 7/2. Mivel az alakvaltozasok kicsik azt is feltehetjiik,
hogy a,12:7T /2—nm ahol v, az egymasra merdleges m és n iranyok kozotti fajlagos szogvaltozas,
azaz Ynm > 0 {Ynm <0} ha az n, m iranyok altal bezart a2 = 7/2 szog csokken {novekszik}.

A tovabbiakban a ([ZZ1) osszefiiggeés atalakitasa a célunk, annak figyelembevételével, hogy
cosaia =0, cosaly=cos(m/2=Ynm) = S0 Ynm & Yom ,
ASlASQ
Ar; =nA Ary; = mA s ——— &
I nAasy, Io mAass €8 AS’lASIQ

Az utobbi képletek részleges helyettesitésével [ZAD)-bdl a
ASy Ay Ynm = 2n- A-mAs; Asy

alak kovetkezik. A As|Asl szorzattal valo atosztas a kivant végeredményt adja

Yom = 2n-A-m. (2.51)
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Vegyiik észre, hogy ez a képlet, amely a szilard test tetsz6leges P pontjaban az egymasra me-
réleges n és m iranyok kozotti v, fajlagos szogvaltozast adja, specidlis esetben, azaz n,m =
=x,y,2; n#m és n,m = e,-re megegyezik a ([ZZ) képlettel.

2.2.8. Az alakvaltozas geometriai tartalma III Az alakvaltozas sordan a AV térfogat-
elembdl a AV’ térfogatelem lesz. Az egységnyi térfogatra esé térfogatvaltozast fajlagos térfogat-
valtozdasnak nevezzik és az
AV — AV

AV
hanyadossal értelmezziik. A tovabbiakban az a célunk, hogy meghatarozzuk az ey fajlagos tér-
fogatvaltozas és az alakvaltozésjellemzk kozotti kapcesolatot. Nyilvanvald, hogy

ey = (2.52)

AV = (Aze, x Aye, )-Aze, = (Ary X Ary)-Arg.
—— —— =~
Ary Aro Arg
Kittinik a ([ZZ5alb) képletekbdl, hogy a Ar; (i = 1,2,3) vonalelem vektorokbol a
AI‘; =Ar;+Up-Ar; (253)

vonalelem vektorok lesznek a szilard test mozgasa utan. Kévetkezgleg
AV’ = (Ar} x Arh) - Arf .

Az utobbi képlet atalakithato a Ari-t ado ([ZD3) Osszefiiggések helyettesitésével. Az atalakitas
soran csak a derivalt tenzorban linearis tagokat tartjuk meg — vagyis elhagyjuk az U p-ben
maéasod- illetve magasabbrendd tagokat — és a kivant eredmény elérése érdekében alkalmasan
atrendezziik a vegyes szorzatok szorzotényezsinek sorrendjét. Emellett, amint azt korabban is
tettiik, elhagyjuk a P indexet. A lépéseket az alabbiak részletezik:

AV = [(Ar1+U-Ary) x (Arg+U - Ary)]- (Ars+U - Arz) =
= (Ary X Arg)-Ars+[(U - Ary) x Arg] - Arg+ [Ary x (U - Ary)]- Arg
+ (Ar; X Arg) - (U - Ars) +magasabbrendd tagok .
ahonnan, tekintettel az (L31]) — a w helyére u-t gondolva —, valamint a [ZI0) és a ) képletekre
AV =AV[1+(eyxe.) (U-e,)+ (e, xe,) - U-e,+ (e, xey)-(U-e,)| =
—— ~——— ———

ez €y €z
=AV[l+e, - U-e,+e,-U-e,+e.-U-e,],
Ouy 6’U,y Ou,
Urx="~ Uy =——— Uzz="~
ar "=y 9

vagyis a
AV’ o uy  Ouy  OJu,
AV or 0OJy 0z
képlet kovetkezik. Kihasznalva most a 37l és ([ZD2) osszefliggéseket

=u-V

ey =gz teyte, =u-V (2.54)

az eredmény.

Nyilvanvalo, hogy a fajlagos térfogatvaltozés mint fizikai mennyiség KR, fiiggetlen kell, hogy
legyen. Visszaidézve a szimmetrikus W tenzor Wy elsd skalarinvariansat ado ([CG3al) képletet,
azonnal latszik, hogy a fajlagos térfogatvaltozas, vagyis a fenti Osszefiiggés jobboldala, nem més
mint a szimmetrikus A alakvaltozasi tenzor A els6 skalarinvaridnsa, és igy valoban KR fliggetlen
mennyiség. A mondottak kihasznalasaval irhato

ey = Ag (2.55)

egyenlet a fajlagos térfogatvéltozas invarians voltat hangsulyozza.
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2.2.9. Az alakvaltozasi tenzor fétengelyproblémaja. A EZT4l abra a P pont helyi KR-
ben az n irdnyt kijeldls n egységvektor N végpontjahoz kototten szemlélteti az a, = A-n
alakvaltozasi vektort, amely felbonthatd egy n irdnyu és egy az n irdnyra merdleges Osszetevire

1
Qn = Q)| +op = Q)| + §7n (256)

ahol, tekintettel az e, fajlagos nyulast ado D) Osszefiiggésre és a kétszeres vektorszorzatok
kifejtési tételére, a keresett két Osszetevs az

oy =Mm-a,)n=(n-A-n)n=¢c,n (2.57a)

és
1

Opl = 5771 :an_(n'an)n: (nxan) X1n (2'57b)

Osszefliggésekbdl szamithato. Ezen a ponton felmeriil a kérdés, hogy létezik-e olyan n irény,
amelyre nézve o, = o) azaz oy, = %’yn = 0. Ha létezik ilyen irany, akkor

an=A-n=en=a,| (2.58)
azaz
(A—e,E) n=0. (2.59)

Az utobbi egyenlet azonnal kovetkezik a szimmetrikus W tenzor sajatértékfeladatéval kapcesola-
tos (CEO) egyenletbdl, ha a W helyére a szimmetrikus A alakvaltozasi tenzort, A helyére pedig
en-t irunk. Ez egyben azt is jelenti, hogy a szimmetrikus tenzorok sajatértékfeladataval kapcso-
latos és az 1.6 szakaszban részletezett valamennyi
eredmény itt is érvényes. A széhasznalatban je-
lentkez eltérések miatt az aldbbiakat érdemes
ehelyiitt megismételni.

Az A alakvaltozasi tenzorral kapcsolatos (209
sajatértékfeladatot az alakvdltozdsi temzor féten-
gelyproblémdjanak, az e, sajatértékeket fonyild-
soknak, a kapott n iranyokat alakvdltozdsi fdird-
nyoknak nevezzik

Az A alakvaltozasi tenzor f6tengelyproblémé-
janak legaldbb harom megoldasa van a f{&ira-
nyokra nézve. Ha csak hdrom a megoldasok sza-
ma, akkor ezek az iranyok kolcsondsen merdle-

2.14. abra. gesek egymésra. Ha tobb mint harom a meg-

oldasok szama, akkor végtelen sok megoldés van,

de mindig kivilaszthato ezek koziil harom egymésra kdlesonosen merdleges megoldas. Az e,

(n =1,2,3) fényulasokat nagysag szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis ugy valasztjuk meg az
indexiiket, hogy fennélljon az

€1 > €2 > €3 (2.60)

relacio. A vonatkozd nj, ns és ng iranyvektorokat pedig tgy érdemes megvélasztani, hogy azok
jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak. Ez a valasztas mindig lehetséges.

Az alakvaltozasi fGiranyokat megadd ny, ny és ng iranyvektorok altal kifeszitett kartéziuszi
KR-ben, tekintettel ([Z58)-re az ay =e1n1, gy =e9ny és ag=e3ng képletek adjak az alakvaltozasi
vektorokat, kovetkezésképp

€1 0 0
A =| o | a | a3 |=|¢€n | &Ny | en3 |[=| 0 & 0 (2.61)
(3%3) 0 0 e3

azaz az alakvaltozési tenzor méatrixa diagonélis.
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2.3. FESZULTSEGI ALLAPOT, BELSO ERORENDSZER

2.3.1. Fesziiltségvektor. Tegyiik fel, hogy a vizsgalat targyat képezs B-vel jelolt szilard
test egyenstlyban van a test V térfogatan miikods térfogati ER, valamint a test A hatarfeliiletén
kifejtett feliileti ER (egytitt kiils6 ER) hatasara. A két erérendszert egyiitt 6negyensulyinak ne-
vezziik. Vagjuk ketté gondolatban, egy hipotetikus belsg S feliilettel a B jeld testet, és téavolitsuk
el — ugyancsak gondolatban — az igy keletkezs testrészeket egymastol.

Az egymastol gondolatban eltavolitott testrészeket a EZTHl abra szemlélteti.

Jelolje az atmetszéssel kapott 1 és 2 jeld testrészek térfogatat Vi és Vi, az A hatarfeliilet
vonatkozo részeit pedig Ay és As. Az S feliilet 1 és 2 jeli testrészekre esG részeit pedig, 0ssz-
hangban az eddigiekkel, S és So jeloli. Az 1 jeli testrészt az Ay és S, a 2 jeli testrészt pedig
az Ay és Sy feliiletek hatéaroljak. Nyilvanvalo, hogy

V=V1uls, A=A1UAy és S=51=25,.

Mivel a B jeld test egyensiillyban van, kézenfekvs az a feltevés, hogy az dtmetszéssel kapott
1 és 2 jeld testrészek is egyensilyban vannak. Az 1 jelid testrész A; feliiletén és V; térfogatéan
mikdds, és az abran nem feltiintetett feliileti és térfogati ER azonban nem 6negyensilyi, hiszen
csak részei a teljes testen mikodd és onegyensilyi kiils6 ER-nek. Sziikségszert tehat az a felte-
vés, hogy az egyensiily biztositasa érdekében az Sy belsd feliileten valamilyen megoszlo ER-nek,
elnevezése szerint belsd ER-nek, kell hatnia. Ezt az ER-t valojaban a 2 jeld testrész fejti ki az 1
jeli testrész S bels feliiletén.

2.15. abra.

Hasonl6 gondolatmenettel adodik, hogy a 2 jeld testrész As feliiletén és V5 térfogatan miikods
feliileti és térfogati ER nem Onegyensulyi, azaz az egyensuly biztositasa érdekében az Ss belsd
feliileten is valamilyen megoszl6 bels6 ER-nek kell hatnia. Ezt az ER-t az 1 jeld testrész fejti ki
az 2 jeli testrész Sy bels§ feliiletén.

A B jelii testet végtelen sokféleséggel valaszthatjuk belss feliiletekkel két részre és igy végtelen
sok belsg feliiletparon kell megoszld belsé ER-t feltételezni. Mindezeken a feliileteken megoszlo
belsé ER-ek Gsszessége a test teljes belsé ER-e.

Jelolje p, vagypedig t az 1 jeld testrész S; belsg feliiletén ébredd belsd ER sdrdséguektordt.
Az akci6 reakcio torvény értelmében az So belss felilletén —p a bels6 ER stirtiségvektora. Az
abra ennek megfelelGen tiinteti fel az S; és Sy belsg feliiletek valojaban egymassal egybees§ P
pontjaban a viszonyokat.

A belss ER p, illetve t strtiségvektorat fesziltséguektornak (vagy roviden fesziiltségnek) ne-
vezziik. Mivel a fesziiltségvektor feliileten megoszlo ER stirtiségvektora mértékegysége

1Pa=1N/m? (elnevezése Pascal), vagypedig 1N/mm?=1MN/m?=1MPa.

Megjegyezziik, hogy az els6 mértékegység nagyon kicsi, ezért a szilardsagtanban szinte kizaroélag
a masodik mértékegységet, azaz az 1N/ mm? egységet hasznaljuk.
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Az S felillet P pontjaban a dA elemi feliileten megoszlo belsé ER ereddje (elemi eredd) a
dF=pdA=tdA (2.62)

Osszefliggéssel szamithato.

Nyilvanvalo, hogy a fesziiltségvektor fligg attol, hogy az Osszetartozd Sy és So belsd feliiletek
melyik, valojadban egymassal egybeess, P pontjaban vagyunk.

Jelolje n az 1 jeli testrész kiils6 normalisat a P pontban. A 2 jelii testrésznek ugyanebben a
pontban —n a kiilsé normélisa.

Ugyanazon P pontra végtelen sok belsd feliilet illeszthets. Ezeken a belsS feliileteken alta-
laban mas a bels§ erérendszer megoszlasa, és igy fesziiltségvektor P pontbeli értéke is. Mivel a
belsé feliiletet lokalisan az érintésik allasat megszabo normalis jellemzi, azt mondhatjuk, hogy
a P pontbeli fesziiltségvektor a P ponton athala-
dé belsd feliilet normalisanak fiiggvénye. A
adbra a P pontra illeszkeds két kiillonb6z6 belsd
felillet dA; és dAy feliiletelemén — a vonatkozo
kiilsé normalisokat rendre n; és ns jeloli — szem-
lélteti a belsé ER p,,; és p,o striségvektorat, a
fesziiltségvektort.

Az indexként kiirt ny és no azt fejezi ki, hogy
a rogzitett P pontban a normalistol fligg a fe-
sziiltségvektor.

A fentieket tgy foglalhatjuk Gssze, hogy a P
pontbeli fesziiltségvektor a P pontra illeszthe-
t6 elemi feliilethez kotott, és annak normalisatol
fige. A P pontra illeszthets Osszes elemi felii-

2.16. abra. leten mikods fesziltségvektorok Osszessége a P
pontbeli fesziiltségi allapot. Mas megfogalma-
zésban a P pont elemi kornyezetének fesziiltségi allapota.

Az egész testet tekintve a p fesziltségvektor a helynek, vagyis az r helyvektornak, illetve
rogzitett r-re az elemi feliillet n normélisainak a fiiggvénye:

p=p(r,n). (2.63)

Az akcio reakcio torvény kovetkezménye, amint arra mar fentebb ramutattunk, hogy a normalis
elGjelének megvaltozasa a fesziiltségvektor elGjelének megvaltozasat eredményezi. Fennall tehat
a

plr,~m) = —p(r, n) (2.64)
egyenlet.

2.3.2. A fesziiltségvektor felbontasa, normalfesziiltség, nyirofesziiltség. A test egy
rogzitett P pontjaban az n normaélisi feliileletelemen ébredd fesziiltségvektort p,,-el vagy t,-el
szokas jelolni. Ez a jelolésmod, amint arra mar fentebb utaltunk, kiilon is hangsiilyozza, hogy a
P pontbeli fesziiltségvektor az n normalis fiiggvénye. A bevezetett jeloléssel a LG osszefiiggeés
a

pn=—py (2.65)

alakba ifrhaté at.
A P pontban az n normalisi feliileletelemen ébredd fesziiltségvektor felbonthato egy normalis
iranyu Py|| €s egy arra merdleges p,, | = T, Osszetevire:

ahol, tekintettel a kétszeres vektorszorzatok kifejtési tételére is

Py = (- p,)n=0,n (2.67a)
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és
pni:Tn:pn_(n'pn)n:(nxpn)xn' (2.67b)
Ami a jeloléseket és elnevezéseket illeti a
op=1n-p, (2.68)

fesziiltségkoordinata az un. normdlfesziltség. Ez pozitiv, zérus és negativ is lehet. Az érintésikban
fekvé és

A Tn=|Tn| =VpP2—02>0 (2.69)
n abszolutértéki 7, Osszetevst nyirdfesziiltségnek
(més elnevezéssel csusztatdfesziltségnek) nevezzik.
AEBTA abra a P ponthoz kotott és az n, m, 1 vekto-
rok altal kifeszitett jobbsodrati kartéziuszi KR-ben
(m és 1 a feliiletelem sikjaban fekszik és a mondot-
taknak megfelelGen

mxl=n)

szemlélteti a p,, vektor felbontésat. Leolvashato az
abrarol, hogy

Pp =00+ Ty =00+ Tpym+1,1. (2.70)

Vegyiik észre, hogy a o, normalfesziiltség egyetlen
indexe a fesziiltség iranyat (a feliiletelem normalisat)
azonositja. A 7, és 1, nyirofesziiltségek els6 indexe
a nyirofesziiltség irdanyat adja meg, a masodik index
2.17. abra. pedig ismét azon feliiletelem normaélisat azonositja,
amelyben a nyirofesziiltség fekszik.
Ha az n, m, 1 vektorok helyére rendre e,, e, és e, -t (a pozitiv = tengely felel meg a
normalisnak), e,, e, és e, -et (a pozitiv y tengely felel meg a normalisnak), végezetiil e, e, és
e, -t (a pozitiv z tengely felel meg a norméalisnak) gondolunk, akkor

Py = 0z€5+ Tyz€y+ o€, (2.71a)

Py = Tay€z +0y€y +Ty€; (2.71b)
és

PZ = Tzz€x +Tyzey+0zez (271C)

a fesziiltségvektor felbontésa az x, y és z normalisa elemi feliileteken.

2.3.3. Cauchy tétele, fesziiltségtenzor. A jelen szakaszban arra a kérdésre keressiik a
valaszt, hogy milyen alaku a szilard test egy tetszdleges de rogzitett P pontjaban a

pn = p(n)

fliggvény alakja.

A gondolatmenet els6 1épésében néhany geometriai kérdést tisztazunk. Tekintsiik a P pont
elemi kornyezetébdl kiragadott és a abréan vazolt elemi tetraédert. A tetraéder x, y és z
tengelyekre esé oldaléleinek hossza rendre a, b és ¢, az eliils6 lapjahoz tartozé magassaga pedig
h. Az yz, zx és xy koordinatasikokban fekvs oldallapok kiils6 normélisa rendre —e,, —e, és —e.,
teriilete pedig

1 1 1
Ay = =be, A, = -ac és A, ==ab. (2.72)
2 2 2
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2.18. abra.

Jeldlje A, a homloklap teriiletét és V' a tetraéder térfogatat. Legyen tovabba
n=nge; +nye,+n.e;; In| =1

az elemi tetraéder homloklapon vett kiils6 normalisa. Leolvashat6 az abrarol, hogy a homloklap
A, n teruletvekora az

1 1
A,n = 5B XTAC = 3 (—aey+bey) x (—ae, +ce,) =

1 1 1
= §bcex + §acey + §abez =Aze, +Ae,+Ae,

modon szamithato. Az e, e, és e, egységvektorokkal valo atszorzéssal innen az
A, =A,n-e, =nzA,, Ay =A,n-e, =nyA, és A, =Am-e,=nA, (2.73)

képletek kovetkeznek. Mivel n,, ny és n. az n normélis x, y és z tengelyekkel bezart szogeinek
koszinusza a utobbi egyenletekhez vilagos geometriai tartalom tartozik. Eszerint A,, A, és A,
rendre az A,, homloklap vetiilete az yz, zx és xy koordinatasikokra.
A gondolatmenet mésodik részében megvizsgaljuk az elemi tetraéder egyensulyi allapotat.
Mivel a szilard test egyensulyi allapotban van, logikus az a feltevés, hogy barmely része, azaz
a kiragadott elemi tetraéder is egyensilyi allapotban van. Az elemi tetraéder feliiletét alkoto
—e,, —€y, -e, és n kiils6 normélist lapokon a

P—z= Pz P—y = —Py; P—r=—P; és Pn,

fesziiltségek, mint feliileti ER — a képletek irasa soran figyelembe vettiik a (2260) osszefiiggést is —,
a tetraéder térfogatan pedig a q strtiségi térfogati ER mikodik. Az egyensuly (tartés nyugalom)
egyik feltétele, hogy az elemi tetraéderre hato teljes ER eredd vektora zérus legyen. Fenn kell

tehat allnia az
—/ pdi—/ pydA—/ psz+/ pndA+/ qdV =0 (2.74)
Aq Ay A, A 1%

egyenletnek. Jelolje rendre (p,), (p,), (p.) € (p,) a fesziiltségvektorok A,, Ay, A. é A, ol-
dallapokon vett atlagat. Legyen tovabba (q) a térfogati ER V-n vett atlaga. Az atlagértékek
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birtokdban
[ pdaa=tian [ paa=(p)a,. [ par—tp)a.
Ay Ay A,

és

/ prdA=(p,) An, /quV=<q>V-

n

Az utobbi képletek [Z)-be torténd helyettesitése és atrendezés utan

(Pn) An = (p.) Au+(p,) Ay+(p.) A-—(q) V (2.75)

az egyensulyi feltétel alakja. A tetraéder térfogatat ado V = A, h/6, valamint a [E73) képletek
helyettesitésével

Aph
(Pn) An = (py) NaAn+ <py> nyAn+(p.) n-An—(q) 6
majd az A,-el vald osztassal a
h
(Pn) = (pa) nwt(py) 1y +(p2) == (@) & (2.76)

képletet kapjuk. Vegyiik most az utobbi egyenlet hatarértékét, ha a h — 0, és a hataratmenet
soran nem valtozik az n normalis iranya (az A, homloklap énmagéval parhuzamosan mozog a P
pontra). Ekkor a (p,,), (p.), <py> és (p,) atlagértékek a fesziiltségvektorok P pontbeli p,,, p,,
py €s p, értékeihez tartanak, az utolsé tagnak pedig, q feltételezett korlatossdga miatt, zérus a
hatarértéke. Fennall tehat a P pontban a

egyenlet. Tovibb alakithato a fenti eredmény, ha figyelembe vessziik az n, =e;-n, ny, =e, -n és
n.=e,-n képleteket, valamint a diadikus szorzatokkal kapcsolatos szabalyokat — lasd az ([C28)-ra
vezetd gondolatmenet utolso el6tti 1épését:

o = 2 (€2-m) £, (4 1)+ p, (€21) = (py 0€s) n+ (py00,) Mt (p,00s) m =
= [pyoe.+p,0e,+p,oe.] n.

T
Az utobbi képletben allo

T =p,oe,+p,oe,+p,oe, (2.78)

tenzort, Cauchy nyomaén, fesziiltségtenzornak nevezziik. A fesziiltségtenzor segitségével

p,=Tn (2.79)

a P pontbeli n normalisti lapon a fesziiltségvektor. Szavakban: a p, vektor homogén linearis
vektor-vektor fliggvénye a P pontbeli n norméalvektornak. Fz az eredmény Cauchy tétele.

A [ETTalb,c) és [10) osszefiggések alapjan

Or Txy Taxz
T=1p, | P, |P, |= Ty Oy Tyz (2.80)

Tzx Tzy Oy

a fesziiltségi tenzor matrixa az ryz KR-ben.
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A tetraéder egyensulyanak masodik feltétele, hogy a tetraéder oldallapjain és térfogatan
miikods ER nyomatéka egy adott pontra, mondjuk az O origéra zérus legyen. Ebbdl a feltételbsl
— a formalis igazolast a 2.4. Mintafeladatra hagyjuk, egy elemi igazolast pedig a jelen szakasz
végén kozliink — az kovetkezik, hogy zérus a fesziiltségi tenzor vektorinvariansa, azaz

1
ta:—§ (P xex+p,xe,+p,xe.)=0. (2.81)

Az 1.4.2. szakaszban megmutattuk, hogy a vektorinvaridns elttinésébdl a tenzor szimmetridja
kovetkezik és szimmetrikus tenzor esetén, amint az ([CZ9)-bol azonnal latszik, a tenzor méatrixa
is szimmetrikus, azaz

Toy = Tyz » Tyz = Tzy és Tex = Tz - (2'823)

vagy ami ugyanaz, de KR fliggetlen alak:

T=T". (2.82D)

A fesziiltségi tenzor ismeretében a ([ZG8) és 1) képletek egybevetésébdl

op=mn-p,=n-T-n (2.83a)

a normalfesziiltség, a 1) és Z7) képletek alapjan pedig

Ton=m-p, =m-T-n (2.83b)

a nyirdfesziiltség az n normalisi elemi feliileten felvett m iranyban. A fesziiltségi tenzor szim-
metridja miatt — valojaban a szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos ([[C38)o Osszefiiggés alapjan
— ha lm|=|n| =1 és m-n =0 (azaz egymasra merdlegesek az m és n egységvektorok), akkor

Ton=mMm-T-n=n-T-m="1,,. (2.84)

A fesziiltségi allapottal és a fesziiltségi tenzorral kapcsolatosan, Osszefoglalasszertien, az alabbi-
akra érdemes felhivni a figyelmet.

1. Bar a fesziiltségi tenzor levezetése soran az xyz KR-ben tekintettiik az elemi tetraéder
egyensulyat a gondolatmenet eredményeként kapott (Z79) osszefiiggés KR fiiggetlen, azaz
maga a fesziiltségtenzor is KR fiiggetlen vagyis objektiv mennyiség, amely a masodrendii
tenzorokra vonatkozo transzforméacios szabélyokkal barmely mas KR-be athelyezhetd.

2. A [ZZ3alb) és [ZF) képletek termeészetesen akkor is érvényben maradnak, ha n=e,,
m = e,; n,m=z,y, z; n#£m. Vegyiik azt is észre, hogy az emlitett osszefiiggések valojaban
az (LX) képletekkel adott transzformécios szabalyok.

3. Visszautalva a ([ZZ8) és ) képletekre azt mondhatjuk, hogy a test P pontjaban
felvett hdrom egymaésra kolcsonosen merGleges elemi feliilleten — jelolje az emlitett ele-
mi feliiletek jobbsodrati kartéziuszi KR-t kifeszit§ normalis egységvektorait, mondjuk,
€y, €y, ¢s e, — ébred6 p,, p, és p, fesziiltségvektorok, ezek egyméastol fiiggetlen hat
skalaris koordinataja (szimmetria), illetve a P pontban vett T' = T'p fesziiltségi tenzor
egyértelmtien meghatérozza a P pontra illeszked6 n normalist feliiletelemen ébredd p,,
fesziiltségvektort, kovetkezbleg a P pont és elemi kornyezete fesziiltségi allapotéat.

Megjegyezziikk hogy a T fesziiltségi tenzor az r helyvektor fiiggvénye a szilard test altal
kitoltott V' térfogati tartoméanyon beliil. Nem lehet tetszéleges, hiszen mind a szilard test egésze,
mind pedig annak részei tartos nyugalomban kell hogy legyenek a terhelési folyamat végén. Arra
a kérdésre, hogy milyen feltételek kovetkeznek az ehhez kapcsolodo egyensulyi kovetelményekbdl
afdl Fejezetben adunk valaszt.



50 2.3. Fesziiltségi allapot, belsd erdrendszer

A fesziiltségi allapot, illetve az azt meghatarozo fesziiltségi tenzor szemléltetésére a pont ele-
mi kornyezetét megjelenits elemi kocka nyijt lehetGséget. Az érzékletesebb abréazolas kedvéért
nem a P ponton atmend elemi feliiletekre, hanem — amint azt a adbra mutatja — a P pont
kdrnyezetébdl kiragadott elemi kocka felénk nézé e,, e, és e, normélisi lapjainak stlypontjaira
rajzoltuk ra a p,, p, és p, fesziiltségvektorok koordinatait. Az igy feltiintetett fesziiltségek valo-
jaban az elemi kocka lapjain miikddnek, de mivel a kocka méretei infinitezimalisak, gyakorlatilag
megegyeznek a P pontban miikodd fesziiltségekkel. Vegyiik azt is észre, hogy a 7, = 7., fesziilt-
ségkoordinatakat negativ elGjeliinek tételeztiik fel az dbran.

%
e

Xy
—O

y

2.19. abra. 2.20. abra.

A abra feliilnézetben mutatja a P pont kornyezetébdl kiragadott a (a<1) oldaléld elemi
kockéat valamint az xy sikban miikods Osszes fesziiltségkoordinatat (vagyis nemcsak az e, és e,
normalistt hanem a —e, és —e, normalisti lapokon ébredé fesziiltségkoordinatakat is). Mivel az
elemi kocka egyenstulyban van az oldallapokon miik6ds fesziiltségek egyensilyi ER-t alkotnak,
kovetkezbleg a z tengelyre vett nyomatékosszeg zérus kell legyen:

Me = (CLZTyx) —a (aZsz) =0,
ahonnan
Tey = Tys -
Ugyanilyen modon, az x és y tengelyekre felirt nyomatéki egyenletekbdl kapjuk, hogy
Tyz = Tzy és Tze = Txz
vagyis valéban szimmetrikus a fesziiltségi tenzor. Az utébbi harom Osszefiiggés a 7 fesziiltségek
dualitdsa néven ismert.

2.3.4. A fesziiltségi tenzor f6tengelyproblémaja. A EET7 abra a P pont n normalist
feliiletelemén mtikods p,, fesziiltségvektor norméliranya és a feliiletelem sikjaban fekvd részekre
val6 felbontasat szemlélteti:

Py =0,n+Thy.
Ezen a ponton logikus kérdésként meriil fel, hogy létezik-e olyan n irany, amelyre nézve p,, =o,n
azaz zérus a T, nyirdfesziiltség. Ha létezik ilyen irany, akkor

p,=T n=o,n=p, (2.85)
azaz
(T—0,E) n=0. (2.86)

Az utobbi egyenlet, amint azt az A tenzor f6tengelyprobléméja esetén mar lattuk, azonnal ko-
vetkezik a szimmetrikus W tenzor sajatértékfeladataval kapcsolatos ([CGH) egyenletbdl, ha a W
helyére a szimmetrikus T fesziiltségi tenzort, a A helyére pedig a o,-t irjuk. Ez egyben azt is
jelenti, hogy a szimmetrikus tenzorok sajatértékfeladataval kapcsolatos és az 1.6. szakaszban
részletezett valamennyi eredmény itt is érvényes. A szohasznélatban jelentkezd eltérések miatt
az alabbiakat érdemes ehelyiitt megismételni.
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A T fesziiltségi tenzorral kapcsolatos ([ZZH) sajatértékfeladatot a fesziiltségi tenzor féten-
gelyproblémagjanak, a o, sajatértékeket fifesziltségeknek, a kapott n irdnyokat fesziltségi fdird-
nyoknak szokas nevezni.

A T fesziiltségi tenzor f6tengelyproblémajanak legalabb harom megoldasa van a féiranyokra
nézve. Ha csak harom a megoldasok szama, akkor ezek az irdnyok kdlcsonosen merdlegesek egy-
mésra. Ha t6bb mint harom a megoldasok szama, akkor végtelen sok megoldas van de mindig
kivalaszthato ezek koziil harom egymasra kolcsonosen mergleges megoldas. A o, (n =1,2,3) {6-
fesziiltségeket nagysig szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis ugy vélasztjuk meg az indexiiket,
hogy fennalljon az

01209 > 03 (2.87)

relacid. A vonatkozd nj, ns és ng iranyvektorokat pedig tgy érdemes megvélasztani, hogy azok
jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak. Ez a valasztas mindig lehetséges.

A fesziiltségi fGiranyokat megadd ni, ny és ng irdnyvektorok altal kifeszitett kartéziuszi KR-
ben, tekintettel a ([Z8H) Osszefiiggésre, p; = o1ny, py = o9ny és p; = osng a fesziiltségvektorok
értéke, kovetkezésképp

01 0 0
T =P, | Py |P3 |=]| 01ny | 02Dy | 0303 | =| 0 o3 0 |, (2.88)
(3>< 3) O 0 o3

vagyis a fesziiltségi tenzor matrixa diagonalis.

2.3.5. Fesziiltségi ereddk. A belsg ER jellemzésére, specialis alaki testeknél, igy példaul
rudak, lemezek és héjak esetén, a fesziiltségi tenzor mellett tovabbi mennyiségeket szokas beve-
zetni altalaban azzal a céllal, hogy a feladat fiiggetlen valtozoinak szaméat csokkenteni lehessen.
Ezek a mennyiségek mindig valamely feliileten, vagy feliiletszakaszon ébredd fesziiltségek, mint
feliileten megoszlo ER-ek ereddi — ered§ erg és erdpar — és ez okbol a szakaszcimnek megfelelGen
fesziltségi eredsk — fesziiltségi eredd erd, fesziiltségi eredd erépar — a szokésos neviik.

2.21. abra.

A B2Tl abran vazolt prizmatikus rud esetén az xyz KR z tengelye a riad hossztengelye. A gon-
dolatban kettévagott riad baloldali részén, az e, normalisi keresztmetszeten megoszl6 p, siri-
ségvektoru belss ER ered@je és a keresztmetszet stulypontjara vett nyomatéka (fesziiltségi eredd
erG és fesziiltségi eredd ergpar) az

Fs=Ne.-T,e,—Tye, :/ pZdA:/ (08,4 Tp€0 +T7y2€y) dA, (2.89)
A A

MS:MCeZ—l—thex—Mhyey:/ RpodA:/ Rx (o.e,+71,)dA=
A A

:/ (xex—l—yey)xazesz+/ (zey +yey) X (Tp.€z+Ty2€y) dA  (2.90)
A A

Osszefiiggésekbdl szamithatok. Az elsé képlet baloldalan az Fg ereds eré Osszetevikre torténd
felbontasaban N, T, és T, rendre a pozitiv e, (vagy z) normalisti keresztmetszeten (réviden a
pozitiv keresztmetszeten) ébredd pozitiv ruderd, valamint a pozitiv x és y iranya nyirderd. Eze-
ket az Osszeteviket a Z22a abra kiilon is szemlélteti. A masodik képlet baloldalan az Mg ered6
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erépéar Osszetevékre torténd felbontdsdban M., My, és My, rendre a pozitiv keresztmetszeten
ébred§ pozitiv csavaronyomaték, illetve a pozitiv x és y iranya hajlitonyomaték. Ezeket az Ossze-
teveket a EZ2Z2 b abra szemlélteti. Az R vektor a feliiletelem kozéppontjanak a keresztmetszet S
sulypontjara vonatkoztatott helyvektora.

Az N, T, és Ty, belsé erck, valamint az M., My, és My, nyomatékok a Statika cimd tantargy
keretei kozott megismert igénybevételek.

Y X

g N>0

7,50
\J Ty>0
(a)
2.22. abra.
Az Fg-t ado ([ZB9) jobb és baloldalanak egybevetésébdl kovetkezik, hogy
N:/ 0,dA, Tz:—/ TedA és T, :—/ Ty.dA. (2.91)
A A A

Ugyanilyen modon kapjuk, az Mg-t ado (Z90)-bsl, hogy
M.e, = /ARXTsz = /A (xTy, —yTp.)dAe, azaz M.= /A (x7y, —yT22) dA (2.92a)
és
My, = /AyUZdA, valamint My, = /Axasz. (2.92b)

Amint arra fentebb utaltunk, az Fg fesziiltségi ereds és az Mg fesziiltségi eredd erépar, a fe-
sziiltségekkel ellentétben, amelyek az x, y és z koordinatak fliggvényei, csak a rad koézépvonala
mentén mért z koordinatatol fiiggenek, azaz

Fs=Fs(z) és Mg =Mg(z).

Megjegyezziik, hogy a jobboldali rudrész -e, normaélisi keresztmetszetén —p, a fesziiltség-
vektor, Kovetkezdleg

—Fg= —/ p.dA és —Mg = —/ Rxp,dA (2.93)
A A

a fesziiltségi eredd és fesziiltségi eredd erdpér.

Tegyiik fel, hogy ismeretes a rudra hato teljes kiilsé ER (a terhels ER és a tamaszto ER). Ez
esetben a belsd erdk azaz a fesziiltségi eredd és fesziiltségi eredd erdpér, illetve ezek koordinatai az
igénybevételek anélkiil meghatarozhatok a kiragadott rudrészre hato kiilsé és belsé ER-ek mecha-
nikai egyensulyanak feltételeibsl, hogy elGtte a p, fesziiltségek megoszlasa a keresztmetszeteken
ismert lenne.

Ezen az el6nyos lehetGségen alapult az igénybevételek szamitasdnak a Statika cimi targyban
megismert modszere, és ezen a lehet&ségen nyugszik az a szilardsagtanban végigvonuldé megoldasi
modszer, hogy els6 1épésben a keresztmetszetek belss erdit, az igénybevételeket hatarozzuk meg
és ezek ismeretében szamitjuk a keresztmetszeteken megoszlo fesziiltségeket.

Az olyan szilardsagtani feladatokat melyek esetén a tamasztoerSrendszer és a fesziiltségi ere-
dok, igy rudaknal az igénybevételek, a test (szerkezet) egészére illetve részeire felirt egyensulyi
egyenletekbdl szamithatok anélkiil, hogy a test (szerkezet) alakvaltozési allapotat vizsgalni kel-
lene, statikailag hatdrozott feladatoknak nevezziik. Ellenkezd esetben statikailag hatdrozatlan a
feladat.
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2.4. ENERGETIKAI ALLAPOT

2.4.1. A bels6 ER munkija. A szilard test pontjai elmozdulnak a terhelés hatasara. Ezen
mozgas soran munkat végez a test feliiletén és térfogatan miikods kiilsg ER. A abran szem-
léltetett egyenes kozépvonalu kéttamaszi tarté meggorbiil a rajta miikodé Fo koncentralt erd
hatéséara (a meggorbiilt alakot vékony vonallal rajzoltuk meg) mikézben az eré C' tamadéaspontja
uc értékkel elmozdul és az F¢ erd§ munkat végez a mozgas soran.

Maga a teljes kiils6 ER az F¢ terhelGerdt, F
valamint az F4 és Fp tamasztoerSket foglal- A B C
ja magéaba. Az utobbiak azonban nem végeznek | |
munkat mivel tAmadaspontjuk a megtdmaszta- AN A L e
sok miatt nem mozdul el fiiggSleges irdnyban. T F, F
Az a koriilmény, hogy a tamasztd6 ER nem vé- B

gez munkat nemcsak a fenti esetben igaz hanem
szamos szilardsagtani feladat jellemzGje.
Tegyiik fel, hogy a terhelési folyamat az id6- 2.23. abra.
ben igen lassan jatszodik le, azaz kvézistatikus
a terhelés. A tarto a terhelés el6tt (a to idSpillanatban) és a terhelés utan (a ¢; idépillanatban)
egyarant nyugalmi allapotban van, tehit mindkét esetben zérus a kinetikai energiaja:

To =T, = 0.

Jelolje Wi és Wp a testre hato kiils6 és bels6 ER munkijat. A dinamika energiatétele
szerint a kinetikai energia megvaltozasa megegyezik a testre hato kiils6 és belsé ER munkéajanak
Osszegével

0=T—Ty=Wg+Wg, ahonnan Wp=-Wgk (2.94)

vagyis a bels§ ER altal a test alakvaltozasa soran végzett munka a kiils6 ER munkajanak ellen-
tettje.

2.4.2. Alakvaltozasi energia. Altalanos esetben a kiilsé ER munkaja részben visszanyer-
het alakvéltozasi energiava részben pedig hévé alakul at. Kitlintetett szerepiik van ebben a
tekintetben a rugalmas testeknek mivel ezek esetén a kiils6 ER munkija a teljes egészében
visszanyerhets alakvaltozasi energiava alakul at. Mivel a szilard testek a terhelés egy kezdeti
tartomanyéban rugalmas testként viselkednek az a lehet6ség hogy a teljes alakvaltozasi energia
visszanyerhets nagy jelent&ségii a szilardsagtanban.

Jelolje u a térfogategységben felhalmozodo fajlagos alakvdltozdsi energidt (fajlagos belss ener-
giat). A test teljes alakvaltozasi energiajara nézve — ezt U jeloli — , az elézGek alapjan teljesiil
az

U= / udV = WK = —WB (2.95)
\%

Osszefiiggés. Az elemi kornyezet energetikai dllapotdt a u fajlagos energiastriiség hatarozza meg,
amely pontrol pontra valtozik. Szamitasdnak kérdésére a késGbbiekben még visszatériink.

2.5. AZ ELEMI KORNYEZET SZILARDSAGTANI ALLAPOTA

Szilard test kis alakvaltozésai esetén a test egy kiragadott anyagi P pontja, illetve a P pont
elemi kornyezete szilardségtani allapotan

— elmozdulasallapotanak,

— alakvaltozési allapotanak,

— fesziiltségi allapotanak, valamint

— energetikai allapotanak
Osszességét értjik. A felsorolt négy allapot mindegyike megadhato a P ponthoz koétott mennyi-
ségekkel :

— az elmozduléaséallapot a P pont u elmozdulasvektoréval és az elmozdulasmezs P pontban
vett U derivalt tenzoréval,
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— az alakvaltozasi allapot a P pontban vett A alakvaltozési tenzorral,
— az fesziiltségi allapot a P pontban vett T fesziiltségi tenzorral,
— az energetikai allapot pedig az u fajlagos alakvaltozasi energiaval.

Az U, A és T tenzorok illetve az u fajlagos alakvaltozasi energia nem fiiggetlenek egymas-
tol. A kozottiik fennallo Osszefliggések koziil egyet mar ismeriink — az A tenzor az U tenzor
szimmetrikus része — a tovabbi Osszefiiggések tisztazasara pedig a késGbbiekben keriil sor.

2.6. TEST SZILARDSAGTANI ALLAPOTA

Szilard test szilardsagtani allapotan a szilard testet alkoté anyagi pontok illetve ezek ele-
mi kornyezetei szilardsagtani allapotanak Osszességét értjiik. A test szilardsdgtani allapotat kis
alakvaltozaskor

— az u=u(r) elmozdulasmezs, vagy az U = U (r) derivalt tenzormezd és egy tetszéleges
pont elmozdulasvektora,

— az A= A(r) alakvaltozasi tenzormezd,

— a T =T(r) fesziiltségi tenzormezs és

— a fajlagos alakvéltozasi energiat adé u = u(r) skalarmezs

hatérozza meg.

Mez6 alatt valamely tartomanyban (jelen esetben a vizsgélt szilard test altal kitoltott tarto-
méanyban) értelmezett skalar-helyvektor, vektor-helyvektor illetve tenzor-helyvektor fliggvény a
tartoméany pontjaiban felvett érékeinek Osszességét értjiik. (P1. hémérsékletmezs, elmozdulasme-
z6, alakvaltozasi illetve fesziiltségi tenzormezas).

Az u=u(r) elmozdulasmezs, az U = U (r) derivalt tenzormezs, az A = A(r) alakvaltozasi
tenzormezs, a a T =T (r) fesziiltségi tenzormezd és az u=wu(r) alakvaltozasi energiastiriiség nem
fliggetlen egyméstol.

A szilardsagtan alapvetd feltételezése, hogy a szilard test terhelés el6tti (alakvaltozas elstti)
allapotaban

u(r) =0, U(r) =0, A(r) =0, T(r)y=0 ¢é  u(r)=0. (2.96)

A szilard test (Z296]) egyenletekkel leirt allapotat természetes allapotnak vagy kezdeti, fesziiltség-
mentes allapotnak szokas nevezni.

A konkrét szilardsagtani feladatok megoldasa azt jelenti, hogy a vizsgélt szerkezetben, szerke-
zeti elemben, mint szilard testben az adott terhelések és az elgirt elmozdulasok (mozgaskorlatoza-
sok, megtamasztasok) mellett meghatarozzuk az elmozdulasmez6t, az alakvaltozasi és fesziiltségi
tenzormezGt, valamint ha sziikséges a fajlagos alakvaltozési energiat.

A kovetkezskben az a célunk, hogy elallitsuk azokat az egyenleteket amelyek lehetévé teszik
a szilardsagtani feladatok megoldasat.

2.7. MINTAFELADATOK

2.1. Adott az xyz KR-ben egy szilard test u(z,y, z) elmozduldsmezeje, valamint P pontjanak rp
helyvektora. Szamitsa ki a derivalt tenzor, a forgatd tenzor és az alakvéltozasi tenzor matrixait illetve a
merevtestszerd forgas vektorat képletszertien, majd hatarozza meg ezek értékét a P pontban. Mekkora
az elmozdulasvektor pontos és kozelits értéke kozotti eltérés az rg =rp +e, pontban?

u(zr,y, z) = Cry’e, +Cyz’e, + Cza’e,; rp = —20e, +30e, +40e, [mm], C=10""mm 2
—— —— N~~~
Ug Uy Uz
Az
0 0 0
u, = a—l; = Cy?e, +2Czzxe,; u, = a—lyl =2Czye, +C’22ey és u, = 8_1,: = 2Cyzey+C:E2eZ
parcialis derivaltak felhasznalasaval a (ZI0) képlet alapjan
y? 22y 0 9 —-12 0
U=[u uw u |=C| 0 2* 2= ¢s Up=| 0 16 24 |107°
(3%3) 2z 0 22 -16 0 4
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a derivalt tenzor szamitasanak képlete és P pontbeli értéke. A felbontési tétel alapjan kapott [EZ34) és

EZ30) egyenletekbdl pedig

1 0 Ty —zT 0 -6 8
v-lu-u)-c|-m 0w |i we=| 6 0 12|07
2T —YZz 0 -8 —12 0
a forgato tenzor és
1 v zy 2z 9 -6 -8 (
A= (U+UT)=Clay 2 yz |1 Ap=| =6 16 12 | 107
2 yz x’ -8 12 4

az alakvaltozési tenzor matrixai képletszerten, valamint a P pontban véve. A (3 szerint a merevtest-

szeri forgéas vektoraval

0 Pz Py
g - Pz 0 — Pz
—Py Pz 0

a forgato tenzor métrixa, irhatjuk tehat, hogy

p =—Cyze, —Czze,— Crye, és pp = (—12e,+8e,+6e,) 107

a merevtestszerd forgas vektoranak képlete és P pontbeli értéke. A P és @Q pontbeli elmozdulasvektorok

egyszeri helyettesitéssel adédnak
up = —107°x 20 x 30%e, + 10> x 30 x 40%e, + 10> x 40 x 20%e,
= —0.18e,+0.48¢, +0.16e, [mm],
ug = —107°x 19 x 30%, + 107> x 30 x 40%e, +107° x 40 x 19%e, =
=—0.171le;+0.48¢,+0.1444e, [mm].
Az elmozdulasvektor kozelitése pedig a [ZIH) képlettel szamithato

—0.18 9 —12 0 1
u,~up+UpAr=| 048 |+107°| 0 16 24 0| =
0.16 ~16 0 4 0
—0.18 0.009 —0.171
=1 048 |+ 0 =1 048
0.16 0.016 0.144
és igy
T T T
Aug =14 pontos ~ Yo kzelits = [0 0 0.0004 | [mm].

[mm]

2.2. A tengelyszimmetrikus feladatok esetén hasznalatos hengerkoordinata-rendszerben (HKR-ben)
u=u(r) =ur(R, z)er(v) +us(R, z)e, alaki az elmozdulasmezs. Hogyan szamithato ebben az esetben a

derivalt tenzor, a forgatd tenzor és az alakvaltozasi tenzor?

y

2.24. abra.

A HKR lokalis bazisait az[[A abra szemlélteti. Az zyz KR és az
Rpz HKR bézisvektorainak kapcsolata a abrarol adodik:

ep=cospe,+singe,, e, =—sinpe,+cospe, (2.97)

mig e, mindkét KR-ben ugyanaz. Kiolvashato a fenti képletekbdl,
hogy

d
fer _ singpe,+cospe, =e, (2.98a)
de
és
d
di: =—cospe,—sinpe, =—eg. (2.98b)
Mivel HKR-ben
3] 10 3]
V=——ept+—-—e,+—e. 2.99
R T R T 92 (2:99)

a nabla operator alakja, a derivalt tenzor ([ZI4) alatti értelmezése alapjan

U=uoV =[ur(R,z)er(p)+us(R,z)e]o

o, .19 90,
OR "T RO, T 027
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Innen, annak figyelembevételével, hogy er a ¢ polarszog fliggvénye, azaz kihasznalva a ([Z0Ral) osszefiig-

gést, az
0 du.. 0 Ou,
U= (ﬂe}%'i_iez) OeR+u—Re<pOe<p+ (ﬂeR‘i‘ = GZ) oe;
——

OR OR R 0z 0z

Uy, u,

ur
eredmény kovetkezik, amelyben — visszaidézve a masodrendii tenzorokkal kapcsolatos geometriai képet —
ug, U, és u, rendre az eg, e, ¢és e, lokalis bazisvektorokhoz rendelt képvektor. Kovetkezsleg

8uR 0 auR
URR URy URz OR uR 0z
U =[up u, u, |=| upr Up, Up: |= 0 - 0 (2.100)
(8x3) UzRr Uzp Uzz 0uz 0 0uz
OR 0z
a derivalt tenzor méatrixa. A felbontasi tétel alapjan, azaz a ([Z34) és [30) egyenletekbdl pedig
0 0 l <8uR _ 8uz)
1 2\ 0z OR
- (u-U")- 0 0 0
2 l ou, B oug 0 0
2\ 0R 0z
a forgato tenzor és
1 1
) €R 2’7R<p 2’7Rz
_ T\ _ _ |1 1 _
A= (H+E ) =lar a, a |= SR G e | T
1 1 -
2'721% 27zga z
Oug 1 (Our Ou.
R 0o = (=B
R o2 ( 0z 8R)
= 0 fR 0 (2.101)
1 /0u, Ougp Ou.
- ZIE) g
> (8R M ) 92

az alakvéltozasi tenzor matrixa, ahol ag, av, és o, a lokalis bazist kifeszité eg, e, és e egységvektorokhoz
tartozo alakvaltozasi vektorokat jeloli, eg, €, és €, az R, ¢ és z irdnyt fajlagos nyalas, vm, (m,n=R, ¢, z;
m #n) pedig az m,n irdnyok kozotti fajlagos szogvaltozas.

2.3. Mutassa meg, hogy a tiszta alakvaltozas ellipszoiddéa torzitja az elemi gombot!

Legyen K az elemi gomb sugara, és tegyiik fel, hogy a P ponthoz kétott én¢ KR az A tenzor 1, 2 és
3 jeld f6tengelyei altal kifeszitett kartéziuszi KR, amelyben

Ar = e; +nex +(es

a P pont elemi kérnyezetében fekvs @ pont helyvektora, e1, es és e3 a vonatkozo egységvektorok. Ha a
Q@ pont az elemi gébmbon van, akkor

Ar® =24’ + P = K2, (2.102)

Ismeretes, hogy az alakvéltozas soran a Ar vektor végpontjanak A -Ar a Ar vektor kezddpontjahoz
viszonyitott elmozduldsa a merevtestszertd forgas nélkiil. (Az utébbit nyilvan nem kell szamba venni,
hiszen a merevtestszeri forgas nem eredményez alakvaltozast.). A ketts Osszege adja meg azt a

AI'/ = 6/61 —|—77le2 +C'e3
vektort amivé lesz a Ar vektor az alakvaltozés soran:
Ar =Ar+A-Ar=(E+A)-Ar.

A vonatkoz6é matrixok kifrasaval

’

¢ 10 0 & 00 ¢ l+er 0 0 ¢
n | = 01 0|+] 0 & 0 n | = 0 1+e2 O n
¢ 00 1 0 0 e ¢ 0 0 14es || ¢
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ahonnan
¢ n ) ¢
= s = €S == .
¢ 1+ " 1+e9 ¢ 1+e€3
Visszahelyettesitve ezt az eredményt a gomb ([ZIT2) alatti egyenletébe megkapjuk azt a feltételt, amelyet

a &, n és (' koordinatak, vagy ami ugyanaz a Ar’ vektor, koteles teljesiteni:
2 2 2
GO ()
(1+e1)®  (1+e2)?  (1+e3)”

Ez az egyenlet ellipszoid egyenlete.
2.5. Hatarozza meg az A alakvaltozasi tenzorhoz tartozé fényulésokat, és a tenzor fGiranyait, ha
adott a tenzor matrixa az zyz KR P pontjaban:

44 60 0
A=|160 —20 0 |-107*
0 0 -—12

A megoldas soran szinte szoszerint ismételhetsk az 1.4. Mintafeladat 1épései feltéve, hogy W helyére A-t,
A helyére pedig €,-t gondolunk.

A z irany f6irany hiszen v,. = vy, =0. A vonatkoz6 fénytlast e, jeloli. Ez nyilvanvaléan a harmadik
oszlop diagonalis eleme: ¢, = —0.0012. A ([Z32) alapjan irhato

Eai —E&n %’Yﬂ:y l’)/a:z
Ps(\) =—det (A—e,E)=— ?’yyx Ey—En FVyz |=
57,2:6 §7zy €2—"€n

= —Arel+Aren— A = (e—ca)(e—ep)(e—ec) =0

karakterisztikus egyenletbsl — Ay, A;r és Arrr az alakvaltozasi tenzor skalarinvariansai és mivel nem
ismerjiik a fényulasok sorrendjét azokat egyszeriien €., €, és €. jeloli — helyettesitések utan a

0.0044—¢,  0.006 0
Ps(en)=—| 0.006  —0.002—¢, 0 =
0 0 —0.0012—¢,

=3 -0.0012e% —4.768 x 10~ %¢,, —5.376 x 1078 =0
eredmény kovetkezik, azaz
A =¢e,+ep+e.=0.0012, A[[=—4.768X1075, A][[ZEQE(,EC=5.376X1078,

ahol a fétengelyek KR-ét véve alapul és a késSbbiek kedvéért kiirtuk képletszertien is az Ay és Ajjy
skalarinvariansokat. Ha ¢,, # &, akkor atoszthatjuk a Ps(e,) = 0 karakterisztikus egyenletet az &, — ¢,
gyoktényezivel :

Ps(e
£ 3£Z) = (en—ep)(en—cc) =en — (o +ec)en+epec =0,
ahol
A
htec=Ar—,=00024 & epe= L = 448x107°.
€a

Kovetkezésképp az
Arrr

€2 —(Ar—eq)en+ €2 —0.0024¢, —4.48x 107° =0

egyenlet megoldasa megadja a két hianyzo sajatértéket: ,=0.008, e,.=—0.0056. Nagysag szerint rendezve:
€1 =¢p =0.008, g9 =¢,=—0.0012, g3 =¢e. = —0.0056

és mostmar az is nyilvanvalo, hogy e, = ny. Az n; meghatarozasihoz az

Exr—¢&1 %sz l')’zz Nzl
l’)’yz Ey—E€1 §'7yz Ny1 =
5'7293 §7zy Ez—€1 Nnz1
44—10%; 60 0 N1 0
=107 60 —20—10%; 0 ng | =10

0 0 —12—10%;, N1 0
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azaz a
—36n,1+60n,; =0,
60741 —100n,1 =0,
—92n,1 =0
egyenletrendszert kell megoldani. Nyilvanvalo, hogy véalaszthato a masodik és harmadik egyenlet — az els§
ketts nem fliggetlen —, ahonnan

Ng1 = SNyl és n,1 =0.

3
Az utoébbi egyenletek egy megoldasat a mar normalt

1
n; = —(o5e; +3e
1 \/3—4( 3 y)
vektor adja. Az ng a sajatvektorok ortogonalitasat és azt figyelembevéve szamithato hogy az nq, no és
ng jobbsodratu bazis:

N3 =n; XxXnNg = \/%(5% +3ey) xe, = \/%(3% —bey).
Késsbb latni fogjuk, hogy az ilyen tipusu feladatok — vagyis amikor egy féérték ismert — az alakvaltozasi
tenzort grafikusan szemléltetd un. Mohr féle kordiagram segitségével is megoldhatok.

2.6. Igazolja, az elemi tetraéderre hat6 ER-ek egyensulyi voltat véve alapul, hogy szimmetrikus a
fesziiltségi tenzor.

Az igazolas soran feltételezziik, hogy az elemi tetraéder elegendGen kicsiny ahhoz, hogy a fesziiltség-
vektorok megoszlasa a tetraéder lapjain jo kozelitéssel allandonak tekinthets. Feltételezziik tovabba, hogy
a térfogati ER nyomatéka az O pontra — lasd a abrat — egy nagysagrenddel kisebb mint a tetraé-
der lapjain ébredd ER-ek ugyanezen pontra vett nyomatéka, és ezért a hataratmenet sordn nem jatszik
majd szerepet. (Az utobbi feltevés azon alapul, hogy az ered6k minden esetben aranyosak a vonatkozo
tartoméany méretével, és a feliilet, mint tartomény a hosszmeéretek négyzetével, a térfogat mint tartomany
pedig a hosszméretek kobével ardnyosan tart zérushoz.)

Ha j6 kozelitéssel dllandonak tekinthets a fesziiltségvektorok megoszlasa az elemi tetraéder lapjain,
akkor a
ered6k — ahol, 8sszhangban a korabbi jeldléscinkkel (p,), (p,), (p.) és (p,,) a fesziiltségvektorok atlagait
jeloli, amelyek most megegyeznek a fesziiltségvektorok allandoknak tekinthetd értékeivel — a lapok Sy, Sy,
S, és S, sulypontjaiban miikédnek. A silypontok O pontra vonatkoztatott helyvektorai — egy haromszog
sulypontjanak helyvektora a csticspontok helyvektorai 6sszegének harmada — az

r(S.)= 5(cp+re), x(8,) = 5(ratro), r(S)=g(tatrn) 6 x(S,)=

képletekbdl adodnak. Az O pontra vett
Mo =r(Sz) x (p,) Az +1(Sy) x <Py> Ay+1(S2) x(p,) Az +1(Sn) x(p,) An =0

nyomatékdsszeg haromszorosa a fenti képletek helyettesitésével, illetve alkalmas bgvitéssel a

(ra+trp+re)

Wl

3Mp =—(ra+rp+rc—ra)x{p,) Az —(ra+rp+rc—rp)X <py> A,
—(ratrptre—rc)x(p,) A+ (ratrp+re)x(p,) A =0
alakban irhato fel, ahol ([ZZZH)-bdl adodoan
(Pn) An = (p,) Az +(py) Ay +(p.) Az,
ha a q nem jatszik szerepet. Kovetkezsleg
3Mo =14 X (p,) Autrpx(p,) Ay+rcx(p.)A.=0.
A tovabbiakban vegyiik figyelembe, hogy ra = ae,, rg = be, és ro = ce., majd helyettesitsiik a 72

képleteket illetve cseréljiik fel a szorzotényezk sorrendjét:

e xert{p,) xeyt (p.) xe.] abe=0.

Az abc szorzattal vallo atosztas utan vegyiik a fenti kifejezés hatarértékét, ha h — 0. Az igy kapott

ta:f% [pxxeerpyxeerprez] =0
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eredmény szerint, eltiinik a fesziiltségi tenzor vektorinvaridnsa, azaz szimmetrikus a fesziiltségi tenzor.
Ezt kellett igazolni.

2.7. Mi a p,, fesziiltségvektorok végpontjainak mértani helye?

Tegytik fel, hogy ismeretes a T fesziiltségi tenzor 1, 2 és 3 jeli f6tengelyei altal kifeszitett £n¢ karté-
ziuszi KR, eq, es és eg a vonatkozo egységvektorok. A geometria nyelvét hasznalva, tgy fogalmazhatunk,
hogy az

n =nge;+nyez+nces
normalvektorok — altal meghatarozott
ng + n% + n? =1
egységsugaru gombot a
Prn = Tn
fesziiltségvektor végpontja altal leirt feliiletre képezi le a T fesziiltségi tenzor. Matrix alakban kifrva —
Pne =&, Py =1 €8 pp¢ = ( jeloli a fesziiltségvektor koordinatait — a

Png 13 o1 0 0 ng
Py | =| 10 | = 0 o9 O Ny
Pn¢ ¢ 0 0 o3 n¢
Osszefiiggés all fenn, ahonnan
ngzi, nn:i és nczi.
o1 g9 g3

Az utoébbi képletek alapjan visszahelyettesithetiink az egységnyi sugart gémb egyenletébe:
2 2 2
SIS S
o7 05 03
Az igy kapott egyenlet ellipszoid egyenlete. Ezt az ellipszoidot fesziiltségi ellipszoidnak szokas nevezni.
Még egy megjegyzés érdemel emlitést.
A gondolatmenet soréan csak annyit hasznaltunk ki, hogy szimmetrikus a T fesziiltségi tenzor. Masként
fogalmazva tehat azt mondhatjuk, hogy a szimmetrikus W tenzorral kapcsolatos

w,=W-n, [n|=1

leképezés a w,, végpontjai altal meghatarozott ellipszoidda képezi le az egységsugari gémbot, barmi
is legyen a W tenzor fizikai jelentése. Ilyen moédon a fenti eredmény az A alakvaltozasi tenzorra is
vonatkozik.

2.8. Irja fel a fesziiltségi tenzort az Ryz HKR-ben.

Azt kell visszaidézniink, hogy az eg, e, és e, bazisvektorok altal kifeszitett lokalis KR-ben az eg,
e, &s e, normalisu siklapokon ébredd

Pr = ORER +7—LpRe<p +T.Rr€: 5 (2103&)
p(p = TRtpeR+O—<pe<p +thpez (2103b)

és
P, =TR-€R+Ty.€,+0 €, (2.103c¢)

fesziiltségvektorok — o g, 0, és o, a normalfesziiltségek, Tro=Ty R, Tp-=Tse €S T, R=TR- a nyirofesziiltségek,
az els6 index az iranyt, a méasodik a normalist azonositja — egyértelmtien meghatarozzak, désszhangban
Cauchy tételével, a fesziiltségtenzort:

T =proer+p,oe,+p.oe,. (2.104)

Nyilvanvalo az is, tekintettel a (ZI03ab,c) képletekre, hogy

p. | = (2.105)

1=

I
s 19
I

°

e
S
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a fesziiltségi tenzor méatrixa. Felhivjuk a figyelmet arra a koriilményre, hogy a diadikus elgallitasban ep
és e, nem 4allandd, hanem a ¢ polarszog fliggvénye — lasd a (Z31) képleteket.
2.9. Adott a fesziiltségi tenzor matrixa az ryz KR-ben:

92 —20 0
T—| 20 -4 0 {N/mmﬂ
0 0 —40

Irja fel a fesziiltségi tenzor diadikus elsallitasat, szemléltesse a fesziiltségi allapotot az elemi kockan és

szamitsa ki az )
n=——(5e;—e,)

V26

normalist sikon ébreds p,,, 7, fesziiltségvektorokat és o, normélfesziiltséget.
A R és [ZRD) képletek figyelembevételével

N
T = (92e, —20e,) oe, — (20e, +4e,)oe, —40e, o€, [m]

~_40 a tenzor diadikus alakja.
A tenzort a 220 4bra szemlélteti.

A ), valamint a ([Z67Zalb) osszefliggések alapjan

. 92 —20 0 5
p =Tn=——| -20 -4 0 1| =
" V26 0 0 —40 0
480
L —96 [N/me]
V26 | ’

2.25. abra.

1
0 = P -m =5 (5 480+ 96) = 96 [N/mmﬂ
és

480 5 0

1
V26 | g V26 | g 0

T,=p, —0pD=
vagyis az n irany fesziiltségi {Girany.

GYAKORLATOK

2.1. Ismeretes valamely test u =u(r) = u(z,y, z) elmozdulasmezeje:

u= faxQ,zez+azzQey+b(z27y2)ez, a=2-10"3mm2, b=10"3mm™!.
Hatarozza meg az U derivalt tenzor, a ¥ forgato tenzor és az A alakvaltozasi tenzor matrixait.
2.2. Adott az zyz KR-ben egy szilard test u=u(r) =u(z,y, z) elmozdulasmezeje, valamint P pontjanak
rp helyvektora:

1 1 .
u(z’ Y Z) - *Enyez + E (Z/,CL'2 *I/y2—22) eer %ez ’

rp =4e, —2e,+5e, [mm], R =10* mm, v=0.25.

Szamitsa ki az U derivalt tenzor, a ¥ forgatd tenzor és az A alakvaltozasi tenzor matrixait illetve a
merevtestszeri forgas vektorat képletszertien, majd hatarozza meg ezek értékét a P pontban. Szemléltesse
a P pontbeli alakvaltozasi tenzort az elemi triéder segitségével. Szamitsa ki az €, fajlagos nyulast és a
Ymn fajlagos szogvaltozast a P pontban, ha
1 V3 , _ V31

l’l—gex—Tey es m—79x+§ey.
Mekkorak a fényulasok?
2.3. Adott az xyz KR-ben egy szilard test u=u(r) = u(z,y, z) elmozdulasmezeje, valamint P pontjanak
rp helyvektora:

u(x,y,z) =vze, xR, R =ze, +ye,,

rp = 2e, [mm], ¥ =2-10"2mm™*.
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Hatarozza meg az U derivalt tenzor, a ¥ forgaté tenzor és az A alakvaltozési tenzor matrixait a P
pontban, szamitsa ki az e,, = 0.6e, +0.8e, iranyu ¢, (P) fajlagos nyulast és szemléltesse az Ap tenzort
az elemi triéderen. Mekkorak a fényulasok a P pontban?
2.4. Valaszolja meg az el6z6 feladat kérdéseit HKR-ben végezve a szamitasokat. Vegye figyelembe, hogy
HKR-ben

R = Rep, R=|R]|.
2.5. Ismeretesek egy probatest feliiletének P pontjaban az z, £ és n tengelyek iranyaban — mindharom
tengely a probatest sikfeliiletén fekszik és az x, y tengelyek kozott fekvs £ tengely x tengellyel bezart
szoge 7/3; az 1 tengely pedig merdleges a ¢ tengelyre — mért fajlagos nytlasok: e, =2-107%, ee=04- 1074
és e, =4-10"% A 2 irdny az alakvaltozési tenzor f6iranya. Hatdrozza meg az ¢, fajlagos nytlés és a vy,
fajlagos szogvaltozas értékét.
2.6. Szamitsa ki a 2.9. Mintapéldaban szereplé fesziiltségi tenzorhoz tartozé féfesziiltségeket és fGiranyo-
kat. (A 2.5. Mintapélda lépéseit kovesse!)
2.7. Adott a fesziiltségi tenzor métrixa az xyz KR-ben:

8 0 0
T=| 0 40 —32 {N/mmﬂ.
0 —32 —80

Irja fel a fesziiltségi tenzor diadikus elsallitasat, szemléltesse a fesziiltségi allapotot az elemi kockan és

szamitsa ki a 1 )

n=——(4e,—e és m=——(e,+4e
normalist feliiletelemeken ébreds o, és o,, normalfesziiltséget, valamint a 7,,, nyirofesziiltséget. Irja fel
a fesziiltségi tenzor matrixat illetve diadikus elGallitasat az e,, n és m egységvektorok altal kifeszitett

kartéziuszi KR-ben.






3. FEJEZET

A szilardsagtan alapkisérletei 1.
Egyenes rad hazasa, zomok rid nyoméasa

3.1. AZ ALAPKISERLETEK CELJA

Hétkoznapi megfigyelés, hogy ugyanazon szilard test alakvéltozasainak mértéke fiigg a testet
terheld erérendszertsl. Minél nagyobb a terhelés annal nagyobb alakvéltozasok figyelhet6k meg.
A statikailag hatarozott rudak igénybevételeinek szamitasdnal azt is lattuk, hogy a fesziiltségi
ereddk, kovetkezésképp a belsG erérendszer megoszlasa a radkeresztmetszeteken fiigg a terhelés-
t6l. Bz természetesen mas, nem rudalaki testeknél is igy van. Kovetkezik tehat hogy a szilard test
terhelés hatésara kialakuld belsé erérendszere és alakvaltozasi allapota egymaéssal kapcsolatban
van.

Ez a kapcsolat természetszertien fligg a szilard test anyagatol is. Valoban, ha két azonos alaku
de més anyagbol késziilt szilard testet ugyanannak a terhelésnek vetiink ala, akkor més lesz az
alakvaltozas mértéke. Ennek illusztraldsara visszaidézziik a 2. Fejezet 2.1. dbréjan szemléltetett
egyik végén befogott, a szabad végén pedig koncentralt erével terhelt rudat. Ugyanolyan geomet-
riai méreti és ugyanakkora erével terhelt de kiilonboz6 anyagu rudakat véve kiilonb6z6 lesz az erd
tamadaspontjanak elmozdulésa, a rad gorbiilete, és az eddig megismert alakvaltozési jellemz&k
— fajlagos nytlasok, szogvéltozasok etc. — értéke. Ez azt jelenti, hogy a bels§ erérendszer és az
alakvaltozasi jellemzk kozotti kapcesolat fliigg a test anyagéatol.

A szilard testek mechanikajanak egyik fontos feladata ezen kapcsolat tisztézéasa.

A kapcsolat vizsgalata részint kisérleti megfigyeléseket, részint elvi megfontolasokat igényel.

A szilardsagtan keretei kozott csak bizonyos anyagtipusokra, elsGsorban rugalmas testekre
vonatkozoan tisztédzzuk ennek a kapcsolatnak a kérdéseit, és azt is csak fokozatos kifejtésben.
Valojaban arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogyan fiigg allandé hémérsékleten — szobahd-
mérsékleten, vagy szobahSmérséklethez kozeli hémeérsékleteken — az elemi kornyezet fesziiltségi
allapotat meghatarozo T fesziiltségi tenzor az elemi kornyezet alakvaltozasi allapotiat meghata-
rozo A alakvaltozasi tenzortol.

Vegyiik észre, hogy a fentiek, igy az utolsé kérdés megfogalmazésa is, egy hallgatolagos fel-
tevést tartalmaz, nevezetesen hogy a fesziiltségi tenzor csak az alakvéltozasi tenzor fliggvénye,
azaz fiiggetlen mas mennyiségektsl, igy a terhelés torténetétsl, vagy mondjuk a hémérsékletval-
tozastol. Erdemes ezen a ponton hangsitlyozni, hogy a hallgatolagos feltevés miszerint létezik a
kolcsonosen egyértelmii

T=T(A) (3.1)

fliggvénykapcsolat jol tiikrozi a valésagot a mindennapos hasznalatban megjelend legtobb szer-
kezeti anyagra a terhelés egy valamilyen tartoméanyaban.

A fenti egyenletet anyagegyenletnek nevezziik.

Altalanosan fogalmazva az anyagegyenlet azt mondja meg, hogyan fiigg adott anyag esetén
a fesziiltségi tenzor mint allapotjellemzé a szilard test egyéb allapotjellemzsitsl. Megjegyezziik a
teljesség kedvéért, hogy az anyagegyenletek lehetséges matematikai alakjainak vizsgalata termo-
dinamikai alapokon, illetve a kapott alakok kisérleti eredményekkel vald egybevetése a kontinu-
ummechanika feladata.

A kés6bbiekben valamilyen mértékben a képlékeny alakvaltozassal kapcsolatos anyagegyen-
letekre és a hémérséklet hatasara is kitériink néhany példa kapcsén.

Linedrisan rugalmas testrél beszéliink, ha a T fesziiltségtenzor linearis fiiggvénye az A alak-
valtozéasi tenzornak. A linearisan rugalmas testekre vonatkozo anyagegyenlet meghatarozéasa,
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Osszhangban a fentebb mondottakkal részint kisérleti koriilmények kozott végzett megfigyelése-
ken, részint pedig elméleti megfontolasokon alapul. Ami a széhasznalatot illeti az anyagegyenlet
meghatarozasara szolgalé kisérleteket a szilardsagtan alapkisérleteinek nevezziik.

Az anyagegyenlet meghatarozasa soran az alabbi gondolatmenetet kovetjiik:

1. Az alapkisérletek alapjén a mérési adatok felhasznalasaval meghatérozzuk az U deri-
valt tenzort és ennek ismeretében szamitassal a ¥ forgato tenzort és az A alakvaltozési
tenzort.

2. A probatest egészére, illetve részeire felirt egyensulyi egyenletek segitségével meghaté-
rozzuk a T fesziiltségi tenzort.

3. A kapott eredmények alapjan Osszefiiggéseket tarunk fel a fesziiltségi és alakvaltozési
tenzor koordinatai kozott.

Az anyagegyenlet meghatarozasa sorén eddigi feltevéseinket — az elmozdulésok és alakvalto-
zésok kicsik, a szilard test anyaga homogén és izotrép — valtozatlanul érvényesnek tekintjiik.

3.2. PRIZMATIKUS RUD HUZASA, ZOMOK RUD NYOMASA

3.2.1. A huzokisérlet leirasa és eredményei. A szilardsagtani allapot homogeni-
tasa. Tekintsiik a Bl abran vazolt téglalap keresztmetszetti rudat, mas elnevezés szerint pro-
batestet. Feltessziik, hogy a rudat a tengelye mentén miikods Fg = Ne, és —Fg = —Ne, erck
huzasra veszik igénybe. A rud tengelye mentén haté Fg er6t tgy hozzuk létre hogy a proba-
test alkalmasan kialakitott két végét szobahémérsékleten az erre a célra kialakitott szakitogépbe
helyezziik. A szakitogép alkalmas fokozatosan névekvs hiazo igénybevétel 1étrehozasara, azaz kva-
zistatikus a terhelés. A probatest tgy van kialakitva, hogy [ hosszusagu szakaszénak mechanikai

_|:S FS
- >

a
y X 1 /
—T—rf
3 b
F, Z1 — Fs z
¢ Y \ / >
1
| A

3.1. abra.

allapotat a Saint Venant elv értelmében nem befolyasolja az eratadas modja. A terhelés hataséara
megnyulik az [ hossztsigi radszakasz, a keresztirany a és b méretek pedig megrovidiilnek. Jelolje
I, valamint @ és b a megvaltozott méreteket. A mondottak szerint

A=1'-1>0, Aa=d—-a<0 & Ab=b—-b<0, (3.2)

ahol \ az [ hosszusagu rudszakasz megnyulasa, Aa és Ab pedig a keresztiranyt méretvaltozas.
A mérés azt mutatja, hogy a Aa és Ab keresztiranyi méretvaltozas azonos az [ hosszasagu
radszakasz minden egyes keresztmetszetére nézve. Az alakvaltozasi allapot tisztazasa érdekében
az xy, yz és zx koordinatasikokkal parhuzamos siksorok segitségével és alkalmasan kicsi egység
valasztaséval egységnyi oldaléli kockakra hasitjuk gondolatban fel a probatestet, és megfigyeljiik
milyen az alakvéltozas jellege.
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A megfigyelések szerint az xy, yz és zx koordindtasi-
kokkal parhuzamos anyagi sikok az alakvaltozas soran
parhuzamosak maradnak az zy, yz és zx koordina-
tasikokkal, kovetkezéleg az egységnyi oldaléli kockak
oldallapjai is az zy, yz és zx koordinatasfkokkal par-
huzamos sikok maradnak, azaz nincs szogtorzulds az
alakvaltozas sordn. Ez azt jelenti, hogy a probatest [ 1 €>0
hosszusagi szakaszanak minden egyes pontjaban fenn- [ 1
allnak a 1

Yy = Vyz = Vzax = 0 (3~3)

keresztirany pl.

Xvagyy <
€
k

Osszefliggések.
Tovabbi megfigyelés, hogy az yz és zx koordinédtasi- 1‘|-8k \ 1+¢€
kokkal parhuzamos elemi, egységnyi oldaléld négyzetek !
mindegyike azonos nagysagu téglalappa deforméalodik: 3.2. abra.
a z irdnyban megnyulik, a z-re meréleges irdnyban
pedig megrovidiil. Ezeket a viszonyokat a abra szemlélteti. Mivel egységnyi oldaléli négyze-
tekrdl van sz6 a hossziranyt méretvaltozas a z iranyu e, fajlagos nyilas, vagyis
I'—1 Al A

— . A4
€2 i i ; >0 (3.4)

Ugyanigy kapjuk, hogy a keresztiranyt méretvaltozas pedig az e keresztiranyu fajlagos nyulas,
amelynek azonban a megfigyelések szerint joval kisebb az abszolut értéke, mint a hossziranyt
fajlagos nyulasé. Egyrészt tehat fennéll a
d—a Aa
=— <0 (3.5)

a a

Ek =
Osszefiiggés — itt az a helyére b-t is irhattunk volna —, méasrészt pedig
Ep = —VE, (k==z,y), (3.6)

ahol a v szam aranyossagi tényezd.
Mivel nincs forgas a fenti megfigyelésekbdl az kovetkezik, hogy a prébatest [ hosszusagi
szakaszénak minden egyes pontjaban pontjaban zérus a forgato tenzor:

@ =0. (3.7)

Kovetkezsleg — v.6. [(ZI8) — a probatest | hosszusagi szakaszanak minden egyes pontjaban meg-
egyezik egymassal a derivalt tenzor és az alakvaltozasi tenzor:

e, 0 O —ve, 0 0
U=A=|0 ¢ 0 |= 0 —ve, 0 |. (3.8)
0 0 € 0 0 €z

Vegyiik észre, hogy a képlet részletezése soran az ([B0l) osszefiiggeést is felhasznaltuk.

A kisérleti eredmények szerint a v aranyossagi tényezd értéke fiiggetlen az eré nagysagatol,
feltéve hogy a probatest rugalmas modon viselkedik. Ugyanakkor a v aranyosségi tényezs értéke
fligg a probatest anyagatol, mivel a mérések azt mutatjak, hogy kiilénbo6zé anyagbol késziilt
probatestekre mas és mas v-t kapunk. A mérési eredmények szerint fennéll a

v <05 (3.9)

relaci6 is. Mindent 6sszevetve megallapithato tehat, hogy anyagjellemzd a v ardnyossagi tényezd.
Ezt a mennyiséget Poisson tényezdnek szokas nevezni.

Erdemes kiilon is hangstlyozni azt a mérések alapjan nyilvanvalé koriilmeényt, hogy a proba-
test [ hossziisagu szakaszéanak minden egyes pontjaban allandé a derivalt tenzor és az alakvalto-
zési tenzor. Tekintettel a keresett T'= T'(A) fiiggvénykapcsolat kolesonosen egyértelmi voltéara
azonnal kovetkezik, hogy a probatest [ hosszusagi szakaszanak minden egyes pontjaban allando
a T fesziiltségi tenzor is. Ha &allandoak az A és a T tenzorok, akkor feltételezhetGen allando
értékid az u fajlagos alakvéltozasi energia is.
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A fentiek alapjan értelmezés szerint homogénnek nevezziik a test valamely allapotéat (pl.
alakvaltozasi allapotat, energetikai allapotat), ha fiiggetlen a helytsl az allapotot leird tenzor.
Ha alland6 az U = A tenzor (azaz ¥ = 0), tovabba alland6 a T fesziiltségi tenzor és az u
fajlagos alakvaltozasi energia is, akkor azt mondjuk, hogy homogén a test szilardsagtani allapota.
Mivel a probatest minden egyes pontjaban ugyanaz a fesziiltségtenzor fennéllnak a
Py = 0z€x +Tyzey + 7€, = dllando,
Py = Tuy€z +0yey +Tyye, = allando,
és
P, = Tp.€z+Ty.€y+0 e, = allandd
Osszefliggések. Az egyeldre ismeretlen o, 7z, . . ., 0, fesziiltségkoordinatak meghatarozasa soran
vegyiik figyelembe, hogy a szilard test S hatarfeliiletének kiils§ ER-el terhelt részén a p,, fesziilt-

ségvektor meg kell, hogy egyezzen a feliileti terhelés f stirtiségvektoraval, azaz fenn kell allnia
a

T n=p,=f (3.10)
egyenletnek. A probatest [ hosszlsagu szakaszanak terheletlenek az oldallapjai, azaz zérus ezeken
az oldallapokon a kiils§ terhels ER f stirtiségvektora. Kovetkezésképp el kell, hogy tiinjenek az
n = e, ¢s n = e, normalisi hatuls6 és felsé oldallapokon ébredd fesziiltségvektorok:

T-e,=p, =0z +Tys€y+7:0€, =0,
T-e,= Py = Tzy€g +0oyey+7ye, =0.

A p, és py fesziiltségvektorok allando volta és a fesziiltségi tenzor szimmetridja miatt az utobbi
két egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha

Op =0y ="Tyg = Tay = Tag = Taz = Toy = Ty =0, (3.11)

azaz, ha csak a o, = alland6 normélfesziiltség kiilonbozik zérustol. Ez egyben azt is jelenti, hogy

0 0 O
T=|0 0 0 (3.12)
0 0 o,

alaku a feszilltségi tenzor méatrixa. A o, normalfesziiltség abbol a feltételbdl hatarozhaté meg,
hogy a probatest [ hossztusagn szakaszanak barmely pozitiv keresztmetszetére igaz, hogy a p, =
=o0,e, fesziiltségek egyenértékiek a tengelyiranyt Fg=Ne, erével. Az egyenértékiiséget kifejezd
EZX9) és 290) osszefiiggésekbol, tekintettel a (BT képletekre, valamint arra, hogy allandé a o,
normélfesziiltség és hogy zérus a keresztmetszet sajat sulypontjara vett Sg statikai nyomatéka
az

Fg = Ne, :/ pZdA:/ (06,4 Ty €0 +T7y2€,) dA :/ o.e,dA=o0,Ae,, (3.13)
A A A

MS:/RpodA:/Rxazesz:/RdAxazez:O
A A A

Ss=0
eredmények kovetkeznek. A fenti eredmények, azaz a hossz- és keresztiranyu nyulasokkal kapcso-
latos

e, = allando, €k = —VE, (k==x,y) (3.14)

képletek, valamint a (BI3))-bol kovetkezs és a o, normalfesziiltséget ado

o2 1
0=~ (3.15)

Osszefliggések a terhelés egy korlatozott tartoményaban barmilyen alland6 keresztmetszett, vagy-
is prizmatikus riadra érvényben maradnak.
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3.2.2. Kapcsolat a z iranyu fajlagos nyulas és fesziiltség kozott. Szakitédiagram. A
terhelési folyamat soran a szakitogép diagramban rogziti az N huzoerd, valamint a A megnyulas
Osszetartozo értékeit ado N = N () fiiggvényt. Az igy nyert fliggvény alakja fligg egyrészt a pro-
batest anyagétol, mésrészt pedig a probatest alakjatol. Az utébbit az egyes szerkezeti anyagokra
szabvany rogziti.

A B3 abra nagyszilardsagu acélbol késziilt probatestre szemlélteti az N = N(\) fliggvényt.

A probatest alakjatol fiiggetlen diagramhoz tgy juthatunk, N
ha fajlagos mennyiségeket mériink az egyes tengelyekre. Ez azt
jelenti hogy a fiigg6leges tengelyen a o=0, normalfesziiltséget, a
vizszintes tengelyen pedig a hozzatartozo e =<, fajlagos nytlast
abrazoljuk. Az igy nyert o=0(¢) diagramokat szakitédiagramok-
nak nevezik. A szakitodiagramok az adott koriilmények kozott
maér valoban a probatestek anyagara jellemzdéek. A B4l dbra né-
hény szerkezeti anyagtipus esetén azzal a feltevéssel szemlélteti
a szakitodiagramokat, hogy nem veszi figyelembe a keresztmet-
szet méretvaltozasit a o normalfesziiltség szamitasa soran. <

A diagramok kozos jellemzdGje, hogy a kezdeti egyenes sza- 3.3. abra.
kaszt egy atmeneti rész koveti. Rideg anyagi (pl. ontottvas)
probatestek esetén az atmeneti szakasz hirtelen toréssel végzédik, maga a diagram pedig megszii-
nik. Nem rideg anyagu probatestek esetén az dtmeneti szakaszt kovetGen a diagram ellaposodik
majd egy tjabb lassan novekvs szakasz utédn visszahajlik és a torés utan megsziinik - kis szén-
tartalmi acélok -, vagy egy lassan névekvs szakasz majd kissé visszahajlo szakasz utan torés
kovetkezik be — az utobbi viselkedés elsGsorban a jol alakithaté fémekre (aluminium, réz etc.)
jellemzé.

o rideg anyagok B

kis széntartalm( acélok

Y 0.2%

3.4. abra. 3.5. abra.

Tovabbi jellegzetes tulajdonsagait ismerhetjiik meg a probatest anyaganak, ha kiilonb6z6 mértékt
terhelésekre szemléltetjiik a tehermentesités illetve az ismételt terhelés folyamatét — abra.
A szakitodiagram jellegét ezekben az esetekben a terhelés mértéke hatarozza meg. A kezdeti
egyenes szakaszon a terhelés, a tehermentesités és az ujraterhelés a kezdeti egyenes szakaszon
megy végbe (O —A—0O — A). A terheletlen allapotbol a diagram laposabb, elhajlo szakasza-
ra es§ B pontig terhelt probatest tehermentesitése a kezdeti egyenes szakasszal parhuzamos
B — C egyenes mentén megy végbe és a terheletlen allapothoz az e, maradd fajlagos nyilds
tartozik. Az ismételt terhelés a C' pontboél indul, a C'— B egyenesen halad és a B pont elérése
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utan az eredeti laposabb elhajlé szakaszon jobbra folytatodik.

Az djabb leterhelés ugyancsak parhuzamos a kezdeti egyenes

o szakasszal (az Gjabb tehermentesitést méar nem tiinteti fel az
? abra).

Az O — A — O egyenesvonala szakitédiagram a linedrisan
rugalmas test szakitodiagramja.

Altalaban rugalmas alakvéltozasrol beszéliink, ha egybe-
esik, noha nem sziikségképp linearis ez a kapcsolat, a terhelés
és a tehermentesités diagramja, vagyis nem tapasztalhato kép-
lékeny alakvaltozéas. Ha ez a kapcsolat nemlinearis akkor nem-
linedrisan rugalmas testrél beszéliink. A abra nemlineéri-

€
0 san rugalmas test — ilyen példaul a gumi — szakitdédiagramjat
h szemlélteti.
3.6. abra. A abran feltiintetett O — B — C' szakitodiagram

rugalmas-képlékeny test szakitodiagramja.
Az alabbiakban a B4l és BA abrakon szemléltetett, képlékeny alakvaltozast is mutato szaki-
todiagramok segitségével értelmeziink néhany fontos anyagjellemzét.
A kezdeti egyenes szakaszon fennall a

o=FEe (3.16)

egyenlet, ahol E a rugalmassdgi modulus (més elnevezéssel Young modulus vagy rugalmasséagi
tényezs). Az BI0) és BT egyenletek az egyszerd Hooke torvényt alkotjak.

Azt a hatarfesziiltséget, amely a kezdeti egyenesszakasz végéhez tartozik és ameddig az alak-
valtozas rugalmasnak vehets rugalmassdgi hatdrnak nevezzik. Fémek esetére altalaban a 0.02%
maradé nytléshoz tartozo fesziiltséget fogadjuk el rugalmasséigi hatdrnak. Ezt a mennyiséget a
szabvany az Ry o2 modon jeloli. A 0.05% maradd nytlashoz tartozo Ry s fesziiltség a o ard-
nyossdgi hatdr. A 0.2% maradé nyulast okozo Ry o fesziiltséget folydsi hatdrnak szokas nevezni.
FEzt a mennyiséget a tovabbiakban o jeloli.

Egyes szerkezeti acéloknal a rugalmas alakvaltozas utan egy vizszintes szakasz kovetkezik és
csak ezutéan kezdd@dik a diagram emelkedése. A vizszintes szakasz az idedlisan képlékeny testre,
a lassan emelkeds szakasz a keményedd testre jellemzs. A keményedés fogalma azt jelenti, hogy
a marado nyuléas 1étrejotte utan tovabbi marado nytlés csak az el6z6nél nagyobb normaélfesziilt-
séggel hozhato létre.

A torést el6idézs op fesziiltség a szakitoszilardsig. Ez nem valodi fesziiltség mivel az eredeti
keresztmetszeti tertilettel szamoljuk.

A keresztiranyd nytlas mértékére jellemzé v Poisson tényezd reciprokat Poisson szamnak
nevezziik és m-el jeloljiik:

m =

(3.17)

B .

3.2.3. Idealis testek szakitodiagramjai. A 2.1. szakasz mésodik bekezdésében ramutat-
tunk, hogy a mechanika a valosdgos testek helyett olyan idealizalt testeket, modelleket hoz létre,
amelyek a vizsgalt mechanikai mozgas leglényegesebb tulajdonsigait tiikrozik, és csak ezekkel
rendelkeznek. Igy jarunk el akkor is, amikor a valosagos szakitodiagramok alapjan, ezek egyes
tulajdonsagait (rugalmas alakvéltozas, képlékeny alakvaltozas, keményedés) kiragadva kiilonb6z6
anyagmodelleket hozunk létre. Az igy létrehozott anyagmodelleket kovets testeket idedlis testek-
nek nevezzik.

Ilyenek

— a linedrisan rugalmas test (amely a terhelés mértékétsl fiiggetlentil mindig linearisan
rugalmas modon viselkedik),

— a merev-idedlisan képlékeny test vagy roviden idedlisan képlékeny test (amely a folyasha-
tar eléréséig merev testként, utana pedig képlékeny testként viselkedik),
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— a merev-linedrisan keményedd test (amely a folyashatar eléréséig merev testként, uténa
pedig linearisan keményedd képlékeny testként viselkedik),

— a linedrisan rugalmas-idedlisan képlékeny test (amely a folyashatar eléréséig linearisan
rugalmas testként, utdna pedig képlékeny testként viselkedik),

— ¢és a linedrisan rugalmas-linedrisan keményedd test (amely a folyashatar eléréséig lineari-
san rugalmas testként, utana pedig linearisan keményedd képlékeny testként viselkedik).

SN0 RCH

€ € €
—

linearisan rugalmas test merev-idealisan képlékeny = merev-linearisan keményedd

. @ O
GF O-F
SF £ 8': €
— —
rugalmas-idealisan képléekeny rugalmas-linearisan keményedo
3.7. abra.

A lineéarisan rugalmas szoosszetételben altalaban elhagyjuk a linearisan jelz6t. A BIA(d) és
aB (e) abrakon szerepld feliratok mar ezt a megéallapodast tiikrozik.

3.2.4. Prizmatikus riad nyomasa, nyomédiagram. Felmeriil a kérdés, hogy mennyiben
és milyen tekintetben maradnak érvényesek a szakitovizsgédlat eredményei nyomoerdvel terhelt
prizmatikus rudak esetén. A probatest az esetleges kihajlas elkeriilése érdekében zomok, tobbnyi-
re kockaalakti. A nyomas hataséara a hosszméretek megrovidiilnek, a keresztiranyt méretek pedig
ennél kisebb mértékben megniévekednek. A rugalmas viselkedés tartoményaban valamennyi ed-
digi eredmény érvényes marad. Részletezve

— a szogtorzulasok zérus értékiek,
— a hossziranyu €, és a keresztiranyu ¢y, fajlagos nyulasok allandoak és értékiiket a (B2 és
B3) képletekkel kell szamitani azaz

Al A . Aa
Ey = —F = — es Ep = —,
l [ a
ahol most Al=XA=1'—1<0,és Aa=da —a >0,
— a hossziranyu és a keresztirdanyu nyulasok kozott tovabbra is fennall az e, = —ve, Gssze-

fiiggés, azaz a (B4, egyenlet,
— allando értéki a T fesziiltségi tenzor, az egyetlen zérustol kiillonbozo fesziiltségkoordinatat

pedig most is a ([BIH) képlettel szamithato, ahol azonban mint igénybevétel N < 0,
— a (BI3) alatti Hooke torvény valtozatlanul fennall.

B (a) abra acél anyagokra, a (b) abra tiszta betonra, a (c) abra pedig dntéttvasra jelleghe-
lyesen szemlélteti az egyesitett szakitd-, és nyomoddiagramokat. Kitiinik az abrarol, hogy az acél
anyagok huizasra és nyomésra nagyjabol egyforméan viselkednek a rugalmas és a kis képlékeny
alakvaltozasok tartoményaban. A beton és az Ontottvas etts]l lényegesen eltéréen viselkedik.
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o @ 0@ a@

€ € / €

3.8. abra.

Bar a rugalmas alakvaltozas tartomanyaban ugyanazt a torvényt kovetik nyomasra lényegesen
nagyobb abszolutértéki normalfesziiltséget képesek maradd karosodas nélkiil elviselni, mint hi-
ZAasra.

c

Az idealis testek egyesitett szakito-, és nyo-
modiagramja szimmetrikus az origéra. A B9 ab-
ra rugalmas-idealisan képlékeny testre szemlélte-

- € ti az egyesitett szakité és nyomoddiagramot.
Osszegezésszertien megjegyezziik, hogy a ru-
galmas alakvaltozas tartoményaban a huzas-
sal kapcsolatos valamennyi eredmény érvényben
marad a nyomoéerével terhelt rovid prizmatikus
—o, rudak esetére is. A rovid szé hangsulyozésa ar-
ra utal, hogy a hosszi nyomott rudaknal felléps
3.9. abra. kihajlas jelensége tovabbi vizsgalatot igényel és
ezzel csak késGbb foglalkozunk.

—&,

3.2.5. Hooke torvény egytengelyti fesziiltségi allapotra. A 2.3.4. szakasz réviden fog-
lalkozott fesziiltségi tenzor, mint szimmetrikus tenzor f6tengelyprobléméjaval és megadta egyebek
kozott a tenzor méatrixat is a f6tengelyek KR-ében. A vonatkozo ([Z8J) képlet és a ([BI3) dssze-
fliggés egybevetésébdl azonnal kovetkezik, hogy hizott, illetve nyomott rudak esetén egyetlen
fofesziiltség kiilonbozik zérustol, azaz

o1=0z, o02=03=0,

ha huzasroél van szo, és

o3 =0z, o01=02=0,

ha nyomas esete forog fenn. Ertelmezés szerint egytengelyd fesziiltségi dllapotrél beszéliink, ha
egyetlen féfesziiltség kiilonbozik zérustol. Ezzel szemben tobbtengelyd o fesziiltségi dllapot, ha
legalabb két féfesziiltség nem zérus. Szokas két-, illetve hdromtengelyd fesziiltségi dllapotnak is
nevezni azokat az eseteket amikor csak egy f6fesziiltség zérus, vagypedig nincs zérus értéki féfe-
sziiltség. A bevezetett terminologiat hasznalva egytengelyi a huzott, illetve nyomott riad fesziilt-
ségi allapota.

Mivel kolesonosen egyértelmii kapcsolat all fenn a T és A tenzorok kozott, azért létezik a
BI) egyenlet A= A(T) alakt un. megforditasa. Az alabbiak ezt a fiiggvényt konstrualjak meg.
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A BX), BI0) ¢s BT képletek felhasznalasaval és elemi algebrai atalakitasokkal irhato, hogy

e, 0 0 —VE, 0 0 14w 0 0 O 1 0 0
A= 0 g O = 0 —ve, 0 :T 00 0 |—wve, |0 1 0F}. (318)
0 0 e, 0 0 €, —— | 0 0 o, 0 0 1
1 '
ﬁ T E
Az
E=2G(1+v) (3.19)

képlet a G allandot értelmezi. Vegyiik észre, hogy a Ty =0, = Fe, skalarmennyiség, azaz a fesziilt-
ségi tenzor elsé skalarinvariansa is behelyettesithets az egységtenzor E matrixa egyiitthatojaba
a ([BIR)) osszefiiggeés jobboldalan. Mindezeket kihasznalva az

1 v 1 v
A= — |T———0,E|=— |T— TIE| . 3.20

20[ 1+yaz} QG[ 1—}—1/[] (3:20)
alakot Olti a keresett A = A(T) fiiggvény. Felhivjuk az olvaso figyelmét arra a koriilményre,
hogy 6sszhangban a kisérleti eredményekkel linearis a fenti fliggvénykapcsolat, hiszen a szogletes-
zardjelben allo els6 tag a fesziiltségi tenzor, a masodik tag pedig egy, az egységtenzorral ardnyos
additiv tag, amelyben T7 a normalfesziiltségek, most o, linearis fliggvénye.

3.2.6. Alakvaltozasi energia. A BTN abra az egyik végén befogott, masik végén Ny erével
terhelt hazott rudat illetve az N(\) fiiggvényt szemlélteti, utobbi esetben a fiiggvény lineéris
tartomanyaban. A ([B4), (BI0) és (BID) képletek felhasznalasaval

4 Ny
M=el=20 =10

== (3.21)

a rud hosszvaltozésa az Np ruderd hataséra.
A terhelés kvazistatikus, vagyis a terhelési folyamat egymast kovetd egyensulyi allapotok
sorozata. Vegylik észre, hogy a kiils6 erdk koziil egyediil a terhelés végez munkét, a befogas

N

S /i
zZ
" 7 N2 W,
_ ) |
" T
3.10. abra.

helyén ui. nincs elmozdulés, kovetkezdleg zérus a tamasztoerd munkaja. Leolvashato az N(\)
fiiggvényt szemléltets abrarészletrdl a A megnyulashoz tartozo N () terhelGers elemi munkaja:

dWgx =N(A)dA.
A kiils6 ersk munkaja integralassal adodik:
A1

Wy = (A)dA. (3.22)
0

A tovabbiakban vegyiik figyelembe, hogy ridban felhalmozddo alakvéltozasi energia, amint arra
a 2.4.2. szakaszban ramutattunk, megegyezik a kiilsg er6k munkajaval. Ha emellett kihasznaljuk,
hogy a Wi-t szemléltetd teriilet haromszog, majd helyettesitjiik a 2] képletet az

U=Wgk=-Ni\ =-—L (3.23)




72 3.2. Prizmatikus rad htzasa, zomok rad nyomaésa

eredményre jutunk. Erdemes megfigyelni, hogy

ou 0 1Nl N
ON, 9N, 2AE _AE - (3:24)
Ez azt jelenti, hogy az Ni erd tdmadaspontjanak erdiranyta elmozdulasa az alakvaltozasi energia
er6koordindta szerinti parcialis derivaltjaként adodik.
Mivel homogén a rud szilardsagi allapota allando6 értéki a fajlagos energiastirtiség, vagyis
U 11N}l 1N Ny 10* 1

WSS WY AE 2 AAB 3B 2% (3.25)
ahol V a rad térfogata volt és kihasznaltuk a o.-t ado ([BID) Osszefiiggést, valamint a (BI0)
egyszerti Hooke torvényt.

3.2.7. Ellensrzés, méretezés, biztonsagi tényezs. Az egyenes kozépvonali huzott vagy
nyomott radban ébredd§ o, normaélfesziiltség szamitdsa nem oncéli feladat, hanem eszkoze az
alabbiakban megfogalmazott két alapvetd mérnoki feladat megoldasénak:

1. Megtervezett, vagy megépitett mérnoki szerkezetek, gépek vizsgilata annak eldontésé-
re, hogyan viselkedik az adott szerkezet, vagy gép az iizemelés kozben fellép§ terhelések
hatasara. ElsGsorban arra vagyunk kivancsiak, hogy a szerkezet gy van-e megtervez-
ve, illetve megépitve, hogy képes az lizemelés kozben felléps terheléseket tonkremenetel
nélkiil elviselni. Ennek a feladatnak a megoldésat ellendrzésnek nevezziik. (Ténkremene-
telrél beszéliink, ha nem teljesiil valamilyen elGirt kdvetelmény, pl. torés 1ép fel, marado
alakvaltozas keletkezik, stb.)

2. Uj szerkezet, vagy gép tervezése adott funkcié megvalositasara. Kitiintetett figyelmet
érdemel ekozben a szerkezet, illetve részei anyagénak és a geometriai méretek megvalasz-
tasdnak kérdése, mivel az iizemeltetés illetve a hasznalat kozben fellépd terhelések nem
okozhatnak tonkrementelt. Ezen részfeladat megoldasat méretezésnek nevezziik.

Jelolje a tonkrementelt okoz6 normalfesziiltséget ojen (szigma jellemz6). Ezt a mennyiséget
nyomas esetén is pozitiv értékiinek tekintjiik. Szivos anyagokra — alacsony széntartalmi acélok,
lagy fémek — a jelentés marado alakvaltozasok elkeriilése érdekében a oo = op valasztas a
szokésos. Ezzel szemben rideg anyagok esetén nem el6zi meg jelentGs mértékd alakvéltozas a
torést. Ez okbol rideg anyagokra a oje1 = o feltételezés az elfogadott.

Jeldlje tovabba a tonkrementelt okozo riderst Nie. Ez a mennyiség is pozitiv mind hizésra,
mind pedig nyomésra. Az

Niel'  jen

ng = —— —

N[ o]
hényados — itt N a tényleges raderd, o, pedig az N-hez tartozé normalfesziiltség — a tonkremen-
tellel szembeni tényleges biztonsdgi tényezd.

A szabvanyok, a terhelés modjatol és a szerkezet anyagatol fliggden, kiilonbozs elGirasokat
tartalmaznak a biztonsagi tényezdével kapcsolatban.

Jelblje n, vagy roviden n az eldirt biztonsdgi tényezdt. Az ennek ismeretében képzett

(3.26)

meg = % (3.27)

hényados a megengedett fesziiltséget értelmezi.
Nyilvanvaloan megfelel a huzott rid, illetve a rovid nyomott rad, ha fennall a (B1H) és (B27)
figyelembevételével irhatod

N Tiell
‘02’ = % < Omeg — ;;2 (3.28)

egyenlGtlenség. Ez az Gsszefiiggés az ellendrzés eszkoze. Mivel |0, <omeg az n4-t adod [(B20) képlet
alapjan a biztonsagi tényezdkkel kapcsolatos

__ Ojell > Ojell

N |Uz| o Omeg

Tt
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relacio kovetkezik. Vagyis a tényleges biztonsagi tényez6 nagyobb, vagy egyenld mint az el&irt
biztonsagi tényezd.

Ha adott a ruderd, valamint a rad anyaga, és keressiik azt a minimaélis teriiletd keresztmet-
szetet — jelolje ezt a terliletet Ag,, ahol az sz index a sziikséges sz0 elsG bettije —, amely el&irt
biztonsaggal képes elviselni a ruderdt, akkor méretezésrdl beszélink. A ([B28) egyenlStlenség
A/0meg hanyadossal valo atszorzésa a méretezés alapjaul szolgalo

(3.29)

egyenlGtlenséget eredményezi. Az egyenlGtlenség jobboldalat alkotod egyenlGség azt a minimalis
keresztmetszeti teriiletet adja, amely sziikséges az eldirt biztonsaghoz. A tényleges keresztmet-
szet, természetesen, ennél nagyobb is lehet.

Visszatérve a biztonsagi tényezé megvalasztasanak kérdéséhez a biztonsagi tényezst befolya-
solo kortilmények kozil, a teljesség igénye nélkiil, az alabbiakra érdemes felhivni a figyelmet:

1. Az anyagjellemzdk szordsa. Ezt az anyaggyartas pontatlansaga, a hékezelésbol adodo
maradé fesziiltségek, természetes anyagok esetén — fa, kézetek — pedig a novekedés il-
letve kialakulas kortilményeinek valtozasa okozzék. (Fa esetén n =4,...,10, nyomasra
igénybevett terméskére n = 10, --- ,20)

2. A fel- és leterhelések, vagy méasnéven terhelési ciklusok szama. A tonkrementelt okozo
fesziiltség ui. csokken a terhelési ciklusok novekedésével. Ez a jelenség kifdradds néven
ismert.

3. A terhelés jellege. Ez nem csak kvazistatikus, hanem dinamikus, periddikus avagy [6kés-
szeri is lehet. Az utébbi esetekben nagyobb biztonsagi tényezdt kell valasztani.

4. A kopds vagy korrozid kovetkeztében felléps és nehezen prognosztizalhaté hatasok, mé-
retvaltozéasok.

A fentieken tdlmenden, nagyobb biztonsagi tényezdt kell valasztani minden olyan esetben,
amikor a gép, vagy szerkezet tonkremenetele emberi életeket veszélyeztet. Ezekkel kapcsolatosan
a vonatkozo6 szabvanyok, tervezési elGirdsok adnak tajékoztatast.

3.3. VALTOZO KERESZTMETSZETU RUD

3.3.1. Szakaszonként alland6 keresztmet- A Fy s ¢ F, D F, ,
szet. A BTl 4bra a szakaszonként allando ke-
resztmetszeti AD rudat, a rud terheléseit, a rad 7 7 )
K3D, KsD és K1 D jelii részeit, valamint az em- «— ! e lnla
litett rudrészeken miikods kiilsé és belss erdket, <_D_>
illetve a rtder6abrat szemlélteti. Vegyiik észre, N, K, D F,

hogy az 1, 2 és 3 jeld rudszakaszokon beliil allan-

do6 a prizmatikus rudak huzasaval illetve nyoméa-
saval kapcsolatos képletekben szerepl6 valamennyi N r D F
mennyiség, azaz N;, A;, E; és l; (i =1,2,3). Leol- 7 K, ¢ b

vashato az abrarol — mivel Fo, <0 — az is, hogy
N :FBZ+FCZ+FDZ7

N, K , Fu Fo D Fy
NQZFCZ-'—FDZa N3:FDz- N
Ha eltekintiink a hirtelen keresztmetszetvaltozas N, N,
fesziiltségi és alakvaltozasi allapotra gyakorolt ha- ﬁ
tasatol, ez ugyanis csak lokélis zavarast okoz, ak- 7

kor az Osszes eddigi eredményt, azaz a (BIH),

BZ1) es BZ3) képleteket egyarant érvényesnek
tekinthetjiik az egyes szakaszokra nézve. 3.11. abra
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3.3. VAaltozo keresztmetszetd rud

Kovetkezéleg

Oy — —— (330)

a normaélfesziiltség az i-ik szakaszon belil (i =1,2,3). A rad hosszvaltozasa pedig a rudszakaszok

hosszvaltozasainak Gsszege:

A=At Aot ds =

Ny,
‘< AE;
=1

(3.31)

A raudban felhalmozodott teljes alakvaltozasi energia ugyanilyen moédon az egyes rudszakaszokban
felhalmozodott alakvaltozési energia Osszegeként adodik:

Mivel

U=U1+Us+U;3 ==

1< N2,

. .32
2 =1 AZEZ (3 s )

i=12,3

a ([B32) képletbdl a [BZ) egyenlet altalanositasat jelents

U < Nili N,

A

6F’Dz

AE; OFp,  — AE;

Osszefiiggés kovetkezik. Az ellendrzés illetve méretezés azon alapul, hogy minden egyes szakaszra

fenn kell allnia a

02 < Omeg i (333)

relacionak, ahol 0yeq; az i-ik szakasz anyagédnak megengedett fesziiltsége.

A
4
| | dz
A
ZVJ z z
3.12. abra.

Hasonlé megfontolassal kapjuk ([B23))-bol, hogy

N(z)

3.3.2. Folytonosan valtozé keresztmet-
szet. Ha folytonosan de csak kismértékben val-
tozik a keresztmetszet teriilete, akkor jo kozeli-
téssel fennall, hogy

N(z)

0.(z) = A0)

a norméalfesziiltség, a tobbi fesziiltségkoordina-

ta pedig elhanyagolhatéan kicsiny. A rud hossz-

valtozasat a dz hosszisagu elemi rudszakasz

dA hosszvaltozésédnak integralja — a d\ hossz-

valtozas a (BZI) képletbsl adodik, ha Ny he-

lyére N(z)-t, | helyére dz-t, AE helyére pe-

dig A(2)E(2)-t irunk —, azaz a hosszvaltozasok
Osszege adja:

(3.34)

(' N
A /0 ey e (3.35)
d\
U:l/l NG, (3.36)
2 Jo A(2)E(z)

a rudban felhalmozott alakvaltozasi energia. Ami pedig a fenti képletek érvényességét illeti ismé-
telten felhivjuk a figyelmet arra a koriilményre, hogy csak akkor alkalmazhatok ezek az Osszeflig-
gések, ha lassan valtozik az A keresztmetszet a z fliggvényében.
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Kimutathato, hogy a dA/dz < 0.1 relacio fennéllasa esetén a o, normaélfesziiltség a dominéns,
azaz az Osszes tObbi fesziiltségkoordinata elhanyagolhato mellette. Megjegyezziik, hogy a hirtelen
keresztmetszetvaltozasok fesziiltségnovekedést okozo hatésat a késébbiekben tekintjiilk majd at.

3.4. STATIKAILAG HATAROZATLAN FELADATOK

A jelen szakasz statikailag hatdrozatlan rudak egyes feladataira forditja figyelmét. Tengelyiranyu erck-
kel terhelt egyenes rudak esetén valamennyi erd a riad tengelyvonala mentén miikodik, ezért egy egyensiilyi
egyenlet all rendelkezésre a tamasztoersk meghatarozasara. Ha a rad valamelyik végét befogjuk, akkor
egy ismeretlen tamasztoerdvel kell szamolnunk, azaz a feladat statikailag hatarozott. Ha azonban a rud
mindkét vége befogott akkor két tamasztoerdt kell meghatarozni és igy a feladat statikailag hatarozatlan,
hiszen egy egyensulyi egyenlet all rendelkezésre a két ismeretlen meghatarozasara. Ez azt jelenti, hogy
tovabbi egyenletre van sziikség a feladat hatarozotta tételéhez. Ezt a potlolagos egyenletet abbol a felté-
telbdl kapjuk, hogy a masodik tdmasz révén valojaban meggatoljuk a rad tengelyiranyi méretvaltozasat.

A B C A K, B K, C
. et -
L | Feo, F, | F, F,

N(z) i F,
N,
FBZ zZ
F,, =W,
-t ]1 ] ]2 -
3.13. abra.

Az elmondottak, jol kovethetsk a B3l abran vazolt AC rud esetén. A rud két vége befogott, és tengely-
vonalanak B pontjaban az Fp, < 0 erd terheli. Az abra feltiinteti

— a tamaszair6l levett rudat és a red hatd Fp, terhelést tovabbé az ismeretlen Fla,, Fo, tamasz-
toersket,

— arud AKy, K1Ks és KoC részeit — Ky és Ko az AC illetve BC szakaszokon beliil 16vS rudke-
resztmetszetek —, valamint a rajtuk mikods kiils6 és bels6 erdket, illetve

— az N(z) rtider6abrét.

Mivel a rid egyensulyban van fenn kell dllnia a
Fa:+Fp.+Fc.=0 (3.37)
vetiileti egyenletnek. A rud A hosszvaltozasa zérus értéki. Visszaidézve a ([B31) képletet irhatjuk, hogy
AAE = Nyl1+Nyla =0,
ahol az AK; illetve K>C rudszakaszok egyensiilya alapjan N1 = —Fl4, és Ny = Fo,. Kovetkezésképp

l
Fo.=—Fy4. . (3.38)
l2
Az utobbi formula (B31)-ba torténd helyettesitésével Fa,-t, majd az Fa.-re vonatkozo eredményt (B35])-
be irva Fg.-t kapjuk

lg ll

Fp,=———Fp., Fe. = _ﬁFBZ . (3.39)
1 2

Ezzel megoldottuk a feladatot.
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£, -Fy
-—
z F,, +
N ‘_-F‘ﬂ F. 31 -F. 31
3.14. abra.

A BTA abran vazolt AB rud két részbdl, a 2 jeli cs6bdl és a csé belsd atmérsjéhez illeszkeds 1 jeld
tomor radbol épiil fel. A két rész anyaga kiilonbozik egymastol. A rid jobboldali vége befogott, a baloldali
végét pedig a 3 jeld merev lap kozvetitésével kifejtett F4, nyomoberd terheli. Az abra jobboldala a szerkezet
részeit, valamint a rajtuk mikodo kiilss és belsd erdket is feltiinteti. Az 3 jeld merev lapon miikods — F3q és
— F35 er6knek valdjaban a z tengely a hatasvonala, elkiilonitett abrazoldsuk a viszonyok attekinthetésége
érdekében tortént. Célunk a csgben illetve a tomor radban ébredd fesziiltségek meghatarozasa.

Vegyiik észre, hogy a feladat statikailag hatarozatlan, mivel a

Fa,—F31—F3=0 (3.40)

egyensilyi egyenletben a csé illetve a tomor rad jobboldali végén kifejtett —F31 és —F3o tamasztoerck
az ismeretlenek. Tovabbi egyenletet abbol a feltételbdl kapunk, hogy azonos a tomor rad Ay és a csG Ao
Osszenyomodésa.

A BZD) képlet felhasznalasaval irhatjuk tehat, hogy

= . 41
A1E1 A2E2 (3 )
A B0), BZI) egyenletrendszer
A1 By A By
F3i=——" —F és Fso=—"—""—F4,
3 A1E+AsE, Az 32 AEy+ AsEs A

megoldasaival, ezek ui. a tomor radban és a csGben ébredd nyomoéerdk, mar szamithatoé a o, normalfe-
sziiltség.

3.5. A HOMERSEKLETVALTOZAS HATASA

Ezideig feltételeztiik, hogy allando6 a vizsgalat targyat képezs rud hémérséklete a terhelési folyamat
soran. Az alabbiakban megvizsgaljuk azt a kérdést, hogy mi a hatasa a hémeérsékletvaltozasnak. Megje-
gyezziik, mint korlatozo feltevést, hogy a véltozéas kovetkeztében kialakuld 4j hémérsékletet is allandonak
vettiikk a radon beliil. Masképp fogalmazva nem foglalkozunk a radon belili egyenlStlen hémérséklet-

eloszlas fesziiltségekre gyakorolt hatasaval.
Az elsd esetben feltételezziik, hogy nincs gatolva a rud hémér-

sékletvaltozas kovetkeztében kialakuld mozgasa.

ABTH abran vazolt [ hosszisagi prizmatikus rad, mivel a feli-
let melyen tamaszkodik sima, szabadon mozoghat a rud tengelye
mentén. A rud fesziiltségmentes. Noveljiik meg a rad hémérsékle-
tét és jelolje AT a vonatkozé hémérsékletvaltozast. A megfigyelé-
sek szerint

Ar = alAT (3.42)
a rud hétagulasbol addodod megnyulasa, ahol anyagjellemzs az
3.15. abra. a fajlagos hétdgquldsi egyiitthalé — ez a mennyiség az egységnyi

hosszisagu rudszakasz tagulasa, ha egy fokkal n§ a hémérséklet.
A vonatkozo fajlagos nytlés a szokott modon szamithato:

a
Mivel nincs gatolva a tengelyiranyt mozgas ehhez az alakvaltozashoz nem tarsul fesziiltség.

A mdsodik esetben a rud mindkét vége befogott.

Feltételezziik, hogy a hémérséklet értékének megnovelése elstti kezdeti allapotban nincs fesziiltség a
radban.

€2 =aAT (3.43)



3. A szilardsagtan alapkisérletei 1. 7

A rud hémérsékletének AT-vel vald novelése azt eredményezi, 1:1 7 Z
hogy Ar értékkel megnovekedik a rud [ hossza, ezt azonban meg-
akadalyozzak rud végein elhelyezett tdmaszok. Kovetkezésképp zé- N
rus a z irdnyua fajlagos nyuléas, ugyanakkor azonban a tagulast 4—‘]»@—2
akadalyozo tengelyirdnyi eré és normaélfesziiltség ébred a rudban. | Z
Jelolje Fp a rad jobboldali végén haté nyomoerst (tamasztoerst). i
Ennek tehat akkora az értéke, hogy a riud hossza valtozatlan ma- A Ay B
rad. 0
Hogy matematikailag is at tudjuk tekinteni a viszonyokat te- | z
kintsiik aBT6 abrat. A legfelss abrarészlet a rud kezdeti allapotat [ -« 7
szemlélteti. Tavolitsuk most el gondolatban a jobboldali befogést A ] B B
és noveljiik meg a homérsékletet. Ez esetben [+ Ay =1(1+aAT) - >
lesz a rad hossza, és ez nagyobb mint a tamaszok [ tavolsaga. Ko- 3.16. abra.

vetkezdGleg nem fér el a rud a tadmaszok kozott. Az igy megnylt

rudat a kozépss abrarészlet mutatja. A rad ugy nyeri vissza

eredeti hosszat, ha a jobboldali végén akkora Fp nyomoerst alkalmazzunk — ez valojaban a tamasztoerd
—, hogy a vonatkozo Ay Osszenyomodéas pontosan akkora mint a hétagulasbol adodo nytlés, azaz

AT = AN (3.44)
Az utobbi képletbdl a BZA) és BZ) osszefliggések felhasznalasaval az
Fgl
ol AT = ﬁ , vagy ami ugyanaz az Fp = AFEaAT
eredmény kovetkezik. A normalfesziiltség értékét pedig a

0, = f% = —FEaAT
Osszefiiggés adja. Végezetiil felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a feladat is statikailag hatarozatlan feladat.
A z irdanyu vetiileti egyenletbd] ui. csak annyi kovetkezik, hogy a rud két végén azonos nagysagu de
ellentétes iranyu tamasztdoersk miikodnek. Maga az Fp tamasztoers egy tovabbi fliggetlen egyenletbdl, a
BZ3) geometriai feltételbsl adodott.

3.6. MINTAFELADATOK

3.1. A huzokisérlet soran a probatest mértékado [ hosszusagu szakaszan mindig pozitiv a térfogat-
valtozas. Mutassa meg, hogy ebbdl a koriilménybdl kovetkezik a Poisson tényezével kapcesolatos ([BH)
egyenlGtlenség.

Mivel alland6 az A alakvéltozési tenzor éllando és a kisérleti eredményekkel Gsszhangban pozitiv a
fajlagos térfogatvaltozas. Tekintettel a ZRA) és a BT, Osszefiiggésekre fennall a

ey =eggteyte.=e.(1-2v)>0,
relacié ahonnan €, pozitivitdsa miatt valéban az 1—2v >0 képlet, azaz a bizonyitani kivant egyenlGtlenség

kovetkezik.
3.2. Mutassa meg, hogy huzott vagy nyomott prizmatikus rudak esetén

Uy =U=Ug — v, Uy =V =104 — VY és Uy, =W =WA+——2

N
AE AE AE
alakd az elmozduldsmezs, ahol ua, v4 és wa az origd merevtestszeri eltolodasa.
Nyilvanvalé, hogy
~ Ou, N _Ouy N . ~Ou, N
es Ey = a—y = *E 14

T 0 " AE’ T oz~ AE’

Az els6 egyenlet z, a masodik = és a harmadik y szerinti integraldsaval innen az

N N N
Uz:w:wA+Ez+fz(xay)a ux:UA*EVZ+fa:(yvz) és Uy:’l):’l)Afﬁl/yﬁ’fy(I,Z)
eredményt kapjuk, ahol az f.(z,y), f+(y,2) és fy(z,x) egyelére ismeretlen fiiggvények. A tovabbiakban

megmutatjuk, hogy ezek mindegyike zérus. Ennek igazolasa azon alapul, hogy zérus értékiiek a szdgtor-
zulasok, és zérus értéki a forgatd tenzor. Kovetkezésképp fennallnak a

Yoy =0, 2¢,=0; Yyz =0, 2¢,=0; és Ve =0, 20y =0;
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egyenletkettdsok. Az elsé egyenletkettésbél a (Z370) és a [Z3H) felhasznalaséval a
o Ouy +% _ afz(ya Z) + afy(xv Z)

oy = dy Oz oy or 0
9 7%781% 78fy(x,z)75‘fx(y,z) -0
P2 ox oy Oz oy
osszefliggések kovetkeznek, azaz
—— = : ———==0. 4
9y 0 és O 0 (3.45)
Ugyanilyen gondolatmenettel kapjuk, a masodik és harmadik egyenletkett&sbdl, hogy
0z ’ Oy o Ox ’ 0z (3.46)

A BZH), és (B0)4 egyenleteknek
fz(yvz):0+f(z) és fz(yaz>:0+g(y)

a megoldasuk, ahol C allando, az f(z) és g(y) figgvények pedig tetsz6legesek. Kovetkezdleg az f..(y, z)-re
vonatkozo megoldasok csak akkor lehetnek egyenléek, ha f,(y, z)=C. A C allando pedig zérus kell legyen,
mivel az origéban, feltevéslink szerint, u, = u4. Ugyanilyen gondolatmenettel kapjuk, hogy f, = f. = 0.
Az igazolas tovabbi részleteit az olvasora hagyjuk.

3.3. A BTl (a) abran vazolt prizmatikus rudat a rud tengelyvonala mentén mkods F, és —F,
huzoerdk terhelik. A rudat gondolatban atmetsziik egy az = tengellyel parhuzamos sikkal. Mekkora az
atmetszett sikon ébreds normaél és nyirofesziiltség?

3.17. abra.

Jeldlje ¢ a sik n normalisdnak z tengellyel bezart szogét. Az dtmetszd sikban fekvd m irany merdéleges az
n és x iranyokra. Leolvashato az abrardl, hogy

n=sinpe,+cospe, és m=—cospey+sinpe,; n|=|m|=1.
A Z73) és BIA) képletek szerint
0 0 O 0 0
P, = Tn=|0 0 0 sinp | = 0 , vagyis Pn =0, COSQ e,
0 0 o, cos ¢ 0, COS Y

a fesziiltségvektor, ahol a (B30) alapjan o, = F, /A az A pedig a rad keresztmetszetének tertilete. Vegytik
észre, hogy p, parhuzamos a z tengellyel. Ez azt jelenti, hogy a nyiréfesziiltség parhuzamos kell legyen
az m irdnnyal. A (ZE3alb) képletekkel

2 , .
Opn =MN-p, =0, (cosp) és Tmn = M- pp, = 0, COS @ Sin

a keresett normal és nyirofesziiltség. Figyeljiik meg, hogy a p,, fesziiltségvektor N végpontja o, atmérsji
koron helyezkedik el a o, Timn koordindtarendszerbenl]. Magat az N pontot ugy kapjuk meg, hogy
parhuzamost htzunk az origon keresztiil az n irannyal. Ha ¢ = 0, akkor 0, = 0, az N pont pedig a Z

Hsmeretes, hogy az r = acos ¢ egyenlet — itt ¢ a polarszdg — a atmérsji kor egyenlete polarkoordinéta-
rendszerben. A jelen esetben a o, normalfesziiltség felel meg az a-nak.
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pont, ha pedig ¢ = 7/2, akkor o, =0 az N pont pedig az origoval egybeess Y pont. A kort a BT (b)
abra szemlélteti.

3.4. Hatarozza meg aBI8 abran vazolt szakaszonként allando keresztmetszeti ABC'D rud AB, BC
és C'D szakaszain belill a o, normaélfesziiltséget, a rad végpontjanak elmozdulasat és a radban felhalmo-
zodott alakvaltozasi energiat. Az AB ridszakasz anyaga acél, amelyre E=2-10°N/ me, a keresztmetszet
teriilete pedig A; = 600 mm?. A BD = BC + CD rtdszakasz aluminium, amelyre E = 7-10* N/mm2, a
keresztmetszet teriilete pedig Az = A3=400mm?. (Az indexek kifrdsa arra utal, hogy a vonatkozo képletek
alkalmazasakor a rudat harom szakaszra bontjuk.)

ARBTIH abra rendre szemlélteti a K3D, KoD és KD
radszakaszokat, valamint a reajuk miikodd kiilss és bel-
s6 erdket. Leolvashaté ezek egyensulyabol, hogy

A B C D Ny =30kN,  Npy=12kN &  Nz=—12kN.

24 kN 7 A kapott értékekkel megrajzolt N(z) fiiggvényt az ab-

ra also részén talaljuk. A raderdk ismeretében a (B30)
12N képlethol

- e >la > _ N1 30-10°N 2
0,1 = A_1 = S00mm? 50 N/mm
< E METIREN Ny 12-103N 2
4N AV, =2 =" =30N
7 K, D 722 Ay 400mm? 30 N/mm
. 12-10 )
=——=——"——>=-—30N
N, K. 24kN D 12 kN 7z Az 400mm?2 /rom
2 a keresett normalfesziiltségek. A rud hosszvaltozasat a
B30 osszefiigges alapjan az 1 jeld AB, a 2 jeld BC és
18&»{ —»% %4— 3 jeld CD rudszakaszok hosszvaltozéasa adja:
N K 24 kN D 12N A Ay 4 hgdhg = il Naly | Nl
N ! PTRTETAE T AsEy | AzEy”

ahol a feladat adatai szerint a 2 és 3 jeld rudszakaszokon

minden értékek azonos kivéve a riuderdt, amelyre nézve
4 azonban csak az elGjelben van kiilonbség. Kovetkezdleg

Ao+ A3=0. Ezt figyelembevéve és a vonatkozo értékeket
12 kN helyettesitve a

30-103N) -300
3.18. abra. A= ) -300mm - =0.075 mm
(600mm?2)-2-10°N/mm
eredményt kapjuk.
Hasonléan kapjuk a ([B32) felhasznalasaval, hogy a teljes alakvaltozasi energia az 1, 2 és 3 jeld
részekben felhalmozott alakvaltozasi energia Gsszege:
1 N2ly 1 N3l 1 N2l3

U=U,+Up+Us == - : _
et s = s YO AL E, 3 ALE,

1 (30-10°N)”-300mm (12-10°N)?-200mm
= 5+ 5 = 2153.6 Nmm .
2 (600mm2)-2-105N/mm~  (400mm?)-7-10*N/mm
3.5. ABTA abran vazolt merev ABCD kart a 10 mm atmérsji AK és a 15 mm atmérsjd LB rud
valamint a C' csuklé tamasztja meg. A két rid rézbél késziilt, melyre £ =110-103 N/ mm?®. Hatarozza
meg az egyes rudakban ébredé N4 és Np ruderdket, valamint a rudak végpontjainak fligg6leges A4 és
Ap elmozduléasait, ha a kar D pontjaban 33 kN nagysagu teher van elhelyezve.
Az abra szemlélteti a tdmaszairol levett rudat, valamint a ridra hato Gsszes kiils erét. A C pontra
felirt nyomatéki egyenlet szerint

me = 0= (0.5m)-33kN — (0.5m) N4 — (0.25m) N

illetve
2N 4+ Np =66. (347)
A merev karnak feltevés szerint kicsi a szogelfordulasa. Amint az leolvashato az abrarol
A A
A 2B azaz  Aa=2)\p (3.48)

0.5m  0.25m ’
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és
Aa=96p.
Az 1 jeli AK és 2 jeld LB rud
NAll NBZ2
Aa = é \p =
AT A, PT R4,
megnyulasait a (B8, Osszefliggésbe irva az
Nali Nply
EA, T EAy’
illetve az
A1l2 d%’frlg
4 Agll B d%ﬂ'll B
(10mm)>-0.9m 4
=2 ——5 —Np=.N3p
(15mm)~ - 0.6m 3

eredmény kovetkezik. Ha az utobbi képletet visszairjuk a (BZ1)
egyenletbe, akkor

8

§NB+NB:66, azaz Np =18kN

amivel 4
Ny = §NB =24 kN .
A fentiek alapjan

Naly
5h = A4 = -
D A A,
(24-10°N) - (600 mm)
= 5 S = 1.6668 mm
(110-103N/mm )-(5mm) o
és

A =054 =0.8334mm .

250 | 250 500
A B c

sl sl
[

H' H 33kN l

D
@ )]
—

K
M
0.25m 0.26m  0.5m
‘D
A B z
CC————w»o——————5——
zZ
¢ ¢ CT 33kN
NA NB Yc
)
A ;LB D
A1 Bl ¢ Tﬁ z
0.25m 0.25m | 0.5m P
] | %B
H A
0.6m N
;H._Jj 0.9m
15 ||
I
3.19. abra.

3.6. A abran vazolt kis belogéast aluminiumétvozet huzal L =40m tavolsagot hidal at. Mekkora
lehet a huzal belogésa, ha az aluminiumnak v = 2.7468-10~5 N/mm® a fajsilya, E = 72-10% N/mm” a
rugalmassagi modulusa és opeg =130 N/ mm? a megengedett fesziiltség. Hatérozza meg a huzal hosszat is.

3.20. abra.

A maximalis Nyax kotélers a megengedett fesziiltség birtokaban a

Nmax = Agmeg
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modon szamithatd, ahol A a huzal keresztmetszete. A kotél felének sulya pedig abbol a megfontolasbol
adodik, hogy 2spp ~ L és igy

G L A

227
Az abra azzal a kis belogas esetére érvényes feltevéssel abrazolja a huzal OB szakaszat, hogy mésodfoku
parabola a huzal alakja. Ez esetben ui. az O pontbeli vizszintes érint6 és a B pontbeli érint6 a z = L/4
abcisszaji egyenesen metszi egymast. Kovetkezoleg OH = yp . Az abra feltiinteti az OB huzalszakaszon
miikods N, kotélerst, a huzalszakasz stlyat ado G/2 stlyerdt, valamint a B pontbeli Fp tamasztoerst.
Az abra szemlélteti az OB szakasz egyensiilyat kifejez6 er6haromszoget is. A maximalis ktélerdre nézve
nyilvanvaléan fennall, hogy

Nmax == |FB| .

Kovetkezsleg

N, = \/(FB)2 _ %2 _ \/(Nmax)Q_ %2 = Ay (o) (7%) |

Mivel az er6haromszog és a BK H haromszog hasonlo

G
5 2yB
tga= 2 =28
o 2
ahonnan
L G ~L?
yB= SN, = 5
¢ (0_ )2 o (PyL)
meg 4

Ez azt jelenti, hogy fiiggetlen a belogas a kabel keresztmetszetétsl. A vonatkozo értékek helyettesitésével
kapjuk, hogy

2.7468 105N /mm®- (40-10°mm)°
YB = =338mm .

2
N2 (2.7468-10—5N/mm3-40-103mm)
130N ) -
( fmm 1

A tényleges L; huzalhossz annak figyelembevételével szamithato, hogy az origd csucspontu OB parabo-
laivnek kozelit6leg
2 (ys\’
12 (&
3 <ZB> ]

a hossza a zy KR-ben, feltéve hogy yp/zp < 0.5. Az utobbi képlettel

2
1+§ <y—B> ] — (40-10°mm) - |1+ 2 < 338mm

SoB >~ 2B

Lt = 223

1222
ZB Jr3 20-103mm

2
) ] =40007.6 mm

a huzalhossz értéke.

3.7. A BZIl abran vazolt a terhelés el6tt mindkét végén befogott és acélbol késziilt AC ridon két
tengelyiranyu kiilsG eré miikodik. Hatérozza meg a C' pontban ébredd Z¢ tdmasztoerst.

500 mm? 250 mm?

Al B C A B
200 kN . 400 kKN ; 200 kN 400 kN C A B C’Zp
— ==
180 | 180 | 180 | 180 N H/lo N -y ‘l
N o o o o 600 kN 400 kN ¢
z z
A( —
ZC

3.21. abra.
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Ha eltavolitva gondoljuk a jobboldali C' tdmaszt, akkor a terhelések hatasara A, lenne a C' tdmasz eltavo-
litdsa utan statikailag hatarozott AC' rud megnytulasa. A C pontban ébredd Zo <0 tdmasztoers hatasara
a rud vissza kell, hogy nyerje eredeti hosszat azaz a Zo er6 — )\, hosszvéltozést okoz.

A koOzépss abrarészlet a C tamasz eltavolitasa utdn szemlélteti a rudat és terheléseit, valamint a
ruderd abrat. A B3I) Osszefliggés értelemszerd alkalmazaséaval irhatjuk, hogy

Nil;
AE’
=1

Ao =

ahol balrél jobbra haladva l; =l =13 =1, =180 mm, A; = A, =500 mm?, A3 = A, =250 mm? és N; =600

kN, Ny =

LN, 1 [600-103N  400-103N  400-103N
-3

=400 kN, Ny =0 kN. Ezekkel az értékekkel

= F | 500mm? T 500mm2 | 250 mm?

1 5 N
+0]-180mm = —6.48-10°——
E mm

a rad megnyulasa.
A jobboldali abrarészlet az allando Zo erd hatéasat illusztralja. A fentihez hasonlé gondolatmenettel
kapjuk, hogy

l; Z 1 1 1 1 Z 1
-0 *ZCZ C[ + + + }-ISOmmeleG—.

A; E_ E |500mm2  500mm? ' 250mm? ' 250 mm?2 mm

Az ut6bbi ket keplet felhasznalasaval

ahonnan

N Z 1
648 105 +—C x2.16— |
FE mm

= —300kN

a keresett tamasztoerd.

3.8. A 20 C°szobahdmérsékleten 800 mm hosszi, szakaszonként allando keresztmetszetii ABC acél-
rudat —40 C°-ra hiitjiik le. Mekkora fesziiltség ébred az egyes rudszakaszokban ha eltekintiink a kereszt-
metszetvaltozas fesziiltséggyiijté hatasatol. Vegye figyelembe, hogy acélra o = 1.2-107°/C° a fajlagos
hétagulasi egyiitthato és E=2.1-10° N/ mm?® a rugalmassagi modulus.

Vegyiik észre, hogy a szerkezet statikailag egyszeresen ha-

Y 600 mm2 400 mm? tarozatlan. Ha elhagyjuk a jobboldali megfogést, akkor
A B c A = aAT] = (1.2:107°/C°) - (—60C°) - (800 mm) =
ET
= —0.576 mm
400 400
- > > hosszvaltozast okoz a AT = —60 C° hémérsékletvaltozas. Ha
az igy megrovidiilt rud jobboldali végén miikddtetjiik az egye-
A B C 16re ismeretlen Zo tamasztoersdt, akkor
: Ay, Zcl ek _Ze (Ll
Jy ZeTME T AE T B \A A
o Aoy

a rid megnyulasa. A feladat [; = Iy =400 mm, A; =600mm?,

Ay, Ay =400mm? és E=2.1-10° N/mm?® adatainak helyettesté-
L

Z(v \, —7 400 mm 1 n 1 _

B ¢ / Ze = 02.1-105N/mm2 600 mm2 = 400 mm?2 )
3.22. 4bra. _y 10~° mm
©21.06 N °

Mivel zérus a rud teljes hosszvaltozasa irhatjuk, hogy

ahonnan

1075 mm
= = — Z _— =
A )\T—l—)\Zc 0.576 mm+ Z - 5106 N 0,

Zc ="T2576.0N.
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A tamasztoers ismeretében

Zc  72576.0N N
L= A, 600 mm2 120'96111m2
és
Zc  T2576.0N N
=—=—————=181.44
72 Ay 400 mm? mm?

a normalfesziiltség az AB és BC rudszakaszokon beliil. Vegyiik észre, hogy a fajlagos nyulasok és ennek
megfelelGen az egyes rudszakaszok hosszvaltozasai is kiilonbozéek :

120.96 N/mm®
f1=er+ 2 =aAT+ % = (12:107°/C°). (—60C°) + L20-06 N/mm”

E 2.1-105 N/mm>
=—72-107*45.76-10"4= —-1.44-1074
o9 ., 181.44 .
- 22 - 7210 —1.44-10
e2=ert to1 108

amivel

Aap =1l =—1.44-10"%-400 mm = —0.0576 mm = —\p¢

az AB és BC' szakasz hosszvaltozéasa. Nyilvanvalo, hogy

AaB+ABc=0.

GYAKORLATOK

3.1. Egy 1.8 m hosszusagu és korkeresztmetszett vezérlérud megnyilasa nem lehet tobb, mint 1.8 mm
ha 9 kN nagységt hiizéers hat rd. A rud anyaga acél, melyre E . = 2.1+ 105 N/ mm?. Mekkora a rad
atmérdje és mekkora a radban ébredd fesziiltség? Megfelel ezzel az atmérével a rud, ha ojen =375 N/ mm?
az elGirt biztonsagi tényezd pedig n=1.57

3.2. A abran vazolt | = 400 mm hosszu és négyzetkeresztmetszetl acél rudat huzéasra veszi igénybe
a B keresztmetszetben centrikusan mikodd N ers. A rad megnyulasa A = 0.04 mm, a rugalmassagi mo-
dulus E .z =2-10° N/mm”, a Poisson szém v = 0.3, a négyzet oldaléle pedig a = 20 mm. (a) Hatarozza
meg az £,, €, ¢s €, fajlagos nytlésok, a o, normélfesziiltség, valamint az N htuzoers értékét. (b) Irja
fel az alakvaltozasi és a fesziiltségi tenzor matrixait az xyz és £n¢ KR-ben. (¢) Mekkora az N erd, ha
Aa = —0.045 mm a négyzet a oldalélének a megvaltozasa?

Iy

3.23. abra.

3.3. Az abran véazolt dllando 60 x 80 mm? keresztmetszett fartd két részbél all, amelyek az dbran feltiin-
tetett sik mentén vannak egyméshoz ragasztva. Mekkora lehet az N terhelGerd legnagyobb értéke, ha a
feladat viszonyai k6zott Tmeg = 0.6 N/ mm” a megengedett nyirofesziiltség a ragasztéoanyagra nézve.

-N / N

< BN >

N

3.24. abra.

3.4. Egy vékony acélhuzal megnyulasa nem haladhatja meg az 1.5 mm-t. Mekkora a huzal hossza, ha
Omeg = 105 N/mm? és Eeq1 =21-10° N/mm?*? Mekkora a huzal atmérdje, ha a htzoers N = 330 N?
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3.6. Gyakorlatok

Y
A VEI
40KN
g 4 D
S| &
S A |B cVY
hJ v L) D
o 0.25 m 0.5 m o
3.25. abra.

3.5. A tokéletesen merev ABC rudat az AD aluminium és
BFE acél rudak segitségével az abran vazolt modon fliggeszt-
jiik fel. Az AD rad keresztmetszete 500 mm?, az aluminium
rugalmassagi modulusza E ;. inium = 7.2-10% N/me; a
BE rad keresztmetszete 650 mm?, az acél rugalmassigi
modulusa pedig E . = 2.1-10° N/mm?*. Mekkorak az A,
B és C pontok elmozdulasai?

3.6. A abran vazolt 44 mm atmérsjd korkeresztmetszetti riad AC' szakasza acélbol, C'D szakasza
pedig, rézbdl késziilt. A rud terhelését az abra szemlélteti. Szamitsa ki C' és D pontok elmozdulasait !

3.7. ABZA abran vazolt ABC rad acélbol késziilt, melyre E

y acél réz

A B 22 kN c D 88 kN
i > It 1 >

_ 25m | 3 m | 2.6 m

3.26. abra.

acél = 2-10° N/mm?. Hatarozza meg a B

és C' keresztmetszetek elmozdulasait, ha Zg = —200 kN és Zo = 50 kN.

YA M3Z®30mmc

| B Y ZC z

—

400 mm | 400 mm

o ) -

3.27. abra.

3.8. Tegyiik fel, hogy Zp = —250 kN. (a) Mekkora legyen a Z¢ er6 ha azt akarjuk, hogy ne valtozzon a
rad hossza? (b) Mekkora ez esetben a B pont elmozdulasa?

I3

y L, F,

/ z
v A

A C

Ly
B 5 A\
-_—
3.28. abra.

3.9. A abran vazolt haromcsuklos iv C' pontjat az Feo
er6 terheli. (a) Az AC és BC rudak azonos anyagtak és a
radkeresztmetszetek teriiletei is azonosak. Mutassa meg, hogy

az
Foy Lac

Fo. Lpe
relacioé fennalldsa esetén a C' pont a z tengellyel 45°-o0s szdget
bezaro egyenes mentén mozdul el. (b) Hogyan valtozik meg a
feltétel alakja, ha a kiilonb6z6 a két rid anyaga és keresztmet-
szete?

3.10. Az egyik végén befogott 12 mm atmérdji sargaréz csavart (Essrgare, = 1.05-10° N/me) a B29
abran vazolt moédon 20 mm kiilsé atmérdji és 2 mm falvastagsagi aluminium csébe (Ealuminium = 7-2-10*
N/ me) helyezziik. Ha nem 1ép fel er§ a csavaranya és a csé kozott, az abra ezt a helyzetet szemlélteti,
akkor 500 mm hosszt a csavar csGben fekvs része. Ekkor az anyat a teljes fordulat egyharmadaval szoro-
sabbra huzzuk. Mekkora a normaélfesziiltség a cs6ben és a csavarban, ha a menetemelkedés 1.5 mm.

1\

i

500

3.29. abra.
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3.11. Mekkora az el6z6 feladat esetén a csGben és a csavarban ébredd fesziiltség, ha a csavar anyaga acél.

A feladat egyéb adatai valtozatlanok. (F

v
-~ =

acé

A
2 M2 7
A B C D
== y
> - 7p 7
Vv,
3.30. abra
v
~ ~ ~ ﬁ‘r
a a a
- > »{a » [
A B C D
KO )  J
Z
Y,
C
\j
3.31. abra.
L L
| 5
v
A /El
BT f
b
3.32. abra.

;= 2.1-10° N/mm?).

3.12. Az ACD merev rudat harom azonos kotél segitségé-
vel a B30 abran vazolt modon fliggesztjiik fel. A zp ko-
ordinataju B pontban az Yp < 0 erd terheli a szerkezetet.
A rad silya elhanyagolhato az |Yp| mellett. Hatarozza meg
mekkora lehet a zp ha azt akarjuk, hogy mindegyik kotél
megfesziiljon.

3.13. Az ABC'D merev rudat négy azonos kotél segitségével
aB30 abran vazolt modon fliggesztjiik fel. A C' pontban az
Yo < 0 erd terheli a szerkezetet. A rid stlya elhanyagolha-
t6 | Y| mellett. Hatarozza meg az egyes kotelekben ébredd
erét.

3.14. Oldja meg az el6z6 feladatot, ha (a) eltavolitjuk a C'
ponthoz csatlakozo kitelet (b) ha eltavolitjuk a D ponthoz
csatlakozo kotelet.

3.15. A terheletlen allapotban 2L hosszusagu kotéldarabot
a B3 abran vazolt médon az F erd terheli. Mutassa meg,
hogy a § < L feltétel fennéllasa esetén

5/ F
=L e
o AE

a kotél kozépsé B pontjanak fiiggsleges elmozdulasa. Itt F
a kotél anyagéanak rugalmassagi modulusa, A pedig a kotél
keresztmetszete.






4. FEJEZET

A szilardsagtan alapkisérletei II.
Kor- és korgytiri szelvénytl rudak csavarasa

4.1. VEKONYFALU KORGYURU KERESZTMETSZETU RUD CSAVARASA

4.1.1. A kisérlet leirasa és eredményei. Tekintsiik a Tl abran vazolt | hosszusagu és b
falvastagsagu vékonyfalt csovet. A cs6 kiilss és belss palastjanak rendre R,+b/2 illetve R,—b/2
a sugara, az R, sugari bels hengerfeliilet pedig a csé ugynevezett kozépfeliilete.

Amint azt az abra is szemlélteti a ¢s6 z = 0 koordinataja keresztmetszetét a —Me,, a z =1
koordinataju keresztmetszetét pedig az M e, csavarényomaték terheli. Az M, csavaronyomaték
nagysagat ugy valasztjuk meg, hogy a cs¢ alakvaltozasa linearisan rugalmas. Bar az dbra nem
tlintet fel tamaszokat, a cs6 z = 0 keresztmetszete, feltevés szerint, helyben marad.

Y

=r

\

4.1. abra.

A cs6 kozépfeliiletén gondolatban egységnyi oldaléli négyzetes halot készitiink, oly modon, hogy a
halot egyrészrél a z tengelyre meréleges sikok metszik ki az R, sugart hengerfeliilletb&l, masrészt
pedig a hengerfeliilet z tengellyel parhuzamos alkotéi adjak. Az abra nem tiinteti fel a teljes halot,
csupan egy kis részét szemlélteti. A P sarokponti négyzetet folytonos és szaggatott vonallal
rajzoltuk meg.

Megjegyezziik, hogy a probatest geometriai viszonyai miatt HKR alkalmazasa kivinatos mind
a kisérleti megfigyelések rogzitése, mind pedig a fesziiltségek egyensulyi kévetelmények alapjan
torténd szamitasa soran.

A megfigyelések alapjan a terhelések hatésa az aldbbiakban Gsszegezhetd:

1. Az egyes keresztmetszetek merev lapként fordulnak el a z tengely koriil és az elfordulas
soran megmaradnak a sajat sikjukban. Kévetkezésképp nem véltozik sem a csé vastag-
saga, sem a kozépfelillet R, sugara, sem pedig a csé hossza a deformécio soran. Ez azt
jelenti, hogy

!/ /
=1, b="> és R,=R,.
Bar az abran nincs megrajzolva a csé kiilsé és belsé atmérGje, ezeket a mennyiségeket itt

és a tovabbiakban rendre D és d jeloli. Nyilvanvalo, hogy ezek az értékek is valtozatlanok

maradnak, azaz
!

D=D ¢ d=d.
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2. Az egyes keresztmetszetek @ szogelforduldsa egyenesen aranyos a keresztmetszet z koor-
dinatéajaval:
=1z, (4.1)
ahol a 4 alland6 az u.n. fajlagos elcsavarodasi szog.

Mivel alapfeltevés, hogy kicsik az elmozdulasok és alakvaltozasok, kicsinek vehetjiik az egyes kereszt-
metszetek z tengely koriili elfordulésat is. Ez esetben a P pont mozgasat ado P és P’ kozdtti PR, iv jo
kozelitéssel a P ponthoz tartozé rpp elmozdulasvektor hossza. Bar az erds nagyitassal rajzolt abra
nem tiinteti fel magat az u =r,, elmozdulasvektort nyilvanvalo az dbrarol, hogy az e, iranyt vektornak
vehets. A @) képletet is figyelembevéve

u=9R, e, =1vze.xR,er="1ze,xR, (4.2)
N~~~ SN——
e, Xer Ro

az elmozdulasvektor az R, sugari kor pontjaiban.

4.2. abra.

Vékonyfali cs@ esetén eltekinthetiink a fajlagos nytlasok és a fajlagos szogvaltozasok valamint
a normal és nyirofesziiltségek csé vastagsiaga menti megvaltozasatol. Ez azt jelenti, hogy ezek a
mennyiségek fliggetlennek veheték az R sugartol.

Visszaidézve a 2.2. Mintapélda (ZI01) képletét

1 1
€R 5’71%4,0 2’7Rz
1 1
1 1
i §’YZR 5'7zg0 €z ]

az alakvaltozasi tenzor métrixa HKR-ben. Az alabbiakban meghatarozzuk a kisérleti megfigye-
lések alapjan az alakvaltozasi tenzor méatrixaban allo fajlagos nytulasokat és szogtorzulasokat.

Lattuk, hogy nem véaltozik az egyes keresztmetszetek tavolsdga az alakvaltozéas sordn. Mivel
a keresztmetszetek merev lapként fordulnak el e, iranyban sincs hosszvéltozas. Kovetkezbleg:

€, =¢€,=0. (4.4)

Nem valtozik a cs6 falvastagsiga sem. Ez azt jelenti, hogy
ep=0. (4.5)
A abra érzékelhetGen szemlélteti, hogy a P pontban az R és ¢ anyagi vonalak (a sugar és
a PB iv, vagy ami ugyanaz az er ¢és e, egységvektorok) kézotti m/2 nagysagu szog valtozatlan,
azaz derékszog marad az R és ¢ anyagi vonalak deforméalt helyzetében is, hiszen a P’ pontban
derékszog a sugar és a P'B'iv altal bezért szog. Ugyanerrdl az abrarol allapithaté meg az is, hogy
az R és z anyagi vonalak (a sugér és a PC' egyenesszakasz) kozotti /2 nagysagu szog a deformalt
helyzetben derékszog marad, hiszen az utobbi szog a P pontbeli sugér és a kozépfeliileten fekvs
P'C’ csavarvonalszakasz altal bezért szog. Kovetkezésképp zérus értékiiek a vonatkozo fajlagos

szogvaltozasok:

YrRe =VRz = 0. (4.6)
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Az egyetlen nem zérus fajlagos szogvaltozas a z és ¢ anyagi vonalak (a PB és PC' ivek) kozotti
7 /2 sz0g csokkenése y radiannal. AEl abra és a (X)) Osszefiiggés szerint PP'=xz=R,P=R,Vz,
kovetkezésképp

Yoz =X = Roﬁ- (47)
A ([E2)-ED) fajlagos nyulasokkal és szogvaltozasokkal az alakvaltozasi tenzor méatrixat ado (E3)
képletbdl az

0 0 0
1
A=|0 10 Yz |, Ap=y=x=R,0 (4.8)
0 5’72@ 0

eredmény kovetkezik. Eszerint az alakvaltozési tenzor matrix matrixa allando.
A fesziiltségek meghatarozasa soran a fesziiltségi tenzor
OR TRy TRz
T= Pr £<p P, ] = | TR Op Topz (49)
TzR Tzp Oz
matrixaban all6 or, o, és o, normaélfesziiltségeket, valamint a 7,r = TRy, T:R = TR €S T2, =
=T, nyiréfesziiltségeket keressiik. Mivel alland6 az alakvéaltozasi tenzor matrixa, allandonak kell
lennie a fesziiltségi tenzor matrixédnak is. A keresett og, o, ..., 7, fesziiltségkoordinatdk meg-
hatarozasa soran vegyiik figyelembe, hogy a cs6 kiils6 palastjan ébreds p,, = pp fesziiltségvektor
meg kell, hogy egyezzen az ott mikodd feliileti terhelés f stirtségvektoraval, ami azonban zérus
hiszen terheletlen a cs6 palastja. Kovetkezésképp

T-eR:pR:JReR+T¢Re¢+TzReZ:0. (4.10)

Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy a fentiek szerint allandénak veheték a og, T,r és
7. R fesziiltségkoordinatak, akkor a (EEI0) egyenletbdl a

O'RZO, TgoR:Oa TzRZO (4.11)

eredményt kapjuk. Tovabbi Osszefiiggések adddnak abbdl a feltételbdl, hogy a vékonyfala csé bar-
mely pozitiv keresztmetszetére igaz, hogy a p, = 7,.e,+0 e, fesziiltségek — itt is emlékeztetiink
arra a lentiekben kihaszndlasra keriils kortilményre, hogy a 7. és o alland6 — egyenértékiek a
keresztmetszet igénybevételeivel, azaz N =0 és M. # 0. Az egyenértékiiséggel kapcsolatos elsd,

vagyis a ([Z8Y) osszefiiggésbdl

N:eZ-FS:/ez.psz:/ez-(TWe@—i-Uzez) dA:/O'ZdA:UZA:O,
A A A

ahonnan
o,=0 (4.12)

a z iranya normalfesziiltség. Ami a bels6 erérendszer nyomatékat illeti vegyiik figyelembe, hogy
vékonyfalt cs@ esetén jo kozelitéssel fennéllnak az

R~R,, dA=bds=bR,dy
Osszefliggések. Ha ezeket is felhasznaljuk, akkor az egyenértékiiséggel kapcsolatos méasodik, azaz
a ([Z90) osszefiiggesbol az
2m
M.=e,-Mg=e, / Rxp,dA=e, / R,7,.epxe,dA = R,7,.bR, / do = R,7,. 27bR,
A A N—_—— 0 T
ez k

eredmény kévetkezik, ahonnan azonnal megkapjuk a keresett 7. nyiréfesziiltséget:

M.
Toz = RoA A, =2wbR,, . (4.13)
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4.3. abra.

A o, normalfesziiltség szamitasdhoz a z tengelyen dtmend és n normadlist sik segitségével ketté-
vagjuk gondolatban a vékonyfalt csévet és az igy kapott egyik féless — ezt a3l dbra szemlélteti —
egyensulyabol indulunk ki. A keresett normaélfesziiltséget az n iranyban felirt vetiileti egyenletbdl
szamitjuk. A szamitas sordn az alabbiakat vegyiik figyelembe:

1. A féless feliiletének atmetszéssel kapott n normaélisu téglalapjain p, = o,n+ 7,.€, a
fesziiltségvektor és o, = 0,. Megjegyezziik, hogy az abra csak a vetiileti egyenletben
szerepet jatszo o, = o, fesziiltségkoordinita megoszlasat tiinteti fel.

2. A félcs6 palastja terheletlen.

3. A 2=0 és z =1 véglapokon ébreds és az azonos R és ¢ koordinatdja pontokhoz tartozo
T, nyiréfesziiltségek vektoridlis 6sszege — az dbra egy ilyen pontpart tiintet fel — zérus.

A fentiek alapjan felirt

Z Fy = 2lbo, + [ A 'p‘leasict?rheles ez,}r.edOJenek } n [ A Tz n’yl.r.ofeszult”s.egek eredGjének —0
n irdnyu Osszetevije n irdnyu Osszetevdje
=0 =0
vetiileti egyenletbdl
o,=0. (4.14)
A [ETD), ET2), EI3) és (T képletek felhasznalasaval
0 O 0
M,
T=]0 0 7 |; TW:T:R/(; (4.15)
0 7 O oLtk

a fesziiltségi tenzor maétrixa. Az utobbi képlet alapjan azt a fesziiltségi allapotot, amikor csak
egy nyirofesziiltség és dualis parja kilonbozik zérustél tiszta nyirdsnak nevezzik.

4.1.2. Csavarodiagramm. Hooke torvény nyirofesziiltségekre. A huzokisérlet kapcsan
megrajzolt N = N () diagramnak a vékonyfalti cs6 csavarésa kapcsan az M, = M (9;) diagram
a parja — B4l abra. Az M. (@) fliggvény alakja egyrészt a vékonyfalil csé anyagatol, méasrészt
a cs6 geometriai méreteitsl fligg. A vékonyfali csé anyagara jellemzd diagramhoz tgy jutunk
— hasonléan a hazokisérlet esetéhez — hogy, fajlagos, azaz a vékonyfalil csé méreteitsl fiiggetlen
mennyiségeket mériink fel az egyes koordinatatengelyekre. Ez azt jelenti, hogy a vizszintes tengely
mentén a

P
VZ’Y@z:X:RoT:Roﬂ
fajlagos szogvaltozast, a fiiggbleges tengely mentén pedig a
M.
R, Ay

T =Ty, =
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M

4.4. abra. 4.5. 4dbra.

nyirofesziiltséget abrazoljuk. A vékonyfala csé anyagara jellemz6 7=7(7y) gorbét csavarddiagram-
nak nevezzik — abra. A csavarddiagram jellemzé tulajdonsagai ugyanazok, mint amelyekkel
a B4, B3O és szakitodiagramok kapcsan a 3.2.2. szakaszban megismerkedtiink
Ezeket ehelyiitt nem ismételjiikk meg. Az idedlis testek csa-
varddiagramjai a B abran vazolt szakitodiagramok alap-
jan rajzolhatok meg. A abra a kés6bbiek kedvéért a
F linearisan rugalmas-ideédlisan képlékeny test csavarddiag-

ramjat mutatja. A diagramon 7p a folyashatar és ~vp a

folyashatarhoz tartozé fajlagos szogvaltozas. A lineédrisan
Y. v rugalmas viselkedés tartoményaban fennéll a

~Yr T=GYy (4.16)

egyenlet, ahol G a linearis szakasz meredeksége vagy mas

elnevezéssel nyirdsi rugalmassdgi modulus. Ez a mennyiség

anyagjellemzd. Kiolvashato a képletbdl az is, hogy a G fe-

4.6. abra. sziiltségdimenzioji mennyiség. Késébb formélisan igazolni

fogjuk, hogy a méréssel kapott G, valamint az (BI9) képlet-

bél az E és v-vel kifejezett G ugyanaz a mennyiség. A ([LI0) egyenletet a csusztatdfesziltségekkel

kapcsolatos egyszerid Hook torvénynek nevezziik. Az elnevezés arra utal, hogy a fenti egyenlet min-

dig fennall a linearis viselkedés tartomanyaban fliggetleniil attol, hogy milyen igénybevétel vagy

terhelés hozza létre a tiszta nyirast. A ([EI0) képlet felhasznélaséval vetve egybe az alakvaltozasi
és fesziiltségi tenzor matrixait ado [EF)) és [T osszefiiggéseket irhatjuk, hogy

—T

F

0 0 0
1 L [o o o
00 3% |=—10 0 =,
1 2610 ., 0
0 5’72@ 0
vagy
1
A:ﬁT’ (4.17)

ami a csusztatofesziiltségekkel kapcesolatos Hook torvény tenzoridlis alakja.

4.1.3. A fesziiltségi allapot szemléltetése. Részleges Mohr-féle kordiagram. Tegyiik fel,
hogy ismeretesek a fesziiltségi tenzor fGiranyai. A B abra baloldala a f6tengelyek KR-ében és a harmadik
f6irany felsl nézve szemlélteti az elemi kockan a fesziiltségi allapotot. Ezen az abrarészleten jelenik meg
el6szor a gondolatmenet kifejtésében késébb szerepet kapod x =n és y = —m tengelypar is.

Legyenek az 1 és 2 jel f6tengelyek altal kifeszitett fGsikban fekvs n és m iranyok merdlegesek egymas-
ra. Azt is feltételezziik, hogy a pozitiv m féltengely az éramutato jarasaval ellentétes iranyban forgathato
be a pozitiv n féltengelybe, azaz m x n=es; |m| = |n| = 1. A7 abra kozépss részlete az n és m egye-
neseket, a vonatkozé m és n egységvektorokat, a féiranyokat adé e; = ny és es = nsy egységvektorokat,
tovabbé az e; és n kozotti ¢ szoget szemlélteti.
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4.7. dbra.

Tekintsiik az n normélist lapon ébredd p,, = op,n+ 7, m fesziiltségvektort — B0 abra jobboldali
abrarészlet. A tovabbiakban arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy mi a o, és 7, fesziiltségkoordinatak
altal meghatarozott pontok mértani helye a o, Ty, sikon. Nyilvanval6, hogy mind o, mind pedig 7,
az n és m iranyokat meghatérozo ¢ szog mint paraméter fiiggvénye.

A szamitasokat a fétengelyek KR-ében végezziik. Amint azt mar lattuk — lasd a fesziiltségi tenzor
EX]) alatti elsallitasat — ebben a KR-ben

01 0 0
T=| 0 oo 0
0 0 o3
a fesziiltségi tenzor matrixa.
A kozépss abrarészlet alapjan
n=cospe;+sinyes és m=sinpe;—cosyes.
Kovetkezésképp
o 0 0 cos ¢ 01 COS Y
_n:IQ: 0 o9 O sin = 02 sin ¢
0 0 o3 0 0
a fesziiltségvektor matrixa, amivel
01 COS P
On = QTBn =[ cosp sing 0] | o2sing | =o1cos®p+07 sin? ¢ (4.18a)
0
a keresett normaélfesziiltség és
01 COS P
T = mT/_)n = [ sinp —cosp 0 } ogsing | = (o1 —02)cosp sing (4.18b)
0
a keresett nyirofesziiltség. A trigonometriabol jol ismert
1 2 1—cos?2 1
cos? = w , sin? ¢ = % és sin @ cos ¢ = 5 sin 2¢ (4.19)

képletek helyettesitésével a [EIRalb) képletekbdl némi rendezéssel a

On— 7 —502 =2 ;UQ cos 2, (4.20a)

g1 — 02

Ton = sin 2¢p (4.20b)
egyenleteket kapjuk. Ez a két egyenlet kor paraméteres egyenleteﬂ a Opn, Tmn Sikon. A kor kozepe a o,
tengelyen van, a kor kozéppontjanak (o1 +02) /2 az abcisszija, a kor sugara pedig R = (01 —02) /2. Az

Hsmeretes, hogy az * —u = Rcos2¢; y = Rsin 2¢ egyenletkettds olyan kor paraméteres egyenlete, amelynek
koézéppontja az x tengelyen van, u a kozéppont abcisszaja és R a kor sugara. A kor kézepébdl a koron levs x
abcisszaju és y ordinataju pontba rajzolt sugar 2¢ szoget zar be a pozitiv x tengellyel. A szbget o6ramutato
jarasaval ellentétesen kell felmérni.
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adott n normalishoz tartozé N[o,, Tmn] korpontot pedig tgy kapjuk meg, hogy olyan sugarat rajzolunk
a kor kozepébdl kiindulva, amely 2¢ szbget zar be az abcissza tengellyel.
Kikiiszobolhets a ¢ paraméter, ha a jobb és baloldalak négyzetre emelése utdn Gsszeadjuk a két

egyenletet:
01+02 ? 01 —02 ?
(Un - ) ) +T'r2nn = ( 2 ) (4'21)

Az igy kapott egyenlet ugyancsak kor egyenlete.

T
mn

4.8. abra.

A fentiek alapjan megszerkeszthet6 a kor, ha ismeretesek a oy és oo f6fesziiltségek. Els6 1épésben meg-
rajzoljuk az Nilo1,0] és Na[oa,0] pontokat. Masodik lépésben megszerkesztjiik az Ny és Ny pontokat
Osszekots egyenesszakasz felezési pontjat. Ez lesz a kor kozéppontja. Mivel mind az N, mind pedig az
N rajta van a koron mostmér megrajzolhaté maga a kor is. Az N(oy,, Tmn] korpont pedig az abcissza-
tengellyel 2¢ szdget alkotd korsugar berajzolasaval adodik.

Egy tovabbi lehetGséget kapunk az N szerkesztésére, ha az N; ponton keresztiil az e; fGirannyal az
Ny ponton keresztiil pedig az es féirannyal hizunk parhuzamos egyenest — szaggatott vonalak — majd
Qn-€l jelolve metszésiiket, a @, ponton at az n normélissal parhuzamosan egy tovabbi egyenest hizunk.
Mivel ez az egyenes ¢ szoget zar be az abcisszatengellyel a keriileti és kozépponti szogek tétele értelmében
az N pontban metszi a kort. A @, pontot normélisok pélusanak szokis nevezni.

A bemutatott szerkesztés csak akkor alkalmazhato, ha ismeretesek a oy és oo f6fesziiltségek. A szer-
kesztés szabalyainak altalanositasa kedvéért azt a kérdést vizsgaljuk a tovabbiakban, hogy miként kell
eljarni, ha nem ismerjiik el6re a o1 és oy {6fesziiltségek értékét. A felvetett kérdés megoldésaban lépésrdl
lépésre haladunk elére.

4.9. abra.

Tegyiik fel elgszorre, hogy n = e, és m = —e,. Ez esetben o,, = 0, és [20H) szerint 7,,, = —7yz >0, a
vonatkozo6 kérpontot pedig az X [0, —7y.] pont adja — a viszonyokat a LIl abra baloldali része, és a LT
abra szemlélteti. Az X pontba mutatd korsugar nyilvanvaloan 2¢ szoget zar be az abcisszatengellyel.
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Tegyiik fel masodszorra, hogy n=e, és m=e,. Ez esetben 0, =0y, Tpn = T4y a vonatkozo kérpontot
pedig az Yo, T5,] pont adja — ezeket a viszonyokat aEEd abra jobboldali része és a0l dbra szemlélteti.
Mivel ekkor az n irdny ¢ +7/2 nagysagi szoget zar be az e; {girannyal az Y pontba mutato korsugar
2¢p+ 7 szoget zar be az abcisszatengellyel. Kovetkezésképp az X és Y pontok ugyanazon a koratmérdn
fekszenek. Ez egyben azt is jelenti, hogy azonnal megszerkeszthetd a kor, ha ismerjiik az X és Y pontok
helyét a o, és Ty sikon. A EETOL 4bra szemlélteti az X és Y pontokat valamint magat a megrajzolt kort
is. Az abra baloldalan ismét lathato a fesziiltségi allapotot szemléltetd, és aETl abra baloldali részén mar
korabban abrazolt, de a tovabbi magyarazat kedvéért az 6ramutato jarasaval egyezs

Y

4.10. abra.

iranyban elforgatott elemi kocka. A forgatas gy tortént, hogy a vizszintes tengely legyen az x tengely.
Figyeljiik azt is meg, hogy az elforgatott elemi kocka mellett halvanyan megrajzoltuk az zyz KR-beli elemi
kockat is, amelyen halvanyan feltiintettiik az ismertnek tekintett o, o, és 7,y fesziiltségkoordinitékat.
Mivel az els6 esetben az m irany ellentétes az y irdnnyal és 7,,,,, pozitiv volt 7., negativ a feladat viszonyai
kozott. Az ugyanezen abrarészleten berajzolt n’ irdny v szoget zar be az x és a p+1) szoget az 1 jeld
fotengellyel. Az n' iranyra merdleges m’ irany lefelé és kissé jobbra mutat. Kévetkezsleg az N'[o7,, 7),.]
kérponthoz tartozo korsugar 2 (¢ +1) nagysagu szoget alkot a o, tengellyel.

Mivel az XY egyenesszakasz koratmérs az X ponton keresztiil az x tengellyel, az Y ponton keresztiil
pedig az y tengellyel parhuzamosan szaggatott vonallal megrajzolt egyenesek, Thalész tétele értelmében a
koron metszik egymast. Jelolje Q,, a két egyenes metszéspontjat. Vegyiik észre, hogy a Q, X N’ és az AX N’
szogek ugyanazon az iven nyugvo kertileti és kozépponti szogek. Kovetkezoleg a Q,, N’ egyenes parhuzamos
az n’ egyenessel. Ez megforditva azt jelenti, hogy a @Q,, pont segitségével barmilyen n’ feliileti normaélis és a

hozza tartozo m’ esetén megszerkeszthets az N'[o], 7/ ] kérpont, oly médon, hogy parhuzamost htizunk

n’» ‘nm
a (0, korponton keresztiil az n’ egyenessel.és meghatarozzuk a parhuzamos és a kor Gjabb metszéspontjat.
Utobbi tulajdonsaga miatt a @, pont most is a normalisok poélusa nevet viseli.

A @Q,, pont szerepével kapcsolatos gondolatmenet alapjan nyilvanvalo, hogy

— a @, N7 egyenes féirannyal parhuzamos egyenes, a jelen esetben az 1 jeli f6irannyal,
— a @, N> egyenes féirannyal parhuzamos egyenes, a jelen esetben az 2 jeli f6irannyal,
— a @, N1X szbg a vizszintes és fGirany, a jelen esetben az 1 jeli fGirany, kozotti szog.

Az ABX derékszogl haromszog segitségével kiszamithaté a kor sugara

2
Op—0y
R:\/( 2 )+T§y’

0_1:70a¢;0—y+R és 0_2:7O—x;0y7R

a két fofesziiltség. Az is leolvashatd az abrarol, hogy

amivel az dbra alapjan

2|12

Oy y
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Az bemutatott gondolatmenet alapjan minden olyan esetben meghatarozhatok a f6fesziiltségek és a £6-
iranyok, ha ismeretes a fesziiltségi tenzor egy f6iranya.

A szerkesztésben megjelené mértani helyet, azaz a oy, T, pontparok altal alkotott kort, a szerkesztés
lehetGségét felismerd és els6ként leir6 Mohr utén részleges Mohr kérnek szokas nevezni.

4.1.4. A szerkesztés lépéseinek Osszegezése. Az alabbiak tomdren és minden szobajo-
het§ esetre alkalmazhatd sablont adnak a szerkesztésre. A sablon a szakasz gondolatme-
netének lényegén alapul; azon, hogy ismeretes egy féfesziiltség — mindegy, hogy melyik —, azon,
hogy a kor atmérgjét az elemi kocka més két lapjan ébredd fesziiltségvektor o, és 7y, koordina-
tai hatarozzak meg, fiiggetleniil attol milyen betiivel jeloltiik eredetileg ezen lapok normélisait,
tovabba azon, hogy a ), pont és a féiranyok szerkesztése is fiiggetlen a két lap normalisanak
jelolésére felhasznélt bettjelektsl.

Legyen a vizsgalt test egy adott pontjaban ismeretes a fesziiltségallapot. Tételezziik fel, hogy
az ezen a ponton atmend p,q és r koordinatatengelyek kartéziuszi KR-t alkotnak (a fentiekkel
Osszhangban a p, q,r, valdjaban az x,y, z, vagy az y, z, x, vagypedig a z, z,y koordinatatengelye-
ket jelenti). Legyen ismert ugyanebben a pontban a fesziiltségi allapot: p, = o,e, (vagyis az r
irdny féirany), o, >0, 7y, = 74p > 0 és o4 < 0.

q n TITJH
m
o, Oy |(0p +05)/2
| O
Tpg Q0475 /_\
y o /@ < (6p,—-04)/2
Oo—
T/qu Tpq
N, o,
£ P — 4 ) W
‘ o, I 20
m Top
B -
I
\/ P[0Ty
o,
e
O3 01
-——| =‘
4.11. abra.

A szerkesztés 1épéseit az alabbiak Gsszegezik:

1. Megrajzoljuk az ismert r fGirany felsl nézve az elemi kockat. Ugyeljiink ekézben arra,
hogy az r-t kovetd elsé koordinatairany, azaz a p vizszintes, a ¢ pedig fiiggSleges iranyba
mutasson az abrankon, agy ahogyan azt a EETI] abra baloldali része szemlélteti.

2. Meghatarozzuk o, és 7y, fesziiltségkoordinatédkat a p és ¢ normalisu oldallapokon. Ezt
az segiti, hogy berajzoljuk a p normalisi oldallapon az n =p és m = —q, a ¢ normalist
lapon pedig az n=gq és m=p koordinatairanyokat. Igy azonnal megallapithato a baloldali
abrarészlet elemi kockéjanak felhasznalasaval, hogy a oy, Ty sik Ploy, —Tgp] és Qlog, Tpg
pontjai hatarozzak meg a kor atmérsjét.

3. Bejeloljiik a Ploy, —74] és Qlog, Tpe) pontokat a oy, Ty, koordinatasikon, majd meg-
rajzoljuk a PQ koratmérst. A P(Q) egyenesszakasz és a o, tengely metszése adja a kor
kozepét. A kor és a o, tengely metszéspontjai pedig kiadjak a keresett féfesziiltségeket.
Mivel a fofesziiltségek nagyséag szerint rendezettek — o1 > 09 > 03 — és a 0, = 0 normal-
fesziiltség fofesziiltség a szerkesztés a jelen esetben az 1 és 3 jeld f6fesziiltségeket adja
ki.

4. A P ponton keresztiil a p normalissal, a () ponton pedig a ¢ normalissal htzunk parhu-
zamost. A két egyenes a kor (), pontjaban metszi egymast. A @, N1 és QN3 egyenesek
megadjak az 1 és 3 jeld fGiranyokat. Ezeket az elemi kocka feliilnézeti képén is érdemes
berajzolni.
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5. Kiszamitjuk az abra alapjan az R, 01, 03 és @ értékeket. Ez a szamitas az abrardl leol-

vashato
2
Op— 0
R:\/< - q> +72, (4.22)
01:@“2, 02:%—}2 (4.23)
és
2
e 1y (4.24)

Op—0q
képletek segitségével végezhetd el.

6. Ha adott egy feliiletelem n’' normélisa és a hozzatartozo m' irany, akkor az N'[o],, 7).,.]

pontot a @, ponton &t az n'-vel parhuzamosan hizott egyenes és a kor metszése adja.
Megjegyezziik, hogy a zsufoltsag elkeriilése érdekében nem tiinteti fel az utolso lépést a LTIl
abra. Visszautalunk ehelyett aLT0l Abrara és megjegyezziik, hogy a fesziiltségi tenzor segitségével
pontosabban hatarozhaté meg a o), és 7/, szamitassal, mint szerkesztéssel. A szerkesztést és a
szerkesztésen alapulo [E22), EZ3) és 2 képleteket elsGsorban a f6fesziiltségek és fGiranyok

meghatarozasara érdemes hasznalni.

4.1.5. A szerkesztés két alkalmazasa. Osszefiiggés a rugalmassagi allandok kozott.
Két egyszerd példa esetén mutatjuk be a szerkesztés alkalmazasat. A abra nyomasra igény-
bevett zomok rudat szemléltet. A kozépss abrarészlet a negativ x tengely fel6l nézve mutat-
ja az elemi kockan a fesziiltségi allapotot, valamint a szerkesztéshez sziikséges segédvonalakat.
A és a LTIl 4bra egybevetése alapjan a z és y koordindtatengelyek felelnek meg a p és ¢

y n
m

e n
N<O Y 01 o

«— | / [ < z

T,

\mﬂ H
\l m
m
4.12. abra.

koordinétatengelyeknek. Mivel p, =0 és p, = 0.e, (0. <0) az Y[0,0] és Z[o.,0] pontok megha-
tarozzak a kor atmeérdjét. Kovetkezdleg R = |o,| /2 a kor sugara. A @, pontot a Z ponton at a
z tengellyel illetve az Y ponton at az Y tengellyel htzott parhuzamosok metszése adja. A jelen
esetben egybeesik a @), pont az Y ponttal. Az n normalisa lapon ébredd o, és 7, fesziiltségeket
a @, ponton keresztiil az n-el hizott parhuzamos és a kor N metszéspontja adja. Mivel a ZNQ,,
és az ANQ, haromszogek egyarant derékszogli haromszogek leolvashato az dbrardl, hogy

Op =0, cos? %) és T = 0> COS @ sin .

Az abran feltliintetett n normalisu feliiletelemen bejeloltiik a o, és T,,, fesziiltségkoordinatakat.

Megjegyezziik a fentiek kiegészitéseként, hogy a 3.3. Mintapélda kozolt megoldésa valojaban
a részleges Mohr kor alkalmazésa hiizott rad esetén.

A maésodik példa célja a f6fesziiltségek és a fGiranyok meghatarozasa a vékonyfalu rad csa-
varasi feladata esetén. A feladat megoldasa érdekében megrajzolt adbra mindent szemléltet:
a csavart vékonyfali csovet, a szerkesztés alapjaul szolgald elemi kockat valamint magat a szer-
kesztést is. A cs6 kozépfeliletén megrajzolt és egymaéssal parhuzamos folytonos és szagatott
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4.13. abra.

vonalak annak a —z normalist négyzetnek a kontirjat adjak, amelyben a szerkesztést alapjat ado
elemi kocka metszi a kozépfeliiletet. Az elemi kocka homloklapja fesziiltségmentes, a z normalist
lapon p, =7y.€y; 7y <0, az y normalisi lapon pedig p, =Ty€. a fesziiltségvektor. Mivel az elemi
kocka z és y normaélisu lapjain is zérus a o, normaélfesziiltség a Mohr kor atmérgjét ado Z[0, —
—Tyz); —Tyz >0 és Y[0, 7,,] pontpér a 7,,, tengelyen van és az origo a kor kozepe. Kovetkezsleg
|7y=| a kor sugara. Az x= R irdny nyilvanvaloan féirany, a o, =0 r=0 fesziiltség pedig f6fesziiltség:
A korrdl leolvasott adatokat is felhasznalva

o1 = |Ty:| = |7z » oy=0,=0p=0 és 03 = — |Tyz| = — |74:| (4.25)

a harom nagysag szerint rendezett fGfesziiltség értéke. Maga a ), pont ugyanigy szerkeszthetd
mint az el6z6 feladatban. A jelen esetben azonban a Z ponttal esik egybe. A o, tengellyel —
—45° szoget bezard @, Ny és 45° szbdget bezard Q, N3 egyenes az 1 jeld és 3 jeld féiranyokat
adja. A vékonyfali cs6 dbrajan bejeloltiik a fotengelyek KR-ét kifeszité n; ny = —e, =eg és n3
egységvektorokat.

A kapott eredmények szerint a csak két f6fesziiltség kiilonbozik zérustol. Ez azt jelenti hogy
kéttengelyt a vékonyfalt cs6 fesziiltségi allapota. Erdemes arra is felfigyelni, hogy pozitiv csa-
varonyomaték esetén a kozépfelillet egy adott pontjardl indulva ki az 1 jeld firdnyok 45°-os
menetemelkedésti jobbmenetti csavarvonal érintéi, maga a csavarvonal pedig megnyulik. A 2 jeld
f6iranyok ugyancsak 45°-os menetemelkedést de balmenet® csavarvonal érintéi, maga a csavar-
vonal pedig megrovidil.

A rideg, torékeny anyagu csovek az anyag sajatossagai miatt az 1 jeld fGiranyra merdleges
feliileten tornek a csavarokisérlet soran. A lagy, jol alakithato fémek ezzel szemben a z tengelyre
merdleges keresztmetszeti sikokban tornek el, vagyis elnyirédnak.
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4.14. abra.

A ELT4l abra a vékonyfala csében kialakulo kéttengelyt fesziiltségi allapotot szemlélteti a f6ten-
gelyek, azaz az e1, es =epg ¢és ez egységvektorok altal kifeszitett lokalis KR-ben. Az is leolvashato
az abrarol, hogy ez a fesziiltségi allapot valdjaban két egytengelyt fesziiltségi allapot szuperpo-
zicioja. Kovetkezésképp

T=T,+T;
a fesziiltségi tenzor matrixa, ahol
op 0 0 op 0 0 00 O
T=| 0 0 0 |, T,=] 0 0 0 és T;=100 0
0 0 o3 0 00 0 0 o3

Az egytengelyt fesziiltségi allapottal kapcsolatos [BI8) Hooke torvény alapjan, tekintettel az
g1 =01/F és e3 = 03/ E Osszefuiggésekre is
1 1
A1: —iE_‘I/Tl—%O'lE és A3: ;VTg—%O'gE

a vonatkozo alakvaltozasi tenzorok. Az utobbi két egyenlet Osszegét képezve az

1+v v

A1+ Az =——(T1+T3) (o1+03)E,
A T =0
vagy ami ugyanaz az
A=ty (4.26)
= — ,

eredmény adodik. Ez a pusztan logikai tton kapott egyenlet a csavarassal kapcsolatos anyagegyen-
let tenzorialis alakja és mint ilyen fliggetlen kell, hogy legyen a valasztott KR-t6l. Ugyanakkor
pedig meg kell egyeznie a kisérleti eredmények alapjan felirt (LI1) anyagegyenlettel. A (1) és
[E28) egyenletek egybevetése szerint csak akkor lehetséges egyezés, ha

E=2G(1+v) . (4.27)

Masként fogalmazva a huzokisérlet és a vékonyfalti cs§ csavarasi kisérlete kapcsan bevezetett
harom anyagjellemzé az E, v és a G koziil barmelyik kifejezheté a masik kettével. A mondottak
egyben azt is jelentik, hogy homogén izotrop test esetén kettd a fiiggetlen anyagallandok szama a
linedrisan rugalmas viselkedés tartoményaban. Megjegyezziik, hogy a csavardkisérlet eredményei
szerint a mérési pontossiag megszabta hiban beliili a G-re vonatkozé mérési eredmények egyezése
a huzokisérlet mérési eredményeként kapott E és v-vel szamitott G-vel.

4.1.6. A csavart vékonyfalu csé alakvaltozasi energiaja. Tegyiik fel, hogy a1l abran
vazolt cs6rél van szo, amelyre @; a jobboldali végkeresztmetszet szogelfordulasa a helytéallonak
vett baloldali végkeresztmetszethez képest. A csében felhalmozodo alakvaltozési energia, amint
erre a 2.4.2. szakaszban ramutattunk, megegyezik a kiilsé er6k munkédjaval. Mivel a baloldali
véglap nem fordul el a kiils§ erérendszert alkotdé M, csavaronyomatékok koziil csak a jobboldali
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véglapon mikdds végez munkét. Ez a munka a 3.2.6. szakasz gondolatmenetének figyelembevé-
telével a (B23)) képlet baloldalanak mintéjara az

1
U=Wg =M% (4.28)

alakban irhato fel — Nij-nek M., mig Aj-nek @ felel meg. A Bl abra alapjan, tekintettel a (E),
[(ETD) és ETF); képletekre
l l T(pZ o Mcl _ Mcl

@ = — = —_— = = —,
'""RNTR, G T RAG T LG
a véglap szogelfordulésa, ahol az I, a vékony kérgytir un. polaris masodrend nyomatéka. Meg-

jegyezziik, hogy az utébbi mennyiséggel a

I, = R4, (4.29)

M. M.
p— = — 4.30
Tz RoAL Ip o ( )
alakot olti a nyirofesziiltség szamitasanak ([EIJ) alatti formulja.
A véglap @; szogelfordulasanak helyettesitésével
1 1 M2 1 M2l
U=Wg==-M.9, == c = __¢ 4.31
K7W o R2AG ™~ 21,G (4:31)

a teljes alakvéltozasi energia. Az alakvéltozasi energiastirtiség szamitasahoz tovabb alakitjuk a
fenti képletet. Eszerint
1 M2 1 M, M, ”
T 2R2AG T 2 R.A;, RoALGLE
—— ——
Tez  Ypz=Tpz/G

ahol a V' a vékonyfali csé térfogata. Kovetkezésképp

v 1

U= = 3TV (4.32)

a fajlagos alakvaltozasi energia értéke. Vegylik észre, hogy ez a képlet a tiszta nyiras soran
felhalmozodott alakvaltozasi energiastiriiséget adja fliggetleniil attol, hogy mi hozza létre a tiszta
nyirast.

U

4.2. KOR- ES KORGYURU KERESZTMETSZETU RUDAK CSAVARASA

4.2.1. Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot. Szamos olyan mérnoki alkalmazés van, amely-
ben csavarasra igénybevett kor-, vagy korgytirt keresztmetszet rudak kapnak vagy mozgéskoz-
vetits, vagypedig teljesitménykozvetits szerepet. Az el6z6 szakaszban sikeriilt tisztdzni a nyi-
rofesziiltségekkel kapcsolatos Hook torvényt és ezzel Osszefiiggésben a vékonyfalu korgytird ke-
resztmetszetd rad mechanikai éllapotat. Mivel a gondolatmenet alapvets feltevése volt a rud
vékonyfalu volta, a kapott megoldéasok is csak akkor alkalmazhatok, ha teljesiil ez a feltevés.

A jelen 4.2. szakasz célja, hogy altalanosabb viszonyok kozdtt vizsgalja a csavarasi feladatot.
A rad vagy tomor, vagy korgylri keresztmetszeti. Az utobbi esetben azonban nincs korlatozo
feltevés a rud falvastagsagara nézve.

A gondolatmenet kifejtése soran a tomor korkeresztmetszett prizmatikus rudat tekintiink
majd. Latni fogjuk azonban, hogy ez a feltevés nem lényegi, és az eredményiil kapott osszefliggések
értelemszertien vonatkoznak korgytrd keresztmetszetd prizmatikus rudakra is.

A viszonyokat a abra szemlélteti. Bar az dbra nem tiintet fel tdmaszokat feltételezziik
— ugyanigy, mint azt a vékonyfali cs§ esetén tettiik — , hogy az [ hosszusigi és d atmérsji
rid z =0 keresztmetszete helyben marad. A rudat terhelg M, csavaronyomaték értékét pedig az
korlatozza, hogy csak rugalmas alakvaltozast engediink meg. Az abra a megfigyelések ismerte-
tése és értelmezése érdekében feltiinteti a rad R sugari belsé feliiletét is. Alkalmazkodva a rud
geometridjadhoz a HKR-t részesitjiik elénybe, adott esetben azonban az zyz kartéziuszi KR-ben
is irunk fel egyenleteket.
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=r

4.15. abra.

A rud elmozduléasallapotat illetd megfigyeléseink, a lényeget tekintve, megegyeznek a vékonyfalu
csG csavarési feladata kapcsan végzett megfigyeléseinkkel. Ezek szerint

1. Az egyes keresztmetszetek merev lapként fordulnak el a z tengely koriil és megmaradnak
sajat sikjukban az elfordulas soréan.

2. A keresztmetszetek @ szogelfordulasa egyenesen aranyos a keresztmetszet z koordinéta-
javal. Ez azt jelenti, hogy most is fennéll vékonyfalt cs csavarasa kapcsan mar felirt
[ET) egyenlet: Kovetkezsleg & = 9z, ahol ¢ a fajlagos elcsavarodasi szog.

Az elmozdulasmez6 meghatarozasa fentiek alapjan a (E2)) képletre vezets gondolatmenet
megismétlését igényli. Csak annyi a kiilonbség, hogy a tomor rad R sugart belsé hengerfeliilete
veszi at a vékonyfali cs6 R, sugari kozépfeliiletének szerepét. Vegyiik észre, hogy most valtozo
az R sugar, mig a vékonyfali csé esetén allando volt az R-nek megfelels R,. Mivel kicsik az
elmozdulasok és alakvaltozasok a P pont mozgasat addo PP’ kozotti

PR=19zR = xz (4.33)

iv jo kozelitéssel a P ponthoz tartozo rppr elmozdulasvektor hossza. Ha visszaidézziik a
abrat, de az el6zGeknek megfelel§en R-et gondolunk R, helyébe, akkor nyilvanvalé az abrarol,
hogy e, iranyt vektornak vehet6 az u =rp s elmozduldsvektor. A most is érvényes (EET]) képletet
figyelembevéve

u=9%Re,=1UzR e, =1vze,xRer=1ze.xR (4.34)
~— ~—~
e.xXeR R

a tomor csé elmozdulasmezeje. A ([3) egyenlet jelentSségét az adja, hogy segitségével deriva-
lasokkal allithato els az U derivalt tenzor. A [I4) és ([Z99)) képletek felhasznalasaval

0 1 0 0
U = uOV = (ﬂZRew)O (@QR+E%GW+&eZ>
v HKR-ben

A tovabbi lépések soran vegyiik figyelembe, hogy az e, a ¢ polarszog fiiggvénye. A (EZ0Sal)
képletek szerint
de,

d(p —€epr.

Az utobbi 6sszefliggés kihasznalasaval

0 10 0
U=uoV = [ﬁzRe@ﬁ} oep+ [ﬁzRe@E%] oe,+ [ﬂzRecp&] oe,

Jze, —vzRer JRe,

azaz

U =19ze,0eg+(—1zer)oe,+9Re,0e,
—— —— ——

ur Uyp u;
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a derivalt tenzor. A kapott eredmény alapjén

0 -9z 0
0 0 0

a derivalt tenzor matrixa, a ([Z30) valamint a [3) képletek alapjan pedig

1 1 B
ER §’YR<,0 §’YRZ 0 O 0
1 T 1 1 YR
A=y U+U)=[ar a, a. |= VR € e | T 0 0 = (4.36)
1 1 UR
i E’YZR E’ngo €z ] | 0 7 0

az alakvaltozasi tenzor matrixa. Ez az eredmény azt jelenti, hogy

5R:5<,0:5ZZ'Y<,0R:'YR<,0:'YZR:’YRZ:0’

mig az alakvaltozési tenzor egyediili nem zérus eleme a 7, = 7., fajlagos szogvéiltozas az R
lineéris fliggvénye

Yoz =7 = Ry . (4.37)

Késébb latni fogjuk, hogy a ¢ fajlagos elcsavarodési szoget egyértelmiien meghatarozza az M,
csavaronyomaték értéke. Diadikus alakban

1 1
A=ayoe,+a0e, = iﬁReRoew—}—??Reg,oez

az alakvéltozasi tenzor. A LI0 &bra baloldala az Rz HKR-ben megrajzolt elemi triéderen
szemlélteti az alakvaltozasi tenzort.

%’YZ(/J %’Ytpz
4.16. abra.

4.2.2. Fesziiltségi és energetikai allapot. Mivel a [30) alakvaltozasi tenzor tiszta nyi-
rashoz tartozo alakvaltozasi allapot ir le a fesziiltségi tenzor matrixa a (EEI) Hook torvénybdl
szamithato

OR TRy TRz 0 0 0
T=[py £, 2. |=| 7%n 00 7 |=2GA=|0 0 GIR|. (43
TzR Tzp Oz 0 GYR 0

Kiolvashato a fenti egyenletbdl, hogy
OR=04,=0,=TpyR=TRp =T:R=TR: = 0.

A fesziiltségi tenzor egyediili nem zérus eleme a 7., = 7, nyiréfesziiltség az R lineéris fiiggvénye

To. =T =GRY. (4.39)

A abra jobboldala az Rpz HKR-ben megrajzolt elemi kockan szemlélteti a fesziiltségi
tenzort. A LT7(a) dbra a tomor rad egy keresztmetszetében a stulyponthoz kotott £n KR-ben
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0
N e

4.17. abra.

(a & tengely egybeesik az R tengellyel, kovetkezbleg az n irdny a & tengely minden pontjaban
parhuzamos a ¢ irannyal) szemlélteti a £ tengely keresztmetszetre es6 pontjaiban ébredd 7¢, =7,
fesziiltségeket. Az (a) abrarészlet, a kés6bbiek kedvéért, feltiinteti a dA feliiletelemen ébredd

p.dA=71,.e,dA=GRie,dA (4.40)
——

elemi erét. Mivel a p, = 7,.e,, fesziiltségeloszlas egyenértékd kell, hogy legyen a keresztmetszet

M. csavardigénybevételével a nyirofesziiltségek ugyanolyan médon — most az éramutato jarasaval

ellentétesen — forgatjak a keresztmetszetet a sulyponton dtmend z tengely koriil, mint az M,

csavaronyomaték. A EEI7(b) abrarészlet ugyancsak tomor keresztmetszetre, de nem magan a

keresztmetszeten, hanem kiilon megrajzolt KR-ekben, szemlélteti a nyirdfesziiltségek eloszlasat

az x és y tengelyek mentén. A ELT7 (c) abra korgytrtalaka keresztmetszetre teszi ugyanezt.
Mivel a rid barmely keresztmetszetében a keresztmetszeten ébreds

p,=T.=Ty.€e,=GRie,

nyirofesziiltségek egyenértékiiek a keresztmetszet M, csavaroigénybevételével

(a) zérus kell, hogy legyen az Fg fesziiltségi eredd,
(b) a fesziiltségi eredd eréparra nézve pedig fenn kell allnia az Mg = M_e, egyenletnek.

Az (a) esetben a ([ZZJ) és a [EAM) osszefiiggések és a A EET7 (a) abra alapjan irhato, hogy

Fg= / p,dA = / GRY e, dA=GYe, x / RerdA = Gde, x / RdA = Gdve, xSg.
A A ~— AN A
e.xXeR R
Ss
Itt Sg a keresztmetszet sajat stlypontjara vett statikai nyomatéka, ez pedig nyilvanvaléan zérus,
azaz Sg = 0. Kovetkezdleg valoban zérus az Fg fesziiltségi eredd.
Az (b) esetben a ([ZO0) és a ([AM) Osszefiggések valamint a EET7.(a) dbra alapjan

MS:/ RpodA:/ ReRxGRﬁewdA:Gﬁ/ RZeRxewdA:ezGﬁ/ R*dA=M_e. . (4.41)
A A A S—— A

€z

Tekintettel az utdébbi képletre a

I,= / R2dA (4.42)
A

osszefiiggeés értelmezi kor-, illetve korgytri alaki keresztmetszetre az I, poldris mdsodrendi nyo-
matékot. A polaris masodrendd nyomaték értelmezésének felhasznalasaval a () egyenletbol
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az

M.
1,G
eredmény kovetkezik. Az utobbi Osszefiiggés szerint a 1) fajlagos elcsavarodasi szog egyenesen
aranyos az M, csavaronyomatékkal, és forditottan aranyos az I, polaris masodrendd nyomatékkal,

valamint a G nyirasi rugalmassagi modulussal. A fajlagos elcsavarodési szog fenti képletével a

E3D) egyenletbol

M.=GvI,, vagy amiugyanaz a U= (4.43)

M.
Yor = —CR (4.44)
e
a fajlagos szogtorzulas, a [E39) egyenletbdl pedig
M
Tz = G7¢z = Ji CR (4.45)
P

a nyirofesziiltség értéke. Ha az M, csavarényomatékot elGjelhelyesen helyettesitjiik, akkor a fenti
képletek elGjelhelyes eredményt adnak az Rypz HKR-ben a . szogtorzulasra és a 7. nyirofe-
sziiltségre nézve. Az is kiolvashat6 a (EEZ3l) Osszefiiggésbdl, hogy a 7, nyirofesziiltség abszolut-
értéke a keresztmetszet keriiletén éri el a

Tmax = | Tzl = IJZ«:I % = u]\?;' (4.46)
maximumot, ahol
K, %Dax (4.47)
az ugynevezett poldris keresztmetszeti tényezd.
v (b)
! dR
3 X
@D ¢d' 3
dA
Ai
4.18. abra.

Legyen d a korkeresztmetszetd rad atmérdje. Legyenek tovabba d és D a korgytiriikeresztmetszet
rad belsd és kiils6 atmérsi. Szimmetriaokokbol dA = 2RnwdR a feliiletelem. Korkeresztmetszeti
radra a ([EZ2) és a (A7) képletek, valamint a LIS (a) abra alapjan

d/2 R47Y/2
I,= / R*dA=2r R*dR=2rm [—] :
A 0 4 0
azaz
d*r . A3
Ip = 5 €S Kp = E (448)

a polaris masodrendd nyomaték, valamint a polaris keresztmetszeti tényez6. Ugyanilyen gondo-
latmenettel kapjuk a LI8 (b) abra alapjan, hogy

D/2 D/2
Ip:%/ : R*R =27 [R—T / :
d/2 d/2
ahonnan
;_@=dyx o o (DI-dYm (4.49)
P 32 P 16D '

a poléaris masodrend(i nyomaték illetve a polaris keresztmetszeti tényezo.
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A ([E33) osszefiiggésbsl z = l-re megkapjuk a rad jobboldali véglapjanak a rad baloldali
véglapjahoz viszonyitott szogelfordulasét:

& =l
Innen, a fajlagos szogelfordulas ([EZ33)2 alatti értékének helyettesitésével
Ml
d = 4.50
- Te (1.50)

a két véglap egymashoz viszonyitott relativ elfordulasa.

Az [ hossziisagi rudszakaszban felhalmozodott alakvaltozasi energia kétféleképpen is szamit-
hato. Vehetjiik egyrészrél a riidszakaszra haté kiilsg er6k munkéjat, hiszen az a rugalmas alakval-
tozas tartoményaban mindig megegyezik a felhalmozodott alakvéltozasi energidaval. Mésrészrol
szamithatjuk a fajlagos alakvaltozasi energia rudszakasz térfogatara vonatkozo integraljat.

Az els6 esetben a vékonyfalu csé alakvaltozasi energidjaval kapcsolatos és a (3 képletre
vezetd gondolatmenettel azonnal irhatjuk, hogy

1 1 M2l
U=Wg=-Md ==-—% .
K™ 7o ,a

(4.51)

A masodik esetre nézve a fejezet végén bemutatott 4.4. Mintapélda mutatja be a fentivel
azonos eredményre vezets szamitast.
Erdemes azt is megfigyelni, hogy fennall a
ou M.
oM. L,G
egyenlet Ez az Osszefiiggés a huzott, illetve nyomott rudakkal kapcsolatos ([B2Z0)) képlet analo-
gonja. Az Osszefliggés szerint a rud véglapjanak @; szogelforduldsa az alakvaltozasi energia rud
véglapjan miikods nyomaték szerinti parcialis derivaltja.

(4.52)

4.2.3. Ellenérzés, méretezés. A jelen szakasz csavarasra igénybevett kor és korgytiriike-
resztmetszetd rudak ellendrzésével illetve méretezésével foglalkozik. Jellje a tonkremenetelt oko-
z6 ¢és pozitiv elGjeliinek tekintett nyirofesziiltséget 7. Ez a mennyiség a rid anyagatol fiiggden
vagy a Tp folyashatéarral, vagypedig a 7p nyiroszilardsaggal vehets egyenlének. Az els§ vélasz-
tas szivos anyagok (lagy fémek, alacsony széntartalmu acélok) esetén célszertd a jelentés marado
alakvaltozasok elkeriilése érdekében. Rideg anyagok esetén altaldban nem elzi meg jelentds alak-
valtozéas a torést. Itt tehat a masodik valasztas a szokasos.

A megengedett nyirdfesziiltséget a

Tiell
n

(4.53)

Tmeg =

Osszefliggés értelmezi, ahol az n a 3.2.7. szakaszb6l mar ismert elGirt biztonsagi tényezd.

Ellendrzés esetén a keresztmetszeten felléps nyirofesziiltseg ([E40) képlettel értelmezett ma-
ximumat szamitjuk ki el6szor és ezt hasonlitjuk 6ssze a megengedett nyirdfesziiltséggel. Megfelel
a csavarasra igénybevett kor-, vagy korgytiriikeresztmetszetd rud, ha fennall a

M Tiell
Tmax = ’Kj < Tmeg = J;Z (4.54)

egyenlGtlenség. Méretezés esetén adott az M, csavaroényomaték, valamint a rad anyaga és elsé
lépésben keressiik azt a minimalisan sziikséges K, ;. keresztmetszeti tényezdt, amelyhez el6irt n
biztonsagi tényezs tartozik. A keresztmetszeti tényezd K, also korlatja a (R4l egyenlStlen-
ségbdl kovetkezik:

M,
Kpy> K,y = |Me| (4.55)

Tmeg

A K, als6 korlat ismeretében — esetleg mas szempontokat is figyelembe véve — megvalasztha-
to(k) a keresztmetszet atmérdje, illetve Atmérdi.
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4.3. VALTOZO KERESZTMETSZETU RUD

4.3.1. Szakaszonként allandé kereszt-
metszet. A LT 4bra a szakaszonként allan-
do keresztmetszeti AD rudat, a rad terheléseit
— ezek z tengely irdnyd nyomatékok, amelyek
arad B és C keresztmetszetein illetve a rad D
véglapjan miikodnek —, valamint a rad Ks3D,
KoD és KD jeld részeit, tovabba a felsorolt
radrészeken miikods kiilsé és bels§ eréket, vé-
gilil pedig a csavarényomatéki abrat szemlélte-
ti. Feltételezziik, hogy az 1, 2 és 3 jeld rud-
szakaszokon beliil mindeniitt allandéak a priz-
matikus kor-; és korgytrikeresztmetszetd ru-
dak csavarasi feladataval kapcsolatos képletek-
ben szereplS és a ridra jellemzd mennyiségek,
tovabba a csavarényomaték értéke is, azaz I,
Gy, l; és M,;. Leolvashat6 az abrarél — mivel az
Me, <0 — az is, hogy

My = Mp. + Mc.+ Mp., M

M02 = MCZ+MDZ7 M03 = MDz .

Ha eltekintiink a hirtelen keresztmetszetvalto-
zésok fesziiltségi és alakvaltozasi allapotra gya-
korolt hatéasatol, ez ugyanis csak lokalis zava-
rast okoz, akkor az Osszes eddigi eredményt,

K, M, My, D M,
My M,
M, ]
Z
4.19. abra.

azaz a (E20)), (EDL0) és (LRI képleteket egyarant érvényesnek tekinthetjiik az egyes szakaszokon

beliil. Kovetkezdleg

Tpzi =

M,;
—R
I

pi

(4.56)

a nyirofesziiltség képlete az i-ik szakaszra nézve (i=1,2,3). A rad D keresztmetszetének elfordulé-
sa az A keresztmetszethez képest pedig gy kaphatd meg, hogy Gsszegezziik az egyes riudszakaszok
jobboldali végének a tekintett rudszakasz kezdetéhez viszonyitott @; szogelfordulésait:

Ppa= D= D1+ Do+ P3 =

3
M.;l;
= IniGi

(4.57)

A rudban felhalmozddott teljes alakvaltozasi energia ugyanilyen médon az egyes rudszakaszokban
felhalmozodott alakvaltozési energia 6sszegeként adodik:

U=U+Uy+U;3 =

Mivel
OMi _
aMDz -

3
1~ M2l '
2 im1 IpiGi
i=1,23

a ([ED]) képletbol a [ER2) egyenlet altalanositasat jelentd

3
M;l;

U Ml OM,

OMp. i—1

Osszefliggés kovetkezik.

1,,G; OMp, — 1;Gi N

= Ppa= P

(4.58)
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A szakaszonként allando keresztmetszetii rid esetén azon alapul az ellenérzés illetve mérete-
zés, hogy minden egyes rudszakaszra nézve fenn kell allnia a

M .
Tmax i = |KCZ| < Tmeg i (459)
pi

relacionak, ahol 7.y ; @ megengedett nyirdfesziltség a rad i-ik szakaszén.
4.3.2. Folytonosan valtozé keresztmet-
B szet. Ha folytonosan de csak igen kismértékben

— p Vél‘Eozik a kor-, illetve korgytirt keresztmetsze?
teriilete — a adbra ezt az esetet szemlélteti

—, akkor jo kozelitéssel fennall, hogy
| — | M =M, MC(Z)R (460)
< > Tpz = .
’ I,(2)

a nyirofesziiltség, a tobbi fesziiltségkoordinata

pedig elhanyagolhatoan kicsiny. A rad véglapja-

nak szogelfordulasat a dz hossziségn elemi rad-

szakasz két véglapja d @ relativ szogelfordulasé-
4 nak integralja adja. Maga a d @ relativ szogelfor-
dulés a (EZ00) képlettel szamithato, ha az M, he-
4.20. abra. lyére M. (z)-t — magéan az abran allando az M.(z)
—, | helyére dz-t és az I,G szorzat helyére

M, M (7)=4lland6

pedig I,(2)G(z)-t irunk. Kovetkezésképp:

o : M(z) 5
¢ _/0 7Ip(z)G(2) dz. (4.61)
—_————

deo
Hasonlé megfontolassal kapjuk (EERI)-bol, hogy

_L M)
U=3 ), nee (462)

a rudban felhalmozott alakvaltozéasi energia. Ami pedig a fenti képletek érvényességét illeti érde-
mes ismételten hangstlyozni, hogy azok csak akkor alkalmazhatok ha igen kismértékben valtozik
az A keresztmetszet a z fliggvényében.

4.4. STATIKAILAG HATAROZATLAN FELADATOK

Csavarasra igénybevett kor-, és korgytrikeresztmetszetii rudak esetén tugy vessziik, hogy a nyoma-
tékvektorok a rud tengelyvonala mentén miikédnek, azaz egy egyensilyi egyenlet &ll rendelkezésre az
ismeretlen tamasztonyomaték(ok) meghatarozasara. Ha a rad valamelyik végét befogjuk, akkor csak egy
ismeretlen tamasztonyomatékkal kell szamolnunk, azaz a feladat statikailag hatérozott. Ha azonban a
rad mindkét vége befogott akkor két tamasztonyomatékot kell meghatarozni. Ez egyben azt is jelenti,
hogy statikailag hatarozatlan a feladat, hiszen egy egyensiilyi egyenlet all rendelkezésre a két ismeretlen
meghatarozasara. Kovetkezésképp tovabbi egyenletre van sziikség a feladat hatarozotta tételéhez. Ezt a
potlolagos egyenletet abbol a feltételbdl kapjuk, hogy a masodik tdmasz révén valdjaban meggatoljuk,
hogy a rud befogott végei egymashoz képest elforduljanak.

Mindez jol kovethetSen jelenik meg a EEZIl 4bran véazolt AD rud esetén. A rud két vége befogott. A
terhelést a tengelyvonal B pontjaban miikods Mp, < 0 nyomaték jelenti. Az abra feltiinteti

— a tamaszair6l levett rudat és a red haté Mp, terhelést, tovabba az ismeretlen M4,, Mp, tamasz-
tonyomatékokat,
— arad AK,, K1K5 és KoD részeit — Ky és Ko az AB, illetve BD szakaszokon beliil talalhato
rudkeresztmetszetek —, valamint a rajtuk miikods kiilss és belss erdket, és végiil
— az M.(z) csavaronyomatéki abrat.
Mivel a rid egyensulyban van fenn kell dllnia a

MAz +MBz+MCz =0 (463)
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IA B D A K; B [(2 D
Y z - = _
< = oo KEee Ty =
1, ‘ My, 1 M,, ‘ My, My,
A [(J K—] KZ K2 D
- e+ sl v el
MAZ M,‘] M,‘I MB Mr? M?? MDZ
M
) F "
Mr?
MBZ z
Y
MAZ MCJ
- ]J >l ]2 »
4.21. abra.

nyomatéki egyenletnek. A rid D keresztmetszetének zérus az A keresztmetszethez viszonyitott szogelfor-
dulésa. Visszaidézve a ([ERD) képletet irhatjuk tehat, hogy

Bpal,G = B 1,G = Muyly+ Mely =0,

ahol az AK illetve Ko D jelii rudszakaszok egyensulya alapjan Mo =—M 4, és M.o=DMp,. Kovetkezésképp

l
Mp. = 7M. (4.64)
2
Az utobbi formula [EG3)-ba torténd helyettesitésével M 4,.-t, majd az M 4,-re vonatkozo eredményt ([ELG4)-
be irva Mp.-t kapjuk

ZQ ll

Mz:_ Ex Mz:_ Mz-
A o, e D L, e

(4.65)

Ezzel megoldottuk a feladatot.

4.5. VEKONYFALU, ZART SZELVENYU PRIZMATIKUS RUDAK SZABAD CSAVARASA

A vizsgélat targyat képezd rad allando
keresztmetszetd, zart szelvényd és vékony-

fala. A abra példaként szemlélteti egy Y
ilyen téglalapkeresztmetszeti rad egyik, ter- /
helt végét. A rad szemléltetett vége pereme- P
zett. Nyilvanval6 az abrarol, hogy a pere-
men kifejtett F, —F er6par csavarasra veszi /A A F x
igénybe a rudat. A vonatkozo csavarényoma- /
tékot M, jeldli.

A csavart rad hossztengelye, 6sszhang-
ban az eddigiekkel, egybeesik a KR z ten- [i%
gelyével. A rud keresztmetszetei pedig az xy
koordinatasikkal parhuzamos sikokban fek- M,
szenek. -F /

Ha nem kor-, vagy korgytiri keresztmet- Y 7/ /
szetl rudat csavarunk, akkor a megfigyelések
szerint a rid keresztmetszeteit alkoto anyagi
pontok a rud palastjanak alkotoi iranyaban, /

-

azaz a z iranyban is elmozdulnak. Ez azt je-
lenti hogy nem marad sikfeliillet a terhelés
hatasara alakvaltozott keresztmetszet. Egy 4.22. 4bra.
adott keresztmetszet pontjainak z iranyu el-

mozdulésat a keresztmetszet 6blosodésének vagy vetemedésének nevezzik.
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Mivel az erépart alkoto erék a a rud peremének sikjaban miikddnek nincs géatolva a rud keresztmet-
szeteinek z iranyu elmozdulasa. Ezzel Gsszefliggésben szabad csavardsrol beszéliink ha nincs meggatolva
a keresztmetszetek pontjainak a rud hossztengelye menti elmozdulasa. Ha, ezzel szemben valamilyen mo-
don, pl. a tdmaszok révén, meg van gatolva a rud keresztmetszeteinek z iranyd mozgésa, akkor gdtolt
csavardsrol beszélink. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a feladat szabad csavarasi feladat.

4.23. abra.

A abra baloldali része egy vékonyfala prizmatikus rid keresztmetszetét szemlélteti. A rudszel-
vény ugy épil fel, hogy a szelvény kézépvonalara, ezt vékony vonallal rajzoltuk meg, merglegesen mindkét
iranyban felmérjiik a b vastagsag felét. Maga a vastagsag a szelvény L kozépvonala mentén mért s iv-
koordinata fiiggvénye: b =0 (s). A keresztmetszet kozépvonalanak minden egyes pontjaban értelmezhetd
egy jobbsodratu &n¢ (£s¢) lokalis KR. A ¢ tengely a kozépvonal érintGje, melynek pozitiv iranya egybe-
esik az s ivkoordinata pozitiv irdnyaval; az utobbi irdanyban haladva a kézépvonalon balkéz felsl esik a
kozépvonal altal hatarolt sikbeli tartoméany. Az 7 tengely a kézépvonal kiils6 normalisa, a ¢ tengely pedig
parhuzamos a z tengellyel. A kozépvonal pontjainak R, = R,(s) a helyvektora. Legyen n a kdzépvonal
kiils6 normaélis egységvektora. Nyilvanvald az eddigiek alapjan, hogy

dR,(s) i
e.=n, = és ec=egxe,.
Az aldbbiakban megkiséreljiik tisztazni a rud fesziiltségi allapotat. Ehhez a kérdéshez kapcsolodoan az
alabbi feltevésekkel éliink:

1. A b(s) falvastagsag csak lassan és kis mértékben valtozik az s fliggvényében.

2. Mivel szabad csavarési feladatrol van sz6 csak nyiréfesziiltség ébred a keresztmetszeten. Kovet-

kezésképp p. = 7,.

A kialakulo fesziiltségallapot fliggetlen a z koordinatatol.

4. A nyiréfesziiltségnek nincs £ iranyu Gsszetevije és allando a falvastagsdg mentén. Ezért mindig
megadhat6 a

@

T2 = Tyz(s)ey(s) (4.66)
alakban.

Az utobbi feltevés azon alapul, hogy csak érintGiranyu fesziiltség ébredhet a keresztmetszet peremén,
tovabbéa, hogy kicsi és csak mérsékelten valtozik b(s) falvastagsag.

A 4.23. abra jobboldali része egy a cs6bdl kimetszett hasabot szemléltet. A hasab két z tengellyel
parhuzamos és az abran halvanysziirke szinben megrajzolt hatarfeliiletét gy kapjuk meg, hogy a baloldali
abrarészlet ni és nsy jeld egyenesszakaszain athalado — a két egyenesszakasz mindegyike merdleges a csé
kozépvonalara — és a z tengellyel parhuzamos sikokat vesziink metsz6siknak. A hasab z tengelyre merdleges
hatarfeliiletei a csé két egymastol dz tavolsdgra fekvs keresztmetszetének részei. A hasidbot szemléltets
abra, dsszhangban a nyirofesziiltségek dualitasaval, feltiinteti a hasabon miikods fesziiltségeket is. Mivel
a hasab egyensulyban van zérus a z iranyu erék Osszege:

_bsz’r]le +b2727]2d2 =0.
Ebbdl az egyenletbdl, figyelembe azt a koriilményt, hogy az ny és na béarhol lehet a kézépvonalon, a

Tp=(s) b(s) = alland6 = @Q (4.67)
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osszefliggés kovetkezik. A cs6 b(s) falvastagsaganak és a falvastagsag menti 7, (s) nyirofesziiltségnek Q
szorzatat nyirdfolyamnak szokas nevezni. A ([EGD) képlet szerint allando a @ nyir6folyam a vékonyfala,
zart keresztmetszetd cs6 szabad csavarasi feladata esetén.

A nyirofolyam allandosagabol kovetkezik az a természetes kovetelmény, hogy zérus értéki a kereszt-
metszeten ébredd belss erérendszer, azaz a T, nyirofesziiltségek ereddje Valoban, a (B13), L) ¢s [EGD)
képletek alapjan egyszert atalakitasokkal adodik, hogy

P P
FS:/pZdA:/TZ dA :?{ €,(8) 72 (s)b(s)ds =Q ey(s)ds=0Q dR,=Q R,| =0.
A A Lh —_— Ly —— Py P
b(s) ds Q dRU
A nyirofesziiltség és a csavaronyomaték kozotti kapcsolatot abbol a feltételbdl kapjuk meg, hogy megegye-
zik a 7, nyirofesziiltségeloszlas nyomatéka az S pontra a terhelésbdl adodo M.e, csavaronyomatékkal. A
szamitasok soran vegylik figyelembe az aldbbiakat:

1. A 7. 0(s) elemi ered6 mindig a keresztmetszet kozépvonalan mikodik.

2. Mivel az R,(s) és dR,, vektorok vektoridlis szorzata merdleges a két vektorra, a szorzat értéke
pedig a két vektor altal kifeszitett parallelogramma teriilete fennall az R, (s) x e,(s)ds =R(s) x
x dR, = 2dA.e. Osszefiiggés, ahol dA, a R,(s) és dR, = e,(s)ds vektorok altal kifeszitett hal-
vanysziirke haromszog teriilete.

A BT3), L) és [EDD) osszefiiggések, valamint a fentiek alapjan irhato, hogy

Mg =|M.|e, = / Rxp,dA= / R,(s)x 1, b(s)ds = R, (s) x €, (5)m2(s)b(s)ds =
A A Lk T

:Q/ 2dAce. =|27,.(s)b(s) A, | €= ,
Ao

ahol az A, a keresztmetszet kozépvonala altal hatarolt teriilet. Az utobbi képlet bekeretezett részeinek
egyenlGsége alapjan

M.
m=(5) = Sy AL

(4.68)

a nyirofesziiltség értéke. Vegyiik észre, hogy a vékonyfala csé csavarasi feladata kapesan levezetett (EI3)1
Osszefliggeés a fenti képlet specidlis esete. Valoban elemi lépésekkel, a ([EI3)2 képlet helyettesitésével azt
kapjuk a @I3); Osszefiiggésbdl, hogy

M, M, M, M, _
T T RoAy | R2mbR, | 2bR%n 204,
~—
Ao

Legyen [ a vizsgalat targyat képezd cs6 hossza. Jelolje tovabba @; a csé végkeresztmetszetének a csé
kezdeti keresztmetszetéhez viszonyitott elfordulasat az M, csavaréonyomaték hatasara.
Tekintettel a ([E32) és ELR) osszefiiggésekre

yo LTe 1 M
2 G 24Gh2(s)A2

(4.69)

a fajlagos alakvaltozasi energia értéke. A cs6ben felhalmozodo teljes alakvaltozési energia a fajlagos
alakvaltozasi energia integralja a cs6 térfogatan:

1 M? 1 M? 1 1 M2

U:/udV:—/i‘:dV:— c / dA [de= -t
2 4Gh%(s) A2~~~ 24G A2 b2(s) ~~ 2

1% \% (5) 0 4 ads o JA (S)b(s)ds l 4AZ

l f ds_

ﬁk b(s)

Az
4A2
IL=——2 (4.70)

o
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jelolés bevezetésével ugyanolyan alakban irhato fel a teljes alakvaltozési energia mint a kor-, és korgyti-
riikeresztmetszeti riud esetén:

1M
211G

U (4.71)

A képletben &all6 I. az I, polaris masodrendd nyomaték analogonja a vékonyfalt, zart szelvényt csé
szabad csavarasi feladata esetén. Az M, csavaronyomaték altal végzett munka most is a [E28) képletbsl
szamithato. A @2Y) és @) felhasznalasaval irhato

1M 1
=——S=-M. 9 =W,
21.G 2 T K
egyenletbdl rendre
M.l & M.
b — 4 = = 4.72
"T¢ I LG (4.72)

a végkeresztmetszetek egyméashoz viszonyitott relativ szogelfordulasa és a fajlagos elcsavarodasi szog. A
[(EDR) és [ETM) osszefiiggéseket Bredt féle képleteknek nevezi a szakirodalom.

4.6. MINTAFELADATOK

4.1. A vékonyfala rad csavarasi feladataval kapesolatos [EEF]) képlet szerint allando az alakvaltozasi
tenzor matrixa HKR-ben. Kovetkezik-e a matrix allandé voltabol a tenzor allandosaga is?
A valasz nem, hiszen az alakvaltozasi tenzor

1 1
A=oaproegp+oay0e,+a.0e, = Exezoew—f—?(eq,oez

diddikus elallitisaban e, a ¢ polarszogtdl fiigg, azaz nem allando.
4.2. Hatarozza meg szamitéassal a vékonyfalu cs6ben ébreds fesziiltségi allapot fGiranyait!

A ETD),; és [E30) keépletek szerint

OR TRy TRz 0 0 0
T = [ Pr P, P, } =| Tor Op Toz | =10 0 7,2 |; Toz = Tep = I—CRO
TzR  Tzp (e 0 Tz 0 p

a fesziiltségi tenzor méatrixa a vékonyfali csé esetén alkalmazott Ryz HKR-ben. A tovabbiakban ko-
vethetSk az 1.4. Mintafeladat 1épései feltéve, hogy a W helyére T-t, a A\ helyére pedig o,-t gondolunk.
Megjegyezzik, hogy az R irdny nyilvanvaléan f6irany, hiszen 7,p = 7,z = 0. A ([Z29) alapjan irhato

—0on 0 0
Ps(\) =—det (T—0,E) = — 0 —0n Tpz | =0n(0n—Tp:)(0n+7p.) =0
0 Tp —On
egyenletbdl
01 =Tz, oo =0p =0 és 03 = —Tp:

a harom nagysag szerint rendezett ffesziiltség, ha M. >0. Az n; =ngrier+ny1€,+n.1€, meghataroza-
sahoz az

—0q 0 0 nR1 —Tpz 0 0 nRr1 0
0 —01 Ty Tyl = 0 —Toz Tez net | =10 ,
0 Tz —O01 N1 0 Tez —Tez N1 0

vagy ami ugyanaz az

Toznpr1 =0, Tz (Nz1—Np1) =0 és Tz (N1 —1N21) =0
egyenletrendszert kell megoldani. Mivel 7,, # 0 és a masodik két egyenlet nem fiiggetlen egy az |n;| =1
normalési feltételnek is eleget tevs megoldas az

V2 V2

5 nz1:7, azaz az n1:7(e¢+ez)

alakban irhato fel. Megjegyezziik, hogy az nr; =0 eredmény azonnal kdvetkezik abbél is, hogy az R irdny
a 2 jeli f6irdny, és igy

nr1 =0, ngy =

ng =e€er,
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kovetkezésképp a masik két {Giranyt adé ny és ngz egységvektoroknak nem lehet R iranyu OsszetevGje. A
3 jeld f6iranyt az

2 V2
N3 =n; XNy = 5 (e, +e,)xerp= > (ep,—e)

egységvektor adja. Ezek az eredmények megegyeznek a 4.1.5. szakasz — a részleteket illetGen lasd a
abrat — masodik feladataval kapcsolatos eredményekkel.
Ha M, <0, akkor
01 = —Tpz, oo =0pr=>0 és 03 =T,z ,
a fofesziiltségek, tovabba

V2

n ==~ (ep,—e.), mathbfns = egr és ns =

a fGiranyokat add egységvektorok.
4.3. Adott a fesziiltségi tenzor matrixa az zyz KR-ben:

ol

(ep+e.) .

8 0 25
T=| 0 -10 0 [N/mmﬂ
25 0 35

Hatarozza meg a részleges Mohr féle kordiagram segitségével a T fesziiltségi tenzorhoz tartozo f6fesziilt-
ségeket és firanyokat.

Xo 1, |=X[85,25]

N
v
D

5

4.24. abra.

Vegyiik észre, hogy az y irdny f6irany, a o, = —10 fesziiltség pedig f6fesziiltség. Szoszerint kdvethetsk
tehat a megoldéas 4.1.4. pontban ismertetett lépései. Magat a megoldéast csak vazlatosan mutatjuk be,
mivel a abra onmagéért beszél.

A pgr KR-nek most a zxy KR felel meg. Leolvashatd a fesziiltségallapotot szemléltets elemi koc-
ka y tengely fel6l vett nézeti képérdl, hogy a kératmérdt a Z[on,, Tmn] = Z[0z, —Tu.] = Z[—35, —25] és
X[on, Tmn] = X0z, T2a] = X[85,25] pontok hatarozzak meg. A ZX szakasz és a vizszintes tengely met-
szése a kor kozepét adja: o4 =25 N/ mm?. Ennek ismeretében az ABX derékszogi haromszogre felirt
Pythagoras tételbsl R = 65 N/mm2 a kor sugara, amivel o1 = 90 N/mm2 és 03 =—40 N/mm2 a hianyzo
f6tesziiltségek. (o2 =0y = —10; 01 > 02 > 03).

Az abra feltiinteti a Q),, pontot, valamint az 1 jeld f6tengely és a z tengely szogét — az 1 jeli fGtengelytsl
oramutato jarasaval ellentétesen haladunk a z tengelyig.

Az is leolvashato az abrarol, hogy az 1 jeld f6iranynak

n; =e; =sinye,+cosye,
az egységvektora, ahol a @, DN derékszogii haromszog adataival
1 i} tgy )

1 . _
Vit vm S T gy v

tgy =5, cosy =
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Kovetkezileg

n1:e1=¢%_6(5ex+ez), nyg =e€e; =¢y és ng =e€e3 =nj; XxNg =
a fétengelyek KR-ének egységvektorai.
4.4. Igazolja a fajlagos alakvaltozasi energia rud térfogatan vett integralasaval a csavart kor-, illetve
korgytird keresztmetszett rud alakvaltozasi energiajaval kapcsolatos @RI képlet helyességét.
Tiszta nyiras esetén a ([32) képlet adja az alakvaltozési energiastriség értekét. A ([EIH) Hooke
torvény, valamint a nyirofesziiltséget a csavaronyomaték fiiggvényében ado D) osszefiiggések helyette-
sitésével

(—e;+5e,)

1
V26

1 1, 1 M2

U=y T oG T 3G I

a fajlagos alakvaltozasi energia. A teljes alakvaltozasi energiat ado integral dtalakitasat az alabbiak rész-

letezik:
1 M2 1 1 M2
U= dv= [ —=£R?d RQdA/
/V“ /QGIg d\/ 2GI2/ Ja T T2L,G°

Az atalakitasok soran figyelembe vettiik, hogy a G, az M. és az I, mmdegylke allando. A kapott eredmény
valoban megegyezik a ([EERI) képlettel.

4.5. Az abran vazolt baloldalon befogott 1.2m hossza korgytiriikeresztmetszetii riadnak d = 40 mm
a belsé és D = 60mm a kiils6 atmérGje. (a) Mekkora lehet a rudat csavarasra terhels Mp, nyomaték
maximuma, ha a nyirofesziiltség nem haladhatja meg a [7,.[ . = 72MPa értéket? (b) Mekkora a nyi-
rofesziiltség minimuma, ha az el6z8 érték annak maximuma? (c) Mekkora a véglap szogelfordulasa, ha a
riad lagyacélbol késziilt, amelyre G = 80 GPa?

J
B
- M
;/X 40mm A 60 mm / Ba
zZ
) ' \
AN
B 1.2m -
4.25. abra.
(a) Visszaidézve a ([ZH) és @ZD) képleteket irhatjuk, hogy
21, |72 |
M, = Z7p 1 ¥$ZImax 4.73
ol (4.73)

ahol

D*—dY)r  (60*—40%)7
32 32

Az utoébbi érték, valamint |7, D) képletbe torténs helyettesitésével

Ip:( =1.021 x 105 mm* .

max

oL, 7. . 6 4 2
M, = o ol 26102 A0° i TN/ 4o 06 Ny
D 60 mm

(b) A 7, nyirofesziiltség az R = d/2 sugarnal, ez a belsd palast sugara, minimalis. Mivel a nyirofe-
sziiltség homogén linearis fliggvénye a sugarnak kapjuk, hogy
d 40 mm

|T‘P2|min = B |T‘*DZ|Inax = 60 mm X 72 N/mm2 =48 N/mm2 .

(c) A véglap szogelfordulasa a [ER0) képletbe torténd helyettesitéssel adodik:

M.l 2.4504 x 108 Nmm x 1.2 x 103 mm
I,G' 1.021 x 106 mm* x 80 x 103 N /mm?
Ezzel megoldottuk a feladatot.

& = = 0.036 radian .
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4.6. A abran vazolt és baloldali végén befogott tengely acélbol késziilt (Gacer = 80 GPa). A
tengely befogott végébe 46 mm atmérdji lyukat fartak. A lyuknak 0.6 m a mélysége. Hatérozza meg
a D keresztmetszet szogfelfordulasat, ha a tengelyt az dbran feltiintetett csavarényomatékok terhelik.
Feltételezziik, hogy minden egyes tengelyszakasz tiszta csavarasra van igénybevéve.

60 mm

A

7

-l
-
Ll |

2400Nm 30 mm

A B C D
1 360Nm
v ‘\V Z
_ 0.6 m | 04m | 04m _
360Nm
T
K, D
2400 Nm 260 Nm
IR
K, B D
M, 2
2760 Nm
360 Nm
7
4.26. abra.
és hogy
dim (30 mm)*
Ips = =

32 32

Az AB, BC és CD keresztmetszet-
parok kozotti szakaszok rendre az 1, 2
és 3 jeld szakaszok. Ezek mindegyike al-
lando keresztmetszetd, és amint az len-
tebb kideriil ezeken a szakaszokon be-
lil allando a csavaronyomaték (csava-
roigénybevétel) értéke.

A abra az axonometrikus ab-
rarészlet utan rendre szemlélteti a ten-
gely elolnézeti képét, a KsD és KoD
tengelyszakaszokat valamint a rajuk ha-
16 kiils6 és belss erdket (csavaronyoma-
tékokat). Mivel nincs kiils terhelés az
AC szakaszon beliil, azonnal kovetkezik
a K3D és Ko D tengelyszakaszok egyen-
sulyabol, hogy

M.y = Mgy = 2760 NM
és
M3 =360 NM.
A kapott értékekkel megrajzolt M.(z)
fiiggvény (a csavaronyomatéki adbra) a
teljes abra legaljan lathato.

A tovabbiakban sziikség lesz az 1,
2 és 3 jelid szakaszok keresztmetszetei-
nek polaris masodrendd nyomatékaira.

A [EZY), [EZ) képletek és az abra ada-
tainak felhasznalasaval kapjuk, hogy

(D} —di) «
Ipl = - =
32
B ((60 mm)* — (46 mm)*) B
= > =
=8.328 x 10° mm* ,
dim (60 mm)ir

Lp="2=""—"'"_

32 32

1.272 x 10° mm* |

T 79522 mm?* .

A tengely véglapjanak szogelfordulasat az AB, BC' és C'D tengelyszakaszok B, C és D keresztmet-
szeteinek a kezd6 A, B és C keresztmetszetekhez viszonyitott szogelfordulasainak osszege adja. A ([EERD)

képlet felhasznélasaval irhatjuk, hogy
"\ Ml
i=1 LiGi
2760 x 10>°Nmm 600 mm

Ppa =P =P+ Do+ P3 =

2760 x 10°Nmm 400 mm

~ 8.328 x 10° mm* 80 x 103N /mm?
360 x 103Nmm 400 mm
79522 mm* 80 x 103N/mm

1.272 x 106 mm* 80 x 103N /mm?

5 =2.486 x 107°+1.085x 107242.264 x 10 x 10~% = 0.05835 .
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4.7. A BEZ7 abra két merevnek tekintett fogaskerekek révén egymashoz kapcsolodo acéltengelyt
(Gacel = 80 GPa) szemléltet. Hatarozza meg (a) az A keresztmetszet szogelfordulasat a rad hossztengelye
koriil, valamint (b) a maximalis nyirofesziiltséget a tengelyekben feltéve, hogy csak a csavaras hatasat
vessziik figyelembe.

1200 mm

1200mm

240 mm

[

@72 mm

480 mm

L= 240 mm

1200 mm

4.27. abra.

Az abra kiilon-kiilon is feltlinteti a két tengelyt, valamint a rajuk hato kiilsé és bels6 ercket, tovabba
a C és H fogaskerekek kozépkoreit. A tamasztoerck és tamasztonyomatékok megrajzolasa sordn azt
tételeztiik fel, hogy a B, E tamaszok gorgds tdmaszként viselkednek (nem gétoljak az elfordulast és a
z irdnya mozgést), a D tamasz csukloként viselkedik (meggatolja a D pont elmozdulasat, de ugyanott
a forgast nem), mig a J tamasz befogas, amely minden mozgast meggatol. Mivel a kittizott feladat
megoldasa szemszogébdl csak az Xop = — X712 belsd eréknek lesz szerepe a tobbi ismeretlen tamasztoerd
és tamasztonyomaték meghatarozasaval ehelyiitt nem foglalkozunk.
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Az 1 jeli rud tengelyére szamitott nyomatékok egyensulyat az
m, = 1600 Nm—80mm X7 =0

egyenlet fejezi ki, ahonnan
X1 =20kN.
Mivel X192 = —X9; = —20kN a 2 jeld rud tengelyére szamitott nyomatékok egyensulyabol
my = M, ;—240mm20kN =0,
vagyis
M. ;=4800Nm .

A kapott eredmények szerint, ez leolvashato a csavaronyomatéki abrakrol is, az 1 jeld rad AC sza-
kaszan M. = —1600 Nm, a 2 jeli rad HJ szakaszén pedig M. = 4800 Nm a csavaronyomaték értéke.

| 480mm | 560mm | 640mm 1200mm N
M(’
’ 4800 Nm

FE H J 7’
MC
A ‘ B C D, z

1600 Nm
4.28. abra.

A tovabbiakban sziikség lesz az egyes tengelyek polaris masodrendd nyomatékaira. A ([ZF) alatti
képlet felhasznalasaval

Dir  (54mm)ir Dim (72mm)im
312 =gy — = 83479x 10°mm?*, I = 322 =gy — —26383x 10°mm* .
Tekintettel a EEDRI) Osszefliggésre a H jeld fogaskerék ¢y szogelfordulasanak, vagy ami ugyanaz a 2 jeld
rad H keresztmetszete J keresztmetszethez viszonyitott szogelfordulédsanak
Meolus 4800 Nm x 1200 mm

Sy =Sy =—Pjg = = —
m m s I G 2.6383 x 106 mm4 x 80 x 103N/mm2

=-2.729 x 1072 rad = —1.564°

az értéke. Mivel a két fogaskerék kozépkorén azonos ivek tartoznak a fogaskerekek szogelfordulasaihoz
fennall a

Ip =

r
bgry=—Pcrc, azaz a bo =Py L — 30y
rc
egyenlet. Az A keresztmetszet C keresztmetszethez viszonyitott szogelfordulasat ugyaniugy szamitjuk,

mint a H jeld fogaskerék szogelfordulasat:
M lac —1600 Nm x 1680 mm
Pac=—Pca=— =- 5
InG 8.3479 x 105 mm* x 80 x 103N /mm
Az A keresztmetszet teljes szogelfordulasat a
Py =Pac+ Po = Pac—3Pr =2.306°+3 x 1.564° = 6.998°

=4.025 x 1072 rad = 2.306 °

Osszeg adja.
Felhasznalva a ([EZ0) osszefliggést az alabbiak szerint szamithatjuk a maximaélis nyirofesziiltséget az
1 és 2 jeld rudakban:

maxl — = 27 =51.7
Tmaxt = T T 83479 % 10P mme mm?
|M02| Dg 4800 Nm

max2 — = 36 =65.5
Tmax2 = ) T 26383 % 106 mm? o0 mm?
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4.8. A abran vazolt tengely 1 jeld AB szakasza acélbol (Gacel = 80 MPa), 2 jeli BD szakasza
peidg bronzbol (Gpron, = 40 MPa) késziilt. A tengelyt az Mp, = 1200 Nm nyomaték terheli. Hatarozza
meg a csavarasbol adodo nyirofesziiltség maximumat mind az (a) AB, mind pedig a (b) BD szakaszon
beliil, ha nem vessziik figyelembe a keresztmetszetvaltozas hatasat a fesziiltségképre.

¥ ) 60 mm @44 mm
A B D
MBZ A
X
7 [
720 mm 580 mm
Vv
D A K, B K, D
A B z I -
— == ree) =
/ J
7 My, 5 M s MBZ MDZ
A K, K, K, K, D
_ o~ o~
= o+ @ﬁ%@ + <5 =
MAZ cl cl M, Bz Mc2 Mr‘? MDZ
M,(z)
_MAZ M-J
4J MBZ Z
[m]
Mc2 MDZ
1, 1,
4.29. abra.

Az rud axonometrikus képe alatti abrarészlet — pozitivnak véve az ismeretlen mennyiségeket — fel-
tlinteti
— arud el6lnézeti képét,
— a tamaszair6l levett rudat annak Mp, terhelésével, valamint a radon miikods egyel6re ismeretlen
M4, Mp, tamasztényomatékokat,
— arud AKy, K1 K5 és KyD jelt részeit — Ky és Ko az AB, illetve BD szakaszokon beliil talalhato
radkeresztmetszetek —, tovabbé a rajtuk hato kiils6 és bels6 ercket, és végiil
— az M.(z) csavarényomatéki dbra vazlatat.
Erdemes ehelyiitt felhivni a figyelmet arra a koriilményre, hogy az elgjelek tekintetében a végeredmény
figyelembevételével jelleghelyesen rajzoltuk meg a csavaronyomatéki abrat. Ez a koriilmény azonban nem
jatszik szerepet a szamitasokban.
Mivel a rid egyensulyban van fenn kell dllnia a

Mo+ Mp.+Mc.=0

az egyensilyi egyenletnek. Az A és D keresztmetszet befogott volta miatt pedig zérus az egyméshoz
viszonyitott szogelfordulasuk. Irhatjuk tehat a (EERD) képlet alapjan, valamint az AK;, Ko D radszalkaszok
egyensulyabol kovetkezd M.y = —Ma,, M.o = —Mp, képletek figyelembevételével, hogy
Maly Mol Ma,li  Mp,l
Bup= et Main azh  Mpzla
I Gi o I Go IpnGi o I Ga
Az utoébbi két egyenletbdl egyszeri szamitasokkal kapjuk a
I, Gyl I, Gol
_ p1 G1l2 Mp. 6 Mp.—— p2 Ga i1
I Gila+1pGaly It Gila+1p2Galy
eredményeket. Vegyiik észre, hogy allando keresztmetszet homgén rudra a fenti képletek a (G0 alatti
megoldasokra egyszertisodnek.

MAZ =

MBZ
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Az Mo =—My, és M. = Mp. nyomatékok szamitasahoz sziikség van az 1 és 2 jeld rudszakaszok
keresztmetszeteinek masodrendii nyomatékaira. A [ZF) képlet alapjan kapjuk, hogy

Dir (60mm)* 7 Dir  (44mm)*
=== =1.2723x10°mm* & Ip=—2=
Y 32 e 2= ey 32

A masodrendii nyomatékokkal, valamint a feladat tobbi adataival

T 36797 x10° mm* .

L1 G1la =1.2723 x 10°mm* x 8 x 10* MPa x 580 mm = 5.903 5 x 10"*Nmm?
Iy Galy = 3.6797 x 10° mm* x 4 x 10* MPa x 720 mm = 1.059 8 x 10"*Nmm?
Iy Gilo+ Iy Goly = 5.9035 x 1012 +1.059 8 x 10'* Nmm?® = 6.963 3 x 10"*Nmm? |

azaz
Ly Gilo 5.9035
My, =My =— P L= ———""%1200Nm= —1017.4 Nm,
A ! I Gils +1p2 Gsly B 6.9633 . m "
I 1.
Mp, =M. = 2 G2l _ _LOS98 000 Nm = —182.6 N .

Iy Gl 1 Goly T 6.9633

A tamasztonyomatékok birtokaban a ([EEZH) képlet segitségével szamithatjuk a nyirofesziiltségek maximu-
mait:

[M.1| D1 1017.4 x 103Nmm
Tmax = _— =
"T Ly 2 1.2723x105mm?

|M2| Do 182.6 x 10°Nmm
Tmax 2 — - =
T Iy 2 3.6797x10°mm?

x 30 mm ~ 24 MPa,

x2mm ~ 11 MPa .

4.9. AE3D abra vékonyfalu zart szelvényt htzott acélrudat szemléltet (Gace =80 GPa). A rudat csavaro-
nyomaték terheli. (a) Szamitsa ki a négy fal mindegyikében a nyirofesziiltséget! (b) Hatarozza meg az I,
maéasodrend nyomaték értékét, majd ennek ismeretében a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyi-
tott P4p szogelfordulasat, illetve (¢) a csavarényomaték munkajat (a radban felhalmozodo alakvaltozési
energiat)!

1.6m ¢ YooH

J |«

104 mm

D 60mm _

4.30. abra.

Az abra baloldala kiilon is feltiinteti a rad keresztmetszetét. Leolvashato errdl az dbrarészletrdl — lasd
a szaggatott vonallal hatarolt és halvanysziirkén kiemelt téglalapot —, hogy

A, =6 x 10° mm?

a keresztmetszet kozépvonala altal hatarolt teriilet. Mivel alland6 a rad falvastagsidga kovetkezik, hogy
ugyanaz a keresztmetszet kozépvonala mentén, azaz mind a négy oldalfalban, a nyirofesziiltseg. A ([EEGR)
képlet és az dbra adatai alapjan kapjuk, hogy

M. 3kNM

~ 2b(s)A,  2x4mmx6x 103 mm?

T2 (8) = 62.5 MPa

a nyirdfesziiltség értéke.
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Az I, masodrendi nyomaték, ismét felhasznalva az abra adatait, a EZ0) képlet segitségével szamit-
hato:

4A2 4% (6% 103 mm?)°
L= ol 1 ( — ) =1.8x10%mm?*.
j{ ﬁ T X [2x 100 mm+-2 x 60mm]
Ly, b(S)
Az I, birtokdban a ) képlet szerint
M.l kNM x 1.
Pap = = ’ < LOm 5 =3.333x 10" rad

I.G' 1.8 x 106 mm* x 80 x 103N /mm
a B keresztmetszet szogelfordulasa.
A D) és a (@A) képletekkel
LM2l 1 1
=3 ICCG = §MC¢AB =3 X 3kNM x 3.333 x 102 rad = 50000.0 Nmm

az M, csavaronyomaték munkéija (a radban felhalmozodott alakvaltozasi energia).

GYAKORLATOK

4.1. Adott a fesziiltségi tenzor matrixa az ryz KR-ben:

9 80 0
T=1|8 -30 0 [N/me]
0 0 0

Hatarozza meg a részleges Mohr féle kordiagram segitségével a T fesziiltségi tenzorhoz tartozo f6fesziilt-
ségeket és fGiranyokat. (A megoldas soran a 4.3. Mintafeladat gondolatmenetét kovesse.)

4.2. Hatarozza meg az 1.8. Gyakorlatban adott fesziiltségi tenzor esetén — v.0.: 0. — a részleges Mohr-
féle kordiagram segitségével a fesziiltségi tenzorhoz tartozo féfesziiltségeket és f6iranyokat! (A megoldas
soran most is a 4.3. Mintafeladat gondolatmenetét kovesse.)

4.3. Irja ol csavart kor- és korgytiri keresztmetszett prizmatikus rad esetén az elmozdulasmezot, az

alakvaltozasi tenzort és a fesziiltségi tenzort az xyz kartéziuszi KR-ben — a (34 képletbsl érdemes

kiindulni.

4.4. AEZT abran vazolt vékonyfalu csovet az M.=1256Nm csavaronyomaték terheli. Az abra feltiinteti a csé egy K kere
y

\
e\ b ) N

1.6 m

4.31. abra.

képleteit alkalmazza!] (a) Szamitsa ki a K keresztmetszet D pontjaban a 7, fesziiltség értékét (m ~
~ 3.14)! (b) Irja fel a Tp fesziiltségi tenzor métrixat az zyz kartéziuszi és az Rpz henger KR-ben és
szemléltesse a D pont fesziiltségi allapotat az elemi kockan! (¢) Szamitsa ki a D pontbeli alakvaltozasi
tenzor méatrixat mindkét KR-ben, ha a c¢sé bronzboél késziilt (Guron, = 40 GPa)! (d) Szamitsa ki az
A keresztmetszet szogelfordulasat a befogott B keresztmetszethez viszonyitva! (e) Mekkora a csében
felhalmozodott alakvaltozasi energia?

4.5. Oldja meg az el6z6 feladatot vastag falanak tekintve a csovet. Hany szazaléka az el6z6 feladat (a)
kérdésének megvalaszolasa soran kapott 7. fesziiltség abszolut értéke a pontos megoldasbol ad6dd Tiax-
nak?

4.6. Mekkora legyen a B3] 4bran vazolt csé belsé atmérdje valtozatlan kiilsé atmérs mellett, ha 22.25
kNm a csavaronyomaték értéke és myeq = 50 MPa?
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4.7. A3 abra korgytriikeresztmetszeti rad esetén szemlélteti a rad egy keresztmetszetében az M, csa-
varonyomaték hatasara kialakulo fesziiltségeloszlast az y tengely mentén y >0 esetén, ha a rad vékonyfala
és a vonatkozo [EI3)) kozelits, illetve ha a pontos ([A3) megoldast hasznaljuk.

Toz R |V

4.32. abra.

(a) Mutassa meg felhasznalva az dbra adatait, hogy a pontos megoldasbodl szamitott Tax és a kozelits
megoldéasbol szamitott |7,.| = T eleget tesz a

1+ b
Tmax o 2R0

T b\ 2
1
+<2R0)

osszefliggésnek! (b) Igazolja, kihasznalva a fenti Osszefiiggést, hogy a b/2R, < 0.112 relaci6 fennallasa
esetén kisebb mint 5% a pontos megoldashoz viszonyitott hiba!

4.8. Jeldlje a csavart kérgytrikeresztmetszeti rad kiils6 atmérdjét Ry, bels6é dtmérdjét pedig R,. Hata-
rozza meg az eléz6 feladatbol vett Tax/7 hényados értékét az R,/ Ry, = 1.0, 0.95, 0.9, 0.85, 0.8, 0.75, és
0.5 viszonyszamokra.

4.9. Mekkora az atmérdje a 6.4 m hosszu csavart acélrudnak, ha a véglapja egy teljes fordulatot végez és
a maximalis nyirofesziiltség nem haladhatja meg a 125.6 MPa értéket (Gace = 80 MPa; 7~ 3.14).

4.10. Melegviz kut farasakor a farofej a 900 m mélységet érte el. Ujrainditaskor azt figyelték meg, hogy a
200 mm kiils atmérsjd acél farocss egy teljes fordulatot végez miel6tt a furéfej tjra munkahoz kezdene.
Mekkora a fardcsében a csavarasbol adodo nyirofesziiltség maximuma? (Gacer = 80 MPa.)

4.11. A abran véazolt rad AB szakaszan 36 MPa, BC szakaszan pedig 90 MPa a megengedett nyi-
rofesziiltség. Az AB szakasznak 92mm a BC szakasznak pedig 70 mm az atmérsje. Mekkora lehet a
rudat terhel6 M, csavarényomaték maximuma, ha nem vessziik figyelembe a keresztmetszetvaltozas
fesziiltséggyiijté hatasat?

J
i A B o
/ AN MCZ
b'e \\ /4}_:@%2
) \
= V4
B 0.9 m | 0.45m
4.33. abra.

4.12. A abran vazolt rad AB szakasza bronzbol (Ghron, = 40 GPa), BC szakasza pedig acélbol
(Gacel = 80 MPa) késziilt. A megengedett nyirofesziiltség értéke ugyanakkora mindkét szakaszon, mint az
el6z6 feladatban. A rudat az M, = 6 kNm csavaronyomaték terheli. Hatarozza meg (a) az AB és BC
szakaszok atmeérsit, majd (b) a C keresztmetszet szogelfordulasat, és végiil (c) a radban felhalmozodott
alakvaltozasi energiat.
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4.13. Az AB tengely valamely mitszer mért jellel ardnyos elfordulasat kozvetiti egy fogaskerekekbdl és
tengelyekbdl allo és alkalmas attételt biztositod jelatalakité révén, amely négy merevnek tekintett fogas-
kerékbdl és bmm atmérsji tengelyekbdl all. Két fogaskeréknek r, a masik két fogaskeréknek pedig kr
a sugara. Mekkora az A keresztmetszet szogelfordulasa, ha a jelfogad6 oldal megakad, azaz nem tud
elfordulni a J keresztmetszet. (G =80 GPa, k =2.)

50 mm

4.34. abra.

4.14. AE3A abran vazolt tengelyszert alkatrész AC szakasza bronzbol (Gpron, =39 GPa), C'D szakasza
pedig aluminiumbol késziilt (G, =26 GPa). Az AB szakaszban 44 mm &tmérdji furat van. Hatérozza meg
az abra adataival (a) a maximalis nyirofesziiltséget, (b) a véglap szogelfordulasat és (c) az alakvaltozasi
energiat !

?44 mm

760 mm

300 mm

4.35. abra.



4. A szilardsagtan alapkisérletei II.

121

4.15. AEL38 abran vazolt és egymashoz merevnek vett fogaskerekekkel kapcsolodo két acéltengely (Gaca1=
=80 GPa) azonos atmérgji kell, hogy legyen. Tovabbi kovetelmény, hogy a nyirofesziiltség maximuméanak
ki kell elégitenie a Tiax < 64 MPa relaciot és hogy a H keresztmetszet rud tengelye koriili szogelfordulésa
nem nagyobb, mint 1.5°. Hatarozza meg a tengelyek k6z0s atmérsjét, ha csak a csavaras hatasat vessziik

figyelembe!

680mm

4.36. abra.

4.16. Mutassa meg, hogy a EE31 abran vazolt kupos tengely

esetén
7T M.L

- 12r GR}

a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfor-
dulasa. (Az igazolas a (L) képlet értelemszert alkalmazasan
alapul.)

Pap

4.17. A abran vazolt kupalaka héj vékony (b/Rp < 0.1).
Mutassa meg, hogy ez esetben

_ M. LRs+Rp

~ 47G b R%R%

a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfor-
duléasa.

PaB

4.18. Igazolja, hogy a EE3R abran vazolt kapalaka héj esetén

2

b/2

w1 ()
767TGRA—RB()3 b/2 2
()

DB

a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfor-
dulasa, ha vastag a héj.

4.37. abra.

4.38. abra.

4.19. Oldja meg a 4.8. Mintafeladatot, ha a rud teljes egészében (a) acélbol illetve (b) bronzbol késziilt.
Mi a valtozas lényege a befogés helyén ébreds tamasztonyomatékok (csavaronyomatékok) tekintetében?
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4.20. Tételezze fel, hogy 4.14. Gyakorlatban vizsgalt és a EE33 abran vazolt tengelyszerd alkatrész D
keresztmetszete is befogott. Mekkora a maximalis nyirdfesziiltség, ha az alkatrészt a D keresztmetszeteben
miik6ds és az abran is feltiintetett 2400 Nm nyomaték terheli.

4.21. A abra heterogén anyagi tengelyt szemléltet. En-
nek, ha 0< R< D;/2 akkor G és v1, ha D1 /2<R<Dy/2 akkor
pedig G2 és vy az anyagjellemz6i. A két kiilonb6z6 anyag ko-
1 z0s feliiletén, azaz a Di/2 sugaru hengeren azonos a ¢ irdnyd

elmozdulés. Mutassa meg, hogy
X .\ Z My
\ , “R ha 0<R<D/2

) :

Tz
¥ Ipl
A4

v D2

Ipo
ahol I,,; és I3 rendre a Dy atmérdjd kor illetve a Dy bels6-, és
Dy kiils6 atmérdji korgytird polaris masodrendii nyomatéka,

4.39. abra. & g M.
LG+ IpGe

~ TV,Z:@R ha D;/2<R<Dy/2
B

A

a fajlagos szogelfordulas, amellyel

IpiGi

Me; =0G Iy = —————— M.,
P LGy + 1 Ga

i=12.

(Abbol a koriilménybdl érdemes kiindulni, hogy a heterogén tengely elmozdulésmezeje ugyantugy szamit-
hato mint homogén esetben, azaz érvényesek a ([E34), E30) és E3D) osszefiiggések.)

4.22. Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatban vizsgalt tengely esetén

M. L 1 ML

=, U e —————
I G1+1poGo 2 I1G1+ Ip2Go

Pap
a B keresztmetszet A keresztmetszethez viszonyitott szogelfordulasa és a tengelyben felhalmozodé rugal-
mas energia.

4.23. Altalanositsa a 4.21. és 4.22. Gyakorlatok eredményeit harom, vagy tobb kiilonbozé rétegbdl felépiils
tengely esetére.

4.24. AEZ0 abran vazolt alkatrész az aluminiumbol késziilt D1 =D} =52 mm atmérsji tomor tengelybol,
valamint a D} =60 mm bels6-, illetve D4 =80 mm kiils6 a&tmérsji bronz csébdl all. Az alkatrész baloldala
befogott, jobboldalat pedig egy b vastagsagi merev tarcsa zarja le — a tarcsa vastagsdganak nem lesz
szerepe a szamitasokban —, amely mereven csatlakozik a tengelyhez és a c¢s6hoz (egylitt fordul el ezekkel).
Az alkatrésznek L =800 mm a hossza, G, = G = 26 GPa, Gyron, = G2 = 40 GPa. Mekkora M. nyomaték
terhelheti az alkatrészt, ha 60 MPa az aluminium és 84 MPa a bronz esetén megengedett nyirofesziiltség?
Mekkora az igy meghatarozott nyomaték munkaja? (Vegyiik észre, hogy értelemszertien alkalmazhatok
a 4.21. és 4.22. Gyakorlatok eredményei a megoldas soran.)

re DD

4.40. abra.
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4 mm
4% C H
A
\' ~ 1] 6 mm
4.25. Vialaszolja meg a 4.8. mintafeladat valamennyi kérdését, ¥
ha a keresztmetszet C'D é¢s CH oldallapjainak 4 mm, a kereszt- 100 mm
metszet DJ és HJ jeld oldallapjainak pedig 6 mm a vastagsaga | 6 mm
— ezt a keresztmetszetet a ATl abra szemlélteti. A,
y
D AT
60mm
4.41. 4bra.

4.26. A £ZA abra egy 1.4m hosszu vékonyfali aluminium rad keresztmetszetét mutatja. Mekkora a
radban ébredd nyirofesziiltség, ha 20 Nm csavaronyomaték terheli a rudat. Szamitsa ki tovabba (a) a
rad csavaromerevségét, (b) a rud egyik végének a masikhoz viszonyitott szogelfordulasat, valamint (c) a
radban tarolt alakvaltozasi energiat. (Ga = 26 GPa.)

12 mm 24 mm

2mm 2 mm 24 mm
60 mm

60 mm

60 mm | 60 mm

4.42. abra. 4.43. abra.

4.27. A abra egy 1.8 m hosszt vékonyfala acélrud keresztmetszetét mutatja. Mekkora csavaréonyoma-
ték terhelheti a rudat, ha nem haladhartja meg a radban ébredé nyirdfesziiltség a 4 MPa értéket. Szamitsa
ki (a) a rud csavaromerevségét, valamint (b) a rad egyik végének a masikhoz viszonyitott szogelfordulasat
a legnagyobb megengedhetd nyomaték esetén. (Gace1 = 80 GPa.)

4 mm B 2 mm

84 mm

84 mm

4.44. abra.

4.28. A LZ4 abra egy 1.8 m hosszi vékonyfalit aluminium rad keresztmetszetét mutatja. Mekkora a
nyirofesziiltség, az A és B pontokban, ha 80 Nm csavaronyomaték terheli a rudat. Szamitsa ki tovabba
(a) a rad csavaromerevségét, (b) a rad egyik végének a méasikhoz viszonyitott szogelfordulasat, valamint
(c) a radban tarolt alakvaltozasi energiat. (Ga = 26 GPa, a koriveknek az O pont a kdzéppontja.)






5. FEJEZET

A szilardsagtan alapkisérletei III.
Tiszta hajlitas

5.1. EGYENES PRIZMATIKUS RUD TISZTA EGYENES HAJLITASA

5.1.1. Bevezeté megjegyzések. Tiszta hajlitasrol beszéliink, ha a rad egy adott szakasza
csak hajlitasra van igénybe véve. Masként fogalmazva, ha az adott szakaszon beliil a rad minden
egyes keresztmetszetének egyetlen, a keresztmetszet sikjaban fekvd hajlitonyomaték az igénybe-
vétele. A jelen 5.1. szakasz célja tiszta egyenes hajlitésnakﬂ kitett prizmatikus rad alakvaltozési
és fesziiltségi allapotanak a tisztazasa. A kezdetben feltételezziik, hogy a radnak van szimmet-
riasfkja, amely egybeesik a KR yz sikjaval. Magat a KR-t a megszokott mddon vesziink fel, azaz
a vizszintes z tengely a rad hossztengelye, az y tengely pedig felfelé mutat. A tiszta hajlitas
feladatéaval Osszefliggésben sz6 esik a keresztmetszetek masodrendd nyomatékairdl is.

5.1.2. Tiszta egyenes hajlitasra igénybevett rud szilardsagtani allapota. Az Bl
abra egy téglalapkeresztmetszetii rudat, a rid terhelését, valamint a rad 7T nyiréers és My, nyo-
mateéki dbrajat szemlélteti. Leolvashaté az igénybevételi Abrakrol, hogy a rud két tamasz kozotti
szakaszanak tiszta hajlitas az igénybevétele. Tegyiik fel, hogy a rad A és B keresztmetszetei

Y y
F
A B F
| S X + Z
< | % ﬁ
. ¥ L A7,
1y
F Z
F
My=My,
al’ al’
Z
—

5.1. 4bra.
LAz egyenes jelz6 jelentését az (ID) képletet kovets masodik bekezdésben — v.6. 0. — tisztazzuk.
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A
 J

5.2. abra.

elegendd tavolsdgra vannak a tamaszoktol ahhoz, hogy ne legyen hatassal a két tamasz — Ossz-
hangban a Saint Venant elvvel — az AB rudszakasz szilardsagtani allapotéra.

A tovabbiakban az AB rudszakasz a vizsgalatok targya.

A vizsgalatok megkonnyitése érdekében az xy, xz és yz koordinatasikokkal parhuzamos sik-
sorok segitségével elemi kockakra bontjuk fel gondolatban az AB rudszakaszt. Az abra a
radszakasz jobboldalara nézve szemlélteti a tényleges viszonyokat érzékeltets erds nagyitdsban a
felosztast mind az alakvaltozés el6tti, mind pedig az alakvaltozas utani allapotra nézve.

Az alakvaltozasi viszonyokat illetGen az aldbbiakat figyelhetjiik meg:

1. A terhelés el6tt z tengellyel parhuzamos anyagi vonalak (egyenesek) korivekké gorbiilnek.
A terhelés el6tt azonos y koordinataja anyagi vonalaknak azonos a gorbiileti sugara az
alakvaltozas utan. A felsé anyagi vonalak megnytulnak, az aluls6 anyagi vonalak megrovi-
diilnek, az alakvaltozés el6tt y=0 koordinataju anyagi vonalak hossza azonban valtozatlan
marad.

2. A terhelés el6tt x tengellyel parhuzamos anyagi vonalak (egyenesek) is korivekké gorbiil-
nek. Figyeljiik meg — baloldali abrarészlet —, hogy a terhelés el6tt azonos y koordinataju
anyagi vonalaknak is azonos a gorbiileti sugara az alakvaltozas utan. A felsé anyagi vo-
nalak megrovidiilnek, az alulsé anyagi vonalak megnytlnak, az alakvaltozés el6tt y = 0
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koordinataju anyagi vonalak hossza pedig valtozatlan marad. Az y tengellyel parhuza-
mos anyagi vonalak egyenesek maradnak az alakvaltozas soran, de elfordulnak. Az x és
y tengelyekkel parhuzamos anyagi vonalak altal alkotott hélé ortogonalis marad.
3. Az xy sikkal parhuzamos sikok olyan sikok maradnak, melyeknek az O ponton atmend
és az x tengellyel parhuzamos egyenes a kozos tartoegyenese. Az abra a véglapok és
a P pont esetén feltiinteti ezeket az élben latszo sikokat. Jol latszik az abran, hogy a
keresztmetszetek tgy fordulnak el az x irdany koriil, hogy a korivekké gorbiilt z iranyu
szalakra minden pontban merélegesek maradnak.
4. Az eredetileg kockakbol felépils halobol, 6sszhangban a fentebb mondottakkal, G orto-
gonalis halo jon létre.
Az alakvaltozéasi viszonyok tekintetében abbol a koriilménybdl, hogy a hald ortogonalis marad
azonnal kovetkezik, hogy zérus értékiek a szogtorzulasok:

Yoy = VYzz = Vyz =0. (5.1)
Ami a fajlagos nyulasokat illeti a mérési megfigyelések szerint a z tengelyre merdleges (kereszt-
irdnyt), e, = e, = €, fajlagos nytlasok és a z tengellyel parhuzamos (hossziranyt) e, fajlagos
nyulas kozott az els6 alapkisérlet kapcsan mar szerepls — v.6.: (B0l — Osszefiiggés all fenn:

Ep =Ep =€y = —VE, (5.2)

A fentiek szerint, ellentétben az elsg alapkisérlet soran vizsgélt hizas (nyomas) esetével, nem
homogén az alakvaltozasi allapot, hanem fiigg a helytél az alakvaltozési tenzor, hiszen pl. pozitiv
y esetén pozitiv az e, negativ y esetén pedig negativ az ¢,.

Tovabbi megfigyelés, hogy valamely y koordinataja a terhelés el6tt a z-vel parhuzamos anyagi
vonal (hossziranyu szal) minden egyes pontjaban azonos az e, fajlagos nyulas. A viszonyok
tisztazasa érdekében szamitsuk ki ezt az értéket. Az alakvéltozas utan, amint az jol leolvashato
az abrarol, (p+vy) ®; az y = 0 koordinataju anyagi vonalak (hosszirdnyu szalak) mérete, ahol p
az y = 0 hossziranyt szalak gorbiileti sugara. Ezek alakvaltozas el6tti mérete

l=p®;, (5.3)
hiszen nincs hosszvéltozas, ha az y = 0. Kévetkezésképp
(p+y) 2=l _ (p+y) P1—pP;

? l p(I)l ’
ahonnan
y 1
P € = ;y =Ry . (5.4)
y
\ A képletben allo k =1/p a gorbiilet. Az &), &2) és &)
A Osszefiiggések alapjan
€y ez 0 0
P > < A=|0 ¢ 0 |, (5.5a)
AZ Cx & X 0 0 e

<

/7] Ex =Ey = —VE, = —1/% =—VKYy, €,= ; =ry (5.5b)
zZ

az alakvéltozasi tenzor métrixa. A teljesség kedvéért diadi-
kus alakban is felirjuk az alakvaltozasi tenzort:

5.3. abra. A=c,e,0e,+e e 0e,+c e 0e;. (5.5¢)

Mivel valamennyi szégtorzulas zérus a riad minden egyes

pontjaban parhuzamosak az alakvaltozasi tenzor f6tengelyei

a valasztott KR x, y és z koordinéta tengelyeivel. Vegyiik azt is észre, hogy a fajlagos nyulasok

az y koordinata linearis fiiggvényei. Ebbdl a fiiggvénykapcsolatbol kovetkezik, hogy y =0 esetén,
azaz az un. semleges réteghen, zérus az alakvaltozési tenzor.

Az alakvaltozasi tenzort azzal a feltevéssel szemlélteti fentiek alapjan az abra az elemi
triéderen, hogy pozitiv az y koordinéta, azaz pozitiv az ¢, is.
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Nyilvanvalo, hogy a fajlagos nytlasok képleteiben szerepld p gorbiileti sugar az M, nyomaték
fliggvénye, hiszen a nagyobb nyomaték jobban meggorbiti az AB rudszakaszt. A fliggvénykap-
csolat jellegét a fesziiltségek ismeretében tisztazzuk majd.

Ami a fesziiltségek szamitasat illeti abbol kell kiindulni, hogy a (BIX) egyenlet szerint fennall

a
1
A= T-ve.E
Osszefliggés, ahonnan
E E
T= A+Z B,

1+v— 1+v =
Az utobbi egyenletbdl, az (Bhalb) képletek helyettesitésével, a

—vd 0 0 (1.0 0 10 0
p
A 0 v 0 Eylor o=t lo1 o :
Moo oh v Meloo ] Moo a4
vagy ami ugyanaz, a
00 0] 00 0
T=|00 0 |=]020 0 (5.6)
00 o, | 00 EY
eredmény kovetkezik. Skalar alakban irva
o,=FEe,=F L. E ky (5.7a)
p
és
Op = Oy = Tyy = Tz =Ty, =0 (5.7b)
a fesziiltségek értéke. Diadokkal irva
T=p,oe,=o0.e,0e, (5.8)
P

a fesziiltségi tenzor. Nyilvanvalo fentiek alapjan, hogy a rad barmely pontjaban a fesziiltségi
tenzor egy fGiranyhéarmasat adjak az xz, y és z koordindta-tengelyekkel parhuzamos egyenesek.
Maga a fesziiltségi allapot egytengelyti.

A tetsz6leges P pont keresztmetszetét igénybevételével egyiitt az B4l (a) abra, a o, (z,y) =
=0,(y) linearis fesziiltség eloszlast pedig az B4l (b) 4dbra szemlélteti. Az abra feltiinteti emellett
a P pont fesziiltségi allapotat szemléltets elemi kockat, valamint a Mohr-féle részleges fesziiltségi

koérdiagramot is.
@ @ TII]II

v
o—h / A 47
P

2y = o,
e=b/ A Y VA

2

Y
GZ
a z
P
5.4. abra.

Osszhangban a fentiekkel a rad barmely pozitiv, azaz e, normalist keresztmetszetén

p,=0,€e,= E%ez (5.9)
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a fesziiltségvektor. A keresztmetszet azon egyenesét, ahol
zérus értékd a fesziiltségvektor (ez a o, (x,y) felilet és a
keresztmetszet sikjanak metszésvonala) semleges tengelynek,
vagy zérusvonalnak nevezzilk. A jelen esetben ez az x ten-
gellyel esik egybe.

Az BRI abra a rad egy A keresztmetszetén megoszlo p,
bels6 erérendszert és a zérusvonalat axonometrikus képen
szemlélteti.

Mivel a keresztmetszeten megoszld p, belsé erérendszer
keresztmetszet S sulypontjaba redukalt [Fg, Mg] redukalt
vektorkettése egyetlen My, e, erSparral kell, hogy legyen

5.5. abra. egyenértéki fenn kell allnia az abra alapjan irhato
FS:/pZdA:O, MS:/RXpZdA:them (5.10)
A A

egyenleteknek. Az (E0) képlet helyettesitésével az (EI0); egyenletben allo integralra, az ereddre,
valéban a kivant

E
Fs:/pZdA:—/ydAeZ:O (5.11)
A PJA

S
eredmény adodik, hiszen a megjelolt képletrész a keresztmetszet x silyponti tengelyére vett S,
statikai nyomatéka és az azonosan zérus. Az Fg ereds zérus volta a magyarazata annak, hogy a
keresztmetszetek geometriai kozéppontjait (sulypontjait) osszekots kozépvonal (a stlyponti szal)
nem valtoztatja meg a hosszat a hajlitds soran.
Az [3) képlet és a helyvektort add R = xe, +ye, Gsszefiiggés helyettesitésével az (BI)o
egyenletben all6 integrél, az ered6 nyomaték, az alabbiak szerint alakithat6é tovabb:

MS:/Rxpszzg/ (xex—}—yey)xyesz:E[/ yszex—/:cydAey} (5.12)
A P JA pPLJA A

Iy Izy

A fenti egyenletben megjelolt elss képletrész az A keresztmetszet o sulyponti tengelyre szamitott
(vett) mdsodrendid nyomatékdt értelmezi:

I, :/ y?dA>0. (5.13a)
A

Mivel az integrandusz mindig pozitiv az = tengelyre szamitott masodrendd nyomaték is csak
pozitiv mennyiség lehet. Az ([BI2) egyenlet masodik megjelolt képletrésze az A keresztmetszet
x —y salyponti tengelypdrra szamitott (vett) mdsodrendd nyomatékat — mas elnevezés szerint a
vegyes mdsodrendil nyomatékot — értelmezi:

Ixy:/:cydA. (5.13b)
A

Ez a mennyiség pozitiv, nulla és negativ egyarant lehet. Vegyiik észre, hogy a fentiekben defini-
alt méasodrendd nyomatékok csak a keresztmetszet geometriai jellemzsitél — annak alakjatol és
méreteitsl — fiiggenek. A jelen esetben, amint azt az 5.4. Mintafeladatban is megmutatjuk majd
— lasd a 0. —, zérus a vegyes mésodrendd nyomaték, mivel az y tengely szimmetriatengely.
Ennek figyelembevételével vetve egybe az (1) és az ([I2) képleteket kapjuk, hogy

1 My,

p IL.E’

(5.14)

Az utdbbi egyenlet a keresett kapcesolat a k gorbiilet, a p gorbiileti sugar és az My, hajlitonyoma-
ték kozott. A kapott eredmény (B4) és (Bl képletekbe torténd helyettesitésével az e, fajlagos
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nyilas és a o, normalfesziiltség az My, hajlitonyomatékkal fejezhets ki:

_ th 0. — th
—Iwa’ z I, Yy

(5.15)

€z

A most felirt Osszefliggéseknek az a jelentGsége, hogy numerikus dsszefliggéseket adnak a rudat
terheld Mj, hajlitobnyomaték, a rad anyagara jellemz6 E rugalmassagi modulus, a rud kereszt-
metszetének geometriai adataitol fiiggd I, a p gorbiileti sugér, az ¢, fajlagos nyulas, valamint a
o, fesziltség kozott.

Bar nem mutatjuk meg formélisan, de az eddigi gondolatmenet és a vonatkozo képletek akkor
is érvényesek maradnak, ha negativ az Mp, hajlitonyomaték.

Tovabbmenve a kapott képletek a prizmatikus rudakra nézve akkor is igazak maradnak, ha

— ha a rad nem téglalap keresztmetszet,

— zérus értéki a vegyes masodrendi nyomaték, azaz fennall az I, = 0 egyenlet (pl. az y
vagy x tengely szimmetriatengely)

— Mg = Mp,e, arad igénybevétele (tiszta hajlitas esete forog fenn).

A késGbbiekben igazoljuk, hogy nem szimmetrikus keresztmetszetek esetén is mindig talalhato
olyan stulyponthoz kotott egymésra kolcsonosen merdleges x, y tengelypéar melyre nézve I, = 0.
Ezeket a tengelyeket tehetetlenségi fotengelyeknek fogjuk nevezni.

AzBRd abra olyan keresztmetszeteket szemléltet, melyekre nézve fétengelyek az x, y stlyponti
tengelyek.

¢V LV V
| — — K/J
M
S MbX X 9 = a M]JX x
S
-
— I —
5.6. abra.

A keresztmetszeten megoszlo belsé erdrendszer keresztmetszet S silypontjara szamitott

Ms = Myze, + Mpye,+Mce, (5.16)
—_———

Myps

nyomatékanak a keresztmetszet sikjaba esé és a fenti képletben kiilén is megjelolt My g része a
hajlitonyomaték-vektor.

Egyenes hajlitasrol beszéliink akkor, ha a hajlitonyomaték vektor parhuzamos a keresztmet-
szet egyik sulyponti tehetetlenségi f6tengelyével.

Ha nem parhuzamos a hajlitonyomaték vektor a keresztmetszet valamelyik stlyponti tehe-
tetlenségi f6tengelyével, akkor a hajlitast ferde hajlitisnak nevezzik.

Nyilvanval6 az eddigiek alapjan, hogy tiszta hajlitas esetén érvényesek és hasznalhatok az (B2,
EXab), B8), (EZab) &T4) és (BI0) képletek, feltéve hogy a hajlitonyomaték Myg = My e,
alaki, az x tengely tehetetlenségi f6tengely a rid pedig prizmatikus.

Az ([B2T0)2 képlet szerint pozitiv My, esetén a felss szélsd szalban ébred a legnagyobb pozitiv
normélfesziiltség (huzofesziiltség) és az also szélsd szalban kapjuk a legnagyobb abszolut értékd
negativ normalfesziiltséget (a legnagyobb nyomofesziiltséget). Negativ Mp, esetén a viszonyok
forditottak, a fels6 szélsé szalban negativ, az alsé széls6 szélban pedig pozitiv o, ébred.
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Ha megszorozzuk a gorbiiletet ado (BIdl) képletet a rad [ hosszaval és figyelembe vessziik
az (B3] osszefliggést, akkor az AB rudszakasz véglapjainak (széls6 keresztmetszeteinek) egymas-
hoz viszonyitott

= (5.17)

szogelfordulasat kapjuk.

A tiszta hajlitasra igénybe vett AB rudszakasz alakvéltozasi energidjat a (B20) alapjan felirt
1 a§
T 2E
fajlagos alakvaltozési energia rudszakasz V' térfogatan vett integralja adja, ha helyettesitjik a
o.-t ado (B Osszefiiggést:

1 o2 1 [ M2
= dv =2 2 dAdz == ha 2dAdz.
U= fpav=g | [ G eade=g [ [ raacs

Az I, (BT3al) alatti értelmezését is helyettesitve

U== [ =tzq 5.18
2/lsz - (5.18)

az eredmény. Tovabb egyszertisodik a fenti képlet, ha figyelembe vessziik, hogy alland6 az M,
hajlitonyomaték:

u

— —hat (5.19)

A fenti Osszefliggeés egyuttal, 6sszhangban a (300) és (I képletekkel, az AB rudszakaszra
miikéds My, hajlitonyomaték Wy munkija a hajlitbnyomaték hatasara bekovetkezs ®; szogel-
fordulas sorén:

1
U - WK - EMhm@l .

5.1.3. EllensSrzés, méretezés. Az alabbiak a tiszta hajlitasra igénybevett rad fesziiltség-
cstcsra torténd ellenérzésének és méretezésének kérdéseit tekintik at. A opmay fesziiltséget a

Omax = Max |0 | (5.20)

modon értelmezziik az A keresztmetszeten. Ha az anyag egyforman viselkedik hizésra és nyo-

masra, akkor azt fogjuk megkdvetelni, hogy ez az érték elsirt korlat alatt maradjon. Ha az anyag

nem viselkedik egyforman a hizésra és nyomaésra, akkor a hizofesziiltségek és a nyomofesziilt-

ségek maximumai kiilon-kiilon el6irt korlatok alatt kell, hogy legyenek. A jelen esetben ez a
kovetelmény az ugynevezett fesziiltségestucsra torténd ellendrzés illetve méretezés alapja.

Ha egyforma a széls§ szalak tavolsédga az x tengely-

t6l a hizott illetve nyomott oldalakon, — ezt az esetet

¥ az B abra az abran is megrajzolt x tengelyre

Y szimmetrikus I szelvénnyel szemlélteti —, akkor
M e max Ix I?z Km 9 :
S, hx y X Oy ahol
) A I
K,=>" (5.22)
e e
s || v az x tengelyre vonatkozo keresztmetszeti tényezd.

Ha nem egyforma a széls§ szalak tavolsaga az x
tengelytsl a huzott illetve nyomott oldalakon, — ezt
5.7 abra. az esetet az LY Aabra az abran is megrajzolt T
szelvénnyel szemlélteti —, akkor két keresztmetszeti té-
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A A
e / e
My, 1 }L o, My 1 v o,

S S

5.8. abra.

nyezdt érdemes bevezetni. Jelolje, 6sszhangban az abraval, e; és ex a szélsd szélak x tengelytdl
meért tavolsagat. Az (22) képlet alapjan a két keresztmetszeti tényezdt a

I 1
K==, valamint a Ky==2
e1 €1
képletek értelmezik. A fenti adatokkal a
Kz:Kmm:min (Kl,Kg) . (523)

képlet értelmezi K,-et.

Tegyiik fel egyel6re, hogy egyformdn viselkedik az anyag a hizdsra és nyomdsra.

Felhasznélva a keresztmetszeti tényez6 fogalmét — ha azonos a széls@ szalak = tengelytdl mért
tavolsaga, akkor az (22)), ha nem azonos, akkor pedig az (23]) képlettel kell dolgozni — irhatjuk,
hogy

Omax — ’th’
K,

Kévetkezoleg ellendrzés esetén — hivatkozva ehelyiitt a B2 szakaszra a ojen fesziiltség és az n
elsirt biztonsagi tényezs fogalmat illetGen — a

, (5.24)

M .
Omax — ‘ hx‘ S Omeg — JJBH (525)
- n
relaciénak kell fennallnia.
Legyen
M
Ky, = | Mia (5.26)
Omeg

a sziikséges keresztmetszeti tényezé.
Kovetkezsleg méretezés esetén az ([Z0) és az (B20)) Osszefiiggések egybevetése also korlatot
ad a keresztmetszeti tényezdre:

_ |Mhz|

K, > Ky, = (5.27)

Omeg

Erdemes hangstlyozni, hogy ez a sziikséges (minimalis) keresztmetszeti tényezd csak akkor ha-
tarozza meg egyértelmiien a keresztmetszet alakjat, ha a valasztott alak csak egy geometriai
paraméter (méret) fliggvénye (pl. korkeresztmetszet). Ha a valasztott alak tobb geometriai pa-
raméter (méret) fiiggvénye, akkor tovabbi szempontok is figyelembe vehetSk a keresztmetszet
méreteinek megvélasztasa sorén.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy nem viselkedik egyformdn az anyag a huzdsra és nyomdsra.

Legyen omeg hizas €5 Omeg nyomss rendre a huzo-, illetve nyomofesziiltségre vonatkozo megen-
gedett fesziiltség. Megjegyezziik, hogy a rideg anyagok — ilyen pl. az éntottvas, vagypedig a beton
— nyomaésra lényegesen nagyobb fesziiltséget képesek maradd kérosodas nélkiil elviselni. Ebbsl
adédodan ezen anyagok esetén fenndll a opmeg hizdas < Tmeg nyomas relacio.

Legyen tovabba omaxhizas €5 Omaxnyomas rendre a maximalis htizo-, illetve nyomofesziiltség.
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Ha azonos a széls6 szalak x tengelyt6l mért tavolsaga, akkor megegyezik egymaéssal ez a két
értek, azaz fennall a omax hizés = Tmax nyomés = Tmax relacio.

Ha nem azonos a két széls6 szal x tengelytél mért tavolsaga, akkor a nyomaték elGjelét is
figyelembe véve — ez donti ugyanis el melyik a hizott és melyik a nyomott oldal — kell szamitani
& OTmaxhizss €5 Tmaxnyomas fesziiltségek értékét. Igy példaul ha pozitiv az Mj,, azaz az B8 (a)
abran vazolt esetben

th th . th th
Omaxhuzas — —57 €1 = €s Omaxnyomas — —5 €2 = . (5283)
Ia: Kl Iz K2

Ezzel szemben az B8 (b) abran vazolt esetben

M, M, M, My,
Omax nyomas — | Ixx| €1 = | K1m| es Omax hiizds — | Imm| €y = | K:| . (5.28b)

A fentiek alapjan ellendrzés esetén egyidejiileg kell teljesiilnie a

Omax hizas < Omeg huzas és a Omax nyomas < Omeg nyomas - (528C)
relacioknak.
Legyen
| M}, | | M}, |
Koy hzas = €s K, nyomas — (529)
Omeg huzas Omeg nyomas

a maximalis huzo, illetve nyomofesziiltséghez tartozod sziikséges keresztmetszeti tényezs. Nyilvan-
val6o az eddigiek alapjan, hogy méretezés esetén a fenti két keresztmetszeti tényez6 birtokaban
lehet csak helyesen megvélasztani a keresztmetszet alakjat és méreteit.

Az ellendrzés és méretezés megismert Osszefliggései akkor is alkalmazhatok, ha valtozik a
hajlitonyomaték a rud hossza mentén, de elhanyagolhaté a hajlitonyomatékkal tarsuld nyiréerd,
pontosabban a nyiréeré okozta nyirofesziiltségek hatdsa. Amint azt az Gsszetett igénybevéte-
lek kapcsan latni fogjuk akkor hanyagolhatok el a nyirofesziiltségek, ha sokkal nagyobb a rud
hossza mint a keresztmetszet maximalis mérete. [lyenkor az ellenérzést, illetve a méretezést arra
a keresztmetszetre kell elvégezni, ahol a legnagyobb a hajlitonyomaték abszolut értéke. Ezt a
keresztmetszetet veszélyes keresztmetszetnek szokas nevezni.

5.2. SIKIDOMOK (KERESZTMETSZETEK) MASODRENDU NYOMATEKAI

5.2.1. Bevezets megjegyzések. Az [T alsza-
kasz (EI3alb) képletei olyan mennyiségeket, masod-

rendd nyomatékokat értelmeztek, melyek csak a tekin- Y ‘D—X,

tett rudkeresztmetszet geometridjanak fliggvényei és /_‘

mint ilyenek fliggetlenek a rud anyagatol illetve ter- d4

helésétsl. A jelen szakaszban tovabbi masodrendt R

nyomatékokat értelmeziink és részletesen is megvizs- v

galjuk ezek tulajdonsagait. x
5.2.2. Maéasodrendii nyomatékok értelmezése.

AzBET abra a tetszdleges alakii A sikidomot szemlélte- K/\/

ti. Az zy koordinata-rendszer kezdSpontjat (origdjat)
O jeldli. Ez a pont a sik egy tetszGleges végesben fek-
v§ pontja, azaz nem sziikséges feltétel, hogy az origo 5.9. abra.
a sikidom egy bels6 pontja legyen. A dA feliiletelem

kozéppontjanak R = re, +ye, a helyvektora.

Az A sikidom z tengelyre szamitott I, illetve az y tengelyre szamitott I, masodrendt nyo-
matékat, megismételve I, tekintetében az (BI3al) képletet, az

I, :/ y>dA >0 és az I, :/ 22dA >0 (5.30a)
A A
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integralok értelmezik. A vegyes masodrendd nyomatéknak pedig, megismételve az (LI30) képle-
tet, az

Imy:/ xydA (5.30b)
A

integral az értelmezése.
Ertelmezésiikbs] kovetkezGen a tengelyre szamitott I, és I, méasodrendti nyomatékok pozitiv
mennyiségek. Az I, vegyes méasodrendii nyomaték pozitiv, zérus és negativ egyarant lehet.
Szokés a fenti masodrendd nyomatékok mellett poldris mdsodrendid nyomatékrol beszélni. Ezt
a mennyiséget az

]p:]O:i/IﬁdA:i/(xl+f)dA (5.31)
A A

integral értelmezi. Az indexben allo p a polaris sz6 els6 bettje. Szokas helyette a vonatkoztatasi
pontot azonosité betiit, a jelen esetben ez O, is hasznalni. Az is kiolvashat6 a fenti képletbdl,
tekintettel az (B30al)1 2 képletekre, hogy az O pontra szamitott polaris méasodrendii nyomaték
az O ponton athalad6 z és y tengelyekre szamitott masodrendi nyomatékok Gsszege:

I,=1p=1,+1, (5.32)
Hatéarozzuk meg példaként, a kés6bbi alkalmazésokat is szem el6tt tartva téglalap alakd, illet-

ve kor és korgytiri keresztmetszet esetén a masodrendd nyomatékokat, valamint a keresztmetszeti
tényezdket.

Az BET0 abran vazolt téglalapalaki keresztmetszet
esetén az (30al); képlet és az abra alapjan irhato,

Y hogy
A dy b/2 310/2
. T I, = / Yy 2dA= / = % >
\ Fy Y b/2 —b/2
J
b Lo azaz, hogy
s ab?
v Ertelemszerti betticserékkel kapjuk innen, hogy
a a’b
- > L, =—. 5.33b
5.10. Abra. A fenti két képlet és a polaris masodrendii nyomaték

[(E332) alatti felbontasa alapjan

b
I=1Is=IL+1,=3 [ +7] . (5.34)
Veégezetill az [22) és ([33alb) képletek felhasznalasaval szamithatok az x és y tengelyekre
vonatkozo K, és K, keresztmetszeti tényezok:

I, _ab® I, a®

K, = ;
b/2 6 VT a2 6

(5.35)

Korkeresztmetszet esetén nyilvanvalo szimmetria okok miatt I, = I,. Visszaidézve, hogy a
poléaris masodrendt nyomatékot erre a keresztmetszetre a ([LA)) képlet adja, tovabba felhasznal-
va, a polaris méasodrendii nyomaték és a tengelyre szamitott I, és I,. nyomatékok kozotti (32
Osszefliggést irhatjuk, hogy

d*n
I+1,=2I,=2],=1,= 37

azaz, hogy

_an (5.36)
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Ismét felhasznéalva az (ZF) képletet kapjuk a vonatkozo keresztmetszeti tényezdket :

K,=K,= -~ =—. (5.37)

Kérgyirt alaki keresztmetszet esetén az I-t ado (D) Osszefiiggés, az I, felbontasat ado
(E32) képlet, valamint a szimmetriat tiikrozé I, = I, egyenlet figyelembe vételével irhatjuk, hogy

(D —d") =
I+ 1, =21, =2, =1, = —y
Kovetkezéleg
Df—d ) r I D*—dY

Mivel az x és y sulyponti tengelyek mindharom esetben szimmetriatengelyek zérus értéki a
vegyes masodrendd nyomaték:

Iy =0.

5.2.3. A koordinatarendszer eltolasanak hatasa. Steiner tétele. AzBTIl abran vazolt
A sikidom (keresztmetszet) esetén két egymassal parhuzamos tengelypéar altal alkotott KR-ekben
tekintjiikk a masodrendii nyomatékokat. Els6ként a B kezdGponti gérogbetis én KR-ben

o/r'% )VI .
- /P/ 2k
e

BO

-

/¢

5.11. abra.

tekintjiik 4t a viszonyokat. Felhasznalva a méasodrendd nyomatékok (B30alb) alatti értelmezését
az

Igz/ n?dA, 1,7:/5%1/1, (5.39a)
A A
valamint a
Iey = / &ndA (5.39b)
A

képleteket kapjuk, ahol I és I, a § és 1 tengelyekre szamitott masodrend nyomaték, I¢, pedig
a & &és 7 tengelyparra szamitott méasodrendii nyomaték. A tovabbi atalakitasok célja az I¢, I,
és I¢y, valamint az O kezdSponti xy KR-ben szamitott I, I, és I, masodrendd nyomatékok
kozotti kapesolat tisztazasa.

Ennek érdekében helyettesitsiik az dbrarol leolvashato

§=¢potx, n=mnpo+y
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geometriai Osszefiiggéseket az (B39alb) képletekbe. Az elsd esetben elemi atalakitéasokkal kapjuk,

hogy
15:/ (nBo +y)? dA:/ y2dA+2nBo/ ydA+7ﬁgo/ dA. (5.40a)
A A A A
Iy Sx A
A masodik és harmadik esetben ugyanilyen modon kell eljarni:
In:/ ((Bo+2)? dA:/msz+2§Bo/di+§%O/ dA, (5.40b)
A A A A
Iy Sy A
Iey :/A(fBO +x) (npo+y) dA =
:/xydA+§Bo/ydA-i-??BO/di-i—fBonBo/ dA . (5.40¢)
A A A A
ey S S, A

A fenti képletek megjelolt részei rendre a sikidom x és y tengelyekre, valamint az x-y tengelypéarra
szamitott I, I, és I, masodrendi nyomatékait, a sikidom z és y tengelyekre szamitott S, és
Sy statikai nyomatékait, illetve a sikidom A teriiletét adjak. Kovetkezdleg irhato, hogy

Ié = Iz+2nBOSz+77%OA ’
Iy =1I,+2£poSy+8koA (5.41)
I¢y = Iy +£B0S: +1B0Sy +EBO MBO A.

Ez az eredmény Steiner tétel néven ismeretes A A tételt szavakban a kévetkezs modon fogalmaz-
hatjuk meg: Ha ismeretesek egy sikidom adott pontjahoz kotott (a jelen esetben az O ponthoz
kotott) zy KR-ben az I, I, és I, mésodrendd nyomatékok, illetve az S, és S, statikai
nyomatékok, akkor integralas nélkiil szamithatok a
sikidom egy mésik pontjahoz kotott (a jelen esetben
az B ponthoz kotott) én KR-ben, ha egyébként rendre
parhuzamosak a &, n és x, y koordinatatengelyek.

Tovabb egyszertisodnek a Steiner tételt alkotd
(1) képletek, ha egybeesik az O origd a sikidom (ke-
resztmetszet) S geometriai kozéppontjaval (salypont-
javal). Ez esetben ugyanis zérus értékiiek a sikidom z
és y tengelyekre szamitott statikai nyomatékai:

Sy =8,=0.

Ha emellett azt is figyelembe vessziik, hogy ez esetben

§Bs = —TsB és NBS = —YSB

a Steiner tétel az

Ig = Im+y?5‘3 A ,
Iy=I,+adp A, (5.42)
I{n = lgy+2SBYSB A

5.12. abra.

alakot Olti.

Kiolvashato az ([Z2); képletbdl, hogy adott sulyponti tengelyre (mondjuk az = tengelyre)
szamitott masodrendd nyomaték ismeretében ugy szamithato egy vele parhuzamos (mondjuk

2Jakob Steiner (1796-1863). Svajci sziiletésti német geométer, a Berlini Tudoméanyos Térsasag tagja. Hei-
delbergben tanul. 1835-t6] élete végéig a berlini egyetem professzora. Szakteriilete a projektiv geometria és az
izoperimetrikus geometriai problémék volt.
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az & tengelyre) szamitott masodrendi nyomaték hogy hozzaadjuk az adott stlyponti tengelyre
vonatkoz6 mésodrendt nyomatékhoz a sikidom teriiletének és a két tengely kozotti tavolsag
négyzetének szorzatat.

Az is kovetkezik az utobbi mondatbol, hogy az egyméssal parhuzamos tengelyekre szami-
tott mésodrendd nyomatékok koziil a stulyponti tengelyre szdmitott mésodrendd nyomaték a

legkisebb.
Megjegyezziik, hogy az
I -1 I —I
I, = e f”y}, I:[ ¢ f’?}, 5.43a)
- [ My Iy - —lye I (
valamint az
Top— A [ vés  —Tspyss } _4 [ ps  —Spsims } (5.43D)
- —YSBTSB Tép —nBs £BS §Bs ’
matrix jelolések bevezetésével az
_ _ 2 _
ke[ e L, ] e
né n yx Y TSBYSB TSR
vagy ami ugyanaz az
Iz =15+1gp (5.44b)

alakban irhatok fel a Steiner tétel ([BZZ) alatti skalaregyenletei. Megmutatjuk majd az
szakaszban — lasd az (D) képletre vezetd gondolatmenetet —, hogy az Ig matrix az A kereszt-
metszet S silypontjahoz tartozod Ig tehetetlenségi tenzor méatrixa az ry KR-ben.

Ugyanilyen médon adédik majd az is, hogy az Iz matrix az A keresztmetszet B pontjahoz
tartozo Ip tehetetlenségi tenzor métrixa a B kezdGpontu £n KR-ben.

5.3. PRIZMATIKUS RUD TISZTA FERDE HAJLITASA. TEHETETLENSEGI TENZOR

5.3.1. Altalanositas. A tovabbiakban azt a kérdést vizsgaljuk meg hogyan valtoznak a vi-
szonyok, ha az Mg hajlitonyomaték vektor nem esik a keresztmetszet stulyponti tehetetlenségi
f6tengelyére, azaz ferde hajlitds esete all fenn. Legyen az eddigieknek megfelelGen a z tengely a
rad sulyponti hossztengelye, tovabba vegyiik az abran szemléltetett modon az xyz, vala-
mint a {nz KR-t. A vonatkozo egységvektorokat e és e, illetve e, és e, jeloli. Az n irany

5.13. abra.
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ess¢k egybe a ¢ irannyal, azaz n = eg.
A gondolatmenet azon alapul, hogy a prizmatikus rud tiszta ferde hajlitdsa esetén is fenn-
allnak az alabbi, az egyenes hajlitas kapcsan rogzitett megfigyelések:

1. Van olyan {nz KR — az abra éppen ezt a KR-t szemlélteti—, amelyben

€¢ 0 0
A=|0 ¢ 0], é cg=¢,=-ve,= = —VEKN, €= n_ K1 (5.45)
(nz) 0 0 e P

az alakvéltozasi tenzor matrixa, illetve annak elemei. Az utébbi képletekben p az alak-
valtozast szenvedett stlypontvonal gorbiileti sugara a zn sikban, mig k=1/p a vonatkozo
gorbiilet.

2. Ervényes az egyszert Hooke torvény, azaz

UZ:EEZ:Eg:Enn.

Nyilvanvalé, hogy az 1 = 0 egyenes, azaz a £ tengely a semleges tengely.
Leolvashato az abrarol, hogy az R = {e¢ +ne,, helyvektor a dA feliiletelemhez mutat.
Az is nyilvanvalo, hogy
nxR =nx ((ec+ne,) = e x ((eg+ne,) =ne; .
Az utobbi két sorkozi képlet egybevetése alapjan
E E
p,=o0.e,=—ne,=—nxR=FxnxR (5.46)
p p

a fesziiltségvektor értéke.

Mivel tiszta hajlitasrol van sz6 zérus kell legyen a keresztmetszeten megoszlo p, belsd erd-
rendszer Fg eredGje. Ez az eredmény egyszeri szamitassal adodik, ha felhasznaljuk p, ([EZ0)
alatti elGallitasat és figyelembe vessziik, hogy zérus értékid az A keresztmetszet S = O silypontra
vett Sp statikai nyomatéka:

FE FE
FS:/pZdA:/—andA:—nx/RdA:O. (5.47)
A AP P A

So=0
A keresztmetszeten megoszld p, bels6 erérendszer keresztmetszet stulypontjara vett Mg nyo-
matékat ado

Mg :/ Rxp, dA (5.48)
A

képlet is hasonlo gondolatmenettel, azaz a p, fesziiltségvektor az (A0 alatti képletének, vala-
mint az R felbontasanak helyettesitésével alakithaté tovabb:

E E
Mg = / (Cec+ney) x —ne, dA=— [/ n*dA eg—/ nédA en] (5.49a)
A P pPLJA A
Ie Ing
azaz .
Mg = " [Ice¢ — Icey| = Bk [Iceg — Lycey) . (5.49D)

A fenti képletben allo

I = / n*dA, Ly = / nédA integralok, valamint az I, = / £2dA (5.50)
A A A
integral rendre az A keresztmetszet £ tengelyre, né tengelyparra, valamint az n tengelyre szami-
tott masodrendd nyomatékait adjak. Az ([49D) képlet részét alkoto
Ig :In :Iéeg—fngen (551)

vektor a £ tengelyhez, illetve az e¢ irdnyhoz (vagy ami ugyanez az n tengelyhez, illetve az n
iranyhoz) tartozo tehetetlenségi vektor.
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Mivel altalaban I,¢ # 0 az kovetkezik az (B49D) képletbdl, hogy az Mg nyomatékvektor
dltaldban nem pdrhuzamos a & semleges tengellyel. Méasként fogalmazva, ha az I, # 0, akkor
valoban ferde hajlitas all fenn.

Tovabb alakithato céljainknak megfeleléen az Mg (28] alatti képlete, ha p, értékét az ([B20)
jobboldaldnak utolsé része alapjan helyettesitjiik és azt is figyelembe vessziik az (B49D) és
az (BRIl egybevetése alapjan, hogy az %—nak I, az egyiitthatoja:

E E
MS:—/RX(HXR) dA=—1,=FExI,. (5.52)
P Ja P
Az utobbi képlet alapjan
I, = / Rx(nxR) dA (5.53)
A

a tehetetlenségi vektor értéke.

5.3.2. Az A keresztmetszet tehetetlenségi tenzorai. Az ([ED3) Osszefliggés szerint ho-
mogén linedris fiiggvénye az I, tehetetlenségi vektor az n vektornak. Visszaidézve a masodrendd
tenzorok geometriai értelmezésével kapcsolatos és az szakaszban részletezett ismereteket azt
mondhatjuk, hogy az ([ED3) Osszefiiggés az I,,-re képezi le az n vektort. Kihasznélva, hogy a
kifejtési tétel szerint ax (bxc) = (a-c)b—(a-b)c, ahol most a és c-nek R, b-nek pedig n felel
meg, az (03)) alatti Osszefiiggésbol a

In:/ (R-R)n—R(R-n)] dA (5.54)
A

eredmény kovetkezik. A tovabbi atalakitasok célja az n vektor kiemelése. Vegyiik figyelembe,
hogy n = E-n — itt E az egységtenzor — és hogy R(R-n) = RoR-n. Az utébbi képletek
kihasznélasaval kapjuk, hogy

In:/ (R-R)E-RoR] dA-n=1Is-n. (5.55)
A

Ig

A fenti egyenlet megjelolt része az A keresztmetszet Ig sulyponti tehetetlenségi tenzordat értelmezi:

IS:/A[(R-R)E—ROR] dA (5.56)

Erdemes megjegyezni, hogy az (E5H) képlet a stlyponti tehetetlenségi tenzor koordinatarend-
szertdl figgetlen alakja. Az (BDO) képlet alatti értelmezése szerint szimmetrikus a silyponti
tehetetlenségi tenzor, hiszen mind az E egységtenzor, mind pedig az RoR diadikus szorzat
szimmetrikus tenzorok.

Az xy koordinitarendszerben R = ve, +ye,, mig F = e, oe, +e,0e,. Kévetkezsleg

15:/ [(x2—|—y2)(exoex—l—eyoey)—(xex—i—yey)o(xex—f—yey)] dA =
A
:/ [(erx—xyey)oez+(—:cyez+x2ey)oey} dA =
A

= [/ y? dAex—/ydiey]oex—i—[—/ xydAem—i—/ y? dAey]oey7
A A A A

Iy Iyac Ixy Iy
azaz
Is=(I,e;,—Iyey)o0e,+(—Ie.+1,ey)0e,, (5.57a)

g

I, I,
vagyis

Is=1I,0e,+1,0e,, (5.57b)
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ahol az I, és I, tehetetlenségi vektorok rendre az egyméstol linearisan fiiggetlen e, és e, egy-
ségvektorok képei az Is tenzorhoz tartozod leképezésben. Az I, és I, tehetetlenségi vektorok
ismeretében

I, ] - [ _If _I{W ] (5.58)

To=Is=] I,

a silyponti tehetetlenségi tenzor matrixa az xy KR-ben. Mivel a tenzor szimmetrikus az xy
KR-ben felirt méatrixa is szimmetrikus.

Visszaidézve, hogy a stilyponti {n koordinatarendszerben R = e, +ne;, a helyvektor és E =
= ecoes +e,o0e, az egységtenzor, majd szoszerint megismételve az el6z6 bekezdés lépéseit —
felhasznalva ekozben az (O0) alatti képleteket — azt kapjuk, hogy

Is=(lcec—Iye,)oec+ (—Igyec+Iey)oey, (5.59a)
—_————— —_—
I, I,

a tehetetlenségi tenzor a stlyponti {n KR-ben, ahol I, és I, a vonatkoz6 tehetetlenségi vektorok
(az e¢ és e, egységvektorokhoz tartozo képvektorok). Kovetkezdleg

Ig=1It0es+1,0e,, 5.59b
§2eLTn Py

a tenzor diadikus alakja és

I I
Lo=Is=| L | I :[ : 5’7} (5.60)
(g’n) |: _5 1 ] _Iné I77

az Ig tenzor méatrixa a stilyponti £ KR-ben.
Vegyiik észre, hogy az (20 képlet szerint

I,=1Ig5-e, n=x,y ¢ I,=Ig-e, v=E&n (5.61)
Kovetkezéleg
I, =e, Is-e, n=xzy ¢é [, =€, -Ig-e, v=E&0 (5.62a)
(xy) (Em) En) En) En  (zy) (@y) (zy)
tovabba
Iyn=—en-Is-e, mmn=xy és I/U/:_eu'IS’el/ . H,VZS,U (562b)
(z,y) &mn) &mn) En) (&m) (z,y) (@y) (zy)

Az utébbi eredmény szavakban a kovetkezSképp fogalmazhatd meg: Ha ismeretes az Ig tehetet-
lenségi tenzor és az |e,, e,| {e¢, e,} egységvektorok |a {n| {az xy} KR-ben, akkor [az (B6Zalb);]
{az (BE6Zalb)s} képletekkel szamithatok a tehetetlenségi tenzor matrixanak |1, I, és Iy| {I¢, I,
és Iep} elemei |az xy| {a £n} KR-ben.
letek értelemszert, azaz sikbeli viszonyokra vonatkoz6 alkalmazaséaval is felirhato: a W helyére
Is-t kell gondolni, el kell hagyni a z és ( indexeket, illetve figyelembe kell, venni a nem diagonalis
elemekre vonatkozé elGjelbeni eltérést.

Megjegyezziik végezetill, visszaidézve az BTl abra jeloléseit és az (B2RO) alatti definiciot,
hogy az

15~ [ (p-P)E~pop) d (5.63)

Osszefiiggés értelmezi az A keresztmetszet tetszdleges B pontjahoz tartozo Ip tehetetlenségi
tenzort.
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5.3.3. A sulyponti tehetetlenségi tenzor fGten-
gelyprobléméaja. Az BTl abran vazolt A keresztmet-
szet (sikidom) sulypontjahoz két KR-t az nm = xy, vala-
mint az nm = 573 KR-eket kotjik. A masodik 373 KR az
els6 xy KR 6ramutaté jarasaval ellentétes iranyba torténé €y
90°-0s elforgatésaval kaphato meg. Kovetkezsleg

/xydAz—/%gjdA.
A A

Ez az eredmény azt fejezi ki, hogy az nm =zy KR 90°-0s
elforgatasaval az I,,, vegyes masodrendid nyomaték ab-
szolut értéke valtozatlan marad, de az elGjele megvaltozik.
Mivel a KR forgatasa kozben csak folytonosan valtozhat
az Ly, értéke adodik a kovetkeztetés, hogy barmely A
keresztmetszetnek (sikidomnak) van legalabb két olyan
egymasra kolcsonosen merdleges stlyponti nm tengelye, 5.14. 4bra.
hogy az altaluk meghatarozott KR-ben

Lyn =0.
Az ilyen tengelyeket silyponti tehetetlenségi fétengelyeknek, a vonatkozo iranyokat fdirdnyoknak,
a f6tengelyek altal kifeszitett KR-t a fdtengelyek KR-ének, a tengelyek egységvektorait pedig az
Ig tehetetlenségi tenzor sajdtvektorainak nevezziik. A f6tengelyeket az n=1 és m=2 indexek azo-
nositjak. A f6tengelyekre szamitott masodrendi nyomatékokat rendre I és Io jeloli. A szamozast
gy valasztjuk meg, hogy teljesiiljon az

L >1
egyenlGtlenség. Mivel zérus az I1o vegyes masodrendd nyomaték, parhuzamosak a féiranyokhoz
tartozo tehetetlenségi vektorok a féiranyokkal. Kovetkezésképp fennall az
IZ-:IS-ei:IZ-eZ-, e, =n,;, i:1,2. (564)

egyenlet, ahol az e; =n; vektorok a f6tengelyek irdnyat ado egységvektorok. Az altalanossag meg-
szoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy jobbsodratt harmast alkot az ni, ny és e, vektorhérmas.
Ekkor n1 xns =e,.

Legyen az egyelére ismeretlen

n=nge;+nye, In|=/n2+n2=1 (5.65)

vektor a keresett fGirany iranyvektora. A hozza tartozo ugyancsak ismeretlen f6méasodrendi nyo-
matékot I, jeloli. Nyilvanvalo az (6] osszefiiggések alapjan, hogy az n vektor és az I,, masod-
rendd nyomaték eleget kell, hogy tegyen az
Ig-n=1In,
vagy ami ugyanaz az
(Is—I,E) n=0 (5.66)

egyenletnek. Matrixos alakra térve at a
L, Iy | I 10 ng | |0
—Iyy I, "o 1 ny | ’

[ Iz—;zin Iy_fxi } [ o ] = [ ) } (5.67)

homogén linearis egyenletrendszert kapjuk az n, és n, szamitasara. Trivialistol kiilonb6z6 meg-
oldas csak akkor létezik, ha elttinik az (60 egyenletrendszer determinénsa:

Ia:_In _Iwy
Iy I,—1,

)

illetve a

=12~ (I + 1) I+ LI, ~ I}, =0, (5.68a)
— —

I Ipr
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ahol
II=I.+1, ¢  Ip=ILI1,—-I, (5.68b)
az Ig tenzor ugynevezett elsd és masodik skalérinvariansa. Megjegyezziik, hogy valésak a ma-

sodfoku (EGRal) karakterisztikus egyenlet

I+1 L+1,\> I+1 I,—1,\>
In:ILQ:%i\/(%) —Ime—l—Igy:% \/<%> +12, (5.69)

gyokei, hiszen pozitiv a gyokjel alatt allo kifejezés értéke (pozitiv az egyenlet diszkriminénsa).

Nem nehéz belatni az[BTHl abra, az abrarol leolvashato
n-R =1, R? 1% = h? Osszefiiggések és az (E00) képlet
alapjan, hogy

In:n-Is-n:n-/A[(R-R)n—R(R-n)] dA =

-] - f ] 0=

A

:/ h?dA>0. (5.70)
A

A kapott eredmény szerint

(a) I, valoban az n tengelyre szamitott masodrendd
nyomaték,
(b) és mint ilyen szigortian pozitiv.
Kovetkezéleg az I7 o gyokok nemcsak valdsak, hanem pozitiv mennyiségek is.
Az I gyok ismeretében az (GRal) egyenletrendszer és az |n| =1 feltétel figyelembevételével
adédodan vagy az

5.15. abra.

N1 (Iy — 1) — Ipyny1 =0, n?, —|—n§1 =1 (5.71a)
egyenletek, vagypedig a

— g1 Ly + Ty —I1)ny1 =0, n? +n§1 =1 (5.71b)

egyenletek megoldasa — (EX1al); és (BZID); nem fiiggetlen egymastol — adja az 1 jeld {6irany ng
irdnyvektoranak n,q és ny; koordinatait. Ha mar ismert az 1 jeli f6irany n; irdnyvektora, akkor
a 2 jeld f6irdny no iranyvektora az
n, =e, XN (5.72)

képletbdl szamithaté hiszen jobbsodrata vektorharmast alkot az ni, ns és e, harmas.

A szémitasok soran az Iy gyok is hasznélhatd. Minddssze annyi a valtozas, hogy Is-t kell irni
I helyére az (BEZIalb) egyenletekben. A n; irdnyvektor meghatarozasa pedig az n; = ng X e,
képlet jobboldalan allo vektorszorzat kiszamitasat igényli.

Mivel zérus a vegyes masodrendd nyomaték a fétehetetlenségi tengelyek altal kifeszitett KR-
ben, ugyanitt diagonalis a tehetetlenségi tenzor métrixa:

lsz{fo1 102] (5.73)

5.3.4. Az 1 jelii f6tengely és az x tengely altal be-
zart szog szamitasa. Az abra a f6tengelyek KR-ét
szemlélteti. Az abra és az (EIalb); képletek egybevetése
szerint
sina ny Ip,— I Iy

= 5.74
cosQ Mg Iy I,—1I ( )

az egyes fGtengely x tengellyel bezart o szogének a tan-
gense. Vegyiik észre, hogy a fenti Osszefiiggés csak akkor
hasznalhat6, ha ismeretesek a f6tehetetlenségi nyomatékok.

Az « szbg, amint az kideriil majd a tovabbiakbol, a
5.16. 4bra. fétehetetlenségi nyomatékok ismerete nélkiil is meghaté-
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rozhatd. Leolvashatd ui. az BI6 abrarol, hogy az xyz KR-ben
n; =cosae,+sinae,, ny=—sinae,+cosaey, (5.75)

a két fotengely (BB0)2 normalasi feltételt is kielégits iranyvektora. Ha felhasznaljuk az (EG20H)-
képletet — ebben a goroghetiis KR-nek a f6tengelyek KR-e felel meg: 1 az elsd, v pedig a méasodik
f6tengelyt jelenti — akkor frhatjuk, hogy

I -1 —sina
Lo=—-—mn; - Ig-ny =—| cosa sina [ v xy][ }:
(xy) (zy) (zy) [ } —Iy I cos «

=(I;—1I,)sin cosa+(cos2a—sin2a) I.,=0,

hiszen eltiinik a f&tengelyek KR-ében a vegyes masodrendi nyomaték. Innen adodik a jol ismert

sin o cos av=sin 2a/2 és cos? a—sin? a=cos 2a trigonometrikus egyenletek felhasznéalasaval, hogy
21,
tg 20 = ——2— | 5.76
gla=—7—m (5.76)

5.3.5. Fesziiltségek szamitasa az igénybevételekkel ferde hajlitas esetén. Az (B52) és (00
képletek egybevetésébsl adodo

E
MS:;Is-HZEﬁIs-H (577)

egyenlet a keresztmetszetet terhel6 Mg hajlitobnyomaték és a semleges tengely irdnyat kijelols n egy-
ségvektor kozotti Osszefiiggés. A tovabbiakban az a célunk, hogy a fenti egyenletbsl az Mg nyomaték
segitségével fejezziik ki a semleges tengely n irdnyvektorat. Ennek birtokaban ugyanis kozvetleniil az Mg
nyomatékkal fejezhetd ki az ([B40) osszefiiggés felhasznalasaval a p, = 0, e, fesziiltségvektor.

A szamitasokat kiilon-kiilon tekintjiik majd az 1 és 2 jeld f6tengelyek, illetve a z tengely altal kifeszi-
tett KR-ben, majd pedig az xyz KR-ben. A f6tengelyek KR-ének hasznéalata mellett az az érv szol, hogy
egyszertek az atalakitasok. Az zyz KR-ben végzett atalakitasok részeredményei pedig a vékonyszelvényii
prizmatikus rudak nyirésa kapcsan keriilnek majd felhasznalasra a B Fejezetben.

1. A fentiekkel 6sszhangban tételezziik fel, hogy az 1 és 2 jeli fGtengelyek és a z tengely altal
kifeszitett KR-ben vagyunk. Ebben a KR-ben

Mhl o E Il 0 ni1 o Il 0 ni1
R I R Y 679
az ([E0) egyenlet matrix alakja. Itt My = My és My = —Mp,o rendre az Mg hajlitonyomaték

két koordinatéja, illetve a koordinatairanya hajlitobnyomaték — My és Mpo elGjelben kiilonbozik
egyméstol. Ha atszorozzuk a fenti egyenletet az Is tenzor méatrixanak

0 ]

alakt inverzével, akkor matrixokkal irva az

=B n ] ]

p ( Mp Mps
_Fr _h2 5.79
n=, ( I n; T n2> (5.79)
eredményt kapjuk. A semleges tengely iranyat kijelols n egységvektor ismeretében az (BZ0)
Osszefiiggésbol
E M M
p,=0ze,=—nx R = (¢1’11 — ﬁng) X (xlnl +$2n2) =
p L I

M, M
= (2l 220 e, (5.80)
I, I

a fesziiltségvektor szamitasanak képlete. Tegytik fel, hogy egybeesik az x tengely az 1 jeld fGten-

gellyel, az y tengely pedig a 2 jeld f6tengellyel. Ekkor x1 = x, Mp1 = Mp,, I1 = I, és 2o =y,

Mpyo = My, Iy = I,,. Kévetkezésképp a megszokott xyz KR-ben

_ Mhz Y+ Mhy
I, 1,

Oz

x (5.81)
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a normalfesziiltség képlete ferde hajlitas esetén. A szakaszban ugyanezt az eredményt a szu-
perpozicio elv felhasznédlasaval kapjuk majd meg.

. Masodszorra tételezziik fel, hogy a vizsgalatokat a fGtengelyek és a z tengely altal kifeszitett KR-

t6l kiilonb6z6 xyz KR-ben végezziik (a z mindkét esetben ugyanaz). Az atalakitasokhoz szitkség
lesz néhany fogalomra. Azt mondjuk majd, hogy az I 51 tenzor az Ig tenzor inverze, ha teljesiil
az

IJ' Is=1I5-I3'=FE (5.82a)
egyenlet, ahol E az egységtenzor. A fenti egyenlet a vonatkoz6 tenzorok zyz KR-ben tekintett
matrixaira nézve is fenn kell, hogy alljon:

I'Ig=I1;' =E (5.82b)
Nem nehéz ellendrizni, hogy az
_ 1 I, I 1 I, I 1y
1__ - y zy | _ y zy | _ 1 1—1
matrix, ahol a képletbdl kiolvashatoan
1 1 1
I'= - (Iye;+ Ie,) = - (—Iype.+Ie;)xe, = 7L xe (5.84a)
i1 II II
1 1 1
13;1 = I_ (I:cye;c “I‘Ixey) = I_ez X (I:ce;c _Iya‘ey) = I_ey X I (584b)
i1 II II

rendre az e, és e, képe az I'5' tenzorhoz tartozo leképezésben, eleget tesz az (LR20) egyenletnek.
Kovetkezésképp

1 1
Iyt = — (r;* OeerI;l oey) =—[(Iyxe.)oe,+(e; xI;)0e,] (5.85)
Iy Iy

az I 51 tenzor diadikus elgallitasa.
Az Ig-1 51 szorzat valoban az egységtenzort adja. Ennek belatasahoz vegyiik figyelembe, (a)
hogy
L-(I,xe;) =1, (e, x1;) =[e,L,L,] = I; (5.86)

a vegyesszorzatok ismert tulajdonsagai alapjan, tovabbéa, (b) hogy szimmetrikus az I's tenzor. A
mondottak alapjan kapjuk, hogy

1
IS~I§1:E(ezOIereyOIy)'[(IyXez)oex+(ey><1x)oey]:
N
It=Is
1
:E M(exoex)—i—[lyezly](eyoey) =ezoe,+e o0e, =F,
i1 Irg

ami valoban a kétméreti egységtenzor.
Igazolhato, hogy
| 1 1
e.xIgxe,=——1Is é e, xIy xe,=—Ig. (5.87)
I[[ III

Az elss esetben kihasznélva az I'g tenzor diadikus elGallitasat irhatjuk, hogy

e.xIgxe,=e,x(I,oe,+I,0e,)xe,=(e,xI,)o(e, xe,)+(e;xI,)o(e,xe,) =
=—[(e; xI;)oey+ (e, xIy)oe,] =[I, xe,)oe,+(e; xI;)oe,] .
Az eredmény Osszevetése az ([BH) képlettel az elsg allitas igazolasat jelenti. A masodik allitas

igazolasa hasonloan torténhet. Ezt az 5.5 gyakorlatra hagyjuk.
Szorozzuk meg balrol az ([EZ0) egyenletet Ig'-el. Kapjuk, hogy

E E
It Mg=—TI'"Tgn==—"n
S S

P N—_—— P

E

ahonnan

n= %Igl-MS: %Mslgl, (5.88)
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hiszen szimmetrikus az I'y'. Az n vektor értéke, tekintettel az I'y' (X3) alatti matrixara

n—

[(MpoI, — MpyILoy) €q+ (Mpalpy — My L) e,)] - (5.89)

SIS

1
Iy
Visszahelyettesitve az ([20) Osszefliggésbe

E 1
p,=0.€,= ; nxR= T [(MpgIy— Mpylyy) es+ (Mpg Loy — Mpy L) €] X (ve, +ye,) =

1
= E [(th[y - Mhylxy) Y+ (Mhylx - th[:cy) l‘] €,

a fesziiltségvektor, ahonnan a x, = Iy /L, és xy = Iy /I, jeloléseket is alkalmazva

Y Xy My, + ﬂM}zy ) (5.90)

1
0, =— |(Lyy—Iyx)+ Loz — Lpyy) Myl =

Irr

a normalfesziiltség értéke, amikor nem a f&tengelyek KR-ében vagyunk. Ha I, =0, akkor x, =
= xy = 0, azaz ismét a f6tengelyek KR-ében vagyunk, ahol a fenti képlet visszaadja az (EXII)
formulat.

5.4. MINTAFELADATOK

5.1. AzBT7 abran vazolt téglalapkeresztmetszetd acélrudat az Mp,, nyomaték terheli. (a) Hatarozza
meg az Mp, értékét, ha a maximalis normalfesziiltség eléri a op = 240 MPa folyashatért. (b) Szamitsa
ki a fesziiltségi és alakvéltozési tenzorok matrixait a K keresztmetszet P pontjaban, ha Mp, =3.84 kNm
(Eace1~200 GPa, va1/3). (c) Mekkora ez esetben a K keresztmetszet felss oldalélének Aa méretvaltozésa.

Y

P Y K MBX
o M=
h=60mm Sl N z
‘ S X /
_ ‘;a=40mm A B
5.17. abra.

A szamitasokhoz sziikség lesz a téglalap keresztmetszet x tengelyre szamitott I,, masodrendii nyoma-
tékara. Az (B33a) képlet szerint

: 3
~ab®  40mm x (60 mm) 7 9% 10°

= — =
12 12
Mivel a radnak tiszta hajlitas az igénybevétele az ([ZI)) képlet alapjan irhatjuk, hogy
Mp,| b 20p1,
Omax =O0F = | Ilj’x| 3 ahonnan |Mp.| = Uz
és végiil
2 x 240MPax 7.2 x 105 mm*
My, = == AXLAX MM 5 76 % 105 Nmm = 5.76 kKNm .
60 mm
¥ 160 MPa ¥
-
30mm
p.¢
ol =
67
30mm g
v o,(P)=160 MPa
40mm g

5.18. abra.
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A (b) kérdésben terhelésként megadott nyomaték ennek a nyomatéknak a két harmada. A P pont a
fels6 oldalélen van, ahol maximalis a normélfesziiltség. Kovetkezik tehét, hogy ennek értéke a o =240 MPa
folyashatar két harmada: o, (P) = 160 MPa. Mivel érvényes az egyszert Hook torvény az ([BZal), (B2) és
(ET) képletek szerint

o, 160 Mpa

8
4 -4
B = ox10oMpa ~ X0 Ee=ey=vee=—oxd0T & ey = = =0

€, =

Ezekkel az eredményekkel

00 0 -2666 0 0
Tr=|0 0 0 | MPa & Ap= 0 -2.666 0 | x10~*
0 0 160 0 0o 8

a fesziiltségi és alakvaltozasi tenzor méatrixa. Az adbra a K keresztmetszetet és annak igénybevételét,
az y tengely menti fesziiltségeloszlast, valamint a P pontbeli fesziiltségi allapotot szemlélteti.

Mivel allandé a keresztiranyu fajlagos nytlas a K keresztmetszet fels§ oldaléle mentén a Aa méret-
valtozas, értelemszertien alkalmazva a ([BZ) képletet, az alabbiak szerint szamithato:

2
Aa=cpa=— (2+§) x 1074 x40 mm = —1.066 7 x 10~ 2 mm.

5.2. Az[ET9 abra tiszta hajlitdsnak kitett aluminium rad ke-
resztmetszetét szemlélteti (£, =70 GPa, v,~0.3). Hatarozza meg,
felhasznéalva az dbra adatait, (a) az alakvaltozési tenzor matrixat
a keresztmetszet P pontjaban, és (b) ugyanitt a normaéalfesziiltség
értékeét.

Az (B4 és () képletek alapjan
yp 4.5 mm

zP:z:_:ii].Q ]_737
e (P) =¢ p  3.5x10°mm 85710
Eg =Ey = —Va&: = p=3.5m
=—0.3x1.2857x10"%=—3.8571x 10~* 5.19. abra.
és
Yoy = Vyz :'sz:O-
Kovetkezésképp
e 0 0 —3.8571 0 0
Ap=| 0 ¢ 0 |= 0 -3.8571 0 x107*
0 0 e, 0 0 12.857

az alakvaltozasi tenzor méatrixa. Ami pedig a (b) kérdeést illeti az (B2l egyszerd Hook torvénybdl
0.(P) = Eye. = 70.0 x 10> MPa x 1.2857 x 10~ ~ 90 MPa

a keresett normalfesziiltség.

5.3. Az abran vazolt félkorkeresztmetszeti rudnak tisz-
ta hajlitds az igénybevétele. A keresztmetszet P pontjaban ep =
=1.0361 x 1073 a nytlasmérd bélyeggel mért fajlagos nytlas a z
iranyban. Mekkora a rud gorbiileti sugara? (ngs = 4r/3m)

A P pont

4 4x9
ypzransirf—T :gmm—ﬂ = 5.1803 mm
3T 3

helykoordinatajaval, kihasznalva az (B4l képletet, kapjuk a

_yp _ 5.180 3 mm

— e 25000
cp  1.0361x10-3 B

gorbiileti sugarat.
5.4. Mutassa meg, hogy zérus az A keresztmetszet x—y stulyponti tengelyparra szamitott masodrendd
nyomatéka, ha szimmetria tengely az y tengely.
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dA’ &

Q

5.21. abra.

AzBZ0 abran vazolt A keresztmetszetnek az y tengely a szim-
metriatengelye. A szimmetria miatt maga a keresztmetszet olyan
szimmetrikusan elhelyezkeds dA és dA’ feliiletelemekre bonthato
— egy ilyen feliiletelempart az abra is feltiintet —, amelyeknek azo-
nos az y koordinataja, de az = koordinatajuk elGjele kiilonbozs:
2’ = —x. Ha tehat paronként osszegeziink

xydA+2'ydA’ =0.
Ez egyben azt is jelenti, hogy

Ixy:/ zydA=0.
A

A fenti eredmény szerint valoban zérus az A keresztmetszet x —
—y sulyponti tengelyparra vett vett masodrendd nyomatéka, ha
szimmetria tengely az y tengely.

5.5. Hatarozza meg az abran vazolt derékszogl haromszog esetén az oldalélek altal alkotott xy
KR-ben az I, I, és I, masodrenddi nyomatékokat.

71){ dx
\ a

5.22. abra.

Felhasznalva az abra jeloléseit a definiciot ado (B30al); kép-
let alapjan irhato, hogy

b r=a—ay/b
Iw:/deA:/ > / dz| dy =
A 0 0

b 3 471 3
2 Yy ¥y ab
= ay” |1—= dya[——] =
/0 [ b} 34|,

=—. 91
13 (5.91a)
Ugyanilyen modon kapjuk az (B30H) képlet alapjan, hogy

b z=a—ay/b
Ixy:/:cydA:/ Yy / rzdx| dy=
A 0 0
b 2 3 4714 272
1 y1? 2 |Y° 2y Y a”b
= -ay|l-=| dy= || ===
/02ay{ b} y=a {2 3 4|, T 12
(5.91b)

Nyilvanvalo az I.-et adé képlet alapjan, hogy I, = a®b/12.

5.6. Hatarozza meg az a alapi és m magassagu altalanos haromszog masodrendi nyomatékit az
alapjara (azaz a £ tengelyre), valamint az alappal parhuzamos S stulyponti tengelyre (azaz az x tengelyre).

dA
14
0| X x
S
4 4
B 2
5.23. abra.

Vegyiik észre, hogy a & tengelyen nyugvé alappal szemkozti cstics az alappal parhuzamos és a csticson
adthaladd egyenesen torténd eltolasa nem valtoztatja meg a £ tengelyre szamitott mésodrendti nyomatékot.
Ez azt eredményezi, hogy azonos az altalanos haromszog, és a téle jobbra fekvd derékszogl haromszog &
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tengelyre szamitott masodrendi nyomatéka. Kovetkezdleg alkalmazhato az ([E0Ial) Gsszefiiggés, amivel

am3

Ie=——. 5.92
£=1 (5.92)
A sulyponti x tengelyre szamitott méasodrendd nyomaték ezek utan az abra adataival és az (E42); Steiner
tétel felhasznéalasaval adodik:

am3 m2 am am3

12 9 2 36
5.7. Tegyiik fel, hogy aluminiumbol késziilt az 5.3. Mintafeladat félkdrszelvénye. Hatarozza meg ez
esetben (a) P és B pontokban a o, normalfesziiltség értékét, valamint (b) a hajlitonyomaték értékét
(Eal =70 GPa).
Figyelembe véve, hogy érvényes az egyszerti Hook torvény az (BZal) képlet szerint

o, = E,ep =70.0x 10°MPa x 1.0361 x 1073 ~ 72.5 MPa

L=I—yig A= (5.93)

a normalfesziiltség a P pontban. Mivel
4r  4x9mm
nBs = 3 = 31
az S pont 1 koordinataja és homogén linearis fliggvénye a o, normalfesziiltség az y koordinatanak a

2 (P .81
o=(P) = aranyparbol 0.(B)= fn';soz(P) __38197mm
o:(B)  yss yp 5.180 3 mm

A hajlitonyomaték szamitasahoz sziikség lesz a félkorkeresztmetszet = tengelyre vett I, méasodrendt
nyomatékara. A keresztmetszet

=3.8197mm,

x 72.5 MPa~ —53.5 MPa.

1 1
A= P2 = 59 mm)*7 = 127.23 mm?

teriiletének, illetve £ tengelyre szamitott
Ld*r (18 mm)*m 4
le=—-—=-—""+-"=2576.5
T2 128 e
masodrendd nyomatékanak ismeretében az ([222); Steiner tételbsl
I, = It —y% A =2576.5mm®* — (3.8197 mm)? x 127.23 mm? = 720.2 mm* .
A fenti adatokkal illetve a gorbiileti sugar szamitott értékével az (BIdl) képletbol

I,E  720.2mm* x 70.0 x 10°MPa

Mp, = ~ 10.0 Nm.
h 5000mm* o
a keresett hajlitonyomaték.
. N o % /¢
5.8. Hatarozza meg az[24l abran vazolt négyzet atloi altal 272w 1 . 1
kifeszitett £ KR-ben a négyzet stulyponti tehetetlenségi ten- /2 4 5 2}’7/ 2
zoranak matrixat. 4 ‘ 2
Tekintettel a téglalap méasodrendii nyomatékaival kapcso- O0=3 /:a /2
latos (33ab) képletekre, valamint arra a koriilményre, hogy x
. ! . . . al F——— —
mind az x, mind pedig az y tengely szimmetriatengely — uta- ey
lunk ehelyiitt az 5.4. Mintafeladatra is — azt kapjuk, hogy
5[4 2] '
is =75 4
Gy 1210 @ DE—
a sulyponti tehetetlenségi tenzor matrixa az xy KR-ben.
5.24. abra.

Leolvashato az is az abrarol, hogy

2 2
e = %(ez +ey) ése, = g(fez +ey).
A fentiek birtokadban mér alkalmazhatok az (B2a), és az (B62H)2 képletek. A szamitasok soran matrix
jelolésekre érdemes attérni a szamitasok megkonnyitése érdekében. Igy az
V2 1[a* 07]V2[1 at
Ic = ec - Is - e ZQETLSQEZT[ }E 0 ot | 3|1 =—=1, (5.94a)
En)  (zw) @Y) (z)
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4 _ 4
ety s =200 R[4 L2 ]S e
€n)  (zy) @Y) (z,y) 2 12 a 2 19
és az
V2 1 [ar 07V2[ -1
Iy = ec - Ig - ey :gglsgz—[l 1]_{ 4}_[ ]:0 (5.94c)
En  (zy) @Y) (zy) K 2 12 0 a 2 1

eredményeket kapjuk. Koévetkezsleg

I [Ta* 0
Is = [ 4 ] =I5 .
e 12010 @] @y
Ugyanez az eredmény mas modon is megkaphato. Mivel szimmetriatengely a £ és n tengely ¢, = 0.
Mivel az S pont koriili 90°-0s elforgatas dnmagaba viszi at a négyzetet I = I,,. Végezetiil vegyiik észre,
hogy a négyzet négy olyan egybevagd egyenlszaru derékszogl haromszogre bonthato fel, melyek egyik
oldala a £ és az ezzel egyenld masik oldala pedig az 7 tengelyen nyugszik. Kovetkezdleg alkalmazhato

az (BOIa) Osszefiigges:
av2 (a_\/i)?’ 4
2 2

Ie=4——"—=—
12 12

5.9. Az abra a zartszelvénytd AB acélrudat szemlélteti (Facer = 200 GPa). A radnak 6 mm a
falvastagsaga. Legyen omee = 120 MPa a megengedett fesziiltség. Ellendrizze a rudat és szamitsa ki a
deformélodott koézépvonal gorbiileti sugarat.

1.6m
J - »
A b 6 mm

’ -
X ) /[2:?/41 kNm
100 mm Z
60 mm
o mm
¥
v
5.25. abra.

Szépen szemlélteti az abra hogy a rud keresztmetszete az Ay és As jeli téglalapok kiilonbsége.
Jeldlje rendre I, és I,5 az Ay és As jeli téglalapok z tengelyre szamitott masodrendd nyomatékat.
Az 334 képlet értelemszert felhasznalasaval adodik, hogy

60 x 100% 48 x 883

L=In—ln=—" 5 = 22741 10° mm*

a rad keresztmetszetének = tengelyre szamitott mésodrendii nyomatéka.
J J
J
A, A,
X X be
= 100 mm — 88 mm
S l S i it

48 mm
- .

60 mm
.

5.26. abra.
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Mivel a rad anyaga huzasra és nyomasra egyforman viselkedik az ([2Zl) képlet felhasznalasaval a

| Mp| 4.1 x 10°Nmm
Omax = €=
I, 2.2741 x 10mm*

x 50mm =~ 90 MPa < o = 120 MPa

eredményt kapjuk. A rad tehat megfelel.
Az [(&T4) képlet alapjan

 LE 22741 x10°mm* x 200 x 10°MPa
My, 4.1 x 106Nmm

~ 1.109 x 10*m

a kozépvonal gorbiileti sugara.

5.10. Az BZ7 abran vazolt T szelvényd rad aluminiumbol késziilt (Ea = 70 GPa). A radnak tiszta
hajlitas az igénybevétele. Hatarozza meg a szelvényben ébreds legnagyobb hizo-, és nyomofesziiltséget,
(b) a rad gorbiileti sugarat, valamint (¢) a radban felhalmozodott rugalmas energiat.

‘ J

30 mm
120 mm r
] YA x B 5kNm
[ )
90 mm A z
B =‘30111111 B 1.8m -
5.27. abra.

Els6 1épésben meghatarozzuk a keresztmetszet S sulypontjanak ng koordinatajat valamint az x suly-
ponti tengelyre szamitott I, masodrendd nyomatékot. A szamitasok soran, célszertiségi okokbol két részre,
ezeket rendre A; és Ay jeloli, bontjuk fel a keresztmetszetet. A hosszegység mm. Az [R28 (a) abra és a

) A; mm? 7; Mm n; A; mm?3
1 3600 105 378000
2 2700 45 121500

A=>"A,=06300 | Se =>" A; n; = 499500

tablazat adataival (S¢ az A keresztmetszet £ tengelyre vett statikai nyomatéka) irhato, hogy

A;m; 4
—%— 2 Aim = 99500:79.286mm.

TSTA T YA, T 6300

5.28. abra.

Az A, és A, jeld részek sulypontjainak
Yss, =n1 —1ns = 105—79.286 =25.714mm és yggs, =12 —ng =45 —"79.286 = —34.286 mm

koordinataival — 228 (b) 4bra — alkalmazhatova valik az A; jeld rész esetén az SS7 pontok kozott, az Ay
jelt rész esetén pedig az 5SSy pontok kozott az (Z2); Steiner tétel:
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120 x 303
L= {1@ +(yss,)” A,} = 5 +(25.714)° x 3600+

30 x 903

o (—34.286)% x 2700 =

=7.6468 x 105 mm* .

Mivel negativ a hajlitonyomaték a nyomofesziiltség a P pontot tartalmazo felsg oldalélen, a huzofe-
sziiltség a K pontot tartalmazo alsé oldalélen maximalis. Az

e1 =1Yss, +15=25.714+15=40.714 mm ez =1ng = 79.286 mm
értékekkel és az ([B28H) képletekkel kapjuk, hogy

| M. 5 x 108 Nmm ~
Omax nyomas = |0p| = I, e1 = = 6168 % 106 mm x 40.714 mm ~ 27 MPa
és .
| M| 5% 10° Nmm
max htzas — = = 79.286 ~ 52 MPa.
max b lor = T €2 = 5168 % 100 mmd — a

Az (BT, valamint az (BT9) képletek alapjan

I.Ey 7.646 8 x 10 mm* x 70 x 10° MPa
p= = _ ~ —107m
My, 5x 106 Nmm

a gorbiileti sugar és

1 M2 1 (5x10°Nmm)® x 1.8x 10° mm
21,E, 27.6468 x105mm* x 70 x 103 MPa

U= ~42.034 Nm

az alakvaltozési energia.

5.11. Szamitsa ki az 5.9. Mintafeladatban vizsgalt rad B keresztmetszetében a sulypontvonal (a rad)
w8 = pp szogelfordulasat és ugyanitt stlypont (a rud) fiiggsleges v elmozdulasat.
Az abra a szokott bettiket hasznalva jelleghe-
lyesen szemlélteti az AB rud nyomatéki abrajat, illetve
a korivvé gorbiilt kézépvonalat. Mivel meréleges szara-
ML ak a o, p = pp és @, szogek és mivel nem valtozik meg
% B a rud kozépvonalanak hossza irhato, hogy

L
Yz =9 =Pr = —
P)

xB

L/2 ahonnan, tekintettel a gorbiiletet ado (BId) Osszefiig-
L gésre és az My, = M, p egyenlGségre, kapjuk hogy
 M,pL
v YE=ZTTE
A — Ez a képlet elGjelhelyesen adja a keresett szogelfordulast.
L ?,, Helyettesitve a feladat adatait

(5.95)

~ 41x10°Nmmx1.6x10°mm
©2.2741 x 108 mm? x 200 x 103 MPa
=1.4423 x 10~ *rad = 0.82638°

az eredmény. Ez a szogelforduléas igen kicsiny, ellentét-
B ben az abraval, amelyen a viszonyok érzékeltetésére vé-
ges szogelforduléast tiintettiink fel. A kapott érték azt a
mindennapi tapasztalatot tiikkrozi, hogy a valos szerke-
@L zeteken altaldban kicsinyek a terhelésbdl adodo szogel-
pcos P, fordulasok és elmozduléasok.
A vp elmozdulés ugyancsak az dbra alapjan irhato
fel:
& - vg =—p(l—cos®y).

¥YB

Mivel kicsi a .5 = pp = @1 sz6g elegends a
5.29. abra. 15, 1 4 6
cosx = 17539 +ﬂx +O(ac )

sorfejtés elsg két tagjat megdrizni.
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Ha elvégezziik a p gorbiileti sugar és a op = @, p = @, forgas tekintetében is a sziikséges helyettesi-

téseket, akkor a
1 1 M,pL?
~ pl1—(1-2¢2 || =—=22 5.96
v p[ ( 2)] A (5.96)

képletet kapjuk. A feladat adataival

1 41x10°Nmmx (16x10°mm)” a3
UB T T 559741 x 106 mm® x 200 x 10° MPa 00

a keresett elmozdulas.
A tovabbiak az (U3 és (0H) képletek lehetséges interpretacioit adjak.

(a) Visszaidézve, hogy a jelen esetben

1L
2 ILE
a teljes rugalmas energia, azt kapjuk, hogy
ou M,pL
YE=oM,;  LE

Ez a képlet a (B2 és [RZ) osszefiiggések egy analogonja.
(b) Irjuk at az (99 és (BO0) képleteket az

1
IxEch = MxBL és IxE’UB = 7§M13L2

alakba. Ha most az AB radon miikods fiktiv terhelésnek tekintjiik az M}, nyomatéki abrat —
lasd az abra fels részét —, akkor a pp szogelfordulas I, E-szerese ebbdl a fiktiv terhelésbol
adodo nyirderd a riad végén, a B keresztmetszetben, hiszen a nyiroers az M, gL fiktiv eredével
egyezik meg.

(¢) Ugyanigy kapjuk, hogy a vp elmozdulas I, E-szerese a fiktiv terhelésnek vett Mj, nyomatéki
abrabol adodé hajlitonyomaték a B keresztmetszetben.

5.12. Adott valamely A keresztmetszet stulyponthoz kotott tehetetlenségi tenzoranak méatrixa a suly-
ponti zy KR-ben:
I — { 5321 —475 ] ot
=9 —475 7601

Szamitsa ki a f6tehetetlenségi nyomatékokat, a fGiranyok iranyvektorait majd irja fel a tehetetlenségi
tenzor matrixat a fGirdnyok koordinatarendszerében.

Az
Ip = I, +1, =5321+47601=12922cm® és I;; =11, — 17, =5321 x 7601 — 475% = 40219296.0 cm®
invariansok és az (B68al) képlet alapjan felirhato
I2— I I+ Iy = 12— 12922 1, + 40219296 = 0
karakterisztikus egyenlet

I 5

5206 ™

1292241129222 — 4 x 40219296 { 7696 4
gyokei adjak a keresett fGtehetetlenségi nyomatékokat. Ezek birtokaban az ([Z1al); képlet alapjan kapott
nxl(Ix —Il) —Ixynyl = —2375n41 +475ny1 =0

egyenletbdl az
Ny1 = 5”11
eredmény kovetkezik, amivel az (Z1al)2-b6l
nay+ngy = mngy (1+25) =1
azaz

Nyl = és Ny1 = DNyl =

ﬂcb ‘
&‘03 ‘

Végeredményben

n; = (ez+5ey)

1
V26
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az els6 féirany iranyvektora. Ennek ismeretében az (72) képletbol

ny =e,xn; = (5ez —ey)

1
V26
a méasodik f6irany iranyvektora. A f6tengelyek 1= ¢, 2 =n koordinatarendszerében

Te_[f 0]_[7696 0 7 .,
<an57 0 L | | 0 5226

a tehetetlenségi tenzor matrixa.

GYAKORLATOK
nyJy

P‘ 5.1. AzB30 abran vazolt és korivvé hajlitott félkorkereszt-

16 mm i . . L. oy -
Vp metszetd sargaréz radnak 3m a gorbiileti sugara. A gorbii-
S y X leti kézéppont, amint az dbra is mutatja, a rad tengelyvo-
| Nzs DL & nala alatt helyezkedik el. Hatarozza meg a legnagyobb hazo
B és nyom6 fesziiltséget, valamint a vizszintes atmérd hossz-

p valtozasat, ha Fie, = 110 MPa és v = 0.25. (nps = 4r/37)

5.30. abra.

5.2. Az B3I abran vazolt aluminium rudakat két erd terheli. Az abra feltiinteti a BC szakasz egy K
keresztmetszetét is. Hatarozza meg o,a.x értékét a BC' szakaszon beliil és irja fel a fesziiltségi tenzor
matrixat az O pontban. Mekkora a BC' szakasz gorbiileti sugara és a C' keresztmetszet szogelfordulasa?
(B =70 GPa.)

SOKN | (a) 80KN|  50KN | (b) 50KN
vA B C Dy vA B C Dy
zZ zZ
AN -y AN =
0.4 m| 1.6 m 04 m 0.6 m 12m | 0.6m
-t - - > >‘= -t L
- 200 mm . 3x60 mm
J
20 mm | 60 ' 7
i - 5=2O m mm ‘ L
Sl——x S X
160mm n 120 mm n
. o
20 mm é y 0 &
160mm | | 60mm
5.31. abra.

5.3. Az abran vazolt ontottvas rudat (E = 175 x 103 MPa) 24 kNm nagységt nyomaték terheli.
Szamitsa ki az A,B és C pontokban ébredd fesziiltségeket illetve a rud gorbiileti sugarat.

X
40 mm
Y A
cl v
) x
|
L | B
20 mm 140 mm 20 mm
L L

5.32. abra.
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5.4. Az abran vazolt rudak anyagara omeg hizas = 120 MPa és 0meg nyomas = 160 MPa a megengedett
fesziiltség. Mekkora M), hajlitonyomaték terhelheti a rudakat?

Y £ b4
g J
Iy \
g S =4
S b'¢ = S
y i a X
- A \ D
= 20 mm
©
(V]
A4
6 mm 18 mm 6 mm 10 mm 10 mm
gl » -——————
J J

My
N\
) Z

5.33. abra.

5.5. Igazolja az ([EXT) Osszefliggés helyességét.



6. FEJEZET

A szilardsagtan altalanos egyenletei

6.1. BEVEZETES

A 2. Szilardségtani alapfogalmak cimii fejezetben attekintettiik mindazokat a fogalmakat és
mennyiséget, amelyek alkalmasak a vizsgélat targyat képzd szilard test egy tetszélegesen kira-
gadott pontjaban a mechanikai allapot leirasara. Mivel a test allapota a testet alkoté anyagi
pontok allapotainak Osszessége rendelkezésiinkre allnak azok az eszkdzok, melyekkel leirhatjuk a
teljes test szilardsagtani allapotat. Az idézett fejezet erdsen kvantitativ jellegi leiré modszerével
szemben a jelen fejezetben egzaktabb és egyben altalanosabb targyaldsmodban vessziik sorra a
mar megismert fogalmakat és mennyiségeket.

6.2. EGYENLETEK FESZULTSEGEKRE

6.2.1. Fesziiltségi tenzormezs: az egyensuly lokalis feltételei. A test fesziiltségi al-
lapotat Cauchy tétele alapjan a T'(r) fesziiltségmezs szabja meg, hiszen ennek ismeretében a
test valamely anyagi pontjara illeszked6 barmilyen n normaélist sikon ki tudjuk szdmitani a p,,
fesziiltségvektort. Felmeriil azonban azonnal az a kérdés, vajon milyen feltételeknek kell, hogy
eleget tegyen a T'(r) fesziiltségtenzor, ha a test tartos nyugalomban, egyensilyban van. A felve-
tett probléma tisztazasa a vizsgéalat targyat képezé és a Bl abran vazolt B test tetszdlegesen
kivalasztott V résztartoménya esetén — ezt az A feliilet hatarolja — az egyenstlyi viszonyok vizs-
galatat igényli. A V tartomany kiilsé normélisat n, [n| =1 jeldli. Mivel a test nyugalomban van,
annak barmely V résztartomanya is nyugalomban kell, hogy legyen. A nyugalomnak sziikséges
feltétele, hogy a V résztartomanyon miikods és a tartomanyt tekintve kiils6 ER — ezt az A fe-
lilleten ébreds p,, fesziiltségek &altal alkotott feliileten megoszlé ER, valamint a test térfogatan
megoszld q térfogati ER V-n mikéds része alkotja — egyensilyi legyen. Az abra a késGbbiek
kedvéért, elére utalunk itt a BTl szakaszra, a feltiinteti a test palastjan miikods p feliileten
megoszlé ER-t is, noha ez nem jatszik kozvetlen szerepet a gondolatmenetben.

B

6.1. abra.
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6.2. Egyenletek fesziiltségekre

Ha egyenstlyi a p,, € A és q € V ER, akkor (a) zérus az ereddje, és (b) zérus az origora
szamitott nyomatéka.

(a)

Az eredd eltiinését az

/pndA—l—/ qdV =0 (6.1)
A \%4

egyenlet fejezi ki. A (Z79) alatti Cauchy tétel helyettesitésével atirhato a feliileti integral
integrandusza:

/T-ndA+/ qdV =0. (6.2)
A 1%

A kapott egyenlet tovabbi atalakitéasa érdekében érdemes felidézni a Gauss-Osztrogradszkij
tételt. Legyen a C' valamilyen méasodrendi tenzor. Legyen tovabba a *x miiveleti jel a C
tenzor és az A feliilet n kiils6 normaélisa kézott értelmezett valamilyen szorzasi miivelet
mitiveleti jele (skalaris szorzés estén példaul pontot kell gondolnunk # helyett). A Gauss-
Osztogradszkij tétel szerint

/C*ndA:/C*VdV. (6.3)
A 1%

A Gauss-Osztrogradszkij tétel értelemszert felhasznéalasaval — a C helyére T-t, a x helyére
a skalaris szorzas - miveleti jelét gondoljuk — az

/(T-v+q) v =0. (6.4)
1%

alakban adddik az eredd eltiinésének feltétele. Mivel a fenti integral a B jeld test barmely
V' résztartomanyén zérus értéki el kell tiinnie az integrandusznak :

T-V+q=0. (6.5)

A kapott egyenlet az egyenstly elsd lokalis feltétele, vagy roviden az egyensilyi egyenlet.
Az O origéra szamitott eredd nyomaték eltinését az

/rxpndA+/rquV:0 (6.6)
A 1%

egyenlet fejezi ki. A (Z79) Cauchy tétel helyettesitésével és a (B3)) Gauss-Osztrogradszkij
tétel felhasznaldséval kapjuk innen, hogy

/rxT-ndA—t—/rquVz/ {[txT]-V+rxq}dV =0, (6.7)
A 1% 1%

azaz — kihasznalva V tetsz6legességét és a szorzatderivalas szabalyat — hogy

|
EXT-V4rxT-V4rxq=0. (6.8)

A lefelé iranyitott nyil azokra a mennyiségekre mutat, amelyeket derivéalni kell.
A baloldalon &ll6 elsd tag tovabb alakithato, ha helyettesitjiik a V differencidloperator
értékét:

0
or r
= — xT — xT- — xT-e, =
o7 X e, + oy X ey + Ep X e,
Pz v py P
€ ey E (SF4

1
=2 [—5 (pxxem—f—pyxey—i—pzxez) =2t,,
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ahol a (ZEI)) képlettel osszhangban t, a fesziiltségi tenzor vektorinvariansa. A kapott
eredmény (EJ)-ba torténd visszahelyettesitése, az r vektor kiemelése és a (GH) egyensilyi
egyenlet kihasznélasa utan a

2t,+rx(T-V+q)=2t, =0 (6.9)
egyenletet kapjuk masodik lokalis egyensilyi feltételként. Eszerint a fesziiltségi tenzor
vektorinvariansanak elttinése (és ebbdl kovetkezden a fesziiltségi tenzor tenzor szimmetri-
aja) a nyomatéki egyensuly lokalis feltétele. Ugy is fogalmazhatunk, hogy automatikusan
fennall a nyomatéki egyensily, ha szimmetrikus a fesziiltségi tenzor.

Tovabb alakithat6 a (GH) egyensilyi egyenlet, ha helyettesitjiik a V operatort a skalarszor-
zatban:

0 0 0 0 0 8
T-V:T-(%ez+a—yey+%ez> 9 T-e,+ 8 T 8 Tez
Pz py pz
Az utobbi képlettel vektorialis forméaban kapjuk az egyenstlyi egyenletet:
op,  9py  Op.
=0. 6.10
9 "oy Ton T (6.10)

Az e,, e, és e, egységvektorokkal torténd skaldris szorzassal pedig a fenti vektoregyenlettel
egyenértéki skalaris egyenletek adédnak:

0oy, . 0Ty . OTx . 0
or 8y | 0z =T
0Ty 0oy OTy.
7y = A1
oxr Oy 0Oz Ty =0, (6.11)
0Ty OTsy 0o, .
ox dy 0z &=

6.2.2. Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram: a szerkesztés. Al fejezetben — a rész-
leteket illetGen a oldalon kezdsds szakaszra utalunk — attekintettiik a részleges Mohr-
féle kordiagram szerkesztésével kapcsolatos ismereteket. A Mohr-féle részleges kordiagramon a
kor pontjai olyan elemi feliilletekhez tartozéan adjak meg elGjelhelyesen a o, normalfesziiltség és
a Ty nyirofesziiltség értékét, amelyek normaélisai valamelyik (elére ismert) féiranyra merdsleges
sikban (fesziiltségi f6sikban) valtoznak.

Felvetsdik a kérdés, hogy nem lehet-e a szilard test valamely pontjaban, mondjuk a P pont-
ban, a tetszéleges n, |n|=1, normalisu feliiletelemen ébredd p,, fesziiltségvektor (260 és (ZG7Zalb)
szerinti

P, =0,n+Ty, (6.12)
felbontasdban az elGjeles o, normalfesziiltséget, és a 7, = |7y,| = \/p,, — o0 nyirofesziiltséget,
mindkét mennyiséget mint az n fliggvényét, sikbeli diagram segitségével dbrazolni, hasonlé mo-
don, mint a részleges Mohr kor esetén.

A megfogalmazott feladat megoldasa a pontbeli fesziiltségi allapotot szemléltets tigynevezett
teljes Mohr-féle fesziiltségi kordiagram. Ennek az abcissza tengelyén, 6sszhangban a B2 abraval,
a 0, normalfesziiltséget, pozitiv ordinata tengelye mentén
pedig a 7, nyirofesziiltséget mérjiik. A p,, fesziiltségvektor
N képének tehat — az N beti azon feliiletelem normali-
sara utal, amelyiken fesziiltségvektor ébred — o, = 0 az
abcisszaja és 1, = 7 az ordinataja. Az n indexet — amint
azt az el6z8 két sorban 16vE képletek szedése is mutatja —
sokszor el szokas hagyni.

Az orig6 és az N[o,, 7,] pont kozott a fesziiltségvektor 6.2. abra.
pn = |p,,| hossza jelenik meg az abran

On

Nyilvanval6, hogy a Mohr-féle kérdiagramrol vett o,,, 7, koordinatakettss ismerete nem elég-
séges a p,, tényleges térbeli helyzetének visszadllitasdhoz az elemi feliileten.
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A Mohr-féle teljes kordiagram elGéllitasahoz,
alapvetd tulajdonsigainak tisztazasahoz a fesziiltsé-
gi tenzor fStengelyeinek iranyat kijelols e;, |e;| =
=1, ¢ = 1,2,3 bazisvektorok altal kifeszitett jobb-
sodratit KR-ben tekintjiik a fesziiltségtenzort, ahol

01 0 0
T = 0 oo O , 01> 09 > 03
0 0 g3

a feszlltségi tenzor méatrixa. A tovabbiakban egyeld-
re kikotjik, 6sszhangban a fenti képlettel, hogy kii-
16nboznek egymastol a féfesziiltségek.

A fétengelyek KR-ében a tetszéleges iranyt

n=cos « ej+cos fey+cosyes,a, 3,70, 7] (6.13)

egységvektorra mer6leges P pontbeli feliiletelemen
(o, B és v rendre az n 1, 2 és 3 jeli f6tengelyekkel
bezart szoge — v.0.: abra)

6.3. abra.
p,=T -n=oc1cosae;+o7 cos feg+ 03 cosyes
(6.14)
a fesziiltségvektor. Mivel az n egységvektor fennall az n? = 1, azaz a
2 2 2., _
cos” a+cos” f+cos®y =1 (6.15a)
egyenlet. Az n normaélisu feliiletelemen
On=m-p, =01 cos’ a + 0y cos? 3 + o3 cos’ vy (6.15b)
a normalfesziiltség és a (pn)2 = 02+ 72 képlet alapjan fennall, hogy
p:=024+712=0%cos’ a +05cos? B +o5cosy. (6.15¢)

A ([EIRalb,c) egyenletek adott o, és 7, mellett meghatarozzék azon feliiletelemek normalisat,
amelyeken a vonatkozd o, és 7, ébred. (a képletek szerint azon normalisok johetnek szoba,
amelyekre nézve az egyes iranykoszinuszok négyzetei azonosak: Lasd késsbb a (G240)) képlet
utani szoveget.)

Mivel minddssze haromismeretlenes linearis egyenletrendszerrél van sz a cos® o, cos? 3 és
cos® v ismeretlenekkel a megoldas némi figyelmet kivano és itt nem részletezett szamitasokkal
meghatarozhato. A

2

2 1 2 2
cos” o= (Jn+Tn+020'3—0'20'n—0'30n) =

(01 —02) (01 —03) ot o\ (s o\ 2
TTQL+(Un_ 22 3> _< 22 3)] (6.16a)

fl(O'n:Tn)

1

(01—02) (01— 03)

1

(02 —03) (02 —01)

cos? 3 = (U?L+T72L+0'10'3—0'10n—030'n) =

9 03+ 01 2 03— 01 2
i+ on— 5 - 5 (6.16b)

fQ(UnyTn)

1

(02 —03) (02 —01)
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1

(03—02) (03—01) (on+Ta+0102 = 0100 — 7200) =

o1+o 2 01— O 2
TEL+<on— 12 2) —( 12 2>] (6.16¢)

fB(Un,Tn)

cos?y =

1

(03 —02) (03 —01)

megoldasok egyben a o, 7, és az n kozotti keresett kapcsolatot is jelentik. A kapcsolat jellegének
tisztézasara atrendezziik a fenti Osszefliggéseket :

2 2
<Un_$> 72 = <%) + (01 —09) (01 —03) cos® ar (6.17a)
R;(ra)
o3+o01 2 2 03— 01 2 2
0= 472 = 5 + (09 —03) (02 —01) cos” 3, (6.17b)
R2(8)
01+02 2 2 01—02 2 2
Op— 5 +7, = 5 + (03 —032) (03 —01) cos™ . (6.17¢)
R2(v)

Mivel n? =1, a cos? «, cos? 3 és cos? y-ra vo-

natkoz6 megoldasoknak pozitivnak, vagy zérus-
nak kell lenniiik. Kovetkezésképp — figyelemmel
a o1 > 09 > oy feltételre is — teljesiilnie kell a /_
megoldast ado és a ([EI6al b, ¢) képletekkel értel-
mezett f; (i =1,2,3) mennyiségekkel kapcsolatos

fl(Uann)Zoa fQ(Uann)Sov
fB(Uann) ZO
2

egyenlGtlenségeknek. Ha f7 zérus, akkor cos® a=
, L1 , C N en G3 O O O

=0, a =m/2 és az n normalis a 2 és 3 jeld f6- |
tengelyek altal kifeszitett fGsikban fekszik; ha fo (02+03)/2 E\'—"
zérus, akkor cos? 3=0, 3=m/2 és az n normélis (61+05)/2 T
az 1 és 3 jeld fétengelyek altal kifeszitett f&sik- (61465)/2 = >
ban fekszik, végezetiil pedig ha f3 zérus, akkor
cos? y=0, y=7/2 és az n normélis az 1 és 2 jeli 6.4. abra.
f6tengelyek altal kifeszitett fGsikban van.

Kiolvashato a (EIZalb,c) egyenletekbdl, hogy az f; =0, (i = 1,2,3) esetben a oy, 7, > 0
ordinataju és abcisszaju pontok altal meghatarozott sikgorbék félkorok, nevezetesen
2

Tn

(6.18)

6, O3 o

az f; =0 esetben cos*a=0 (n_L az 1.fGtengelyre):

02+03
2 )

02—03
2

ez az  Oq ( 0> kozépponti és R = sugara félkor;

az fo =0 esetben cos? 3=0 (n L a 2. f6tengelyre):

01—03
2

01+03
2 )

ez az  Og < 0) kozépponti és R = sugara félkor;

és végiil
az f3 =0 esetben cos?>y=0 (n L a 3. fétengelyre):

ez az Og <01 ;JQ ; 0> kozépponti és R =

o1 — 0

sugara félkor.
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Figyeljiikk meg, hogy a félkorok kozéppontjaiban [az O;(i=1,2,3) pontokban| rendre teljesiilnek
az f1, f3 >0 és fo <0 egyenlGtlenségek és ezért az f1, f3 > 0 egyenlGtlenségek csak a 7, > 0 félsik
megfelels félkorokon kiviili, mig az fo < 0 egyenlStlenség csak a félsik megfelels félkoron beliili
részén all fenn. A mondottak fényében azonnal kévetkezik a (BIF) egyenlStlenségekbdl, hogy a
tetsz6leges n normalisu elemi feliileten ébredd oy, és 7, fesziiltségek altal meghatarozott N (o, ;)
pont a4l abran tiirkiz szinnel kiemelt korivharomszogon beliil, vagy annak peremén kell, hogy
legyen.

Keressiik meg most azon n normélisokhoz tartozé N (o, 7,,) pontok mértani helyét a o,,, 7,>0
félsikon, amelyekre nézve a=4allandé (ez azt jelenti, hogy az n egy olyan forgaskupon helyezkedik
el, melynek az 1. f6tengely a tengelye, csticspontja pedig a P pont — v.0.: a abra).

T, R(0)
a=m/2
O3
(62+03)/2

6.5. abra.

A (BTl képlet szerint a kérdéses pontok a

2
<Jn— 02+03) +r§ :RQ(a)

2

(6.19)

R(a) = \/<"2;“3)2+(01—02) (01— 03) cos2 a

egyenletd, azonos O kozéppontu koriveken helyezkednek el — v.6.: a abra. A kék szinnel
megrajzolt korivek, 6sszhangban a korabban mondottakkal, a abran mér megrajzolt koriv-
héromszogon beliil, vagy annak peremén kell, hogy fekiidjenek.

A széls6 esetekben,

ha o =0, akkor:

R(a) =01 — = (a)max

(a koriv egyetlen pontot, a (o1;0) pontot tartalmazza);
ha o =7/2, akkor:
R(a) = % = R(®)min
(a koriv félkoriv).
Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk a G = alland6 és v = alland6 esetekben az n normaélisokhoz
tartozo N (o, T,) pontok mértani helyét a oy, 7, > 0 félsikon: ha § = alland6 a kérdéses pontok
a ([EI7D) egyenlett O kozéppontu, R(S3) sugart koriveken helyezkednek el; ha v = allando a
kérdéses pontok a (BIZd) egyenletii O3 kozéppontu, R(3) sugart koriveken talalhatok (a korivek
(ETM), (ETId) egyenleteit most nem ismételtiik meg). Hangstlyozzuk, hogy a korok kézéppont-

jainak rendre
0y <(’1+U3,0> C illetve Oy <“1+“2,0)

2 2
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a koordinatai, a kordk sugarai pedig a

o1+0 01—0
% — 02| = R(ﬁ)mln SR(/B) S R(/B)max S ! 2 2 )
valamint a
o1—0 o1+o
! 9 2 == R(’Y)mln SR(’Y) S R(’Y)max S ! 2 2 —03

korlatok kozott véaltozhatnak.

6.6. abra.

A viszonyokat szemléltetd fenti Abran kék (6sszhangban a B0l abraval), vorosesbarna, illetve
lila szin szemlélteti az o = allando, § = alland6 és v = allandé értékekhez tartozo korivseregeket.
A tetsz6leges a, (3, v irdnyszogi n normalishoz tartozo N (o, 7,) pontot a fentiek szerint
az 01 kozéppontu R(«a) (o = allandd) sugara (kék koriv a B0l abran),
az Oy kozéppontu R(f3) (5 = allando) sugart (vorosesbarna koriv a abran), valamint
az Os kozéppontu R(7v) (v = allando) sugart (lila koriv a B0l abran)
korok N metszéspontja adja. A oy, 7, félsik fenti harom korivsereghez tartozé pontjai képezik a
Mohr féle kordiagramot, amelyet az O1, Oq és O3 kozéppontu félkorivek (f6korok) altal alkotott
korivharomszog hatérol. A abran vastag vonal jelzi a f6koroket.
Mivel cos a=cos(m—a) kovetkezik a ([EI7Zal) képletbdl, hogy az av=4allando és m—a=4llando
korivek sugarai azonosak:
R(a)=R(r—a),
azaz egybeesik a két koriv. Ugyanigy esnek egybe a ([EI7Dlc) képletek szerint a § = allando és
7w — 3 = allando, valamint a v = alland6 és m—~ = éalland6 korivek. A B7] dbra szerint ez azt

6.7. abra.
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jelenti, hogy az n és —n normaélisoknak a Mohr-féle kérdiagram ugyanazon N pontja felel meg.
Emiatt elegendd valamelyik féltérbe, pl. a 0 < o < /2 féltérbe es6 normalisok seregét vizsgalni.
Ha v = m/2, akkor az

n=cos«aej+sinaes

normalisok az 1 és 2 jeli f&tengelyek
altal kifeszitett sikban helyezkednek el.
Ezeket a viszonyokat a abra szem-
lélteti. A vonatkozd Oz kozéppontu
(01,09) f6kor egyenlete a (EIZd) kép-
let alapjan

2
o1+o
(Jn— 12 2) +T2:

= (01?2)2 . (6.20)

A tetszlleges a sz6ghéz tartozd o, és
7, pedig a ([EIRDc) képletekbdl adodik
annak figyelembevételével, hogy most
B =7/2—«a. Némi figyelmet kivano
algebrai atalakitasokkal, a [EI9) alatti osszefiiggés, tovabba a

6.8. abra.

2 4

cos? a— cos* o = sin? o — sin®

2

2 . 1.9
o = cos” o sin a:Zsm 2a

trigonometrikus képletek kihasznalasaval kapjuk az

On = 01 O8> a+ 0y sin a = 7 —502 + 2 ;02 cos 2, (6.21a)

T =\ p2—02= 7 ;02 |sin 2| (6.21Db)

eredményt. Vegyiik észre, hogy a (GZIalb) egyenletek félkor paraméteres egyenletei a o,,, 73, sikon.

Visszaidézve a részleges Mohr korrel kapcsolatos szakaszt, érdemes felhivni a figyel-
met arra, hogy (i) a (E20) egyenlet azonnal megkaphato a [ZIl) egyenletbdl, (i) a ([E2Talb)
egyenletek pedig azonnal megkaphatok a ([L20alb) egyenletekbdl, ha 7,,,, helyére 7,,-et, ¢ helyére
pedig a-t gondolunk. Ezen tulmend&en érdemes azt is hangsulyozni, hogy a (E20) és ([E2Talb)
képletek levezethetsk a (2] és (EL20alb) képleteket ado gondolatmenet szoszerinti ismétlésével,
hiszen mindkét esetben a oj f6fesziiltségre merdleges fGsikban vizsgaltuk ugyanolyan moédon a
fesziiltségi allapotot.

A BT abra a Mohr-féle kordiagram tovabbi sajatossagait szemlélteti. Kovetkezik a (E2ZTalb)
egyenletekbdl, hogy v =7/2 esetén, amint az « a 0 és /2 kozott (a hozza tartozo [ pedig a /2
és 0 kozott) valtozik, a megfelels N pont a (o1, 02) f6koron a o1, 0] pontbdl 2« szoggel fordul el
és veégiil eléri a [09,0] pontot. A (G2Talb) egyenletek szerint az n-re merdleges o+ /2 irdnyszogi
m vektornak

o1+09 01—09
Im T Ty T T

Tm = 01;02 |sin 2¢| (6.22Db)

cos 2a, (6.22a)

a koordinatai. A megfelels M pont tehéat a f6koron az N-hez viszonyitva az Oz pontbdl huzott
fiiggtlegesre szimmetrikusan helyezkedik el. Ugyancsak a (BEZIalb)-bol kovetkezik, hogy a +a
szogekhez ugyanazon N pont tartozik. Figyelembe véve még azt is, hogy bérmely n és —n



6. A szilardsagtan altalanos egyenletei 163

<
=

6.9. abra.

normalisnak azonos pont felel meg a kordiagramon, kovetkezik, hogy a abran feltiintetett
n, n’, n” és n” osszesen négy normélishoz a abra (o1, 09) f6korének ugyanazon N pontja
tartozik (a vonatkozo négy elemi feliileten azonos a o, és a 7,). A (01, 02) f6koron kétféleképpen
is megszerkeszthetd az a-hoz tartoz6 N pont. Egyrészt ugy, hogy a [01,0] pontban huzott fiig-
gblegessel az ugyanezen pontban « szdget bezard egyenest rajzolunk és ezzel elmetsziik a f6kort,
maésrészt ugy, hogy a [02,0] pontban huzott fiiggslegessel ugyanezen pontban [ szoget bezard
egyenest rajzolunk, amivel aztan elmetsziik a f6kort.

Altalanos szabaly, hogy a fésikokban fekvé n normalisokhoz fokorokon lévé pontok tartoz-
nak. A fésikban adott n-hez, 0sszhangban a fentebb mondottakkal, tgy szerkesztjiik meg a
megfelel6 pontot a vonatkozoé f6koron, hogy az n és szoba jovs e; (i = 1,2,3) kozotti szoggel
a fokor [o;,0] pontjaban emelt fiiggSlegeshez egyenest rajzolunk és ezzel metsziik el a f6kort.

A v =all. <7/2 esetben, amikor is
a normalisok az es tengelyt v félnyi-
lasszogt kupfeliilet alkotoi — v.6.: 10
abra —, a vonatkozo6 [0, T,] pontok az
O3 kozépponti ~ = all. jelzést korivre
esnek. A koriv (o1, 03) f6korre es6 Ny,
valamint a (o9, 03) f6korre esé No pont-
jait, ezek az eq, eg fésikban fekvs ny, il-
letve az es, e3 fésikban fekvs ny normé-
lishoz tartoznak, a [03,0] pontban hu-
zott fiiggdlegessel v szoget bezard egye-
nes metszi ki a abran.

Tulajdonképpen a (o7,09) f6kort
meghatarozo [01,0] és [02,0] pontok is
gy tekintheték, mint amelyeket a v =
= 7/2 egyenes metsz ki a (01,03) és
(09,03) f6korokbsl. Az (N, Na) kor-
iv tetsz6leges n-hez tartozd pontjanak
megszerkesztéséhez (p=tetszoleges, y=
=all.) vegyiik figyelembe, hogy az &dbra
alapjan

n = (cos p e +sin pey) siny+ 6.10. dbra.
+cosyes. (6.23)
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Tn

03 G2 B

(61+0,)/2-0;

6.11. abra.

Az n normélvektor ([EZ3)) alatti elsallitasat felhasznalva, tekintettel a (EI4) és (EIRH) dsszefiig-
gésekre, azt kapjuk, hogy

01+09 01— 09
—0
2

0n = (01 cos® o+ ogsin? p) 4 o3 cos? vy = o3+ ( cos 2<p> sin?y . (6.24a)

a normalfesziiltség. A fenti képlet alapjan a szerkesztés a BEIT] abran kdvethets, ha még azt is
figyelembe vessziik, hogy

01— 02
2

01+09 01— 09

0O3A = — o3+

|cos 2| , DA= cos 2y,

DC =DAsin~y, DB=DAsin’~. (6.24b)

Mivel v = all. régziti az (N7, Ny) korivet, és a ([E24al) osszefiiggés szerint a +¢ és +(m/2— )
szogekhez ugyanakkora o, tartozik, kovetkezik az el6z6 szerkesztés alapjan, hogy ugyanazon N
pont négy kiillonb6z6 n egységvektorhoz rendelhets hozzéa. Ezek végpontjait kitoltott nullkérok
jelolik a [ETA 4bran, de a négy vektor koziil csak egyet szemléltet az abra.

Tekintettel még az n és —n vektorokhoz tartozé N pontok azonossagara allithatjuk mostmar,
hogy a Mohr-féle kérdiagram nem f&korén 1évs pontjai nyole kiilénb6z6 térnyolcadba esé norma-
lisnak felelnek meg. Emiatt a Mohr-féle kordiagrammal csak egy térnyolcadba, az e e e helyi
KR els6 térnyolcadaba esé n vektorokat szokas vizsgalni.

Adott, egyébként tetszdleges «, 3, v iranyszogl n normaélishoz tartozé6 N pontot, az o = all.
és 0 =all., vagy az a = 4ll. és v =all., vagypedig a 3 = all. és v = all. korivek metszéspontjaként
is megszerkeszthetjiik. A szerkesztést a[BI2 abra szemlélteti.

Tn

6.12. abra.
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Egybeest f6fesziiltségek esetén leegyszertisodik a Mohr-féle kordiagram. Ha pl. 09 =03, akkor
a [02,0] és [o3,0] pontok egybeesnek, kovetkezsleg a (o2, 03) f6kor eltiinik, a (o1,02) és (o1, 03)
f6korok pedig egybeesnek. Ez a helyzet forog fenn a htizés és tiszta hajlitas egytengelyti fesziiltségi
allapotainél, mivel a méasik két féfesziiltség, ha oy =0, > 0: 09 =03 =0.

Végiil, ha mindhérom féfesziiltség azonos, azaz o1 = g9 = 03, vagyis az izotrép fesziiltségi
allapot esetén pontta zsugorodik a Mohr-féle fesziiltségi kordiagram.

6.2.3. Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram: a 7, irdnya. A Mohr-féle kordiagram
elGjelhelyesen (azaz iranyhelyesen) adja meg a o, normalfesziiltséget. Ugyanakkor a diagramrol
leolvashaté 7, csak a 7, nyirdfesziiltség abszolut értéke. A 7, vektor irdnyanak meghatérozasa
tehat tovabbi megfontolasokat kivan meg.

ABT3 abra a test egy P pontjaban szemlélteti azt az egység-
sugari gombot, amelyen a P pontra illeszkedd elemi feliiletek
n normalisa végigfut. Tekintsiink egy a géomboén elhelyezkedd
sima térgorbét. Ennek n=n(s) az egyenlete, amelyben az s iv-
koordinatat tekintjiik a gorbe paraméterének. Jeldlje t az n(s)
térgorbe érintd egységvektorat. Nyilvanvalo, hogy

£ dn
Cds
Az n-n =1 feltételbdl azonnal kévetkezik, hogy
dn
— n=t-n=0.
- 0 n
A fenti geometriai jellegl Osszefiiggések attekintése utan te- 6.13. abra.

kintsiik most a o,, értékét ado
o,=n-T-n

Osszefliggést. Figyelembevéve a fesziiltségi tenzor szimmetridjat is, innen kapjuk, hogy

dn dn
do,, = E-T-nds—i—n-T-Eds:2t-pnds:2t-(ann+7n) ds,
Pn P

azaz, hogy
do, =2t -7, ds. (6.25)
Fz az eredmény azt jelenti, hogy
ha do, >0, akkor 0< [«t,7y) <7/2. (6.26)

Maésszoval, ha névekszik a t irdnyaban torténd feliiletelem valtozaskor a normalfesziiltség, azaz
ha (do, > 0), akkor a 7, a névekvé o,, norméalfesziiltségii szomszédos elemi feliilet normalisa
felé mutat.

A abra a o1, 09 f6fesziiltségek al- e2T

tal kifeszitett f&sikban az n normaélisok- 5

P . 2
ra merGleges feliletelemeken — ezek a P \ /
ponttol eltavolitottan és egy kor mentén < O
rendezetten vannak megrajzolva az abran . Pl
— szemlélteti a o, és 7, fesziiltségek ira- / \

nyat. Mivel az ex-t6l az e felé az dramu- s
tato jarasaval egyez@en elforduld normali- 4_.

R
sokhoz rendelt N pontok a (o7, 09) f6koron P

a [02,0] ponttol a [o1,0] pont felé mozdul- N

nak el (lasd a abrat), vagyis a megfe- /\ / e

lels feliiletelemeken a o,, normalfesziiltség AN
fokozatosan novekszik, kovetkezik, hogy 7, / \
mindeniitt a o féfesziiltséget hordozo ele- 62l

mi feliilet e; normaélisa felé mutat.




166 6.2. Egyenletek fesziiltségekre

6.2.4. A teljes fesziiltségi kordiagram szerkesztése, ha ismert egy fesziiltségi f6-
irany. A LTl szakaszban sablont adtunk a hianyzo két fétengely és a féfesziiltségek megkere-
sésére a részleges Mohr-féle fesziiltségi kordiagram segitségével.

Az alabbiak a 272 szakaszban bemutatott eredmények felhasznalasaval a fentebb idézett
ETA szakaszhoz hasonld targyaldsmoédban sablonszertien mutatjak be a hidnyzo féfesziiltségek
és féiranyok meghatéarozasat a teljes Mohr-féle fesziiltségi kordiagram segitségével. A targyaléas-
modban altalanos megkozelitést alkalmazunk, de nem tériink ki részletesen minden lehetséges
esetre. A gondolatmenet lezarasaként azonban elegend§ eligazitast adunk majd az utobbi esetek
tekintetében is.

Legyen a vizsgalt test egy adott P pontjaban ismeretes a fesziiltségallapot a ponthoz kétott
p,q és r koordinatatengelyek altal alkotott kartéziuszi KR-ben (a p,q,r koordinatatengelyek
valojaban vagy az x,y, z, vagy az y, z, z, vagypedig a z, x, y koordinatatengelyekkel esnek egybe).
Legyen ismert ugyanebben a pontban a fesziiltségi &llapot: p, = o,e, a fesziiltségvektor az r
normalist feliiletelemen (vagyis az r irany féirany), o, >0, Ty, = 74p > 0 és 04 < 0. Feltételezziik
tovabba, hogy o, = 1.

q T,
p- \AG‘L‘ %
q |TPII|:Tn
qu /—_
%%\
AT
ap 0 . N P[(’()'Sp,'cn]
P
Gp [f Q[Gq7rn] R
v 20 ¢ o,
Oj O 03 O2 6, Oz O
(Gp—cq)/2u | | 02-0p
»le e R
6.15. abra.

A szerkesztés lépéseit pontokba szedve ismertetjiik.

1. Megrajzoljuk az ismert r féirany fel6l nézve az elemi kockat. Erdemes ekozben iigyelni
arra, hogy az r-t kovets els6 koordinatairany, azaz a p irdny vizszintesen jobbra, a ¢
pedig fliggSlegesen felfelé mutasson az abran, tgy ahogyan azt a abra baloldali
részén szemléltetjiik.

2. Mivel az r irdny fGirdany a masik két f6tengely a red merdleges, azaz a p és ¢ iranyokat
kijelols egységvektorok altal kifeszitett sikban fekszik. Ez a sik f6sik és a benne fekvé e,
és e, normélisok egymasra merdlegesek. Kovetkezésképp a p,, és p, fesziiltségvektorokhoz
tartozo Plop, 1], illetve Qloyp, 7] pontok (a e, és e, normalisok képei a o,,, 7, sikon) f6ké-
ron helyezkednek el, szimmetrikusan a f6kor kozéppontjaban hizott fiiggsleges egyenesre
(emlékeztetjiik itt az olvasot a abra M és N pontjainak szerkesztésével kapcsolatos
magyarazatra). A fentiek alapjan a Mohr-féle fesziiltségi kordiagram megrajzolasa elsd
lépéseként megszerkesztjiik a Ploy,, 7,], illetve Q[op, 7,] pontokat a oy, 7, KR-ben.

3. A Plop, 1] és Q[op, 7] pontokat Gsszekots egyenes felez6 merdlegese kimetszi a Ploy,, 7,
és Qlop, T, pontokat tartalmazo f6kér kézéppontjat.

4. A fokor kozéppontjat a Ploy, 7,] (vagy Qlop, n]) pontjaval Osszekitd egyenes hossza a
fekor R sugara. Ennek birtokdban megrajzoljuk a fékort. A f6kor o, tengellyel torténd
metszéspontjai megadjak a keresett ffesziiltségeket. (A jelen esetben, tekintettel a o, =
=0 feltevésre és a f6fesziiltségek sorrendjével kapcsolatos o1 > 09 > 03 szabélyra (a) a o9
és o3 fofesziiltségeket kapjuk, (b) a megszerkesztett f6kornek pedig Oy a kozéppontja.)
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5. A harom f&fesziiltség ismeretében megszerkesztjiik a hianyzo két f6kort. (A jelen esetben
a (01,09) és (01,03) f6koroket.)

6. Az els6 megszerkesztett f6kor segitségével meghatarozhatjuk a fétengelyek KR-ét, mivel
a fokor segitségével megkapott nagyobbik féfesziiltség (a jelen esetben a [02,0] pont) és a
Ploy, ] kozotti ivhez tartozo |keriileti szog| (kdzépponti sz6g) a p tengely és a vonatkozo
fotengely altal [bezart szog| (bezért szog kétszerese) — a jelen esetben ¢, illetve ennek a
dupléja. A szoget az elemi kocka feliilnézeti képén a p tengelytsl mérjiik fel a 7, fesziiltség
iranyaban. Az abran a jobbkézszabéalynak megfelelGen jeloltiik be a f&tengelyeket (az 1
jeld fétengely kifelé mutat a papir sikjabol).

7. A szerkesztés alapjan elvégzett szamitéssal

2

_ 9p —9q _0ptaqg _Optag

R—\/( 9 ) +7'3q, 02—T+R, Jg—T—R, (627&)
az R sugér és a két féfesziiltség, a ¢ szdg a
— 2
tan @ = 72 % , tan 2p = rval (6.27b)
|Tpal Op—0q

egyenletekbdl adodik, az keresett f6tengelyek iranyvektorait pedig a

ey =cospe,+sinpe, ¢é e3=—sinpe,+cospe, (6.27¢)

Osszefliggések adjék meg.

Az el6z6 gondolatmenet soran feltevés volt, hogy az ismert féfesziiltség megegyezik a legna-
gyobb féfesziiltséggel (o, =01). Tovabbi eseteket jelent, bar a gondolatmenet 1épései megegyeznek
a fentebb pontokba szedett 1épésekkel, ha o,.=09 vagy, ha o,=03. Ezek a feladatok is megoldhatok
tehat a fenti sablon kovetésével.

6.3. ALAKVALTOZASI ALLAPOT

6.3.1. Kinematikai egyenletek. A szilard test elmozdulasi és alakvaltozasi allapotaval kap-
csolatos ismereteket kell§ részletességgel ismerteti alZ2l Elmozdulasi és alakvaltozasi allapot cimd
szakasz. Az ott targyalt ismereteket tekintve kiemelt szerepe van az alakvaltozasok elméletében
az alakvaltozasi tenzort az elmozdulasvektorral megadd [Z22) egyenletnek. Szokas ezt az egyen-
letet kinematikai, vagy geometriai egyenletnek nevezni.

6.3.2. A Mohr-féle alakvaltozasi kordiagram.
ABRZA, BZ3 és B2 szakaszokban leirtak mintajara a szi-
lard test egy P pontjanak alakvéltozasi allapota az tin. Mohr-
féle alakvaltozasi kordiagrammal szemléltethets. Az alakval-
tozasi kordiagram abcissza tengelyére az elGjelhelyesen vett

En=1-0y (6.28a)
fajlagos nyulast (a o, normaélfesziiltség analogonjat), a felsé
fél ordinatatengelyre pedig a (Z00), ZRZalb) alapjan értel-
mezett 1

1

mennyiséget mérjiik fel. Kovetkezik a ~y,, vektor (220]) alatti

értelmezésébsl, hogy =,,/2 az «, alakvaltozasi vektor n

vektorra merdleges OsszetevGje. A ZTAl abra jelleghelyesen szemlélteti az a,-t ad6 e, n és =,,/2
vektorokat. A P pontra illeszked6 n egységvektor végpontjanak az elemi kornyezet tiszta alak-
valtozasabol adodo

a, =e,n+7,/2 (6.29)

elmozdulasa az alakvaltozasi kordiagramon az N [e,,, ¥, /2] pontot hatarozza meg, ugyanugy, mint
a fesziiltségi kordiagram esetén a p,, = o, n+ 71, fesziiltségvektor: N az n képe az e, 7, /2 sikon.
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Ly

=

5 I v
O, O € €
(81‘|"83)/2
(E1+€5)/2
6.17. abra.

A fentiek alapjan értelemszerten alkalmazhatok a méasodrendd T fesziiltségi tenzort szem-
1éltets Mohr-féle fesziiltségi kordiagram kapcsan a BE2Z2, és B2 szakaszokban leirtak az
ugyancsak méasodrendti A alakvaltozasi tenzor Mohr-féle alakvaltozasi kordiagramjanak szerkesz-
tésekor.

A abra egy Mohr-féle alakvéltozasi kordiagramot szemléltet. A diagram feltiinteti a
tetszGleges n=cos a e, +cos f e, +cos v e, iranyvektorhoz tartozo6 alakvaltozasi vektor N ey, v /2]
képének szerkesztését.

A szakaszban megmutatjuk majd, hogy izotrép, linearisan rugalmas anyagi testek és
kis alakvaltozas esetén egyetlen diagramban egyesithetd a fesziiltségi és alakvaltozasi Mohr-féle
kordiagram.

6.4. ALTALANOS HOOKE TORVENY

6.4.1. Egytengelyti fesziiltségi allapotok. A szilardsagtan elss alapkisérletének tanisaga
szerint a homogén izotrop anyagu téglalap szelvényd rud huzasakor (nyomésakor) kis alakval-
tozasok esetén az egyszerii Hooke torvényt osszegezd ([BZ) anyagegyenlet szerint kolesonosen
egyértelmi linearis fiiggvénykapcsolat all fenn az alakvaltozasi és a fesziiltségi tenzor kozott.
Megjegyezziik, hogy ez esetben egytengelyti (egy f6fesziiltség kiilonbozott zérustol) fesziiltségi
allapot ébred a rudban.

A szilardsagtan méasodik alapkisérlete esetén csavaronyomatékkal terheltiik a homogén izot-
rop anyagu vékonyfala csovet. A kisérleti eredmények alapjan kapott (EI7) anyagegyenlet ismét
azt igazolja, hogy most is kolcsonosen egyértelmd lineéris fiiggvénykapcsolat all fenn az alakval-
tozési és a fesziiltségi tenzor kozott, ha kicsik az alakvaltozasok. Megjegyezziik, hogy az utdbbi
esetben specialis kéttengely( fesziiltségi allapotot (a két féfesziiltség azonos) idézett el6 a cs6ben
a csavaréonyomateék.

Azt varjuk a fentebb visszaidézett kisérleti eredmények alapjan, hogy homogén, izotrop szi-
lard testben kis alakvaltozasok esetén mindig linearis az A= A(T) fiiggvénykapcsolat, fiiggetleniil
attol a koriilménytsl, hogy hany tengelyi a fesziiltségi allapot.

Az A= A(T) fiiggvénykapcsolat lineéris voltanak levezetésénél a kovetkezdket vessziik figye-
lembe:

1. A szilard test egyensulyi viszonyait leird egyenletek linearitasa miatt barmely haromten-
gely( fesziiltségi allapot harom egytengelyt fesziiltségi allapotra bonthato.
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2. Mivel az anyag izotrop az igy nyert harom egytengelyt fesziiltségi allapotra kiilon-kiilon
alkalmazhato a (B20) anyagegyenlet.

3. Kis alakvaltozasok esetén linedrisak az alakvaltozéasi allapottal kapcsolatos egyenletek.
Ez azt jelenti, hogy a harom egytengelyd fesziiltségi allapothoz tartozé alakvaltozési
tenzorok Osszege a tényleges alakvaltozasi tenzor.

6.4.2. Altalanos Hooke torvény: levezetés a szuperpozicié elv felhasznalasaval.
Tegyiik fel, hogy haromtengelyd a fesziiltségi allapot és az (x,y, z) KR egybeesik a f&tengelyek
KR-ével: 0, = 01, 0y = 02, 0, = 0. A haromtengelyii fesziiltségi allapot egytengelyii fesziiltségi

Z Z

O3

6.18. abra.

allapotokra torténd felbontasat a abra szemlélteti. Jelolje a harom egytengelyt fesziiltségi
allapothoz tartozo fesziiltségi és alakvaltozasi tenzorokat rendre Ty, T'o és T'3, illetve Ay, Ao és
As. Nyilvanvalo az abra alapjan, hogy a harom fesziiltségi tenzornak

op 00 0 0 0
T,=| 0 00|, Ty=|0 0, 0| & Ty=
0 00 0 0 0 00 o,

a matrixa. Az egytengelyi fesziiltségi allapotra vonatkozo ([BZ) anyagegyenlet értelemszert
felhasznalasaval kapjuk az Ay, Ao és Ag alakvaltozasi tenzorok méatrixait:

1 1% 1 v
Al:ﬁ [Il_l—i——u%E] ) AQZﬁ [12——%E]

1 v
Ag = ﬁ [IB_H—I/O-ZE] .

A szuperpozici6 elv alapjan képezziik most a fenti harom egyenlet 6sszegét. Kapjuk, hogy

1 1%

A, +A,+A3= Yel [I1+I2+I3—H_—V(Uz+0y+0z)E] ;

N — N —— —_————

A T Tr
azaz, hogy
1 1%

A=—|T- T'E 6.30
=" 2@ [— 1+v I—} ’ (6.30)

vagy kirészletezve — ennek sorén a tényleges értéktdl fliggetlentl kiirjuk az alakvaltozasi tenzor
matrixanak valamennyi elemét —, hogy

1 1
€ 3Vzy 3z

1 : . 5. 0 0 , 100
Ve Cy  Wyz | = 54 0 oy 0 |~ Ty 010
2G 0 0 o.| Y |0 01

1 1
5z 372y €z

Kiolvashato az utobbi képletbsl (a jobboldal szerint v,y = vy, = 7.2 =0 ), hogy az e,, e,, e,
vektorok nemcsak a fesziiltségi allapotnak, hanem az alakvaltozasi allapotnak is fGirdnyai.

A B20) és ([ETD) anyagegyenleteket kisérleti uton kaptuk meg. A méatrix alaka (B30) anyag-
egyenlet a huzokisérlet eredményére tamaszkodo6 elméleti megfontolasok eredménye. Visszaadja
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azonban a vékonyfala cs6 csavarasaval kapcsolatos ([BEID) anyagegyenletet is, hiszen annal a fel-
adatnal zérus értékid volt a fesziiltségi tenzor els skalarinvariansa.

A matrix alakban felirt (G29) anyagegyenlet a més kisérleti eredmények tanusaga szerint,
tenzorialis alaku egyenletként is fennall homogén izotrop testre kis alakvaltozasok esetén. A
szakirodalomban ez az egyenlet az alakvaltozasi tenzorra felirt altaldnos Hooke torvény néven
ismert:

1 v
A= e [T— 1_H/TIE} . (6.31a)
Tenzorialis egyenletként alakjat tekintve valtozatlanul, azaz a lokalis KR-tdl fiiggetleniil, fenn-
all az alakvaltozasi tenzorra vonatkozo altalanos Hooke torvény. Masként fogalmazva (a) teljesiil
az a természetes kovetelmény, hogy a ([BE3Tal) anyagegyenlet, amely a homogén izotrop szilard
test terhelésre adott lokalis valaszat irja le kis alakvaltozasok mellett, KR fliggetlen egyenlet (b)
és ennek folyomanyaként a lokalis KR-t kifeszité egymasra meréleges e, e,, e, egységvektorok
nem kell, hogy egybeessenck a f&iranyokkal. Az utobbi esetben témoren felirva

1 1 VT
Ex 5Vxy 37Vzz Ox— 14+, Tzy Tez
1 1 _ 1 vy _
PR R Ve Tyz Oy~ 1w Tyz , Tr =ox+oy+0. (6.31b)
1 1 VT
5Vzz 372y €z Tzx Tzy 0z 11,

A

a torvény matrix alakja. Kiolvashato az utobbi egyenletbdl, hogy

1 3v 1 |14+v 3v
Ar=ep+ey+e, = —|(0x+oy+0:)— T[} [ }TI
~—_—————

2G T+v ' 7 2G |[14v 1+v
Tr
azaz, hogy
1 1-2v 1+v
=——T h Tr =2G Ar. 6.32
1= 5615, 11> Vvesy, hogy Ti T o, A1 (6.32)
A fenti képletek az invaridansok kozott fennalld dsszefliggések. A
1+v
K=2G——— 6.33
3(1—-2v) (6:33)
térfogati rugalmassdgi tényezd bevezetésével az invariansok kozotti (B33); Osszefiiggés az
1
Ar=—T
1 3K I

alakba irhato at. (K elnevezése onnan szarmazik, hogy a (254l képlet szerint A; az ey fajlagos
térfogatvaltozas.)
Kiindulva az alakvéltozasi tenzorra vonatkozo (E3Tal) altalanos Hooke torvénybdl a
1+v
1-2v
Ty

T=2GA+—_TI=2GA+—2—2G AT
1+v 14+v

atalakitassal kapjuk az altalanos Hooke torvényt a fesziiltségi tenzorra:

T =2G [AJF ﬁAIE} . (6.34a)
A vonatkozd méatrix egyenlet
O Tuy Tus ex— AL iy, 3V
Tye Oy Tyz | =2G %'yyx Ey— 1”_‘2@ %'yyz , Ar=¢ez+ey+e.  (6.34Db)
Ter Tay Os Vs v - AL

T
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alakd.
Legyen n és m az n-m=0, tovibba az |n|=|m|=1 feltételeket kielégits egyébként tetszdleges
iranyvektor. Felhasznalva a (223), Z24) és a (Z83alb) Osszefiiggéseket, valamint az alakvaltozasi

tenzorra vonatkozo (B3Tal) Hooke torvényt az «, alakvaltozasi vektor &, Vi, elemeire az

1 v
5n:n-A-n:ﬁ[ n-T- n—?TIn E-n} ,
On n
1 v
Yan=2m-An=zlm T n--—TimE g
Tmn n
vagyis az
1 14 Tmn
En — ﬁ [Un— 1+1/ T[] s Ymn = ? (635)

képleteket kapjuk.

Hasonl6 gondolatmenettel hasznalva fel a [Z83alb) és a [ZZ3)), Zd) Osszefiiggéseket, va-
lamint a fesziiltségi tenzorra vonatkozé (B34al) Hooke torvényt a p,, fesziiltségvektor oy, Timn
elemeire pedig

Jn:n-T-n:2G[n-A-n+1_2yA1n-E-n],
En n
Tmn:2G[m-A-n+1_2VT1m-E-n]
'Ymn/2 n
vagyis
00 =2G[ent = T1] T = 2G50 (6.36)

az eredmeény.

6.4.3. Egyesitett Mohr-féle fesziiltségi és alakvaltozasi kordiagram. A ([EZ9) ossze-
fiiggés alapjan, felhasznalva a (Z0F), (E3Tal), (E30); és [ETA) képleteket, irhatjuk, hogy

G, = 2G% =2G(a, —epn) =2G(A-n—¢e,un) = (2GA—-2Ge, E) -n =

v v
:[( Ty >—(0n—1+—yT[)E]:pn—ann:7n.

A kapott képlet szerint 7, a -, alakvaltozasi mértékkel ardnyos. Visszaidézve, hogy =, = |v,,| és
hogy 7, = |T5| a fenti egyenletbdl a

2Gl; _ (6.37a)

osszefiiggeés kovetkezik. Tarsitsuk ezt az Osszefiiggést a (B30)); egyenlet alapjan irhato

2Ge, = oy — T (6.37D)

1+v
Osszefiiggéssel.

A ([E31D) képletek tantusaga szerint a Mohr-féle fesziiltségi kordiagram Mohr-féle alakvaltozasi
kordiagramkeént is szolgalhat, ha (a) eltoljuk az origdt az abcissza tengelyen a Trv/(1+v) értékkel
(pozitiv irdnyba, ha Tiv/(1+v) > 0, ellenkezd esetben negativ iranyba); (b) az O, = [TTv/(1+
+v),0] kezdSpontu 0j abcisszatengelyen a o, helyett 2Ge,-et mériink; (c¢) az O, kezdSpontu
ordinatatengelyen a 7, helyett az alakvaltozasi Mohr kor v, /2-jének 2G-szeresét mérjiik (vagyis
mindkét 0j tengelyen a 2G-vel skdlazunk). Az egyesitelt fesziltségi és alakvdltozdsi Mohr-féle
kordiagramot a BT abra szemlélteti. Az 0j KR-t kék szin kiillonbozteti meg a régitdl.
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T 2G0

A
>F|ea
0
il
=]
I I lTJ I I
(0 (¢ (o} (¢
3 o, 2 1 n
vl
Trv P 2G8n |
- V“ Lol
6.19. abra.
A (B3 atrendezésével kapott
Tn Tn
— = 6.38
2G 2 (6.382)
képlethez a ([E30); egyenlet alapjan irhato
On v
— = — A 6.38b
¢ T M (6.38b)

egyenletet érdemes tarsitani. Megismételve a[BT9 abrara vezetd gondolatmenetet az a kovetkez-
tetés adodik a (B3J) képletekbdl, hogy a Mohr-féle alakvaltozasi kordiagram Mohr-féle fesziiltségi
kordiagramként is hasznalhato, ha (a) eltoljuk az origot az abcissza tengelyen az Arv/(1—2v)
értékkel (negativ iranyba, ha Ajv/(1—2v) > 0, ellenkez8 esetben pozitiv iranyba); (b) az O, =
= [-Arv/(1—-2v),0] kezdSpontu 4j abcisszatengelyen a e, helyett o,,/2G-t mériink; (c) az O,
kezdéponta ordinatatengelyen a v, /2 helyett a fesziiltségi Mohr kor 7,,-jének 1/2G-szeresét mér-
juk (vagyis mindkét aj tengelyen 1/2G-vel skdlazunk). Az egyesitett alakvdltozdsi és fesziiltségi
Mohr-féle kordiagramot a abra szemlélteti. Az 1j KR-t most is kék szin kiilonbozteti meg
a régitol.

o b2
2G 2
/‘\ N
A
1R
I
2 c
Ll Sn
OG OS A/ 2G
83 ﬂ Fes 82 81 81’1
< 1-2v < n >
Sn

6.20. abra.
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6.5. ENERGETIKAI ALLAPOT

6.5.1. Rugalmas test fajlagos alakvaltozasi energiaja. A pontban rdmutattunk,
hogy héhatésok hidnyaban a rugalmas test egy pontja elemi kornyezetének energetikai allapotéat
az u fajlagos alakvaltozéasi energia hatarozza meg. A test energetikai allapotéat pedig, vissza-
utalunk itt a szakaszban mondottakra, az u(r) skalarfiiggvény, azaz a fajlagos alakvaltozasi
energia mez3 hatarozza meg. Néhany specialis esetben: (a) hizott vagy nyomott rad (B2Z0) dssze-
fiiggés, (b) vékonyfalu korgytriikeresztmetszeti csavart rad ([E32) Osszefiiggés, tisztaztuk az u
fajlagos alakvaltozasi energia szamitasanak modjat. A képletek szerint az u az A alakvaltozasi
tenzor, illetve a T fesziiltségi tenzor elemeinek fliiggvénye. Varhato tehét, hogy altalanos esetben
is az A és T ismeretében szamithatd az u. A kérdés az, hogy hogyan.

Tegyiik fel, hogy a BEJl abran vazolt és a vizsgalat targyat képezé homogén, linearisan ru-
galmas B testet, a q stirtiségi térfogat ER, valamint a feliilletén megoszlé p ER terheli és el-
hanyagolhatok a héhatasok. Feltessziik tovabba, hogy a terhel§ erérendszer strtségvektorai a
zérus értékbdl kiindulva lassan végbemend folyamatként (kvazistatikus terhelésként) gy érik el
végleges értékiiket, hogy valtozasuk a terhelési folyamat soran egyetlen monoton névekvg skalaris
paraméterrel leirhato (egyparaméteres a terhelés). Mivel a test linearisan rugalmas ez azt eredmé-
nyezi, hogy kétszer akkora terhelés esetén kétszer akkorak az egyes pontok elmozdulésai, kétszer
akkorak az alakvaltozasok (az alakvaltozasi tenzor elemei), és kétszer akkorak a fesziiltségek (a
fesziiltségi tenzor elemei).

Jelolje T a terhelési paramétert. Feltessziik, hogy a 7=0 érték a terhelési folyamat kezdetének
(a terheletlen allapotnak), a 7 =1 érték pedig a terhelési folyamat végének (a teljes terhelésnek)
felel meg: 0 <7 < 1. Ez azt jelenti, hogy

ar =179, Pr=7P,

u, =7u, Prr =TPy
a jellemz6 mennyiségek értéke, ahol a 7 index nélkiil irt értékek a terhelési folyamat végéhez
tartoznak.

Tekintsiik a tovabbiakban a B test V résztartoményat. Mivel ez teljes egészében a test
belsejében fekszik, térfogatat a q strtiségi ER, A feliiletét pedig a p, = T -n strtségi ER
terheli. Méas szavakkal ez a két ER a V résztartomény kiils§ ER-e.

A E3T0) osszefiiggés szerint a V' résztartoméanyban felhalmozodott U rugalmas energiara
nézve fennall az

(6.39)

U= / wdV = Wi (6.40)
Vv

egyenlet. Szavakban: a felhalmozodott rugalmas energia megegyezik a kiragadott résztartomé-
nyon miikods kiils6 ER munkajaval. Nyilvanvalo, hogy a terhelési folyamat sordn a 7 paraméter
d7T megvaltozisihoz az elmozdulasmezs du = udr megvéltozasa tartozik, és ekdzben

dWK:/ qT-dudV+/ Ppr-dudA
v A

a V résztartomanyon az aktualis 7-hoz tartozo6 idépontban miikéds q; és p,, , kiilsé ER munkaja.
A ([B39) képletek felhasznalasaval kapjuk innen, hogy

dWK:</ q~udV—|—/pn-udA)Td7'
1% A

hiszen a 7 paraméter fiiggetlen a helytdl (vagyis a térfogati és feliileti integraloktol). A V' résztar-
tomanyon miikods teljes kiils6 ER munkajat a dWi elemi munka 7 =0 és 7 = 1 hatarok kozott
vett T szerinti integrélja adja. A p,, fesziiltségvektor képletét és az

T=1
1
/ 7dT = =
7=0 2

1 1
U:WK:—/q-udV—i——/u-T-ndA. (6.41)
2 Jy 2 )4

integralt felhasznélva kapjuk, hogy
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A képlet jobboldalan &llo feliileti integral térfogati integralla alakithato at, ha felhasznaljuk
a ([B3) alatti Gauss-Osztrogradszkij tételt:

/u-T-ndA:/ (u-T)-Vdv.
A |4

A szorzatderivalas szabalyanak alkalmazasaval és a (27) osszefiiggés figyelembevételével tovabb
alakithato a térfogati integréal integrandusza:

(u-T) V=

0 0 !
=BT+ T+ I Tee.tu T V=
Pz ~~ Py P
Uy uy uz

|
=Ug-p,tuy-p,+u;-p,+uT-V.

A kapott eredménnyel, kihasznalva a (GH) egyensulyi egyenletet és a (E40) energia egyenletet,
kapjuk, hogy

1
WK:_/ [(T-V+q)-u+uz-px+uy-py+uz~pz] dvV =
V N——

2
=0
1
:—/ (up-ptuy-p,+u.-p,) dV:/udV:U.
2 )y v
Innen
1

a fajlagos alakvaltozasi energia szamitasanak formulaja.

Az egyszeriibb irasmod kedvéért bevezetjiik két mésodrendii tenzor Gn. energia tipusu szorza-
tat (kettss skaléris szorzatat). Tekintsiik az elmozdulasmezd derivalt tenzoranak és a fesziiltségi
tenzornak diadikus alakjait az (z,y, z) KR-ben:

U=u,o0e,+uyoe,+u,oe,,

T =p,oe;+p,oe,+p,oe;.

A két tenzor energia tipusu szorzatat az

U--T=u; p,tuy p,+u;p, (6.43)

kifejezés értelmezi. (A képlet baloldala jelolésbeli megéllapodéas, a jobboldala pedig az értelme-
z6s.) Vegyiik észre, hogy (a) az energia tipusu szorzat skalar, (b) az értelmezés barmely két
méasodrendd tenzorra érvényes hiszen az Osszetartozo képvektorok skalarszorzatainak osszege all
a jobboldalon (c) az értelmezésbdl adodik, hogy a fenti szorzas kommutativ mivelet:

U.-T=T--U. (6.44)

Néhany a szorzattal kapcsolatos és a késGbbiekben felhasznalasra keriils Osszefliggést az alabbiak
ismertetnek:

1. Széamitsuk ki az U alakvéltozasi tenzor és az E egységtenzor energia tipusu szorzatat:

U--E=(uoe;+uyoe,+u,oe,) - (e,oe,+e,oe,+e,oe;) =

=Uz-€;+Uy €y +U, €=Uy +Uyy+u,, =Ur.
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A kapott eredmény szerint valamely tenzor és az egységtenzor energia tipusu szorzata a
tenzor elsG skalarinvariansa. Kovetkezoleg fennallnak az
A -E=Ar, T -E=1T7,

E.E—3 (6.45a)

Osszefliggések.

2. Képezziik a késébbiek kedvéert a (Z2]), (229) és 30) osszefiiggések figyelembevételével
a szimmetrikus T fesziiltségi tenzor és a ferdeszimmetrikus ) forgastenzor energia tipusi
szorzatat. Ha kihasznaljuk a szimmetriat és a ferdeszimmetriat, akkor kapjuk, hogy

T--1p=(pyoe,; tpyoey+p, oe,) - (P, oe, +'l,by oey +1,0e;) =
=Py d]z +py : 'l»by + P 'l»bz = sz(wy:v +@Z)zy) +Tyz(wyz +@Z)zy) +sz(¢zx +¢xz) =0. (6~45b)
Szavakban: zérus értékd a szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok energia tipusi
szorzata.
Az energia tipusu szorzat (GA3)) alatti értelmezését felhasznéalva a (A2) Osszefliggésbdl
u:%T--U:%T- (A—Hb):lT A

a fajlagos belss energia szamitasanak képlete. A képlet felirasa soran kihasznaltuk, hogy a (1)
felbontasi tétel szerint U = A +1) tovabba, hogy fennall a ([E45H) osszefiigges.
A (GED) osszefiiggésre vezets gondolatmenet alapjan nem nehéz belatni, hogy

1

(6.46)

N = N =

(Uacgm +O0yEy + 02+ Tay Yoy T TyzVyz + sz’)/za:) .

A fajlagos alakvaltozasi energia az altalanos Hooke torvény felhasznalaséaval kifejezhets vagy
csak a 0y, Oy, Oz, Try, Ty. €8 Ty fesziiltségekkel, vagy csak az e, €y, €2, Yoy, Yy €8 V2o fajlagos
alakvaltozasokkal. A (B30) képletek helyettesitésével kapjuk, hogy

1

=G

v v
Jm<0m T T1>+0y(ax 1+VT[)+JQC<J$ T T1>+27' —|—2T —1—27'

Rendezés utan a Ty skalarinvarians (E3T0)2 alatti értékét is helyettesitve

(6.47)

2
U= or+oLt07 ——(ax+ay+az) +2 (T2, T +TE)

1+

1
4G
az eredmény. Az u fajlagos alakvaltozasi energia alakvaltozasok fiiggvényében torténd elGallitasat
gyakorlatra hagyjuk.

6.5.2. Fajlagos torzitasi-, és térfogatvaltozasi energia. A

A T
D= A—?IE és S= T—?IE (6.48)

osszefiiggések az A alakvaltozasi-, és a T fesziiltségtenzor devidtorait (deviatortenzorait) értel-
mezik. A (G20al) képletek alapjan

A
D=D--E=A--E--LE. E=0. (6.49a)
N~—— 3 =
Ag 3
Ugyanigy adodik, hogy
Sr=0. (6.49b)

A (B29) képletek szerint zérus a deviatortenzorok elsd skalaris invariansa.
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A D alakvaltozasi és az S fesziiltségi deviator, illetve a vonatkozo Aj és T7 invariansok
ismeretében deviatoros és gombi részre bonthaté fel az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor:

1 1
~—— ~——
Ag Ty

A gombi jelz6 arra utal, hogy az A, és T, gombi tenzorok gémbot gémbre képeznek le
torzitdsmentesen. Ez egyben azt is jelenti, hogy (a) az alakvaltozasi tenzor deviatoros része
csak a tiszta torzulést irja le hiszen zérus az els§ invariansa, azaz nem tartozik hozza fajlagos
térfogatvaltozas, (b) az alakvaltozasi tenzor gombi része pedig a tiszta térfogatvaltozast adja,
hiszen nem tartozik hozzé torzulas.

[rjuk fel a fesziiltségi tenzorra vonatkozo ([G34al) Hooke torvényt a (M) felbontés alapjan a
deviatorokkal. Ha még az invariansok kozotti [E32)e Osszefiiggést is kihasznaljuk, akkor kapjuk,

hogy

T A 1+v A
S+—’E:2G[D+—1E+LAIE}:2GD+2G v A
3 3 1—20 1—-20 3
——— —_——— —_————
T A Ti/3

azaz, hogy

(6.51)

Az utobbi egyenlet a devidtorokkal kapcsolatos Hooke torvény.
A fajlagos alakvéltozasi energia is felirhat6é a devidtorokkal. Kihasznalva a (625al) és (G.29)
osszefiiggeseket a (B20) és [ED0) képletek egybevetése soran az

2 3 3
1 T;S; ArDp TrA; 1 TrA;p
=—S..D E - -E=—-S--D
25 * 6 + 6 + 18 25 + 6
—— N——
=0 =0

eredmény adédik. Az utdbbi képlet alapjan két részre bonthaté a fajlagos alakvéltozasi energia:

u=ur+uy,
1 TrA; (6.52)
uT—QS--D, uy = 5

Az up-vel jelolt rész az Gn. fajlagos torzitdasi energia. Az elnevezés arra utal, hogy ez a
képletrész a deviator tenzorokbol adodik, ahol is D a tiszta torzulast irja le, mig S a (GZ9)
Hooke torvény szerint a T fesziiltségi tenzor D-hez tartozd része.

Az uy-vel jelolt rész az an. fajlagos térfogatvdltozdsi energia. Az elnevezésnek az a magya-
razata, hogy ez az energia az Osszetartozé T'y és A, gombi részekbdl szarmazik. Itt Ay a tiszta
térfogatvaltozast irja le.

A deviatorokkal kapcsolatos ([EZ9) Hooke torvény és az invaridnsok kozott fennéllo (E32)q
Osszefliggéssel

1 1w,
4G 12G 1+v !
a fajlagos alakvaltozéasi energia két része. Az utobbi képletek lehetSséget adnak arra, hogy az
up-t és uy energiarészeket a fesziiltségi tenzor elemeivel fejezziik ki. Az atalakitéasok soran fel-
hasznéljuk, hogy:

ur = S-S s uy = (6.53)

(a) Az u-t ado (BZ0) képlet és az up-t ado [ELF); Osszefliggeés egybevetése alapjan azonnal
felirhato az ur az S tenzor elemeivel: o, helyére s,,-et, 7, helyére s,,,-et; &, helyére s,,-
et, Ymn helyére 2s,,,,-et kell irnunk a 48] képlet jobboldalan, ahol m,n==x,y, z; m#n.
Az eredmény:

1
ur == [8§+s§+8§+2 (8§y+8§z+52x)] . (6.54a)
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(b) A (BZR)2 értelmezés alapjan

20, —0y—0;

Sy Szy  Szz 3 ) Tzy Trz
_ _ Oy—0x—02
S=|Syz Sy Sy:| = Tys R Tys (6.54Db)
02 —0z—0
Szx  Szy Sy Tox Tay z 330 y

az S tenzor matrixa.
(c) A lenti képlet baloldalan elvégzett négyzetre emelés és rendezés szerint fennall a

(20, —0y— O'Z)2 +(20y—0y— 02)2 + (20, —0,— Jy)2 =
= [(Jm — O'y)2 +(oy — 02)2 + (0, — Jm)2] (6.54¢)
Osszefliggés.
Helyettesitsiik mostmar a ([E540)-b6l s, és sy, értékeit a oy, és Ty, fesziiltségekkel kifejezve

az up-t ado ([EDZal) képletbe, majd vegyiik figyelembe a ([E24d) atalakitést. Az eredmény az up
fajlagos torzitasi energia a fesziiltségekkel:

1

ur = TTe [(Ux — Jy)2 +(oy — O'Z)2 + (0, — Jm)Q +6 (Ta?y —|-7'y22 —|—7'22z)] . (6.55)
A ([BEX3)2 képletbdl Tt skalarinvarians ([@3TH), alatti értékének helyettesitése utan
1 1-20 )
W= G Ty, Cetoutos) (6:56)

a fajlagos térfogatvaltozasi energia fesziiltségekkel kifejezett értéke.

6.5.3. Fajlagos alakvaltozasi energia rudak egyszerii igénybevételeire. Az altalanos
érvényt ([E10) képlet alapjan szamithato ezekben az esetekben a fajlagos alakvaltozasi energia.

Huzas (nyomaés): N = allando. Figyelembe véve a fesziiltségi tenzor matrixat ado (BI2)
osszefiiggeést, a o.-t ado ([BID) Osszefiiggeést, valamint az anyagallandok kozott fennallo

E27) egyenletet kapjuk, hogy

1 , lo? 1 N?
U=————0:=- —==— —— .
4G(1+v) * 2 E 2 A’E
Hajlitas: M;, = My, = allando, a keresztmetszet x és y stilyponti tengelyei a fétengelyek,
egytengelyt fesziiltségi allapot, o, az egyetlen nem zérus fesziiltség. Erteke az (EI5)
képlettel szamithato. Mivel egytengelyt a fesziiltségi allapot hasznalhatd az el6z6 képlet
els6 része. Kovetkezésképp

(6.57)

" e (6.58)

Csavaras: Kor és korgytiriikeresztmetszetii rudat tekintiink HKR-ben. A csavarényoma-
ték M.. A nem zérus 7p, fesziiltség ([EZD) alatti értékével a HKR-ben érvényes (E69)
egyenletbdl

2 2
1 TRy 1 Mc 9
- _Be__ - e 6.59
“T27@ Ta21a (6.59)

6.6. A RUGALMASSAGTAN ALAPEGYENLET-RENDSZERE

A homogén izotrop szilard test kis alakvaltozas melletti mechanikai allapotanak lefraséara
szolgalo és a szakaszban Osszegezésszertien felsorolt u = u(r) elmozdulasmezs (3 skalaris is-
meretlen), A=A(r) alakvaltozasi tenzormezd (6 skalaris ismeretlen a szimmetria miatt), T'=T(r)
fesziiltségi tenzormezs (6 skalaris ismeretlen a szimmetria miatt), valamint az v = u(r) fajlagos
alakvaltozasi energia (1 skalaris ismeretlen), mint a hely fiiggvénye 6sszesen 3+6-46+1=16 isme-
retlent jelent.

Az els6 15 ismeretlen meghatarozaséra szolgalo teljes egyenletrendszer (a) mezGegyenletekbdl,
és (b) a csatlakozo peremfeltételekbdl épiil fel.
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Az abran vazolt B jeli szilard test A hatarfeliilete az A, és Ay jeld részekre bontott. A két
részt a g gorbe valasztja el egyméstol.
A keresett u elmozdulasmezs, A és T alakvaltozési és
fesziiltségi tenzorok kozott a szildrd test minden egyes pont-

B jaban fennallnak, mint mez&egyenletek
— a (2T egyenlet szerinti
1
Ay A= (uoV+Vou) (6.60a)
tenzorialis alaka kinematikai egyenlet (6sszesen 6
skalaris egyenlet);
— a (BE37a) képlettel adott
2 Ay T=2G A+ AE (6.60D)
1-2v
tenzorialis anyagegyenlet (Gsszesen 6 skalaris egyen-
0 y let);
< — a (B30) képlet szerinti
T -V4+q=0 (6.60c¢)
6.21. abra. vektorialis alaki egyenstlyi egyenlet (6sszesen 3 ska-

laris egyenlet).

Ez 6sszesen 15 egyenlet a 15 ismeretlent jelenté u elmozduldsmezére, A alakvaltozasi ten-
zormezdre és T fesziiltségi tenzormezdre.

Tegyiik fel, hogy A, jeld peremrészen az elmozduldsmezd az elbirt, és u jeloli az elirt elmoz-
dulést. Feltessziik tovabba, hogy az A; jeld peremrészen feliilleten megoszlo terhelés mikodik.
Ennek stirtiségvektorat p jeloli. Nyilvanvalo, hogy a megoldasként adédé u elmozdulédsmezs meg
kell, hogy egyezzen A,-n az ott eldirt elmozduldasmezével. Ugyanigy adddik, hogy csak akkor
lehetséges lokalis egyensuly az A; peremfeliileten, ha a p,, fesziiltségvektor megegyezik ugyanitt
az elsirt peremterheléssel. Kovetkezdleg a (GG0) mezdegyenleteket ki kell egésziteni az

u=u az A,n,
p,=T-n=p az A;-n (6.61)
alaki peremfeltételekkel. Szokés az els§ peremfeltételt elmozdulasi, a masodikat pedig fesziiltségi
peremfeltételnek nevezni.

A ([ED0) mezGegyenletek és (EB) peremfeltételek altal meghatarozott peremértékfeladat
megoldéasanak ismeretében a ([E40) szerinti

1

képletbdl adodik 16-ik ismeretlenként a fajlagos alakvaltozasi energia.

A ([EE0) mezSegyenletek és a (B8]l peremfeltételek a rugalmasségtan alap-egyenletrendszerét
képezik. Ezek megoldasa specialis és a mérnoki gyakorlatban fontos esetekben részint analiti-
kusan, részint numerikus modszerekkel keresheté meg. Az utdbbiak kozil érdemes ehelyiitt is
megemliteni a végeselem modszert és a peremelem modszert.

6.7. MINTAFELADATOK

6.1. Irja fel HKR-ben az egyensilyi egyenleteket !
A [ZI104) és a Z39) képletek helyettesitésével az

0 10
T -V+q= (pRoeRer(poe(erpzoez). <_

0
aReRJrE%e(er%eZ) +q—0

egyenlet kivetkezik a () egyenstlyi egyenletbdl. Elvégezve a kijelolt derivalasokat, a skalaris szorzast és
kihasznalva ekdzben az eg, e, egységvektorok derivalasaval kapcsolatos [(ZUSalb) Gsszefliggéseket kapjuk,
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hogy
9pr , Pr , 19P,  Op.
ok TR "Ry 0

Az eg, e, ¢s e, egységvektorokkal térténd tovabbi skalaris szorzas utan, tekintettel a pg, p, és p,
fesziiltségvektorok ([ZIZalb,c) alatti értelmezésére, a

+q=0. (6.63)

Jop or—0, 10TR, OTr -
R R TR ap "o Tan=0
OTorR  ToR+TRe l%+ 0Ty
OR R R Oy 0z
OT-R n TR l 0Ty n do., ¢ =
OR R R Op 0z

alakban adédnak a skalaris egyenstlyi egyenletek.

6.2. Milyen térfogati terhelés esetén elégiti ki az egyensulyi egyenleteket a fesziiltségi tenzor, ha

T 2zy 0
T= |2y v 0 (6.65)
0 0 22+92

a matrixa az (z,y, z) KR-ben.

A ([EID) egyensulyi egyenletek felhasznalasaval kapjuk, hogy

Go=- 2T gy,

=2y _ Y _ — 4
@ ox Oy 0Oz v
o= Oz Oy Do
Oz dy 0z
6.3. Az abran vazolt téglalapkeresztmetszeti
— a téglalap szélessége egységnyi, magassaga b, a v 1
rid hossza pedig [ — prizmatikus radban
3 43 b
01:07 Uy:_f y*l*l“_ s b
2b 32 3 b'e
) ) (6.66a) | Z
~3fl ) 4z T
7 T o8 )Y

a normalfesziiltségek, és

12 12
-  3fz 4y? L ol -
Txy*’rzzfo, Tyz= 2% <]. b2 ) (666b) ™~

a nyirofesziiltségek értéke, ahol az f feladatpara- 6.22. abra

méter. A radon nem miikodik térfogati terhelés.
Ellendrizze, hogy teljesiilnek-e az egyensilyi egyenletek? Mekkora a rud felsd, alsd és oldallapjain
miik6ds terhelés? Mi az el6z6 kérdésre adott valasz fényében az f feladatparaméter jelentése?
Ha behelyettesitjiik a

00, 0 do, ﬁ (1 492) do. _12fyz

or dy  2b - 3p2 0z b3

és

= = O = — _— = -
oy 0z Ox ox ’ 0z 2b 3b2 oy b3
derivaltakat a [EI0) skalaris egyenstilyi egyenletekbe, akkor azonnal adodik, hogy az els egyenlet iden-

tikusan teljesiil, a masodik és harmadik egyenlet pedig ugyancsak teljesiil:
OTyy Ooy 07y 3f 4y? 3f 4yy?
- =04+=(1-—=|—= |1-=—= 0=0
or "oy T os W=Vt gy 32 ) 2 g2 ) TV
OT2o 0Tz 00, 12fyz 12fyz

ox dy + 0z Tae =0+

0wy  OTp.  OTye  OTeg Ory. _ 3f (1 4y2) 0Ty 12fyz

+0=0.

b3 b3
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Az x és —x normalisi oldallapokon p, =0 és —p, = 0 a fesziiltségvektor. Kévetkezésképp terhelten
a két oldallap. Az aluls6 lapon

3f /b b b 3f2
,py|_b/2:70'y|_b/gey77'yz|_b/gez:*2—b <§6+§> ey+2—b (171)e2:0,

tehat ugyancsak zérus a fesziiltségvektor. Kovetkezésképp az alulso lap is terheletlen. A feliilsé lapon
pedig, 6sszhangban az

3f /(b b b 3fz
Pylvsz = oyloj2€y +Tyzlp/2€: = 5% <§ ~3 +§) T (1-1)e. = fey
szamitassal konstans megoszl6 terhelés miikodik.

6.4. A vizsgalat targyat képzd test adott P pontjaban

8% 0 0
1 2 1
T=| 0 25 0 | [MPa] & n:§ex+§ey+§ez
0 0 -35

a fesziiltségi tenzor matrixa és egy a tekintett pontra illeszkedd feliiletelem normalis egységvektora. Ha-
tarozza meg a teljes fesziiltségi Mohr kor segitségével szerkesztéssel, valamint szamitéssal a feliiletelemen
ébreds o, és 7, normal-, illetve nyirdfesziiltséget.

Vegyiik észre, hogy az x, y és z tengelyek fesziiltségi f6tengelyek és, hogy o, =01 =85 MPa, o, =02 =
=25 MPa és 0, = 05 = —35 MPa a vonatkozo6 f6fesziiltségek. Ezek birtokdban azonnal megszerkeszthetd
a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram:

Tn

30 20 -10 10 20 30 40 50 60 70 80
]

/0\4 >3\ 50

v

40

X
]
| N
30
< e

Va\VieY

/
Va

N

10

/
~N
T
a
~
N\
/
j//*

6.23. abra.

A cosa=n,; =0.5,cosf=n, = V2/2 &s cosy =n, = 0.5 trigonometrikus egyenleteknek oo =y = 7/3 és
B =m/4 a szamunkra érdekes megoldasa. Az «, (§ és v szogek ismeretében, kovetve a2 abra séméajat,
az alabbi lépésekkel megrajzoljuk az a = /3 =4ll. és v=n/3 =all. koriveket: a [01,0] és [03,0] pontokban
hazott fliggdlegesekkel o, illetve 7 szoget bezaro egyeneseket szerkesztiink. Ezek (o1, 03), (01, 02), valamint
(03,01), (03, 02) f6korokkel valo metszésein haladnak at az Os, valamint Oy kozéppontia a=m/3 =4ll. és
~v =m/3 = all. korivek. Az utébbiak metszéspontja kiadja az N = [0y, 7] pontot. (Az abra az ellenérzés
kedvéért az Oy kozépponttu [ = 7/4 = &ll. koriv szerkesztését is feltiinteti. Ez is athalad az N ponton.)
Leolvashat6 az abrarol, hogy o, ~ 25.0 MPa és 7,, ~ 42.5 MPa.
Ami a szamitast illeti a
85 25v2 35
+——e

pn:T'n:?eﬂf 9 977

€z
fesziiltségvektor ismeretében

85 256x2 35
ZJr 1 71—25MPa

Op =1"Py =
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a normalfesziiltség, és

2
85\% [ 25v2 35\ 2
Th=\/p2—T2= (—) +<—‘[> +<—) — 952 = 42.46 MPa

2 2 2

a nyirofesziiltség. A kétféleképpen is meghatarozott értékek jo egyezést mutatnak.

6.5. Ismertes a vizsgalat targyat képzd test valamely P pont-
jaban a fesziiltségi tenzor matrixa az (z,y, z) KR~ben.

48 0 —60 X
T= 0O 100 O [MPa] . A 48
_ 1 ¢
60 O 6 £.=60
Hatarozza meg Mohr-féle fesziiltségi kordiagram segitségével a £6- -60
fesziiltségeket és a fesziiltségi fGiranyokat. B 3
A megoldas soran a B2l szakaszban kozolt sémét kovetjiik. -60
Nyilvanvalo, hogy az y irdny f6irany. Az p, q,r irdnyoknak most | - Z
rendre az z, x, y iranyok felelnek meg. A abra jobboldali felss * -16
része a pozitiv y tengely fel6l nézve szemlélteti az elemi kockan
ébredd fesziiltségeket. Leolvashato az elemi kockarol, hogy 7, =60
MPa. A kordiagramot szerkesztve els6 1épésben megrajzoljuk
T
-56 -48 -40 -32 -24 -16 -8 " 8§ 16 24 32 40 48 56 64 72 80 83 96 10480
L ~N 2
A — M - N 64
1L
T \
//, 7[-16,60) i X[48,60] NN N 56
/] N 48
/4 N \ 40
B
/] < 24
I 2 \ \ 16
/ P \ |
8
| ATN 6,
L ram! ! AN ED N
(oF} 0] Ol 02 Gy 03 (o)
Y[84,0]

6.24. abra.

az e, és e, normalisok X[48,60] és Z[—16,60] képeit. Az X, Z pontokat &sszek6ts vizszintes felez6 merd-
legese kimetszi a o, tengelybdl az X, Z pontokon athalado f6kor kozéppontjat (mint késsbb kideriil az
O pontot). Az O1, X pontok kozotti tavolsaggal, mint R sugarral megrajzolt Oy kozépponta kor és a o,
tengely két metszéspontja megadja a hidnyzo (a jelen esetben a oy és o3) f6fesziiltségeket. A harom f6fe-
sziiltség birtokdban megszerkeszthets a masik két, azaz a (01, 02) és (01, 03) f6kor. Az 1 jeld f6tengely és
az x tengely altal bezart =1, sz0g a [02,0] és az X[48,60] pontok altal meghatarozott korivhez tartozo
keriileti sz0g. A vonatkozo 2¢ nagysagu kozépponti szog a szinezéssel kiemelt derékszogl haromszogben
jelenik meg. A f6tengelyek jobbsodrati KR-ének megszerkesztésekor a 7., = —60 MPa fesziiltség iranyaba
mértiik fel a ¢ = 1, szoget az elemi kockat szemléltets abrarészleten.

Bar valamennyi érték leolvashato a koérdiagramrol, a keresett mennyiségek a megszerkesztett kordi-
agram alapjan, a (G2 b,c) képletek értelemszert alkalmazéasaval, szamithatok is. Az

2 2
R\/<J 20> +T§z\/< 8; 6> +60% = 68 MPa
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sugar birtokaban

oy = UZ;”’” tR= 48;16—1—68: 84MPa, 03— UZ;U” —R= 48?6 — 68 = —52 MPa
a két hidnyzo f6fesziiltség. A o1 normalfesziiltség ismeretében
tan g1, = 01; To _ 84(;)48 =0.6, azaz @1, =@ = arctan0.6 = 0.540 42 radidn = 30.964° .
Kovetkezésképp '
sinp = tanp 006 =0.514496 és cosp= ! ! =0.857493.

\/1+tan2<p7\/1+0.36 \/1+tan2507\/1+0-36
Ezekkel az eredményekkel azonnal adodnak a keresett fGtengelyek iranyvektorai:
e; =cospe, —sinpe, =0.857493 e, —0.514496 e,
e3 =sinpe,+cospe, =0.514496e,+0.857493 e, .

6.6. Rajzoljuk meg, huzott és nyomott rud esetén a teljes fesziiltségi Mohr-féle kordiagramot.

Gn
G3=0, 62 01=09=0 03=03=0 Uoz 61=0;,
Z[c,,0] X=Y[0,0] Z[c,,0]

6.25. abra.

A BE2H 4abra baloldali részlete mind hizott, mind pedig nyomott riad esetén szemlélteti a fesziiltségi
allapotot az elemi kockan. Lelolvashatd, az elemi kockarol, hogy a koordinatatengelyek f6tengelyek. Huzés
esetén o1 =0, 09 = 03 =0, kovetkezésképp a (01, 02), (01, 03) {6korok egybeesnek, a (o2, 02) {6kor pedig
pontté zsugorodik. Mivel nyomas esetén o3 = 0,, 01 = 02 =0, a (01,03), (02,03) {6korok esnek egybe
mig, a (01,03) f6kor pontta zsugorodik. A jobboldali dbrarészlet, a késSbbiek kedvéért — eléreutalunk
itt Mohr-féle redukalt fesziiltség fogalmat értelmezd szakaszra — azzal a feltételezéssel szemlélteti a
vonatkoz6 két Mohr kort, hogy azonos a o, normélfesziiltség abszolut értéke.

Huzast feltételezve feltiinteti az abra az 1 jelid f6tengellyel az yz sikban ¢ szoget bezaré n normaélis
esetén az No,, 1,] pont szerkesztését. Leolvashato a jobboldali Mohr kérrél, hogy

Oz Oz .
Un:7(1+0052<,0) , 7'":781112()0.

6.7. Rajzoljuk meg csavart kor-, vagy korgytiriikeresztmetszet rud esetén a teljes fesziiltségi Mohr-

féle kordiagramot az (R, ¢, z) HKR-ben tekintve a fesziiltségi allapotot.

Tn
R:|T¢z|/2 Z:¢[O,|T¢z|]

(Plz:n/4

63:_|T(|JZ| Ol 02 O3 01=Tyz

6.26. abra.
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A abra baloldala pozitiv M. csavaronyomaték feltételezése mellett szemlélteti a csavart rad egy
P pontjaban az elemi kocka segitségével a fesziiltségi allapotot. Nyilvanvalo, hogy az R irany fGirany,
a or = 0 fesziiltség pedig f6fesziiltség. Kovetkezésképp a szerkesztési séma p, g, r irdnyainak az ¢, z, R
iranyok felelnek meg. Az R f6irany feldl tekintve az elemi kockat elsé lépésben megrajzoljuk a p, és p,,
fesziiltségvektorok Z[r,.,0], ®[7.,,0] képeit a o, 7, sikon. Mivel a két pont egybeesik a KR 7, tengelyén a
két ponton athalado f6kor kézepe az egybeesd két ponton keresztiil huzott fiiggbleges és a o, tengely met-
széspontja (a oy, 7, KR origoja), sugara pedig 7,.. A f6kor megrajzolasa utan annak figyelembevételével
szerkeszthetd meg a masik két f6kor, hogy az origd a or = 0 féfesziiltség képe.

A szerkesztés eredménye a abra jobboldalan lathato. Leolvashato az abrarol, hogy

o1=\Tpz|, 02=0, & o03=—|1,]

a harom féfesziiltség. Az is latszik, hogy @1, = /4 az 1 jeli f6tengely z tengellyel bezart szoge. Az elemi
kockan megrajzoltuk, 7, irdnyaba mérve fel elsé 1épésben a 1. szoget, a f6tengelyek jobbsodrati KR-ét.
Ko6nnyt belatni, hogy a Mohr kor, és a féfesziiltségek képletei negativ M, csavarényomaték (negativ 7.,,)
esetén is érvényben maradnak. A f6tengelyek meghatarozasat erre az esetre az olvasora hagyjuk.

6.8. Ismertes a vizsgalat targyat képz6 test valamely P

. Y pontjaban az alakvaltozasi tenzor méatrixa az (x,y, z) KR-ben.
ey=-4.0x10 88 —120 0
Ty «—Y I 0x1g? A=| -120 40 0 |x107*.
2 1 2 0 0 —24
€y 4 Hatarozza meg Mohr-féle alakvaltozasi kordiagram segitségével
e £x=8.8%x10 e
x o TXTo " a fényulasokat és az alakvaltozasi fGiranyokat.
l Vyx 19.0 10_4 A megoldas soran értelemszertien kovetjiik a 24l szakasz-
5 X ban kozolt sémat, illetve a 6.5. Mintafeladat gondolatmenetét.
Nyilvanvalo, hogy a z irdny féirdny. A p, q,r irdnyoknak tehat
most rendre az x,y,z iranyok felelnek meg. Els6 lépésként
Y2—n %109
-112 -96 -80 -64 -48 -32 -16 16 32 48 64 80 96 112 128 144 160
T HE 1
Y[-40,120] S X[88,120) 128
[ 1]
17
- N 112
96
/
P v N 80
/. N 64
/] e QA
4 T N
/ \ 48
D% ~ s
[/ N[/ \
4 \/ y
€, x10°
! ! ! .
€ 3%103 01 €4%x105 O (O 0,4 €4 %103
7Z[-24,0]
6.27. abra.

mindig megrajzoljuk az alakvaltozasi allapotot szemléltets elemi triédert az ismert f6irany felsl nézve, oly
modon, hogy a p irdny vizszintes legyen. A 21 abra baloldali fels6 része a pozitiv z tengely, vagyis az
ismert féirany fel6l nézve szemlélteti az elemi triéderen az o, és oy, alakvaltozasi vektorokat. Leolvashato
az elemi triéderrél, hogy 7, /2=12.0 x 10~% MPa. Az alakvaltozasi kordiagramot szerkesztve elss lépésben
megrajzoljuk az o, és o, alakvaltozasi vektorokhoz tartozo X[88,120] és Z[—40,12] pontokat (Figyelem:
az abran a tényleges értékek 10° hatvannyal valo szorzatai szerepelnek!). Az X,Y pontokat &sszekits
vizszintes felez6 merdlegese kimetszi a &, tengelybdl az X, Y pontokon athaladd f6kor koézéppontjat,
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(késébb latni fogjuk, hogy ez az Oy pont). Az O, X pontok kozotti tavolsaggal, mint R sugarral megrajzolt
O kozéppontu kor és az €, tengely két metszéspontja megadja a hidnyzo (a jelen esetben a g1 és e3)
fénytulasokat. A harom fényulas birtokdban megszerkeszthets a masik két, azaz az (1, e2) és (e, £3) f6kor
és az is vildgossa valik, miért hasznaltuk az Oq jelolést. Az 1 jeld fGtengely és az x tengely altal bezart
© = @1, sz0g az [e1,0] és az X[88,120] pontok altal meghatérozott korivhez tartozo keriileti szog. A
f6tengelyek jobbsodrati KR-ének megszerkesztésekor a v,,/2 = —12.0x szégtorzulas iranyaban meértiik
fel a ¢ = 1, szdget az elemi triédert szemléltets dbrarészleten. Ennek az az oka, hogy a vy, az abran a
novekvs fajlagos nyulas iranyaba mutat (ugyanigy, mint ahogy a 7 a névekvs o iranyaba mutat).

Ugyan valamennyi érték leolvashaté a kordiagramrol, de a keresett mennyiségek a megszerkesztett
kordiagram alapjan szamithatok is. Az

e \2 N\ 2 40\
oy (55 () = (257) g

sugar birtokaban

_ Extes

st R=

(8840
€1

+ 136) x1075=16.0x10"%,

_Ete o (88—40

=" — 136) x107%=—-11.2x107*

a keresett két fonyulas. A g1 f6nyilas ismeretében a szinezéssel kiemelt derékszogi haromszoghdl

2(e1—e,) 16088

tan i, = 5 60 1.2, azaz 1, =@ =arctan1.2 =0.876 058 radian = 50.1944° .
Kovetkezésképp
t 1.2 1 1
sinp = ——an? —0.768221 és cosp= =0.640184.

\/1+tan2<p:\/1+1-44 \/1+tan2g0:\/1+1-44
Ezekkel az eredményekkel azonnal megkapjuk a keresett f6tengelyek iranyvektorait :

e} =cospe, —sinpe, =0.640184e,—0.768 221 e,

ez =sinpe;+cospe, =0.768221 e, +0.640 184 e,, .

6.9. Ismertes a fesziiltségi tenzor
diadikus elééllitasa:

Vn
To _n
263 T =250e,0e,+
-200 -100 -50 50 100 150 200 250 300 350 +(50e, —200e,) o e, +
-50 50 100 200 250 300 350 400 450 500 +(=200e,+350e.) 0. MPa

9250 Irja fel a fesziiltségi tenzor matri-

Y:[SO,QOO]// /\ \\Z*:[350,200] xat, majd szerkessze meg az egye-

200 sitett Mohr-féle fesziiltségi és alak-

\ / valtozasi kordiagramot, ha G=80 x

150 x 103 MPa és v = 0.3.
/ \ \ ) A fesziiltségi tenzor

100
// \ EN\ 250 0 0
50 T=|0 5 —200| MPa
f Og 0, [Og } \} 2Ce, 0 —200 350
{ @—0 i )

o4 VI 0, o 0, o, o, matrixarol leolvasott adatokkal,
Ty =190 kovetve a 6.5. Mintapélda 1épéseit,
> kénnyen megszerkeszthets a Mohr-

féle fesziiltségi kordiagram. Ezért a

6.28. abra. szerkesztés lépéseit nem részletez-

zik. A kordiagramot szemléltets

X=[250,0]

-
Bl

abrarol leolvashato, hogy
o1 =450 MPa, o9 =250 MPa, o3 = —50MPa.
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Az 1 jeld f6tengely z tengellyel bezart szoge:

q1—% _ arctan M = arctan 0.5 = 0.463 648 radian = 26. 565 .
|TyZ| 1200]

A fétengelyek KR-ét a megszokott modon az ismert {Girdny felol néz-
ve szemlélteti a abra.

(1, = arctan

A szakasz szerint a megrajzolt Mohr-féle fesziiltségi kordi- 7
agram Mohr-féle alakvaltozasi kordiagramkeént is szolgal, ha eltoljuk (0] 4 350
az origdt az abcissza tengelyen a ®{ 200 &= 200
Ty _ (250450+4350)x03 _ 0 - 3
14v 140.3 |—200 v
értékkel pozitiv iranyba, mivel Tjv/(1+v) > 0. Az O. origoja 4j ¢ 0 >
KR kék szinti az dbran. A vizszintes tengelyen o, helyett 2Ge,,, a
fiiggsleges tengelyen pedig 7, helyett ~, /2 2G-szerese olvashato le.
Eszerint .
QGEZ' =0;— L TI , i = 1’2’3 , 629 abra.
14+v
azaz
2Ge1 = 300 MPa 2Ge; =100 MPa 2Ge; = —200 MPa .
6.10. Az abran vazolt b =24 mm vastag négy- ,
zetalak aluminiumlemez fels6 lapjara (G=0.26 x
x 10°MPa, v = 1/3) acéltiivel négyzetet karcol- N 400mm
tunk, oly modon, hogy az ABCD négyzet atlo-
inak 200 mm a hossza. Az atlok egybeesnek a 400mm

fels6 lap szimmetriatengelyeivel. A lemez oldal- A‘!R
lapjain a lemez sikjaval parhuzamos egyenletesen ‘V“» y
megoszlo ER miikodik. Az y tengellyel parhuza- W\.
mos z normalist oldalélen o, = 78 MPa, az x o
tengellyel parhuzamos y normaélisi oldalélen pe-
dig o, = 130 MPa a megoszlé ER stirtisége. (A
negativ x és y normalisu oldaléleken az ER-ek
ellentettjei hatnak.) A fels6 és also palastok ter- 6.30. abra.
heletlenek. Hatarozza meg, hogy mennyi (a) az
lac, lpp atlok hosszvaltozésa, (b) az 4 p oldalél hosszvaltozésa, (c) a lemez b vastagsaganak megvaltozasa
és (d) a lemez V térfogatanak megvaltozasa a terhelés hatéaséara.

A terhelés modjabol adodik, hogy homogén a lemez fesziiltségi allapota és, hogy

Yy
(¢}

X

7 0 0
T=| 0 130 0 | MPa
0 0 O

a fesziiltségi tenzor matrixa. Mivel a fesziiltségi és alakvaltozasi tenzorok fGiranyai megegyeznek és az x,
y és z tengelyek a fesziiltségi tenzor fétengelyei kévetkezik, hogy vzy = vy» = 7.2 = 0. A fényilasok pedig
a ([E38) Hooke torvény alapjan szamithatok:

1 v 1 1

= Jg,—— T ]=—— (78— =x208) =5.0x10"*

f0 =g e, Tl 0.52><105( 1" ) x
1 v 1 1

_ T =—— (130-=x208) =1.5%x1073 :

=56 1y 0.52><105( e ) 8 (6.67)
1 v 1 1

c=—op———Tj| = ——— [0.0—=x2 =—-1.0x1073

=361 1 T = g (00 1" 08) 010

A fényilasok birtokdban
ey =eptey+e.=50x107*+1.5x 1073~ 1.0 x 10~% = 0.001

a fajlagos térfogatvaltozas. Az eap = eaps€s+eapyey = %iez + gey iranyvektorral pedig

(5.0x107*41.5x10~%) = 0.001

o A _ 2 2 _ 1
€AB=eAB-A-eAp = €)p,ExteYp,y = B}

az AB iranyu fajlagos nyulas. A kapott értékekkel
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Mo =lacer =200%x5.0%x107* = 0.1mm

App =lppey, =200x 1.5x107% = 0.3mm
és

A =lapeap =V 1002+1002 x 0.001 = 0.141 421mm

a hosszvaltozasok,

M =be,=24x-1.0x10"% = —0.024mm
a vastagsag megvaltozéasa és

Ay =V ey =400 x 400 x 24 x 0.001 = 3. 84 x 10°>mm?

a térfogatvaltozas.

GYAKORLATOK

6.1. Igazolja, hogy zérus térfogati terhelés estén egyensiilyi a

2,2 2 2,2 2
o, =2GA vy r , 0.=2GA v Y , 0'2172GAi,
r3(r+z) r2(r+z2)>? r3(r+z) r2(r+z)>2 r3
xy(z+2r) x Yy
Tey = Tyz = 72GA—7“3 (T‘+Z)2 y  Tzz = Tzz — 72GA7"—3 v Tyz = Tzy = 72GAT_3

fesziiltségmezs. A képletekben A allando és r = /22 +y2 + 22
6.2. A vizsgalat targyat képzd test adott P pontjaban

80 0 0
1 1 2
Tp={ 0 20 0 [MPa| és n:Eex+§ey+\/7_eZ
0 0 -—40

a fesziiltségi tenzor méatrixa és egy a tekintett pontra illeszkedd feliiletelem normaélis egységvektora. Ha-
tarozza meg a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram segitségével szerkesztéssel, majd ezt kovetGen sza-
mitéassal a o, és 7, fesziiltségek értékét.

6.3. Ismertes a vizsgalat targyat képzo test valamely P pontjaban a fesziiltségi tenzor méatrixa és egy a
tekintett pontra illeszkedd feliiletelem normaélis egységvektora:

584 0.0 —288 /2
Tp= 0.0 —400 00 | [MPa] & n=0.7.e,+0.1e,+ 5-e..
—288 0.0 416

Hatarozza meg (a) a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram segitségével szerkesztéssel a {Gfesztiltségeket
és a fGiranyokat, illetve a o, és 7, fesziiltségeket és (b) az utobbi két értéket, ellendrzés céljabol, szamitsa
is ki. (Erdemes az n vektort a fstengelyek KR-ébe transzformalni az N pont szerkesztése elstt. )

6.4. Hatérozza meg az alabbi, az (z,y,z) KR-ben matrixaikkal adott fesziiltségi tenzorok esetén: (a)
a Mohr-féle teljes fesziiltségi kordiagram megszerkesztése alapjan a f6fesziiltségeket, (b) a fétengelyek
KR-ét a f6iranyok elemi kockan toérténd bejelolésével, és (¢) a f6iranyok iranyvektorait.

[ —40 0 0 (70 40 0
T= 0 0 —30 | [MPa], T=|40 10 0 | [MPa],
| 0 —30 32 | 0 0 50
[ 44 0 60 [ -8 0 —48
T=| 0 -12 0 | [MPa], T= 0 112 0 | [MPa].
| 60 0 —20 | —48 0 32

6.5. A vizsgalat targyat képzd test adott P pontjaban

10.0 0.0 0.0
5 1 1
Ap=| 00 40 00 |x107 és nzgex+§ey+§ez
0.0 0.0 —2.0

az alakvéltozasi tenzor matrixa és egy a tekintett ponthoz kotott iranyvektor. Hatérozza meg a Mohr-
féle teljes alakvaltozési kordiagram segitségével szerkesztéssel és ezt kovetGen szamitassal az €, és 7y, /2
alakvaltozasok értékét.

6.6. Hatarozza meg az alabbi, az (z,y, z) KR-ben matrixaikkal adott alakvaltozasi tenzorok esetén: (a)
a Mohr-féle teljes alakvéltozasi kordiagram megszerkesztése alapjan a fényulasokat, (b) a fGtengelyek
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KR-ét a f6iranyok elemi tiéderen toérténd bejelolésével, (c) az ismeretlen f6iranyok iranyvektorait, és (b)
a féfesziiltségeket az altalanos Hooke torvény felhasznalasaval, ha F =2 x 10° MPa, és v = 0.25.

[ —12.0 —30.0 0.0

A= -300 200 00 |x107°, A=
| 00 00 600
(56 00 6.0

A=1|00 00 00 |x1073, A=
| 60 00 —08

32.0
0.0
20.0

—20.0
0.0
—48.0

—36.0

—98.0

0.0 20.0
0.0
2.0

—48.0
0.0
20.0

x 1077,
0.0

0.0

0.0

x 1074,

6.7. Szerkessze meg az egyesitett Mohr-féle fesziiltségi és alakvaltozasi kordiagramot a 6.4. Gyakorlat
fesziiltségtenzorai esetén, ha G = 0.8 x 10° és v =1/3. Szamitsa ki a kordiagram felhasznalaséval a fony-

lasokat és ezek ismeretében a fajlagos térfogatvaltozast.

6.8. Szerkessze meg az egyesitett Mohr-féle alakvaltozasi és fesziiltségi kordiagramot a 6.6. Gyakorlat
alakvaltozasi tenzorai esetén. Szamitsa ki a kordiagram felhasznalasaval a féfesziiltségeket.

6.9. AG3T abran szemléltetett médon egy nyoméstar-
t6 edény oldaléra terheletlen allapotban acéltiivel 45 x
x 45 mm? nagysagu négyzetet karcoltunk. Miutan a nyo-
més elérte a tartos lizemi értéket az abran vazolt két-
tengelyti fesziiltségi allapot alakult ki a négyzetben. Sza-
mitsa ki az AB és BC oldalélek, valamint az AC atlo
hosszvaltozasat, ha G=0.8 x 10° MPa és v=1/3 (vagyis
acelbol késziilt a tartaly).

6.10. A abran szemléltetett acéllemezben (G =
=0.8x10° MPa, v = 1/3) kéttengelyt a fesziiltségi alla-
pot: o, =80 Mpa, o, =120 Mpa. Hatarozza meg az AB
és BC oldalélek, valamint az AC' atlé hosszvaltozasat.
6.11. Tegyiik fel, hogy alE32 abran szemléltetett acél-
lemezben kéttengelyti a fesziiltségi allapot: o, = o0,, és
emellett el6irjuk, hogy zérus értéki a lemez hosszval-
tozésa a y iranyban. Mekkora o, és a 0,/e, hanyados
értéke.

6.12. Gyakorta el6fordul, hogy adott normaélisu felii-
leten zérus a fesziiltségvektor. Ilyen esetet szemléltet
a abra téglalapalaki ABCD lemeze. Ekkor az
adott normalisra merdleges sikban ébredd sikfesziiltsé-
gi allapotrol beszéliink. Tegyiik fel, hogy 6sszhangban
az abraval a kérdéses normalis a z tengellyel esik egybe.
Tegyiik fel tovabba, hogy ez esetben mérésekkel meg-
hataroztuk a feliileten az e, és ¢, fajlagos nyulasokat.
Mutassa meg, hogy a megmeért fajlagos nyulasok isme-
retében a

2G 2G
T (Eatrey),  oy=17—

v
— (ex+ey)

Oy = (ey+ves) ,

€2 =7

(6.68)
képletekbdl szamithato o, o, és €, értéke.

45mm

6, =80 MPa

ottt o

H S|

45mm

6.31. abra.

6, =40 MPa

\AdAAAAAAL

6.33. abra.

6.13. Igazolja, hogy homogén izotrop test esetén egybeesnek az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor fGira-

nyai.
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6.14. Az alkalmazott tamaszok (kényszerek) megakada-
lyozhatjak, hogy egy adott iranyra — legyen ez a z irany —
merdleges metszeteit tekintve allando keresztmetszeti test
egyetlen pontja se mozduljon el ebbe az iranyba. Ez esetben
sikalakvéltozéasi allapotrol beszéliink, hiszen a test adott
irdnyra mergleges valamennyi metszete sik marad és csak
a sajat sikjaban valtoztatja alakjat. Kovetkezsleg zérus ér-
téki az adott iranyu fajlagos nytléas és az adott irdany és a
keresztmetszetek sikjai kozott a fajlagos szogtorzulas: €, =
=Y.z = Y2y = 0. Mutassa meg, hogy ez esetben

0, =—v(0gz+0y) ,
1

=5 loy —v(0u+0y)] .

(6.69)
Milyen megszoritasnak kell a test terhelésének sikalakval-
tozast feltételezve eleget tenni? (A viszonyokat szemléltets
B34 abra nem tiinteti fel a véglapok tengelyiranyi mozga-
sat megakadalyozo kényszereket.)

= oz —v(oatoy)| , ey =

2G

6.15. Mutassa meg, hogy HKR-ben
1 1
u=; T.--A= 3 (ORER+0pEG+ 0262+ TR YRy + T2V +T2RV2R) - (6.70)

a fajlagos alakvaltozasi energia.
6.16. Igazolja, hogy HKR-ben

1 v 2
u = e 0%+ oi +o?— oy (UR +o,+ UZ> +2 (7'12,—{@ +T£z + TZQR) (6.71)
a fajlagos alakvaltozasi energia a fesziiltség-koordinatakkal kifejezve.
6.17.* Mutassa meg, hogy az alakvaltozasi tenzor ismeretében a
u= L 2424247 (Ex—i—s +52>2+1 (12, +272,+272,) (6.72)

modon szamithato a fajlagos alakvaltozasi energia.
6.18." Igazolja az el6z6 képlet felhasznaléasaval, hogy csak akkor pozitiv a fajlagos alakvéltozési energia,
ha teljesiilnek a G > 0 és 0 < v < 0.5 egyenl6tlenségek. Miben all a két egyenlGtlenség jelentsége ?
6.19.* Mutassa meg, hogy homogén izotrop testek esetén a G/E hanyados eleget tesz az 1/3<G/E<1/2
egyenlGtlenségnek.
6.20.* Igazolja, kiindulva a fajlagos alakvaltozési energia ([GZI) alatti képletébdl, hogy a

ou . ou
= 92 és Tonn = 78%%/2
derivaltak — m,n = x,y, z, m # n — az altalanos Hooke torvény skalaregyenleteit adjak vissza. Mi lehet
ennek az eredménynek a jelentésége 7

On



7. FEJEZET

Az ellenérzés és méretezés egyes kérdései

7.1. BEVEZETES

7.1.1. Az ellendrzés és méretezés fogalma. A B2ZT cimi szakaszban ramutattunk arra
a koriilményre, hogy megtervezett vagy megépitett szerkezetek, gépek, vagy géprészek esetén is
felmeriilhet az a kérdés, hogy képes-e a megtervezett, avagy az elkésziilt szerkezet az lizemelés
kozben fellépd terheléseket olyan karosodas nélkiil elviselni, amely megakadalyozza a rendelte-
tésszert hasznalatot. Ezt a mérnoki feladatot ellendrzésnek neveztiik.

Adott funkcié megvalositasara szolgald 1j szerkezet, vagy gép tervezése soran Kkitiintetett
figyelmet érdemel a szerkezet, illetve részei anyaganak és a geometriai méretek megvélasztasanak
probléméja, mivel az iizemeltetés illetve a hasznalat kozben felléps terhelések nem okozhatnak
tonkrementelt, vagyis olyan karosodast, amely megakadélyozza a rendeltetésszert hasznélatot.
Ezen mérndki feladat megoldasat méretezésnek hivtuk.

Huzés (nyomés), azaz egytengelyt fesziiltségi allapot esetén, az idézett BZT szamu sza-
kasz tisztazza az n; tényleges és az n = n. eldirt biztonsagi tényez6 szerepét, értelmezi az anyag
tonkremenetelére jellemz6 ojen normalfesziiltséget, tovabba bevezeti a 0y,¢ megengedett normal-
fesziiltség fogalmat.

Mivel tiszta hajlitas esetén is egytengelyi a fesziiltségi allapot a fenti fogalmak értelemszerten
alkalmazhatok erre az esetre is.

A B2 szakasz kor és korgytrii keresztmetszeti rudak csavarasara (vagyis egy specialis
kéttengely fesziiltségi allapotra) nézve tekinti 4t a méretezés és ellendrzés kérdéskorét. Bevezeti a
tonkremenetelre jellemzs Tjen nyiréfesziiltséget, és a Tmeg megengedett nyirofesziiltség fogalmat. A
biztonsagi tényezd fogalmat ugyanolyan médon értelmezi, mint fentebb az egytengely fesziiltségi
allapot esetén.

Ko6z0s sajatossag a felsorolt harom egyszeri igénybevétel tekintetében az, hogy az ellendr-
zés, méretezés (a keresztmetszeti méretek helyes megvélasztasa, vagy a méretek megvélasztasa
helyességének ellendrzése) egy szamitott fesziiltségérték és egy megengedett fesziiltségérték dssze-
hasonlitdsan nyugszik.

Bar a biztonsagi tényezs és ennek révén a megengedett fesziiltség értékét befolyasold koriilmé-
nyeket részletesen megvizsgaltuk — visszautalunk itt a B2Z7 szakasz utolsé bekezdését megel6z6
felsorolasra — szamos tovabbi koriilményt nem vettiink figyelembe az ellenérzés és méretezés ed-
dig attekintett feladatai kapcsan. Feltételeztiik ui., hogy (a) allando (idéfiiggetlen) a terhelés (b)
allando keresztmetszetd a vizsgalt rad (rudszakasz) (d) ez a rad (radszakasz) a Saint-Venant
elvnek megfelelGen tavol van a terelés bevezetésének helyétsl (d) specialis (nem haromtengelyti)
a fesziiltségi allapot.

Elvi fontossagu az a kérdés is, hogy mikor tekinthets két kiilonbo6z6 fesziiltségi allapot (pl. a
htizas, nyomas estén felléps egytengelyti, a csavarasnal kialakulo kéttengelyti fesziiltségi allapot,
vagy valamilyen haromtengelyt fesziiltségi allapot) egyforman veszélyesnek.

7.1.2. Az ellenGrzés és méretezés célja. A fentiek tanisaga szerint az ellenGrzés és mére-
tezés célja annak biztositdsa, hogy valamely gép vagy teherhordé szerkezet a mindennapi hasz-
nalatban felléps lizemszeri erShatasokat (terheléseket) kell§ biztonsaggal, adott esetben meg-
hatarozott ideig képes legyen tgy elviselni, hogy a szerkezet allapotaban a terhelések hatasara
bekovetkezs valtozasok (pl. repedések, marado alakvaltozasok, kopas hatasa etc.) ne akadalyoz-
zédk meg a rendeltetésszerd hasznalatot.

Mivel a méretezés ellendrzés meglehetGsen Gsszetett feladat vilagosan latnunk kell, hogy me-
lyek azok a koriillmények, amelyek dontSen befolyasoljak a feladat megoldasat.

189
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A teljesség igénye nélkiil két csoportra osztjuk azokat a kortilményeket, amelyek figyelembe-
vétele nélkiil nem lehetséges az ellendrzési vagy méretezési feladat megoldésa.

1. A szerkezetet jellemz§ adatok, részletezve:

(a) A szerkezet rendeltetése (épiilet, gép, kozuti jarmd, hajo, repiilégép, hajtomd, daru-
szerkezet etc.).

(b) A szerkezet geometriai kialakitasa (nagyséaga, aranyai, Osszetettsége).

(c) A szerkezet illetve részeinek anyaga (ezek viselkedése terhelés alatt: anyagegyenletek,
az anyagok terhelhet&sége etc.)

(d) A karosodas, illetve a tonkremenetel lehetséges modja (repedés, torés vagy szakadéas,
tulzott mértékid marado alakvaltozés illetve kopas, nem megengedhet§ nagysaga ru-
galmas alakvaltozas).

(d) Kornyezeti hatasok (hémérsékletvaltozas, korrozio, kopast okozd hatasok).

2. A terhelés jellege (térbeli megoszlasa, id6beli valtozasa, nagysaga).

Megjegyezziik, hogy terhelésnek kell tekinteni a hémérsékletmezé egyenlStlen térbeli megosz-
lasanak vagy a hémérsékletvaltozasnak hatasat (az utobbira a Bl szakasz mutat be példat).

A terhelés térbeli megoszlasa, a terhelés nagysaga sokféle lehet (koncentralt erck alkotta ER,
térfogaton, feliileten avagy vonal mentén megoszlo terhelés.)

T

— b, A

7.1. abra.

Ami a terhelés idébeli lefolyéasat illeti kiilonbséget tesziink (a) statikus (idében &allando pl. a
szerkezetek onsulya), (b) idében lassan valtozo, (c) id6ben véletlenszertien valtozo (pl. az utrdl a
jarmiikerekekre atadodo erd), (d) 16késszert (pl. kovéacsologépek), (e) idében periddikusan valtozo
és (f) tisztan szinuszos terhelés kozott. Arra az esetre, amikor egy szammal jellemezhetd a terhelés
nagysaga (egyparaméteres a terhelés) a [l dbra szemlélteti a felsorolt eseteket.

A fentiek Osszefoglalasszertien attekintették a méretezés és ellendrzés kapesan felmeriils kér-
déskoroket. Ezek egy jelentss része kivill esik a Szilardsagtan (tagabb értelemben a Miiszaki
Mechanika) altal vizsgélt szakteriileteken, megoldasuk tovabbi mérnoki tudomanyok pl. Anyag-
tudomany, Gépelemek, Szerszamgépek, Ho-, és Aramlastani gépek ismertét igényli. A jelen konyv
a méretezés és ellendrzés kérdéskoreit tekintve elsGsorban a szilardsagtani vonatkozasa problé-
mak megoldasara helyezi a hangsulyt, megjegyezve, hogy a szerkezeti anyagok gyors fejlédése
miatt még ebben a tekintetben sem torekedhet a teljességre.
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7.2. MERETEZES STATIKUS TERHELESRE

7.2.1. Méretezési szemléletek. Mivel a terhelések rendszerint valtoznak az idében a sta-
tikus terhelésre torténd méretezés akkor jogosult, ha a terhelési és a leterhelés egyarant lassu
(elhanyagolhatok a dinamikai hatasok), mig az tizemeltetés kozbeni terhelési szint jo kozelitéssel
allandonak tekinthetd.

Az ellendrzés és méretezés soran két alapvetd szemléletet szokas egyméstol megkiilonboztetni:
ellenérzés, méretezés

(a) lokdlis fesziiltségjellemzd alapjan, avagy

(b) a teljes szerkezet viselkedésére jellemzd valamilyen mennyiség alapjan.

A lokdlis fesziiltségjellemzd alapjan torténd szamitas soran a szerkezet valamennyi pontjaban
meg kell vizsgalni a fesziiltségi allapotot, majd el kell donteni ezek Osszehasonlitaséval, hogy
mely pontokban tekinthets az a legveszélyesebbnek. Ha a szerkezet megfelel, akkor a ezekben a
pontokban is elegendd a biztonsag (megegyezik az elsirt értékkel, vagy nagyobb annél) a marado
kérosodést és igy lizemképtelenséget okozo fesziiltségi allapothoz képest. Mivel a szerkezet egyes
pontjaiban egymastol dltalaban kiillonboz§ fesziiltségi dllapotok alakulnak ki, ezek dsszehasonlita-
sa megkivanja egy a fesziiltségi allapot veszélyességének jellemzésére hasznalhato paraméter, azaz
az egyenértéki, vagy elterjedtebb nevén redukdlt fesziiltség fogalmanak bevezetését. A fesziilt-
ségjellemzd alapjan torténd szamitast a fentiek alapjan fesziltségesicsra torténd ellendrzésnek,
illetve méretezésnek nevezziik.

Szerkezeti jellemzdnek tekintjiik és elsGsorban jol alakithatd anyagokbol késziilt szerkezetek
esetén alkalmazzuk

() a szerkezet an. teherbirdsdt megado terhelési paramétert (terhelést),
(B) a szerkezet el6irt korlatnal nagyobb elmozduldsdt, alakvdltozdsdt okozd terhelést,
(v) valamint a szerkezet stabilitdsvesztését okozo terhelést.

A szerkezet teherbirdsdin altaldban azt a terhelési paramétert (terhelést) értjiik, amely a
szerkezet egyes részein jelentGs marado elmozdulasokat, alakvéltozasokat okoz. Megforditva és a
fogalom vilagossé tétele érdekében megjegyezziik, hogy az olyan terhelést, amely csak lokalisan, a
szerkezet egy kis részére kiterjedGen okoz marado6 alakvaltozast kicsiny, elhanyagolhaté mértéki
elmozdulasok mellett szamos esetben nem kell a szerkezet tizemszerti hasznélatat megakadalyozo
maradé karosodast okozo terhelésnek tekinteni. Nyilvanvald, hogy teherbirasra torténé mértezés,
illetve ellenérzés soran a biztonsagot a szerkezetjellemzd terhelési paraméterre kell vonatkoztatni.

A gépészmérnoki gyakorlatban gyakorta el6fordul, kiillénésen nagy pontossagii megmunkalo-
gépek esetén, hogy a fesziiltségesiicsra torténs méretezés kovetelményeinek teljesiilése mellett a
megmunkalas pontossaganak biztositasara eléirjuk a gép egyes részein az adott terheléshez tar-
tozo rugalmas elmozdulasok (alakvaltozasok) maximuméat. A gépnek elegendSen merevnek kell
tehat lennie ahhoz, hogy a megmunkélas soran felléps terhelések hatésara bekdvetkezd mozgéasok
ne akadalyozzak meg munkadarab el6irt pontossaggal torténd elkészitését. A tapasztalat szerint
a merevségi kovetelmények sokszor sokkal szigoriibbak, mint a fesziiltségesticsra torténd mérete-
zés kovetelményei. Ha a merevségi kdvetelmények teljesitése az els6dleges szempont akkor eldirt
elmozduldsra, illetve merevségre torténd méretezésrsl, ellendrzésrsl beszéliink.

Konnyen ellendrizhets, hogy a két végén tengelye mentén nyomott hosszu vékony (karcst)
vonalz6 nagyobb nyomas esetén kihajlik. A jelenség arra utal, hogy egy adott terhelés mellett
az egyenes ¢és a kihajlott alak egyarant egyensilyi alak lehet. A kihajlas bekovetkezése a vé-
kony vonalzo (karcsu rudalaku test) un. stabilitdsvesztése. Mivel a kihajlas bekovetkezésekor a
nyomés mellett megjelenik a hajlitas is a jelenség igen veszélyes. Kovetkezésképp vizsgalni kell
a vékony nyomott rudak ellendrzése (mértezése) soran, hogy felléphet-e adott terhelés esetén a
stabilitdsvesztés jelensége.

Ha a fenti hdrom szerkezetjellemz6 valamelyikére méreteziink vagy ellenérziink, akkor szer-
kezetjellemzore torténik a méretezés, ellendrzés.

7.2.2. Méretezés, ellendrzés fesziiltségcesiicsra: a redukalt fesziiltség és szerepe. Az
el6z6 szakaszban ramutattunk, hogy a fesziiltségestucsra torténd ellenérzés és méretezés kulcslé-
pése a vizsgalat targyat képezs test (szerkezet) egyes pontjaiban ébredd fesziiltségi allapotok
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veszélyességének Osszehasonlitésa és ezt kovetGen a veszélyes pont(ok) kivalasztasa. Az Ossze-
hasonlitas soran egy-, illetve tobbtengelyd (két-, és haromtengelyti) fesziiltségi allapotokat kell
szemiigyre venni.

Az egytengelyti fesziiltségi allapotra az jellemzs, hogy a fétengelyek KR-ében egyetlen féfe-
sziiltség kiilonbozik zérustol. Hizott riad esetén pozitiv a nem zérus féfesziiltség és mivel a rad
hossztengelye parhuzamos az 1 jeli fGtengellyel a f6tengelyek koordinatarendszerében o1 > 0, és
o9 = 03 = 0. Nyilvanval6 az is, hogy a tonkremenetelt okoz6 o1 mérésekkel meghatarozhaté.

A fentieken alapul a redukdlt, vagy mds nevén egyenértékid fesziltség fogalmanak bevezetése:
A tetszGleges két-, vagy haromtengelyii fesziiltségi allapottal a veszélyesség szempontjabol egyen-
értéki egytengelyt fesziiltségi allapothoz tartozo o1 >0 féfesziiltséget (htzofesziiltséget) redukdlt
(egyenértéki) fesziltségnek nevezziik, és a oyeq vagy o, modon jeldljiik. (Az utébbi jeldlés kevésbeé
elterjedt.)

A redukalt fesziiltség meghatarozasara alkalmas szamitéasi formula felallitasa a tonkremene-
tellel kapcsolatos fesziiltségelméletek eredményein alapul és részint kisérleti, részint pedig elvi
megfontolasokat igényel. A szakirodalom t6bb egyméstol valamelyest eltérd eredményre vezetd
redukalt fesziiltséget ismer. Ennek az a magyarazata, hogy a szerkezeti anyagok tulajdonségai
eltérnek egymastol (fémek tekintetében kiilonbséget tesziink példaul a lagy, jol alakithato, a szi-
voOs, avagy a rideg anyagok kozott) és emiatt nem til valoszini olyan egységes elmélet létezése,
amely minden esetben miikodik. A tovabbiak a fémek esetén leggyakrabban hasznalt két elmélet,
a Mohr-féle elmélet, valamint a Huber-Mises-Hencky-féle elmélet bemutataséara szoritkoznak.

A Mohr-féle elmélet. Mohr lagyacél probatesteken végzett nagyszamu kisérlet. Megfigyelései
szerint — érdemes ehelyiitt emlékeztetni az olvasot a B4l abra kis széntartalmu acélokkal kapcso-
latos diagramjara: a folyéds kezdete és a szakadas élesen elkiiloniil — szét kell valasztani a folyés
és a vele tarsulo marado alakvaltozéas bekovetkezését, valamint a torés (szakadas) meginduléasat.

Gnl Gnl = Gn? o
in
HIT
Pl Tnl

7.2. 4bra.

A folyas felléptekor az egyes anyagi részecskék elcstisznak egymason, az anyagi részecskék egy-
mastol valo elvalasa azonban nem alakul ki. Ezzel szemben a torés altaldban valamilyen mikrore-
pedésbdl indul ki, oly modon, hogy egy terhelési szint felett az elkezd tovabb névekedni: beindul
a szomszédos anyagrészek elvalasa. A fentiek alapjan Mohr két feltevést fogalmazott meg:

1. Valamely feliiletelemen ébredd fesziiltségvektor p,, =o,n+7, felbontasaban a o, norméal-
fesziiltség és a 1, =|7,| nyirofesziiltség hatarozza meg, hogy bekovetkezik a feliiletelemen
a csuszéas (a marado alakvaltozés), vagy a feliiletelemen 16v6 pontok egymaéstol valo el-
valasa (torés).

2. Tekintsiik a P, és P, pontokban az n; és ny normaélist feliiletelemeken ébreds p,,; és p,,o
fesziiltségvektorokat — v.0.: adbra. Ha 0,1 = 0,2 és 7,1 > Tno, tovabba a P; pontban
nem lép fel csuiszas (torés), akkor a P, pontban sem kovetkezik be csuszés (torés).

Nyilvanval6 a fentiek alapjén, hogy adott szerkezeti anyag esetén valamely o, normal fesziilt-
séghez tartozik egy olyan 7, nyirofesziiltség, amely elérésekor megindul a cstuszas (a marado
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alakvaltozas), illetve a torés. A csuszas fellépéséhez
tartozo [0y, 7,] pontparok a folyasi hatargorbét, a to-

rés bekovetkeztéhez tartozod [0y, 7,] pontparok pedig Tn  Terési hatargorbe
a torési hatargorbét hatarozzak meg a teljes fesziilt- —

ségi Mohr kor (o, 7,,) sikjan. Mivel a teljes fesziiltsé- @\
gi Mohr kor korivharomszoge tgy szemlélteti az adott

pont fesziiltségi allapotat, hogy a tetsz6leges n normé-

list feliiletelemen ébreds p,, fesziiltségvektor o, és 7, o,

koordinatai a korivharomszog belsejébe, vagy annak
peremére esnek veszélyesnek tekinthet§ a fesziiltségi
allapot, ha a teljes fesziiltségi Mohr kor legnagyobb 7.3. 4bra.
korive metszi (belemetsz), vagy érinti, a folyasi (to-
rési) hatargorbét. Ez azt jelenti, hogy a folyasi hatargorbe az egyméastol kiilonb6zs de a folyast
éppen el6idézd fesziiltségi allapotok Mohr koreinek burkold gorbéje a (o, 7,) sikon.

A folyasi hatargorbe felvétele kisérleti eredmények felhasznalaséaval torténhet. Ha két kisérlet
(huzéas, nyomés) eredményét ismerjiik, akkor a vonatkozo két fesziiltségi Mohr kor kozos érints-
jével kozelithetjiik a folyasi (torési) hatargorbe gyakorlat szaméara legfontosabb szakaszat.

Tn Tn 7z B z .
Folyasi hatargorbe _ Folyési hatargorbe
Nyomas Nyomé
Huzas
G, &Gn
Or OF OF TF  OF
7.4. abra.

Ha héarom kisérlet (huzas, nyomas, vékonyfalti cs§ csavarasa) eredményeit ismerjiik, akkor az
ezekhez tartozé Mohr korok kozos burkologorbéje mér valamivel pontosabban kozeliti a keresett
hatargorbét. A [ abra a mondottakkal 6sszhangban szemlélteti rideg anyagokra (ezek huzéasra
kevésbé terhelhet6k mint nyoméasra) a folyasi hatargorbe szerkesztését.

Kiilonos figyelmet érdemelnek az olyan szerkezeti anyagok (lagyaceél, lagy fémek — pl. alu-
minium etc.), amelyek hazésra és nyoméasra a terhelés egy tartomanyaban idealisan rugalmas
képlékeny testként viselkednek. Ebben az esetben, amint az jol lathato a abran megrajzolt

o
OF

Folyéasi hatargorbe

EF

EF
Nyomas Huzas

OF OF OF

7.5. 4bra.

o — e diagramon (ez a abra felidézése), hogy huzésra és nyomasra azonos nagysagu az anyag
folyashatara. Kovetkezdleg, amint azt az fenti abra jobboldala vilagosan szemlélteti, vizszintes
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egyenes a folyasi hatargorbe. Ez egyben azt is jelenti, hogy egyforman veszélyesnek (vagy veszély-
telennek) tekinthetdk a tekintett szilard test kiilonb6z6 pontjaiban ébreds fesziiltségi allapotok,
ha azonos a hozzajuk tartozo Mohr korok legnagyobb atmérdje. A mondottak alapjan a kérdésés
Mohr korok atmérgjét ado

‘ Ored Mohr = |O-1_0-3| ‘ (71)

fesziiltséget Mohr-féle redukdlt (vagy egyenértékd) fesziltségnek nevezziik. Vegyiik azt is észre,
hogy a redukalt fesziiltség a maximalis nyirdfesziiltség kétszerese.

A fentiek fényében hasonlitva 0ssze a vizsgalat targyat képezd szerkezet pontjaiban ébredd fe-
sziiltségi allapotokat megallapithatjuk, hogy a szerkezet azon pontja (vagy pontjai) tekinthets(k)
a legveszélyesebbnek a fesziiltségesiicsra torténd ellendrzés, illetve méretezés soran, amelyekben
maximélis értékid a redukalt fesziiltség. Jelolje ezt 0red max- Ennek az értéknek eleget kell tennie
a
Tjell

n

(7.2)

Ored max < Omeg —

egyenlStlenségnek, ahol a BZ7 szakaszban mondottakkal 6sszhangban, ojen vagy a folyashatér,
vagy a szakitoszilardsag, mig n az eldirt biztonsagi tényezs.

Mivel a valos szerkezetek terhelésének ismeretében a szerkezet fesziiltségi allapotat altalaban
ismertnek vehetjiikk maga az ellenérzés a fenti relacié fennéllasanak ellendrzését jelenti.

A méretezés folyaman a szerkezet feltételezett terhelése és feltételezett geometriai kialakitasa
(méretei), valamint valasztott anyagénak jellemzsi ismeretében kell teljesiteni a ([L2) egyenlStlen-
séget, amelyben a oyed max tehat a szerkezet paramétereinek (terhelés, geometriai méretek, anyag-
jellemzgk etc.) fliggvénye. Néhany specialis esettsl (pl. tomor korkeresztmetszeti rad csavarasa)
eltekintve az ismeretlen feladatparaméterek (ezek tobbnyire geometriai méretek) szama altalaban
nagyobb, mint egy. Az ilyen esetekben egyéb tervezési szempontok szempontok figyelembevétele
mellett kell kielégiteni tébbnyire valamely geometriai jellemzé alkalmas megvélasztasaval a fenti
egyenlGtlenséget.

Kiolvashato a ([L2) alatti értelmezésbdl, hogy a Mohr-féle redukalt fesziiltség szamitasa a
legnagyobb és legkisebb féfesziiltség ismeretét igényli. Mivel a rudakbdl felépitett szerkezetekben
gyakran el6fordul, hogy a veszélyes pontokban (a) zérus értéki az egyik koordinatasikon ébredd

Tn
X[0,feox] Z[6, ]
R
Gn
O3 02 (O] Oy o1
Y[0,0]

7.6. abra.

fesziiltségvektor, és (b) eltiinik emellett egy masik normaélfesziiltség is, ezért ez az eset kiilon
figyelmet érdemel. A viszonyokat szemléltets abran zérus érteki a p, fesziiltségvektor és a
o, normalfesziiltség. Leolvashato a Mohr-féle fesziiltségi kordiagramrol, hogy a jelen esetben

Oz

o, 2. 4
0'1’3:7:':]’%: (7) +sz'

Kovetkezésképp
Ored Mohr = |01 — 03| = Vo2 +472, (7.3)

ahol most o =0, és 7= Tp,.
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A Huber-Mises-Hencky-féle elmélet. A szilard test energetikai allapotaval foglalkozo
szakaszban a (G23) és (Bh0) képletekkel két részre, fajlagos torzitasi és fajlagos térfogatvalto-
zasi energiara bontottuk fel a teljes fajlagos alakvaltozasi energiat. A Huber-Mises-Hencky-féle
redukalt fesziiltség fogalmanak értelmezése soran, amint azt lentebb latni fogjuk, ez a felbontas
alapvetd szerepet jatszik.

A kisérleti eredmények szerint hidrosztatikus nyoméssal,
a vonatkoz6 hidrosztatikus fesziiltségi allapotot a [ abra
szemlélteti, nem lehet maradé alakvaltozast 1étrehozni. Hid-

rosztatikus fesziiltségi allapot esetén a fesziiltségi tenzornak ¥
barmely irany fGirdnya, és barmely iranyban —p értéki, azaz
azonos a f6fesziiltség. Mésként fogalmazva izotrép tenzor a Gx=-D

fesziiltségi tenzor. (Visszautalunk itt egyrészrol a 23 sza-
kaszt megel6z6 utolsé bekezdésre, valamint az izotrép tenzor
fogalmanak az ([’ képlet kapcsan torténs bevezetésére. )
A fentebb mondottak alapjan hidrosztatikus nyomés ese-
tén rugalmas marad az alakvaltozas fiiggetleniil az alkalma-
zott nyomés értékétdl. Hidrosztatikus fesziiltségi allapot ese-
tén az alakvaltozasi tenzorra felirt (E3Tal) Hook torvény sze-
rint az alakvéltozasi tenzor az izotrép fesziiltségi tenzor és
az ugyancsak izotrop egységtenzor stulyozott osszege. Kovet- 77, abra.
kezik tehat, hogy az alakvaltozasi tenzor is izotrop (gombi)
tenzor, amelyhez az el6zGek alapjan csak tiszta térfogatval-
tozas tartozik — nem jon létre torzulas a test geometriajaban.

Kovetkezésképp magatol értet6ds az a feltevés, hogy csak akkor fejlédik ki maradd alakval-
tozés, ha a fajlagos torzitasi energia egy az adott anyagra jellemzd6 ur jen értéket ér el.
A fajlagos torzitasi energiat adé (ER3) képletben a fétengelyek KR-ében o, = 01, 0, = 09,
0, =03 €8 Tpy = Ty, = Top = 0. Ez azt jelenti, hogy haromtengelyt fesziiltségi allapotra
1

12G
a fajlagos torzitasi energia értéke a marado alakvaltozas kezdetekor. Egytengelyt fesziiltségi al-
lapot esetén, feltéve hogy ez a fesziiltségi allapot is a marado az alakvéltozas kezdetéhez tartozik,
ugyanez az érték a 0,=01=0red HMH, 0y=02=0, 0, =03=0 és T,y =7, =7.,=0 helyettesitésekkel
adodik a ([ED23) képletsl:

UT jell = [(01 —02)2+(02—03)2+(03—01)Z] (7.4a)

1 1
UT jell = —12G20% = —12G2036d HMH - (7.4b)
Itt 0reqa v @ Huber-Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltség. A (L) képletek egybevetése szerint
1 2 2 2
Ored HMH = 5[(01—02) + (02 —03)* + (03 —01)?] (7.5)

a Huber-Mises-Hencky-féle redukélt fesziiltség formulaja, ha a f6tengelyek KR-ében vagyunk.
Hasonlé gondolatmenettel adodik, hogy az (x,y, z) KR-ben

1
Ored HMH = \/— (0o —0y)?+(0y—02.)%2+ (0. —04)2+6 (Tgy +72, +72,)] (7.6)

2
a Huber-Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltség értéke. A abran szemléltetett kéttengelyt
fesziiltségi allapot esetén a fenti képletbdl

1
Ored HMH = \/5 (024024672, = Vo2 +372. (7.7)

a Huber-Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltség. A ([L3) és ([CA) képletek egyesitett forméaban is
felirhatok:

3 HMH
o mun =\Vo2+p72, ﬂ:{ 4 Mohr - (7.8)

red Mohr
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Ismét felhivjuk az olvaso figyelmét, hogy ne feledkezzen meg a képlet alkalmazéaséanak (a) és (b)
feltételeirsl.

7.2.3. A Mohr-, és Huber-Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltség Gsszehasonlita-
sa. A kétféle redukalt fesziltség értelemszertien kiilonbozs értékeket szolgaltat. A [CH abran
vazolt kéttengelyt fesziiltségi allapotra a (LX) képlet szerint a HMH-féle redukalt fesziiltség ad
kisebb értéket. Az alabbiakban réviden attekintjiik hogyan véltozik altalaban a kétféle redukalt
fesziiltség aranya. A redukalt fesziiltségeket értelmezs ([ZII) és ([CH) Osszefiiggések egybevetése

alapjan
Ored HMH 1| [/o1—02\? o9 —03\> o3—0a1\’
[ RE=RE= N
Ored Mohr 2 |\o1—o03 01— 03 03— 01

a kétféle redukalt fesziiltség aranya. Legyen

09— 03

X = (7.10)
01— 03
Ored HMH [0.5, 0.8660] egy a fesziiltségi allapotra jellemzs dimen-
Ored Mohr zibmentes paraméter. Adott oy és o3 mel-
Lo — V — lett o9 € [03, 01]. Kovetkezésképp x a [0,1]
09 ——C—T | intervallumban valtozik: oo = o3-ra x =0,
08 o9 = 01 esetén pedig y = 1. Nyilvanvalo,
> hogy
0.6
- —03— 3
05 70 170870y (711)
04 01 —03 01—03
03 A ([ZI0) és [CII) képletek helyettesi-
02 tése a redukalt fesziiltségek viszonyszamat
o1 ado (L) osszefliggésbe a
®%0 01 o0z o0s 04 05 06 07 08 09 1.0X Ored HMH 1 9 9
=\ lA=x)P 1=
Ored Mohr

7.8. &bra. =vx?—x+1 (7.12)

eredményre vezet.

Leolvashato a 0req HMH/Ored Mohr hényadost a[Z8 dbran a x dimenziémentes paraméter fligg-
vényében szemléltetd diagramrol hogy x=0.5 esetén maximaélis az eltérés értéke és ez 13.4%. Nem
nehéz ellendrizni, hogy a csavarési feladatban példaul pont ekkora a kétféle redukalt fesziiltség
eltérése.



8. FEJEZET

Osszetett igénybevételek prizmatikus rudakban

8.1. BEVEZETES

8.1.1. Az Gsszetett igénybevétel fogalma. Egyenes kozépvonali rudalaki testek esetén
kiilonbséget tettiink a szakaszban az e, normadlisi keresztmetszeten megoszloé p, sird-
ségvektora bels§ ER Fg ered@jének és a keresztmetszet silypontjara vett Mg nyomatékanak
felbontasat tekintve az N ruderd, a T, Tj nyiréers, tovibba az M, csavarényomaték és My,
My, hajlitonyomaték kozott. Az utobbi, hatasat és jellegét tekintve négyfajta (ruderd, nyiro-
erd, csavaronyomaték és hajlitonyomaték), mennyiséget igénybevételeknek neveztiik. A ruderd,
kor és korgytird keresztmetszetd riad esetén a csavaronyomaték, valamint tiszta hajlitas esetén
a hajlitonyomaték hatasara kialakulo szilardsédgtani dllapotok meghatarozaséaval a Szilardsagtan
alapkisérletei I., II. és III. cimi fejezetekben foglalkoztunk.

Megjegyezziik hogy a huzast (nyomast), csavarast és tiszta hajlitast szokas egyszerd igénybe-
vételeknek is nevezni.

A jelen fejezet azokra a mérndki gyakorlatban elfordulé esetekre forditja figyelmét, amikor
nem egy, hanem egynél tobb igénybevétel hatésara kialakuld szilardsagtani allapot a vizsgalat
targya. Az egyszertibb szohasznélat kedvéért dsszetett igénybevételekrdl beszéliink, ha egynél tobb
az igénybevételek szama. A figyelembevett igénybevételek szama és jellege alapjan kiilonbséget
tesziink majd (1) hazas (nyomas) és egyenes hajlitas, (2) ferde hajlitas, (3) excentrikus huzas
(nyomas), (4) huzas (nyomas) és csavaras, (5) hajlitas és csavaras, (6) huzas (nyomas), hajlitas
és csavaras, valamint (7) hajlitas és nyiras kozott.

Z6mok radrol fogunk beszélni, ha a rid hossza nem haladja meg a keresztmetszet maximalis
méretének mintegy H~10-szeresét. Ellenkezd esetben karcst a rid. Karcst rudak és negativ ruderd
(nyomoers) esetén kiilonleges figyelemmel kell eljarni, mivel ekkor stabilitasvesztés (nem kivana-
tos kihajlas) léphet fel. Tlyen esetekben az Osszetett igénybevételek hatasara kialakulo fesziiltségi
allapotok meghatérozasa mellett azt a kérdést is vizsgalni kell, hogy valéban bekdvetkezhet-e
stabilitasvesztés.

8.1.2. A szuperpozicio elve. Visszaidézve, hogy a Szilardsagtan alifl szakaszban attekin-
tett alapegyenletei (a kinematikai egyenlet, a Hooke torvény és az egyensulyi egyenlet) linearis
egyenletek és hogy az Osszetett igénybevételd rudak esetére érvényes Gsszefliggések, valojaban az
emlitett szilardsagtani egyenletek megoldasai kdvetkezik, hogy az Gsszetett igénybevételd rudak
elmozdulési, alakvaltozasi és fesziiltségi dllapota az egyes igénybevételekhez tartozo elmozdulasi,
alakvaltozasi és fesziiltségi allapotok ismeretében az un. szuperpozicid elv felhasznélasaval sza-
mithatok. Az elv homogén linearis egyenlettel (egyenletrendszerrel) leirhato fiiggvénykapcsolatok
esetén alkalmazhato, hiszen ezekre fennall az (L) képlet (emlékeztetjiik az olvasot a homogén
linearis fiiggvény idézett képlethez tartozo értelmezésére is):

f()\lxl +)\2.%'2) = )qf(.%'l) —i—)\gf(xg) .

Szavakban: a A\ stlyt x1 és A9 sulyn zo hatdsok egyiittesének eredménye (f értéke a A\jx1+ Aaxs
helyen) az 1 és xo hatasok eredményeinek (az f1 és fo értékeknek) A\; és Ao-vel silyozott Gsszege.

Kis alakvaltozasok és elmozdulasok esetén a rudak igénybevételei (a ruderd, nyirderd, csa-
varonyomaték és hajlitonyomaték) a statika vonatkozo egyensilyi egyenletei szerint homogén
linearis fliggvényei a ridra miikods kiilsG er6knek. Ugyancsak homogén linearis fiiggvénye a Szi-
lardsagtan alapkisérletei I., II. és III. fejezetek szerint az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzorok
valamennyi eleme a ruderdnek, illetve a csavaro-, és hajlitonyomatéknak. Ez azt jelenti, hogy két
(vagy harom) igénybevétel egyiittes hatasa, 6sszhangban a szuperpozicio elvvel, a kiilon-kiilon
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198 8.2. Huzés (vagy nyomas) és egyenes hajlités

tekintett igénybevételek hatasainak osszeadasaval allithato els. Jelolje rendre A’ T és o/, to-
vabba A", T” és u” két kiilonboz6 igénybevétel esetén az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzort,
illetve az elmozdulasmezst. A szuperpozicio elvnek megfelelGen

A:A/+A//
T=T+T"
u:u/+u//

a két igénybevétel egylittes hatasara (a két igénybevétel mint Osszetett igénybevétel hatasara)
kialakul6 alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor, illetve elmozduldsmezs. Tobb — harom, vagy négy —
egyiitt fellépd igénybevétel hatasat értelemszertien ugyancsak a szuperpozicio elv felhasznalasaval
szamitjuk.

Megjegyezziik, hogy a konkrét feladatokban a fesziiltségi allapotot hatarozzuk meg elsGként.
Az alakvaltozasi viszonyokat tobbnyire a Hooke torvény felhasznalasaval tisztazzuk.

Erdemes felhivni arra is a figyelmet, hogy az energetikai allapotok tekintetében nem alkalmaz-
hato a szuperpozicio elv, mivel a ([EZ1) képlet szerint a fajlagos alakvaltozasi energia kvadratikus
(és nem lineéris) fliggvénye a fesziiltségeknek (és rajtuk keresztiil az igénybevételeknek).

8.2. HUzAs (VAGY NYOMAS) ES EGYENES HAJLITAS

Feltételezziik, hogy (a) a prizmatikus rudat terhels tengelyiranyu erd a rad hossztengelye,
valamint a keresztmetszetek egyik f6tengelye altal kifeszitett sikban miikodik (b) a tengelyiranyt
er6 hatasvonala nem esik egybe a rud hossztengelyével. Ha szimmetriasik a rid z hossztengelye
és az y tengely altal kifeszitett sik, tovabbéa a szimmetriasikban miikods tengelyiranyta erd ha-
tasvonala kiilonbozik a z tengelytsl, akkor mindkét feltevés teljesiil. A abran szemléltetett
és az yz sikra szimmetrikus téglalapkeresztmetszetd kart excentrikusan hizza az F = F,e, erd.
Az abra feltiinteti a kar AB szakaszénak igénybevételi abrait, valamint a z =0 keresztmetszetet,
amelyen feltlintettiik a bels§ erérendszer N = F, ered§jét, tovabba sulyponti My, = F,h nyo-

h y

g ~ N b \ / s
N 1 I z
y A ! B
= v N=F,
S o 7
My
z . Mhy=F,h
7z
8.1. abra.

matékat. Leolvashato az igénybevételi dbrakrol, hogy az AB szakaszon hizas plusz hajlitas a
kar igénybevétele. Mivel mindkét igénybevétel egytengelyi fesziiltségi allapotot hoz létre, és a z
iranya normaélfesziiltség az egyediili nem zérus fesziiltség, a ([BI0) és (IH)2 képletek, valamint
a szuperpozicio elv felhasznaldséaval irhatjuk, hogy

/ "
o,=0,+0,,

ahol

My,
" __ x
z Iz y
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Kovetkezésképp
UZ:%ﬂ-]\?:xy (8.1)
az egyetlen nem zérus fesziiltség képlete és
00 0 00 0
T=T'+T"=|0 0 0 |=|00 0 (8.2)
00 o, 0 0 &2y

a fesziiltségi tenzor matrixa. AR abra szemlélteti, részint axonometrikusan a keresztmetszeten,
részint pedig a szuperpozicio elvet is demonstralva az y tengely mentén a o, normaélfesziiltségek

8.2. abra.

megoszlasat. Mivel egytengelyti a fesziiltségi allapot érvényes az egyszerti Hooke torvény. Erte-
lemszerten alkalmazva a ([BI0) és (BI4) képleteket, tovabba figyelembevéve emellett, hogy nincs
szogtorzulas irhatjuk, hogy
&=7 Ep =Ep =&y = —VE; .
Yoy = Vyz = VYzz = 0.
A fenti adatokkal

—VE, 0 0
1 /N M,
A= 0 —VE, 0 , =% (Z + Ihz y) (8.3)
0 0 o x

az alakvaltozasi tenzor matrixa.

8.3. FERDE HAJLITAS

Az B3l szakaszban ramutattunk, hogy ferde hajlitds esete forog fenn, ha a rad kereszt-
metszetén ébredd belsd erdrendszer sulypontra szédmitott Mg nyomatéka nem parhuzamos a
keresztmetszet valamelyik fGtengelyével.
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8.4. MINTAFELADATOK

8.1. AR a. abrarészlet nyitott lancszemt acéllanc egy lancszemét abrazolja. A lancszem korkereszt-
metszetd acélhuzalbodl késziilt, maga a lanc F, = 500 N nagysagi terhet hordoz, d = 8 mm, n = —10
mm. Hatarozza meg a legnagyobb hiiz6-, és nyomofesziiltséget a lancszem egyenes K L szakaszan beliil,
valamint a zérusvonal egyenletét.

8.3. abra.

A B3 Db. abrarészlet a fél lancszemet szemlélteti. Leolvashatéd errdl az dbrarészletrél kihasz-
nalva a feladat adatait is, hogy a kérdéses K L szakaszon N = F, =500 N a ruderd, és Mj, =
=nF, = —10x500 = —5000 Nmm a hajlitonyomatéek. A &) és (E30) képletek alapjan

N  Mp,d N Mp,
= — _ = — :I:
A I, 2 A K,

a legkisebb és legnagyobb normalfesziiltség. Figyelembe véve, hogy most

Oz

(8.4)

d’r &r din 8
A=2T_%T 509 20 L, =2"_"T _901.062 mm*
=~ =50.265 mm®, [, = T = —< = 201.062 mm
dBr 8
Ko=2"=2T _502 3
. 3 3 50.2655 mm
a (B2 képletbsl azonnal kapjuk, hogy
N My, 500 5000 )
max hizds = |02(B)| = | & — = — 9.947+99.478 ~ 109.4 N
Tmax haas = |02(B)| = | 7 = 7~ ‘50.2655 * 50.2655‘ * fmm
N My, 500 5000 >
 nyomas = |0 (A)] = |~ - - —09.478—9.947 ~ 89.5 N
Omax wyomas = 0= (A)| = |\ 7+ 7| = | 55o6e 50.2655‘ fmm

a legnagyobb huzo-, és nyomofesziiltség értéke. A zérusvonal egyenlete a ([B) Osszefliggés és a
fentiek alapjan

AT
A 1,
alakt. A konkrét értékekkel:
1, 201.062

—_fe P2 4 mm = dllando .
Y7 TA T 10%50.2655 H = allahdo

Figyeljiik meg, hogy a zérusvonal helye fiiggetlen az F) eré nagysagatol.
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A B3 c. dbrarészlet a szuperpozicio elvét is bemutatva mutatja szemlélteti a fesziiltségelosz-
last az y tengely mentén.






A. FUGGELEK

Kulcsok a gyakorlatokhoz

5. fejezet
5.2. (a) ng = 115 mm; I, = 5.672 x 107 mm*; (b) ns = 100 mm; I, = 3.264 x 107 mm*;
Omax ~ 42.3 MPa Omax ~ 92 MPa
0 0 0 00 0
To=|0 0 0 MPa To=|0 0 0 MPa
0 0 —42.3 0 0 —92
p~124.08m; .0 = 6.448 x 1073 rad p~T76.16m; pyc = 7.878 x 1073 rad
6. fejezet
6.1.
Tn
440 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60 70 80
Jéf T
— 50
™~
40

A7 TTIN L P N
“N

( — P q 10

§
7
Y=/
Y
D
Il
<
|

4 O—0 O
G3 o O o, O, O O
1.1. abra.
Az abrarol: o, =~ 5 MPa, 1, = 49 MPa; szamitassal: o,, = 5.0 MPa, 7,, = 48.990 MPa.
6.5.
YQ—“xm3
-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L— —
T || N >L

5
4

>
N et

B
2
Y

-

2
_l O, - ‘ €, x10°
S0
€4x103 o O £,x103 (OX £4x103
1.2. abra.

Az abrarol: e, ~5.5x 1073, 7, /2~ 4.9 x 1073; szamitassal: e, =5.5x 1073, 7,, /2 =4.899 x 1073.
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