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A szamitégeépes tervezés geometriai alapjai: gorbék tipusai, matematikai leiras,
manipulaciok gorbékkel.
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Fuggvéenyek gorbék leirasara
Egyszeru fuggvéenyek: analitikus gorbék
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Polinomok: analitikus és szabadformaju gorbék (valamennyi alak)
Polinom jol derivalhaté (érinto, gorbulet).
Az n-ed foku polinom fuggveény altalanos alakja:

p(x)=a,-x"+a, -xX""+...+a,-x+a,

n pozitiv egész szam agsay 5 &, valéos szamok

Mas modon felirva:

n
_ el
p(x)=2a, x
i=0
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A gorbe lokalis (helyi) tulajdonsagai
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Az egységvektorokbol

képezett derékszogi n
koordinata-rendszer a
kiséro triéder. t
o
r
U paraméterii
A Kiséré triéder t és b vektorai a pontban

Erinté (t),
Fonormalis (n)
Binormalis (b)
Gorbiilet (1)

simuldsikot, b és n vektorai pedig a
normalsikot hatarozzak meg.
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Gorbe paraméteres leirasa

A gorbe paraméteres egyenlete az
u paraméter értékéhez adja meg
a P pont modelltérbeli x, y és z
koordinatait.
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max

P (x,y,2)

A gorbe pontjat a paraméter (u)
fiiggvényében fejezi Ki.

Z A gorbe paraméteres egyenletének altalanos
alakja:
P(u)=[x(u) y(u) z(u)]
aholu_, <=u<=u_,,,
A P pont modelltérbeli x, y és z koordinatai az u
paraméter fuggveényében:
x=x(u), y=y(u) és z=z(u)
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Gorbe létrehozasanak modszerei
Feladat Modszer
Megadott szabalyszeriiséget kovet Analitikus
Megadott pontokon athalad Interpolacios
P2
Py
Megadott pontokkal vezérelve Kozelito
harmonikus alaku (approximacios)
Po
P
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Gorbe: egy darabban vagy részekbol?
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Egyetlen gorbeként. Bezier gorbe: globalis vezérlés,
a vezérlopont elmozditasa a
teljes gorbe mentén modosit.

Bezier gorbék
lancolata gorbe
leirasara.

i -1 szegmens

B-szplajn gorbe: [ szegmens
szegmensekbdl épiil fel. P; 1
P.

l
P;
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Interpolacios moédszerek
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Kisérleti aton vagy szamitassal eloallitott pontokon atmeno gorbe eloallitasa.

Linearis interpolacio: két-két pontot
egyenes szakaszokkal kotnek 0ssze

Harom ponton koriv vezetheté at :
(masodfoku analitikus gorbe) (

Négy ponton atvezetve harmadfoku
gorbét kapunk

A Hermite interpolacio gorbe fektetését jelenti két

pont kozé, a két pont és a két pontnal -

megvalositando érinté alapjan. .
Hermite modszerét alkalmazta Ferguson és Coons

Az interpolacios feladat matematikai megoldasahoz interpolacios polinomokat fejlesztettek.
Ezek koziil a Lagrange* polinom a legegyszeriibb.
A pontokra illesztés legismertebb modszere Lagrange nevéhez fizodik,
Lagrange® interpolacioként ismert.
*Francia matematikus
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Bezier gorbék
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Gorbék (és feliilletek) matemetikai leirasanak elsé komolyabb alkalmazasai: repiilogépipar, autoipar

A gorbék pontokbol és érintévektorokbol kiinduléo meghatarozasa a gyakorlati alkalmazas
szamara nehézkesnek bizonyult (mult szazad hatvanas évei).

Bezier (Renault): vezérlo sokszoget vezette be, amelynek csucspontjainak helyzete a gorbe
alakjat vezérli (iranyitja). Alapfiiggvényként Bernstein polinomokat alkalmaz

Vele egy idoben, ugyanilyen modszerrel valositott meg gorbetervezést de Casteljau (Citroen).

Bezier gorbéjének tulajdonsagai: p

Globalis vezérlés.

Fokszama a vezérlopontok szamaval osszefiigg.

Az elso és utolso vezérloponton athalad.

A vezérlo sokszog elso és utolso szegmensére

érintoleges. Py

A vezérlo sokszog altal lefedett konvex burkon P
belil helyezkedik el.
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Kulonbozo fokszamu Bezier gorbék

Gorbe osztalya: vezérlopontok szama
Gorbe fokszama: vezérlopontok szama - 1

P1 Pz
P, i j Plﬂ
/ ; - P

elsofoku masodfoku harmadfoku
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Bezier gorbe Bernstein alapfuggvényekkel
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Az n-ed foku, vagyis n+1 -ed rendi, n+1 vezérloponttal iranyitott Bezier
gorbét leiro n -ed foku polinom:

p(u):gpi.gm (u)

ahol P(u ) a gorbe valamely pontja, P; pedig valamely vezérlopont. Az u
paraméter értelmezési tartomanya leggyakrabban:

0<u<l

A Bj p alapfiiggvények az alabbi Bernstein fiiggvények:

B, (u)=C(ni)-u'-(1-u)"

C(n,i) binominalis egyiitthato, amely

n!

il(n—1)!
Ill. el6adas 2008. februar 25. 11/26
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Szegmensekbdl felépuld gorbe

max

P (x,y,2)
L] Iu
i 'l]'
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B-szplajn gorbe tulajdonsagai
Szegmensekbol all
Folytonossag a szegmensek hatarain
Lokalis vezérlés.
Szplajn alapfiiggvény
A gorbe fokszama megegyezik az alapfiiggvény fokszamaval.
Szegmensenként eltéro fokszam lehet.
Az elsé és utolso vezérloponton csak megfeleldo paraméterezés +
esetén halad at. Ekkor érintoleges +
a vezérlo sokszog elso és utolso szegmensére. e
+
n -
- . '
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B-szplajn gorbe analitikus és geometriai meghatarozasa
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A B-szplajnok analitikus és geometriai meghatarozasat az alabbiakban
vazoljuk. A P(u#) a B-szplajn gorbe analitikus definicioja

P(ll) — XPiNi,k(”)
i=1
ahol a vezérlopontok és a csomopontok

{P:i = 0,1,...,n}

A B-szplajn gorbe polinomokkal leirt szegmensekbol all. Ezeknek a
szegmenseknek a rendiiségétk -val jeloltiik. A gorbe szegmenseik-1
fokuak. A fenti dsszefiiggesben a/Vj k(u) a normalizalt B-szplajn

alapfiiggvényeket jeloli.
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B-szplajn gorbe szegmentalt tulajdonsaga
A B-szpajn alapfiiggvényt meghatarozott paraméter-intervallumon beliil definialjak.
Az alapfiiggvény a B-szplajn gorbe paramétertartomanyanak csak egy részén vezéreli a gorbét.
A szegmensek hataran masodrendi (C2) folytonossagot kobos B-szplajn fiiggvények biztositanak.
r r .o V V
Példa: Zart gorbe hat 1 2
vezérloponttal iranyitva hat
szegmensbol all.
Az egyes szegmensek a kovetkezo
szegmenssel két kozos vezérlopont
hatasa ala tartoznak. V V
Az elso szegmenshez a 10-12, a 0 3
masodik szegmenshez a V1-173
vezérlopontok tartoznak, és igy
tovabb.
V V
S 4
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B-szplajn gorbe paraméterezése
Csomovektor
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A szplajn meghatarozott szamu szegmenshatar-ponton megy at.

Ezeket a pontokat csomoknak (csomopont, vagy angolul: knot) nevezziik. A
csomokhoz rendelik a szegmenshatarokon érvényes paraméterértékeket,
amelyeket a csomovektorban adnak meg:

{ul. = 0,1,...,n+k}

A csomovektornak nem szabad csokkeno értékeket tartalmazni, tehat a
paraméter-intervallumokra mindig érvényesnek kell lenni az alabbi
kifejezésnek:

ui S l/ll.+1

Az értéknek viszont nem szabad tobbszor megjelenni a csomovektorban, mint
a B-szplajn gorbe rendiisége.
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Szegmensek B-szplajn gorbén

Csomo Szegmens

Szegmens paramétertartomanya
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Csomok B-szplajn gorbén
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A B-szplajn gorbe esetében a vezerldpontok szama, rendszam ¢€s a fokszam mellett
a csomok szamaval is szamolni kell.

Azn + 1 vezérbpont kozelitéseével létrejott, k-ad rendl, vagyis k-1 fokt, valamint
m szamu csomoval rendelkezd B-szplajn gorbe esetében

(m+1)=(n+1)+k

ebbOl a csomok szama

m=n+k

A B-szplajn gorbet leird polinom fokszdma az egyes parameéter-intervallumokon
beliil nem haladja meg a k-1 értéket.

Ugyanahhoz a csomovektorhoz kiilonb6zd rendiiségt alapfiiggvények is
tartozhatnak. Példaul linearis, masodfoku ¢és harmadfoku gorbe-szegmensek
kovethetik egymast.
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Egyenkozii és nem-egyenkozii
B-szplajn alapfuggvények

—~ O NV
=
=

A paraméter-intervallumok, amelyeken
beliil az alapfiiggvényeket definialjuk:

. 1’3/\ N23
Nos | N33
azonosak: Egyenkozii (angol kifejezéssel: ‘ | l ’
A T
| | | 1 1

uniform) B-szplajn.

Yj Yis1 Yir2 Yi+3 Yirg

\
/-q\-\
\
1
1
\
\
|
|
1
1
\
\
1
|
1

N13 Ny g
N
_ o N33
nem azonosak: Nem egyenkazii (angol \ | ’
; \\I \‘I ;
| |

kifejezéssel: non-uniform) B-szplajn.
! 1

Yi Yird Yir2 Yieg  Yir4
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Periodikus és nem-periodikus B-szplajn gorbék

» Ha a paraméter-intervallumok ismétlédnek, periodikus (periodic) B-szplajnrol beszélunk.
« EDbbdI kovetkezik, hogy az egyenkozi B-szplajn egyben periodikus is.

A nem-peridodikus (non-periodic) B-szplajn esetében a vektor bels6 csomadi egyenlé
elosztasuak, azonban a vektor elején és végén a gorbe rendiiségével azonos szamu
intervallum ismétlodik.

* A gorbe vezerlesenek lehetosegeit tagitja, ha a parameéter-intervallumok a vektor elejen es
végen egyarant eltéréek. Igy nem-egyenkézii (non-uniform) B-szplajn gorbét kapunk.

* Miutan a paraméter-intervallumokat a csomovektorban abrazoljuk, a B-szplajn gorbe fenti
sajatossagai a csomovektorbdl felismerhetok.
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Nem-periodikus B-szplajn gorbék
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A kiulonbozé fokszamu nem-periodikus

gorbékre lathatunk példat az abran. A a
gorbékhez tartoz6 csomaévektorok: b

« "a" gorbe: [001233]

« "b"™ gorbe: [0001222] C

« "c" gorbe: [00001111]

* Figyeljuk meg! A vezérl6pontok szama, a
rendszam és a csomoék szamanak fentebb
bemutatott 6sszefiiggését. A B-szplajn gorbe "a" gorbe: k=2, fokszam=1
nem megy at az elso és az utélsoé "b" gorbe: k=3, fokszam=2
vezérléponton, azonban az els6 és az utélsé "c" gérbe: k=4, fokszam=3
paraméter-intervallum kett6zésével erre

"kényszerithetd".
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Nem-egyenkozii B-szplajn gorbék
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« A nem-egyenkozii B-szplajn csomoévektoranak belsejében lehetnek intervallum-
tobbszorozédések, példaul

. [01223]

* vagy az intervallumok a teljes vektor mentén eltérnek, példaul
. [0,0 0,1 0,33 0,6 0,8 1,0].

A B-szplajn leiras a Bezier leiras altalanositasanak tekinthet6. Ha a csomoévektorban a
0 majd az 1 érték a gorbe rendiiségével (k) egyenléo szamban ismétlodik, Bezier
gorbét kapunk. Példaul valamely négy vezérléponti nem-periodikus kobos B-szplajn
gorbe csomovektora

. [00001111].

« Ez egy Bezier gorbe.
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Négydimenziés homogén koordinatak
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Eredetileg a transzformaciok leirasara szolgalo matrixokban alkalmaztak.
A haromdimenzios Euklideszi tér

P(x, Y z)

pontjanak a négydimenzios homogén térben a

Q" = (Wxawy,wz,w), ahol w 2 0

leiras felel meg.
A w a homogén koordinata, amelyet sulyozasnak is neveziink.
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Racionalis B-szplajn gorbék (1/3)

A homogén koordinatak a racionalis B-szplajnok
leirasanal.

0" (u)= g:Ni,k(”)Viw

ahol Q W (u) a gorbe pontja négydimenzios homogén
koordinatakkal kifejezve:

0" ()= w, (), w,(u),w_ (u),w

Nik (u) a szplajn alaptuggveny, V pedig a vezérlopont a
négydimenzios homogén térben:
y»

V, = —— ahonnan V" = w;V;
w .
l
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Racionalis B-szplajn gorbék (2/3)
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A gorbe pontjat a haromdimenzios térben az els6 harom
koordinatanak a homogén koordinataval valo elosztasaval kapjuk

meg:
wx
x=
w
Wy
y = W
wz
7 = »

Ezutan a racionalis B-szplajn gorbe figgvénye

2 N Cu)dw vy
0 (u)= =
2 N Cu)dvy

i=0
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Racionalis B-szplajn gorbék (3/3)
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Nem-egyenkozii recionalis B-szplajn gorbe:
Valamennyi alak leirasara
Analitikus alak egzakt (nem kozelit6!)

Az alakmodellezésben egyeduralkodéva valt (CAD/CAM
rendszerekben is)

A racionalis B-szplajn gorbéket a csomoévektor és a sulyvektor

jellemazi.
Példaul ot vezérlépontot kozelité gorbe csomovektora
[0000122222]
és w sulyvektora
[1,4,1,1,1]

Analitikus gorbék leirasanal a w értéke meghatarozza, hogy

egyenes, ellipszis, parabola vagy hiperbola az adott
szegmens.
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