Magnesesség, elektrodinamika

Magneses alapjelenségek: Egyes vasércek, példaul magnetit (Fe;O4) képesek apro vasdarabokat
magukhoz vonzani. A magneses test €s a vasdarab kozott mindig vonzé a kolesonhatas. Az ilyen
magneseket permanens vagy allandé magneseknek nevezziik. Tapasztalat szerint az acél
felmagnesezhetd egy magneses érc segitségével. Egy acél magnesti két végét polusnak
nevezzik, a vasreszelék csak ide tapad. Ezt a jelenséget egy magnesrud segitségével konnyen
bemutathatjuk.

Vasreszelék ridmagnes kériil

Tapasztalat szerint egy felfiiggesztett magnestii a foldrajzi E-D irdnyba all be, tehat a Foldnek is
van magneses mezéje. Azt a pélust, amely a stabil egyensulyi helyzetben E- felé néz, E-i
polusnak nevezziik, a masikat, pedig D-i pdlusnak. Két magnestli egynemii polusait kozelitve
taszitoerd, a kiilonnemt polusok kozéott, pedig vonzoerd 1ép fel.

A lagyvas felméagnesezhetd, azonban a magnes eltavolitdsakor magneses tulajdonsagat elveszti.
A jelenséget magneses polarizacionak nevezziik.

D D
— allandé magnes )

£ E

— eltavolitva

| lagyvas

vasreszelék
A lagyvas felmagnesezése

A tapasztalat szerint semmilyen modon nem érhetd el, hogy egy testben a kétfajta magnesség
koziil az egyik tulsulyba keriiljon. Még az elemi részeknek, példaul az elektronnak is ugyanannyi
az E-i, mint a D-i magnessége. Magneses toltés, magneses monopolus tehat nem létezik. A
legegyszeriibb magneses alakzat a magneses dipolus. Az elektromos influencianak, vagy
megosztasnak nincs magneses megfeleldje.

A tapasztalat szerint a mozg6 toltés, példaul arammal atjart vezetd kozelébe helyezett magnestli
elfordul. A mozg6 toltés tehat nemcsak elektromos, hanem magneses mezot is kelt, és ebben a
magneses dipdlusra forgatonyomaték hat. A hatds kdlesonds, mivel aramjarta vezetdre magneses
mezdben erd hat, ezt Ampere-erdnek nevezziik.

A magneses indukcié-vektor bevezetése: A magneses mezdt jellemz6 vektort, a B magneses
indukciovektort az Ampere-erd segitségével definidljuk. Az aramelemet a magneses mez6 egy



tetszOleges pontjaba helyezziik, és mérjiik a ra haté erét. Az aramelemre jellemz6 adatok az
aramerdsség I, és az ivelemvektor AT, ennek hossza As.

A mérési tapasztalatok szerint az aramelemre magneses mezdben vele parhuzamos erd nem hat,
az eré mindig meréleges az aramelemre AF L AF . A vizsgalt P ponton at felveheté egy olyan
kitiintetett € egyenes, amelynek iranyaba éllitva az aramelemet AF ||e ra er nem hat, AF = 0.

Ha az aramelem o szdget zar be az e egyenessel, akkor az eré merdleges a Ar ¢és e sikjara és

. = . AF ,
nagysdga ardnyos az I 4rammal, valamint |Arl|=ASs1na-Val. A ——— hanyados az

[Assin ¢

aramelem adataitol mar nem fiigg, kizarolag a magneses mez6t jellemzi a P pontban, ezt
nevezziik a magneses indukci6 nagysaganak a kérdéses pontban.
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A magneses indukci6 irdnya pedig parhuzamos az e Kkitiintetett egyenessel, és értelme olyan,

hogy AF ,AF és B ebben a sorrendben jobbsodrasii rendszert alkosson {AIE AT I§} . A mégneses

) ) N Nm VAs Vs
indukcio mértékegysége: B|=1 =1 =1 =]1—=1tesla=1T
8yseg [B] Am  Am’  Am’ m?

Ezt felhasznalva az Ampére-erd képlete:

AF =147 x B
Egy vékony vonalas vezetdre hato erdt a vezetdszakaszra vald integralassal kaphatjuk meg:
F=1[(drxB)
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Ampere-erd iranya

Tekintsiink egy | hosszisagu A keresztmetszeti vonalas vezetdszakaszt, és az legyen mer6leges a
homogén magneses mezdre, (lasd az abra). Ekkor az erd irdnya az abran lathato, a nagysaga
pedig: F = BII

Ha a vezeték a szoget zar be a magneses indukciéval B -vel, akkor: F = B1lsina

A Lorentz-eré: Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy a vezetdben folyd I aram azt jelenti,
hogy N db q toltésii elektron ugyanazon v sebességgel halad az ¢ hossziisagl vezetdben, (azaz
ugyanazon At id6 alatt teszi meg az ¢ tavolsagot) ekkor [=Ng/At és v=/ /At. Ezeket az Ampere-
erd képletébe beirva az N db elektronra hato eré:

F =BI/=BNq- ¢/ At = BNqv
Vagyis az egy elektronra hat6 erd

F =qvB

Altalanosan egy B magneses térben v sebességgel mozgd, q toltésii részecskére hato erd, az un.
magneses Lorentz-erd:

F=qv*B



Ez az er6 merdleges a sebességre és a magneses indukciora, {V, B,F} ilyen sorrendben

jobbsodrasu rendszert alkot. Ha elektromos tér is van jelen, a q toltésre a F=q(E +vxB)
elektromagneses Lorentz-erd hat.

Az aram a toOltéshordozok rendezett mozgasa. Az aramvezetére azért hat er6 a magneses
mezdben, mert a mozgd téltéshordozdkra hat erd, és mivel ezek a vezetéhdz vannak kotve, az
er6 atadodik a vezeto testének.

A (magneses) Lorentz-eré minden pillanatban merdleges a sebességre, ezért a sebesség nagysaga
nem valtozik, csak az irdnya (vagyis a magneses Lorentz-erd teljesitménye nulla). Példaul, ha v

merSleges B -re, a toltott részecske korpalyara kényszeriil, ha V nem merSleges B -re, akkor a
toltés csavarvonal mentén mozog. A Lorentz-er6nek fontos szerepe van akkor, amikor toltott
részecskéket akarnak eltériteni, illetve gyorsitani. A ciklotron egy olyan részecskegyorsito,
amiben a Coulomb er6t hasznaljdk a sebesség nagysaganak novelésére és a Lorentz erdt a
részecske korpalyan tartasara.

a magneses duansok
mez0 irdnya -

céltargy ionforras
A ciklotron részecskegyorsité vazlata

A toltott részecskék gyorsitasa a két ,,duans” kozott torténik, amelyekre véltakozé fesziiltséget
kapcsolnak. Ennek frekvenciajat tigy szamitjak ki, hogy mindig gyorsitsa a részecskét, azaz
amikor a részecske a dudnsok kozott van, akkor az a duans, amely felé éppen repiil, vonzderot
fejt ki rd. Az alkalmazott homogén magneses mezd pedig korpalyara kényszeriti a részecskét,

vagyis a centripetalis erét a Lorentz-erd adja:
2

QvB=m v
r
a korpalya sugara:
mv
r=—.
QB
tehat ahogy gyorsul a részecske, ugy keriil a kozépponttdl tdvolabb. A kérmozgés periddusideje:
_2rzr_ 27zm
Vv QB

Vagyis a peridodusidd (és ezzel a korfrekvencia) a sebességtdl és a palya sugaratol fiiggetlen
alland6. Ez azért fontos, mert igy alland6 frekvencidju fesziiltséget lehet a duansokra kapcsolni a
gyorsitashoz. Ezt a berendezést fOleg orvosi diagnosztikdban hasznalt izotoptermelésre

hasznaljak, példaul /1 jod izotopot allitanak €ld, valamint anyagvizsgalatra, illetve magfizikai

alapkutatasra.

Forgatonyomaték homogén magneses mezoben nyugvo sik aramhurokra: Magneses
mezdben egy kicsiny sik aramhurokra forgatdnyomaték hat. Vegylink egy egyszerii esetet, egy
téglalap alaka aramhurkot, a téglalap oldalai a és b, a teriilet A=ab, a magneses indukcid
homogeén és a b oldallal parhuzamos. Ekkor a két a hosszusagt oldalra egyenként Bla er6 hat,
amelyek ellentétes iranytiak. A forgastengelyt az egyszeriiség kedvéért a kozéppontban véve, a



két eré ugyanarra forgat, mindkett6 erkarja b/2. Az eredé forgatonyomaték
2-Bla-b/2 =Blab = BIA . Belathato, hogy ez a nyomaték az aramhurok alakjatol fiiggetlen és
az altalanos Osszefiiggés:

M. =IAxB

forg

A= Af a feliiletvektor melynek irdnyitasat jobb kéz szabaly szerint adhatjuk meg. A kicsiny sik
aramhurokban folyd aram iranya és a feliileti normalis irdnya a jobbcsavar szabaly szerint
kapcsolodik Ossze.

A fellileti normalis iranya

Megallapodas szerint az itt bemutatott jelolés © a feliiletbdl kifelé mutatd vektort jelent, a
feliiletbe befelé¢ mutatd vektort pedig a kovetkezd mddon jeldljik: &.

Az elektromos dipolusra hat6 forgatonyomatékot mar koradbban lathattuk:

M forg = px E
tulajdonitunk:

Mforg =1AxB=mxB
ahol M= IA az dramhurok magneses dipdlmomentuma, melynek mértékegysége: [m] =1Am*
A permanens magneses dipolusra (magnestiire) hatd forgatonyomaték hasonldan:
M torg =mxB , ahol m||T

Az M magneses dipdlnyomaték abszolut értéke attdl fiigg, milyen erésen van felmagnesezve a
magnestl. A dipolusra hat6 forgatonyomaték akkor sziinik meg, ha m| B. A kis aramjarta hurok
tehat iranytiiként hasznalhato.

koraram, mint

I iranyti
D ‘ E

Permanens magneses dipdlus, és kéraram hasonlésaga

ol

Megjegyezziik, hogy inhomogén mégneses mezdben az aramhurokra vagy altalaban a magneses
momentumra haté eredd erd altaldban nem nulla, hanem az inhomogenitds mértékétol (a
térerdsség gradiensétdl) és a hurok elhelyezkedésétdl fiigg. (Analdgia: inhomogén elektromos
erétérben az elektromos dipdlusra erd, homogénben csak forgatonyomaték hat.)

Magneses indukciéfluxus és Gauss-torvény: A magneses mez0 szemléltetésére a magneses
indukciovonalakat haszndljuk. Ezek olyan irdnyitott gérbék, amelyeknek érintd egységvektora
egyiranyu az érintési pontbeli magneses indukcidvektorral. Megallapodas szerint a magneses
indukciovonalakat olyan stirlin vessziik fel, hogy a rajuk merdlegesen allitott egységnyi feliileten
éppen annyi indukcidvonal haladjon 4t, mint amennyi ott az indukcidé mérészama.

A magneses indukciofluxus @ iranyitott feliiletre vonatkozik, és megadja a feliiletet atdofo
magneses indukciovonalak eldjeles szdmat. Homogén magneses mezd esetén az A feliilet
indukci6fluxusa:

@ =B-A=BAcosa



A feliilet magneses mezdére merdleges vetiilete

Ha a méagneses mezd inhomogén, akkor egy elemi kicsiny feliilet fluxusa A® =B-AA, egy
tetszOleges A feliilet indukciofluxusa pedig integralassal nyerhetd:

@:jﬁdﬂ
A

Mivel magneses toltések (monopdlusok) nem léteznek, igy tetszdleges zart feliiletre szdmitott
magneses indukciofluxus mindig zérus. A magneses Gauss-torvény tehat:

gﬁﬁdLo
A

A magneses indukciovonalaknak nincs kezdetik és nincsen végik. (A torvény

differencidlis/lokalis alakja: diVEzO.) A magneses indukciéra vonatkozd hatarfeltétel:
B,, =B, =0. Az elektromos indukcidvektor normalis koordinatdja a hatarfeliileten azért

szenvedett ugrast, mert ott elektromos toltések voltak. Magneses toltések nincsenek, ezért a
magneses indukcid normalis koordinatdja a két feliilet hataran folytonos.

A magneses polarizacid, a magnesezettség vektora: A nukleonok (proton, neutron) magneses
dipolnyomatéka sokkal kisebb, mint az elektronoké, ezért egy atom vagy molekula magneses
dipolnyomatéka lényegében megegyezik az elektronok dipdlnyomatékanak Gsszegével. Az
elektronok magneses dipdlnyomatéka két részbdl all:
a) mozgasbol szarmazd magneses nyomaték, mivel a mozgd elektron kicsiny kdraramnak
tekinthetd
b) sajat magneses nyomaték (a spinbdl adodik)

Az anyag magnesezettségének jellemzésére vezessiink be egy 0j vektort. Legyen Am a AV
térfogatban 1évo magneses dipolnyomatékok vektori 6sszege.
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O

Az anyag magnesezettségének bevezetése

Definicié szerint a magnesezettség vektora a P pontban megadja az egységnyi térfogatra jutd
magneses nyomatékot.
= .. Am
M= lim —
N -0 A\
Am* A

=1—.
m’ m

A magnesezettség mértékegysége: [M | =1

Célszerii bevezetni a magneses térerdsséget mint a B és a M vektorok linearis kombindaciojat,

mivel ra egyszerl alaku alaptorvény allapithaté meg. A H magneses térerdsség definicid szerint:



H=—-M
Hy
Itt a p, :4n-107Z—S univerzalis allandé a vakuum permeabilitdsa. A magneses térerdsség
m
mértékegysége: [H ] = [M ] = lA . Ezzel a permeabilitas mértékegysége:
m
Vs
B] '\ s — . o
[,uo]: = =1 . A M magnesezettség, valamint a magnesez6 tér B indukcidja
[H] (A Am
m

kozotti kapcsolatot anyagegyenletnek nevezziik. Elsé kozelitésben B és M kozott ardnyossagot
feltételeziink, ilyenkor beszéliink linedris anyagegyenletrél. Ha B~M akkor H~M . A legtobb
izotrop kozegben a H és az M vektorok nemcsak egyiranyuiak, hanem a tapasztalat szerint
egymassal egyenesen aranyosak is:

M= yH
¥ a magneses szuszceptibilitds. Ezzel

— —_—

B:yo(ﬁ+M)=yo(ﬁ+Zﬁ):,uo(lJrz)ﬁzyoyrH ,

ahol g, =1+ y arelativ permeabilitds, u = u,u' pedig az abszolut permeabilitas.

Az anyagegyenlet igy: B= U, (1 + ;()ﬁ ,B= ,uo,urﬁvagyg = ,uﬁ

A magneses energia, magneses energiasiiriiség: A homogén magneses mezd energidja egy V
térfogata térrészben:

W, =1B.Hv
2

A magneses mezd energiasiirisége megadja az egységnyi térfogatban taldlhatd magneses
energiat:
W 1< —
w,=—t=—B-H
vV 2
A w mértékegysége az elektromos esethez hasonléan J/m’. Ha a tér egy tetsz6leges pontjdban a

magneses térerésség H és a magneses indukciovektor B, akkor a pont koriil felvett kicsiny AV

térfogatban AW :%E-HAV magneses energia talalhato. Ha a mez0 nem homogén, egy

tetszéleges véges V térfogatban természetesen integralassal nyerhetjiik a magneses energiat:

W=jwde=lj§Hdv
\Y 2V

Az anyagok magneses tulajdonsagai

Mai ismereteink szerint az anyagok magneses tulajdonsdgaik alapjan harom {6 tipusba
sorolhatoak: dia-, para-, ferromagneses tipusba, de ezen feliil léteznek antiferroméagneses
anyagok ¢és ferritek is, emellett a szupravezetoket is kiilon kategoriaba soroljak.



Diamagnesség: A bizmut, réz, eziist, arany, higany, 6lom, viz olyan anyagok, amelyek kiilsé
magneses mezd nélkiil nem mutatnak magneses tulajdonsagokat. Magneses mezdébe helyezve a
kis bizmut-darabot, taszité hatast €szlelhetiink. A bizmut polarizadldédott és a magnesezd tér
indukcidja ellentétes irdnyll a magnesezettség vektoraval. Ezeknél az anyagoknal tehat y <0,

abszolut értéke altalaban nem tbb mint 10, de ennél néhany nagysagrenddel kisebb is lehet. A
relativ permeabilitds ennek megfelelden csak egy kicsit kisebb egynél: 1, =1+ y = 0,9999...

Mivel y negativ, a kozegbeli B indukci6 lecsokken a vakuumbeli goz ,uoﬁ indukcidhoz

képest. Ez a csokkenés nagyon kicsiny mértékii. Az ilyen anyagok atomjai kiils6 magneses mezo
nélkiil nem rendelkeznek magneses dipolnyomatékkal. Az elektronok palya- €s sajat- magneses
momentumaik lerontjdk egymast. Kiils6é mez6 hatasara ez a helyzet felborul, ilyenkor az egyik
elektron felgyorsul, a masik lelassul, és ezéltal az atomnak eredd magneses dipolnyomatéka
keletkezik. A jelenség a hdmérséklettdl fiiggetlen.
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Rudmagnes és diamagneses, ill. paramagneses anyag kblcsénhatasa

Paramagnesség: Paramagneses anyagok az aluminium, krom, platina, volfrdm, hélium, oxigén,
levegd. Kiils6 mez6 hijan ezek az anyagok sem mutatnak magneses tulajdonsagot. A
felfliggesztett aluminium goly6t az allandd mdagnes vonzza. Ebben az esetben az anyag
atomjainak kiils6 magneses mez6 nélkiil is van eredé magneses dipdlnyomatékuk, de kiilsé mez6
hijan ezek rendezetleniil allnak. A magneses mezd az atomi dipolusokat a maga iranyaba
forgatja, mégpedig annal inkabb minél er6sebb az alkalmazott magneses mezd, €s minél
alacsonyabb a homérséklet. Ezt a jelenséget rendezddési polarizacionak nevezziik. Ilyenkor

BTTM, a szuszceptibilitds pozitiv: y 107 —107°, vagyis a vakuumbeli indukcidhoz képest
ilyenkor (kismértékben) ndvekszik az indukcid.

Ferromagnesség: A vas, kobalt, nikkel és ezek Otvozetei erdsen magnesezhetd anyagok, a
magneses mezobol kiemelve tobbé-kevésbé megdrzik a magnesességiliket. A ferromagneses

anyagok mind szilard anyagok és magneses szempontbol tobbnyire anizotropok, a B, H,és M
vektorok nem esnek egy egyenesbe, ettdl a tovabbiakban az egyszerliség kedvéért eltekintiink. A

ferroméagneses anyagot kiilsé magneses mez8be helyezve, az M magnesezettség a H térerésség
nodvelésével eleinte igen gyorsan nd, de csak egy bizonyos hatarig, utna telitddés kovetkezik be.
Az ilyen anyagok esetén tehat a linearis anyagegyenlet nem hasznalhaté. A B és H kozotti
Osszefliggés nemcsak nem linearis, de nem is egyértékii. Kisérletileg meghatarozhato a
magnesezEsi vagy hiszterézis gorbe.
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Ferroméagneses anyag hiszterézis gbrbéje

Az origobol indulunk, ahol a magneses tér és a magnesezettség is nulla, vagyis H=0, M=0,
B= U, (ﬁ + M) =0. Ha H novekszik, vele a B is ndvekszik, eldszor gyorsan, majd a telitéshez

kozeledve egyre lassabban. Egy bizonyos H-ndl mar az Osszes elemi magneses dipdlus egy
iranyban all, igy M tovabb nem novelhetd. Ezt telitési magnesezettségnek nevezziik. Ha most a
H-t csokkenteni kezdjiik, B is csokken, de nem ugyanazon a gorbén halad visszafelé, vagyis a
H+AH — H csokkentés kisebb csokkenést eredményez B-ben, mint a H— H+AH novelés.
Hogy mennyivel kisebbet, az tobbek kozott az anyagi mindségtdl fiigg. Amikor H mar nullara
csokkent, az M és igy a B még mindig nem nulla, M értékét remanens magnesezettségnek vagy
remanencidnak nevezik. Az olyan anyagokat, amelyeknek szdmottevd a remanens, azaz
visszamaradd magnessége, permanens magneseknek nevezziik, ilyen példaul az acél. Ahhoz,
hogy M nullara csokkenjen, ellenkezd iranyu H-t kell alkalmazni, ezt koercitiv erdnek nevezziik.
Tovabb ndvelve az ellenkezd iranya H-t, Gjra telités kdvetkezik be, stb.

Az Osszetartozd B és H értékek hanyadosabol kiszamithatd p vagy y mar nem alland6 (azaz nem

csak a minta Gsszetételétdl fiigg), hanem fiigg a H-t61 €s a minta eldéletétdl. A vasnal p, és igy x
tipikusan tobb szdz, de egyes specidlis Otvozeteknél p, akar egymillio folott is lehet. Ha a
ferromagneses anyag homérsékletét noveljiikk, akkor egy bizonyos T¢ homérséklet, az
ugynevezett Curie-hdmérséklet f616tt a ferromagneses anyagok paramagneses anyagokka valnak.
A vas Curie-hémérséklete 769 °C, a kolbalté 1075 °C, a nikkelé 360 °C. Ha az anyagot hiitjiik, a
Curie-hdmérsékleten egy masodrendii paramagneses-ferromagneses fazisatalakulas jatszodik le.
Nincs latens hd ¢€s térfogatugras, a szuszceptibilitds viszont divergal (a gyakorlatban ez akar 10
nagysagrendbeli valtozast is jelenhet)

Amikor a H valtozasa kovetkeztében M valtozik, energia disszipalodik. Egy cikluson
végigmenve az Osszes irreverzibilisen hové alakult energia mennyisége egyenld a hurok
teriiletével. Elektromosan vezetd ferromagnesekben a ho keletkezésének legfébb oka az, hogy a
valtoz6 magneses tér valtozo elektromos teret indukal (1asd késobb az indukcio fejezetnél), ezért
orvényaramok (és igy Joule-hd) keletkeznek. Ha lassabban valtozik a mdagneses tér, tehat
lassabban megyiink végig ugyanazon a hurkon, akkor kisebb térerdsség, kevesebb aram
indukalodik, azaz a hurok teriiletének csékkennie kell. Tehat a hurok alakja nem csak a konkrét
mintatol, hanem a H valtozési gyorsasagatol is fligg.

A ferromagneses anyagoknak azt a tartomédnyat, amelynek magnesezettsége egyiranyu,
doménnek (domain) nevezziik. A domének 10°-107'% cm® térfogata tartomanyok ~10" szamu
atommal. Egy-egy domén telitésig magnesezett, de kiils6 tér hijan a domének magnesezettsége
rendezetlen, a szomszédos domének gyakran ellentétesen magnesezettek, igy a makroszkopikus
minta 0ssz-magnesezettsége lényegében zérus. Ha elkezdjiik novelni a kiils6 magneses teret,
akkor azon domének térfogata kezd néni, amelyek magnesezettségének iranya kis szoget zar be a
kiils6 magnesezd tér iranyaval. Ezt a jelenséget nevezziik faleltolodasnak. Nagy magnesezo tér
esetén egy masik effektus is fellép, egy-egy domén magnesezettsége ugrasszeriien befordulhat a
kiils6 mezd iranyadba. A domének magnesezettségének ugrasszerli valtozédsait Barkhausen-
ugrasoknak nevezziik. Mivel ekkor elektromos fesziiltség is indukalodik, ezt ki lehet vezetni egy



hangszérora, igy az ugrasok sistergd, sercegd zajként hallhatéak, ezt Barkhausen-zajnak
nevezziikk. Az ujabb kutatdsok szerint ilyenkor valdjdban egy domén hirtelen arfordulasa
lavinaszeri atforduldsokat indit meg a kornyezd doménekben és valdjdban ezek Osszesitett
hatsabol szarmazo zajt halljuk. A telitettséget akkor éri el az anyag, ha mar minden elemi
momentum a tér irdnyaban all, az egész anyagdarab egyetlen doménnek tekinthetd.

Magneses tér gerjesztése

Az Ampére-féle gerjesztési torvény: Kordbban emlitettiik, hogy mozgo toltések magneses
mezOt hoznak l1étre. A mérési tapasztalatok alapjan felallitott Ampere-féle gerjesztési torvény
vékony vonalas aramok esetén azt mondja ki, hogy a magneses térerdsség zart gérbére vett
integralja egyenld a gorbe altal hatarolt tetszéleges feliileten dthaladd aramok algebrai
Osszegével:

$Hds =31,
g i

A zart gbrbe altal kériilfogott aramok eléjelezése

Az aramerdsségek algebrai 0sszegénél az eljelezésre azt a szabalyt hasznaljuk, hogy az az &ram,
amelyik a feliiletet a feliilet normalisanak iranydban dofi pozitiv, amelyik azzal ellentétesen dofi,
az pedig negativ. Megallapodas szerint, a peremgorbe koriiljarasi iranyat és a feliileti normalis
irdnyat a jobbcsavar szabaly kapcsolja 6ssze. Az Ampere-féle gerjesztési torvény irja le az d&ram
¢s az altala gerjesztett magneses mezd kozotti Osszefiiggést. A magneses mezd tehat még
staciondrius esetben sem konzervativ. Tapasztalati tény, hogy a gerjesztési torvény akkor is
érvényben marad, ha térben méagnesezheté anyagok vannak jelen.

Hatarfeltételek (peremfeltételek): Két kozeg hatarfeliiletén:

Hy=H,.,
azaz a két kozeg hatardn a magneses térerdsség tangencialis koordinataja folytonos €s
B,=B

1n 2n

azaz a két kozeg hataran a magneses indukcié normalis koordinataja folytonos.

Hosszu egyenes vezeté magneses tere: Szimmetria-okokbol kovetkezik, hogy a térerdsség
értéke csak a vezet6tdl mért tavolsagtol fiigg. Az erdvonalak koriilfogjdk az aramot, tehat a
vezetdre merdleges sikokban fekvd koncentrikus korok, kdzéppontjukban a vezetdvel. Ekkor, ha
egy ilyen korvonal mentén integralunk, a H nagysaga allandd, iranya parhuzamos az ivelemmel,

igy H kihozhat6 az integraljel elé: 4) Hds = H qs ds=H-2rz =1, azaz H=1/2rn.
9 9

Szolenoid magneses tere: tekintsiink egy, az atmérdjéhez képest hosszu, siirlin csévélt hengeres
tekercs magneses terét. A mez6 homogénnek tekinthetd a tekercs belsejében. A tekercs hosszat
jelolje I, a menetszam legyen N, és legyen A, a keresztmetszet. Ekkor az egységnyi hosszra jutd

menetek szama T A tekercsben folyo aramerdsség |. Egy alkalmasan megvalasztott zart



gorbére irjuk fel a gerjesztési torvényt. A zart gorbe legyen az ABCD téglalap, X az AB oldal
hossza.
I N

oo oJoXcXoXoXoJoYoXoXoYcYoX oy

\

< >

®®ﬁ®®®®®®®®ﬂ®®® “a

D

A szolenoid tekercs és magneses mezeje

A zart gorbére torténd 6sszegzest felbonthatjuk négy nyilt gérbére torténd dsszegzésre:
B C D A
¢ Hds = [ Hds +[ Hds +[ Hds + [ Hds
g A B C D
A téglalap esetében a DC szakaszon a tér kozelitleg nulla, az AD és a BC szakaszon pedig a tér

irdnya merdleges a gorbére, igy az 6sszeg csak az AB oldalra nem tlinik el. Ebbdl: Hx =$X I,

azaz H = ¥ , 1gy a magneses indukcio: B = ,u¥

Az elektroméagneses indukcio

Azt mar tudjuk, hogy ha egy magneses mezdben 1év6 vezetdben aram folyik, akkor a vezetdre
erd hat (Ampére-erd) és az mozgasba lendiil. Kérdés, hogy ha magneses mezdben vezetdt
mozgatunk, akkor indukalodik-e aram, ill. altaldban hogyan tudunk magneses Uton aramot
eldallitani.

Mozgasi indukcio: Ha egy vezetdt magneses mezdben mozgatunk, akkor a vele egyiittmozgd
toltéshordozokra a Lorentz-erd hat. Ezt az erét korabban idegen erének neveztiik: F = gV x B.

<«— mozgatva

kilendiil az aramméro
Mozgasi indukcié jelensége

. F

*

Az idegen térerdsség: E,=—=VxB. A mozgd vezetdé vonal mentén elektromotoros erd

q
indukalodik (keletkezik), vagyis ekkor a vezetd dramforrasként miikodik. A mozgasi indukcidt
leir6 Neumann-torvény altalanos alakja:

En =TE.d§ :T(Qxé)o@
A

i
A

Ha a vezetobol készitett vonal zart, akkor az indukalt elektromotoros eré hatasara indukalt aram
jon létre. Tekintsiik egyenes vezetdt, €s v, B, AS legyenek egymasra merdlegesek.
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Az indukalt elektromotoros erd a zart &ramkérben indukélt aramot eredményez

A fenti, aramforrasként viselked6 mozgo6 fémrudat linearis generatornak is nevezik. Figyelembe

véve a nagyon specialis geometriat, az elektromotoros erd:
B

B
£ =E=[Eds=[(vxB)ds=vB/

A A
A korben folyd dram erdssége pedig az ellenallasok ismeretében meghatarozhat6. Ha az egész
kor ellenéllasa R, akkor I=¢/R. Azonban az indukélt &ram miatt erre a rudra is hat az Ampere-
erd, a mozgas irdnyaval ellentétesen (ez a Lenz-torvény megnyilvanuldsa), igy azt egy Ifh
(htzo)erdvel kell kompenzalnunk. Ennek az erének a teljesitménye fedezi a fogyaszton mért
teljesitményt. A  generatorok mechanikai teljesitmény aran szolgaltatnak elektromos
teljesitményt.
A fenti elrendezésnél ¢ a mozgd rud konstans hossza volt, legyen a zart hurok masik (az abran
vizszintes) oldalanak hossza h. Ekkor a hurok teriilete A=h/, a példdban ez annal gyorsabban
csokken, minél gyorsabban mozog a rud jobbra. A rud sebessége v=-dh/dt, de mivel ¢ konstans,

dA/dt=d(h/)/dt=-¢v . Az indukciéfluxus valtozasi gyorsasaga:
dd;qt) = d(]jf) = B(L—? = —B/v =—¢. Altalanosan, ha egy irdnyitott — nem feltétleniil merev — zart

vezetOhurok magneses mezdben mozog, akkor a benne indukalt elektromotoros erdt Faraday
torvénye adja:
E=_-"
At

Tehat a zart vezetéhurokban indukalt elektromotoros erd egyenld a zart hurok altal koriilfogott
magneses fluxus valtozasi gyorsasaganak ellentettjével (Fluxus-szabdly). A fluxus-szabaly
segitségével az indukalt elektromotoros eré gyakran konnyebben szamithatd, mint a Neumann-
torvénnyel. Az is konnyen lathatd, hogy ha homogén magneses mezdben egy vezetd keret halado
mozgast végez, akkor nem indukalddik benne fesziiltség.

Valtakozé aramu generator: Tekintsiink egy téglalap alaku vezet6 keretet. Keresztmetszete
legyen A, és forogjon alland6 @ szogsebességgel homogén magneses mezében. A magneses

mez6 indukcidja legyen B . A kezdeti pillanatban legyen i TT B . El8szor irjuk fel a magneses
indukciofluxus idobeli valtozasat:

IS

SIAN
R:7AN
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Valtakoz6 aramu generator

cD=jI§dA= B Acosa
F

mivel o =wt, igy az idében valtozé magneses fluxus @ = B Acoswt. Alkalmazzuk a Faraday-

torvényt az indukalt elektromotoros erd kiszamitasara:

8=—d—¢= B Awsinwt .
dt

Hasznaljuk az &; jelolést az elektromotoros erd csticsértékére & = B Aw , ezzel

E=E& sinwt
Ha egymenetii keret helyett N menetii tekercset alkalmazunk, akkor az er6vonalak mindegyik
meneten atmennek, vagyis a fluxus (és annak véltozasi gyorsasdga) N-szeresére nd. Tehat a

valtakoz6 dramu generator elektromotoros ereje:
& =N ABwsin wt

Nyugalmi indukcio: Tehat egy zart vezetékdrben aram indukalodik, ha a magneses

indukciofluxus, azaz a B feliiletre vett integralja valtozik. Ez az integral nem csak gy véltozhat,
hogy a gorbe alakja vagy helyzete, azaz az integralasi tartomany valtozik, hanem 1ugy is, hogy az

integrandus, azaz a B vektor nagysaga vagy iranya valtozik az idében (esetleg az integralasi

tartomdnnyal egyiitt). Ha az integraldsi tartomany nem valtozik, azaz nincs mozgas, B pedig
valtozik, nyugalmi indukciordl beszéliink.

vasmag
=)
(\)
(\ g
. (\; ‘\> gG)
L] (\)
(\>
primer szekunder kor

kor
A nyugalmi indukcio6 jelensége, kblcsénds indukcio

Tekintsiik a fenti elrendezést. Mindaddig, amig a valtoztathato ellenallassal valtoztatjuk az
aramerdsséget a primer korben, valtozni fog az altala gerjesztett magneses tér indukcioja. Ezeket
az indukciovonalakat a szekunder kor koriilfogja, és valtozik a szekunder fluxus. A tapasztalat
szerint, amig a fluxust valtoztatjuk, a szekunder koérben aram folyik. Az aram létrejottének oka itt
nem lehet a Lorentz-erd, hiszen a szekunder vezeté nem mozog.

A jelenség magyarazata az, hogy az id6ben valtoz6 magneses mez6 elektromos teret indukal, és
ez az indukalt elektromos mez0 mozditja el a szekunder vezeték szabad elektronjait. Ez a
nyugalmi indukci6 jelensége. A fenti kisérletben leirt konkrét jelenséget kolcsonds indukcidnak
nevezziik, ilyenkor a primer kor &ramanak valtozasa indukal fesziiltséget a szekunder korben.

Tekintsiik most a kovetkezo elrendezést:

—

A nyugalmi indukcié jelensége, 6nindukcio
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A tapasztalat szerint, ha a tekercset az aramforrasrdl lekapcsoljuk és egyben rovidre zarjuk,
akkor az arammérd egy ideig még csokkend aramerdsséget jelez. A jelenség magyarazata az,
hogy az aramforrast lekapcsolva valtozik a magneses mezd fluxusa, ez elektromos mezot
indukal, és ez tartja fenn az aramot egy ideig. A jelenséget onindukcidnak nevezziik, ilyenkor az
indukalt fesziiltséget a vezetOkor sajat aramanak valtozasa okozza.

Osszegezve, a Faraday-féle indukciotdrvény tomor alakja:
AD

4t
ahol @ = I BdA a magneses indukciofluxus. Részletesebben kiirva:
F

- od s
<!>Eds=—aJF'BdA

Rogzitett zart vonal mentén az indukalt elektromos fesziiltség egyenld a zart vonal altal
koriilfogott magneses fluxus valtozasi gyorsasaganak ellentettjével. Az indukalt elektromos
mez0 nem Orvénymentes, ezért nem is konzervativ.

Elektromos mezdt tehat nem csak toltések kelthetnek, hanem idében valtozé magneses mezo is.
A toltések keltette mez6 forrasos, s ha a toltések nyugszanak, vagy dramlasuk staciondrius, akkor
orvénymentes. Az idO6ben valtoz6 magneses mezd keltette indukalt elektromos mezd
forrasmentes és Orvényes.

Szolenoid tekercs 6nindukcios egyiitthatéja: Amint azt kordbban levezettiik, egy hosszi
vékony tekercsben a magneses térerdsség €s a magneses indukcio:
H= %, B= ,u¥
frjuk fel az egyetlen menet altal koriilfogott fluxust (menetfluxus):
@, = [BdA= BA=y¥I
A

A tekercsfluxus egyenld a menetfluxusok 0sszegével, igy
N°A

D=ND =u I

A tekercsfluxus ardnyos az 6t gerjesztd drammal: @ = LI . Az ardnyossagi tényezd definicio
szerint L, az 6nindukcids egyiitthatd, ami szolenoidra:

2
|_=—‘”\II A

Az Snindukcios egyiitthaté mértékegysége: [L]= 1% =lhenry = 1H
Ha egy tekercsben valtakoz6 aram folyik, akkor @ = LI (t)

Tehat a tekercsben indukalddott fesziiltség aranyos az aram valtozasi gyorsasagaval és az
onindukcids egyiitthatoval. Utobbiban benne van a menetszam négyzete (ezért van sok menete a
tekercseknek) €s a permeabilitas (ezért szoktak vasmagot tenni a tekercsekbe).

Sokmenetii tekercs esetén mivel L aranyos N*-tel a tekercs 6nindukcids egyiitthatoja olyan nagy,
hogy az egyben az egész vezetd kor induktivitasanak tekintheto.

13



A tekercsben 1év0 magneses mezd energiaja az 1/2BH energiastiriiség és az A/l térfogat

2
szorzata, azaz E_ :lE-pE-AK :luN Ap_lip,
2 /4 / 2/ 2

Kolcsonds indukeio egyiitthatéja szoros csatolas esetén: Tekintsiink két nyugalomban 1évd
tekercset egymas kozelében. A primer tekercs menetszama legyen N,, a szekunder tekercsé

pedig N, . Ha a primer tekercsben foly6 aram ||, akkor az indukci6:

O

@ N, N,
'o)
A kblcsbnos indukcid szoros csatolas esetén

a menetfluxusa pedig:
@ = ,u# [, (t)
A szoros csatolds azt jelenti, hogy a primer tekercs menetfluxusa egyben a szekunder tekercs

menetfluxusa is, igy a szekunder tekercs teljes fluxusa:
N,N,A
D, =N,d, = u— | =—1,(t)

A kifejezésbol kiolvashatd, hogy a szekunder tekercs fluxusa aranyos a primer drammal, az
aranyossagi tényez6 M, a kolcsonds indukcio egylitthatdja: @, = Ml, , ahol

A szekunder tekercs kapcsain az indukalt fesziiltség:
do dl
p=——r=-M—*
dt dt

A huroktorvény altalanositasa valtéaramra egyetlen hurok esetén: Tekintsiik egy olyan
hurkot, amely egy ellenallast, egy kondenzatort, egy tekercset, €s egy dramforrast tartalmaz.
Legyen R a teljes kor ellenallasa, C a kondenzator kapacitasa, L a tekercs (és egyben az egész

hurok) 6nindukcids egyiitthatdja, illetve £ az alkalmazott elektromotoros erd.
||
Q

[
g .
2C g g

C

s
g Huroktérvény altalanositasa

fjuk fel a nyugalmi indukcié Faraday-torvényét a hurokra:
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@Edg:—d(h BA)

dt
g
Mivel a tekercs onindukcios egyiitthatoja egyben a kor indukcios egyiitthatoja is:
= I
$ Eds = - L4
’ dt

A g zart gorbét az abran lathato modon bontsuk fel két részre, g, haladjon a vezetében, g, pedig

a kondenzator lemezei kozotti szigeteloben. A g, gorbén a térerdsség integralja nem mas, mint a
kondenzatoron esé fesziiltség, Q/C. Igy ha a térerdsségre vonatkozd Osszegzést a ¢,, 0,,

szakaszokra kiilon kiszdmoljuk, akkor az alabbi egyenletet nyerhetjiik:
IR-E+ Q =— Ld—I
C dt

A Kirchhoff-hurokegyenlet altalanositasa soros RLC korre:
LOl—I +IR+ Q_ £
dt C

Tekercs rakapcsolasa allando fesziiltségre: Legyen a tekercs L induktivitasa allando, a kor
ohmos ellenallasa R, az aramforras allandé elektromotoros ereje €. A kapcsolot a t=0
iddpillanatban zarjuk. Kérdés, hogyan valtozik az I &ramerdsség. Ha hirtelen (At=0 1d6 alatt)
nullardl I>0 értékre ndne, akkor dI/dt és ezzel az indukalt fesziiltség végtelen nagy lenne, ami
lehetetlen. Kovetkezésképp 1(0)=0. A differencidlegyenlet:

IR-&=-L a
dt
Egy szétvalaszthat6 tipusu, integralva:
(odl 1
| =—[dt
v €—RI Ly
Az integralast elvégezve:
1. e-RI 1
—In =——t
R € L

R-rel atszorozva, e-adra emelve kifejezhetd az dramerdsség:

I(t) =§(1—e‘§t] =1, [1—e‘§tJ

Felhasznaltuk, hogy t=oo-re .= ¢/R-nek adodik. Vezessiik be a T =L/R mennyiséget, amelyet
idéallandonak vagy a kor relaxacios idejének is neveznek. Ezzel az aramerdsség:

It =1,(1-¢")

Az aramerdség tehat exponencidlisan tart a maximalis L, értékhez. Ha a tekercset hirtelen
lekapcsoljuk az alland6 fesziiltségrol, ennek a forditottja jatszodik le, az aram exponencialis

fliggvény szerint tart a nulldhoz: I(t) = Ioe_” *. Errél ugy gy6zodhetiink meg, ha a fenti levezetést
[(t=0)=I, és £=0 értékekre megismételjiik.

Kondenzator Kkisiitése: Egy Q toltésre, azaz Uy=Q,/C fesziiltségre feltoltott kondenzatort R
ellenallason keresztiil kistitiink. A huroktorvény:

IR+%:0,ahol I:d—Q

dt
Id6 szerint derivalva és atrendezve kapjuk a differencidlegyenletet az dramerdsségre:
a_-1
dt RC
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ahol Iy a kisiités kezdetekor beindulé aramerdsséget jelenti. Ez az egyenlet is szétvalaszthato:

I t
g:__l dt.
I RCjy

Ty
, I -1
A megoldas: In—=—t. azaz

0
t

I(t)=I,e R =Te "™,
ahol 1=RC az RC kor idéallandodja, I, = U,/R . Ez azt az id6t adja meg, amely alatt e-adrészére

csokken az dramerdsség.

Kondenzator szinuszos valtakozo fesziiltségen: Egyenaramot a kondenzator nem vezeti, de
valtakozo fesziiltség hatésara periddikusan feltoltédik és kisiil. igy a véltakozé aram folytonosan
folyik a korben anélkiil, hogy a lemezek kozotti szigeteld rétegben toltések aramlananak. Az
altalanos Kirchhoff-hurokegyenletbdl kapjuk, hogy a kondenzator U=Q/C fesziiltsége az
aramforras € elektromotoros erejével egyenld. Mivel g(t)= go.sinot,
I(t) = (il—? = %(CU0 sinot) =CUjocosmt .
Tehat az aramerdsség az idoének koszinuszos fliggvénye, az aramerdsség €s a fesziiltség kozott
/2 faziskiilonbség van, vagyis az aramerdsség 90°-kal siet a fesziiltséghez képest. Ez azért
lehetséges, mert nem a kondenzator lemezei kozott 1€vo fesziiltségkiilonbség az oka a toltések
aramlasanak, hanem ennek a fesziiltségnek a megvaltozasa. A fesziiltség cstcsértéke Uy, az
aramerdsségé CUpw, a kettd hanyadosaként értelmezhetjiik a kondenzator valtoaramu
ellendllasat, mas néven kapacitiv ellenalldsat vagy kapacitanciajat:
%ol

oC

Ez, mint lathato, fiigg a frekvenciatol és egyenaramra végtelenné valik.

Idealis tekercs szinuszos valtakozoé fesziiltségen: Ha minden ohmos ellenéllast elhanyagolunk,

a megoldand6 egyenlet: £ = L%, ahol g(t)= g,sinwt. Id6 szerint integralva kapjuk, hogy

—g,cosot/w=LI, azaz I(t) = —L—Ocos ot , vagyis az induktivitason az dram 90°-ot késik a
®

fesziiltséghez képest. A fesziiltség és az aramerdsség cstucsértékének hanyadosa a tekercs
valtdaramu ellenallasa, mas néven induktiv ellendlldsa vagy induktanciéja:
X, =Lo

Egyenaramra ez nulla, a frekvencia novelésével ndvekszik.

Valtéaramu RLC-korok

Olyan aramkdroket vizsgalunk, amelyekben az ohmos ellenallas mellett tekercs és kondenzator
is van, az aramforras elektromotoros ereje pedig szinuszosan/koszinuszosan valtozik

— Y Y Y ——

R L C

&
®©
Soros RLC kér
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Tekintsiik az abran lathat6 soros RLC kort, és alkalmazzuk ra az altalanositott hurok torvényt:
LOl—I +IR+ Q_ &
dt C
Tegyiik fel, hogy a valtakoz6 arami generatort elektromotoros ereje &€ =& coswt fliggvény

szerint valtozik. & a gerjesztd elektromotoros eré amplitiddja @ pedig a korfrekvencidja. A

Kirchhoff-féle huroktdrvény formadlisan teljesen analdg az el6zd félévben tanult gerjesztett
rezgés mozgasegyenletével. Az analog mennyiségek:
Xx—>Q avaltozo

m—L tehetetlenség
Kk —> R csillapitas, a rezgés energidja hové alakul

D — — arugo, ill. a kondenzator tarolja az energiat, ami a megnytlasbdl, ill. a toltés-

2
felhalmozodasbol adodik ( %sz , 111 1Q° , ezek periodikusan atalakulnak az 1/2mv* mozgési

és az 1/2LI° magneses energiava)
F, = & kényszer, energiabetaplalas

/D 1 s . . I .
Oy =,/— > Ic sajatfrekvencia, o = ®, esetén rezonancia kovetkezik be.
m

Jic

Az RLC koroket vizsgalva minket jobban érdekel az dramerdsség, mint a kondenzatoron 1évo
toltés, ezért lederivaljuk idO szerint a fenti egyenletet, hogy csak az aramerdsség maradjon benne
valtozokeént:

2

d—|+ Rd—I+L=—8 osin ot

dt> dt C ’
Matematikailag a megoldandd egyenlet inhomogén madsodrendli differencidlegyenlet az
aramerdsségre. Ennek altalanos megoldasa két tagbol all: az inhomogén egyenlet egy partikularis
megoldasabol és a megfeleld homogén egyenlet altalanos megoldasabol. A homogén egyenlet
altalanos megoldasa csillapitott rezgémozgasnak felel meg. Mivel nincs aramforras, nincs, ami
potolja az ellenallason keletkezd Joule-hot, ezért csillapodik az aram. Matematikailag ez egy e™
szorzoként jelenik meg, amely iddben exponencidlis lecsengést okoz, igy az allanddsult
allapotban csupén a partikuldris megolddsnak megfeleld tag marad meg, a tovabbiakban csak
ezzel foglalkozunk. Tudjuk, hogy ha az inhomogenitast jelentd fliggvény w korfrekvenciaj
periodikus fliggvény, akkor a partikularis megoldast is @ korfrekvencidji periodikus fiiggvény
alakjaban kereshetjiik. Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a partikularis (idoben allandosult)
megoldas a kdvetkezo:

| =1,cos(wt-@)

Az 4ramerdsség 1dofiiggésében szerepld |, a létrejovd aram csucsértéke, mig ¢ a kezdofazis.
Az aramerdsség cslcsértékét a soros valtakozo aramu kordkre vonatkozé Ohm térvény alapjan
hatdrozhatjuk meg:

&
l, =
1 2
\/R2+[La)—j
wC
vagy:
LG
°z

ahol Z a soros kor impedanciaja (magyarul a valtakozo6 dramu ellenallasa).
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Impedancia vektorabra

X, - X

\4

Ebbdl leolvashato a kezdofazis:

vagy

oS _R
4 z

Ha ¢ > 0 akkor | késik £ -hoz képest, ha ¢ < 0 akkor | siet £ -hoz képest.

Hasonloan a mechanikai rezgéshez, itt is egyik formabdl a masikba alakul az energia és vissza
periodikusan. Amig az aramerdsség nagy, addig a tekercs magneses mezdje erds €s ennek
energidja nagy, azutdn az aramerdsség csokken, a toltés felhalmozodik a kondenzéatoron, de
akkor meg a kondenzatorban 1évd elektromos térerdsség ¢és igy az elektromos tér energidja lesz

nagy.

Az egyes kapcsolasi elemek polusain mérheté fesziiltségek: Grafikusan a fesziiltségeket ugy
kaphatjuk meg, hogy az impedancia vektordbran minden ellenallas-jellegli mennyiséget

beszorzunk az dramerdsséggel. Az ohmos ellenallason 1€vé fesziiltség az aramerdsséggel mindig
fazisban van. Ha U, = | R az ellenallason a fesziiltség csucsértéke, akkor

Ug (t) =Ug, cos(ot —g)

A kondenzator fesziiltsége n/2-vel késik az dramhoz képest, azaz
U.(t)=Ug cos(cot —(p—%j ,

ahol U, = I, X, , a kondenzatoron mérhetd fesziiltség csticsértéke.
Az idedlis tekercs fesziiltsége n/2-vel siet az &ramerdsséghez képest:

7
U (t)=U,, cos(a)t—go+5),
ahol U, = |1 X, az induktivitdson mérhet6 fesziiltség csticsértéke.

Forgo vektorabra: A soros RLC kor fazisviszonyainak szemléltetésére gyakran hasznaljak a
forgo vektoros abrazolast. Ilyenkor a vektor hossza aranyos az illetd fizikai mennyiség
csucsértekével, €s allando szogsebességgel forog a sikban az éramutat6 jarasaval ellentétes
iranyban. A vizszintes tengelyre vett vetiilet harmonikus rezgést végez, ez adja a fizikai
mennyiség pillanatnyi értékét." A fiigg6leges tengelynek nincs fizikai jelentése, azért vezettiik
be, mert vektorokat kdnnyebb dsszeadni, mint trigonometrikus fiiggvényeket. Az elsé vektor,

! Lasd az egyenletes kormozgas és a harmonikus rezgés kapcsolatat az el6z6 félévi jegyzetben.
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amit egy ilyen abrdzolasnal felvesziink, az aramerdsség vektora. Mivel az ohmos ellenallason
1év0 fesziiltség az dramerdsséggel mindig fazisban van, igy az azt leir6 vektor az aramerdsséggel

parhuzamos. Az idealis tekercs fesziiltsége E-Vel siet az aramerdsséghez képest, igy az ezt
abrazolo vektor, a vektorok forgésanak iranydban megeldzi az aramerdsség vektorat. A
kondenzator fesziiltsége B -vel késik az aramhoz képest, igy a vektora az dramerdsség

vektorahoz képest 90°-kal lemarad. A vektorok sszege pedig kiadja a generator elektromotoros
erejét. Megjelenik az dbran a ¢ faziskiilonbség is.

A

/

Forgé vektorabra

Rezonancia soros RLC-koérben: Vizsgaljuk meg, hogy egy adott RLC-korben milyen @
frekvenciara lesz maximalis az d&ramerdsség. Az
&

2
\/R2+(La)—1j
«oC

Osszefiiggésbol leolvashatd, hogy ez akkor kdvetkezik be, ha a nevezé minimalis. Mivel a
gyokjel alatt 4116 els6 tag (R?) régzitett, a masodik nemnegativ, akkor lesz minimalis a két tag

I, =

Osszege, ha a zardjelben 4llo tag nulla, azaz ha Lo = s vagyis a rezonanciafrekvencia
®

1

o, =—F7—
" JLC

Ekkor a kondenzatoron és a tekercsen es6 fesziiltség ugyanakkora, de ellentétes fazist, igy
0sszegiik minden pillanatban nulla. Ha R nagyon kicsi, akkor az aramerdsség nagyon nagy.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a tekercsen és a kondenzatoron esé U, , =1, X és U, =1,X,

fesziiltség is nagyon nagy, sokkal (akar sok ezerszer) nagyobb, mint az &ramforras
elektromotoros ereje! Ezért ezt a rezonanciat fesziiltségrezonancianak is nevezik.

Valtakozé aram jellemzése effektiv értékekkel: A valtakoz6 aram effektiv értéke a hohatés
szempontjabol egyenértékil staciondrius dram erdsségét jelenti. Akér a vizsgalt valtakozo aram
folyik at egy fogyaszton (jobb oldali abra), akar egy les erdsségli stacionarius aram (bal oldali
abra), egy periddus alatt az elektromos munkavégzés megegyezik.

—_
R R

h

Iff
(l ’

|
Egyszerii aramkérék az effektiv aramerésség bevezetéséhez

~)
&
= |, sin ot
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.
W =12RT W = [17(t)Rdt
0

: . I
A szinusznégyzet-fliggvényt kiintegralva belathatd, hogy az effektiv érték: 1, =—-.

NG

Hasonloan a generator effektiv fesziiltsége: &y = i Ez utobbi két formula felhasznalasaval a

NG

valtéarami Ohm térvény egy gyakrabban hasznalt alakba irhato:

Teljesitmény soros valtakoz6 aramu kérben: A soros aramkor esetén az aramforras pillanatnyi
teljesitménye:

P(t)=£&(t)1(t) =&, cosat |, cos(at—p)
Két ismert trigonometrikus azonossagot (cos(a + [ ) =cosacos f—sinasin f és

cos(a—f8) =cosacos f+sinasin B ) dsszeadva: cos(a+ fB)+cos(a—fB)=2cosacos B

Legyen o =wt és [ =wt— ¢, ekkor:
%[005(2(0'[ —g0)+c0s¢] = coswtcos(wt—p) ,
igy a pillanatnyi teljesitmény:
P(t)= %[cos(%ut —(p)+cos¢]

Ha ennek a fiiggvénynek képezziik az idéatlagat, akkor mivel a koszinuszos fiiggvény iddatlaga
zérus, csak a jobboldali tag marad, mivel az konstans. Az atlagteljesitmény a csucsértékekkel,
vagy az effektiv értékekkel kifejezve:

&l &g | ER

020 cos @ :T;-T;cosgo =&l 5 COSQ :%: 1R
Mivel a keletkezett hét ez adja meg, az atlagteljesitményt hatdsos teljesitménynek is nevezik.
Megjegyezziik, hogy a P, = £ |, mennyiséget latszolagos teljesitménynek, P, = &4 |4 sing -t

P

pedig meddd teljesitménynek nevezik. Utdbbi az dramforrés és a fogyasztod kozott periodikusan
ide-oda aramlo energiat adja meg.

Komplex megoldas: Fentebb lattuk, hogy a fesziiltséget és az aramerdsséget forgd
vektorokként, az impedanciat all6 vektorként tekinthetjiik egy kétdimenzios sikon. Utdbbiban az
egyes tagokat (az ohmos ellenallast, a tekercs induktanciajat, a kondenzator kapacitanciajat)
soros kapcsolasnal vektorként adjuk 6ssze. Parhuzamos esetben a reciprokokat kellene
sszeadni, csakhogy vektorokkal nem tudunk osztani, mivel nincs megfeleld szorzasunk.”
Kideriilt, hogy ha a vektorokat egyben komplex szamoknak is tekintjiik, akkor megfeleld
szorzast kapunk ¢s tudunk majd eredé impedanciat szamolni tetszéleges kapcsolasnal.
Természetesen visszamehetnénk a vektorokrdl a trigonometrikus fiiggvényekre, azonban ez
sokkal nehézkesebb szamolasokat eredményezne. Az alabbiakban bemutatjuk a huroktérvény
komplex megoldasat és levezetjlik azokat az 0sszefliggéseket, amelyek a valtoéaramua korok
megoldasahoz sziikségesek (ez részben az eldz6 oldalakon elmondottak ismétlése lesz).

* Sem a skaléris, sem a vektorialis szorzasnal nem igaz, hogy ab = ac -bdl kovetkezik b = C , tehat az 1/a -val
valo szorzas ellentmondasra vezet.
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A fesziiltséget U_e'**’ alakban adjuk meg, az dramot = | e alakimak tekintjiik. Az &ramot

tehat fazisallando nélkiilinek tekintjiik. Ezt egyébként jogunkban all megtenni, mivel csupan azt
jelenti, hogy az adott jelenség leirdsadhoz iddmérésiink mikor indul, azaz a stopperorank
inditogombjat mikor nyomjuk le. Az dsszefliggéseinkben a hullamvonallal ellatott szimbolumok
komplex mennyiségeket jelolnek. Azt a megallapodast tartjuk szem eldtt, hogy a komplex
fesziiltségnek és az dramerdsségnek csak a valos része értelmezhetd és mérhetd fizikailag. Ez a
komplex irasmoéd - a latszat ellenére - jelentdsen egyszeriisiti a szamolast. A kovetkezd
formulakat fogjuk hasznalni:
U(t) =U_e'" " =U_(cos(wt + @)+ isin(at + ) =U ee* =U e
=1, di/dt=iwle" d°7/dt’=—aw’e"

Az €' tag miatt forog az aramerdsség és a fesziiltség o szdogsebességgel a komplex sikon az
oramutato jarasaval ellenkezd irdnyban — aki a komplex alakbol nem latja, vizsgalja meg a
trigonometrikus alakot.
A fesziiltség és az aram megfeleld derivaltjait az

d*f _di T d€
+R—+—=—
d> dt C dt
inhomogén egyenletbe helyettesitve kapjuk a kdvetkezot:

L

_LwZIOeI(ut + Ia)Rloelwt +Eoelwt — Iauoellﬂelwt

Osztva mindkét oldalt iw -val, majd a nevez6bdl i/i szorzassal eltiintetve az imaginarius
egységet kapjuk az alabbi egyenletet:
ILa)Ioelwt + Rloela)t _I_oelwt — erl(pelwt (**)
oC
Beirva a komplex alakokat:

L ~ 0~ ~
Lol () +RIM—i—T(H=U()

Az els6 formula baloldalan azonosithatjuk az egyes aramkori elemeken jelentkezd
fesziiltségeket, s jobboldalon ezek 6sszegét:
U,=Rl U =ilofl U ,=——1 (*)
oC

E formulak egyuttal az Ohm térvény komplex alakjanak megnyilvanulédsai. Ezek mindegyike
U = ZI alakd, ahol Z jeloli hagyoményosan a komplex impedanciat:

5 5 . 5 i 1

Z,=R Z =ioL . =——=——

R : ¢ oC ioC

Ha a fenti egyenletet atrendezziik:

fty=U@,

. 1
I(Lo——)+R
( a)C)

felismerhetjiik az ered6 komplex ellenallast is, amely a sorba kapcsolt elemek komplex
impedancidinak Osszege.

5 . 1
Z,=R+i(Lo——
( a)C)
Ennek az abszolut értékét a Pithagorasz tétellel szamolhatjuk:
1
Z =R+ (Lo———)
) -

Lathato, hogy a soros RLC kor komplex impedancidja az egyes tagok komplex impedancidjanak
Osszege. Ugyanigy levezethetd, hogy ha tobb ohmos ellenallas, tekercs, illetve kondenzator van
sorosan kapcsolva, azok impedanciai is 6sszeadodnak:
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2, =R +i(@3 L, — -3
n m Oy Ck

Megjegyezziik, hogy visszakaptuk azt az egyendramoknal levezetett szabalyt, hogy sorba
kapcsolt kondenzatorok eredd kapacitasanak reciproka a kapacitasok reciprokainak dsszege.
Ha a (**) egyenletben az €' -vel egyszertisitiink, akkor azt latjuk, hogy az eddig elmondottak —
pl. az Ohm torvény * alakjai — nemcsak a pillanatnyi értékekre, hanem az amplitudokra és igy az
effektiv értékekre is valtozatlan formaban érvényesek.
A kovetkezOkben Ohm torvényének alkalmazasat tisztazzuk komplex véltakoz6 dramu
ellenallasokra. Mind minden komplex mennyiség, igy a komplex ellenallasok is megadhatok a

kovetkezd alakban: Z = Zoeig. Ha az aramot vélasztjuk fazisalland6 nélkiilinek, (azaz
| e"" alak®) akkor az "U = RI" Ohm térvény a kovetkez6khdz vezet:
T i$ i(ot+9) __ i(0t+9) __ i(0t+9)
U=2g"le""=21,e"""=U """
Két dolgot latunk, egyrészt a fesziiltség-amplitidot is Ohm torvénnyel kaptuk U, =Z 1

érdekesebb azonban az, hogy az elektromos fesziiltség fazisa 3 értékével nagyobb az aram
fazisanal. Az aram ¢és a fesziiltség tehat nincs (azonos) fazisban, s e faziskiilonbség a komplex
valtakoz6 dramu ellenallas fazisszogétdl szarmazik.

A fentieket alkalmazzuk pl. egy L énindukcios egyiitthatoju tekercsre:

7 =iLo= L™ U=7= La)loei(wt+;z/2)
A fesziiltség-amplitido tehat U, = Lol . Kiolvashatjuk tovabba azt is, hogy az dnindukcios

tekercsen a fesziiltség fazisa 90°-al vagyis 7z/2 -vel siet az aram fazisdhoz képest. Ha masik
mennyiséget valasztjuk referenciaul, akkor ugyanezt a fizikai tényt ugy is megfogalmazhatjuk,
hogy egy onindukcios tekercsen az aram 90°-kal késik a fesziiltséghez képest.

Kimutathato, hogy ha alland6 paraméterekkel bird linearis halozaba azonos korfrekvenciaju
szinuszos (koszinuszos) elektromotoros fesziiltségek vannak beiktatva, akkor a staciondrius
allapotbeli aramerdsségeket €s fesziiltségeket a

Zli:O
2NZi=25

komplex huroktorvényekbdl hatarozhatjuk meg.

Az egyenaramokndl az Ohm-torvénybdl és a két Kirchhoff torvénybdl vezettiik le azt, hogy
hogyan kell ered6 ellenallast szamolni soros ¢s parhuzamos kapcsolasnal, ill. hogyan kell ezek
segitségével tetszoleges haldzatot megoldani. Itt a fenti harom toérvény komplex
aramerdsségekre, fesziiltségekre és impedanciakra ugyanolyan formaban igaz, mint
egyenaramok esetében a megfeleld valos mennyiségekre, tehat ugyantigy levezethetok a
megfeleld szabalyok. Eszerint, (mint azt mar lattuk,) a sorosan kapcsolt konduktiv (ohmos)

ellenallasok ereddjét megado R, = Z R, 0sszefliggés megfeleldjeként a sorba kotott

komplex csomdponti és a

impedancidkra a
Z,=> 7,
k
komplex 6sszefliggés érvényes. Hasonloan, parhuzamosan kapcsolt impedancidk ereddje az

1 1
723

3 1 iz/2 __ o . . T .
Felhasznaljuk, hogy €"'~ = COSE +1 SmE =1
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Osszefiiggés szerint szamithat6. Az impedancia reciprokat szokas admittancianak is nevezni. A
szabaly tehat ugy foglalhato 0ssze, hogy soros kapcsolasnal a komplex impedancidk,
parhuzamosnal a komplex admittanciak 6sszegzddnek.

Transzformator: k6zos vasmagon van két tekercs. Tegyiik fel, hogy az N; menetszamu primer
tekercs egy aramforrasra van csatolva, amelynek fesziiltsége: U, (t) =U, sinwt. A primer kor

ohmos ellenallasat elhanyagoljuk, ekkor az aramerdsség:

Uy, NJA . . . .
I, = L—a)(—cos wt), ahol L, = = A primer tekercsen beliil a magneses tér
1 1
I 1 . s 7 I UIO/II UlO
H, =N, 1, ebbél az indukeié B, = uN, L= uN,———(—cosot) = —"—(—cos wt)
Il Il Nl Al Nla)
H—@

Il
Az indukciovonalak a vasmagon beliil haladnak, ezért a két tekercs egy menetre jutd fluxusa

—-U
megegyezik: B/A =B,A, ,azaz B)A = N—;’)Ocos ot . A szekunder tekercsben az indukélodott
1

N,U,, cosat

fesziiltség: U, = — d(iz ahol @, =N,B,A =— . Ez persze csak akkor igaz, ha a

1
szekunder korben nem folyik aram, vagyis nem zart az aramkor. A derivalast elvégezve

u,t)= —&U Lo Sinwt = —%U (), tehat a szekunder fesziiltség fazisa ellentétes a primerhez
1 1

képest, a fesziiltségek nagysadganak aranya pedig a menetszamok aranyaval egyenld

U2 — N2

Ul Nl
Ez azt jelenti, hogy tetsz6legesen nagy (vagy kicsi) valtakozo fesziiltséget eld tudunk allitani
transzformaléassal. Transzformatorokat ma is sok helyen hasznalnak, a jo transzformatorok
hatasfoka meghaladja a 90%-ot.
Ha a szekunder kort zarjuk, abban is aram folyik, igy a fluxus mindkét tekercs esetében
megvaltozik. Ezt az esetet bonyolultsdga miatt nem targyaljuk. Azt azonban megjegyezziik, hogy
mivel a primer aramkor altal leadott teljesitmény jelenik meg a szekunder kor fogyasztojan:

B =P, ebbdl U I, =U,I, vagyis ha a fesziiltséget feltranszformaljuk, az megfelel az &ram
letranszformalasanak:

Il — N2

LN

Az erémiivekben eldallitott fesziiltséget feltranszformaljak a tdvvezetéken torténd szallitashoz,
hogy a vezetéken elszivargd teljesitmény I;R , kicsi legyen.

Az Ampére-Maxwell-féle gerjesztési torvény: Faraday indukcio torvénye szerint az idében
valtoz6 magneses mez0 elektromos mezdt kelt. Maxwell elméleti megfontolasok alapjan
feltételezte, hogy az elektromos mezd idébeli valtozasa pedig érvényes magneses mezdt kelt. Az
egyenlet felirdsa soran az Ampere-féle gerjesztési torvény kiegészitette egy tovabbi taggal,
amelyet eltolasi aramnak nevezett. gy sziiletett meg az Ampére-Maxwell torvény:

- d c——
H-ds=) I|.+— | DdA
fas-Tueg]
Felhasznalva az elektromos indukciofluxust, az Ampéere-Maxwell torvény rovidebben:

- W'4
Heds=S1+20
%S ds [+ o
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A magneses térerdsség zart gorbére vett integralja egyenld a vonalra feszitett feliiletet atdofo
aramok erdsségének, és a feliileten atmend elektromos fluxus valtozasi gyorsasdganak az
Osszegével. Magneses mez6t tehat nemcsak magneses dipolusok, vagy aramok gerjeszthetnek,
idében valtozd elektromos mez6 is képes magneses mezot kelteni. A jelenség szimmetrikus
megfeleldje a Faraday-féle indukcionak. Az eltolasi aram, nem aram a szo6 eredeti értelmében,
mert nem mindig kapcsolodik hozzad toltések mozgasa. Azonban épplugy gerjeszt magneses

mezOt, mint a vezetési aram. JO vezetdben (y =101/ Qm) , technikai valtdbaram esetén a vezetési

aramsirlség sok nagysagrenddel feliilmulja az eltolasi aramsiiriséget. Nem hanyagolhato el az
eltolasi aram szigeteloben, ahol nem folyhat vezetési aram, illetve ha a frekvencia az optikai
tartomanyba esik.

A Maxwell-egyenletrendszer: A XIX. sz. egyik legnagyobb hatast egyenletrendszere, foleg
azért, mert ebbdl az egyenletrendszerbdl vezették le az elektromagneses hullamok 1étezését.

1. Ampere-Maxwell féle gerjesztési torvény:

i d (5% = = D
H-ds=>» | +—|DdA ¢és rotH=j+—
CJS Zn: " dt'F[ T
2. Faraday-féle indukcio-torvény:

gﬁE‘d§=—iJ‘§ﬂ és rotE——é—B
dte ot

3. Elektromos Gauss-torvény:
gSf)dA:Q és divD=p
F

4. Magneses Gauss-torvény:
q‘DEdﬂzo és divB=0
F
A Maxwell-egyenletrendszer megoldasahoz sziikségesek az anyagegyenletek is, amelyek

megadjak, hogy mi a kapcsolat egyfeldl az elektromos térerdsség ¢és az elektromos indukcio,
masfeldl a magneses tererosseg ¢s a magneses indukcio kozott. A linearis anyagegyenletek:

D= €€, E és B= HoH, H , valamint az Ohm- -torvény: j = yE, ahol a térerésségbe beleértjiik az

idegen térerdsséget is. Mig azonban a Maxwell-egyenletek egzakt természettorvények, az
anyagegyenletek csak bizonyos anyagokra igazak, és kozelitd jellegliek. Nem adnak szamot pl. a
ferromagnesesség, ill. a permanens magnesesek 1étezésrol.
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