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HIDROSZTATIKA

Folyadékok és gazok tulajdonsaqgai:

» Csekély ellenalladijtenek ki az alakvaltozassal szemben.

(egymashoz képest kdnnyen elmozdithatéak)

A legkisebb nyirofesziltség hatasara elmozdulas.

» Arészecske relativ helyére k6z6mbézaz mindig a hataroléedény alakjat veszik fel.

» Kontinuum fizikailag homogén anyaga fizikai tulajdonsdga nem részecskékhez
kotott. (meteoroldgial)

= p=lim E; p=lim AF, valosagAV— £*; AA— &2
V-0 AV bAL0 AA

& >> molekuldk kozti atlagos tavolséag

* A mozgas- és termodinamikai allapot, hely ésfitjgvényeként leirhato.

Idedlis (surl6dasmentes) folyadék:

0 nyiréfesziltség — surlédasi hatarrétegen Kévidbzelités
hazéfesziltség 0

Osszenyomhatatlan folyadék: Osszenyomhato folyadék:
» cseppfolyds gakivétel:kis seb—~6sszenyomhatatlan
» kis sebessdggaz f=1bar;t=0°C; v=50m/s;AQ/%0 < 1%)

Idealis gazamely kielégiti a gaztérvényt.
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PRrT R=C,-C,)

P
izobar p=const) — pT =const
izochor (o=const) — $=const
izoterm  {T=const.) — P —const.
P
| | P, S
izentropikus —=all. (k =—)
P oV
L P _.
politropikus —=all.
P

Folyadékaramlasnal az alakvaltozas sebegségek fontos szerepet, nem maga az alakvaltozas.

» ellendllas a véges sebess@fpkvaltozassal szemben surlédas

* asurlédas fligg az alakvéltozas sebesébgsta viszkozitdstoly)

r :/‘/'Gil; v=1 kinematikai viszkozitas
n P

dr gaz (molekulak mozgasa okozza)

AN

nem newtoni foly.

folyadék (kohézié okoza)

T

Bingham plasztikus anyag T(°C)
(nem folyadék)

Folyadéknyomas
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A legkisebbr hatasara alakvaltozas Iépne fel.
—nyugvo folyadékban nincsnyiréfesziltségl— fellletre O er6k csupan
» az elemi folyadékrészt elkilonitve vizsgaljuk, akkokornyezet hatasat a feliletén haté

erdkkel vehetjuk figyelembe.

< ¥

(AF = AF,)
AF L&l
* nyomas: fellletegységrg-en haté e¥. p = AILmoE (AA gl culakksat
- & >> molekulakkozti

atlagostavolsag

p skalaris mennyiséfiranytdl figgetlen)

Bizonyitas — ék alaku térfogatra bizonyitjuk. (3D-ra hasamidelathatd)

pXx.oy.1

Ox.0y.1
g 2 l py.dx.1

indirekt bizonyitas: P,P,,P

x1tyrls
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J, = J,CcosO
0, =0,sin®
b_y
—
X:  po,1-pdsin@=0 (2)
g
—_ 3,9,
y: pydx - Ps 53 COSO — ,097 =0 (2)

—
-0

0,,9,,0, - 0 mikdzben: ®=const.

(1) - px - ps

@) @ - p, - p.

}3ps:px:py:p

0 tetsdleges volt— a nyomas egy pontban mindeniranyban azonos.

3D — hasonl6 bizonyitas.

) ) L. _ e Pt PP,
o araml¢ folyadék: 7 #0; p iranytol fligg: p = — 3
« allo folyadék: r=(Q p irAnytdl figgetlen (skalér)
egyséq: p.. 1ﬁ2 =1Pa; 10° Pa =1bar
m

A hidrosztatika alapegyenlete

* Avizsgélt folyadék tomeg afz térességgel jellemzett &érben van
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+ Tetsdlegesen valasztoty/] folyadéktérfogat egyensulyban van

Elemi tomeges: plf [dV jpfdv—j pdA =0
A

\%

Elemi felUleti e6: — pdA
Gauss tételej'[pf - Dp] dv =0
\Y

V tetsdleges— f —%grad p=0

Specidlis esetek:

Barotrop kozeg [0=p(p)]; f - gradDp %} -0 pf" P nyoméspotenciél
Po ,0 Po p

OP= lDp

P

ot e _ _ pdp _

Potencial aftér: f=—gradU - -OU +P)=0-U +Ip 7 = const

S pdp _
Gravitécios aftér:U=gz  — gz+ ; 7 = const
Osszenyomhatatlan kdzegsconst.; P=9 - gz+—p = const

P P

Felhajtéerd, Uiszas:
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) teljes térfogat
W (V) kiszoritott foly. térfogat

Ha a V) térfogatotp, # p. Sirisédi anyaggal toltjuk ki, akkor az eredeti egyensuliagot

megsnik.
térers felhajtoes .
—_— elr'_?_‘d)
jpv [ﬂdv—jpdA= F (1)
\Y A
j(,q, —,oF)de - j pdA =0 (2) a folyadék egyensulyi egyenlete
W) (A
f iranyu
(1)—(2) j(,q, - p. )fdV =F ered ers : —f irdnyu
v) 0

Felhajtoeé= a kiszoritott folyadéktomegre hato ténezl (sulyaval)
Archimedes...HEUREKA!!!

Uszas:
Test: .[ o, fdv - I pdA =0 *)
(Ve) (A)
Folyadék: j p.fdv - j pdA =0 (**)
(V) (A)
U
[o,fdv = [ pfdv
v) (VF)

7
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Test sulya = kiszoritott folyadék sulya

z=0

F ... meBleges a fellletre X,y ..sulyponton atmehkoordinata rendszer
Py gz=const peremfeltételz=0; p= p,
Yo,

P-Pp, =-pLYz=pLyh
dF=(p- p,)dA=plglhldA= plglysin@[dA

F = [(p-p)dA= pB3inG | yHA= pg [y, Bin@ A= (p - p,), (A
Y. 5In®

(A) (A) h

S

F=phh, (A= (p- p,), (A

* Megoszlo terhelés @ pontba helyezeft ersvel helyettesithét

XQ [F = J-(p_ pO)X@jA

(A

Yo OF = [(p= po)y A

(A

X, P[4 [y (3sinO [A = g BinejxymA= pg 0, [$inO
(A)

Iy

U

vegyes
masodrend
tehetetlenégi
nyomaték
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T A,

Yo [pg Iy, [$inO [A = pg (3inO j y?> A= pg 0, BinO

(A)
lX
U
xtengelyre
szamitott
tehetetlenégi
nyomaték
[
Yo =2
ALy,
Steiner tétel:
_T 2 ) _T
lx_|x+Ays ’ lxy_lxy+AD(sys
igy: XA TN Yy e sy
. - Ag T Ng Q ~ Js s
Ay, < ALy,
_ _ - > _ . : -
I, >0; I xyzo (15 =0 ha mar egyetlen szimmetriatengely van)

A pont, ahol a megoszl6 terhelés egyetletvelr helyettesithét (Q) mélyebben van 8?7
alatt, mint a sikidom S sulypontja.

Y
¥ Y
o 3  dean
ol e e q X
X
a
I g’ :
X= o 3
12 - IF?I;

[#2]
@
]
-
I
s|&

/ I ma’
=g
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Gorbdlt feluletre hatd ed: elemi ek nem parhuzamosak egymassal.

Y4
CE—
Fx || -aﬁmﬂ
\ /
A [
A

A folyadék iranyu egyensulya:

F, -F, =0

- F,=F, afelllet

Fugghleges sikba vetitett vetiletre haté er

Specialis eset:

Z irAnyu eqgyensulya:

~F,+G =0
F,=G 1

a folotte €9 folyadék sulya

F,=-G a folé keépzelt viz sulya felfelé!!
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Felhajtoed (a gorbult fellletre hato émlapjan):F. = —J' p [IA

Feldl:

N7 adhézié

kohézié

>.<

* Mélyen a folyadék felszine alatt a folyadékmolekutdinden iranyba azonosdéeel

(A

F, =0
H_/

szimmetria

R?7T

Fon = —p8 B(HRR=_T)k
2
F,. = pg (b(HRR+ RZ”)k

F, =F, = pg bR277 (K = felhajtoes

Kapillaritds

Kohézié alulrdl > adhézio (levégnmolekulak vonzasa) fellleti

feszlltség

Pl: vizi rovarok a viz felszinén.

hatnak egymasra (a kohéziéélekiegyenlitdnek)

11
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* A folyadékfelszina folyadékmolekulak kozti kohézid kovetkeztébeszénuzodni

igyekszik: feluleti fesziltségeletkezik. (mint egy megfeszitett gumilemez)

folyadék szabad felszine+szilard felllet érintkez@glhézi6+kohézio)

Ha a fal molekuldinak vonz6é (adhézié) hatasa ~
folyadék vonzo (kohézib) hatasa

a folyadék felkuszik a falra; nedvesiti a felltete

Gondolatkisérlet a fellleti feszilts@gnérésére:

keret foly. hartya
W A végzett munka «
L | eredet fellletndveléssel
I
I FIAs=0[2As(L
I \
Jr As Jj/megny”t hartya 2 felulet van!
- —

5= i (N/m) feliileti fesziiltség

o csak a két érintkézanyagtol fligg
viz — levedre 0~0.073 N/m...szobalmérsékleten

Gorbult folyadékfelllet esetéra fellleti feszultsédgh szarmazo ér felllet konkav része felé

mutat. Egyensuly esetén erre a konkav oldali nalgyglomas tart egyensulyt.

P B = {i) + (ij Laplace-egyenlet
R) (R

ahol R, R, a két bgorbuleti sugar.

Belathat6, hogy:

12
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Specialis eset:

RZ:oo; RizR

p-p =0
LT P =

kisR— nagyAp!

Roberson/Crowe

egyensuly:

VA

@

7
)

sikfal mentés esdcsepp
R =R =R
25
PP = R
T T zsiklvegfal
= S =0.5nm
= Ah=7?

Py iy
P.26.
folyadék sulya=fellleticer
13Ahp, [ = 201
2 érintke? felllet
h= 20 2(0.073 — 0.02981 =

J, 3 10°[D815BI0™

szappanbuborék

R OR, =R

_40
p.— P, =R 2 felulet

29.8mm

13
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20

SPROT=Ap R’ Bp="

kis R-nél igen nagy lehet

¢

d=1mm eg$csepp

N

pl: 6 00.073—
m

e T 292Pa
= R d 10
Pl: Uvegcsovet nedveéifolyadék emelkedése adten.
) az uveg &s adhézios
| feltleti ero erdvel hat a vizres
| ] - o < p0 felemelkedés
I v
NS = Z | egyensuly:
- 2
v N 50050@1ﬂ-(pv-p.)gad—4”Ah=o
N ’ v 0, :sulyeb;
1| 2 ;
| L Y o, felhajtéet
" ® Py >> 9,
* Ah = 4/'5/[%0; ] pvg & cosca=1 (Uveg+V|'Z)

kisd— nagyAh

pl: d=1.6mm; oy —10° 9. 6=0.073N/m;
m

9=9.81n,

14
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410.073
= 10°19.81[1.611C°

Uveqcsovet nem nedvesiiblyadék siillyedése adisen:

=0.0186n=18.6mm

| uvegcs
| o fugg a folyadék és a surlédo felllet tisztasagatol
N e i . -
Ah | Hi minéségédl is. (adhézibé<kohézio)
— igany
\
\
q csapviz
m
[mm 25 A
\
20 \-\\ méreési
| \\ \( eredmények
15 1
AN
NN desztillalt viz
10 N \\ \“\\
O ~ - re. —
0 1 2 3 4 5 h [mn
Hg

kapillaris emelkedése vagy siilyedése

**

(*)— tejesen tiszta Uveg esetenh 0,de a niszaki gyakorlatban &ltalaban sem az liveg, sem
a folyadék nem tiszta.

Hazi feladat: s=0.5mm  6=0.073N/m p =10’kg/m® Ah

1
QY

15
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siktiveg
I
N
I
- - Ah=7
- N V
(**) R.L. Dougherty, ,Hidraulics”
McGraw-Hill Book Company, New York, 1937.
KINEMATIKA
(a mozgas geometriaja)
Joseph, Louis, Lagrange (1736-1813) féle leirasméd
ox
X = X ] ] |t | VX = — , X =
(€.n7.4.1) p
)
y=Y(¢.17,{.1); y=a—y; a, =
t
Z:Z(EJ?!Z’t); Vv, :%; a, =

&,n,{ Lagrange valtozok

Hatrany: kilon egyenlet minden részecskeére.
Leonard Euler(1707-1783) féle targyalasmaod.

* mozgasjellemék megadasa a térkoordinatak é$ fidggvényeben.

16
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pl: v, =v, (X, y,z1); v, =V, (X Y,Z1); vV, =V, (XY, z,t)}; v =v(r,t)— instacionarius

v=v(r) - stacionarius

sebesséqtér

aramvonal i J k
Vv vxdr =0=|v, v, V,|=
Al |
payav < dx dy d
Nl v, [tz-v, [dy=0
/@ ’ _ dx dy dz
N v, [8z—v, [dx =0 :>V——V—_V—
o v, [y -v, [ix=0 <y
aramcg
gyorsulasteér:
:ﬂ = dVX i +%J +%k
dt dt dt dt
dF :a—th+a—Fdx+--- :a—th+(dr [D)F
ot X ot
d_F:a_F+(ﬂ|:|]:|jF :a_F+(V|:|]:|)F :a_F+VXa_F+Vya_F+VZa_F
dt ot dt ot ot 0X oy 0z
\
ﬂ:a_v+ (vD)v :a—v+(VoD)v:a—v+D(v)v
v(OW)=(ved)v
A o

D(v) =vo[ sebességtenzor derivalt tenzora

Skalareqgyenletek

17
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[ov, v, ov,]
ox o9y o0z
D(v) = voll = ov, ov, O0v,
A ox oy o0z
ov, odv, oav,
| Ox 0y 0z |
a derivalt tenzor transzponaltjg, (v) =Uo v
Mozgéasfajtak:
sebesség ténw = v(r,t )
rogzitett idpontban: V' =v+dv=v+(dr[O)v

dv =(dr D]])*v :*v(dr ) = v(O [dr) = (ve O)dr =D [dr
v =v+DI[dr

D:%(D+DT)+%(D—DT); D=voll; D; =0ov

szimm antiszimm

%(D -D;)[Ad=dxa) (a szimmetria tengely ilyen alakban felirhato)

d vektortér(az antiszimmetrikus tengely ~a)
a tetszleges vektor
d="7

(OxIv)xa=(alld)v-0(vla)
A A 4

i(D—DT)a:E(VoD—Dov)azlv(aD]])—ED(v (&) =1(rot V) xa
2 2 N N 2* 2 2

— dzlrotv
2

18
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tehat: %(D—DT)azérotvxa

igy: v'=v+%(D—DT)dr +%(D+DT)dr

v:v+%rotv><dr +%(D+DT)dr

) ) )
transzlacidé merev testséier alakvaltozas.
Kopas.
ow 1foy v, 1(%+%j'
0X 2l dy ox ) 20z o0x
SZE(D-'-DT): 1[0V, ovy vy 1fov,  ov,
2 2\ ox oy oy 2\ 0z oy
1 aVZ +% l aVZ +al avz
|2\0x 0z ) 2\ 0y o0z 0z |

S: alakvalt. sebesség tenzor

féatlo...linearis alakvaltozas (nyulas, 6sszehuzodas)

féatlon kival: szégtorzulas

S, =divv | skalarinvarians

Orvényes aramlés:

rotv£0; o= Erot v szbgsebesség vektor/érvényvektor minden pontba

Orvényvonal: oxdr =0 L dx_dy_dz

W, W, w,

orvényc$
L2
dA Stokes-tétel egy orvénygpalastjara
(A)
<

palastban

rot vIdA =
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Stokes tétel

j rot vidA =0= § v [dr + §vmr
(A) (L) (L2)

§ v [dr + §v [dr =0
(L) (L)

- §vr
(L2)

i§vmr= :§vmr =r

(L) (L2)

Helmholz (1821-1894) elsorvénytétele

orvényc$ mentén a cirkulacio konstans.

Orvénymentes aramlas

rotv=0 - jrotvmr =0= :§vmr =0

(A) (L+Llp)

o T v [dr = T v [dir =Td¢=¢(B)—¢(A)

(L) (L2)

~ vidr =do -totalis differencial
0P
do :a—dx+--- = (dr )@ = grad & [dr
X Jlad &

vidr =d® =grad @ [dr

= v=grad® -sebességi potencial

0D D 00
vV, =— V, = — vV, =—
ox Yooy 0z

20



Aramlastan Hadasvazlat

Térfogati integral idy szerinti derivaltja

Avagy, kapcsolat térfogati integral rendszerhezotptill. ellensrzé térfogaton értelmezett
derivaltjai kdzott.

Tomeg,-energia megmaradas,-impulzus tétel, véglsgadra tortén felirasaval, kilonbdz
mennyiségek térfogati integraljanak szubsztancgdisvaltjat kell kiszamitanunk.

Adott: F(r,t);v(r,t) sebesseég téw,, A ..rendszer térfogat/feltlet

rendszer: 'V, ..egyuttmozgo folyadéktérfogat (mindig ugyanazakédlyadéek részeket
tartalmazza)
A .. egyuttmozgo folyadékfelsziiV(-t hatarolja).
V., A .. egylttmozgo térfogatrendszer/feltdatehéez kezelni,
célszeti térben és iében rogzitett térfogatot és fellletet hasznalni.

Vi

V..ellendrd térfogat

A..ellenor? felllet

térben rogzitett — nyitott rendszer (k6zeg-ataramlas)

Levezetés nélkil:

d _OF "
a.[ F(r,0)dV = J‘EdVJr(J;)F(VEjA) *)

(V) V)

Gauss-tétel>

jF(va): J’(Fov)dA: J'(Fov)DdV
V)

(A) (A

21
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vektor (diadikus szorzas)

/

F is lehet
N skalar (altalanos szorzas)

(Fov)O :E(V[D)+ F(X[D) =(vIO)F +F[divv

Tehat:
[ F(vidA) = [(vID)F @V + [ F [ivvidv
(A) V) )
: dF _oF
mivel, —=—+(vID)F, i *) —
G at (v D) ay *)
ij FdV = j{_dF +F mivv}dv (**)
dt(\/t) V) dt

Kontinuitasi egyenletftomegmegmaradas)

0
% j odV = IpdV 0, ha aV; térfogatban nincsenek forrasok
) )
jpdv , ha aV; térf.-ban vannak forrasok
(Vi)
d do .
* F=p — V=||——-+pldivvidV=0
o) - P g la (&[dt piaivy |
, . do R
mivel V tetsgleges: E+pmlvv =0
v

do = 9% +(vD)p - %—f +div(p¥) =0 a kontinuitasi egyenlet differencialis alakja

dt ot

Stacionarius esetben:

A2

A palast

Al
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div(plv)=0 jdiv(p@)dV:O: jpwmA

) (A)

(A)=(A)+(A) +(An)

\—ﬂﬁ—/
v[dA=0

.[ ov LhA = jp/mA
(A) (A)

dA ésv hegyesszoget zarnak be.

kulénbod iranyitasudA vektorok.

kozépérték tétel:

oV, A =PV, A, =m

p. [A=const=m (kg/s)

p=all. — v, [A=all.=Q=v, [A =v,, [A
Kdvetkezmény: legyen:F=pf
d j oF [V = j{d(’d)ﬁd mivv}dV:
dt @l dt
= j p£+ f[d—p+pmivvj dv = jpﬂdv
A ft dt v dt
kontinuités
d df
— | VvV =1| p—dVv (***)
dt (\L (\J;> dt

Altaldnos mozgasegyenlet:

23
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f emtér; F=pv

a folyadék valésagos;

d J'pvdv = jpfdv + IFdA F ..feszliltség tenzor
dt ) ) (

j {pﬂ—f —ldivF}dV =0
mL dt o p
V tetsdleges— av =f +1div F
dt P
Euler-féle mozgasegyeniet
a kozeg surlodas mentes — F=-pl; divF =(-pl)[O=-0p
divF =—grad p
ov 1
igy: —+(vM)v=f -—grad *) Euler
ay 5 T (V) ,dradp *)
komponens egyenletek:
ov, ov, ov, ov, 1dp
+V, +v +V, =f,-———
ot ox 7oy 0z 0 0X
ov, +v, ov, oy ov, sy, ov, _. _lop
ot ox 7oy 0z 7 poy
ov, ov, v, ov, 1adp
+V,—=+V tv,—==f,-———
ot ox 7 oy 0z p 0z

(rot V)XV:(DX*V)XV:(V[D])¥—D(VD4):(V[D])V—D(

V2

3

2
- (vd)v= D(VEJ +(rot v)xv
(*) — a—V+rotv><v:f —gradﬁ——grad p Euler II
ot 2 p '
Specialis esetek:
» barotrop kézeg potencialossetrben
2 p
@—vxrotv:—grad U+V—+j@ Euler 111
ot 2 5, P

24
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orvénymentes aramlas, 6sszenyomhatatlan kézeqyquélies ebtér

2
L —grad{u L +£}
ot 2 p

ha az aramlas még stacionarius-sisnozgasi energia integralhato

2

U +V? + 2= const (Bernoulli egyenlet)
P

a hidrosztatikalapegyenlete v =0 helyettesitéssel

f—igrad p=0
P

Bernoulli egyenlet:

Daniel Bernoulli (1700-1782); svajci matematikus.

Az Euler-féle mozgasegyenlet &élimtegralja.

A)  Orvénymentes egyenlet:

p
potencialis efter: f =-0U ;  barotrép kbzeg:p = p(p ;) P=I@
Po
2 p
a—V=—DU+V—+ @; v =grad @
ot 2 . p

2 p
Da_¢+ U+V_+.[ﬂ) =0 a_vzi @:Da_¢
t 2 1 ot ot ot

2 p
a_¢+U +V_+J'@:k(t)
ot 2 P

k(t).Bernoulli konstans; csak &itfligg.

Mindig egy adott idpontban irjuk fel, tehak(t) tényleges konstansként kezethet
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Specidlis eset — stacionarius aramlas:

2 p
Y, d
U+ — + J' 9P~ const
hebzei 2, b £
mozgési nyomasi

Ez a Bernoulli egyenlet energetikai jelenléte.

* nehézségi étér, 6sszenyomhatatlan kozed=07; P=p/p)

gz+V7 +P = const
Yo,

» potencidlis &ftér, stacionarius aramlas, izentropikus allapobzas.

p_P0  1_P"
PPk P p

Po pO Po 1 IOO
p:l//(
Yol
p
Tehat ;%:Ltﬁﬁ_&j
0 P K=1{p p,
. V2 K P _
lgy: U+—+——[-=const
2 k-1 p

adiabatikus (izentropikus) hangsebesség:

azzﬁzik: pg’ _igp/( pOKle_Kp
do |p* P Joi 23 4
p RT
pK
2 2
‘U+V—+ a =const
2 K-

B)  Orvényes aramlas:
potencialis aftér, 6rvényes aramlas, barotrop kdzeg;

Az Euler-féle mozgéasegyenlet:

Uk Uk k-1 L
P= Idp p p—llkdp K pO p K — pOK :L _p—&
K=1{p Py

|
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2 p
a—V—v><rotv:—grad u +V—+J'@
ot 2 . p

Integraljuk ezt az egyenletet egy aramvonal mentén:

2 2 2 2 p
ja—vdr —j(vxrot v)dr =—ID U +V—+j@ dr
, Ot 1 omva 1 2 b P

v ésdr
parhuzamos

N =N sY =1y M gs _}2 Nas= v gs= Y gs
ot ot v v ot v ot v ot ot
2
ve pd
jg"d du+Y 4§ p =0
' 2 pop |
Csak ugyanazon dramvonal két pontja k6zott irhelto f
Specialis esetek: a)
2 p
u +V—+J'@:const
2 Po P
formailag ugyanaz, mint az 6rvénymentes aramlasnal
Lényeges kilénbség Orvénymentes aramtasa Bernoulli konstans az egész

aramléstérben azonos. (két pont...télsges)

orvényes aramlasa Bernoulli konstans minden aramvonalra

mas allanddé (két pont...egy aramvonal)
b) U=gz P=pl/p (p=const.)

2 2
I%ds+{gz+—+£} =0
) ot 2 p

1

A Bernoulli eqgyenlet néhany alkalmazasa
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1. Testek parhuzamos aramlasban:

aramkép megvaltozik a sebesség és a nyomaselaszlas

Surlédasmentes Bernoulli egyenlet

Po Vo _ P, Vic
p 2 p 2
P = P +§(Vi -v2)

haVK >Voo - pK < poo

2
p=P P _ 1—(V—KJ nyomastényey

pe

torlépontban: v, =0 > p; = p,, +§v§,

(k=T) a legnagyobb nyomas a fellileten

p..statikus nyomas; gvz ...dinamikus nyomas; p +§v2 ...0sszenyomas

Szimmetrikus, aramvonalas test kordli surlédasnseseanmetrikus aramilas.

(0 meghivasi sz6g) — F=0

jf;'s_
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nem szimmetrikus test>

ps < Py -.-felhajtéed...repllés

Nem aramvonalas testek nagy meghivasi szdgvalas

2. Prandtl-eré: Ludwig Prandtl (1875-1953)

. / //@ p, = pg hidrosztatika azJ csben 1

N folyadékra.

D,0 T 0 y

CTZ % H p,=p+pgH +plinfhdh= p, = p, + pg(H +Ah)
2=0 N I Ps = P= (0, ~ P)gAN
T-torlopont 0 masrészt az ébb lattuk:
Po = Pr = p+§v2

igy: §v2 = (P — P)gAN

V= Zg'om—p_pAh -pontbeli sebesség mérésére.

Impulzus tétel

Newton Il. axidmadja:
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%Ip\/dvz [ pfdv + [FdA

M) impulzus (V) QY
(Vi)-ben

(Vy) és V) a vizsgalt idpontban egybeesik

A korabbiak alapjan (F=pv)

ij,de: jde J'pv(vdA)

dt @ Ot (A
. 0
igy j%dv+jp\/(va):.[pde—J-pdA +jch

V) (A V) (A (A)
surlodas mentes surlodasos
0...surlédasi fesziltségi tenzor
E=-p+g

fesz surl.
tenzor fesz
tenzor

Az impulzusnyomaték tétel azéebh6z hasonlo

J’ rx_da(pv) V + jp(r xv)(vHA) = j,o(r xf )V - j pr xdA |+ jfodA
@ Ot ® V) ® »

r ...helyvektor, attél a ponttél mérve, amelyre a nyt¥kat szamitjuk.

Alkalmazas: konyokcgre hato ef stacionarius aramlas esetén.

surlédasmentes eset

>

g.Q —
\/f\\w/ 2 1) impulzus __ tétel _ Y)-ben 16w

) 7 2 folyadékra:

rzwpp /?/ kornyezet J-,ov(vdA)=J‘,0de—.[pdA
A ‘\ 7 B A V) (A
dA‘l | | 7 pK
=00
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[oulviaa)= [ pv(vida)+ [ov(vidA)+ [ pv(vidA)=

(A) (A) (A) (Ap) 0
=Vi .[ pL,dA +v, .[ pV,dA = m(Vz _V1)
(A) <0 (A) >0
- m
Ppal
—
—J-pdA:— J-pdA— jpdA_.[pdA:P1+P2+Ppal
(A) (A) (A) A
S
Py P, -Ry
!
a konyok bels falardl a folyadékra hato &r
(% (v, =v,) = [AdV +P +P, +P,, *)
)
%/_J
G

a kornyezet statikus egyensulya (mintkad kérnyezeti kbzeggel lenne kitdltve)

0= [fpdV - [pcdA (**)
V) (A
%,—J
Gk P1+Py 2 +Pypal

(**)'(*) - m(Vl - Vz) == _[ (:0 ~ Pk )de - (Pl - PKl) - (Pz - PKZ)_ Ppal + PKpaI
V) %

R :m(V1_V2)+ J.(p_loK)de+P1_PK1+P2 _PKZ

V) kérnyezetnyomasfeletti
~ tinyomasbb
felhajtéesvel szarmazo
csokkentet erd
foly.sulya

R =_Ppal +PKpaI = .[ (p_ pK)dA = j (p_pK)de_ j (p_ pK)dA_ I(p_ pK)dA+m(V1_V2)
(Apal) ) (A) (A)

palastonlévs
tlIn yomasbol

p-p =p talnyomas bevezetésével

ésP =-[p'dA;  (i=1,2)
(A)
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R=m(v,-v,)+G -G, +P, +P,

Az impulzus tétel éinye, hogy a folyadék és szilard test koztikdlcsdasta akkor is
megtudjuk hatdrozni, ha az aramlast csak az @ltérfelilet azon a részein ismerjuk, amely
ataramlas van.

(Egyeébként a nyomas és nyirofesziltség meghaté@@zsamtegralasa/ igen bonyolult lenne)
Amennyiben az 1, és 2, keresztmetszetekben ismeagjilkyomast, akkor a levezetett

O0sszefliggés surldédasos aramlasa is érvényes

A Bernoulli egyenlet és impulzus tétel alkalmazasai

1. nagy mérdt tartaly (stacionarius)

[ 2\
1 .1 2

v j‘ adott p;, p,, 0,0 A
|

= | V=2 R=?
\ © | ) X

| =l
| r Vv
| [ A,
. _

1-2...Bernoulli
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2

g;[]-y _EZL = _EBZL +-1{__
p p 2
Yo,
ha nyitott tartaly: P, =P, =P, » V=4/20h

szabadesés

Impulzus tétel:

R=rv,-v,)+G -G, +P,-P, +P,-P,
1 2

Torricelli képlet

0

R, =-riv=—pA, [V = —m&@m%j

a kidramlas irdnyaval ellentétes
Az ... a kifolyo folyadéksugar keresztmetszete!!!

2. Berda-Canot veszteseéq:
~
V2
s —
|
| | -
1 | M 21V,
] ]
| |
| |
DD ——— |
A
) ’
V1
Aa
levald orvenyek— energiacsokkenés p, < p,,
Bernoulli egyenletbl:
Pag = P1 +§(V12 _VS) 1)

imp. tétel(x): mv, -v,)=Ap -Ap, (2

p L cons.
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kontinuitas: m=pA IV, = pA, IV, 3)

(2),(3) > pA, T, (v, =v;) = A(p, - p,)

P, = p1+,0\/2(V1—V2) (4)

, vZ —v? V2 + V2
(1)-(4)— Ap = pyy — P, =P S —V, (Vl _Vz) =p === ViV,
2 — = 2
Va-v vy L
*(Vl‘Vz)z
2

3.

adott: A,,v,, 0.0

R ALA =7

PL=P =Py -V, =V, =V, =V
(a veszteségehit

eltekintve)

impulzus tétel:

jp/(va)= jpfmv—jpdA
(A V) (A
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_mvo'l'ﬁ‘llv1+sz2:G+Po+P1+P2+Ppa|
T % T

mivel, p, = p, = Py

R=mv,-myv, -myv, 1)
kontinuitas: m=nm, +m, (2)
ppbwozpp‘ﬂ.wo-l-pAZwO (V1:V2:VO)

~A=ATA (2a)

(1) e =sinai-cosa |

R, =R=-pAVi (sina i —cosa j) = pAV?sina

R= pAV’sina a felliletre meileges (surlédasmentes)

(1)» e =cosai+sinag |

0 =pA W2i(cosai+sina j)— pAV? + pAVE | pv2
surl
mentes

Acosa = A - A, (3)
A=A+A (2a)
_1+cosa
A=A

(22)-@ A _1-cosa A

4. Folyadéksugar altal az eltei#lemezre hatd ef
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<Y

surlédasmentes folyadék; V| =|v,| =V

Adott: v, o, A O ©=18C¢-4; R=?

sugar
kermetszete

stac. imp.tétel:
| p(vdn)= [ pfdv - [ poa
(A

(A M

(v, —v,)= [ pfdV +P] +P; +P;
—— =

pal
v) 0 0 R

R =rm(v, -v,) = pAV[i - (- cosBi -sin3j)]

R = pAV*(1+cosp)
R, = pAV’sin

R = pAV?[(A+cosp)i +sing ]|

3. A folyadékoszlop lengése:
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@

2y

@

sUrlédasmente

L hossz

nyitott el — p, = p, = P,
y(t) kitérés; v(t)..sebesség

mivel allando keresztmetsted c$ — V, =V, =V

6V=a=dV=d2y
ot dt dt
d?y

L +2 =0
dt? 9y

. 29

—_J :O

y Ly

y= Asin[wfz—gtJ +Bco 2—gt
L L

t=0:y=h - B=h

Kezdeti feltétel:

y=v=0— A=0

. /29
= h[tos,|—t
y L

Harmonikus lengfmozgas:
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T=|— lengésid; alland6 amplitudo

surlédasos aramlas  csokke amplitudd; megall

yl surlédasmentes

Sikbeli potencidlis aramlas
Sikbeli aramlas — kivalaszthatok olyan egymassal parhuzamos sikokelyen az

aramképek egybevagoak. llyenkor elég az aramlasitien sikon vizsgalni. Tekintsink

stacionarius 2D aramlast!

Legyen:
V=V, (% y)i+v, (% y)]
. . . ov, v
orvénymentes aramlas: rotv=0=—-—=0 (1)
ox oy
. (g ov avy
0sszenyomhatatlan folyadék: divv=0=>—>*+—= (2)
ox oy
1) — & seb. pot fgv.; vV, = a—dj; Vv, = a—¢ 08 - 0% =0 harmadfoku fgv
ox Yooy
2)— ¥ aramfgv. VX%—SU; v, = —%—lp O® - 0% =0  harmadfoka fgv
y X
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igy allnak a Cauchy-Riemann egyenletek:

igy ®,% segitségével definidlhatd egy requldkiemplex fluggvény, amelyet komplex
potencialfiggvénynefogunk hivni:

Wy =2 Y) +i¥(X,Y)

Z=x+iy komplex helyvektor; i=+-1: képzetes egység

D
o

dw _ow 6q§ 65” oW _1 0o .0¥

— =—=—ti—=—==== +i— | =V, —iv =v
dz o @5 6x d(iy) i ay oy Y
e, Y LA
dw _- o ]
bz =v=v, —iv, konjugalt komplex sebesség.
z

Barmely regularis komplex fliggvénynek megfeleltgihegy (6sszenyomhatatlan kézeg)

orvénymentes sikbeli aramlas.

Aramvonal:  w(x,y)=const.

dy = wdx+ a‘//dy 0

oy

valéban aramvonal
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1 = const

\Y /
/A\fy ¢ = const

W

Potancial nivovonal®(x,y)=const

do=o, dx+d, dy=0

- dy | = P Ve 1 ... ortogonalis trajektoriak
dx "t @, v, dy |
dX dv

-dramvonalon nincs ataramtas? aramvonal k6zott a térfogatokban
minden keresztmetszetben azonos

V=V, j+V, ] . felbonthatov, ésv, -re
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B _ : _ B B B
Q=J'vnds=Vn Y SING =V, cosa :J'vx sinads - | v, cosads = (%—fdx+%—wdy)=
A A Sy dy AT dx A y
oy o
B
=[dy =y, -v,
A

Q=[v,ds=w, -,
A

Térfogataram = az aramfliggveny értékeinek kilonbséget aramvonalon.

Alaparamlasok:

1, Parhuzamos aramlas

¢= const
AN

komplex potencial W(z)
W(z)=v, ez

dW -ia
=———=v.e

Z
v=v_ e

aramvonalon:
B(x,y) Y(xy)

W=v_ (cosx —i sina)(x +iYy) = v, (xcosa + ysina) +i(ycosa — xsina)v,,
w(X,y) = v, (y cosy —xsina) =K

y =X tg+ egyenes sereg

Vv, COSa
belathaté , hogya = all. gorbék ezen gorbékre nikrges egyenes sereg.
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2, Forras:

W) =§Tlnz

W@ =2 inre") =2 (nr +ine?) = 2inr +i-2 g

M 21,
(0]
Aramvonal:

W:g¢ =K Harctgi:% /tg

2 -, X Q

arctg?
X = tgzﬂ
X Q

27K o .
y =X tg? origbn atme6 sugarban
(aramvonal )

potencial nivovonal:

@ = const. dﬁzglnr
T
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Y2 +y? = exp(%K)

x> +y® = exp(%K) korszelet (orig6 kbzépponttal)

:glnr ;v—DgD—ai) 1a<p¢ Q
2T aw r6¢ 2rr

0

< g

277
-Q . v, =0 sugar irAnyu sebességek
4 g y g
Q>0 ...forras .. aramlas az origébal kifelé
Q<0 nyeb aramlas az origo6 felé

3, Potenciélos 6rvény:
forgoszél,rnado, ...
a részecskagbd mozgast végeznek, ade= 0( nem forognak )!

W(2) = iIn z
21T
_dw _ir1_z= fe¢ M _r ey
dz 2mz | _ez “ome?  2m
oD

2

A\
X_;
W= 4l
aramvonal
ir g il . r ..r
W= —In(re?)=—(nr +ig) = —a¢+i—Inr
2n( ) 271( /) 271¢ 21T
—_
® M
W—Llnr - x*+y* =k — x2+y2:expﬁk) Kor.
27T 27T r

Nivévonal..p = const...sugarral = szerepcsere a forrdshoz képest

43



Aramlastan Hadasvazlat

@:-L¢ ;o v=0o ; v :a—¢:o A :}a_@:_L
21T or rog 27T
4, DipOlus:
v
a a

a— 0ésQ— o ugy, hogylirrg aQ=veéges értek Mn M..dip6lus eéssége

Qoo
w) =M M = lim 22

z %1(30 /4
_dW_ M _ M _ M -2p)
T dz 22 r2e?f _r_ze
[-1=¢€"/
M 2i¢-7)
2
W= M- X_!y =M )2(_Iy2 = 2MX 7 T 2My 5 = O+iy
X+iy X—iy X“+y® X +y X“+y
o) =D =K K(X+y)My=0
X“+y
M
X2+ 2+_ =O
y % y
2 M 2 _ 2 -, 7 ’ e e n 7 7
X+ (y+—) = ...origon atmed korok, kozéppontok az y tengely mentén

2K 4K 2
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¢ — 2¢-n (visszaforditas)

180° -2x(90° — 0 ) =2

Elemi aramlasok 6sszegzése ( szuperpozicio ):
Dipolus parhuzamos aramlasban:

wa
-

Vo (x+iy) + L XY oy iy M Y o
X+iy X —iy x> +y
D+iy

M
V) = -——— =0
w (XY) = Y(V,, ﬁ+yﬂ
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Ve =55 =0~ x2+yz=£=R2...kdr

Xty Voox
<y =0...egyenews
M
R=|— ; M=v_R’
Vioox
19y,

2

W) = vmx(z+R—)

2
V= d_W VooX (1_&)
dz

torl6 pontok:z=+R
Sebesség a kor keriiletérg,,, = Re’

2
Vi =V (1 ZR —557) =V (1-€7%) =V, (L-cO2p +i SiN2p ) = 2, Sing(sing +i cogp) =
R'e 2sirt ¢ 2singcosp

=2v,, singi(cosp —ising)

)
Vg =2V, Sing e
i(9-7)
Vg =2V, Sing e
szimmetrikus &ramlas> nincs felhajtoe¥ D’Alambert féle paradoxon

Vker

2Voox

ooX \_ﬁ (1+rR_) + Ivooxy(l__)

r cosg
[0}

2 2 H
W=, (F + 5 = v | x+iy + R AW o
z X2 +y

R2
D=v_(r +—2) cos ; v=0@

v=v(r9) =22 =y, @- ) cosp
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100 _

Vy =V, (ng)=———=-V, (1+$—22)sin¢

rog

fellleten: v, (R ¢) =0 érintleges
Vv, (R, @) = -2v,, sing

Kor korili cirkulaciés aramlas:

2 .
W = vwx(z+R—)+£Inz
2 2T

R?, il
vav, (l-—)+—
ox 22) 2z

torlépontok: v(z;)=0

2 -
v, Ayt =0 /7
Z; T

ir
v, 2 toh -v,,R*=0
m

X

2 =- ir i\/_( iR

47w 47w

00X X

a7
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a, r <R... két a kor keriiletén— /C)\
47w

b, r . R... egy a kor keriletén—

47w, —
c, r >R ... két torlopont képz. tengelye

47y

(képzpte

u.i. a, és b, esetben

41w TN, 47w,

00X X

Z=zez = t\/—(4r )R i\/—(—r R =

X X

I Y I LY 2| _p2 _ 2
=) { G +R}—R _

(24 00X

Sebesség a kor keriletém;,, = Re?

= ir _ . r -0
V.. =v._(1-e)+——e? =v_ (L-cos2¢ +isin2¢) +—e 2
kor oox( ) 27R oox( ¢ - ¢) 2”
2vwxsin¢eil(¢7)
) r . -ie-D . . ie-D)
Vig = (v, sing+——)e 2, v, =@v, sing+—)e 2
kor ( © ¢ 2]ﬂ) ki ( ¢ 277)

(D

Vkér

=
=

/ ; 2\607
r/27R \Tl Tz /

TVIJTY 4

Vi = 2V, Sing +#

nem szimmetrikusaramlas

a henger felett nagyobb a sebesség mint alatta
a henger felett kisebb a nyomés mint alatta

— felhajtéet F, =00V, [Nm]
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Ha megfavasi szdg van,akkor

Y
Voo
4

Vi =2V, sin(¢—a)+L

kor o0 27ﬂ
felnajtées: F, = ov, v, -reL

Konform leképzés

Riemann:

Minden egyenesen 0sszefidggrtomany egy alkalmasan valasztott regularis
komplex figgvennyel korre leképezbet

{=¢-+ir

Konformis leképezés sz0g- és aranytarto leképezés.
A leképezés geometriai oldala : kérkivant profil
Fizikai leképezés : a két sik egymasnakfetelj pontjaiban a

komplex pot. azones aramvonal — aramvonal
— elemi pot. vonal- elemi pot. vonal
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¢ stkon WY({) =WI[h({)] = @°(&,m) +igw™(&.n)
dw” _dw dz _dw 1 _v(2)
== — = V({{)=— =
¢ dzdZ dz £'(2) f'(2)

A leképezés szingularis pontja ott van , ahol
f(z)=0;f'(z)=w
1
és V() |= M) [
A z sikon ismert a kor kortili cirkulacios aramigg) sebességtere, andita ¢ sik megfele
pontjaiban av(¢) sebesség meghatarozhatd, amennyi@@teképz fliggvényt ismerjik.

Olyan lekép# fuggvenyt célszérvalasztani , amelynek a végtelenbensaerinti derivaltja
egységnyi ; igy a két sikomabeli sebesség aranyos.

Zsukovszkij-féle leképezés:

lim f'(2) =1

Z—>00

f(2) = z+%+%+... L fg=1-t o
z 2 2

A Zsukovszkij-féle leképezés:

2

J=f@=z+2 .
V4

f'(2) =%:1_a_

Z2
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szingularis pontok:z= + a

Yoo

2
a .
{=z+—=Xx+iy+
z

Yoo

2

X+iy

; illetve ag — sikon ag =+ 2a

. X=ly
= x+iy +a’
X+iy+a Xty
_y_ &y
,7_y X2+y2

Yoo

Yoo

\b

w

Moo
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S 7
zl LA \\_/" 2a

Kutta- Zsukovszkij feltétel:

Kuita - Zsukovszkij feliéiel
vi

;>\ R=1 (ai—c)2+b
6] = et /
e an yﬂ -

A sima ledramlés feltétele

f'(z=a)=0-> =0 legyen I célszeti valasztasa)

legyenv({) = (gj belathato, hogy véges hatarérték

Vi =2V, Sin(g —0)% - [ =4Rm_sin(a + B)

ahol R=./(a+c)® +b?

2a
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Visr(p =-p)=0 - 0=2v,sin (ﬁ—a)+# — aholl = 4Rav,.sin(a + £ )

Felhajtbeé: Fi=p Vv,T =4mpV°, Rsin(a + )
Zsukovszkij- profilnal L~4R — Fi=LapV.sin(at+t ) [N/m]

Ez az eb nagy fizikai jelenisséggel bir ; ez az alapja ugyanis a régéppek szarnyprofil
kialakitasainak( felszéllas / leszallas).

Felhajt6eé tényed :

F
Ci = 'O 2xsin(a +A)

Py 2L
2
(itt Fr az egységnyi szélességgarnyszelvényre hatoégr

Példa a konform leképzésre Siklap menti aramlas

A
N

sima aramlas
o v T

-
-

= |

Példa p., \,L,a,p; simalearamlas teljesul
Vlap:? Flhp:? Apsz'pB

Fi/b="7? .... egységnyi szelvéayelliletre hatd €r
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Zsukovszkij-féle leképzés

2 2 2 i
(=1@)= 2+ 5 =x+iy+ = x+iy LY EX 'Z) =C+in
z X+1y X“+y
a’ a’

E=x(1+ szyz); n= y(l_szyz) a leképs fliggvény

ha a2+y? = a® kort képezzilk le , akkor &= 2xés 5 = 0 adodik ( geometriai leképzés)
kor koruli cirkulacios aramlas:

. I 1o
v(z.)=|2v_sinl@-B)+—| "2
( kor) [ 0 ( 18) ZRH]

Fizikai leképzés

WH({) =W.(2)
dwW _ dw*d¢ _ 1
W w0791

v(2) v({) v(2)
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dJ a’
L -t=1-2
dz (2 z2°

tehat a leképezeés szingularis pontfas:ta; és z=0
—_ 1 ¢
Zyr=ae

f (Zkar)=1-2—1i¢: 1- e??=1-c0s2¢ +isin2¢ =2sing(sing + i cosy) =
€ —

\_Y_J
2sin?g  2singcosp

=2sing i (cosg —ising) = 2sing '™
71 2 ———

il 2 g
e e—|¢

Sima learamlas

kar((ﬂ = O) =O

. r
2vsin (-a) +——=0
(-) =

2R

— Vor = A [SiN(p -a) + Sina] g i(¢-m/2)

v — kor  — 2V, [Sin(¢ - O’) + Sina]e—i (p-r12)
lap ¢ "(Zsr) 2sin ¢e—i(¢—n/2)
v o '
R oo(#) = Voo sin(g Sicr7])¢+ sina _ v (9) aholip£0.x

Mert ap = 0,n a leképzés szingularis pontjai !
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limv,, =V, lim sin(g ~a)+sina = (gj =V, IimM =V, COS=V,

$-0 sing 0 #-0  CO
tehat : L'ﬂvlap (#) =v.. cosa —sima learamlas esetén
1 Sin(p -a) + Sina | SiNg | Vigp
O<gp<m >0 >0 | >0
T<@p<m+ >0 <0 <0
20
n+2 <0 <0 | >0
0<p<2n
. sin(¢ — a)+sina
\Y/ =V, - aholp #0,n
lap (¢) S|n¢ @
Viap (¢) =V, cosa ¢ =n

A Bernoulli — egyenlet

&+V°°2 — plap +Vlap
Yo 2 yo 2

p 2
plap P.. + E ( - Vlap )

_ P 2], [sinlg- +sma
Py (#) = P + 0, {1 { sng }

N\q

aj+sma

sin

- - _T_ P, 2 (

plap(¢A)_ plap(¢ - 2) =p, T 2V0o 1- ( j
sin 5

56



Aramlastan Hladasvazlat

[ TT . ?
T 0 SN E—a +sina
plap (¢B) = plap[¢ = _j = Poo +_Vm2 1-

2 2 . [ﬂj
sin =
2

Ap = gvmz{sinz(g—aj +sina + 25inasin(g— aj —sinz(g+ aj -sin‘a + Zsinasin[Z—zT+ aﬂ

ahol : sinf/2-a) = cosa ; sinf/2+a) = cosa

Ap = gv«,z{co§ a +sin® a + 2sina cosa —cos’ a —sin® a + ZSinacosa}
-

sin2a

Ap=pv,”sin2a = p, - pg

A felhajtéel :

Fi=pT Vo=p4Rm sina V..’=p L sina vi,? [N/m]
L
Fi=p Lz sina v,* [N/m]

Navier — Stokes — féle mozgasegyenlet

Sir Gabriel Stokes (1819 - 1903)
brit matematikus, fimagk

L. M. Navier (1785 - 1836)
Eddig: surlodasmentes folyadék — a fellletikeme6legesek a fellletre(nincs tangencialis
komponens )!
Valdsag: ellenallas a véges sebedsatpkvaltozassal szemben folyadék sarlodas( -nak

nevezzik)

Fal menti aramlas
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¥ - V()

V=W (Y); W=Vv,=0 V|fa|:O

A faltdl tavolodva ebszor rohamosandna sebesség , késh egyre kisebb mértékben. Ahol
erdteljesen valtozik sebesség, ott nagy az alakx@édtsebessége jelents surlédasi
ellenallas. Ennek mértékeil a nyiréfesziltsésgmigalnak .

Tekintsuk egy sikfal menti AD laminaris aramlastdqlyadékrészecskék ugyanabban a
rétegben maradnak a mozgésuk soran.)

Mint lattuk — a sarldédasi torvény ; Newtd@643 - 1727)
A Newton - féle surlédasi torvény

T=Tyy :”d_vy

Newtonfolyadék: amely eleget tesz a fenti 6sszefiiggéseknekr (T)

n ... dinamikai viszkozitasi tényéz

U= ...kinematikai viszkozitasi tény84m/s]

DS
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4 T=7{(T)
25
20 \06 y/
15
10
109 viz
5 ——
0 -
0 20 100

Newtoni surlédasi torvény kiterjesztése terbelD|3esetre:

G.G. Stokes (1819-1903)
(Novier: 1827p=allandé eset; Stokes: 1843allandd)

A rugalmassagtanhoz analég modon ( ~ Hook tdrvény)
Stokes-féle viszkozitasi torveny:

ov, . ov,

T, =T,= (1)
v oy OX
r.=7,= ov, avz) 2)
0z
r=1,=n(% ) @3)
oy

Normalis iranyu feszultségek ( Hook analdgia )
Stokes-féle viszkozitasi torveny

ov ov, 0V av
ox=2n—=+1'( 2) (4)
" o oy oz
oy=2n 2 (P, My Ve (5)
oy ox oy az
ov v, 6V
=20 Nz 4y v, 6
’ 0z i 0X ay az ) ©)

n'.. masodik viszkozitasi tényéz
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_ I:xx + I:yy + I:zz

p def.: p=

3
viszont:
- p O O Jx Z-><y sz x p Z-><y sz
F=-pl +6=|0 -p O |+|1, o, 1,/ =| T, y— P T,
O O - p sz sz az sz sz Jz - p

F els skalarinvariansa @atloban 1é% elemek 6sszege):
Fot+ Fyy +F,,= -30=0x+ Gy +06,- 3P

— Ox+0y+6,~=0

ov, OV, ov ov, Ov, ov
(@) + (5) + (6) - oxs0ys0z= 2 (D Ty Moy yzp (Mo [ My Moy
e ox  ay oz ox  dy 0z
igy
n'=2n
3

igy a surlodasi tenzor:
2 .
6=21] S'§ ndivv i
ahol:

S= %(Vo O+ 0o v) .. alakvaltozasi sebesség tenzor

Fesziltségtenzor

F=-pl +o

F=-pl +27S- %/7 divv  Stokes-féle viszkozitasi torvény

Az altalanos mozgasegyenlet

Yot Laivr (7)
dt o

n =allando feltevéssel:
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divF=-Op+2n divs—gn grad(div v)

divS=%(VoD+Dov)D: %[DV+D(DV)]

A=0*[.. Laplace operator

igy
. 2 .
div F=-0p +nAv +/7(1—§)grad(dlv V)
igy (7):
dv 1 v .
— =f +=[Op+uvlv+—=grad(divv
" 5 P 39 (divv)

a Navier- Stokes egyenlet.

Mésodrend parcialis differencial egyenlet (PDE) (Euler éebndi volt) mindkét egyenlet
nem linearis.

v =6—Y +(vO)v
dt ot

a turbulens aram leiraséara is alkalmas

ha p =allandd - divv = 0 (const. egyenlet)
- ﬂ+(vD)v= f —le+UAV
ot Yo,

részletesebben: X, y ,z koordinata rendszerben:

ov ov ov ov

- £%+U(62Vx aZVX 62Vx )+ Ei(avx Gvy + avz)
0z

XV —X o Vy—2 4V, x = fy + + +
ot ox oy 0z P OX x> ady* o0z° 30X ax oy
2 2 2
v, +anvy +vyavy +vzavy =fy- 10p +U (a Yy + OV, + oV, )+£i(avX +6vy +aVZ
ot Ox oy 0z p oy x> oy? 0922 30y ox oy o0z

2 2 2
RTA R Z:Z_i@+U(0vz+6vz+6vz)+gi(avx+6Vy+6vz
ot ox dy 0z p 0z x>  ody* 0z° 30z 0x 0y 0z
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peremfeltétel:
V =0

(illetve a fal sebességgel mozog a fallal érintkietyadék részecske)

Navier- Stokes egyenlet zart alaki néhany esetbe.

Navier- Stokes zart mentes eset:=0 - g—\tl =f —le (Euler féle mozgas egyelnet)
P

v =0 hidrosztatika: 0=f —EDp
P

Energia egyenlet

A termodinamika I. §tétele mozg6 zart rendszerre.
( Ugyanazok a folyadékrészek vannak benne)

. . dE
-W=—
Q dt

' =£ .. arendszerbe dggységalatt bevezeteti (<0, ha leadtott &)

« Q
- dw . ) s L
« W =—— . arendszer altal a kbrnyezetébadység alatt végzett munka

- E= J' pedV .. energiay; . egyutmozgd€rfogat;V .. ellerérzé térfogat
D

. E:ﬂ J' pedV+ J',oevdA ..... E szubsztanciélis derivaltja
dt ot g, A
V2
e exzu+gz +7 ... fajlagos energia

* U.. bel$ energia

* Qz..potencialis energia

V2
. - - kinetikus energia

Itt V az ellerdrzo (fix) térfogat,A az ellewrzo felllet,

igy:
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2 2
O-W=2 [ pu++g2dv+ [ o+ +gIva *)
ot V) 2 A 2
W két részre bonthato:

W=We+W,,

« W, - az aramlo kézegnek a nyomas révén a kornyexéigrett munka —~ATTOLASI
MUNKA
e Wi tengelyen- bevezetett vagy kivett munksME-Wiechnika)

Turbina - energiakivét®l, > 0 a rendszer végez munkat (pl.: turbina lapaton)
Szivattyl, kompresszorenergia bevitel\;< 0 a gép végez munkat a rendszeren ( a
rendszer negativ munkavégzése)

(W: minden bevezetett vagy elvitt munka, ami nenmomkt\W,- hez) ( pl.:a veszteségiosr
munkaja is)

Vi(t+At)
Vi) AW
VAt ey
o [T A,
| R
#\ :;7 AS2
I |
I |}
NERON| H
1 E‘Zf H
A1 T I
AS1 | |
L __J

kilépés a kérnyezetre haté &r p, A =F;
Az Ay felulet Atido alattA s,=v, At elmozdulast véegez.

A kilépésnél a kdrnyezetefsit alatt végzett munka

AW, =F,A8, = p,v,A At

AW,
p2 = At = P,V,5A,

belépésa kdrnyezetre hatd &r
prA1=F1

Az A;felllet Atid6 alatt A s;=v, At elmozdulast vegez.
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A belépésnél a k(‘jrnvezetﬂ alatt végzett munka

AW1=FAs = p,v,A At

AWpl . P 7
V,A, <0 a kdrnyezet végez munkat a

pL =
rendszeren a beIépésnéJZ( 1<0)
Mivel az ellerdrzo felllet 1 és 2-es keresztmetszéitétters helyein (palast.Ap) nincs
ataramlas , igy
pvdA =0; és mivel: A)=(A1)+(A2)+(Ap)

igy:

= I|m AW" = jpvdA J'Bp\/dA

p M-
(A) (A)

Ahol, A a teljes mozg®/(t) terfogatA(t) hatarold fellletét jelentidt -~  @setben ez aZ(),
(A2) és(Apaiasy fellileteket tartalmazza.

(*) energiaegyenletek

Q=i - [ Powaa =2 [ o+ + gav+ [ plus + gavan
™ ) 2 & 2
v, =9 [ pu+ o+ gaav+ [pu+ P+ Y+ gavaa
Q-W, jp( 5+ ({)p( P
h=u+ % ..... fajlagos entalpia

W = azj‘p(UJ’—*gZ)dVJf jp(h+5+gz)vdA energiaegyenlet
™)

(A)
A rendszerbe bevezetett liletve a rendszeren végzetbahység alatti munka egyrészt a

rendszerben lévkozeg energiajanakdbeli valtozasat, valamint a rendszerhatarokon
ataraml6 kdzeg energiavaltozasat okozza.

Stacionarius energiaegyenlet

2
Q-W, = [ p(h+-+gz)vdA

(A)
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Itt a tartoméany belsejében keydolgokkal” nem kell foglalkoznunk, elég a tartonmyébe és
kileps részein 1€ jellemzoket vizsgalni.

Példa
Egy gzturbinaba:( 1.4MPa ) nyomasu és (4@ ) hsmérséklet hy( 3121% ) fajlagos
entalpiaju talhevitettdg érkezik. A turbinat elhagy®g p2( 101 kPa ) nyomasu s (
100°C ) hdmérséklet, hy( 2676% ) fajlagos entalpidju. A gaz bélsebessége( 15 ? ),
kilep6 sebessége( 60m ). A turbina be és kil&ppontja kdz6tti szintkilénbség

S

elhanyagolhaté. A turbinafalon felléméveszteségQ ( -7600k—r‘]] ), a gaz tomegarama

m(o,5k—cgl ).

Mekkora a turbina teljesesitménye?

2

Q-W, = jp(h+7+gz>vdA (h, +—+gz)pzA2v (—+hl+gzl)p1va (2 2+h—hl)
(A)

2 2 6
A -76*10°J
W, =Q+m(- 2+h2_hl)=—360

2 A2
+ OS{% +(3121- 2676)10° | =

=-2,11kW + 0,5[-1, 6&13(— +aa5®) ]

W 220% 22kW

g

A kinetikus energiavaltozasgturbinaban altalaban elhanyagolhaté az entalpg@zédhoz
képest (lasd e példa is).

Energiaegyenlet stacionarius garamra:

2 3 3
Q—VVt = J'p(u+£+v_+gz)vdA: j(u+£+gz)pvdA+ j V_dA_ j(u+£+gz),0\/dA—j V—dA
(A) p 2 A P () 2 n P () 2

A be és kilép (1-2) keresztmetszetekben a jelléikatlagértékeit véve:

Q-W, +(f+gzl+u1)ImdA+ | pfdA (p2+gzz+u2) [ ovdA+ | pfdA
(A) (Ay) (A2) (A2)
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j ovdA= ovA =i
(A

ahol v .. az atlagsebesség a keresztmetszetben.

v: v:
—dA=ap—A
ij P 2

(A)

a .... Akinetikus energia korrekcios ténygz A keresztmetszetben —t allandénak véve:

1
CY:ZJ.

Vv 3
) an
w\U

Specidlis esetek:

a.) a=1, haasebesség allandd a keresztmetszetberv) (v=
a > 1, ha sebesség nem allando
b.) Laminaris céaramlas: o=2
c.) Turbulens ag&ramlas: a=101+111
a=1.06 (gyakorlatbaru [11)

igy az enerqiaeqvenletﬂ-al elosztva

2
_ Py vi_ b, Vs
q Wt+7)I+921+U1+01?—7);+922+U2+az7

[—} a rendszerbe bevezetett fajlagos, tomegegységakoztatott &

g > 0 bevezetett
g < 0 elvezetett

W, :% [kig} a tengelyen elvitt (vagy bevezetett) fajlagasika

w, > O turbina

w, < 0 szivattyu, kompresszor
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Osszenyomhatatlan kézeg, = p, = p

N

q-w +%+gzl+u1+a1§=%+gzz+u2+a2

atrendezve:

V2 p vl
%‘+gzl+a17l_V\’t 272“"922"'0'272"'(“2_“1_@

em:l. em2 Y

Y =u, -u, —q fajlagos mechanikai energiaveszteség

em fajlagos mechanikai energia

€ W = €2 +Y
Y =u,-u, —q arendszer belsenergiajanak novekedése illetve a rendszert ethbgy

noveli a fajlagos energiaveszteséget.

Mivel az esetek tobbségénél az aramlas turbutersa, =1

2 2 ,
7p)l-+v71+gzl—\/\/t :%2_+V—22+gzz+Y

Példa

A d(500mm) atméiji cH p 11000%] dirtisédi vizet szallit az abran vazolt rendszerben. Az

1 és 2 keresztmetszetekben az abszolut ny®nds.7 bar) illetve
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m]
p, (4.5 bar), az aramlo kdzeg tomegaramg500 kg/s).z2 (40m) z1 (30m) adott. Az 1 és 2
pontok kozott felléf fajlagos mechanikai energiaveszteyégz9,43kig) . Mekkora

teljesitmeényt kell a rendszerbe szivattylval betifplaz adott szallitasi feladat

megvalésitasahoz?, =a, =1

2 2 ,
%+V71+gzl+%=%+v—22+gzz+Y
——
- W

t

[ — 2_\2 .
Pszzn-{pzﬁpl"'vzz\/l +9(z,-z)+Y }

Y fajlagos energia névekmény a szivattydn

[}
M= pAV, = Av,0

2_\2
VoM _
2

A1=A2=ﬁ_’vlzvz_’

Z 0

P =50 % + 981(40-30) + 29.43) = 204kW
Példa
il Zi=610m

turbina

Egy vizetmii viznyelésel41—r¥5‘3— . A c$ben fellé fajlagos veszteséy (152 @.81%9)

Szintkulonbségz -z, =610m

a,=a,=1
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Mekkora vizebmii teljesitménye? g = 1000—‘?«%)

pl+V—12+ +P:p2+v_§+ +Y
pro et =TS en

R = nu{j—pfpz % g —zz)—Y}

0 0
PL= P, =P

v, =V, =0(a szintkulonbség miatti nyomasvaltozas elhanyago)h

P =ma(z-2)-Y]=lo(z - 2,) - Y| =1000141f 98171610~ 152)] =842MW

Tovabbi specialis eset:

A.)  Haarendszerben nincsiaragy munkagépy, = 0O

i V2 p, V2 ,
gy, %+71+921=72+72+922+Y l%g

Y =gh..h suly egységre vonatkoztatott energiaveszteség

LW I 3 '
,0+2+Zl_,09+29+22+h [m]

B.)  Amennyiben az dramlas surloddsmentes

Y =0 kapjuk az 6sszenyomhatatlan kézeg stacionariuslasara érvényes Bernoulli
egyenletet.
2

V2 p, V
+71+g21=72+?2+gz2

P
0

Aramlasok hasonl6saga

Feltételek
» tokéletes geometriai hasonlosag (érdesséq is)

* dinamikai hasonlésag
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mozgasegyenletek egyetlen ....... atvitkeh masik aramlasra

Surlédasi f. mozgésegyenlet:

av —s_1 1
it f pr+|/Av+3D(Dv)

Atszamitasok:

(]

P=M,p
p=M,p’
v=My"

f=M,f°

A * adataival a mozgésegyenlet

MZaO_ O Mp 1 oo, MMy 00,0

dinamikai hasonlésag, ha két egyenlet csak egytanaszamban kilénb6zik egymastal.

M\? — M — MVMV

i = p
gy, Mr'Mg'Mer‘ M2

M2
V. tehetetlenségi ék atszamitasi tényépe

Ivll’

M, : tdomegedk atszamitasi tényége
M ye ye Ve Va4 - ’ -
W: nyomoéeék atszamitasi tenyége

por
MM
I\I;I > surlédasi eik atszamitasi tényépge
;

a.) A tehetetlenségi és tomegiearanya
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v
AV P T
M, g M 1.9
r9 |DgD
f Froude szam
Szabad felszini aramlas,
(pl.: hullamhossz)
b.) A tehetetlenségi és surlodasilearanya
M\? - MVMV . Mer =1
Ivlr Mrz Mv
v |
vl =1
o0
vl - wHE
v
Re:V7| Reynolds szam
c.) A tehetetlenségi és nyomékiviszonya azonos
MZ_ M,
M.~ M M
Ap  pAp, ApL,O
v2 dO_ ApU o d:%d
v2d o1 V2 pl_q,l_jz
pD 0

Apy

Ap: nyomasesés dhosszongd azl-re mebleges hossz (atm@r

2
Ap= 2Eu,0 | V2 cgsarlodas J: csurldédas ténydr

d.) A nyomoebk és a surl6doék viszonya azonos
M |\/lvl\/lv

MM, = M2
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Bpye
Hazlw Hagen szam
Apy Apye
EuRe= }NZ V—Vd :lw =Ha=EuRe

ﬂ: M\? = MI’ —
M, "M~ MM,
1ot
VT V!
-1 p
St—V.I. Strouhall szam
T :% f: frekvencia
_f
St=+

Laminéris aramlas parhuzamos falak kdzti résben

by L _
~
e
1\1 \V(Y)
— | i Rt nLE =
!

Stacionarius 1D-s aramlas
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Teljesen kialakult aramlas (fully developed flow)
v, =V(Y)
v, =v,=0
téret elhanyagoljuk
%—\t’+(v M)v =f —%Dpﬂ/ Av+%D(Dv)

Kontinuitas:divv = 0

-_1 Y

q o Wy Vo T ook Va3
dv _10p _ __14p
dyz—”ax—const— 77

Peremfeltétel:

V) =v(-9=0

A 2
o=—7"’|_%+clg+c:2
A 2
0=—WpLh7—01%+Cz
_ Aph?
o=l
C,=0
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Laminaris aramlas kor keresztmetszetiben:

tartaly

hatarréteg

a két hathrréteg dsszedr l/r

==\ P

jOl lekerekitett belépés:

sﬁrlédé;mentes mag V.=V, (1)
atmeneti tartomany
V.=V, (xDn
Le tejesen kialakult dramlis
(fully developed flow)

» kdzel homogén sebesség profil

» fal hatasa: surlddas, fal menti sebesség csokkeadésag sebességének

novekedése (kontinuitas) vastagodo hatarréteg

» adott hossz utan — teljes hatarréteg aramlas6.058RedLanghaar (1942)

Mi az x > L, esettel foglalkozunk
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Feltevések: p = all, stacionarius, teljesen kifejlett aramlas

v, =v(r)
v, =v, =0
%—‘t’+(v M)v =f —%Dpw Av+%D(Dv)
Kontinuitas:
ov, 0v, ov ov
i = X4 Y4 z2-0_ —Z=
dlvv_6x+6y+az 0 o7 0
v, =v(r)
tartaly vas’tagfo d a két hatarréteg Osszeér
batarreteg fillly developad flow
(velocity profile)

1N

R i
[T Sy T
| .___._._._._"“._DZ__._ ______ | X

3
|

developing flow

N

seria fs fully developed flow region

L
Fe = 0.058Re(laminur (Langhaar ... elmélete))

(Sheeter, V. L. ~Wylie, E. B fluid mechanica p193)

Szélcsatorné << L.— ne legyen teljes a hatar rétegaramlas a csdamngirlédas — csak a

csatornafal kozelében vizsgalt lesz — kézel homogén &ramlas van.

Energia egyenlet:
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e=" 2 2rg(hhy)
o=f —EDp+VAV
P

f=-0(gh) ; %Dp = D(%J

igy f —EDp = —D(gh+£} =-0yY
Y Y

Vegyuk észreY = (gh +£j ez a tdmegegysegre vonatkozo fajlagos helyzeyiomasi
P
energia.
0=-0Y +vAv
0=-%
oy
0=-2 Y =Y(z) tehaty csakz - t6l fiJgghet,ezértirhatjuka—Y _dv
oy 0z dz
0= AL + VAV
0z
Av = 1dv_ const
T vdz

Nézzuk a kapott egyenletet HKR-ben, ne felejtsilked)y Av r fliggvénye volt! Mindenki

2 2
emlékszik a Laplace operatorra HKR-b&p = 1i(r a_(ﬂj +i2 9 Z)+a—?
ror\ or r<odg- oz

}i(rﬁj -_J
rdr dr %

i(rﬂ] = —ir /jdr
dr\ dr Vv

(VoI +C,

dr v
Ve Triet
dr 2V r

J
v(r) =—Er2 +C,Inr +C,

A kapott egyenlethez tartozé peremfeltételek:
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. r=R v=0 M-C,= IR
4v

. r=0 v véges (tapasztalat) M-C= 0

v(r) = %(R2 —r2) parabolikus eloszlas

Hagen-Poiseuille aramlas

Nézzik meg vizszintesd® hogyan alakul a képlet?!
Ap

1 p2 — p Ao | — 2 2
PP, _Ap =—F (R2 -
és igy — v(r) L( r )

Térfogataram:

Q= anfueher =2 (e o =2 ]
) ITJ; - ]T4V'(|; -

Q= ™ R*| Hagen-Poiseuille térvény
Y

Nézzuk meg vizszintes@® hogyan alakul a Hagen-Poiseuille térvény

Ekkor J=PL =P - 8P
L ol
melyet behelyettesitve
4
Q:ER4 :HR4 :—mpd
8v & 12871
mpd*
Q=""
12871
_Q_Q K
A R’n 8
2
Vo =V(r=0)= R - 2c
4
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Energiaegyenlet:

¢ p R i 8 :
a, —+1+ =-q, >+ + +e
2, gh S gh, + ¢,
PR _ _ &
e=P"Pigh-h)=LI=LZ¢

e = L%c
Turbulens aramlasnal:
2
e = /]LC—
2
i értéke laminaris aramlas esetén:
2
e, = L322/c=/1lam£0—
d d 2
Alam = 641 = g
dc Re
B

Re

TURBULENS ARAMLAS

Osborne REYNOLDS kisérletei (1883)

festék

kis aramlasi sebességnél a festék egy rétegberdmara— lamindris aramlas
a sebességet egy bizonyos érték felé novaktabilla valik az aramlas atmenet
tovabb novelve a sebességet a festék teljes keretszetben elkeveredik—»>

turbulens aramlas
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kereskedelmi & Re,; 12300
haRe< Re; stabilan laminaris
haRe> Re; lehet laminaris de kis megzavaras
hatasara turbulenssé valik

(nagyon finoman megmunkalt (nagyon sim&): e, [140000s lehet)

Peter BRADSHAW (1994)

»turbulence is the invention of the devil on thé @ay of creation”
magyarul ,A tubulenciat az 6rddg talalta ki a tetés7. napjan”

Turbulens aramlas

» folyadékrészecskeék allando keveredése, véletlefnsaergasa (Brown-féle
hémozgéashoz hasonlo)
e szigoruan véve mindig instacionarius
) . fp =1+10000Hz
« nagy Re szélcsatorna aramlas™ .
L = 0,1+ 4000mm(hullamhosz)

» amiszerek &ltalaban atlagértéket mérnek (sebessémasyqtédrétos anemométer
ingadozast is képes)

Y W “| instac. turbolens
aramlas

stac. laminaris stac. turbulens
aramlas aramlas

VAVAV/\V Alf Avﬂvlrﬂr"'vv ARy

A turbulens aramlasok vizsgalatara szamos moddetgoztak ki, hasznalnak.

Probléma: erésen ingadoz6 nyomas és sebességértékek. Nem idamdyan, az idben
véletlenszedien valtoz6 fliggvenyt, amely kielégitené a mozgaselgyet.

A) Direkt Numerikus Szimulacio (DNSkgmagasabb szint)
* A Navier-Stokes egyenlet megoldasa az ingadozésséheés nyomasértékekre
* Nincs turbulencia modell
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* Nagyon finom térbeli hal6 ésdteépcs kell, hogy a nagyon kilénbézanéreti és

frekvenciaju orvényeket is le tudja irazéicsatornd =1+10000Hz
L = néhany tiedmm [ - tébbm

« Oriasi gépid, pl. replibgép koriili aramlas DNS-s tdbb ezer év CPU timedenn

» Kisebb Re szamu csatornaaramlasokra hasznaljanpigntos lehet (akar
miszerek kalibralasa)

« 2002. CFD konferencia Toulouse — japan kutatész@mitasi pont (3D)

B) Nagy Orvények Szimulacidja (LES — Large Eddy Sirtialg

e Gazdasagosabb mint a DNS

» Csak kdzepes és nagy mérétvények kdzvetlen szamitasa

* Megfontolas: a kbzepes és nagy mtevéenyek hatarozzak meg a turbulencia
transzportjat, a kis drvények a turbulens energgiszipaciojaért feléksek

» Térbeli sfir6 alkalmazasa a Navier-Stokes egyenletre

» Kisziiri a kis 6rvényeket ; a kapott egyenlet direkt nidge

» Kis drvények hatasanak figyelembevétele egy altsd@rveny turbulencia modellel
(amely nem tartalmaz feladattdl fitggmpirikus allanddkat)

* Még mindig nagy gépiil; Ma divatos sok helyen hasznaljak

C) ldéatlagolt Navier-Stokes egyenlet — Reynolds egydR&INS — Reynolds Avaraged
Navier-Stokes Equations)
MegjegyzesA mérntkoket altalaban azden atlagolt értékek eérdeklik (nem az ingadozas)

V; (X, Y, z,t)

Pillanatnyi értékek:
Py (X Y, Z1)

ldéatlag:
1 T
v=—|v.dt
!

_1;7
—?J; pdt

T>> mint a turbulens aramlas ingadozasara jelier@allando, der<< mint az
instacionarius aramlasddllandoja
T=5s

Ingadozas:
V =V, -V

pP=p -p
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Vi =SV+V
Vi, =V, +U
X X ' (1)
Vp, =V, +V
Vi, =V, +W

Navier-Stokes egyenlet érvényes a pillanatnyi &kék(,o = const)!

ov,
ot

+(v;O)v, =f —%DpT +VAVT}(2)

Kontinuitas: mivel div(v,) = 0ésdiv(v) =0 - div(v) =0

a—u.+a—v.+aﬂ.=0(3)
ox oy 0z
(1-2)
NV i wvevyafv vy =f -Lop-Lop uav iy
ot ot P P

6_v+6l+ (vO)v+(vO)v +(vO)v+(vOyv =f —EDp—EDp' +VAV + VAV (3
ot ot Yo, Yo,

itt:

vO)v =v +V, — +V, —

(vD) X oy Ve az

(vO)v =u Ny VW
ay z

(3) idéatlagolasa, feltételek
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(3) atlagosan

o
ot ot
a_vzo
ot

(vO)v =(vO)v
(vO)V = (vO)v. =0

=0

(vOv =(vOv=0

1 L1
—U(p+p)==0Up
P P

VA(V + V') = VAV

Ezen idatlagolt tagokat visszairjuk azddtlagolt (3)-ba

L (vO)v =f —EDp+VAV -(vO)V }(4)
ot yo,

Mivel: div(v ov)=(v ov)O=(vov)O+(v o Y')D =(vO)V

(v‘olj)v‘ vdiw'’
! =0

igy: —(vO)V =—=div(v ov) = %divl— o(V o v')|= %div«T

O

Tehét a (4) egyenlet: ?9_\t/+ (vO)v =f —%DpH/AV +%divcT

Ami nem mas mint &eynolds-féle mozgasegyenlet.

ahol:

uz uv uw

6, =—p(Vov)=-p vu  v? vw | a Reynolds-féle turbulens fesziltségtenzor

wu wv o w

A tenzor szimmetrikusvu =uVv VW =WV WU =uw
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Tehat 6 flggetlen elemet tartalmaz.

2

1 L[ ] e
Ly gy =3 lyevh=rovb=vs v v |faloy
p p wu wv w? ||d/oz

2f) 2liv) Zhw)
— —luv] —uw
0x ay 0z
1.  _ o[ ) 015 01—
—dive;=- —lvu| —lv —lvw
yo, 0X ay 0z
9 91— d 2)
—lwu ) —(wv)] —
_ax( ) ay( ) 0z |
mivel vu =uv ;vw =wv ;wu =uw , ezért 6 ismeretlen kifejezés van az

ldiv<sT vektorban.
P

Koordinata-egyenletek:

Emlék kontinuitas:

3D eset:
4 egyenlet

10 ismeretlen  v,,v,,V,, p,uv,vw,u? v? w?

igy a turbulens aramlas egzakt megoldasa a Reyfwklggyenlet felhasznalasaval
lehetetlen.

2D eset:
3 egyenlet

6 ismeretlen  v,,v,, p,uv,u®v’
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Turbulencia modellek
2 egyenletesk —¢ ; k-«
1 egyenletes
0 egyenletes keveredési Uthosszon alapul6

Ludwig Prandtl (1875-1953)

dv,
dy

V.

X

dy

Sikbeli aramlés r'=7, =-puv = pll’

Prandt
| =kly y="faltélmért tavosag;« C 0,4

Karman T.(1881-1963):

Turbulens csharamlas:

Z\

Impulzustétel a jelolt térfogatra, €s kapjuk (lest€st mebzve):

2
PR, g —pmztﬁﬂ’j =0}(1)

dr
fajl. tehetet 7 -fajl. viszkozusers .

lenséaies 7 - turbulensmpulzus- 3
9 cserélbsszarmazdajl. ers
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ahol,

3=P"P +ghllhz .... €S€s

o

Prandtl megoldasa:

| =kly y=R-r (faltélmért tavobag) ;x C 0,4

a.)Laminéris alapréteq:

fal kbzelében

I'<<r -71'=0

r =R - r =1, (laminaris megoldasbol nyeridgt

Vanl) = 5L (RE=19)

dv Jo),
d |r=R: R
r 2

Ih,=1n

surlodasi sebesséq bevezetése:

p V2

£R+/7$/:0

peremfeltétel:

V(R)=0 - C=—R
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w :&(R—r)
\'A \'

b.) Turbulens hatarréteg:

I'<<r -1=0

I =ky=k(R-T)

tehetetlenséqi 8ben:

dr
dv__ v 1
dr K R-r

=Y In(R-r)+K’
K

v im(R— r)+K K: integraciés allandé
V. K

K: a laminaris alapréteghez val6 csatlakoztatdétiEldl nyerjik
d Laminaris alapréteg vastagsaga

Viam(R=0) =V(R~-0)

V V V
¥ lr-g= VIR~ (R-9)] =775

V V
Og=1 O5-1
Ho=1ing+K - H5-Lins
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Prandtl feltevése:

o= BVL[ Nikuradse mérései igazoltak ezt.

. V
v _1 Vy-p-1 _1n(V
[ —

H_J
K :C+%In(vl[)

A

—lpyvyl -
V[—Vln7+7ln(R ry+C

vV -1lpVv

S

Nikuradse mérései:

K=0.4, C=55

V
V—V[ = 5759, (R-r) +55

Vi

WV atmeneti zona

35
30 " — M
2 5 A \fbo\eﬁ

e
o R
a8 iserlet
0 M

1 10 10° 10° 10° 10° \A(R-r)
v

Csovek hidraulikai ellenallasa:

h |
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energiaegyenlet 1-2 kozé:

2
Bighra, S =22 ghva, G el

e =T Peug(n -h) =00

IIr,
vo=y g =J%2 bevezetésével J :%vﬁ

] Vi 2
e, =JL= %VZD = S(TD) %C—zz A chsarlodasi tényey

2 . Z0s LNZ st 2 , P
e :A%% univerzalis ellenallastdrvény turbulens aramlasra

64
laminéris: A = Re

Hidraulikus sima a% fellleti érdesség a laminaris alaprétegben
- A=A(Re)

elméletileg és kisérletileg

1 - _
* 2lg(vA Re)- 08

Re> 3000

kiulonboz kdzelitések:

A= 35&4 2300< Re< 810" (Blasias)

A = 0.0054+ 0.396Re *? 210" < Re< 210 (Schiller)
A=0.032+0.221Re**®" 10 <Re<10 (Nikuradse)

Erdes c§:
Nikuradse (1933)- homokkal érdesitetd-cs
k: egyenérték homokeérdesség

88



Aramlastan Hadasvazlat

0,04

0,02}

0,01

100 230 10" 10° 10" Re
hidraulikailag sima: k<<d,, - 4=1 (Re)
atmeneti: kOd,m — A :)I(Re,%)
hidraulikailag érdes: k>8- 1=AR)

Nikuradse ... mesterségesen érdesitett csdvek

Moody — kisérletek kereskedelemben kaphato ,tereiés? érdességcsdvek — ma inkabb

ezt hasznaljak.

laminaris

~2300 Re

Cidomok és szerelvények ellenallasa

{ veszteségtényéz
{ meghatarozdsa méréssel

helyenként analitikus megoldas(Borda-Carnot)
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Aramlas nem kor keresztmetsizesodvekben:

D, =42 .. hidraulikai atmeé

A K - nedvesitett keriilet

S

! 2 . . LI rst o 2
e :)IDL% kiterjesztett ellenallastérvény
h

A = A(Re,-K-
( € Dh)
ch
Re:Th
/]Iam Z%
C
%
Specidlis esetek:
» kor:
A= Djﬂ
K=Dn
D, =4A=D
» téglalap:
b
a
—flstgazcsatorna:
K =2(a+b)
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A=ab

e négyzet:
a
a
—b: D =20 -
a—b.Dh—2a a

Egyenértélt cHhossz.

Osszetett rendszer vesztesége

N
e‘Z/"D_é 257]

Le. Egyenértélt c5hosszde; Ae

' L c2
e, =) 2t
S eDe 2
Aci:A\eCe
Le2__,L¢ c?
Ap, 2 XA 2tE4 2
i j
D
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Cgaramlasi feladatok megoldasa:

1.) Adott Q,D,L,k/iDp,v, € =?

_ 4Q
C=Dben
-CD
Re—T

2.) Adott D, L, kiD,p, v, €, ,Q=?

Kezdet:
Ao =/1(%) teljesen érdes (Moody diagram)
' C2
d=ib G
2e D
Co =y AL
C.D
Re, =—3°
A= A(Rey, K)
2e D
C = /IlsL
D
Re = C}/ 1
A, = A(Re, )
konvergencia. Q= CDTZ77

3.)Adott: QkL,p,v, e, D=7
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Do felvétele:
Re:%
B~ 4 = AR )
e's =A %g—g ('jsszehasonll’téeémax-al
Ha e'S > e;max D, < D, valasztasa

Hae >e

Smax

3.) Feladat masik megoldéasa:

D5 = Al 8—77'5? = ClAl (l)
S
4 C
Re= 7 & =12 )

D novelése (szabvanyosiasménk)
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START

‘ (1) —Di=Ciu1 ‘
&
@ —Ru=—
k
i

M- haal< &

AL =M fem

A konvergaltD;-hez legkdzelebb ésannal nagyobb szabvanyos aténédlasztasa.
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