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ELOSZ0O

A szabadkai Miszaki Foiskolan 1996 6ta mindhdrom szakon magyarul is hallgathato A
villamossagtan alapjai kotelezd tantargy. Az 1996/97-es iskolaévtdl kezdve késziil ez a
tankonyv, amely alapozé jellegli a hallgatok szdmara. Elsddleges célja, hogy a villamossagtan
alapfogalmait, alaptorvényeit és a nemzetkozileg elfogadott normdkat ismertesse. Foleg a
jelenségek fizikai oldalat igyekszik kidomboritani, nem belebonyolddva a matematikai apparatus
labirintusaiba. Matematika nélkiil, persze, nem lehet tanulni és tanitani villamossagtant, de a
sem vezeti el az olvasojat. Megelégszik a jelenségek makroszkopikus szintli leirasaval. Elvétve
talalhatd csak egy-egy “kirandulas” az anyagtechnolédgia vilagaba, hogy a torvényszeriiségek
miértjére, mas torvényszeriiségekkel vald kapcsolataira ramutasson. Az az elenyész0 szamu
mikroszkopikus szintii leiras (pl. az egyenaramok megfogalmazasanal) pedig a legelsd
kozelitésre, a legegyszeriibb modellre szoritkozik. A villamossagtan alapjait képezo jelenségek
¢és torvények mar tobb, mint szaz éve ismertek a tudoméany szdmara. Ezt a témakort mar nagyon
sok kutato és pedagogus feldolgozta, atdolgozta. Felvetddik a kérdés, vajon mi sziikség van
akkor erre a konyvre? Hiszen az irodalomban szerepld konyvek-munkék jo része klasszikussa,
meghatarozo jellegiivé valt az utébbi harminc évben. A valasz sokkal hétkdznapibb, mint barki
gondolnd: magyar nyelven itt, Jugoszlavidban, az érvényben 1év6 tantervnek megfeleld
szakkonyv még nem késziilt.

A villamossagtan alapjai nevi tantargy, annak ellenére, hogy a villamossagtan alapjai mar
lassan masfél évszazada nem valtoznak, idorél-idore modosul. Nem a témakor valtozik, hanem a
tantervet szabogatjak ki-kihagyva bel6le egyes (a nagyléptékli miszaki — fOleg
szamitastechnikai-informatikai — fejlédés kovetkeztében) hattérbe szoruld részeket. Ennek a
tankonyvnek is vannak olyan fejezet-részei, amelyek a megjelenés idejében mar nem képezik a
targy “oktatandd tomegét”. A kép teljességének érdekében azonban nem csonkitottam meg az
anyagot. A tankonyv természetesen elsdsorban a leendd villamosmérnokok szamara készilt, de
vélhetdleg hasznalni tudja majd mindenki, aki koszondviszonyba akar keriilni a villamossagtan
alapjaival (akar onkéntesen, akar kényszerbol). A tankdnyv anyaga a hallgatok megsegitése, és a
tantargy jobb elsajatitasa céljabol az Interneten és CD-n is megjelenik.

A tankonyv rogziti az 6rdkon eldadott, valamint a tdblagyakorlatokon begyakorolt anyagot.
A kovetkezd 1€pés, a haldzatépités és halozatanalizis szamitdgépes szimulacidja, remélhetdleg
hamarosan beindul. Nem lenne j6, azonban, ha mindezek hattérbe szoritandk a massal igazabol
nem potolhatd laboratoriumi gyakorlatokat. A tankOonyvben az altalam legfontosabbnak ¢és
nehezebbnek vélt témakoroknél szemléltetd-magyardzo példak talalhatok. Minden fejezet végén
ellenérzé kérdések sorakoznak feldlelve a tananyag teljes egészét. JO szolgélatok tehetnek
azoknak, akik ellenoOrizni szeretnék tudasukat.

Kihaszndlom az alkalmat, hogy koszonetemet fejezzem ki elsdsorban csaladomnak, de
kollégaimnak és munkatarsaimnak is az anyag Osszeallitasanal, illetve a tankonyv megirasanal
nyujtott segitségért.

Kiilon kdszondm az Apaczai Csere Janos Alapitvany tdmogatésat.

Petkovics Imre
peti@vts.su.ac.yu

Szabadka, 2000.07.25.
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1. BEVEZETO
1.1.Torténelmi attekintés

Az els6 felfedezés az elektromossag 1étezésérdl 26 szdzaddal ezeldtt tortént. Miletoszi
Thalész (i.e. ~640 — i.e. 546) jon bolcseld és matematikus, aki a Kis-Azsiaban élt, i.e. 600 koriil
egy jelentéktelennek tiind kisérletet végzett és irt le, amely ma is elvégezhetd: ha egy
borostydnrudat gyapjuszérmével megdorzsoliink, akkor a rdd magéhoz vonzza a koénnyl
targyakat (papirszeletkéket, hajszalakat vagy fareszeléket ).

A XVII. szazadban Villiam Gilbert (1540-1603) Erzsébet kiralyné udvari orvosa, fizikus
az 1600-ban megjelent munkajaban kozzéteszi addigi megfigyeléseit, felfedezéset, tudniillik,
hogy sok targy, nemcsak a borostyan, dorzsolés utan vonzza a konny targyakat (pl. iiveg, viasz,
kén, allatok szérméje és néhany dragakd is). Az "elektron" gordg kifejezés alapjan, ami
borostyant jelent Gilbert az ilyen allapotba hozott testeket elektromos testeknek nevezte el.

A kovetkezd két évszazadban rohamosan néttek az ismereteink az elektromossagrol.
Kisérletek utjan megallapitottdk, hogy a targyak, amelyek elektromossa valnak, vagy vonzzak,
vagy taszitjadk egymast. Ezzel a tulajdonsaggal a testek nem rendelkeznek dorzsolés elott és ezért
ezt a tulajdonsagot valamilyen anyagtobblettel vagy -hiannyal magyardztdk, amely dorzsoléskor
atjut egyik testrdl a masikra. Sok vita és véleményegyeztetés utdn arra a megegyezésre, illetve
feltételezésre jutottak a korabeli tuddsok, hogy két "anyag", kétfajta t6ltés (elektromossag)
létezik. Ennek a kovetkeztetésnek az alapjan ha két test ugyanazzal a toltéstobblettel rendelkezik,
akkor ezek taszitjadk egymast. Ha pedig kiilonb6z6 toltésiiek a testek, akkor vonzzak egymast.
Tobb elnevezése volt ennek a két toltésnek, de a "pozitiv" és "negativ" az a kettd, amelyek a mai
napig megmaradtak. Ezeket az elnevezéseket minden kiilondsebb ok, illetve magyarazat nélkiil
Benjamin Franklin (1706-1790) amerikai természettudos, fizikus ajanlotta, illetdleg vezette be.
Azt a toltést, amely az livegrad ¢és a selyem dorzsolésekor az {ivegradon jelenik meg pozitivnak
nevezte el, azt pedig, amely a borostyanradon keletkezik ha gyapjaval dorzsoljiik negativnak.

A tovabbi tudoményos kutatasok rohamos fejlddést biztositottak az elektromossag és az
elektromos (villamos) jelenségek terén. A XVIIL. szdzad végén kisérletileg felfedezték és
megfogalmaztak a két villamos (elektromos) test kozott fellépd erd pontos kifejezését, az
elektrosztatika talan legfontosabb torvényét. A felfedezés Coulomb (Charles Auguste de
Coulomb 1736-1806, francia fizikus, hadmérndk) nevéhez flizédik, aki 1784 és 1789 kozott
végzett méréseivel igazolta az azota réla elnevezett Coulomb-torvényt: a két pontszerti toltés
kozott hatdo erd torvényét. A XIX. szdzad elsé felében gyarapodtak talan a legtobbet az
ismereteink a villamos jelenségekkel kapcsolatban. Az elektrosztatikdhoz hasonld
eredményekkel eladdig nem dicsekedhettek a tuddsok az elektromos aram vizsgalatai terén,
hiszen nem tudtdk biztositani az 4lland6 toltésaramlat. Magyardn nem volt egyenaramu
(egyenfesziiltségli) generatoruk. Ezen a nehézségen segitette at az akkori tuddsokat Volta
(Alessandro Volta 1745-1827, olasz fizikus, fiziologus), aki az ugyancsak olasz Galvani (Luigi
Galvani 1737-1798, olasz anatomus, természettudds) kisérleti eredményeit (a békacomb
rangatdzasa két kiilonbozo fémmel valo érintkezés ideje alatt) felhasznalva megalkotta az elsé
egyenaramu generatort (galvan elemet). Az igazi attorést talan mégis Oersted (Hans Christian
Oersted 1777-1851, dan fizikus és kémikus) felismerése jelentette, tudniillik, hogy az elektromos
aramnak magneses hatdsa is van. Megfigyelte, hogy a magnestii kitér eredeti helyzetébdl, ha
kozelében aramjarta vezeték van. Ez a felfedezés ramutatott a villamos €s magneses jelenségek
elvélaszthatatlan voltara. Addig ugyanis Coulomb elméletére alapozva eleve kizartak, hogy a
villamos (elektrosztatikus) €s magneses jelenségeknek koziik lehet egymashoz. Kisérjiik hat
most végig roviden a magneses jelenségekkel kapcsolatos felfedezéseket és ismereteket a
kezdetektdl Oersted felfedezéséig.

Azokat az erdket, amelyeket ma magneses erdknek neveziink, mar az antik iddoszakban
észrevették. Megfigyelték, hogy a kisazsiai Magnesia varos kézelében talalt magneses vasko (a



magnetit) vonzza a vastargyakat. A vasércdarabokat, amelyek magneses tulajdonsaggal
rendelkeznek, természetes magneseknek nevezziik. Azokat a vastargyakat, amelyeket a
természetes magnesekhez kozelitiink és maguk is mégnesek lesznek, mesterséges magneseknek
hivjuk. A magnes pdlusai a magnes azon teriiletei, ahol a magneses erdk a legkifejezettebbek.
Még a régi Kindban (i.e. 120) megfigyelték, hogy a vizszintesen elhelyezett magnesrud
megkozelitden a foldrajzi észak-dél iranyba all be (egész 1600-ig azt hitték, hogy ez az északi
sarkcsillag hatasa miatt van). Ennek megfeleléen a magnesriidnak az Eszaki sark felé mutato
végét ¢szaki, a masikat déli pdlusnak nevezik. Az egynemii magneses poOlusok taszitjak, a
kiilonnemtiek vonzzak egymast. Az elektromos er6khoz és a toltésekhez hasonléan kezdetben
azt hitték, hogy egy magnes kettévagasaval kiilon lehet valasztani a két polust. Egy magnes
felezésével azonban, mint tudjuk, két 0j kétpdlustt magnest kapunk. E tulajdonsdg miatt, és
amiatt, hogy a magnes nem hat a nyugalomban levé elektromos toltésekre, egészen a mult
szazad elejéig (1820-ig) ugy hitték, hogy az elektromos és magneses jelenségek kozott nincs
semmi kapcsolat. A magneses jelenségekkel foglalkozd tudomany fejlodése sordn sokaig az
elektromos jelenségekrdl mar elobb megszerzett tudasra tamaszkodott. A magneses erdk
kiszamitasara elészor Coulomb fogalmazott meg egy kifejezést, amely az elektrosztatikus erd
képletének mintajara késziilt. Ez a kezdet nem volt megfelel6 a magnesesség tovabbi
fejlodéséhez és megértéséhez. Kiilonvalasztott magneses polusok a természetben nem léteznek,
igy a magnesesség elmélete, amely az elektrosztatikdval vald hasonldsdgon alapult, egyuttal sok
érthetetlen definicioval és megmagyarazhatatlan jelenséggel is parosult.

Térjiink vissza 1820-hoz. Ettdl az évtdl kezdve ugyanis mar teljesen egybefonddnak az
elektrosztatikus, elektrokinematikus, magneses, majd kicsit késobbtél (1831) az
elektromadagneses jelenségekkel kapcsolatos kutatasok és eredmények is. Oersted felfedezése
utdn még ugyanebben az évben két francia kisérleti fizikus, Biot (Jean Baptiste Biot 1774-1862)
¢s Savart (Felix Savart 1791-1841) kvantitativ leirasat adtak a vezetdben folyd dram magneses
terének. Az azdta roluk elnevezett torvény pontos megfogalmazasaban honfitarsuk Laplace
(Pierre Simon Laplace 1749-1827, matematikus, fizikus, csillagész) segédkezett. Ampere (André
Marie Ampere 1775-1836, francia fizikus, matematikus) még ugyancsak 1820-ban felismerte €s
sok kisérlet alapjan megfogalmazta a két dramjarta vezetd (két aramelem) kozott haté magneses
erd kiszamitasara szolgalo kifejezést, amelyet a kdvetkezd évben publikalt is. El6szor 1826-ban
irta fel a roéla elnevezett torvényt Ohm (Georg Simon Ohm 1787-1854, német fizikus), amely a
villamos toltések aramlasa (az elektromos aram) és az 6t 1étrehoz6 elektromotoros erd kozott
adja meg a kapcsolatot. Furcsa jatéka a sorsnak, hogy elméletét csak tizenot évvel késobb, 1841-
ben ismerték el véglegesen. Faraday (Michael Faraday 1791-1867, angol kisérleti fizikus) 1831-
ben felfedezte az Oersted-i jelenség “forditottjat”, neki sikeriilt ugyanis eldszor atalakitani a
magnesességet elektromossagga. Nevéhez sok mas felfedezés flizodik, de ez valamennyi koziil a
legjelentdsebb. Az indukalt dram irdnyara vonatkozoé kvalitativ torvényt fogalmazta meg 1833-
ban Lenz (Heinrich Friedrich Emil Lenz 1804-1865, német szarmazasu pétervari fizikus)
pétervari akadémikus, amelyben kimondja, hogy az indukalt d&ram olyan iranyu, hogy magneses
terével akadalyozza azt a valtozast amely 6t magat 1étrehozta. 1841-ben Joule (James Prescott
Joule 1818-1899, angol fizikus) megjelentette az dram héhatasara vonatkoz6 munkajat, 1845-ben
pedig az energiamegmaradas torvényét. Ez utobbi munkajara csupan egyetlen lelkes fiatal tudos
Thomson (William Thomson, késébb Lord Kelvin 1824-1907, ir-skoét fizikus) figyelt fel, akirdl,
ha mast nem, azt illik tudni, hogy 0 volt a regdkor frekvenciajat megadd képlet atyja. Az
aramelagazasok problémdjat csak Ohm torvényének végleges elismerése utan oldotta meg
Kirchhoff (Gustav Robert Kirchhoff 1824-1887, német fizikus), és Ohm torvényét altalanositva
megfogalmazta a bonyolult halézatok megoldasanak maodszerét (a rola elnevezett két torvényt).
Az elektromagneses tér teljes elmélete a XIX. szdzad legnagyobb langelméjéhez, legnagyobb
elméleti fizikusdhoz Maxwellhez (James Clerk Maxwell 1831-1879, skot elméleti fizikus)
fizoédik. Oersted, Ampere és Faraday felfedezéseit altalanositva foglalta egyenletrendszerbe
(1862-ben) az elektromossagtant, a magnességtant ¢és a fénytant. Az elektromagneses hullamok



1étezése Maxwell egyenleteibdl konnyen lesziirhetd, amit késdbb Hertz (Heinrich Rudolf Hertz
1857-1894, német fizikus) 1886-ban kisérletileg is igazolt.

Ma mar tudjuk, hogy a magneses jelenségek is (akarcsak a villamos jelenségek) az elemi
toltott  részecskéktdl szarmaznak. Az egyetlen kiilonbség az, hogy az elektromos
(elektrosztatikus) jelenségek akkor jelentkeznek (és mérheték) ha ezek a részecskék
nyugalomban vannak, mig magneses jelenségek csak akkor figyelhetok meg, amikor a
részecskék a megfigyeldhdz viszonyitva mozognak. Példaul a két magnes kozott haté magneses
erok tulajdonképpen a két magnes atomjaiban mozg6 elemi toltések (az atommag koriil keringd
elektronok) kozotti erdket jelentik.

A mélyebb ismeretszerzésre, az ok-okozati 0sszefiiggések megvilagitasara azonban csak az
atom szerkezetének felfedezése utan, a mult szazad végén, illetve szdzadunk, a XX szézad elején
keriilhetett sor. Az anyag szerkezetérdl elséként Démokritosz (Abderai Démokritosz, i.e. ~ 460 —
1e. ~ 371, gordg filozofus) fogalmazott meg elméletet, amelyrdl egyes tudomanytorténészek
elmarasztaléan (elsietett, kiforratlan) masok viszont lelkesedéssel (,,a filozofiatorténet
legzsenialisabb gondolatcsirdja”) beszélnek. Démokritosz az anyagot diszkrét (nem folytonos)
felépitésii, paranyi, tovabb nem oszthatd (a gorog atomosz szo6 jelentése oszthatatlan) részecskék
halmazénak tekinti, ramutatva a vakuum (az tres) Ilétezésének sziikségszerliségére. A
démokritoszi elképzelést Dalton (John Dalton 1766 — 1844, angol fizikus ¢és kémikus) fejlesztette
tovabb. Ramutatott, hogy az atomok kozotti vonzderd anyagonként valtozo, és az anyagok
halmazallapota az atomok kozotti tavolsagtél (az atomok kozotti vonzoerdtdl) fligg.
Atomsulytablazatot is készitett. Aztdn az oszthatatlannak hitt atomkép is szertefoszlott
Thomsonnak (Sir Joseph John Thomson 1856 — 1940, angol fizikus) koszonve, aki 1897-ben
felfedezte az elektront, minden elem atomjanak alkotorészét. Az atom szerkezetének
megismerésében sorsdontd szerep jutott Rutherford (Ernest Rutherford 1871 — 1937, 0jzélandi
sziiletésti angol fizikus) szorasi kisérleteinek, amelyekbdl egyértelmiien kideriilt, hogy az atom
kisméretli s nagy tomegli magbdl és a mag koriil keringd elektronokbol épiil fel. Az atommag és
az elektronpalyak kozott vakuum van, az elektronok szdma pedig megegyezik az elem
rendszamaval, vagyis az atom kifelé elektromosan semleges. A klasszikus fizika torvényei
szerint azonban ez a Rutherford altal leirt atommodell, a gyakorlattdl eltérden, nem stabilis
képzédményeknek abrazolta az atomokat. Elvetve a klaszikus elektrodinamika térvényeit Bohr
(Niels Henrik David Bohr 1885 — 1962, dan elméleti fizikus) 1913-ban 0j atommodellt irt le,
amely szerint az elektronok csak meghatarozott palydkon keringhetnek a mag koriil, és ilyenkor
nem sugaroznak. Az atom csak akkor sugaroz, ha valamelyik (esetleg tobb) elektronja palyat
cser¢l. Ezt az atommodellt fejlesztették tovabb kozosen Sommerfelddel (Arnold Sommerfeld
1868 — 1951, német fizikus, matematikus) 1915 és 1922 kozott. Rutherford 1911-ben
azonositotta a protont, az atommag egyik Osszetevojét, és mar 1920-t6] probaltak kimutatni a
protonnal koriilbelill azonos tomegli semleges részecskének, a neutronnak a 1étezését
Chadwickkel (Sir James Chadwick 1891 — 1947, angol fizikus). Chadwick a neutron felfedezését
bejelentd cikkét 1932-ben jelentette meg. A kvantummechanika kidolgozasaval tobb tudos is
foglalkozott: Heisenberg (Werner Karl Heisenberg 1901 — 1976, német elméleti fizikus),
Schrodinger (Erwin Schrodinger 1887 — 1961, osztrdk elméleti fizikus), Pauli (Wolfgang Pauli
1900 — 1958, osztrak-svajci elméleti fizikus) és Dirac (Paul Adrien Maurice Dirac 1902 — 1984,
angol elméleti fizikus), hogy csak a legismertebbeket emlitsiik. Nekik koszonve ujabb,
bonyolultabb atommodellek sziilettek. Ma mar tobb mint kétszaz a felfedezett és ismert elemi
részecskék szdma.



1.2.Az anyagok felépitése, a villamos (elektromos) eré és az elektromossag
fogalma

Minden ami koriilvesz benniinket atomokbol épiil fel. Az atomok egyszerii eszkdzokkel
nem oszthatok tovabb. A természetben 92 fajta atom létezik. Mostani tanulmanyozéasunkhoz
elég, ha az atomot ugy képzeljik el, hogy azt egy kdzponti, nehéz részecske (az atommag) €s
meghatarozott szamu konnyli részecske (elektron) alkotja. Ez utobbiak Ugy keringenek a
kozponti mag koriil, mint a bolygdk a Nap koriil.

A gravitacios erd hatdsa révén a bolygdk nem tavolodnak el a Naptol. Az atom
alkotoérészei kozott elektromos er6k hatnak és ezek kényszeritik az elektronokat arra, hogy
keringjenek a mag koriil. Az elektromos erd (amely lehet vonzé vagy taszitd) az atomon beliil
sokkal er6sebb mint a gravitacios erd (amely csak vonzd lehet). Mint ahogy az elektromos
testekrdl, az elektromos erdkrdl is csak azt tudjuk, hogy léteznek, de nem tudjuk, hogy hogyan és
miért hatnak. Ugyanigy nem tudjuk miért hat a gravitaciés erd két test kozott. Mégis, az
egyszertiség kedvéért azt mondjuk, hogy az erd két villamos (elektromos) részecske kozott az
elektromossaguk (a toltésiik) kovetkezménye.

A mag ¢és az elektronok toltése kiilonbozo: pozitiv és negativ. Az elektromos erdk
matematikai megfogalmazasanak szempontjabol igen hasznos az egyik toltésnek pozitiv, a
masiknak negativ eldjelet adni, mivel ez Ilényegesen konnyit a jelenségek matematikai
magyarazatanal. Igy mar a neviik is utal az el6jeliikre.

Az elektronokat nem tudjuk felbontani kisebb részekre. Az elektron egyben a legkisebb
negativ toltésli részecske is, mely a természetben eldfordul. Az atommagot kétféle részecske
alkotja: a proton ¢és a neutron. A protonok pozitiv toltéstiek és szdmuk megegyezik az
elektromok szamaval. A neutronoknak nincs toltésiik. Tomegiik megkozelitdleg egyforma a
protonokéval és majdnem 2000-szer (1835-sz0r) nagyobb az elektronokétol. Ez gyakorlatilag azt
jelenti, hogy az atom szinte teljes tomege a magban talalhato.

Egyforma vagy kiilonb6z6 vegyi elemek két vagy tobb atomja tarsulhat. Példaul: egy vagy
tobb elektron lehet kozos elektronja ennek a tarsuldsnak, és ezek keringhetnek a tarsult atomok
magjai koriil kiilonboz6 Osszetett palydkon. Az ilyen atomok csoportjat, tarsuldsat nevezziik
molekulanak.

A természetben a legdsszetettebb atom az uran atomja, amely 92 elektronnal rendelkezik.
Atommagja 92 protonbdl és 146 neutronbdl all. Mesterséges uton létrehoztak még néhany
Osszetett atomot és ezeket transzuranoknak (urdnon taliaknak) nevezziik.

1.3.A toltéssel rendelkezo testek definicioja

Az atomokon beliill az elektronok kiilonb6z6 szinteken helyezkednek el, amelyeket
elektronhéjaknak nevezziik. Egyes esetekben és bizonyos koriilmények kozott egy elektron a
sajat atomja kiilsé héjardl levalhat és egy masik atom kiils6 héjdhoz csatlakozhat. Ilyen
esetekben mindkét atom elveszti semleges toltését és elektromos (villamos) erdkkel hatnak
egymasra, még akkor is ha egymastol aranylag messze vannak.

Egy test, melynek minden atomja semleges, maga is semleges. Két ilyen test kozott
semmilyen elektromos er6 nem hat. Ha egy megfelel6 szamt atombol valamilyen mddon
elvesziink egy-egy elektront, vagy hozdadunk valamenyi elektront a test villamossa
(elektromossd) valik. Két elektromosan toltott test kozott villamos (elektromos) erdk hatnak.
Ezek az erdk lényegében véve azon elektromos erdk ereddjének tekinthetdk, amelyek a testeken
fellelhetd toltéstobbletek kozott hatnak.



A testek elektromossa tétele dorzsoléssel: dorzsolés folyaman egy meghatirozott szamu
elektron atjut az egyik test kiils6 elektronhéjarol a masik test kiilsé elektronhéjara, igy mindkeét
test elektromossa valik.

1.4.Az villamos (elektromos) toltés mértékegysége és jelolése

Ahhoz, hogy egy test elektromos toltését meg tudjuk hatarozni, ki tudjuk fejezni,
ismerniink kell a villamos toltés mértékegységét. Mivel a testek villamos toltése mindig egész
szamu elektron vagy proton toltésével egyenld, ezért természetes lenne, hogy az elemi villamos
toltést vegyilik mértékegységként. Tudjuk azonban, hogy egy elektromos testnek altaldban tobb
millidrd elektron- vagy protontdbblete van, ezért sokkal nagyobb mértékegységre van sziikség.
Az elektromos toltés mértékegysége a coulomb (C):

A villamos t6ltés jeleként a nagy Q jelet hasznaljuk. A Q lehet pozitiv vagy negativ, ezért
azt mondjuk, hogy a Q a villamos toltés algebrai értéke.

1.5.Az atom méreteirol és két test érintkezésérol az atomelmélet
szempontjabol

Ha az atommagot ugy képzeljiik el mint kis golydt, akkor a sugara m és
m kozott mozog. Ha ugyanebben az alakban elképzeljiik az elektronokat (mint kis gdmbdket),
azoknak a sugara m. Maganak az atomnak a sugara m. Az atom térfogatdban a
részecskék nagyon kis térfogatrészt foglalnak el, az atom térfogatdnak legnagyobb részét tires tér
képezi, amelyet vakuumnak neveziink.

Felvetddik a kérdés: ha az atom ilyen "iires", akkor, hogyan lehet megmagyarazni két test
Osszelitkdzését. Miért nem hatolnak 4t a test atomjai a masik test atomjai kozott? Kalapaccsal
miért lithetlink az ujjunkra?

Ilyen {ités alkalmaval valojaban nem keriil sor érintkezésre sem a testek, sem az atomok, de
még az atomok elektronjai kozott sem. Amikor a kalapacs atomjai megkozelitik a kéz atomyjait
egy erds taszitd erd kezd hatni az elektronok kozott. Ez a taszitd erd atvivodik a kéz atomjaira
(fajjdalom kiséretében) egyetlen atom iitkozése illetve érintkezése nélkiil. Persze ez gyenge
vigasz annak, aki kalapaccsal a kezére iit.

fgy nem kell csodalkozni azon, hogy két, toltéssel rendelkezé test mar tavolrol hat
egymasra, anélkiil hogy valamilyen test vagy kdzeg tovabbitana ezt a hatast. A hatastovabbitast a
villamos térnek tulajdonitjuk, amely minden fajta kdzegben, még a vakuumban is jelen van a
toltéssel rendelkezd test kdzelében.



1.6.Vezetok, szigetelok és félvezetok

Az 0Osszes kémiai elemet, amelyekkel talalkozhatunk a természetben, elektromos
szempontbol harom csoportba oszthatjuk.

Az els6 csoportba tartoznak azok az elemek, amelyeknél normalis feltételek mellett az
elektronok a kiilsd palydn szorosan kapcsolddnak az atomhoz vagy atomcsoporthoz amely
molekulat alkot. Ezeket az elemeket szigeteloknek, vagy dielektrikumoknak nevezziik. Ha
idedlis szigeteld kozelébe egy elektromosan toltott test keriil, a villamos erd hatni kezd az
atommagra is meg az elektronokra is a szigeteldanyagban, de elektron nem tavozik az atombol,
szigeteloknél ilyen esetben elektronok szakadnak el némely atomt6l vagy atomcsoporttol, €s
rendezett, iranyitott mozgéasba fognak, de ezt a mozgast, az elektronok elenyészd szama miatt, a
legtobb esetben elhanyagolhatjuk.

A masik csoportba tartoznak a vezetok. Ezek nagyszamu toltéssel (elektromosan toltott
részecskével) rendelkeznek, amelyek szabadon mozognak az anyag belsejében. A legjobb
vezetok a fémek (réz - Cu, aluminium - Al, eziist - Ag). Naluk az elektronok a kiilsé
elektronhéjon nagyon lazan kotddnek az atomhoz. Igy az elektronok atomtél atomig
mozoghatnak ¢és ezeket vezetd elektronoknak nevezziik.

Folyékony oldatok esetében az oldott anyag semleges molekulai az oldatban két kiillonbdz6
toltésti részecskére esnek szét: ugynevezett pozitiv és negativ ionokra. Ionok Iéteznek a
gazokban is. Ha egy gazban nincs ion akkor az szigeteldként viselkedik. Ha egy gézban csak kis
szamu ion van jelen (levegd), akkor ez a gaz tovabbra is szigetel6 marad, ha nem tal nagyok a
benne hato elektromos erdk.

Nagy intenzitasu villamos erék hatasara a gazokban az ionok akkora sebességet kaphatnak,
hogy a semleges molekulakkal valo titkozéskor azokat két kiilonb6zo toltésti részre, ionra osztjak
(litk6zési 10nizacid). Az ionok szama a gazokban igy ndvekszik, és azok mind jobb vezetoként
viselkednek.

A harmadik csoportba tartoznak a félvezetok. Ezeknél a szabadon mozg6 elektromos
toltést részecskék szdma sokkal nagyobb, mint a szigetel6knél, de kisebb mint a vezetoknél.

1.7.Alap- és szarmaztatott mennyiségek és mértékegységek

Vélasszunk ki tetszOlegesen négy mennyiséget, amelyet hasznalunk az elektrotechnikdban
(villamossagtanban). A négy szabadon kivalasztott mennyiség segitségével kifejezhetjiik az 6ssz
tobbit, ¢és ezért alapmennyiségeknek nevezziik Oket, mértékegységeiket pedig
alapmértékegységeknek. A tobbi  mennyiséget  szarmaztatott = mennyiségeknek,
mértékegységeiket pedig szarmaztatott mértékegységeknek nevezziik.

Az MKSA mértékrendszerben az alapmennyiségek a kovetkezok: hossziisag, tomeg, id6 és
aramerdsség. Ezeknek az alapmennyiségeknek a mértékegységei rendre a kovetkezok: méter
(m), kilogramm (kg), masodpec (s) és amper (A).

A nemzetk6zi mértékrendszer SI roviditése a megjelolésére hasznalt francia kifejezés
roviditése ("Systéme International"). Alapmennyiségei kdz¢ a fent emlitett négyen kiviil még a
homérseklet, a fényerdsség vagy megvilagitas intenzitasa (erdssége), €s az anyagmennyiség
tartozik. Az SI rendszerben a négy MKSA-alapmértékegység mellett még harom szerepel: kelvin
(K), kandela (cd), és a mol. A mérndk szamara nagyon fontos, hogy tudja az ardnyokat az
alapvetd fizikai mértékegységek és a gyakorlatban jelentkezd értékek kozott.

A mért vagy szamitott értékek a villamossagtanban gyakran az SI mértékrendszer
(alap)egységeinek tobbszordseit vagy csupan tort részeit teszik ki. Ilyenkor az SI egységeket
megszorozzuk vagy elosztjuk 10 valamelyik hatvanyaval, illetve az 1.1. tdbladzatban talalhato
eldtagokat illesztjlik az SI egységjel elé.
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1.1. tablazat

Az elétag Az elétag Szorzészam
neve jele

exa- E- 10"
peta- P- 10"
tera- T- 10"
giga- G- 10°
mega- M- 10°
Kilo- k- 10°
hekto- h- 10°
deka- Da- 10"
deci- d- 10"
centi- c- 102
milli- m- 10°
mikro- - 10°
nano- H- 10°
piko- p- 10"
femto- f- 107
atto- a- 10"

1.8.Alapismeretek a vektormennyiségekrol

1.8.1. A VEKTORMENNYISEGEK DEFINICIOJA

A villamossagtanban alapvetden két fajta mennyiséggel taldlkozhatunk. Az elsé fajta
mennyiséget a skalarmennyiségek képviselik, amelyeket egyetlen szdmadattal megadhatunk
illetve jellemezhetiink. Ilyen mennyiségek példaul a villamos t6ltés (villamos toltésmennyiség),
a toltésstlirliség, a fesziiltség, a hdmérseklet, stb.

A vektormennyiségek meghatirozasara, definidlasara nem elegendd egyetlen szamadat,
mert abbol nem tudjuk egyértelmiien kiszamitani a toliikk fliggd egyéb fizikai mennyiségeket.
Vektormennyiségek példaul az erd, a térerdésség, a nyomaték, stb.

Lassuk a kiilonbséget egy példan keresziill Ha a tér meghatarozott P; pontjdnak
hémérsékletét irjuk le, akkor elégséges egyetlen t; homérsékletet megadnunk. Amennyiben
viszont a P; pontban hato6 er6t akarjuk jellemezni, akkor nem elégséges egyetlen érték megadasa
- pl. az erd nagysaga -, hiszen ha ez az erd egy pontszeri toltésre hat, az eré nagysagabol még
nem tudjuk, hogy milyen iranyban fogja elmozditani a pontszer toltést.

Vektor tehat minden olyan mennyiség, amelynek egyértelmii meghatdrozasahoz egy
megjelolt kezdd- és végponttal rendelkezd (vagyis irdnyitott) egyenesszakasz sziikséges.

A vektormennyiségek harom jellemzdje a kdvetkezd:

a vektor abszolut értéke (intenzitdsa vagy nagysdga), amely mindig pozitiv szam
(skalarmennyiség), jelolése pedig , v, vagy egyszeriien csak v,
a vektor iranya, amely nem mas, mint dzI6t abrazolo egyenesszakasz iranya, és

~a vektor iranyitasa, amelyet az egyenesszakasz kezd6 és végpontja hatdroz meg (az adott

— iranyban — egyenesszakaszon — a két lehetséges irdny koziil az egyik).

Két vektort akkor tekinthetliink egyenlének, ha egyenld az iranyuk, irdnyitasuk és az
intenzitdsuk, vagyis egyenesszakaszaik hossza (a vektorok abszolut értéke) megegyezik,
egyenesszakaszaik parhuzamosak egymassal, és azonos értelmii nyillal rendelkeznek. Nem
sziikséges tehat, hogy a két vektor egybeessen, elég, ha transzlacio (parhuzamos eltolds) utjan
egybeejthetoek.

Az iranyitott egyenesszakasz megadasahoz elég biztositani az egyenesszakasz vetiiletét a
Descartes-koordinata rendszer hdrom tengelyére. Jelolése:



V = (Vx, Vy, V)

A vy, Vy, v, pozitiv vagy negativ (skalar)szamok a v vektor koordinatdi (rendezéi).
Nyilvanval6, hogy ugyanazt a v vektort barmilyen mas harom, egymastol fliggetlen adattal is
megadhatjuk, pl. a vektor abszolut értékével (nagysagéaval) és két kiilonbozo tengellyel bezart
szogével. A konyvben csak a vektor rendezdivel talalkozunk majd, de akit érdekel a vektoroknak
a hengeres és gombszferikus koordinata rendszerben vald abrdzolasa és az ott alkamazott
vektorparamétereknek a rendezdkkel valdé kapcsolata, az nézzen utdna a vektortanban vagy
W.H.Hayt konyvében 8. .

Az iranyitott egydnesszakasz hossza, vagyis a v vektor abszolut értéke a rendezSk
ismeretében a kdvetkezd modon szamithato:

Ha v =1, akkor a v vektort egységvektornak nevezziik, jelolése vo. Ha v =0, akkor a v
vektort [lzérusvektornak (mullavektornak) nevezziik, jelolése 0 (vdsfagon szedve,
megkiilonboztetésiil a skalaris nullatol).

1.8.2. VEKTORALGEBRA

1.8.2.1.  Vektorok osszege, kiillonbsége, skalarszammal valo szorzata

A vektorokat a paralelogrammaszabaly szerint adjuk 6ssze. A vy és v, vektor 0sszegén azt
a vektort értjiik, amelyet ugy kapunk, hogy
a vz vektort parhuzamos eltolassal ugy mozditjuk el, hogy a kezdépontja egybeessen a vy
vektor végpontjaval, majd
a vy vektor kezdépontjat egyenesszakasszal dsszekotjiik a v, vektor végpontjaval az igy
kapott vektor nem mas, mint a keresett vektordsszeg (vi+v,;), irdnyitasa (nyilazasa)
pedig a v; vektor kezdépontjatdl a v, vektor végpontja felé mutat.

A vektorok kivonasa az 0sszeadasra vezethetd vissza, ha tudjuk, hogy a minusz jel a vektor
el6tt csupdn az irdnyitds megvaltoztatdsat (a nyilazas vagy nyil megforditasat) jelenti.

Konnyen belathatd, hogy a vektor Osszeadds kommutativ (vi+v,=v,+vy) €s asszociativ
((vitv2)tvz=vi+(vy1+v3)) mivelet.

A vektor és a skalarszam szorzatanak eredménye egy, az eredeti vektorral parhuzamos
vektor, amely rovidebb, hosszabb vagy az eredeti vektorral egyenlé hosszusagu, iranyitasa pedig
a skalarszam értékétdl fligg: az eredeti vektorral megegyezd irdnyu, ha pozitiv a skalarszam,
illetve ellenkezd nyilazasti, ha negativ a skalarszdm. Az eredményvektor (a vektor és a
skalarszam szorzatanak eredménye) akkor lesz rovidebb, ha a skaldrszam abszolut értéke kisebb
egynél, egyenld lesz az eredeti vektorral, ha a skalarszam abszolut értéke egyenld eggyel, és
hosszabb lesz mint az eredeti vektor, ha a skalarszam abszolut értéke nagyobb mint egy. A
sklaarszammal valo6 szorzas disztributiv miivelet:

(vitva) = vit va

Legyen vi=(Vix, Viy, Viz), V2=(Vax, Vay, V2,) €s V3=(Vix, V3y, V3;), ahol a zardjelben levd
szdmok a vektor skalar-Osszetevoi, skaldr-komponensei, vagy egyszerlien: a derékszdgii
koordinatai.

Ilyen jel6lésmod mellett két vektor, a vy és v, akkor és csak akkor egyenld, ha

Vix— V2x, Viy= Vay, Viz= Vaz.



A vy és v, vektorok 0sszege:
Vi + V2 = (Vixt Vax, Viyt Vay, Vizt vay).

A vy és v, vektorok kiilonbsége:
Vi - V2 = (Vix-Vax, Viy-Vay, Viz=V2y).

A vektor szorzasa skalarszammal:
V1=( Vix, Viy, Vlz)~
A A AN A
Vezessiik be az x, y és 7 tengely iranyaba mutat6 egységvektorokat, amelyeknek jelolése: i,
j, ¢és k.Ebben az esetben a fenti vektorok a kovetkezd alakban irhatok fel:
Vi=Vixd T vigj + vk,
Va=Voud + Voyj + Vo K,
V3=V3Xi + V3yj + V3Zk.

A villamossagtanban fontos szerepet jatszik a tetszés szerinti irdnyba mutatd, egységnyi
hosszusagu vektor, mas nevén egységvetor. Segitségével ugyanis minden vektor felirhato a
kovetkezd alakban:

V1= |V1 V10 = V1 Vio0.

Innen aztan konnyen kifejezhetd a vq vektor egységvektora, a vyy:

ahol , , a vy vektor és a koordinatatengelyek altal bezart szogek. Magatol értet6do,
hogy: a By

1.8.2.2.  Skalarszorzat

Két vektor skaldris szorzatan azt a skalarszamot értjiikk a definicid szerint, amelyet a két
vektor abszolut értékének és az altaluk bezart szog koszinuszanak szorzataval kapunk meg:

V1'V2 = Vi V3°C0S(Vi, V2) = VIV2COS = VixVox T ViyVay + Vizva,
ahola avj és v, vektor altal kdzrezart szog.
Kt egymasra merdleges vektor skalarszorzata nulla, ami a fenti kifejezésbol is kittinik.
A vektorok skalaris szorzdsa kommutativ miivelet, és ezt a tényt legegyszerlibben a
definicidobol kovetkeztethetjiik ki, vagyis érvényes, hogy:

Vi°V2 = V3°V1.

Konnyen beldthatd a geometriai abrdzolds alapjan, hogy a skaldrszorzas miuvelete
disztributiv is, vagyis

vi(v2 + v3) = viva + vivs .



Az 1.1. abra alapjan latszik, hogy ugyanazt kapjuk akar kiilon-kiilon vetitjiik a v, és v3
vektort a vq vektorra és uigy adjuk Ossze, akar elobb adjuk 0ssze a v €s v3 vektort €s csak utana
vetitjiik a vy vektorra.

1.1 abra

Az asszociativ tulajdonsag viszont nem érvényes a skalaris szorzés esetében, vagyis

vi(vavz)  (Viv2)vs.
Z

A fenti kifejezés igazolasara lassuk be, hogy a bal oldalon egy, a vy vektor iranyaba mutato
vektor szerepel (hiszen a vavsskalaris szorzat eredménye egy skalarszam), a jobb oldalon viszont
egy, a v3 vektor iranyaba mutaté vektor all.

1.8.2.3.  Vektorszorzat

A definici6 szerint a vy €s v, vektorok v; v vektoridlis szorzata olyan vektor, melynek
iranya merdleges a két vektor altal kifeszitett stkra (tehat mind a vq, mind a v, vektorra), az
eredményvektor irdnyitdsa pedig abbodl a feltételbdl hatarozhatdé meg, hogy a vy, v, vi v
vektorhdrmas jobbsodrasu rendszert alkot. Mas szoval a vektorszorzat nyilazasat a jobbmefetii
csavar haladasi irdnya adja meg akkor, amikor a forgasi irdnyanak megfeleléen az elsé vektort (a
vy vektort) a masodik vektor (a v, vektor) irdnyaba forgatjuk el (rotaljuk). A vektor abszolut
értéke (intenzitasa, nagysdga) pedig a két vektor abszolut értékének és a kozbezart szog
szinuszanak a szorzata:

Vi V2 = Vi V; sin
R T T 1
ahola a vy és v, vektor altal bezart szog.
Kt parhuzamos vektor vektorszorzata zérusvektort eredményez, ez a fenti kifejezésbdl is
lathato.
A vektorialis szorzas miivelete nem kommutativ, hiszen nyilvanvald, hogy

Vi V2 V2 V.
X b X

A tényezOk felcserélésével ugyanis megvaltozik a vektoroknak az egymésbaforgatasi
iranya, vagyis
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Vi V2=-V3 Vjp.
X X

Az asszociativ tujajdonsag sem érvényes a vektorszorzatra, tehat

vi (v2 va) (vi v2) vs.
X X #£  x X
A disztributiv tulajdonsdg azonban megmarad, tehat érvényes a vektoridlis szorzas
miiveletére is:

vi (vatv3)=vi va+tvy v3.
X X X
Ismerve a vektorszorzat egyes vektorainak komponenseit, a vektorszorzat komponenseinek
kényelmes (konnyen megjegyezhetd) kiszamitdsi modjat nydjtja a determinans alakban felirt
kifejezés:

A szamitas végeredménye pedig természetesen a kovetkezo:

Vi V2= (ViyVaz — VigVay) L+ (VizVax — Vixvay) j + (VixVay — Vigvay) K.
x

1.8.2.4. Vegyes szorzat

Legyen a vy, V2, v3 harom térbeli vektor. Nézziik hogyan értelmezhetjiik e harom vektor
(vi va)vz alaki vegyes szorzatat. Ha a vy és v, vektorok vektorszorzatat skaldrisan
megszorozzuk a v3 vektorral nyilvanvaldéan pozitiv vagy negativ skalarszamot kapunk
eredményiil. Az vy v,, tehat a vektorszorzat abszolut értéke a vy és v, vektor altal kifeszitett
paralelogramma ferfletével egyenld, maga a vektorszorzat pedig meréleges a paralelogrammat
tartalmazé sikra. Ennek az eredményvektornak (vektorszorzatnak) a v vektorral valo skalaris
szorzata a harom vektor alkotta paralelepipedon magassagaval valé szorzast jelenti. igy a felirt
vegyes szorzat eredményeként a harom vektor altal meghatarozott paralelepipedon térfogatat
kapjuk (igaz ugyan, hogy a térfogatérték sohasem lehet negativ). Az eredmény (a vegyes szorzat
értéke) attol fiiggden lesz negativ vagy pozitiv, hogy a vj, vz, v3 jobbsodrasti vagy balsodrast
rendszert alkot. Frdemes megjegyezni, hogy a vegyes szorzat esetében csak a vektorok
sorrendjére kell tigyelni, nem pedig arra, hogy melyik két vektort szorozzuk vektoridlisan,
ugyanis

(Vi V2)V3=vi(V2 V3) =Va(Vs Vi) =-(V2 V)V3=-Vi(V3 V2) =-Va(V1 V3)
X X X X X X

A vegyes szorzat értékének szamitasa determindns alakban:
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A vegyes szorzat kifejez€sébdl és a magyarazat alapjan konnyen belathatd, hogy a vegyes
szorzat értéke nulla lesz, ha a harom adott vektor egy sikba (ugyanabba a sikba) tartozik.

1.8.2.5. Kétszeres vektorszorzat

A vy (v2 v3) kétszeres vektorszorzat (dupla vektorszorzat) eredménye egy ijabb vektor.
Mivel a v§ vi¥ vektorszorzat merbleges a v, és v3 altal meghatarozott sikra, a kétszeres
vektorszorzat eredményvektora mindenképpen a v, és vz altal meghatarozott sikba fog esni.
Ennek koszonve a dupla vektorszorzat eredményvektora felbonthato v, és vz menti dsszetevokre
amit kifejtési tételnek is hivnak:

vi (V2 v3) =(V1V3)Va — (V1V2)V3 .
X X

1.8.2.6. A feliiletelem mint vektor

A vektorialis szorzat fogalma illetve jelentése mar sejteti a lehetdséget, hogy a feliiletet
vektorként is abrazolhatjuk. Két vektor vektorszorzata ugyanis olyan vektor, melynek abszolut
értéke egyenld a vektorok altal kifeszitett feliilet nagysagaval, irdnya pedig merdleges a vektorok
altal meghatarozott sikra. A feliilet vektoranak irdnyitasat (nyilazasat, értelmét) a feliilet
koriiljarasi iranya szabja meg, amelyet a vektorszorzatban szerepld két vektor sorrendje diktal. A
feliiletvektor iranyitasa tigy viszonyul a feliilet koriiljarasi iranydhoz, mint a jobbmenetli csavar
haladasi irdnya annak forgasiranyahoz.
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2. ELETROSZTATIKA
2.1. Az elektrosztatikus erok

Az elektromos toltési testek kozotti er0k meghatarozasa: mar mondtuk, hogy a villamos
(elektromos) erd két villamosan toltott test kozott, helyesebben szolva a toltéstobbleteik kozott
jelentkezO0 erdk eredménye. Ha ismernénk minden részecske pontos helyét, meg tudnank
hatarozni az erét minden részecskepar kozott és igy megkaphatnank az eredd erdt a két toltott
test kozott. Ez a mddszer a gyakorlatban, a toltéstobbletet alkotd elemi toltések roppant nagy
szdma miatt, alkalmatlan a két toltott test kozotti erd szadmitdsdra. A probléma kdnnyebb
megoldasa céljabol atlagértékeket vezetiink be. A fizikaban és a technikdban ez gyakori jelenség.
Példaul a testek tomegsiriiségének meghatarozasanal a Am/AV hanyados jelzi a kozép- vagy
atlagsiirtiséget. Itt a AV térfogatelem nem lehet végtelen kicsiny, hiszen ily modon a térben egy
tetszés szerinti pontot kivéalasztva a hanyados értéke lehet akar nulla is, ha a AV térfogatelem
nem tartalmazza a test egyetlen atomjat sem. A fizikailag kis térfogatnak vagy térfogatelemnek
tehat, az elektrotechnikdban, makroszkopikus méretben kicsinynek kell lennie (nagyszamu
elektromos részecskét kell tartalmaznia), azaz a toltéssiriség nem szabad hogy valtozzék
lényegesen a térelem sz¢éls@ pontjai kozott, mikroszkopikusan azonban nagynak kell lennie,
vagyis még mindig igen sok toltést kell magdba foglalnia. Amikor a fizikai jelenségek
megkdzelitésénél a mikroszkdpikus mennyiségek atlagértékeit vessziik figyelembe, akkor
makroszkopikus hozzaallasrél beszEliink. A mennyiségek kozépértékeit makroszkopikus
mennyiségeknek is nevezziik ("makroszkopikus" a gordg "szemmel lathatd"-bol).

Kisérletek bizonyitjak, hogy az er6k nem egyformak, valtoznak ha a villamos toltések
nyugszanak vagy ha mozognak a megfigyeldhoz visszonyitva. A legegyszeriibb, ha az 9ssz toltés
makroszkopikusan nyugalomban van (mikroszkdpikus szinten ez természetesen lehetetlen).

2.1.1. COULOMB TORVENYE

A villamos toltés (az elektromosan toltott test) egy olyan test, amelyen pozitiv, vagy
negativ toltéstobblet van. A villamos toltések kozott fellépd villamos erd a toltésmennyiségtol és
a tavolsagtol fiigg. Coulomb térvénye a pontszeri toltések egymasra hatasat irja le. Az
elektromosan toltott testeket akkor tekinthetjiik pontszerliecknek, ha a testek dimenzidja,
nagysaga elenyészd, elhanygolhatd a kozottiik levo tavolsaghoz viszonyitva (pl. egy kisebb
méretli konyvet 10m-rél vagy tdvolabbrol nyugodtan tekinthetjiik pontszerii testnek). Coulomb
torvénye, amely egyes vélemények szerint az elektrosztatika alaptorvényének szamit kisérletek,
kisérletsorozatok eredményeként jott Iétre és kapta meg a szamunkra ismert végso alakjat:

F =k Q%

2

r
o Nm?
CZ

k=900

A villamos toltések kozotti eré nagysdga egyenesen aranyos a toltésmennyiségekkel és
forditottan aranyos a toltések kozotti tavolsag négyzetével. Gyakran a k aranyossagi tényezot

k =

2 alakban irjuk fel, ahol €0 egy 0j allando (konstans).
TT&
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£o- a vakuum dielektromos allandoja, vagy a vakuum permittivitasa

107 0C* OFQ

Q
& U 361 %ﬁmz E HnH =

B LFOOC* O
£, =8.85410 IZEEE R H Qr roi2
_1.QQ
4mg, r’

Ez a Coulomb tdrvény algebrai alakja. A vektoralak pedig a kovetkezo:

Megegyezés:
1. az Fy; er6 az az erd, amellyel a Q, toltés hat a Q, toltésre,
2. apozitiv és a negativ toltésekhez a megfeleld algebrai jelet is hozzarendeljiik,
3. haazonos eldjeliiek a toltések, az Fy, erd a képen megjelolt iranyba hat,
4. ellentétes eldjeli toltések esetén, a fellépd erd iranyat a szaggatott nyil jelzi

(a —r -nekellenkezdirdnya vanmintaz r  -nek).
012 012

2.1. Példa: Harom elektromosan toltott kisméreti test a, b és (at+b) tavolsagra vannak
egymastol, tehat egy egyenesen helyezkednek el. Mekkora kell, hogy legyen a harom test toltése
(a toltésmennyisége ¢€s eldjele) ahhoz, hogy az eredd elektromos erd mind a hdrom testre nulla
legyen?

Megoldas:

Az erék 0sszege az egyes testekre a példa szerint nullaval egyenld, vagyis

P D— > b >
N - | —=> " —>

Fa1 Fs Fi2 F, > o

< 4 > p 23

;4—- —>_> Fu+F;i=0

Fzr Q1 Q2 Qs Fis . .
Fo+F»=0
E|3+ E23 =0

Mivel a harmadik egyenlet megkaphat6 az els6 kettd Osszeadasaval, igy az elsO kettd
kovetkezményének is tekinthetd, tehat semmiféleképp sem fliggetlen és mint ilyet nyugadtan
elhegyhatjuk (nem hordoz 0j informaciot a szdmunkra)
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Q, @ H_Ql:Qz

1;12 = 2 [1‘012 Fa = D’ozl
4re, a’ 4re, a’

|E|3 = QI [Q3 D:ow 1;31 =&qzﬂjm
4rte, (@ +b)? 4rte,(a +b)

1323 = Q2 [Q; [ij023 1532 = Q2 [Q; jon
4mg,b 4mg,b

Foi2 = Foi3 = Fos = o balrol jobbra mutato egységvektorok

Foot =Fow =Fost == jobbrdl balra mutatd egységvektorok
- 4
|:21+F31——Q1 Q, m—l’o)+—Q3 Q ~(=ro)=0 /H &,
4me,a’ 4me,(a+b) ﬁQ( I’o)ﬁ

|E12+ E32:47Q_[1£[%2 Djo+4?7;[qsz Q—?O)ZO /D—47T_é:0 n

v % HQ (rof
&4_ Q3 =0
a’ (a+b)’
Q _Q _ _ ' (@+by’
a_21 b23 - QI_Q3 %__Qz b2

2.1.2. A SZUPERPOZICIO-ELV

Coulomb torvényét alkalmazhatjuk akkor is, ha tobb pontszerii villamos toltéssel
rendelkezd test hat egymasra. Ezt a szuperpozicio-elv segitségével végezzik. Az 0ssz
elektromos eré, amelyel a testre hatnak a tobbi testek, egyenld azon erévektorok vektorialis
osszegével, amellyekkel a testek kiilon-kiilon hatnak az adott testre.

2.2. A villamos tér

2.2.1. A VILLAMOS TER FOGALMA ES VEKTORTERMESZETE

Coulomb térvénye vakuumban irja le az eréhatast két pontszerti toltés kozott. Nem létezik
megmagyarazhatd mechanizmusa a két, egymdastél bizonyos tavolsagra elhelyezkedd test
egymasra hatdsdnak, mivel nincs kozvetlen kapcsolat a két test kozott. Az erdk, amelyekkel a
vakuumban a testek egymasra hatnak azért érthetetlen, mert a vakuumban nem Iétezik
szamunkra ismert anyag, amely ezt a hatast atvinné, terjesztené. Ezt a nehézséget a villamos
(elektromos) tér fogalmanak bevezetésével oldjuk fel. Azt mondjuk, hogy Q; toltés
megvaltoztatja, modifikalja a teret maga koriil, villamos teret hoz létre abban a térrészben ahol
elhelyezkedik, és ez a villamos tér hat a masik (Q,) testre, amelyet bevisziink ebbe a térbe.

Probatoltésnek (jele AQ) nevezziik azt a kisméretl testet, amely kis mennyiségii pozitiv
villamos tdltéssel rendelkezik. Minden elektromosan toltott test valamilyen modon hat a
villamos toltések elrendezésére a kozelben elhelyezkedd testeken és igy a térre is. A probatoltés
kis toltésmennyiségénél fogva nem valtoztatja meg a toltéselrendezést a kozelében 1€vo
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toltéshordozokon sem, igy a villamos térerésség bevezetésénél fontos szerepe van. Irjuk fel most
Coulomb torvényét egy Q és egy AQ toltést pontszerl testre, majd osszuk at a kifejezés jobb és
bal oldalat a probatdltés toltésmennyiségével (AQ). A kifejezés jobb oldalan csak a Q toltéssel
kapcsolatos mennyiségek maradnak (kivéve a tavolsagot a AQ toltéstol a Q toltésig). Ezt a
kifejezést tekintjiik a Q pontszeri toltés altal r tavolsadgban létrehozott villamos térerdsség

crer

1

__ 1 Q-

= r
41180 12

f=}

aAQ

T

—

ro

|O

aAQ — 1
AQ 4ner?

m:
I

FﬂQ
2Q

T
1

AQE
|

Le)

ro

m:
I

8]

arte r

2.2. Példa: Szamitsuk ki az elektromos tér vektoranak
x €s y OsszetevOjét egy tetszdleges (x,y) pontban a képen
lathatd esetre, amikor két ellentétes eldjelli, de egyforma
toltésmennyiségli pontszerti toltés hozza létre a villamos
teret!

Megoldas:
mivel hogy a Q, = —-Q,,ezért

E:é1+é2:

ol
5
4re,
f=xity-i

- - d -
r»=xi+(y+—
2 (y 2)]

Ezeknek a vektoroknak a nagysaga

/ d
= X2+(y_5)2

/ d
r2 = X2+(y+5)2

A feladat megoldasanal mésik modja:

16



Elz Q r T

—

—

> T o r oo = cosa Ui +sina 0]
4mg,r,
E>= _Q2 o r o2 =cos B 0i +sin B 0j
4mig,r,
Ei= Q ~(cosa i +sina [j )
4mg,r,
E . -Q I =
2 = >(cos BLi +sin B0 )
4mg,r,
E=E:

ml
I

i%%cosa —%cosBEi +Er1—zsin0{ —Lzsinﬁ
4mng, G, r, | r,

2
: X . X
sin@ = — sin3 = —
L )
d d
cosq =2 cosf3 =2
rl r2

2.2.1.1. A villamos (elektromos) térerdsség eréovonalai

+ Ez =i%1—2(cosa DT+sina DT)—LZ(COSB DT+sinB DTE
4mng, 1, r,

- [
it
B

Az elektromos tér
vizualis abrazolasahoz a
villamos tér erOvonalait,
vagy az elektromos tér
vektorait haszndljuk. Az
elektromos tér erévonalai
képzeletbeli gorbe
vonalak, amelyeknek

minden pontjaban a villamos térerdsség vektora (E) érintd irdnytl. Ahhoz, hogy az E vektorainak
ne csak az iranyat, hanem az iranyitasat is meg tudjuk hatdrozni, nyilakkal latjuk el a villamos
térerdsség erdvonalait. Az intenzitds meghatdrozdsdhoz az erdOvonalak stlrliségét vessziik
figyelembe: slirtibb er6vonalak nagyobb térintenzitast, a ritkdbbak gyongébb teret jeleznek.

2.2.1.2. Feliileti és térbeli toltéseloszlasok és villamos teriik

A villamos t6ltésmennyiség mindig az elektronok toltésmennyiségének egész szamu
tobbszoroseként jelentkezik. Az elektromos toltéseket (toltéstobbletet vagy toltéshidnyt) nem
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egyenként vessziik szdmba, hanem bevezetjiik az elektromos toltésstirtiség fogalmat. Ez jellemzi
a toltésmennyiség makroszkopikus kozépértékét valamely pont kozelében az elektromosan
toltott test belsejében vagy feliiletén. A szigeteloket (dielektrikumokat) is dorzsoléssel lehet
elektromossa tenni, igy keletkeznek a feliileti toltéseloszlasok, amelyekhez a feliileti
toltésstiriiség fogalma kapcsolodik. Képzeljiink el egy feliiletet, amely feliileti toltéseloszlassal
rendelkezik és ezen a feliileten valasszunk ki egy kis feliiletelemet (AS). Az ezen a feliiletelemen
elhelyezkedd toltésmennyiség (AQ, asen ) €s a kivalasztott feliilletelem hanyadosa adja meg a
feliileti atlagos toltésstirtiséget:

AQa
o= Qaas
AS

A feliileti toltésstiriség altalanos esetben pontrol pontra valtozik, illetve a testfeliilet
minden pontjaban mas ¢s mas. Ha az S feliilet minden pontjaban ismerjiik az elektromos test
feliileti toltésstirtiségét, akkor a toltésmennyiséget a kovetkezd modon hatarozzuk meg:

Q = az 6ssz AQ 0Osszege az S teriileten = EO’AS

S

A Q értéke annal pontosabb, minél kisebb AS feliiletelemet vélasztunk ki. A nagyon kis
feliiletelemeket dS-el jeldljiik és a >, jelet az integral jele valtja fel, vagyis:

Q=Iad8 - 0 kilénbdzd a teriilet minden pontjaban
S

Q=0S - 0 konstans az egész terlleten

A gyakorlatban talalkozhatunk (habar sokkal ritkdbban mint a feliileti toltéseloszlassal)
felh6 alakban elhelyezkedd toltésekkel (elektroncsdveknél, plazma allapotban levé anyagoknal),
tehat térbeli toltésstirliséggel. Az ilyen esetek miatt vezetjiik be a térbeli toltésstirliség fogalmat,
mint a kis AV térfogatelemben elhelyezkedd 0ssz toltésmennyiség (AQ) és a kis térfogatelem
hanyadosat:

_ AQaav
AV

Altalanos esetben a térbeli toltésstirliség a megfigyelt térrész minden pontjaban mas és
mas. Ha az elektromosan to6ltott test V térfogatanak minden pontjaban ismerjiik a térbeli
toltésstiriiséget, akkor az 6ssz toltésmennyiséget a kovetkez6 mdodon kapjuk meg:

Q =az 6ssz AQ a V térfogaton beliil = z PAV , vagyis
Vv

Q=[pdV  vagy
Vv
Q=pV  haa pallandda test minden pontjaban

Ha a tér egy konkrét pontjaban a feliileti, vagy térbeli toltéseloszlasok esetében érdekel
benniinket a villamos térerdsség, akkor a kovetkezd mddon jarunk el.

A feliileti toltéseloszlas (toltésstirliség) esetében ismerniink kell a feliileti toltésstirtiség-
fliggvényt (vagyis azt, hogy pontrdl pontra hogyan valtozik a feliileti toltésstirliség értéke). A
feliiletet kis dS feliiletelemekre osztjuk (ahol az elektromossag adS) és ezt a toltésmennyiséget
pontszerl toltésnek tekintve felirhatjuk, hogy:
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Az el6zd kifejezésben feliilet menti vektorintegralasrdl van sz6, hiszen az integraldst a
toltéshordozo test egész feliiletére kell elvégezniink, emellett egyuttal vektoridlis Gsszegezést is
igényel a kifejezés hiszen a tér altalunk kivalasztott pontjdban (amely pontra a térerdsséget
szamitjuk) csak egy villamos térérték 1étezik, viszont a ponthoz huzott helyvektorok irdnya ¢€s
intenzitasa a felulet kilonbozé dS feliiletelemeib6l mas és mas, tehat vektorialisan kell
Osszegezni Oket.

Térbeli toltéseloszlas (toltéssiiriiség) alkalméval a villamos térerdsség meghatarozasahoz
ismerniink kell a térbeli toltésslirliség-fiiggvényt (térbeli toltésslirliség-eloszlast). Hasonld
eljarassal mint a feliileti toltéssilirliség esetében (itt természetesen a toltések altal elfoglalt térrészt
osztjuk dV térfogatelemekre) a kovetkezo kifejezéshez jutunk:

E = 1 _[ pdVv

= s—To
4mg,d r

Vv

2.2.2. AZ ELEKTROMOS TER POTENCIALJA

Lattuk, hogy a villamos teret minden pontban meghatarozhatjuk a térerésség vektoraval E .
E moddszer mellett 1étezik még egy masik is, amellyel meghatarozhatjuk az elektromos teret.
Ennél a mdédszernél csak egy skaldris mennyiséget kell ismerniink, az tgynevezett potencialt. Ez

az egyszerlibb modszer a villamos tér leirdsanak. Az E vektort konnyen meghatarozhatjuk, ha a
tér minden pontjaban rendelkezésiinkre all a potencial értéke.

2.2.2.1. Az elektromos er6 munkaja

Képzeljiik el, hogy az A pontban AQ
probatoltés van. Erre a toltésmennyiségre F1 erd
hat:

IEIZAQEI

Ha megengednénk, hogy az E vektor
iranyaban az F; er0 elmozditsa a toltést, akkor
egy rovid al uton az eré a kovetkez6 munkat
végezngé:

AA=F.Al.

Ha az F, erd hatasara a AQ t6ltés nem az F, vektor
iranyaban mozdul el, akkor a AAi munkat egy kicsit masképp

N

szamoljuk ki. Az F, erdt felirhatjuk két merdleges komponens ]
Osszegeként:

F,=F, +F,

Q
N
ol




Lathato, hogy a AQ toltés csak az F,, erd hatdasara mozog ¢s mivel

Fip = Ficos(FiFip)=Ficosai
A = F1Alicosai = AQE1Alicosa:

A Al tulajdonképpen elmozdulas egy meghatarozott irdnyban, ez felfoghato a dl vektor
intenzitasanak is. A szorzat jobb oldala két vektor intenzitdsanak és a koztik levé szog
koszinuszanak szorzata: ez két vektor skalaris szorzatat jelenti! Tehat felirtaho, hogy:

AA = AQE (dl

Az erdtér 6ssz munkdja amely ahhoz sziikséges, hogy valamilyen toredezett utvonalon a
AQ t6ltés az A pontbdl a B pontba kertiljon:

Aurersien - win-ig = AA, +AA, +..+ AA, = AQ(Ei AL+E, AL +..+E, Al ) =

=AQiEkA1;

1=1

Ha azt akarjuk, hogy a toltés egy szabalyos (nem térdezett) itvonalon mozogjon, akkor ezt
az utat sok kis rovid szakaszra kell felosztanunk, €s ezekre kell alkalmazni az el6z6 képletet. A
szamitas annal pontosabb, minél révidebb, aprobb szakaszokat képeziink.
alk - dl

2~

B
Aa tér ereje az A-t0l B-ig = AQI E dl
A

Az utolso kifejezés szavakkal igy fogalmazhatdo meg: az A és a B pont kézott a villamos
térerd (a tér erejének) munkdja egyenld a mozgd test toltésmennyiségének és a villamos
térerdsség-vektor adott it menti vonalintegraljanak a szorzataval.

2.2.2.2. Az energiamegmaradas torvénye és felhasznalasa az elektrosztatikaban

Az energia megmaradasanak térvénye azt mondja ki, hogy az energia nem johet 1étre, csak
fenntarthato, vagyis atalakulhat egyik alakjdbol a masikba. Figyeljik meg a képen lathatd
elektromos testek rendszerét! Képzeljiik el, hogy a villamos tér altal kifejtett erd atvitte a
probatoltést az A pontbol a B pontba. El6szor az AaB uton, masodszor pedig az AbB tton.
Kiilonbozik-e a munka e két esetben ?

Be fogjuk bizonyitani, hogy az energiamegmaradas
torvénye szerint ez a két munka egyforma. Mekkora munkat kell

befektetni ahhoz, hogy a probatoltés koriiljarja az egész AaBbA a B
zart gorbét? Lathatjuk, hogy egyes részeken a tér gyorsitja a @

probatoltést mig mashol lassitja, mégpedig ahol az E ésa dl @
kozotti szog kisebb mint %, ott a térer6 munkdja pozitiv, vagyis Q /N

gyorsitja a toltést. Ahol ez a sz6g nagyobb mint X ott az térerd
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munkdja negativ, azaz a villamos erdk lassitjak a toltést. A mozgas ezeken a részeken csak
valamilyen kiils6 mechanikus eré hatasara torténhet. Miutan a toltés koriiljarja a zart gorbét és
visszatér az A pontba, az egész rendszer ugyanolyan lesz mint amilyen volt az elindulas elott,
tehat a rendszer energidja is azonos marad.

Ebbdl kovetkezik, hogy nyugvo toltések terében (az elektrosztatikus térben) tetszéleges
zart gorbe mentén a végzett 6ssz munka (az elektromos téreré altal végzett munka) értéke
nulla:

»Q [Ed1=0
AaBbA

B A
AQ[Ed I +aQ[Ed I =0
et
Kdnnyen bebizonyithatd, hogy:
A oL B L.
Edl=-[Ed]I
frer=]

Mas szoval azt is mondhatjuk, hogy az elektrosztatikus tér cirkuldcidomentes, vagyis a
villamos térerdsségvektor integralja barmely zart gérbére nulla. Ebbdl az alabbi lényeges tény
kovetkezik. Elektrosztatikus térben két pont kozott a fesziiltség (a tér altal valamely toltésen
végzett munka) csak a kezdo- és végpont helyzetétdl fiigg, az integracios uttdl (magatol a toltés
palyajatol) azonban fiiggetlen. Lassuk most azt a gondolatmenetet, amellyel eljutunk az imént
leirt tényig!

Ha a "b" uton megylink az A pontbdl a B pontba nem pedig a B-bdl az A-ba, akkor a dl
vektor eldjele megvaltozik, vagyis -dl lesz beldle. (A matematikabol ismert, hogy az
integralhatarok felcsrélése eléjelvaltozast eredményez). Igy megkapjuk, hogy az elektromos erék
munkdja nem fiigg a valasztott Ut hosszatdl, vagy alakjatol hanem csak a végsd pontok
elhelyezkedésétol.

AQJ’Edi:AQIEdI

Aa AbB

2.2.2.3. Az villamos tér potencialjanak definicioja és a potencialkiilonbség

Bebizonyitottuk, hogy a préobatdltés atvitelekor a tér egyik pontjabol a masik pontba a
villamos tér altal végzett munka nem filigg az ut alakjatdl hanem csak a végsd pontoktdl. A
villamos térnek ez a tulajdonsdga lehetdvé teszi, hogy a tér minden pontjat leirhassuk egy
skaléaris mennyiséggel, a potenciallal.

Vialasszunk ki a térben egy tetszéleges R pontot (alappont, referens pont, zérus potencialt
pont)! Igy a tér minden pontjahoz egyértelmiien rendelhetiink egy értéket, amely avval a
villamos tér altal elvégzett munkaval egyenld, amely sziikséges ahhoz, hogy a AQ toltést a
villamos erdk a tér adott pontjabdl az R pontba vigyék at. A villamos tér pontjainak ilyen
leirasanal mindig szerepelne a AQ toltésmennyiség, ami kellemetlen, mert mindig fel kellene
tiintetniink, hogy mekkora ez a AQ toltésmennyiség. Ha viszont a munkat elosztjuk a A Q-val,
egy olyan mennyiséget kapunk, amely nem fiigg a A Q-t6l, és ezt potencialnak nevezziik:
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R‘) —

V, = I Ed | , ahol a V4 az A pont potencialja a referens R ponthoz viszonyitva
A

A villamos tér valamely kivalasztott pontjanak potencialja szambelileg megegyezik a
munkaval, amelyet az elektromos eréok végeznek, amig az egységnyi probatoltést atviszik a
kivalasztott pontbol a zérus potenciala R pontba.

A referens pont kivalasztdsa tetszOleges. Az elméleti szamitdsok soran a végtelen tavoli
pontot, gyakorlati feladatok esetében pedig a Foldet szokas alappontnak tekinteni, de gyakran
mas valasztas is célszerii lehet. A potencial definicidjabol latjuk, hogy a referens pont potencialja
egyenld nullaval (mivel az integral hatarai megegyeznek), ami azt jelenti, hogy a Fold felszine
z¢rus potencialq.

Szamoljuk ki két pont (A és B) potencialkiilonbségét!

Mivel az eldbbi magyarazat szerint az integral az A-t6l a B-ig nem fligg az uttol és
mindegy, hogy az R pont ezen az iton van vagy sem, az kovetkezik, hogy:

V,-V, =[Ed |

Dl @

A két pont kozotti potencialkiilonbség nem fiigg a referens pont helyzetétdl. Az el6zd
egyenlet jobb oldalan szerepld integralt elektromos fesziiltségnek nevezziik, vagy egyszerlien
fesziiltségnek, amely két pont (az A és B pontok) kozott mérhetd. Ez azt jelenti, hogy a
fesziiltség és a potencidlkiilonbség az elektrosztatikaban megegyez6 fogalmak (ez a megallapitas
nem vonatkozik az idében valtozo villamos térre).

Uas =Va—Vs = —Usa [V] E %E

A fesziiltség jellegzetes értékei a gyakorlatban:

- alegkisebb fesziiltség, amelyet manapsag mérni tudunk 10 nV

- afesziltség értéke az ember szive €s a kezei kozott 1 mV

- az akkumulator csatlakozoi kozott a fesziiltség 1,5-12 V

- avarosi halozati fesziiltség 220 V

- afesziiltség a tavvezeték vezetékei és a fold kozott 35,110,220,400 kV

- a fesziiltség a fold és az elektromosan toltott felhd kozott a villamlas pillanataban 100
MV

2.3. Példa: Négy kicsi és egyforma toltésmennyiségii test (Q =+0,5-107°C) egy négyzet
csucsaiban helyezkedik el. A négyzet oldalainak hossza a=2 cm. Hatarozzuk meg a potencialt az
atlok metszetében, €s a potencidlkiilonbséget az atlok metszéspontja és az egyik oldal
kozéppontja kozott! Mekkora munkat végeznek a villamos erdk az egyik toltésnek egy nagyon
tavoli pontba vald elmozditasa soran?
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Megoldas: Jeloljik az atlok metszéspontjat D-vel, a tetszOlegesen kivalasztott oldal
felez6pontjat (kdzéppontjat) pedig S-sel. A kovetkezo kifejezésekhez jutunk:

Q V2 o0sm07@2

Q a Q Vp =40 B 12
ea  3,1408,85400 “ [0,02
4re, 2%5

a b = 1271 kv
" |
Q%+—% 0,500 % 5@@%
Q a2 Q g, 3,14[8,8540007"2
Vs =1,301 kV
Vp —Vg =30V

Az elektromos er6k munkéja, amely ahhoz sziikséges, hogy az egyik toltést eltavolitsa
helyérdl egy végtelen tavoli pontba egyenld:

A omes s = @V, ahol V az a potencial, amelyet a tobbi toltés az alapon létrehoz.

V20
O el
a
Aelektromos erd = 47_[ 80 = O’3O4u‘]
A feladat masik megoldasa:
Vp = I E Call
Q,_ a2 Q-
i T Vo =Var tVay tVas3 tVyy
! |
/2 ©
|1 Ia — — QI —
Va=[E:d E, =
| P o1
BL A I 4mgl
~ 0 [o0)
~ —
~ - VA1 — Ql o I]“ - QI 5 - Ql @_lm Ql
ls RN By 4 gl 4re, IH 4 g,
1
Qs Q dl L= ==l Va1 =Va, =Vasz =V
/ Qi Va =4V
Q , O d
V, =41 12 = +
A 4r1g,l, ! %H EEE
a
V, =1272,79V | :\/5E
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Vg =Vg; +Vg, Vg3 Vg,

Q 2 2 [B.Dz
Vo, = =V I; =a” +
BI 4re, % B3 4 %H
V — Q2 — IZ _i
B2 47'[50'4 B4 4 4
Vg = 1302,49V I, :% 5
U =Va —Vg = 29,V
A=Q5(V;—V,) V, =0  avonatkoztatasi pont
V3 =Vj3 +V,3 V3
- Q
V13 _V43 _4—
Tgya
Q 2 2
= l,, =va“ +a —a\/i
3 47155 =
V; = 609,1V
A=304,55nJ

2.2.2.4. Ekvipotencialis feliiletek, a potencial és a térerésség-vektor kozotti kapcsolat

Azokat a feliileteket, amelyeknek pontjai ugyanazon a potencidlon vannak ekvipotencialis
feliileteknek nevezziik. Az ekvipotencialis feliileten figyeljiink meg két kdzeli pontot (A-t és B-t
az abran) nevezziik. Figyeljiink meg két kozeli pontot (A-t €s B-t) valamilyen. A "B" pontnak az
"A" ponthoz viszonyitott helyzete dl vektorral van meghatdrozva. A potencialkiilonbség egyenld
nullaval, mivel ezek ekvipotencialis feliileten helyezkednek el. A definici6 szerint:

Va—Vs = E dl = Edl cos(E.dI)

A VA-Vp kifejezés csak akkor lehet nulla, ha a

sz0g az E ¢és a dl kozott 90 fok, vagyis 7z/2. EbbOl arra
kovetkeztetiink, hogy a térerdsség vektora derékszogben
szeli az ekviponencialis feliileteket. Az elektromos
térerdsség vektora ¢és a potencidl kozott egyszeri
kapcsolat 1étezik.

Legyen az A ¢és a B két kozeli pont az elektromos
térben! Tételezziik fel, hogy az x-tengely iranyaban ndvekszik a potencial és igy:

Va=Ve=Va—(Va+dV)=—dV

&>
Mivel ez a két pont koézel van egymashoz, ezért a E
potencialkiilonbséget gy szdmithatjuk, mint:

I
I

I

L. I
Va—Ve = Edxcos(E,dx) = Edx cosa = Exdx :
I

Ha 0Osszehasonlitjuk a két eldbbi kifejezést, akkor I
I

—
lathatjuk, hogy az E vektor Ex komponense az x iranyaban: a X
e
dv A dx B X
x=Ecosa =———
dx
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Ha ismerjiik a tér minden pontjanak a potencialjat, akkor az E vektort mindig kénnyen
kiszamithatjuk. Az egyenldség arra utal, hogy az E vektor iranya mindig a kisebb potenciallal
rendelkezd ekvipotencialis feliilet felé iranyul. Az egyenldség azt is mutatja, hogy a potencial
leggyorsabban az elektromos térerdség iranyaval szemben novekszik (amikor az ¢=180) , mivel
akkor a legnagyobb a dV/dx (az E intenzitasa). Ugyanigy mint az erdvonalak, az ekvipotencialis
feliiletek is alkalmasak az elektromos tér vizualis bemutatdsara. Ha egy térrészen beliil
lerajzoljuk az ekvipotencialis feliileteket, akkor megkdzelitdleg tudjuk az E vektor iranyat is (az
E derékszogben metszi az ekvipotencidlis felilletet ¢és irdnyitdsa a kisebb potenciala
ekvipotencialis feliilet fel¢ iranyul). Az E intenzitasanak becslésekor szokasos az ekvipotencialis
feliileteket ugy rajzolni, hogy a rajzon egyforma koztiik a potencidl. Ahol az igy rajzolt feliiletek
kozelebb vannak egymashoz ott az E vektor intenzitasa nagyobb és forditva.

2.4. Példa: Szamitsuk ki az elektromos tér vektoranak erd0ségét egy vékony a sugaru gytri
esetében a szimmetriatengely egy tetszéleges pontjaban! A Q toltésmennyiség eloszlasa a gylirin
egyenletes.

df 4Q —
7'y ; dE"
SO
R ~ 5 dE
P -
2a E
dr Z

dv = dQ Q' -agydra hosszanti elektromossaga
4, r
dv Q Q
E,=-—% = < dQ =Q' [l dQ =——dl
’ dz Q 21R Q=Q Q 21

v=— 9 - Q tdl r=+yR* +2°
416, 2TRT 817 RVR? + 2°

2R Q ml

Q 2mR
V=[dV = dl
I I 8m’e,RVR* +2° 87T2€0R\/R2 +2° ‘or

Q
VZ = (an—O):
© 8¢, Rx/R2+z2 4me,NR* +12°
_ D _
g, =Y Q Q d pe sy
dz EqngJRz 47?2 @ 4re, dz
[l [l
E,=- &[-r (R* +12° )2 2z
4€0D 2 0
g, = QU

z 3
4me, (R* +2°)2
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2.2.2.5. Az dipolus potenciilja és térésségvektora

Az elektromos dipolus foga alatt két egyforma toltésmennyiségli villamos toltést értiink,
melyeknek kiilonb6zo az eldjeliik, €s a toltések kozotti tdvolsag nagyon kicsiny. A valdsagban
gyakran sziikség van a dipolus hatdsara (terére, potencialjara) olyan tavolsdgban a dipolustol,
amely tavolsag nagy a két toltés kozotti tavolsaghoz képest. Az elektromos dipdlus fogalma
fontos a szigetel6knek (dielektrikumoknak) az elektrosztatikus térben vald viselkedésének
tanulmanyozasahoz. A dipdlustdl nagy tavolsagra elhelyezkedé M pont potencialja egyenld azzal
a potenciallal melyet a Q és a -Q toltések hoznak létre.

o=@ Q@ _ 0 1 1,

dzeor + 4dameor- 4meo r- r-

A képen r+ jeldli az M pont tavolsagat a Q toltéstol, r-
pedig az M pont tavolsagat a -Q toltéstdl (r a kozéptavolsag).
A képr6l lathatjuk, hogy: Q

1 1 _r——r+~dcosé’

= = 2

I I r.r r
L - r--r+ = dcos &
. . : , -Q
mivel az r, r+ és az r- sokkal nagyobb mint a d, ezért
d cosé
Vi = Q—z
4eor

A dipolus potencialja nem fligg kiilon-kiilon a Q -tol és a d-tdl, ami azt jelenti, hogy a
dipolust a Q ¢€s d szorzataval elég meghatarozni. A potencidl meghatidrozasahoz tudnunk kell a

dip6lus iranyitasat is. Ezért a d tavolsagot vektorként fogjuk kezelni. igy a p=Qd szorzat
jellemzi a dip6lus nagysagat €s iranyitasat is, €s ezt a szorzatot dipolusmomentumnak nevezziik.
A dipdlustol eredd villamos tér erdsségének megallapitdsdhoz a kovetkezd abrat hasznaljuk.
Ezen az abran a dipolust egy kis fiiggdleges nyillal abrazoltuk.

p=0Qd
V = pl’o2
dgreor
. __dv _ _pcos80 1 10__pcosd r’—(r+dr)’ _pcosd
r dr 4118dr Br +dr)? rZH 4tedr  r*(r+dr)*>  2mar’
Ee:—dv __ b cos(8+d6B) —cosb
rd0  4mer’ dé

Mivel a d@ kicsi, ezért
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cos(f +d#) = cosf cosdd —sind sindd = cosd —dé sind
cosdd =1 , sindd =dé¥
_ psiné

Eo = 3
d7eor

2.2.2.6. A feliileti és térbeli toltéseloszlas potencialja

Elészor tételezziik fel, hogy az elektrosztatikus tér egy meghatdrozott, ismert
toltésstiriiségli elektromosan toltott testtdl ered (ahogy a képen lathatd). Egy kivalasztott kis dS
feliileten a fellelhetd toltésmennyiség dQ=0dS. A potencidl, amelyet ez a toltésmennyiség a P
pontban Iétrehoz a kovetkezé modon fejezheto ki:

4V = odS
d7eor

A P pontban az eredd potencial megkaphatdé mint az

elemi potencidlok algebrai 6sszege (integralja): 3 K
v=_l Iﬁ
dmg, 4 1

Hasonl6 moédon hatarozzuk meg azt a potencialt is amely a térbeli toltésstiriségtol ered. A
valtozo toltéssiirliségli (a p minden pontban mdés és mas) térfogatot, amelyen beliil helyezkedik
el a toltésmennyiség felosztjuk kis dV térfogatelemekre. A toltésmennyiség értéke a kis
térfogatelemben dQ=,dV, a P pont potenciélja pedig

dv =PV v=_L PV

4mer _47T§,V r

2.2.3. GAUSS TORVENYE

A pontszerti villamos toltéstél eredd térerdsség vektoranak matematikai alakja, vagyis
Coulomb torvényének kozvetlen kdvetkezménye Gauss torvénye, vagy teoréméija. Ez egy
matematikai kifejezés, amely egy zart feliileten atmend villamos térerOvonalak szdmat hozza
mennyiségi kapcsolatba a feliilet altal bezart toltésmennyiséggel.

A vektor fluxusanak fogalma: képzeljiik el, S
hogy valamilyen 6rvénymentesen aramlo6 folyadékba 3 >
belehelyeziink egy kis merev halét, melynek teriilete =

AS. Ha ismerjiik a folyadék sebességét (v), hogyan / d \\ és % 3 >
tudnank meghatéarozni a folyadék dramlasanak / d / .

N
\

erdsségét a halon keresztiil ?

Eldszor hatdrozzuk meg azt a térfogatot amely \';_ Z “\/ >
keresztiilfolyik a halon egy rovid dt id6 elteltével. A Z i
dt id6 alatt a részecskék a vdt utat tesznek meg, tehat vdt g




a térfogat amely keresztiilfolyik a haléon: vdtaScosa. Igy az dramlas a AS teruleten keresztiil
vaScosa .

Ez hasonlit két vektor skalaris szorzatara, de a AS nem
vektor. Definialjuk a AS feliiletelemet mint AS vektort melynek AS 'n’
intenzitasa AS az iranyitasa pedig a feliiletelemre merdleges n
egységesvektorral van meghatarozva: ASY
AS=aSn vdt

fgy az aramlas er6ssége a AS feliiletelemen keresztiil

- -

egyenld a kovetkezd szorzattal: v-a S

-

A latin "fluxus" szobol, ami "atfolyast " jelent a v-aS szorzatot a v vektor fluxusanak
nevezzilk a aS feliiletelemen keresztiil. Igazi aramlasrol csak akkor beszélhetiink, ha a
sebesség vektoranak fluxusardl van szo.

A definicio értelmében valamilyen feliileten (feliiletelemen) keresztiil a vektor fluxusa
skalaris érték. Igy a tetsz6leges feliilet fluxusat kiszamithatjuk az ssz feliiletelemekre vonatkozo
fluxusok 6sszegeként:

>

.

E «-a Sk
1

k

Tegylik fel, hogy az a vektor, amelynek a fluxusat keressiik valtoz6 irdnyu és intenzitasu.
A szamitasok ebben az esetben is anndl pontosabbak lesznek, minél kisebb részecskékre osztjuk
a feliiletet.

Az E fluxusa az S teriileten keresztil :J'Ed S
S

wE:fEdé [Vim]
S

Az S lehet valds és elképzelt geometrikus feliilet, ugyanugy lehet zart is. Megegyezés
szerint az n egységvektor mindig a zart feliiletbdl kifelé, a tér felé mutat.

2.2.3.1. Gauss torvényének levezetése

Figyeljiink meg egy pontszert, Q toltésmennyiséggel rendelkezd testet! Hatdrozzuk meg
az E térerOsségvektor fluxusat egy képzeletbeli gobmb alaku zart feliileten keresztiil, melynek
sugara r €s kdzéppontjat a pontszeri villamos toltés képezi.

Az E vektor derékszogben metszi a zart feliiletet, tehat:

fédé:fEds =Efds =E4m’ = Q _4m
. d . 4rre,r
Az E vektor intenzitdsa egyforma a feliilet minden S > ds
pontjaban
feas=2 ¢
g €
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A gomb sugara nem szerepel a jobb oldalon, s ez
abbol kovetkezik, hogy az E vektor intenzitdsa egyforma a
feliilet minden pontjaban. Be fogjuk bizonyitani, hogy a
fluxus értéke nem fog megvaltozni, ha az S akdrmilyen zart
feliilet amely magaba foglalja a Q toltést! Képzeljik el, | dS
hogy a toltés koriili teret nagyszamu, tetszéleges
keresztmetszetli gula alaki metszetre osztottuk fel ugy, hogy dS1
a toltés a gulatestek csucsaiban helyezkedik el.

A képen lathato gula az elképzelt r sugara gombbdl az
arnyékolt ds feliiletet metszi ki. Hatarozzuk meg az E vektor
fluxusat a dS1 feliileten keresztiil:

dWees: = EdSicos(E,d S1) = EdS

l
b

AN
SV

Kovetkeztetés: az E vektor fluxusa a vékony gula teriiletén keresztiil nem fligg a szogtol,
amelyet a metszetfeliilet bezar az ry szakasszal:

Q ds
dmgeo 2
r

dWe = EdS =

Vizsgaljuk meg mennyire fiigg a fluxus a Q toltésmennyiségtdl vald r tavolsagtol!
Lathatjuk, hogy a fluxus nem fligg az r tavolsag nagysagatol. Mas r' és 1" sugarnak kiilonb6zo
dS' és dS" felel meg. Az 6ssz guldk hasonldsagabol megkaphatjuk, hogy:

ds'_ds"_ _ds

r'2 - r”2 — ... P

Képzeljiink el egy tetszdleges zart feliiletet, amely magéba foglalja a Q toltésmennyiséget.
Elképzelt gulak ezt a zart feliiletet kisebb dS1 feliiletekre osztjak. Ezek a dS; feliiletek kdlonbozo

a szoget zarnak be az ro vektorral és kiilonbozo tavolsagokra vannak a Q-t6l. Bebizonyitottuk
azonban, hogy a fluxus barmelyik feliiletelemen keresztiil fiiggetlen az «@ szogtél és az r
tavolsagtol. Ezért szamolaskor az Ossz feliiletelemnél vehetjiik, hogy az @=0 ¢s ugyanazt az r-t
is, vagyis a fluxust szamithatjuk egy elképzelt gombre melynek kdzéppontja a Q, a sugara pedig
tetszOlegesen r:

—

f ds =g Az S egy tetszdleges felllet mely Q tolté st tartalmaz
€o
S

A levezetéskor feltételeztiik, hogy a Q > 0, de a kifejezés természetesen vonatkozhat a Q <
0 esetre is:

—

EdS = -E[dS

féd§:—|E|de :—ﬂ4nr2 - |Q| :g
S S &

2
4rte,r &,

Tételezziik fel, hogy egy zart S feliileten beliil n szdmu pontszeri t6ltés (Q1, Q2,...Qn) van.
Az elektromos térerdsség vektorai a terlilet egyes pontjaiban El, E2,....En. Az ered6 E vektor
fluxusa az S feliileten keresztiil:
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EdS=§(E/+E,+ .. +En)dS =fE dS+fE.dS+... +fEndS
B Jeids Eds . o

QQ - Q
’6".

Az egyenlet jobb oldalan levo 6sszeg egyenld: — -
€ & €

Q&isszesenazS—ben = Q] +Q2 + ... +Qn
j)'éd S :M
S

80
Bebizonyitjuk majd, hogy Gauss torvénye érvényben marad akkor is, ha az S feliileten
kiviil helyezkedik el toltés. Figyeljiik meg a képen lathato gulat!

T .
a, > — (tompa szog)
2 ~—>
) cosa, < 0 — negativ fluxus dS2
mivel
a, < g (hegyes szog) @
cosa, > 0 — pozitiv fluxus
Mivel bebizonyitottuk, hogy a fluxus minden gulan S
keresztiil egyforma intenzitdsu (nem fiigg sem az «-t6l

sem az r-t6l) megkapjuk, hogy az 6ssz fluxus a dS1 és dS2
feliiletelemen keresztiil egyenld nullaval. Mivel ez vonatkozik minden gulara, az 6ssz fluxus az S
feliileten keresztiil egyenld nullaval. A kovetkeztetés érvényes a toltések S feliileten kiviili
minden mas eloszlasanal is.

2.2.4. VEZETOK AZ ELEKTROSZTATIKUS TERBEN

A vezetdk olyan anyagok, melyeknek nagyszamu szabad villamos toltésiik (elektronjuk)
van. Ezek a szabad toltések mar a legkisebb elektromos erdk hatasara is iranyitott mozgast
végeznek (vezetd elektronok).

A vezet6knek Oriasi szerepe van az elektrotechnikdban, nélkiilik nem is létezne az
elektrotechnika. Ezért nagyon fontos tudni, hogy mennyire befolyasolja a vezetd az
elektrosztatikus teret, hogyan viselkedik a vezetd az ilyen térben és milyen lehetdségek 1éteznek
a vezetok gyakorlati alkalmazésara.

Az elektrosztatikus térben, a definicio szerint, nem létezik az elemi toltések iranyitott,
makroszkopikus mozgasa. Ez azt jelenti, hogy az elektrosztatikus térben elhelyezkedd vezetd
belsejében egyetlen pontban sem létezhet elektromos erd, mert az elemi toltések rendezett,
makroszkopikus mozgéasba kezdenének az erd iranyaban. Mivel az erd, amely a toltésekre hat,
aranyos a térerdsség vektoraval (F=QE), ezért mondhatjuk, hogy :

ha egy test az elektrosztatikus térben van, akkor a test minden (belsé) pontjaban az
E=0.

(Ez a kovetkeztetés csak az elektrosztatikaban érvényes) . Az elektromos vezetd

testeken kiviil, tehat a vakuumban 1étezik elektromos tér.

Gauss torvénye alapjan bebizonyithatd, hogy a vezetd belsejében sehol sincs
makroszkopikus toltéstobblet. Ebbdl a kovetkezd megallapitast adhatjuk:
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az esetleges toltéstobblet a vezetok felszinén nagyon vékony rétegben helyezkedik el.

A testek belsejében nincs toltéstdbblet.

Az elektrosztatikdban az elektromos térerdsség vektora mindig derékszoget zar be a vezetd
feliiletével, vagyis a vezetd test feliiletei ekvipotencidlisak. Ha létezne az E vektornak
tangencialis komponense, akkor az a toltések rendezett makroszkopikus mozgasat idézné eld.
Mivel az elektrosztatikaban nincs ilyen mozgas, ezért az E vektornak nem is 1étezhet érintdleges
Osszetevoje a vezeto feliiletén.

Etang =0.

Az elektrosztatikaban az E vektor derékszoget zar be a vezetd feliilletével, ami azt
jelenti, hogy a vezet6 test feliiletei ekvipotencialisak.

A vezeton beliil minden pontban E=0, ami azt jelenti, hogy a test minden belsé pontjanak
potencialja megegyezik a test feliiletén 1évé pontok potencidljaval.

2.5. Példa: Ezer egyforma, gdmb alaku vizcseppet (sugaruk r = 1 mm), kiilon-kiilén 100V-
os potencialra hoztunk. Ezutan az 0sszes vizcseppet egy nagy, gdmb alaku cseppbe egyesitettiik.
Szamitsuk ki a nagy vizcsepp potencialjat! (A vizet kezeljik vezetoként, mint ahogy azt
altalaban az elektrosztatikaban szokas).

Megoldas:

Q

Minden csepp toltésmennyisége Q = 4T1E,rV, mivelaVv = Aer Ha egyesiil az 6ssz
TUE I

vizesepp, akkor a nagy csepp toltésmennyisége Q, = NQ, ahol N=1000 vagyis a cseppek
szama. A nagy csepp térfogata egyenld a kis cseppek térfogatanak Osszegével és igy
megkaphatjuk a sugarat r, =r [N , melynek segitségével aztan kiszdmithatjuk a potencialjat
Qy

4migyr,

=10kV .

1s: V, =

2.2.4.1. A vezet6 felszinén levé feliileti toltéssiiriiség és a felszin kozelében levo térerésség
kapcsolata

Tudjuk, hogy vakuumban az E derékszoget zar be a vezetd test feliiletével. Figyeljiink meg
egy elképzelt nagyon lapos egyenes hengert, melynek egyik alapja a vezetoben a masik pedig a
vakuumban van. Alkalmazzuk Gauss torvényét a zart hengerfeliiletre:

EdS= [ EdS+ [ EdS+ [EdS=E[dS =Es =%
henger alap a aheéenger alap a go
vezetden burokja va kumban
=2
80
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A légiires térben 1€vo vezetoknél, a vezetdk kozvetlen kozelében
1év6 pontokban (a vakuumban) a térerésség vektora aranyos a feliileti -
toltésstiriiség helyi, lokalis értékével (hiszen altalanos esetben a E AS
feliileti toltésstiriség a vezetd feliileti pontjaiban mas €s mas).

2.2.4.2. A toltésmennyiség eloszlasa kiilonboz6 alaku maganyos vezeto testeken

Egy tojas alaku testen (melynek a B ponttal jelzett vége tompabb, mint az A vége)
figyeljiik meg a feliileti toltésstirliség-eloszlast a vezetd felszinének egyes pontjaiban. A feliileti
toltéssliriség nagyjabol egyenletes lesz az A illetleg B pontok kozvetlen kozelében, persze a
o, #0y. Durvan a o, megkozelitleg akkora értékli, mint egy a sugarti gdmbnél, a o, pedig
mint egy b sugari gdmbnél.

__Q _ao
gémb — 4 Vgt)mb —
ne,a &,

Q = o4m?

Legyen a feliilet valamennyi pontjanak potencialja mondjuk V. Igy felirhatjuk, hogy:

ao bo . o b

R vagyis A=
£, £, o, a

. o E b

vagy mivel E=— A=
& E, a

A vezeto feliiletén levo két pont feliileti toltésstirlisége megkozelitden forditottan ardnyos a
pontokhoz tartoz6 gorbék sugaraival. Kovetkeztetés:

Az maganyos vezet6é testeken a villamos toltéssiiriiség a test hegyes részein a
legnagyobb. Ugyanezen részek kozvetlen kozelében, a vakuumban viszont a villamos
térerdsségnek van legnagyobb értéke.

Ezt a tényt a repiildiparban alkalmazzak. A repiilok szarnyaira, a szarnyvégekre hegyes,
antennaszerti fémrészeket erdsitenek. A gép ugyanis repiiléskor a levegdvel vald surlodas
kovetkeztében elektromossa valik, és leszallaskor erés tér alakulhat ki a géptest és a fold kozott.
Ilyen esetekben elektromos kisiilés keletkezhetne a repiilogéptest €s a Fold kozott és ez tlizhdz
vezethetne a repiilogéptesten. Az villamos térer0sség azonban a szarnyvégek hegyes
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toldalékainak kozelében, a levegdben akkora értéket ér el, hogy ionizalja a levegdt és igy a
toltésmennyiség nagy része "elfolyik", elszivarog a levegdbe.
Masik ismert alkalmazasi teriilete az el6z0 ténynek a villdmhariténal van.

2.6. Példa: Egy kis, vezetobol késziilt gomb sugara a = 0,5 cm, toltésmennyisége pedig
Q=2,3-10"""C . Nagyon messze ettl a kisméretli gombtdl egy masik, toltés szempontjabol
semleges, vezetdbdl késziilt gomb helyezkedik el, melynek sugara b = 0,5 m. A kis gdmbot a
nagy kozelébe vissziik, megérintjiik vele azt, majd visszavissziik az eredeti helyére. Szdmitsuk ki
megkdzelitdleg a kis és a nagy vezetdgomb toltésmennyiségét €s potencialjat a végsd helyzetben,
valamint a kis gdmb potencialjanak pontos értékét a kezdo allapotban (az érintkezés elott)!

Megoldas:
A kisméretli vezetdgdmb potencidlja az érintkezés elott:
E= Q 5
4rre,r

\Y =IEdr - Q =413,4V
) 4me,a
Ha a két vezetégomb érintkezik, gyakorlatilag az 6ssz t6ltés ataramlik a naggyobb gdmbre,
igy a nagyobb vezetogdmb feliileti toltésstirtisége:

- Q _ pC/
ab—4nb2 =732 2

Ha feltételezziik, hogy a toltésmennyiség egyenletesen oszlik el az érintkezés ideje alatt
mindkét gomb feliiletén, akkor érvényes, hogy:
_o,[®

a

a
- nC
o, =732 %n )

A kapott érték természetesen csak hozzavetdleges, tehat pontatlan, mert feltételeztiik, hogy
az ¢rintkezéskor az 0Ossz toltésmennyiség atvandorolt a nagyobb vezetdgdmbre, ami
természetesen csak megkdzelitden igaz.

2.2.4.3. Influencia (elektrosztatikus indukciéo vagy megosztas)

Figyeljiink meg egy maganyos elektromosan toltott vezetd testet (A test)! Képzeljik el,
hogy ennek a testnek az erfterébe villamgyorsan bevisziink egy B semleges vezetd testet.
Tételezziik fel, hogy
mindkét testben
léteznek  pozitiv  és
negativ szabad elemi
toltések. A B test
feliiletén ugy fognak
elrendezddni a
kiilonb6z6 eléjeli
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toltések, hogy erdteriikkel fokozatosan megsemmisitsék az A test toltései altal a B test
pontjaiban generalt villamos teret. Ez a folyamat addig folytatodik mig a B test minden
pontjaban nullara nem csdkken az elektromos térerdsség. A B test toltései természetesen a testen
kiviil is 1étehoznak elektromos teret, és ezért az A testen is megvaltozik a toltéseloszlas. A leirt
atmeneti jelenség a vezetoknél nagyon rovid, csaknem azonnali. Magat a jelenséget, amikor a
villamos szempontbol semleges vagy akar toltott test két oldalan ellenkezd eldjelii, de azonos
mennyiségl toltés jelenik meg egy masik, toltéssel rendelkezd vezetd test hatdsara, elektromos
influencidnak (elektrosztatikus indukcidénak) vagy toltésmegosztasnak nevezziik. A toltéseket
melyek az indukcio eredményeként jonnek létre indukalt (influalt vagy megosztott) toltéseknek
nevezziik. Ha a test nincs kapcsolatban a folddel vagy mas vezetd testtel, akkor az indukalt
toltések 0sszege egyenld nullaval.

Nagyon fontos megérteni, hogy a semleges test megjelenése mindig megvaltoztatja mind a
térerdsség értékeit a kornyezO0 pontokban, mind a toltések elosztasat azokon a testeken is,
amelyektdl az elektromos tér ered.

Alkalmazésa:

1. Kiilsé és belso elektrosztatikus tér arnyékolasa (Faraday-féle ketrec)

2. Van de Graaff generator

3. Az elektroszkop.
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2.2.4.4. A vezeto testek toltése és potencialja kozotti kapcsolat, kondenzatorok
és azok kapacitasa

Figyeljiink meg egy maganyos elektromos toltéssel rendelkezd vezetd testet, amelynek
toltésmennyisége Q, potencialja pedig V. Mekkora lesz a potencial ha a test toltésmennyiségét
kQ-ra noveljik?

Legyen a testfeliilet pontjaiban a feliileti toltésstiriség értéke o (pontrol pontra valtozo). A
o -nak olyannak kell lennie, hogy a vezetd feliilete ekvipotencialis legyen és a test valamennyi
pontjaban az E=0. Az 0j kQ toltésmennyiséggel is ekvipotencialisnak kell maradnia a vezetd
feliiletének, a test belsejében pedig maradnia kell az E=0 értéknek. Ez csak akkor lehetséges, ha
az 0j feliileti toltéssiirliség minden pontban k-szor lesz nagyobb, mint eldtte. A testen kiviil az
villamos tér eréssége kE lesz (E a villamos térerdsség értéke a Q toltésmennyiségnél) a test
potencialja pedig ugyancsak k-szor lesz nagyobb mint eldtte. Arra a kdvetkeztetésre jutottunk,
hogy a maganyos vezet6 test toltése (toltésmennyisége) aranyos annak potencialjaval:

Q=CV.

Az aranyossagi tényez0 nem fligg sem Q-tol sem V-tdl, hanem csak a test alakjatol és ezt a

test kapacitasanak nevezziik (a C a testet koriilvevo dielektrikum tulajdonsagaitdl is fiigg).

Figyeljiink meg két vezetd testet (elektrodat), amelyek egyforma nagysagu, de kiilonbozo
eléjelti toltéssel rendelkeznek. Ilyen -elektroda-elrendezéssel az elektrotechnikdban stirtin
talalkozunk. Ezeket kondenzatornak vagy stritonek nevezziik. A kondenzatort alkotd vezetd
testeket vagy elektrodakat a kondenzator fegyverzetének is hivjak. A kondenzatorok feltoltését a
gyakorlatban az ugynevezett elektromos generatorok (G) végzik. A generdtornak olyan
tulajdonsaga van, hogy az egyik kapcsarol a pozitiv toltést képes atvinni a masik kapcsara a
generator belsejében hatdé nem villamos természetli erdk segitségével. A "+" jellel megjelolt
polusra a + (pozitiv) toltések atvitele addig tart, amig az elektrédakon felhalmazodott toltésektol
ered6 villamos teret a generator le tudja gyézni.

Hasonloképpen mint a maganyos vezetd test esetében, itt is arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy a potencialkiilonbség (V+-V-) az elektroddk kozott és a pozitiv elektrodan elhelyezkedd Q
toltésmennyiség a aranyosak egymassal:

Q=C(V,-V.)
e olFl[fared

C - A kondenzator kapacitdsa fiigg az elektrodak alakjatol, a két elektroda egyméshoz
viszonyitott helyzetétdl €s a dielektrikumtol, amely az elektrédak kozotti teret kitolti.

A kapacitas mértékegysége a farad. A farad nagyon nagy egység (Cryy = 0,708 107°F), a
gyakorlatban a kapacitas értéke néhany pF-tol néhany szaz « F-ig terjed.

A kondenzatoroknak manapsag a kovetkez6 harom legismertebb fajtija hasznélatos:

1. valtoztathatd kapacitasu kondenzator (trimer) (50-500 pF)

2. papir szigeteldvel ellatott kondenzator (10 pF-100 «F )

3. elektrolitikus kondenzétor (néhany 1000 «F ).
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2.7. Példa: Szamitsuk ki az egymadssal parhuzamos kis sugaru hengeres elektrodak
(vezetékpar) kapacitasat egységnyi hosszusagra, ha a vezetok sugara a = 0,3 cm! Az elektrédak d
= 0,5 m tavolsagban vannak egymastol és hosszuk 1=10 km. Mekkora az egységnyi hosszisagra
esO toltésmennyiség a pozitiv toltésli vezetdn, ha a fesziiltség az elektrodak kozott U= 220V ?

Megoldas:
a=0,3 cm
d=0,5 cm
1=10 km
U=220V
2
C= Q U= J'Edr
U 1
-‘fEI d_; — QazS—ben J'E ) d g = QazS—ben
S 80 S 80
E, 2l _Q E, 2m(d - )l _-Q
EO 0
£ = B,=e 3
'o2me, > 2me,(d - 1)

A vezetékpar kozotti pontokban ez a két térerdsség Osszeadodik, hiszen a vektorok
ugyanolyan iranyuak és iranyitasuak:

‘E‘:E1+E2: e, Q rr=d-r
2rre,  2mEr
d-a s -a a >
U= [ Edl= Q % ﬂ_{[d—rE mivel dl = dr = -dr
A g, v 2.0
U= Q nd —a —In a O
2711¢, a d-aH
’ - €
u=9 g,d-2 c=_""%
e, a 1 d-a
n
a
. _ TIg,
e=—gU
In
a
A konkrét szamértékek a kovetkezd eredményeket adjak:
g, | ne
C=—""—=5443nF illetve Q= ¢ [ =11.97 uC
d-a d-a
In In
a a
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22.44.1. A KONDENZATOROK SOROS ES PARHUZAMOS KOTESE

A gyakorlatban siirtin taldlkozhatunk a kondenzatoroknak vezetdkkel kiilonb6zé moédon
0sszekotott csoportjaval.. A kondenzatorok legelterjedtebb 6sszekotési modja a parhuzamos €s a
soros kotés.

1 2
° C1 C2
C1 I C2 I Cn I

*B

1 Q2 Qn—~ .A Q, -Q . Q, -Q
o E—1 ek <n-?j’§1
B

Mindkét esetben a kondenzatorok egész csoportjat helyettesitjiik egy ekvivalens (eredd)
kondenzatorral (ennek a kapacitasa egyenld az egész csoport kapacitasaval).

c==
U

Parhuzamos kotés (a kondenzator elektrodai kozott a potencialkiilonbség egyforma):

Q=0Q+Q,+ ...+Q,
=C(Va=Ve)+ GV =Vg)+ ... +C(V,=Vp)
=(C,+C+ ... +C )V, —Vs)

C.=C+C,+C;+ ... +C,

Soros kotés (az 0sszes kondenzator ugyanakkora toltésmennyiséggel rendelkezik ):

Vo=Ve=U, +U,+ ... +U 5

_e,Q,  ,Q
C1 CZ n

1 1 1
Cekv CI C2 Cn

A kovetkezd abran (a bal oldali részen) az lathato, hogy hogyan valosithatok meg a nagy
kapacitasi és nagy pontossagii kondenzatorok, valamint (a jobb oldalon) a kis kapacitasi de
nagy pontossagu kondenzatorok.

Nagy kapacitasua  ¢és C
nagy pontossagl | Ciyr C2
kondenzitorokat a gyartasi A "
technolégiai folyamat nem C2
tesz lehetdvé, igy a kivant

pontos értéket egy, a nagy
kondenzatorral parhuzamosan kapcsolt, aranylag kis kapacitdsu, de nagy pontossagu trimer
kondenzatorral allithatjuk be.

Nagyon kis kapacitasu és pontos értékii kondenzatorok eldallitdsa sem lehetséges, igy a
pontos értékre vald "hangolast" egy viszonylag nagy, de pontos, a kis kapacitasa €és pontatlan
kondenzatorral sorosan kapcsolt trimerrel végezziik.
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Mindkét esetben érvényes, hogy C1 >>C»p

2.2.4.5. A potencial és a térbeli toltéssiriiség-eloszlas kozotti kapcsolat
(Poisson egydimenzios egyenlete)

Némely gyakorlati esetben (elektroncsdvek, ioncsdvek, katdodsugarcsd, plazmanal, vagy
két félvezetd kapcsolatanal) 1étezik térbeli toltéssiiriiség, amely kihat a kozelben levé pontok
potencialérték-valtozasaira. Azt az éaltalanos egyenletet, amely a potencialfiiggvény
(pontosabban a potencialfiiggvény masodik derivaltja) és a térbeli toltéssiirliség-eloszlas kozotti
kapcsolatot kvantitativan meghatarozza, Poisson egyenletének nvezziik. A tovabbiakban Poisson
egyenletének egydimenzids formajat ismerjiik meg.

Tételezzik fel, hogy a megfigyelt
térrészen a toltésstirliség csak az x tengely
iranyaban valtozik. Ebben a térrészben . 2
képzeljlink el egy kis térfogatelemet, amint az
a képen is lathatd, és alkalmazzuk erre Gauss
torveényet.

féd é = —E(x)S'-I-[E(x) +dE(x)]S' =M . dx
S

?(x +c@(x)

&o >

dE _ P mivel E = _dV
dx £, dx

d?V __Pw
dx? £,

2.8. Példa: Két nagyméretli, parhuzamos, vezetdanyagbol késziilt siklemez kozott a
villamos toltésstirliség érteke p = 0. A lemezek d tavolsagra vannak egymastol, az egyik nulla, a
masik pedig V potencialon van. Poisson egydimenzids egyenletébdl kiindulva szamitsuk ki a
potencialt a lemezek kozott minden pontban!

Megoldas:

V) P

A Poisson egyenletbol indulunk ki: Mivel a p(x) =0, ezért a

dx® &,
. . d*V(x) L s
kovetkezd egyenletet kell megoldanunk: I =0 . Ha a potencidl masdik derivaltja nulla,
X
abbol az kovetkezik (a fliggvényanalizisbol ismeretes), hogy a potencial els6 derivaltja allando

dV(x)

(legyen mondjuk Aj), tehat: = A . Ha most az utobbi kifejezés alapjan a potencial

értékét hatarozatlan integral segitségével hatdrozzuk meg, a kovetkezd kifejezést kapjuk:
V(X)=AXx+A,. A két allando értékét a hatarfeltételekbdl allapithatjuk meg, tudniillik x=0
értékre a potencial nulla, x=d értékére pedig V . Behelyettesitve a hatarértékeket a potencialok
képletébe az allandokra a kovetkezdt kapjuk: A1=V/d, illetve A»=0. Tehat a potencial értéke a

lemezek kozotti pontokban:

V(x) = %x.
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2.2.5. SZIGETELOK AZ ELEKTROSZTATIKUS TERBEN

Az elektromosan semleges test elektrosztatikus térbe vald bevitelekor a testen az
elsédleges tér hatasara indukalt toltések jelennek meg, amelyek egy kiegészitd villamos teret
hoznak létre (amely a tér minden pontjdban moédositja az elsdédleges villamos teret). Ez a
kiegészitd tér megvaltoztathatja a toltéseloszlast magan az elsddleges tér forrasan is.

Hasonl6 jelenségre keriil sor akkor is, amikor egy dielektrikumot visziink be az
elektrosztatikus térbe azzal a kiilonbséggel, hogy a nem kompenzalt toltések keletkezése
masmilyen.

A szigetel6 molekulainak villamos tulajdonsagai a hidrogén atommagok (protonok)
szerint a dielektrikumokat leggyakrabban két csoportba
osztjak. Az egyik csoportba tartoznak azok a szigetelok,
amelyeknél a molekuldk belsé szerkezete azonos egy
elektromos dipodluséval. Az ilyen molekulékat
dipolusmolekulaknak, vagy polarizalt molekuliaknak \ /
nevezziik. Példa erre a viz molekuldja, amely a képen is Y-

a
hidrogénatom elektronjai
amelyek az oxigénatom
koriil is keringenek

a viz molekulajanak
dipélusmomentuma

lathato. Ol s

A villamos tér hianydban a molekuldk kaotikus, %— -
termikus mozgasa kovetkeztében a polarizalt molekuldk az oxigén atomia
dipdlusmomentumai a térben ugyancsak kaotikusan helyezkednek el. Egy ilyen dielektrikum
bevitelekor az elektromos térben a kovetkezd jelenség jatszodik le. A villamos tér hatdsara a
polarizalt molekuldk (dipolusok) egy része orientalédik a tér irdnyaba (a teljes orientacidt
megakadalyozza a termikus mozgasuk). Elektromos tereik igy mar nem semlegesitik egymast,
hanem az orientalodott polarizalt molekuldk kovetkeztében jelentkezik egy makroszkdpikus
villamos tér is és ez a tér hozzadadddik az elsddleges térhez, amely a dipolusok iranyitasat okozta.

A masik csoportba azok a szigetelok tartoznak, amelyeknél a molekulaknak nincs
dipolusmomentuma. Az ilyen molekuldkat nem polaris molekuldknak nevezziik. A nem polaris
molekuldk nagyobb tavolsagokban nem hoznak 1étre jelentOsebb teret és igy a képen lathato
modellel abrazolhatok .

Ha az ilyen molekulat bevisszik a
villamos térbe, akkor a pozitiv magra a tér
iranydban hatnak az erdk, mig a negativ
elektronhéjra az ellentétes irdnyban. A belso
erok ellenkeznek a deformacidknak, de kis
mértékben mégis deformalodik a molekula. Ez
azt jelenti, hogy az elektromos tér hatasara a nem polaris molekula is atalakul dipdlussa, illetve
ez esetben is kiegészitd villamos tér alakul ki, amelyet a nagyszdmu orientalt dipolus
eredményez.

Habar a dielektrikumok bevitelekor a villamos térbe a dipdlus kialakulasanak
mechanizmusa kiilonbozik a polaris és a nem polaris molekuldk esetében, a végso hatas ugyanaz.
A szigetelokben, amelyek egyébként nem hoznak létre makroszkopikus teret, kiilsé elektromos
tér hatdsara oOriasi szamu iranyitott elemi dipolus jon létre, melyeknek a makroszkopikus terét
mar nem lehet elhanyagolni. A dielektrikumok polarizacidjanak nevezziik azt a folyamatot,
amelynek eredményeként nagyszamu iranyitott dipolus jelenik meg a szigeteléanyagokban. A
polarizaciot a polaris molekuldk esetében dipéluspolarizacionak, a nem polaris molekulak
esetében pedig elektron-polarizacionak nevezziik.  Elektronpolarizaciérol — mindkét

cy ey

Ugyanolyan erds tér hatdsdra a dipdluspolarizacio eredményeként nagyobb atlagos
dipolusmomentum jon létre, mint elektronpolarizacié alkalméval.

A szilard kristalyos szigeteloknél 1étezik még egy fajta polarizacid. A kristalyos
dielektrikum egy pozitiv és egy negativ ionbol 4all, amelyek a kristalyszerkezetet alkotjak. Idegen
tér jelenléte nélkiil az ionok tigy helyezkednek el, hogy nem alkotnak makroszkopikus teret. Az
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idegen tér hatasara a pozitiv ionok elmozdulnak a tér irdnyaba, a negativ ionok pedig az
ellenkez6 irdnyba. Ezt a fajta polarizaciot ionos polarizaciénak nevezziik.
Az elektrosztatikus levegotisztito mitkodési elve

Ha nem homogén (inhomogén) villamos térben kis dielektrikum- vagy vezetdrészecskék
vannak, akkor a szigetelédarabkak polarizalodnak, a vezetokon pedig indukalt villamos toltések
infludlodnak. A dipolusok kiilonbdz6 polusai, illetve a vezetdk ellenkezd eldjelll infludlt toltései
némileg eltérd intenzitast villamos térben helyezkednek el. Az ilyen részecskékre olyan eredd
erd hat, amely arra torekszik, hogy a részecskéket a nagyobb intenzitasu térrészbe vonzza.

2.2.5.1 Az villamos polarozas vektora (polarizaciovektor)

A szigetelok viselkedését a villamos térben eddig csak szobeli leirassal ismertettiik. A
jelenség matematikai leirasdhoz, vagyis a szigetelok polarizaciojabol eredé villamos tér
szamitdsdhoz tobb 1) fogalmat kell még megismerniink. Ezek a fogalmak a szigetel6k
polarizaciojahoz kapcsolddnak.

A villamos térnek a szigetelok jelenlétében valdo elemzésénél csak az elemi
dipolusmomentumok meghatarozasara kell szoritkoznunk, hiszen a dipdlusok az egyediili
forrasai annak a makroszkdpikus villamos térnek, amely a szigetel6ktdl ered (az anyag tobbi
tulajdonsaga a villamos tér kialakulasdnak szempontjabol nem jatszik szerepet). Ezért ezeket a
dipolusokat vakuumban kell elképzelniink. Mivel ilyen dipolus a szigeteldben rengeteg van,
kiilon-kiilon nem szamolunk minden egyes dipolusmomentummal, hanem bevezetjik a
dipolusmomentum-vektor sitirliségének, vagyis a villamos polarizaciovektornak (polarozasi
vektornak) a fogalmat.

I_D) — (E p)a dV-ben
dv

Egy dV térfogatelemen beliil a villamos polarizaciovektor tehat az 6ssz dipolusmomentum
vektorialis dsszegével egyenlo.
A dV térfogatelemen beliil az 6ssz dipélusmomentum a kdvetkezé modon szdmithato:

d p = (E p)adV—ben = P dV

A polarozasi vektort, a P-t masképpen is <értelmezhetjiik. Figyeljink meg egy
szigetelddarabot, és képzeljlink el egy S feliiletet, amely a dielektrikumbol kivag egy részt. A
feliilet azon részén, amely a szigeteloben helyezkedik el, a villamos tér kialakulasakor (a
polarizécios folyamat sordn) egy meghatarozott mennyiségli villamos téltésmennyiség folyt at.
Hatarozzuk meg ezt a téltésmennyiséget!

dcosQ

- fekete pontok - semleges molekuldk a polarizacio elott
- korocskék - a kialakult dip6lus polusai
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A polarizacio eldtt a zart S feliiletben az eredd toltésmennyiség (Q) nulla volt. A Q
jelzéssel a polarozas folyaman keletkezett dipdlusok negativ toltését jeloltiik. Ezek a Q
dipolusvégek a polarizacio soran behatolnak az S feliiletbe €s ott negativ toltéstobbletet hoznak
létre. Ugyanakkor a Q+ dipdlusvégek eltadvoznak az S feliiletbdl és igy pozitiv toltéshiany
¢észlelhetd. Az eredmény mindkét esetben ugyanaz, vagyis negativ toltés jelentkezik az S
feliileten beliil.

AQ_ = N(—Q)aSd_cosea (jobbrdl balra)

o N - a semleges molekuldk térstirisége
AQ, = NQaSd, cose (balrol jobbra)
Az 6ssz (pozitiv) toltésmennyiség, amely a polarozas folyaman balrdl jobbra elhagyja az S
zart feliiletet:

(8AQ)az s-bda AS-en keresztiil = NQAS(d4 +d—)cosa = NQUAS cosar

(AQ)az s-bda AS-en keresztiil = PAScosa =PIAS [ P gn_zg

A polarizaciévektor masik magyarazata :

A polarozasi vektor intenzitdsa a szigeteldanyag valamely pontjaban szambelileg a
polarizacio irdnyara merdleges AS feliiletelemen athalado toltésmennyiség és a AS feliiletelem
hanyadosaval egyenlé. A P vektor irdnya egybeesik a pozitiv toltések mozgasiranyaval. Itt
foltételeztiik, hogy a negativ toltések elmozdulasa az egyik irdnyba ugyanazt jelenti, mintha a
pozitiv toltések mozdultak volna el az ellenkez6 iranyba.

Ha a szigetel6 minden pontjdban ismerjiikk a polarizaciovektor értékét, akkor konnyen
meghatarozhatjuk az eredé dipolusmomentumokat, amelyek megfelelnek a

térfogat minden egyes dV elemének. Igy meghatarozhatjuk a potencilfiiggvényt (V-t) és a
térerosségvektort (E-t) is, amelyeket a polarizalt szigeteld hoz létre. A P vektor értéke a
megfigyelt pontban az 0ssz térerdsség (a primaris forrassoktol és a polarizalt szigeteldanyagoktol
eredo tér Osszege) vektoratol fiigg.

Mérések bizonyitjak, hogy a legtobb dielektrikumnadl a szigeteld egy pontjaban a villamos
polarizaciovektor ardnyos az adott pontban jelentkez6 térerdsség vektoraval.

- -

P=¢,7.E (az elektromos szuszceptibilitds definicioja)
7. egy mértékegység nélkiili szdm, amely minden szigeteld anyagra kiilonb6zd. Mivel a

P iranya rendszerint egybeesik az E iranyaval, ezért y >0.

X. = const. a dielektrikum minden pontjadban [J homogén szigeteld

X. Z const. a dielektrikum minden pontjaban [J inhomogén szigeteld

Linedris dielektrikumoknak nevezziik azokat a szigeteloket, amelyekre vonatkoztathat6 az
elobbi egyenlet.

Nemlinearis dielektrikumoknak nevezziik azokat a szigeteloket melyekre nem vonatkozik
az elobbi egyenlet.

Izotrop dielektrikumoknak nevezziik azokat a szigeteloket, amelyeknek egyforma villamos
tulajdonsagaik vannak barmilyen iranyu legyen is a kiilso tér.

Anizotrop dielektrikumoknak nevezziik azokat a a szigeteldket, melyeknek villamos
tulajdonsagaik valtoznak a kiils6 tér iranyatol fliggden.

Léteznek olyan szigetelok, amelyeknél a P és az E vektorok csak akkor kollinedrisak
(megegyezd iranyuak) ha a térerOsségvektor meghatarozott szoget zar be a szigeteléanyag
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molekuldinak kristalytengelyével. Ennek a szomszédos molekuldk kozott fonnallo erds
kolesonhatés az oka (pl. kvarckristalynal).

2.2.5.2 Kotott (1atszolagos) villamos toltések

Az az Ossz pozitiv toltésmennyiség, amely polarizacio alkalmaval athalad az S zart
feliileten, igy irhato fel:

Qaz s-bsa pola rizacié agtt = 2. P2 S

Qaz S-ba poa rzacis att = PdS mivela P =0 a dielektrikumon kiviil
S

Mekkora toltés jelent meg az S zart feliileten a polarizaci6 ideje alatt? A valasz:
Qp = Qaz S-bd a polariza cio adtt = _.f P dS
S

Az S zart feliileten beliil ez az a valds toltéstobblet, amelyet nem tudunk eltavolitani, mert
az atomoknak és molekulaknak elvélaszthatatlan részét képezi, éppen ezért kotott villamos
toltésnek, vagy a polarizacio toltésének nevezziik.

Az el6z0 egyenlet lehetOvé teszi az Ossz kotott toltéstobblet kiszamitasat egy zart S
feliileten beliil, de semmit sem mond arr6l, hogy hol helyezkedik el ez a kotott toltéstobblet.
Ahhoz, hogy megtudjuk hatarozni a toltéstobblet helyét, figyeljiink meg egy polarizalt homogén
szigetel6t. Ebben a dielektrikumban képzeljlink el egy zart S feliiletet. Ha az S elég kicsi, akkor a
P egyforma intenzitasu €s irdnyu az S minden pontjaban, vagyis a P vektor fluxusa az S feliileten
keresztiil egyenld nullaval.

Kovetkeztetés: A polarizalt homogén
szigeteloben nincs kotott  toltéstobblet,
vagyis a szigeteld6 belsejében levd
dip6lusoktol eredd makroszkopikus
villamos tér értéke (intenzitdsa) nulla. Ez azt
jelenti, hogy az 0ssz makroszkopikus
villamos tér forrasat a polarizalt homogén
szigetelonél az anyag feliiletén elhelyezkedd
kotott toltéstobblet képezi. Hatdrozzuk meg
ezt a felileti toltéstobblet-kiilonbséget a
kovetkezo kép segitségével:

dielektrikum

=- fPdS=- PdS- § PdS— §PdS =
Qp a hen;f;r S-e azgap bli)k al;f; a
ava kumban dielek.

—

=—|5ndAS = +PnosS

No irdnya a dielektrikumbdl a vakuum felé iranyul
Q --
0, =—2=Pn
PTs
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A polarizalt szigetel6anyag fizikai modellje:

a polarizalt dielektrikym

i rs
hatéra AN
dielektrikum ; /@ /Z nemkompenzalt

kotott terhelések rétege
a nem polarizalt
dielektrikym hatara LS — —_— e o o

a+eés- dip6lusok

dielektrik um melyek kompenzaldédnak

A o,=Pno egyenlet annak a toltéssiiriségnek az eértékét hatarozza meg, amely a két

szaggatott vonal kozott helyezkedik el, és amelyet, mint latjuk, teljes joggal feliileti toltésnek
tekinthetiink.

Kovetkeztetés: A polarizalt homogén szigeteld villamos tere csak a feliileten levd kotott
toltésmennyiségtdl fiigg. Mivel a dielektrikum tobbi része nem hoz létre makroszkopikus
villamos teret ezért a feliileten levd kotott toltésmennyiséget vakuumban kell elképzelniink.

2.2.5.3 A villamos tér homogén szigetelokben (az abszolut és relativ
permittivitas)

Mivel a gyakorlatban leggyakrabban homogén szigetel6ket hasznalunk, ezért csak ezekkel
foglalkozunk majd.

Figyeljiink
meg néhany
vezetot a
homogén
dielektrikum
belsejében  ugy,
hogy a
szigeteldanyag
teljes egészében
kitoltse a teret a
villamosan toltott vezetdk koriil. A homogén szigetelonek a villamos térre kifejtett hatdsa, mint
tudjuk, helyettesitheté a dielektrikum felszinén elhelyezkedd kotott toltésmennyiség hatasaval.
Ez azt jelenti, hogy a rendszer minden pontjaban a villamos tér a vezetd feliiletén levd szabad
toltésektdl és a rajuk "ragadt" szigeteldanyagban elhelyezkedd kotott toltésektol ered, vagyis :

_0'+0'p

€

Mivel az E vektor derékszoget zar be a vezetd feliiletével és érvényes, hogy P=¢,7. E,

ezért a P vektor is derékszoget zar be a feliilettel. Az no vektor a vezetd felé iranyuld (a
dielektrikumbol kifelé mutato) egységvektor, igy a o -re felirhatjuk, hogy:
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0,=-P=-¢x.E éskib&itve az eldbi egyenlettel
EgE=0-¢pX.E

-9
~go(1+ Xe)
& =1+x, aszgeteldr elativ permittivitdsa nak definicidja
E=gg(1+ X)) =&p&, az abszolut permittivitas definicioja
-0
£

Hatarozuk meg az ossz feliileti toltessiirliseget (o +0,):
oto,=0—¢&yyE =0—50;(ez=0—8 bodle ~ g2
£ £ e &

Kovetkeztetés: A feliileti szabad és kotott toltésslirliség (a szabad toltések a vezetdtest
feliiletén, a kotott toltések pedig a dielektrikum felszinén helyezkednek el) dsszege a homogén,
polarizalt, £, relativ permittivitasi szigeteldanyagok jelenlétében, &, -szer lesz kisebb a szabad,
vakuumban elhelyezked6 fémtest felszinén elhelyezkedd toltésstirliségtol.

Amikor a testek homogén dielektrikumban helyezkednek el, akkor a térerdsség vektora, a
potencial, valamint a két pont kozotti potencialkiilonbség is &, -szer kisebb, mint amikor a testek
vakuumban vannak.

Kovetkeztetés: A kondenzator kapacitdsa, amennyiben homogén és ¢, permittivitast
szigeteld tolti ki a fegyverzetek (elektrodak) kozotti teret &,-szer lesz nagyobb mint az
ugyanolyan méretii, de vakuum- illetve levegdszigetelési kondenzatoreé.

A legtobb szigeteldanyagnal az ¢, 2 és 10 kozott mozog, néhany esetben 1épheti tul a tizes
értéket, de semmi esetre sem haladja meg a szdzat. Léteznek azonban sajatsagos €s kiillonos
dielektrikumok, G.n. ferroelektromos dielektrikumok vagy ferroelektrikumok, melyeknél az e,
sokkal nagyobb, mint a kozonséges szigeteldanyagoknal. Naluk az &, Osszetett modon fiigg a
villamos térer6tol.

A "dielektromos alland6" mint kifejezés vagy elnevezés, amelyet gyakran hasznalnak a
permittivitds szd helyett nem igazan szerencs€s, mert a permittivitas értéke tobb tényezotdl is
fiigg (hdmérséklet, nyomas, frekvencia, stb.).

2.9. Példa: A sikkondenzator (lemezes kondenzétor) dielektrikuma liszkun (g)=5). A
linearis szigetelbanyagnak tekinthetd liszkun nem fekszik tokéletesen a lemezekre és ezért
vékony levegdréteg keletkezik a liszkun és a lemez kozott. Ha a liszkunlemez szélessége
d, =1 mm, a levegéréteg vastagsaganak kozépértéke pedig d, = 0,1 mm, a lemez teriilete pedig
S =1 dm?, akkor hatarozzuk meg :

a. az elektromos térerdsség vektoranak intenzitasat a liszkunban és a levegdrétegben, ha a

kondenzatort U= 1000 V fesziiltségre kapcsoljuk,

b. a feliileti szabad és kotott toltések stirliségét,

c. akondenzator kapacitasat!

Megoldas:
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d; =1 mm
d, =0,1 mm
S=1dm?
u=1000V

U=E, 2d, +Ed,

D, =D,
D=¢,E
£ =5

U=E, 2d, +Ed,

E
U=E, 2d, +—2d,
&

r

u
E, =———=2500°Y7
1
2d, + —
gr
g
E,=—% 0
80

d> di d
+ 2d>  di i
+H—> -
— E2 E: —
+H '_

E
£, =E [, [, 0 E =2

r

_Ez_ 6\
B, =—2=0500 A

r

o, =E, &, =22,13500° %12

o,=P=¢,(¢, —~DE, =17,7007° %2

C, =¢, &, di:442,7 pF
1
c=51%r o35 pF
C, +C,
2.2.5.4

S

C, =&, —— =442,7 pF
2> =805 p

2

Gauss torvényének altalanos alakja

Képzeljiink el egy zart S feliiletet, amely részben magaba foglal egy homogén

szigetelOtestet, de ugyanakkor tartalmaz szabad
toltéseket is (ahogy ez a képrdl is kivehetd). Mint
lattuk, a szigeteld hatasat a vdkuumban elképzelt, a
dielektrikum felszinén fellelhetd kotott
toltésmennyiséggel helyettesithetjiik. Mindezek
ismeretében alkalmazzuk Gauss térvényét a zart S
teriiletre.

Q=0Q +Q, +Q;
féd g — QazS—ben — Q+QP —
4 €o &

f(so E+P)dS =Q
S

1
&

-

/,’ ° Q1

+ dielektrikum

(Q—f5d§>
S

Gauss tdrvé nyé nek altala nos alakja
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Az &,E+P vektordsszeg ugyancsak vektor, az elektromos indukcié vektora
(gerjesztettségi vektor, eltolasi vektor, a dielektromos eltolédas vektora). Az eltolasi vektornak
jelentds tulajdosaga van: fluxusa barmely zart feliilleten keresztiil egyenld a feliileten beliil
jelentkezO Ossz szabad toltésmennyiséggel. Ezeket a szabad toltéseket elmozdithatjuk vagy
mérhetjiik, mig a kotott toltésekkel nem manipulalhatunk, nem tavolithatjuk el dket kedviink
szerint, mert nem valaszthatok el az atomjaiktol. A dielektromos eltolodas vektora tehat,
altalanos esetben, a kovetkez6 Osszefliggéssel fejezheto ki:

D=g,E+P

fDd S = Qszabad az S-ben
S

Az elso kifejezés az eltolasi vektor (gerjesztettségi vektor, az elektromos indukcio
vektoranak) definicidja, a masodik pedig Gauss torvének altalanos alakja

A lineéris szigetel6anyagoknal felirhatjuk (a dielektrikum lehet inhomogén is):

D=¢,E+P=¢,(1+ . )E=¢E
Az elektromos polarizaciovektor valamilyen modon a redlis toltések elmozduldsat jelzi a
megfigyelt pontban és ezért gyakran illetik a kovetkezd névvel: villamos elmozdulds a

dielektrikumban. Habar az &, E szorzat nem jelenti a redlis villamos toltések semmiféle
elmozdulésat, mégis siirlin azt mondjak ra: villamos elmozdulas a vikuumban.

2.10.  Példa: Egy kis gomb alaka test
Q=-1,8-10"C tdltésmennyiséggel rendelkezik, és egy
maganyos linedris szigeteldanyaggal kitoltott gomb
kozéppontjaban  helyezkedik el. A  szigeteldanyag
permittivitasa ¢ = 3¢,. Hatarozzuk meg az E, D és P vektor
intenzitasat minden pontban, a kotott toltések feliileti
toltéssliriiségét a szigeteldanyag feliiletén €s a potencialt
minden pontban! Kiszamithaté-e a potencial a
szigetelogdbmbon  kiviili  pontokban  anélkiil, hogy
ismernénk a szigetelogomb belsejében a villamos tér
valtozasat? A szigeteldgoémb sugara a =1 cm.

Megoldas:

A villamos eltolds vektoranak intenzitdsa a szigeteldanyagban ¢és a levegdben is
megegyezik, és a kdvetkezo torvényszeriiség szerint valtozik:

fDEis=Qs

D@Er’m=Q
Q

4m(e?
A polarizacidovektor €s az eltoldsi vektor természetesen kiilonbozni fog egymastol a két
kornyezetben, hiszen a szigeteldanyagban:

D=
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_D_ Q Q

E 2: 2
€ Admer”  4mBe,r

P=¢,(e, -DE=¢,(e, - DO Q =20 Q _Q

m3e,r’ 12> 6’
a levegdben pedig:
E ZB = Q 3
g, Angre.
P=0

A kotott toltések feliileti toltésstirlisége a szigeteldanyag feliiletén:

—

o, =P(a)In =P(a)m os(0 Pa), n)=P(a)0 -1)=-P(a)= —% =954.92nC.

A szigetel6gombon kiviili pontokban a potencial szamitasdhoz nem sziikséges a villamos
tér valtozasanak ismerete, hiszen:

- Q 4. @ _©

= Vi =——=-1617.79V,
4mr-e, 4mrire, 4mrlae,

HH8

Em?:}

A szigetelOben a kovetkezd a potenciadlvaltozas valtozasa:

a

VE[EE 4V, =[ 2y, =2 -y
) ) 12718, 1 12rtg, (r a[

2.2.5.5. Az erévonalak torési torvényei (hatarfeltételek)

Figyeljiink meg egy feliiletet, amely két dielektrikumot valaszt el, és amelyek kiilonb6z6
értékli permittivitassal (dielektromos allandoval) ¢, és &,-vel rendelkeznek. Ha a szigetelok
polarizalodnak, akkor a hatarfeliileten két réteg kotott feliileti

T o 112
toltés jelenik meg, melyeknek Ossz feliileti toltésstirtisége: N \3
%
s s s I \ Ei
o,= Pino+P2ne =(Pi—P,)nn ﬁﬁ—bm
A tovabbiakban a hatarfeliilet kiilonb6z6 oldalain levd

pontokban megkeressiik az E és D vektor komponensei kozotti egyszerii 0sszefiiggéseket.
- =
Alkalmazzuk az fE dl =0 0Osszefiiggést E2

egy kis lapitott téglalap alakt zart vonalra, mint C ?
ahogy az a képen is lathatd ah—o \ . AE

=>
» Eot

] .
dlg T Et
Ad
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—

jcs dI=-!'E1dI+‘[EzdI =_d[E1tdI—{E2tdI=

= E,al —E,al =0
E,=Ey O %:‘_ %
1 2

Alkalmazzuk Gauss altalanos torvényét egy kis
lapitott hengerre, melynek egyik alapja az egyes
kdrnyezetben, a masik pedig a kettes kornyezetben van!
Azzal a feltétellel, hogy a hatarfeliileten nincs szabad
toltés (mivel a dh— 0, tehat megkozelitéleg nulla, a D
vektor fluxusa a henger palastjan  keresztiil
elhanyagolhatd) a kis lapitott hengerre a kovetkezdket
irhatjuk fel:

Iﬁd S =4SD,, —4SD,, =0 €E, =¢6,E,
S
E £
Dln = D2n 2 :_1
1:-:‘ln 82

Ha elképzeljiik, hogy az 1 kornyezet vezetd, akkor

E, =0 D, =0 Gauss torvénye szerint J’Bd S= D,,4S = 0nS
S
Ha az E vektor erévonalai nem parhuzamosak E 2
vagy  merdlegesek, a  két dielektrikom | 47777777 2

hatarfeliiletére, 1gy azok a  hatarfeliileten
megtornek. Az «, és az «a, torési szogek kozott
egyszeri kapcsolat all fenn:

E
E . . ketes dielektrikunr " =4
9a, = Elt Din=¢ En egyes dielektrikum Ett
1n
E - -
tg&’2=E—2t D2n=€2 E 2n
In
Do
9z, _ E,, _e _&
tge, E, 2 &

2.2.5.6. Az eltolasi vektor fluxuscsatornaja

Képzeljiink el egy cs6 alaka feliiletet,
amelyet a D vektor erévonalainak sokasaga alkot,
¢s amely a pozitiv villamos toltésti testtdl a
negativ toltésli testig huzdodik (vezetd testekrdl
van sz6, amelyek kozott a térben nincs szabad
villamos toltés). Az ilyen csé alaku feliiletet,
melyet a D-vonalak sokasaga alkot, a
gerjesztettségi vektor (eltolési vektor)
fluxuscsatorndjanak nevezzik. Ez a
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fluxuscsatorna a pozitiv és a negativ feliileti toltéseket tartalmazd vezetok feliiletén
meghatarozott toltésmennyiségre nyugszik, amelyek mennyiségileg egyforma nagysaguak de
kiilonboz6 eldjeliiek.

Alkossunk a fluxuscsatorna segitségével zart feliiletet (ahogy ez a képen is lathatd) és
alkalmazzuk ra Gauss torvényét:

de $=0=Q +Q,
S +5; +S,

S1meg S, a vezetd belsejében van,
az S)-re pedig a D vektor érintd iranyu.

A D vektor fluxusa a fluxuscsatorna minden metszetén keresztiil egyforma.

A Gauss torvény alkalmazasanak eredményébdl kideriil, hogy Q = - Qp, vagyis, hogy a

fluxuscsatorna kiilonboz6 eldjelli de azonos toltésmennyiségi toltéseket kot dssze.

Ha az egész elektrosztatikus teret felosztjuk azonos fluxust fluxuscsatornakra, és minden
fluxuscsatornat felvaltunk egy egyenessel, akkor a rajzon a D vektor vonalainak sokasagat
kapjuk meg. Ezek a vonalak informaciot tartalmaznak a D vektor intenzitdsardl is (ahol a
vonalak stirlibbek, ott a D intenzitdsa nagyobb). Ha az 0sszes egyenes végére + €s - jelet rakunk,
akkor a vezetokon a + és - jelek silirisége aranyos lesz a feliileti toltésstrliséggel. Az igy
Osszesitett kép a térrdl is €s a toltéseloszlasrol is felvilagositast ad.

2.2.5.7. A szigetelok kritikus (atiitési) térerossége

A permittivitas (dielektromos allandd) mellett a szigetel6k legfontosabb tulajdonsaga az
atiitési térerdssége. Minden dielektrikum szigeteloként viselkedik egy meghatarozott villamos
térersség eléréséig. Ezen a kritikus térerdsségen feliil a dielektrikumok elveszitik szigeteld
tulajdonsagaikat és atiitésre keriil sor. A gaznemii dielektrikumokban atiités utdn nem marad
karosodas. A szilard szigeteldanyagok atiités utan szigetelésre alkalmatlanok lesznek, a
folyékonyaknak pedig romlik a mindsége (atiités utan gyengébb szigetelési tulajdonsagokkal
rendelkeznek).

Az atitési (kritikus) térerdsséget ugy definidljuk, mint a villamos térerésség legnagyobb
értékét, amelyet a dielektrikum kibir anélkiil, hogy elveszitené eredeti szigeteld tulajdonséagait.
Az atiitési térerdsség mértékegysége a V/m (kV/em vagy kV/mm). A szigetelok kritikus
térerdssége sok tényezOtdl fligg: a szigeteldanyag (alapanyag) tisztasdgatdl, nedvességétol, a
gyartas modjatol, a szigetelotest alakjatol stb.

A térerdsség nagy értékeinél megtorténhet, hogy a térerd a dielektrikum valamely részén
nagyobb, mint az anyag atiitési térerdssége. Az ilyen helyeken szikrazasokra keriil sor, vagy a
gaznemi dielektrikumoknal kialakul egy réteg ionizalt gz (tigynevezett korona). Példa erre a
kétszalas levegdvezeték, amelyet nagyon magas fesziiltségre kapcsoltak. A levegd a vezeték
kozelében ionizalodik, és a sotétben ez a jelenség egy vilagitd, szemmel lathato henger alakua tér
formajaban nyilvanul meg. Atiitésre nem keriil sor, mert a korona a vezetd koriil noveli a vezetd
effektiv sugarat és ugyanazon toltés mellett csokken a térerdsség értéke a korona feliiletén. Ez a
folyamat (a korona vastagodasa) addig folytatodik, mig az ionizalt réteg sugara nem ér el akkora
értéket, amelynél a térerdsség értéke a korona feliiletén alacsonyabb nem lesz a levegd kritikus
térerdsségétol.

Osszesitve: a szikrazdsok és a korona nemkivanatos jelenségek, mégis vannak esetek,
amikor éppen arra toreksziink, hogy erre sor keriiljon (villamharito, elektroddk a repiilok
villamos toltésének "levalasztasara").
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2.11. Példa: A koaxialis kabel két rétegli linearis szigeteldanyaggal van kitoltvel (az egyik
réteg permittivitdsa &, = 2,5¢, a masiké pedig €, =4¢,). A belsd elektroda sugara a = 5 mm, a
kiils6 elektroda belso sugara pedig 25 mm. Hatdrozzuk meg a kovetkezoket:
a. miként kell elhelyezni a szigetelOrétegeket és milyen vastagoknak kell lenniiik azoknak
ahhoz, hogy mindkét szigeteldrétegben azonos legyen a térerdsség maximalis értéke,
b. akabel vonalmenti (egységnyi hosszlisagra esd)kapacitasat,
c. a legnagyobb fesziiltséget, amelyre amelyre a koaxialis kabel rakapcsolhatd, ha
mindkét dielektrikum atiitési térerdssége 200 kV/cm.
Megoldas:

£, =25¢,
&, =4g,

a=5mm a
b=25mm (‘

200 KV &
E max = 200 KV

a. A maximalis térerdsségértékek kiegyenlitésével jutunk el a rétegek elhelyezési sorrendjéhez
¢s a sziikséges rétegvastagsaghoz:

fEms =2 g=—9 - O =2
4 £ 2ilrle  2miae I
__Q __Q
Imax — Ellmax -
2rrlag, 2rleey,
Elmax = Ellmax D Q = Q D agl =C£11
2irlae, 2mlee
Mivel a<c, nyilvanvald, hogy:
81 =€2 81] =El
c=alF>=8mm
gl
d, =c-a=3mm
d, =b-c=17mm
b
c-Q
U
c b c Q: b Qr
U:IElmr+J’E2mr=J’ fdr +
) 4 ) 2ir[re, ) 21T [¥e,
U= 1S+ P
2rte, a  2mg C
. Q _ Q’ 21

[ [ - ) = =97pF
Q lng+&ln9 Q%lnc+llnbﬁ 1ln;+1lnb
2
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- O Q' =E,, [2las, =2,2252007°C
2t lae,

v e QP o osoky
2rlE, a 2mlE cC

2.2.5.8. A visszamaradt polarizacio

A visszamaradt polarizacié az egyes szigeteldanyagok fontos tulajdonsagat képezi.
Ezeknél a dielektrikumoknal a teljes polarizacid, illetve depolarizacié folyamata nem torténik
meg azonnal, mint altaldban a szigeteldanyagok legtobbjénél, hanem néhéany oraig, sét napig is
eltarthat. Az ilyen szigetel6anyagokkal rendelkezd kondenzatorok esetében a fegyverzetek rovid
1dore torténd rovidre zarasa csak részben semlegesiti a szabad toltéseket, hiszen a visszamaradt
polarizaci6é miatt a dielektrikum nem depolarizalodik teljesen, és ezért a szigeteldanyagban levo
feliileti kotott toltések fogva tartjak a szabad toltéseket a kondenzator elektrodain. 1dé multaval a
dielektrikum tovabb (részlegesen) depolarizalodik és az elektroddk kozott wjra fesziiltség
jelentkezik, amely a nagyobb kapacitasti kondenzatoroknal veszélyes is lehet.

2.2.5.9. Ferroelektromos (szenyetto-elektromos) anyagok

Neéhany szigeteldanyagnal a dielektrikum egyes tartomanyai kiilsé villamos tér nélkiili
allapotban is dipélusmomentummal rendelkeznek. A kiilsé tér ezeket a tartomanyokat igyekszik
sajat iranyaba elforditani. Az ilyen szigeteloknél lefolyd -elektromos jelenségek nagy
hasonlosdgot mutatnak a ferroméagneses anyagokban lejatszodd magneses jelenségekkel. Innen
ered a ferroelektromos jelenség elnevezés, jolllehet a jelenségnek a vashoz semmi koze sincs.

A szenyetto-elektromos anyagok elnevezés pedig a legrégibb id6 oOta ismert
ferroelektromos anyag, a Seignette-sotol (kémiai képlete: NaK(C4H4O¢g)[(HH5O) ered. Az ilyen

szigetelbanyagoknal a P vektor és az E vektor kapcsolata nem linearis (vagyis Pz EoXe E ), és

mivel a D = ¢, E+ P, az eltolasi vektor (D) és a
térerdsségvektor (E) kapcsolata sem lesz D
linearis. A  gerjesztettségi  vektor ¢és a 1
térerdsségi  vektor Osszefliggését szokdsos )

megfigyelni, nyomon kdvetni a /2

[
»

1
ferroelektromos anyagok esetében, mivel az :
izotrép dielektrikumok kozé tartoznak, igy [
tulajdonsagaik nem fliggnek a polarizacid 0 / 10°V/m
iranyatol (vagyis a villamos tér hatdsanak
iranyatol).

A feroelektromos anyagok 3
viselkedésmechanizmusanak magyarazata igen
bonyolult. Ezért csak viselkedésiik leirdsara
szoritkozunk. Ha a lemezkondenzator szigeteldanyaga ferroelektromos anyagbol van, akkor
pontrol pontra kdvetni tudjuk az 6sszefliggést a fegyverzetek kozott uralkodo fesziiltség (U) és a
fegyverzeteken elhelyezkedd toltésmennyiség (Q) kozott. Mivel a térerdsségvektor aranyos a
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fesziiltséggel, a gerjesztettségi (eltolasi) vektor pedig a szabad toltéshordozok feliileti
surtiségével a fegyverzeteken, meghatarozhatjuk az E és a D kozott fennalld osszefliggést.
O -1 A D nagyon gyorsan ndvekszik, de nem linedrisan. Mas dielektrikumoknal a gérbe

egybevago lenne az E tengellyel, mivel itt a % E hanyados 1000-10000.
0

1 - 2 a fesziiltség csokkenésével a lemezek kozott a D nem csokken ugyanolyan mddon,
mint ahogy névekedett, hanem az 1-2 gorbe szerint. A kettes pontban az E=0, de a D#0, ami azt
jelenti, hogy az anyag még mindig polarizalt (D=¢,E+P) ¢és ebben a pontban van
visszamaradt vagy remanens polarizacio.

2 - 3 Ezutén, ha megvaltoztatjuk a tér irdnyat és most azt a masik iranyba noveljiik, akkor
az a pont, amely leirja a kapcsolatot a D és az E kozott a 2-3 gorbén mozog. Nagy térer0sség
esetében Ujbol jelentkezik a telitettség (hasonldéan mint az 1 ponton tul).

3 -4 -5 A tér csokkentésével, irdnyanak megvaltoztatasaval €s intenzitasanak ujboli
novelésével a 3-4-5 gorbét kapjuk. Néhany ilyen ciklus utan a gorbe teljesen bezarédik. Ezt a
zart gorbét nevezziik a megfigyelt ferroelektromos anyag hiszterézisgdrbéjének.

Ferroelektromos anyagok: Seignette-so, egyes titanatok (pl. barium metatitanat - kémiai
képlete: BaOTiO»), és néhany kristalyos anyag, amelyek hasonlitanak a barium metatitanatra, de

amelyek tantalt és 6lomot tartalmaznak.

Alkalmazasuk:
1. Olyan kondenzatorok eldallitdsara hasznaljak melyeknek kapacitasa fiigg a rakapcsolt
fesziiltségtol.

2. A ferroelektromos anyagok permittivitaisa bonyolult 0Osszefiiggésben van a
hoémérseéklettel, és ez néhany nagyon fontos alkalmazast tesz lehetdvé. A barium
metatitanat relativ permittivitasanak hdmérsékleti tényezoéje példaul 25 °C-on +500/°
C, 30 °C hémérsékleten pedig -500/°C. Igy a barium titanatot felhasznalhatjuk a
hémérséklet nagyon pontos mérésénél.

A ferroelektromos anyagok magasabb hémérsékleten (Curie-pont) elveszitik a fent leirt
tulajdonsagaikat ¢€s kdzonséges szigetelokké valnak (a barium metatitanat példaul 120 °C folott
valik kdzonséges szigetelove).

2.2.5.10. Elektretek

A permanens polarizacidval bir6 szigeteldanyagokat elektreteknek is nevezik Egyes (foleg
angolszasz) szerzOk azonban az elektret elnevezést olyan szerves anyagokra (foleg gyantak,
viasz- és katranykeverékek, pl. kalafonium és karnaubi viasz) alkalmazzak, amelyek a kovetkezd
érdekes tulajdonsaggal rendelkeznek: ha ezeket az anyagokat olvasztott allapotban erds villamos
térnek tessziik ki, majd ebben a térben hagyjuk kihiilni és megkeményedni Oket, akkor
polarizaciojukat megtartjak a tér megsziinése utan is. Az ilyen polarizalt allapotban 1évo
dielektrikumokat nevezziik elektreteknek. Gyakorlati alkalmazasuk nincsen, de mégis hasznaljuk
Oket a villamos tér kisérleti kivizsgalasakor. Ha egy kis iranytii alakt elektretet, amely szabadon
mozoghat a tengelye koriil (hasonloképpen mint a klasszikus irdnytli) bevisziink valamilyen
villamos térbe, akkor az arra fog térekedni, hogy a tér erévonalainak iranyaban helyezkedjen el.
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2.2.5.11. Dorzsolési elektromossag

Figyeljiink meg két dielektrikumot. Az erék, amelyek az elektronokat a kiilsd
elektronhéjakon tartjak, kiillonbozoek két kiilonbozod szigeteldanyagnal. Ha a dielektrikumokat
"érintkezésbe" hozzuk egymadssal, akkor az "érintkezd" feliileten az elektronokra hatd erdk
megvaltoznak, az erdviszonyok megvaltozasa, illetve a kornyezetvaltozas miatt. Ezek az erdk
olyanok lehetnek, hogy kiragadnak egy meghatarozott szamu elektront az egyes molekulakbol.
Ennek az eredménye az lesz, hogy, ha a két szigeteldanyagot eltavolitjuk egymastol, azok
elektromosak maradnak. A dorzsolés erdsiti ezt a jelenséget, mert nagyobb szamu molekula
keriil kozeli kapcsolatba, de maga a dorzsolés nem elengedhetetlen ahhoz, hogy a fent leirt
jelenség létrej6jjon.

2.2.6. EROK AZ ELEKTROSZTATIKUS TERBEN

A Coulomb-torvény a két pontszeri toltés kozott fellépd elektrosztatikus erdt hatdrozza
meg. Tobb pontszeri toltés esetén a kivalasztott testre hatd erdt célszerli a villamos térerdsség
vektoranak segitségével szamitani. Tobb pontszerii toltés villamos terét a kivalasztott test helyén
legcélszeribb a szuperpozicio-elv alapjan megallapitani.

Figyeljiink meg azonban két, elektromos szempontbdl toltott vezetd testet, amelyek nem
kicsik a koztik levd tavolsdghoz
viszonyitva. Tételezziik fel, hogy a
feliileti toltéssiiriségeket valami modon
sikerilt ~meghataroznunk. Az 1l-es
indexszel rendelkezd test altal keltett
O0ssz villamos térerOsségre a 2-es
indexszel jelolt test egy pontjaban
felirhatjuk, hogy:

%
E1

E, = f; 9951 ¢y - akiilonbozd dS, feliileti elemeknek
4mgy,

kiilsnbdzé oy, 1, 1y, felel meg

Ha ilyen mdédon meghatdroztuk az 1-es test altal keltett térerdsség vektorat a 2-es test
minden pontjaban, akkor az erd, amellyel az 1-es test a 2-es testre hat, egyenlo lesz:

|E|2 = 0'2d32 El
I

Ez a moddszer alkalmas az elektromos erék meghatarozasara két elektromosan toltott test
kozott, fiiggetleniil a testek alakjatol, de sajnos a vezetdk feliiletén elhelyezkedd toltések pontos
(vagy megkozelitd) eloszlasat ismerni kell. Epp ez utobbi feltétel miatt, mivel a vezetdkén a
gyakorlatban csak a legritkabb esetekben ismeretes a toltések pontos vagy megkdzelitd feliileti
eloszlasa, e modszer alkalmazasa igencsak korlatozott. Amennyiben a feliileti toltéseloszlas
ismeretlen szdmunkra, a két, pontszerinek nem tekinthetd villamosan toltott test esetében, az
egymas kozott hatd erdk intenzitdsanak csupan durva becslését irhatjuk fel, mint a kovetkezd
példaban:
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< < <
4mg, D? 4 115, (D —2a)?

2.2.6.1. A feltoltott kondenzator energiaja

Minden toltott kondenzator rendelkezik egy meghatdrozott mennyiségli energiaval.
Figyeljliink meg egy tires (nem toltott) kondenzatort, melynek kapacitasa C (U=0). Gondoljuk el,
hogy a 2-es elektrédarol valami modon +A Q toltésmennyiséget atvisziink az 1-es elektrodara és
igy a potencialkiilonbség A Q/C lett! Most az 1-es fegyverzeten +A Q a toltésmennyiség, a kettes
fegyverzeten pedig -A Q. Vigylink most at ismét egy +A Q téltésmennyiséget a 2-es elektrodarol
az l-es elektrodara! Mivel ennél az atvitelnél mar 1étezik potencialkiilonbség, igy a villamos
erok legydzésére a kdvetkezd munkat kell befektetniink:

AA =aQ % a fesziiltség az elektodak kozott %

A kovetkezo (harmadik) atvitelkor a munka nagyséaga:

2AQ

sA, =aQ
A (k+1)-edik atvitelkor pedig a munka

kAQ

AA, =2Q k=12,...

Legyen a pozitiv elektroda végso toltése Q (Q>>AQ), az atvitelek szama pedig n>>1.

Ekkor a aQ = %, az 0ssz munka pedig:

Az ZAAk_Z 20tk - AQ (AQ) Z(k Q’ n(n 1)

2C

Ezt a munkat az elektromos erdk ellen kell végezni.

Az energia megmaradasanak elve szerint, az az energia, amit a kondenzator toltésére
felhasznéltunk (amely egyenlé a kiszémitott A 6sszmunkéwal) étalakult Valamilyen mas

crer

Q’ >
W=——=— u——cu =CU
L= 5C 2Q Q
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A kondenzator feltoltéséhez sziikséges munkat egyszeriibben is levezethetjiik, mégpedig
integralszamitassal. Ha a fegyverzeteken +q ¢és -q toltésmennyiség (0<q<Q) van, akkor, a dq
(dg>0) toltésmennyiségnek a pozitiv elektrodardl a negativ elektrédara valo atvitele a kdvetkezo
munkéval egyenlo:

9
dA=—d
C q

Az 6ssz munka, amit be kell fektetni ahhoz, hogy a kondenzator fegyverzeteit +Q illetve -
Q toltésmennyiséggel lassuk el, a kdvetkezOképpen kaphaté meg:

Q Q 2
= (Qdg="Lrqdg =2
A_Jo’cdq_c{qdq " 2C

2.2.6.2. Az energiastriuség az elektrosztatikus térben

Figyeljiink meg egy lemezkondenzatort, melynek karakterisztikus adatai a kovetkezok: S -
a fegyverzetek feliilete, d - a fegyverzetek egymaskdzti tdvolsiga és € - a szigeteldanyag
permittivitdsa. A kondenzatort U értéki fesziiltségre kotjiikk. A kondenzator energidjat, illetve a
kondenzatoron 1évo villamos tér energiajat egyszertien felirhatjuk, és mivel a villamos tér is jol
behatarolt (SId a térfogata a fegyverzetek kozotti térrésznek ahol a tér kimutathatd) az
energiaslirliség szamitasa is igen egyszeri, ime:

2
vve=lcuz=1e§u2=135du—2=lsE25d p=Y
2 2 d 2 d 2 d
v=_3d
We=%=l€E2
Sd 2
W, = Sdw,

W, :‘V[%sEzdv

= w. az energiasiriiség az elektrosztatikus térben,
» W, az elektromos tér energidja,
= v az a térfogatrész amelyben a tér elhelyezkedik.

2.12. Példa: Egy maganyos vezetdgdmb, melynek sugara a = 10 cm desztillalt vizben van
(¢, =81), és Q=10""C tdltéssel rendelkezik. Szamitsuk ki az energiat, amelyet elhasznaltunk a
vezetdgomb feltoltésére !

Megoldas:
a=10cm dr W, :lsosr [E> dV = 4r?rdr

_ dv, 2
&, =81 Q

-9 r We = | W, v Elds =
Q=10"’C @/' €0,
W, =?
4m@© g &
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0 2 2 © 2
W, :J’leosr —_— Q -@rimr = Q J’d—zr =9
) 2 yrecr 8mg, e Jr* 8mg €a

a

A keresett energia kiszdmithatd a vezetdgombon elhelyezkedd toltésmennyiség és a
vezetdgdmb potencidljanak segitségével is:

WV _ @ vo_0Q

° 2 8mgea 41e,€, @

A konkrét értékeket behelyettesitve az energia értékére W.=554.8 pJ eredményt kapunk.

2.2.6.3. Az elektrosztatikus erok szamitasa energia segitségével

Eddig az elektrosztatikus erdket ugy szamoltuk ki, hogy ismertiikk a szabad toltések
eloszlasat. Mivel ez a gyakorlatban csak nagyon ritkdn fordul eld, valamint az a tény, hogy az
erok ilyen modon vald szamitasa teljesen hamis eredményeket ad a szigetelOtestek esetében, mas
erészamitasi eljarast kell keresniink.

Ha példaul egy feltoltott, levegd szigetelésii kondenzator elektrodait valamilyen folyékony
dielektrikumba siillyesztjiik, észre fogjuk venni, hogy a folyékony szigeteldanyag szintje a két
lemez k6zott magasabb mint a lemezeken kiviil (ahogy ez a bal oldali képen lathato).

d

h 1 homogén tér b
nemhomogen tér

@ eredo e

amely hidrosztatikus
nyomast fejt ki felfelé

A jelenség magyardzata a nemhomogén térrészben jelenlevd dipolusokban rejlik, amelyek
elhelyezkedéstikkel folfelé hatd hidrosztatikus nyoméast eredményeznek.

Lassunk azonban egy masik példat, melynek segitségével mennyiségileg is le tudjuk irni
azt az er6t, amely a szigeteldanyagot felfelé¢ nyomja.

Nézziik a jobb oldali képen a szilard dielektrikumu kondenzatort, €s tételezziik fel, hogy az
elektromos Fyx erének sikeriilt behtiznia a szigeteldanyagot a kondenzatorba egy rovid dx

hossztsagnyira. Ebben az esetben az elektromos er6k munkaja a kovetkezéképpen irhato le:
dAel.er('i = dex

Ismeretlenek az elektromos Fyx erd, valamint az altala elvégzett munka. Ezt a munkat

szamitjuk majd ki a kondenzétor vagy villamos tér energiakiilonbségébdl, amelyet az elmozdulas
utani energia és az elmozdulas eldtti energia kiilonbségeként fogunk értelmezni. Az ilyen
hozzaallas két esetlehetdséget tartogat a szamunkra.

Elsé eset: a toltésmennyiség a kondenzdtor lemezein alland6é (a fegyverzetek nem
kapcsolodnak semmilyen fesziiltségforrashoz).

Az energia, amely elhasznalédott a dielektrikum elmozditasakor csak a kondenzatorban
levd elektromos energiabol fedezhetd (hiszen nincs kapcsolat semmilyen fesziiltségforrassal),
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igy a kondenzator energiandvekménye természetesen negativ (dWe<0). Mivel azonban az
elvégzett munka sohasem lehet negativ, irhatjuk, hogy:

dw
dAel erd = _dWe Vagyis Fx == :
‘ dx

Q=const.

Maisodik eset: A kondenzator lemezei kozott a fesziiltség az elmozdulas idején valtozatlan
marad. A rendszer geometriajanak megvaltozasakor (szigeteléanyag behuzasakor a kondenzator
lemezei kdz¢) megvaltozik a kapacitas is, és mivel az U=const. az elektrédak toltésmennyisége
meg kell, hogy valtozzon.

Tételezziik fel, hogy a kondenzétor lemezeinek toltésmennyisége dQ értékkeel valtozott
meg, vagyis a kiilsd, nem elektromos erék +dQ toltésmennyiséget vittek at a negativ elektrédarol
a pozitiv elektrodéra és ekdzben a kovetkezd munkat végezték:

d A([Jlsﬁerd( = Ud Q

2
A kondenzator energidja az elmozdulas eldtt W, =2Q—C=5QU , az energiandvekmény

pedig (a fegyverzetek toltésmennyiségének ndvekedése miatt):

1 1 1
dWekondenzétor = 5(Q+dQ)U _EQU = EUdQ

Ez a mennyiség pontosan annak az energidnak a fele, amelyet a kiils§ energiaforrasok
(nem elektromos erdk) befektettek a rendszerbe. Ezek szerint, a befektetett energia masik felét az
elektromos erdk hasznaltdk el a mehanikai munka végzésekor (a szigeteldanyag elmozditasakor),
vagyis:

dA,., =tudg =
' 2 dX U=const

2.13. Példa: Az U fesziiltségre y b .
kapcsolt levegOszigetelésii b J/
sikkondenzator lemezei kozé
belehelyeztiink egy d, vastagsagu a
vezetOlemezt, mint ahogy az a képen is
lathato. Szamitsuk ki azt az er6t amely a ds
behelyezett lemezre hat! Létezik-¢ az L £ Z T do
eronek olyan komponense, amely felfelé
hat? Kiilon szamitsuk ki a fesziiltség
legnagyobb értékét, amelyre még rakapcsolhato a kondenzator, ha
d,= 1mm, d,= lcm, a= 10 cm, a leveg0 atiitési térerdssége pedig 30 kV/cm.

Megoldas:
Ha elhanyagoljuk az ¢lek mentén jelentkezé inhomogén teret, megkapjuk a kapacitast:

_ g, (b—x)a g,xa
d, +d, d,

ahol az x a vezet6lemez kondenzatorban elhelyezkedd részének a hossza. Az erd arra torekszik,
hogy a lemezt behtizza a kondenzatorba, intenzitasa pedig:
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E = Uz(d%x) _ &adu’
2 2d,(d, +d,)

Ha elhanyagoljuk a tényt, hogy a villamos tér inhomogén a fegyverzetek ¢élei kortil, akkor a
legnagyobb fesziiltség amelyre a kondenzatort kapcsolhatjuk U __ =dE, =3 kV, ahol az

E, =3 M%, igy a vezetlemezre hat6 er6 legnagyobb értéke: F_=3,62 mN.

2.2.77. A VALTOZO VILLAMOS TERBEN ELHELYEZKEDO
DIELEKTRIKUMOK VESZTESEGEI

Az eddigiekben a szigetelOk viselkedését csak az elektrosztatikus térben (az elektromos tér
vagy alland6 volt, vagy csak nagyon kicsit valtozott az id0 folyaman) kisértiik figyelemmel. A
gyakorlatban viszont leginkabb idében valtoz6 villamos térrel van dolgunk. A valtozo6 villamos
térben elhelyezkedd dielektrikumban, a szigeteldanyag fajtajatol fliggden kiilnbozo polarizacios
folyamatok jatszodnak le (elektron-polarizacio, dipdluspolarizacid és ionos polarizacio, illetve
ezeknek a kombinacioi).

A perioddikusan valtozod villamos terek esetében a polarizacié intenzitdsa €s irdnya is
periodikus. Ebben az esetben alland6 energiacserére keriil sor a dielektrikum és tér kozott. A
villamos tér munkat végez a szigeteldanyag periddikusan és ellentétes iranyokba végzett
polarizéaciojakor, a dielektrikum pedig ennek az elfogyasztott energidnak a legnagyobb részét
visszaszolgaltatja a depolarizacios periddusaiban. Az alland6 energiacsere ideje alatt, az energia
egy jelentéktelen része atalakul més fajta energiava (vagyis a dielektrikumokban 1éteznek
veszteségek), példaul termikus energiava, illetve hove.

A vesztességek mellett létezik még egy jelenség. A polarizacid irdnyanak gyors
valtakozasa (tobb tiz- vagy szazmillioszor masodpercenként) eredményeként a dielektrikum nem
polarizalodik maximalisan mint az idOben valtozatlan villamos tér esetében. Hogy mekkora
szézalékban fog a szigeteldanyag polarizalodni, az az anyag fajtajatol és a frekvenciatol (vagyis
a tér valtozasanak sebességétol) fligg. Ezért a szigeteldanyagok tulajdonsdgai, de kiilondsen a
dielektromos allandé (permittivitas), nagy mértékben fiigg a frekvenciatol.

Linearis dielektrikumok esetében, nagyon lassi térvaltozasok mellett, a villamos
térerosségvektor (E) és a gerjesztettségi (eltolasi) vektor (D) kozotti kapcsolat ugyancsak
linedris.

A gyakorlatban a villamos térerdsség vektora (E)
leggyakrabban szinuszfiiggvényként valtozik vagyis B
E. = E,sinwt, é ha linearis szigetelorél van szo, A
ugy az eltolasi vektor (D) is szinuszfiiggvény szerint P
fog wvaltozni, de nem mint sinwt, hanem mint L /
D =D, sin(wt—J). A Dm és a 0 szbg az anyag

fajtajatol és a frekvenciatol fiigg. Ha lerajzolnank a / N
D(t) és az E(t) fiiggvényét, akkor egy ferde ellipszist -

kapnank. Bizonyithat6, hogy az ellipszis teriiletének -Dm
értéke:

7k, D, sind

- Em - a térerdsség maximalis értéke
- Dm - az Em-nek megfeleld eltolasi vektor-érték
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A Dm/Em és a J szog valtozik a frekvencidval. A 0 nagysagrendje 107" —107" vagyis a
bemutatott ellipszis nagyon keskeny, a Dm/Em ardny pedig nagy frekvenciatartomanyban
megkozelitdleg valtozatlan.

Az el6z0 magyarazathoz kivankozik még a koliilirt nagysagok szakmai berkekben
kozismert neve:

0 — veszteségek szoge

D _ . . . I3 I3
%m dinamikus dielektromos allando

A kovetkezd levezetéssel azt bizonyitjuk, hogy az idoben periddikusan valtozd térbe
helyezett dielektrikumokndl a veszteségek térbeli slirtisége egy periddusidé alatt aranyos az
ellipszis tertiletével.

Vegyiink egy ismert méretii sikkondenzatort (lemezfeliilet nagysaga S, lemezek kozotti
tavolsdg d). Helyezziik el benne a szigeteléanyagot, melynek dinamikus tulajdonségait
tanulmanyozni kivanjuk. Ha a kondenzatorra kapcsolt fesziiltség szinuszosan valtozik, akkor a
fegyverzetek toltése is a szinuszfiiggvény szerint fog valtozni, hiszen:

u
_® , D

_ _Qo
o = d

E Ol S

Legyen a fesziiltség egy bizonyos pillanatban u. Ha ebben a pillanatban megnéveljiik a
lemezek toltését dQ-val, akkor a potencidl definicioja alapjan a kovetkez6 munkat kell
végezniink:

dA =udQ = EdSdD = EdDSd
Mivel a skkondenzatorban a villamos tér homogén, az EdD szorzatot értelmezhetjiik ugy
is, mint a kondenzator dielektrikumaban sziikséges energiastiriség-novekedését abbol a célbol,
hogy az adott E térerdsség mellett az

eltolasvektor novekedjen dD-vel. Ha a | omat-

A
2
térer6sség nullatdl Emax-ig  valtozik, [ i ps

akkor az 0ssz egységnyi térfogatra eso . 1
. o s Z > 4
munka (energiasliriiség) amelyet be kell E Emax ‘

fektetniink kifejezhetd mint:

D,

AP
Sq J[:EdD

Ez az egységnyi térfogatra es6 munka egyenld a plarizacios gorbe €s a D tengely kozotti
tertilettel (fliggdlegesen vonalkazott teriilet a képen).

Figyeljiik meg a hiszterézisgorbét. A dielektrikum polarizaciojahoz sziikséges egységnyi
térfogatra es6 befektetett munka az 1 és 2 pont k6zott aranyos az 1-2-2' gérbevonalu haromszog
teriiletével és mivel az E > 0 és dD > 0, kovetkezik, hogy A>0 (ami arra utal, hogy a munkat
kiils6 energiaforrasok végzik). A 2 és 3 pont kozotti részen E>0 de dD<0, amibdl latjuk, hogy
A<0, ¢és a 2-2'-3 gorbrvonali haromszog teriiletével aranyos munka illetve energia
visszaszarmazik az energiaforrasokhoz. A 3 és 4 pont kozotti szakaszon E<0 és dD<O0, vagyis a
3-4-4" gorbevonali haromszog teriiletével aranyos munkat ismét az energiaforrasok végzik
(A>0). A 4 és 1 pontok kozott, mivel E<0 és dD>0, a 4-4'-1 gorbevonalu haromszog teriiletével
aranyos energia visszaszdrmazik a forrasokhoz (A<0).
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Az elozoekbol egyértelmiien kitlinik, hogy a teljes polarizacios ciklus alatt az
energiaforrasok altal befektetett és vissza nem szarmaztatott, egységnyi térfogatra esd energia
(az elhasznalt energiasiiriség) aranyos a hiszterézisgorbe teriiletével.

2.2.8. VILLAMOS TOLTESEK MOZGASA ELEKTROSZTATIKUS TERBEN

2.2.8.1. Villamos toltések mozgasa homogén villamos térben

Figyeljiink meg egy makroszkdpikusan mozdulatlan elektromosan t6ltott részecskét,

melynek toltésmennyisége Q>0 és tomege m, a homogén térben, melynek térerdssége E. A
részecskére hato eré nagysaga, mint tudjuk:

F=QE
Ha a toltésre hato gravitacios erd elhanyagolhat6 (a részecske kis tomege miatt) a Coulomb

er6hoz viszonyitva, akkor a magara hagyott toltés az E vektor valamely erdvonalan fog mozogni

az E vektor irdnyaba. A t pillanatban a részecske mondjuk v sebességgel rendelkezik, a t+At
pillanatban pedig v+Av sebességgel. Mindamellett, hogy sem a v, sem a Av értékét nem ismerjiik
tudjuk, hogy a toltés a sebességét a fent felirt erd hatdsara valtoztatta meg. Ennek az erének a
munkdja a At idétartamra:

AA = Fas = Fvat = QEvat

Az energia megmaradasanak torvénye szerint, az energia amely elhasznalddott a részecske

.....

AW

kinetikus

= lm(v+Av)2 —lmv2
2 2

1 1
= —m[v2 +2VAV+(AV)2]——mV2 = MVaV
2 2

mivel a at kicsi a av<<v
mvav = QEvat
av _ QE

at m

A sebesség novekménye allandd, mivel a Q, m és E értékei nem véltoznak. Ezért felirhato,
hogy:

QE
v=——-t
m

a kezddsebesség egyenl6 0 - val.

vagyis:

QE

v=——t+y, v, a kezd@sebesség a t = 0 pillanatban. A vo és az E irdnya egyforma
m
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¢és ugyanugy:

E 7 pes
V=Q—t—VO vo ¢és E ellenkez6 irdnyu
m

Legyen az E vektor iranya megegyez0 az x tengely iranyaval! Tételezziik fel, hogy a
részecske a t=0 pillanatban az x=0 ¢és y=0 pontban helyezkedik el, valamint, hogy a
kezddsebessége egyenld nullaval.

Egy rovid At id6tartam alatt, a t pillanat kozelében (amelyben a részecske v sebességgel
mozog) a részecske aX =Vat utat tesz meg. Ezt a szorzatot a képen a sotét téglalap képviseli. Az
Ossz ut melyet a részecske megtesz t=0-t6l valamely t pillanatig egyenldé az 6ssz ilyen téglalap
Osszegével, vagyis a haromszog teriiletével.

4y
x=lvt QE ;-

=—t
2 2m /
at
Amikor az elektromos részecske %

kezddsebessége nem egyenld nullaval, akkor az ut,
melyet a részecske megtesz: Vv

A 4

QE t

X==—t’+yt
2m

Ha a kezddsebesség iranya nem egyezik meg az E vektor iranyaval, akkor a v, sebesseget
felbonthatjuk v,
amely derékszoget zar be erre az iranyra:

komponensre amely egybevagd az E vektor irdnyaval és a v, komponensre
X Yy

0

E
x=2Ep —v,,t

2m

Y =Vt

Tehat a részecske parabolikus palyan mozog.

2.14. Példa: Az elektronok a K

elektrodar6l indulnak ¢és az A elektroda felé
gyorsulnak, mint ahogy az a képen lathat6. Az A }f e C A
elektrodan van egy kis O nyilds. A rendszer Ena
dimenzi6i és az elektroda potencialja a képen
lathat6. Hatarozzuk meg: € - __ c
a. Az id6t, amely sziikséges ahhoz, hogy az 1 2 TO
jelolésti elektron a K elektrédardl az A Vv
elektrodara érjen, valamint a C pontban az | V=0 A
elektron sebességét abban a pillanatban ._I_,_ d b >
mikor az A elektrodéba iitkozik.

b. A 2 jelolésii elektron sebességét a C' pontban, €s az 1d6t amely sziikséges ahhoz, hogy ez az
elektron a K elektrodardl a C' pontba érjen.
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c. Szamitsuk ki az 0ssz keresett értékeket, haa V, =20V, d =1cm, ésb =2 cm. Az elektron
tdmege m=9,1083-10>" kg, toltésmennyisége pedig e=1,602-10" C.

Megoldas:
a.
F=-elE
A=QU =elU =E,
me IjlIZC :ew
v = |22 —o6smoe ™
m, S
m.a=¢eE
v=yv, +at vV, =0 a=£
me
Vie =alc 322
m.d

20U e
= [ﬂlc
m, m, Cd
/2Erm el °
te =4————=754ns
e

b. Az O nyilason athaladva az elektron nem gyosrul tovabb, hanem v;c sebességgel halad
tovabb a C pontig:

Voo =Vie

b
te =t +t, =t +— =15,00ns
1C

2.2.8.2. A villamos toltések mozgasa inhomogén villamos térben

Az elektromos részecske utjanak kiszamitasa a nemhomogén elektromos térben
lényegében nagyon bonyolult. Sok esetben csak a Q toltés sebességének intenzitdsa érdekel
beniinket. Ilyen esetekben ismerjiikk a villamosan t6ltott részecske toltésmennyiségét (Q),
tomegét (m), és azt is tudjuk, hogy mekkora potencialkiilonbségen (V1-V») haladt at.

Legyen a kezddpontban vi=0 (a részecske kezddsebessége), €s ugyancsak V=0 (a

potencial a kezd6pontban). Az elektromos erdk hatasara a részecske eljutott a 2-es pontba ahol
V5 a potencidl értéke. Az it minden pontjadban a részecskére hatott az F=QE elektromos erd. A

villamos er6 az Ut kis dl részén végzett (dAjers), illetve az Ossz elvégzett (Acers) munkaja:
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dAel. erd = IE
2 . N 2 . .
A[érereje:IQEd I :QJ.Ed I :Q(\/I _VZ)
1 1
Az energiamegmaradasi torvény értelmében ez a munka egyenld kell, hogy legyen a

kinetikus energidval, mellyel ez a részecske rendelkezik a kettes pontban (mivel nyugalmi
allapotbdl indult el):

1
Emvg =Q(V,-V,) (v, =0)

2Q(V, - V,)
V)

V, =

2.15. Példa: Egy pozitiv elektromossaggal q
toltott részecskét, melynek tomege m, toltése pedig | vo
Q, felgyorsitottunk v, sebességre. Ezutan a részecske | =~ =~ ~ £/
keresztiilhalad két kozeli, gorbe vezetdlemez kozott
(lasd az abrat!). Hatdrozzuk meg a fesziiltséget a R +U
lemezek kozott ugy, hogy a részecske a képen
megjelolt félkor alaka palyan mozogjon! Tételezziik —
fel, hogy a tér a lemezek kozott homogén (egyforma
intenzitdsu minden pontban) melynek hozzavetdleges v
értéke U/d és sugar irdnyu (radidlis), mint a koaxialis
kabelben. Szamitsuk ki az U fesziiltség értékét arra az esetre, ha a részecske egy proton, melynek
gyorsitasat az U, =1000 V fesziiltség segitségével végeztiik, ha az R=10 cm, a d=1 cm, az elemi
t5ltés e=1,602-10"" C, a proton tdmege pedig m,=1,67239- 107 kg..

Megoldas: Altalanos esetben érvényes, hogy a centrifugalis és az elektrosztatikus er6
egyensulyban vannak. A centrifugalis eré szdmitasahoz azonban ismerniink kell a részecske v
sebességét, amellyel a gorbe vezetdlemezek koze repiil:

A=eU,
2
mv
EK:T
/2
Ex =A V= 26Uy
m
2
mv
eUO:T

Ezek utan mar felirhat6 az erdegyensuly:

2
mv 22@
R d
U _mvi 20,
eR R

Behelyettesitve a konkrét értékeket, az U fesziiltségre a kovetkezo értéket kapjuk:
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Nk W=

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
. Miért 6rvénymentes (cirkulaciomentes) az elektrosztatikus tér?
22.
23.
24,
25.
26.
217.
28.

21

29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

37.
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20U, [d
U :T0:200V.

2.3. Ellenorzo kérdések

Milyen villamos toltéseket ismersz?

Mivel magyarazhatd a kétfajta toltés 1étezése?

Mekkorak az atomok és az atommagok?

Hogyan érintkeznek egymadssal a testek?

Hogyan oszthatok csoportokra az anyagok a villamossagtan szempontjabol?
Melyek az SI mértékrendszer alapmennyiségei €s —mértékegységei?

Milyen el6tagokat (eléragokat) haszndlunk a valasztott egységek tobbszordseinek ¢€s
tortrészeinek kifejezésére?

Mi a makroszkopikus és mikroszkdpikus vizsgalddasi szint?

Hogyan sz6l Coulomb torvénye?

Mi a permittivitas (dielektromos alland6)?

Mikor alkamazhato6 a szuperpozicié-elv?

Mi a villamos tér, mikor jelentkezik €s milyen természeti?

Mi a probatoltés?

Hogyan abréazolhat6 grafikusan a villamos tér?

Mit takar a villamos tér erévonalai fogalom?

Hogyan utal a grafikusan dbrazolt villamos tér a térintenzitasra?

Milyen a feliileti és térbeli toltéseloszlas és hol fordul el6?

Hogyan fejezheto ki a villamos tér vektora feliileti és térbeli toltéseloszlas esetén?
Hogyan fejezhetd ki a villamos erdk altal elvégzett munka?

Mi a skalarszorzat?

Miért forrasos a villamos tér?

Mi a potencial?

Mi a fesziiltség?

Mik az ekvipotencialis feliiletek (szintfeliiletek, nivofeliiletek)?

Mi az Osszefiiggés a villamos térerdsség s a potencial kdzott?

Abrazolhato-e az elektrosztatikus tér szintfeliiletekkel?

Hogyan allapithatdé meg a villamos térerdsség vektordnak iranya, iranyitasa és nagysaga a
szintfeliiletek rendszerével dbrazolt elektrosztatikus tér esetében?

Hogyan szamithato a dip6lus potencialja és térerdsség vektora?

Milyen az alakja a potencial kifejezésének a feliileti €s térbeli toltéseloszlas esetében?

Mi a fluxus?

Hogyan sz6l Gauss torvénye?

Milyen az egyenletes feliileti toltésstirtiségli (Q toltésii) gomb villamos tere és potencialja
(grafikus abrazolassal is!)?

Milyen az egyenletes térbeli toltéssiiriiséggel toltott (Q toltésti) gomb elektrosztatikus tere és
potencialja (grafikus abrazolassal is!)?

Hogyan valtozik a henger alaku (a keresztmetszete a sugaru kor), egyenletes feliileti
toltésstiriségli (+0) vezetd elektrosztatikus tere €s potencidlja a tengelyétdl valo tavolsag
fliggvényében?

Milyen médon valtozik a végtelen nagy, vékony sikfeliileten elhelyezkedd pozitiv toltésektol
(+o feliileti toltésstlirliségtol) eredd villamos térerdsség?

Milyen a térerdsség valtozasa az ellenkezd eldjelii, de azonos toltésmennyiséggel (o feliileti
toltésstiriiséggel) ellatott két nagy vékony sikfeliilet kornyezetében elhelyezkedd pontokban?



38.
39.

40.
41.

42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.

51.

52.

53.
54.
55.
56.
57.

58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.

Mely harom megallapitas érvényes az elektrosztatikus térre a vezetok jelenlétében?

Mi a kapcsolat a vezetd felszinén 1évd feliileti toltésstirliség és a vezetdfelszin kozelében
mérhetd térerdsség kozott?

Hogyan oszlik el a villamos tSltés a kiillonboz6 alaki maganyos vezetd testeken?

Hol alkalmazzak és hogyan az el6z6 kérdésben taglalt kiilonboz6 alaki vezetdtesteket (az
egyenetlen toltéseloszlast)?

Mi az influencia (az elektrosztatikus indukcid v. elektromos megosztés)?

Hogyan arnyékolhat6 az elektrosztatikus tér (Faraday-féle ketrec)?

Milyen elven és hogyan miikddik az elektroszkop?

Mi a kapcsolat a magényos vezetd testek toltése €s potencialja kozott?

Mi a kondenzator és mivel jellemezhetd?

Milyen kondenzatorfajtdk hasznalatosak manapsag?

Mekkora a maganyos r sugaru vezetdgémb kapacitasa?

Hogyan szamithato a sikkondenzétor kapacitasa?

Mekkora az adott méretekkel rendelkezé gdmbkondenzator kapacitasa (C), mely pontokban a
legnagyobb a térerdsség (Enmax), ¢s mekkora a legnagyobb megengedett fesziiltség (Upax),
amelyre a konenzator rakapcsolhatd, ha ismerjiik a szigetel0anyag atiitési térerdsségét?
Hogyan szamithat6 az adott méretekkel rendelkezd koaxialis, hosszegységenként ellenkez6
eljelii, Q abszolut értékii toltéssel ellatott hengerek (koaxialis kondenzator) esetére a
vonalmenti (hosszegységre esé) kapacitasa (C), hol a legnagyobb a villamos tér (Epmax), €S
mekkora a legnagyobb megengedett fesziiltség (Unax), amelyre a konenzétor rakapcsolhato,
ha ismerjiik a szigeteldanyag atiitési térerdsségét?

Milyen kifejezésekkel szamithato az adott méretekkel koriilirt, két parhuzamos,
hosszegységenként ellenkezé eljelti, Q abszolut értékii toltéssel ellatott henger
keresztmetszetli vonal hosszegységre esé kapacitasa (C), mely pontokban a legnagyobb a
villamos tér (Ena.x), ¢s mekkora a legnagyobb megengedett fesziiltség (Upnax), amelyre az
ilyen “konenzator” rakapcsolhato, ha ismerjiik a szigeteldanyag atiitési térerossegét?

Milyen eredd kondenzatorral helyettesithetd egy soros kapcsolasu kondenzatorcsoport?
Hogyan szadmithato a parhuzamosan kapcsolt kondenzatorok eredé kapacitasa?

Hogyan valdsithatok meg a nagy kapacitasu és nagy precizitasi kondenzatorok?

Milyen modon allitjak el a kis kapacitast, de nagy precizitasti kondenzatorokat?

Mi a kapcsolat a potencidl és a térbeli toltéssiirliség-eloszlas kozott (Poisson egydimenzids
egyenlete)?

Mi a szigeteldanyagok polarizacioja (polarozasa)?

Hény fajta polarizacio 1étezik és mi jellemzi 6ket?

Melyik fajta polarizacio hatasa a legkifejez6bb?

Hogyan tisztit az elektrosztatikus levegotisztit?

Mi a polarizaciovektor (a villamos polarozas vektora) elsédleges értelmezése?

Mi a polarizacidvektor masik értelmezése?

Milyen a homogén szigeteldanyag?

Mivel jellemezheto a linearis dielektrikum?

Mi az elektromos szuszceptibilitas és milyen értékii lehet?

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az izotrop szigetel6anyag?

Mi jellemzi a nemhomogén (inhomogén) szigetelot?

Mi mondhatd el a nemlinedris dielektrikumokr6l?

Melyek a kotott vagy latszolagos villamos toltések?

Hogyan szdmithato a polarizacios (latszolagos) toltések feliileti toltésstirlisége?

Milyen a polarizalt szigetel6anyag fizikai modellje?

Milyen a villamos tér a homogén és linearis dielektrikumban?

Mi a relativ permittivitas (relativ dielektromos alland6)?

Mi az abszolut dielektromos allando?
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77.
78.
79.
80.
. Hogyan tornek meg az erévonalak a hatarfeliileteken?
82.
83.
84.

81

85.
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66

Hogyan valtozik meg a kondenzator kapacitasa, ha a fegyverzetei kozott levego helyett mas,
jobb mindségii (g, relativ permittivitast) szigeteldanyag helyezkedik el?

Mi az altalanos Gauss torvény?

Mi az elektromos indukci6 vektora (eltolasi vektor)?

Mi a villamos elmozdulas a dielektrikumban?

Mit értenek a villamos elmozdulas alatt a vdkuumban?

Mi az eltolési vektor fluxuscsatornaja és milyen ismeretet hordoz?

Hogyan fogalmazhat6 meg a szigetelok kritikus (atiitési) térer0ssége?

Mi torténik a gazhalmazallapoti szigeteldanyagok esetében, ha a téerdsség értéke
meghaladja a szigeteldanyag atiitési térer0sségét?

Mi a visszamaradt polarizacio?

Mi jellemzi a ferroelektromos szigeteldanyagokat?

Milyen a ferroelektromos dielektrikum hiszterézisgorbéje?

Mik az elektretek?

Mivel egyenld a feltoltott kondenzator energiaja?

Hol helyezkedik el az energia a kondenzatorban?

Mivel ardnyos az energia térfogatstirisége az elektrosztatikus térben?

Hogyan szamithatok az elektrosztatikus erdk az energia segitségével, ha a toltésmennyiség a
fegyverzeteken allandé marad?

Mivel egyenld az erd, ha a testek potencialja allando?

Milyen veszteségek jelentkeznek a valtozo villamos tében 1évo szigeteldanyagban?

Milyen lehet a villamos t6ltések mozgasa a homogén villamos térben?

Hogyan szamithato a villamos toltés sebessége az inhomogén villamos térben?



3. EGYENARAMOK - ELEKTROKINEMATIKA

Az elektrosztatika a mozdulatlan, illetve a makroszkopikusan rogzitett villamos toltések
altal létrehozott villamos tér elemzésével foglalkozik. Az elektrokinematika targya a toltott
részecskék villamos tér hatdsara torténd mozgasdnak tanulméanyozéasa. A toltések rendezett
mozgasa a folyadékok aramlasahoz hasonlithatd ezért a mozg6 elektromos (villamos) toltéseket
elektromos aramnak nevezziik. Ha az elektromos aram nem fligg az id6tdl, vagyis a villamos
toltések sebbesége allandd, akkor azt idoben éallandé elektromos aramnak vagy egyenaramnak
nevezziik.

A villamos toltések makroszkopikus mozgésa lehet idoben valtozd, és akkor ezt valtakozo
aramnak illetve valtoaramnak hivjuk. A valtédramnak nagyobb a technikai jelentdsége, mint az
egyenaramnak, de az egyenaramok elemzése sokkal egyszeriibb és az elemzés eredményei
részben felhasznalhatok a valtdbaramok tanulmanyozasakor is.

3.1. Elektromos aram szilard és folyékony vezetokben

Helyezziink a szilard vagy folyékony dielektrikum (szigeteldanyag) belsejébe két villamos
toltéssel ellatott vezetdtestet! A vezetd feliiletén elhelyezkedd toltések villamos teret 1étesitenek
a dielektrikumban. A dielektrikum polarizalodik, de mivel nincs szabad toltéshordozo, nem
indulhat meg a toltések aramlasa. Most tételezziik fel, hogy egy AQ>0 toltés eltavozott az elsd
test felszinérdl (ez a toltés most a dielektrikum molekulai kozotti vakuumban helyezkedik el).

1 2

3.1. abra.

A szabad toltés mozgasat a villamos térerdsség vektora hatarozza meg, de ehhez a térhez
még hozzdadddnak a kozvetlen kozelben levé dielektrikum atomjainak és molekuldinak a
mikroszkopikus villamos terei is. Ezért a toltések mozgasa (palyaja) igen Osszetett (bonyolult).
Ez esetben megelégedhetiink egy leegyszertsitett elemzéssel is. Tegytik fel, hogy az M pontban
a szabad toltésre AF=AQE er6 hat . Az erd hatdsara a toltés felgyorsul (az E vektor irdnyaba ),
majd rovid id6 utan a toltés dsszelitkozik egy semleges atommal (mivel a molekulak igen kozel
vannak egymashoz ) és megall. A folyamat ezutan ismétlodik. Gyorsulés...litkdzés. ..megallas.

Makroszkopikusan szemlélve a folyamatot a toltés egy E er6vonal mentén halad
mindaddig, amig nem jut el a masik testen levé N pontba, ahol végiil is semlegesitodik.

Most tételezziik fel, hogy a két vezetdtest kozotti térrészt nagy fajlagos ellenallasu anyag
(rossz vezetd) tolti ki (példaul konyhaso hig oldata). Az oldatban nagyszami mozgékony pozitiv
¢€s negativ ion van, amelyekre hat a villamos erdtér. A pozitiv ionok a villamos tér vektoranak
irdnyaba, mig a negativ ionok a villamos tér vektoraval ellentétes iranyba mozdulnak el.

Fontos megjegyezni, hogy az ionoknak ez a mozgdsa nem idéz elé6 makroszkopikus
toltésfelgytilemlést (toltésfelhalmozodast) az oldat egyetlen pontjdban sem. Ha ugyanis egy
toltés elmozdul, a villamos tér hatdsara rogton a helyébe érkezik a szomszédos toltés, amely
szintén a villamos tér hatdsara végzi a mozgasat.
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A toltések ilyen mozgasa lassan a két vezetd test semlegesitéséhez vezet. A villamos tér
fokozatosan gyengiil, a toltések aramlasa csokken és végiil teljesen megsziinik. Az elébbi
meghatarozas szerint ez a folyamat nem nevezhetd idében allandé aramnak.

Hogyan lehetséges tehat idében alland6 aramot megvaldsitani az oldatban?

Ahhoz, hogy létrejohessen az egyendaram, a két testen a villamos toltések szamat (a
toltésmennyiséget) alland6 szinten kell tartani. Ez a cél tobb mddon is elérhetd, de valamennyi
modszernek egy és ugyanaz a lényege. Valamilyen modon a toltéseket az egyik testrdl at kell
vinni a masik testre (illetve vissza kell vinni a masik testre). Ha ezt a folyamatot allandositjuk
beall egy egyensuly: a testen, az egységnyi id0 alatt semlegesitédott toltéseket pontosan
ugyanolyan szamu és eldjeli toltéssel potoljuk ugyanazon idéegység alatt, igy a toltésmennyiség
az adott testen allandé marad.

A fent leirt folyamat alkalmazhat6 az id6ben alland6 aramok fenntartdsara mind a szilard,
mind a folyékony kozegekben, ahol a toltések “szabad utja” (a két iitkozés kozott megtett
utszakasz) mikroszkopikus méreti.

A fent leirt egyszertsitett modell alapjan harom fontos kovetkeztetést vonhatunk le:

a. A villamos tér hatasara a szabad toltések a vezetdben a két iitkdzés kozott felgyorsulnak.

b. A munka, amelyet a villamos tér végez a szabad toltések felgyorsitasakor, a toltések kinetikai
energiajava alakul at.

c. Utkozés alkalmaval a villamos tdltések kinetikai energidjukat atadjak a semleges
atomoknak. Ennek kovetkeztében az atomok termikus mozgasa felgyorsul. (A vezetd
felmelegszik.)

1. Barmely vezetében, amelyben villamos aram folyik, a villamos energia egy része
héenergiava alakul at (Joule féle héveszteség jelensége.)

a. Az 1idében dallandé 4ramok fenntartdsdhoz elengedhetetleniil sziikséges, hogy a
toltésmennyiséget a testeken valamilyen mdodon alland6 szinten tartsuk. A pozitiv toltésnek a
negativ toltésti testrdl torténd eltavolitdsdhoz és a pozitiv toltésii testre vald atviteléhez
sziikséges egy kiils6 (nem elektromos) erd, amely a villamos erd ellen fejti ki hatésat.

2. Ahhoz, hogy egy adott vezetoben az egyenaramot fenntarthassunk, feltétleniil sziikséges
egy “kiils6”, nem villamos erd jelenléte (kozremiikodése), amely eré a villamos
toltéseket a villamos tér hatasa ellen mozgatja.

3. Az elektromos energia egy része a vezetd minden pontjaban, ahol aram folyik, hové
alakul at. Tehat a generator elsédleges energiaja nem csak egyszeres atalakulason megy
at (a villamos tér energiajava), hanem az energia egyuttal el is szallitodik a vezet6
minden pontjaba, és ott masodszori atalakulaskor hové valik.
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az elektrosztatikus tér esetében a stacionarius aramlasi tér esetében

3.2. abra.
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A 3.2. dbran nyil jeloli a generatort, illetve a kiils6 erdket, amelyek arra torekszenek, hogy
a pozitiv toltéseket “atvigyék™ a generatoron keresztiil a nyil irdnyaban, a negativ toltéseket
pedig a nyillal ellenkez6 iranyban. A generator vezetékekkel (3) csatlakozik a villamosan to1tott
vezetO testekhez (1 és 2).

A toltések aramlédsa a generatoron keresztiil addig tart, amig a villamos eréhatas (amely az
1, 2 és 3 testekre felgyiilemld toltésektol ered), ki nem egyenlitddik a kiilsd (nem elektromos
er6k altal kifejtett) er6hatassal. Ha most a két vezetd testet Osszekotjiik egy vezetékkel (4), a
villamos tér, amely az 1 és 2 testen 1év0 toltésektdl ered meginditja a szabad toltések mozgasat a
4 vezetéken keresztiil.

Ennek a folyamatnak kettds kovetkezménye lesz. Az egyik az, hogy a villamos tér munkat
végez a szabad toltések felgyorsitdsakor (ennek az energianak egy része mint mondottuk atalakul
héenergiava). gy tehat a villamos tér energidja csokken, mert a toltések egy része
semlegesitédott, és ezaltal a villamos tér értéke is csokken. Ezért (és ez a masodik
kovetkezmény) a kiilsé erdk Ujra képesek folytatni a toltések mozgatasat a villamos térrel
ellentétes irAnyban és igy potoljak az 1 és 2 jelolésii testrél eltavozott toltéseket. Igy beall egy
egyensuly, amelyeben a generator folyamatosan potolja az 1 €s 2 testrdl a 4 vezeton at eltdvozod
toltésmennyiséget. Ennek az az eredménye, hogy a 4 vezetén keresztiil idoben &llando
(stacionaris) aram vagyis egyenaram folyik.

Egyenaramok esetén a toltések eloszlasa a vezetdk feliiletén makroszkopikusan szemlélve
valtozatban marad. Ez szerint:

Az egyenaramokat létrehozé villamos tér ugyanolyan tulajdonsagokkal bir mint az az
elektrosztatikus tér amely ugyanolyan eloszlasu sztatikus (mozdulatlan) toltésektél ered.

Az elektrosztatikaban meghatarozott fogalmak koziil a villamos térerdsség, a potencial és a
fesziiltség érvényesek itt is, a stacionaris aramok villamos térében vagyis az egyenaramoknal.
Egyetlen fontos kiilonbség az elektrosztatikus tér €s az egyenaramoknal jelentkezd villamos tér
kozott, hogy az utoébbi a vezetdk belsejében is létezik (fennall). Konnyen belathatd, hogy
tulajdonképpen ez a villamos tér okozza a szabad tdltések mozgasat a vezetSben, és ennek
tovabbi kdvetkezménye az, hogy az egyenaramok esetében a vezetok feliilete nem ekvipotecialis
feliilet.

Tovabbi fontos észrevétel, hogy a villamos tér egyidoben kozvetitd és “tarold” szerepet is
jatszik az energia atvitelében a generator és a fogyasztd kozott, illetve a generator és az a pont
kozott, ahol a villamos tér energidja atalakul, és valamilyen més energiaformat 6lt. Az energia
folyamatosan alakul at a fogyaszton mikozben a generator biztositja a villamos energia
utanpotlasat. A sebesség, amellyel az energia a fogyasztokon atalakul, igen nagy értékeket vehet
fel (10°J/s). Masfel8l a villamos tér energiaja a gyakorlatban aranylag kis értékeket képvisel (10
J ). Ez azt jelenti, hogy az egyendramoknal jelentkezé villamos tér igen kisméretii
energiatarolonak mondhato, amely azonnal Ujra t6ltddik mihelyt egy kicsit is “kitirtl”.

Maga a villamos tér, amely az energiaszallito kozeg szerepét jatssza nem igényel kiilon
idot a feltoltésre, mert az energiabefogadd képessége igen kicsiny. Ezért, a villamos tér
segitségével lehetséges az energia atvitele nagy tavolsagra ¢és, ami gyakorlatilag sokkal
fontosabb, hogy az energiaatviteli sebesség (teljesitmény) valtoztatasa rendkiviil széles skalan
szinte késleltetés nélkiil bonyolithato.

3.1.1. AZ ARAM SURUSEGE ES AZ ARAM EROSSEGE

A villamos éaram, illetve a villamos toltések rendezett mozgasa két fizikai egységgel
jellemezhetd:

Az aramsiiriség vektormennyiség, amely a villamos toltések rendezett mozgasat irja le a
tér egy adott pontjaban.
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Az aram erdssége skalaris mennyiség, amely egy adott makroszkopikus feliileten athalado
szabad villamos toltések mozgasat jellemzi.

A tér egy meghatéarozott részét, amelyben villamos aram folyik, aramlési térnek nevezziik.

Példaként jeldljiink meg egy pontot a stacionaris dramlasi térben. Tételezziik fel tovabba,
hogy a villamos t6ltéshordozok mind azonosak (pl. a fém vezetdben a szabad elektronok mind
egyenld toltéssel rendelkeznek). Jeloljiik tovabba a szabad toltéshordozok toltésmennyiségét Q-
val (Q>0 V Q<0), N-nel pedig a toltéshordozok koncentraciojat.

N=2 szabad toltéshordozok szama az elemi AV térfogatelemben

AV
Jeloljiikk v-vel a szabad toltéshordozok tér hatdsara 1étrejott mozgasanak atlagsebességét. Az
aramsiirtiség vektorat e hdrom mennyiség ( Q N V) szorzata hatdrozza meg.
J=QING
A definici6 szerint a pozitiv toltések egy adott iranyba torténd aramlasa, illetve ugyanolyan
toltésmennyiségli negativ toltések ellentétes iranyba torténd aramlasa eredményeként ugyanazt
az aramstriséget kapjuk.

NG-Q)(-v)=NQ Vv
Egyes vezetOkben Iétezhetnek kiilonboz6 toltésmennyiséggel rendelkezé szabad
toltéshordozok (pl. egy oldat tobbféle + és - ionnal). Ez esetben az dramsiirliség vektorat egy
adott pontban a kiilomb6z6 Ny Qx Vk szorzatok vektoridlis 6sszegeként kaphatjuk meg:

j:ZNkEQka

Figyeljiink meg az aramlasi térben egy tetszés szerinti kicsiny AS sik feliiletet, az N Q ¢és
v mennyiségeknek most is ugyanaz az értelmezésiik, mint az &ramsiiriiség vektoranak a
meghatarozasakor. Tételezziik fel tovabba, hogy a feliiletelemre merdleges vektor és a v vektor
egy O szoget zarnak be. Most hatdrozzuk meg azt a toltésmennyiséget, amely az elemi AS
feliileten At id6 alatt athalad.

S

V tcosa

\Y%

3.3. édbra.

A toltéshordozok a At id6 alatt v At utat tesznek meg, ami azt jelenti, hogy az Osszes
toltéshordozo, amely a kis ferde hasdbon beliil helyezkedik el, a t és a t+At id6kozben athalad a
AS feliileten. A ferde hasab térfogata nem mas mint AS[¥ [Atldosa és igy:

AQAs—en at Atalatt = N ED [ [AS [At [dosa

AQAs—en at Atalatt — J[AS [At [¢osa
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AQAS—en at Atalatt = j mé LAt
(ahol a AS=AS [, a feliiletelemet, mint vektort szemléljiik)

Az aram er0sségét a AQ szabad toltéshordozoknak a AS feliiletelemen At id6 alatt athaladt
mennyisége és a At idokoz hanyadosaként hatirozhatjuk meg. Ez tehat a AS feliiletelemen
athalad¢ szabad toltéshordozoknak a toltésmennyisége egységnyi id6 alatt.

AIAs—en at = AQAs—en at At alatt
AIAs—en at = j mé

Vegyiink most egy S feliiletet, (amely nem sziikségszertien sik feliilet). Az ezen a feliileten
athaladod aram erdsségét ugy hatarozhatjuk meg, hogy az S feliiletet kicsiny AS feliiletelemekre
osztjuk fel, és minden egyes feliiletelemen keresztiil meghatarozzuk az aram erdsségét.

AQAs—en at Atalatt — Z AQAs—en at At alatt — Z j mé LAt

S S

AIAs—en at :AQAs—en at At alatt/ At

AIAs-en at = z j mé

S

Ha az aramstriiség az S feliileten pontrol pontra valtozo, akkor a fenti képlet altal kapott
eredmény akkor lesz egyre pontasabb, ha a AS elemi feliiletek nagysadgat minden hataron tal

csokkentjiik. Végiil is AS helyett dS irhatunk és a Z jel helyett az integralas jelét I irjuk.

Is-enét =J- ‘J Dd S
S
Meértékegységek:
— az aramerdsség mértékegysége a
coulomb
masodperc

amit ampernek neveziink, a jele pedig: A.
— az aramsiriség (vektoranak) egysége az

amper
1’1’12

¢s nincs kiilon egysége valamint jele, de a gyakorlatbol tudjuk réla, hogy nagyon kis egységnek
szamit. Ebbol kifolydlag az SI mértékrendszer hasznalatanak ajadnldsa mellett is gyakran
eléfordul, hogy az dramstirliséget A/mm?-es egységben fejezik ki. Ez természetesen helytelen és
nem ajanlott.

Az é4ramerOsség kifejezés helyett gyakran csak az dram megnevezést hasznaljuk, ami
természeteesen helytelen, mivel az aram fogalma sokkal altalanosabb: a szabad tdltéshordozok
rendezett mozgasat jelenti.

Az aram erdsségét aramméré muszerrel (amperméterrel) mérjiik. A mérést ugy végezzik,
hogy megszakitjuk a vezetdt, amelyben az aram erdsségét mérni akarjuk, és a méromiiszert
bekotjiik a megszakitott helyre. A gyakorlatban sokféle aramerd miiszer 1étezik, egyesek
érzékenyek az aram iranyara, masok nem.

fme néhany méréssel megallapitott adat az dramer6sség tipikus értékére:
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galvanométerrel mérhetd legkisebb érték kb. 1 pA
idegimpulzus kb. 0,01 nA
halalos ért€k, ha az emberi szervezeten keresztiil folyik kb. 0,02 A
zseblampa 0,2 A
1zzolampa 0,2-0,6 A
vasalo 2A
villanyttizhely 10-20 A
mikrohullamn siité 10 A
villamos 50 A
elektromos hegesztokésziilék 50-600 A
elektromos angolna 100 A
villanymozdony 2 kA
olvasztokemence 15 kA
Villamcsapaskor (amely kb. 50ps tart) 20-100 kA

3.1. Példa: Ha a rézben atomonként atlagban egy szabad elektronnal szamolunk, akkor a szabad
elektronok koncentracidja 8,4 10% [e-/cm’]. Szamitsuk ki egy elektron atlagos sebességét, ha az
aramsiirliség értéke J=10 [A/mm?] (ez az érték a rézben aranytalanul nagy; a megszokott értékek
a réz vezetékben nem haladjak meg az 5 [A/mm?] értéket ).

Megoldas:
J 10 00 °
N 8.400*®0.6007"

vV =

=0.744 00 > [m/s]=0.744 [mm /s]

Tehat az elektronnak 22,5 percre van sziiksége ahhoz, hogy a villamos tér hatdsara 1 m
utat megtegyen. Ezzel szemben a fémekben a szabad elektronok termikus mozgasanak
sebessége szobahdmérsékleten 100 km/s nagysagrendii.

3.2. Példa: Tegyiik fel, hogy egy egyenes €s kor keresztmetszetii (d=2mm) réz vezetdben SA
erosségli egyenaram folyik. Szamitsuk ki az aramstirtiség vektoranak intenzitasat a vezetdben,
¢és a vezetO keresztmetszetén egy masodperc alatt athalado elektronok szamat.

Megoldas:

A villamos tér homogén az egyenes és henger alakil vezetékben ezért az aramsiiriség
vektortere is homogén a vezeték belsejében.

|
)= 43=—=1592010° [A/mz] = 1592 [A/mmz]

A villamos t6ltésmennyiség, amely egy masodperc alatt a vezetd keresztmetszetén athalad:

(Qus=10[s]=5[C]
Legyen n a vezetd keresztmetszetén egy masodperc alatt athalado elektronok szama:

Il:( Q )1 sek/e :5/1>6D10_19:3,13 |:|1019
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3.2. Kirchhoff elsé torvénye

A vezetdben 1évo stacionaris aramlasi térben figyeljiink meg egy zart S feliiletet. Ez az S
feliilet ki is metszheti a vezetd egy részét. Az aramerdsség definicidja minden esetben érvényes
lesz. A zart feliiletre huizott merdleges pozitiv irdnya a megegyezés szerint a feliiletbdl kifelé
mutat. Az S feliileten athalado aramot pozitivnak tekintjiik, ha a “+” toltések a feliiletbdl kifelé
haladnak illetve ha a “-*“ t6ltések a feliilet altal koriilzart térbe befelé aramlanak.

A toltések makroszkopikus mozgasa és eloszldsa esetlinkben (az idoben allamdé villamos
aram esetében) idofiiggetlen. EbboOl az kovetkezik, hogy amennyi pozitiv vagy negativ toltés
bejut a zart S feliilet altal koriilzart térbe, pontosan ugyanannyi toltésnek ki is kell jutnia az S
feliilet altal kortilzart térbol. Ellenkezd esetben a pozitiv vagy negativ toltések felhalmozddasa
kovetkezne be az S feliilet altal koriilzart térben. Ezaltal megvaltozna a szabad toltések eloszlasa
illetve maga a villamos tér is, amely a toltések aramlésat el6idézte. Ennek kovetkezményeként
maga a villamos aram is valtozna és nem beszélhetnénk tobbé egyenaramrol. Tehat:

Az iddben éllandd 4ram vagyis az egyendram esetében az dram intenzitdsa minden zért
feliileten keresztiil nulldval egyenld. Kirchhoff elsd torvényének matematikai alakja a
legaltalanosabb esetben:

JsS =0
p

Szemléljiink most egy fém vezetdt, amelyben az aramsiirtiség vektora J, a keresztmetszet
pedig S.

Az S keresztmetszeten keresztiil folyd aramerdsség szamitasakor, meg kell hatarozni a
feliiletre merdleges vektor iranyitasat. Az S feliiletre felvehetjilk az n, illetve -n vektorokat a
feliilet pozitiv “merdlegeseként” (igy lesznek pozitiv €s negativ dramok).

Az aramer6sség | skalaris, algebrai mennyiség (lehet pozitiv vagy negativ eldjelll). Az
aramerdsség algebrai eldjele fiigg az aramsiirliség vektoranak vezetdbeni iranyatol és az S
feliiletre tetszOlegesen felvett merdleges irdnyatol, az ugynevezett vonatkoztatdsi iranytol vagy
referenciairanytol.

Az aram erdssége egy adott keresztmetszetre (vagy egy adott vezetOben) csak akkor
értelmezett, ha ismert az aram tetszélegesen felvett vonatkoztatasi- vagy referenciairdnya. Az
aram referenciairanyat altalaban a vezetd mellett berajzolt nyillal tiintetjiik fel.

“B

3.4. abra. I az 1-es metszeten at S -be =1 a 2-es metszeten at az S-bol

Sokszor beszéliink az aram iranyarol egy adott vezetdben, habar az aram erdssége skalaris
mennyiség ¢és mint ilyen, nincs iranya. Az aram iranya fogalom definicié szerint az aramsiiriség
( J ) vektoranak irdnyat jelenti, illetve a pozitiv toltéshordozok mozgasiranyat.
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Ebben az értelemben a fémekben az aram irdnya és a toltések valodi mozgasiranya
ellentétes (mivel a fémekben elektronok a toltéshordozok).

Kirchhoff elsé vagy csomoponti torvényének a leggyakrabban hasznalt alakja a tobb
vezetOt 0sszekdtd csomopontra vonatkozik:

n2 k.]

3.5. abra.

$JMS = [J@S+ [JMS+ [JMS+ [JMS=0
S S1 S2 S3 S4

Minden egyes kifejezés (integral) az dramerdsség meghatarozasara szolgal a hozzarendelt
vezeton keresztiil, mégpedig a zart feliiletbdl kifelé mutatdé merdlegeshez mint
referenciairanyhoz viszonyitva. Ha ez a referencia-, illetve vonatkoztatdsi irdny helyett most
valamelyik vezetdén ellentétes vonatkoztatdsi irdnyt vesziink fel, a hozzatartozo kifejezés
(integral), illetve az aram erdssége csak eldjelet valt. Az 5. dbran feltiintetett aramiranyok mellett
az el6z6 egyenlet a kdvetkezo alakot olti:

11-12+I3-I4=0

4
lek=0

Kirchhoff els6 vagy csomoéponti térvényét €s a vonatkoztatdsi irdanyokat az 5-0s abra
szemlélteti. A referenciairdnyok a csomopontbol “kifelé” iranyulnak. Ez azt jelenti, hogy a
csomopontba folyd aramokat negativ, a csomdpontbol elfolyd v. kifolyd aramokat pedig pozitiv
algebrai eldjellel vessziik szdmba a Kirchhoff els6 torvényét rogzitd egyenletben (kifejezésben).

3.3. Példa: A képen lathaté amperméterek csak az aramerdsség abszolut A2
értékét tudjak mérni és kimutatni. Ha az A; és A, amperméterek
IL;[=5[A] és |IL|=8[A] értékeket mutatnak, milyen érték(ek)et mutathat az Al
As-as amperméter?
A3
Megoldas: Mivel ilyen feltételek mellett az As-as amperméteren
keresztiil +13[A], +3[A], -3[A] vagy -13[A] aram folyhat, de ez az
amperméter is csak az dramerdsség abszolut értékét mutatja, igy |I3|=3[A], vagy |I3|=13[A].
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3.3. Az elektromos aram aramlasi tere

Mint mar tudjuk. a tér azon részét, amelyben villamos aram folyik, aramlasi térnek, vagyis
a villamos aram aramlési terének nevezziik. Nézziik most meg, hogy mi jellemzd erre az
aramlési térre altalanosan, és hogyan irhat6 le akkor, ha az aramlasi tér vezetoben, elektrolitban
vagy szigetelében fordul eld.

3.3.1. A FAJLAGOS ELLENALLAS ES FAJLAGOS VEZETOKEPESSEG

A villamos aram fenntartasdhoz sziikséges, hogy a vezeték minden pontjaban létezzen
villamos tér. A vezetd minden pontjdban a villamos tér €s az aramstriiség vektora kozott egy
egyszeri Oszefliiggés all fenn. Az E és J vektornak megegyez6 az iranyuk €s az iranyitasuk is.
Egyszerli méréssel meggydzddhetiink arrol, hogy a legtobb vezetd esetében az dramsiiriiség
vektora J aranyos a villamos tér E vektoraval a vezeté minden pontjaban.

J=c[E aholoa fajlagos vezetOképesség jele.

OA O

O_QE?_ZB OA 0 50

“EOvO” -
VD" Bmd i
gm g

A fajlagos vezetoképesség egysége simens méterenként, vagyis simens/méter.
A gyakorlatban gyakran hasznaljuk a forditott 6sszefliggést is:

E= p [J ahol p a fajlagos ellenallas jele.

Oy O
E R [(Vm[]
P==Gan Oa g (@
0— 0
fn B

A fajlagos ellenéllds egysége ohm-méter, vagyis ohm-méter.

3.1.2. A VEZETOKBEN HOVE ALAKULO VILLAMOS ENERGIA
TELJESITMENYSURUSEGE

A vezetdben, amelyen keresztiil villamos aram folyik, a villamos energia a vezeté minden
pontjaban folytonosan hévé alakul at. fgy meghatarozhatjuk azt a kifejezést, amelynek
segitségével az energiaatalakulas teljesitményének stirtiségét kiszdmithatjuk. Nézziink most egy
vezetOt, amelyben a szabad tdltéshordozok koncentracidja N, a tdltéshordozok villamos toltése
Q, ¢és az E villamos tér hatdsara 1étrejott atlagsebességiik v. Az E és v vektorok egy iranytak de
az iranyitasuk lehet ellentétes is, attol fliggden, hogy a Q toltés értéke Q > 0 vagy pedig Q < 0.

Vegyiink egy tetszoleges kicsiny AV térfogatelemet és szamitsuk ki azt a munkat, amelyet
a villamos erdk végeznek a AV térfogatelemben levo toltések At id6 alatti elmozditasaval.

DA ersk = Felersk 1 toltesre[DSa At ids alare[d tOltések szdma AV-ben
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DA ersk = Q E iAt N AV
DA sk =J E AV At

Ez a munka (amelyet természetesen joule-ban fejeziink ki) a szabad toltéseknek a
folyamatos litkdzések kozotti felgyorsitasara hasznalodik el. Az energiamegmaradas torvényének
értelmében ez a munka egyenld azzal az energiamennyiséggel, amely a AV térfogatban a At id6
alatt hové alakul.

AA el.erok

At
Figyelembe véve, hogy E=pJ és AP aranyos AV-vel megkapjuk a térfogatelemben hdvé
alakulo teljesitmény strliségét, illetve a Joule-féle hoveszteség teljesitménystirtiségét:

A villamos erdk teljesitménye AP a AV térfogategységben: AP =

AP , . L
AV =JE=p0 (Joule torvénye az dramlasi térre)

A Joule-féle hoveszteség teljesitménystirisége nem mas, mint a hdveszteség teljesitményének
téfrogatstirisége, ami természetesen a fenti kifejezésbdl is lesziirhetd, és ennek watt
kébméterenként, vagy watt/kobméter (W/m?) az egysége.

Nézziik most a 3.6. abran 1évo valtozo keresztmetszetli vezetot:

S S
S/n
1
< 5t
‘77;(‘\: N 2 //ii/" 77777
< e
‘,,,,B//: / D AN :\\\4 ,,,,,
< 777777 7 \\4 77777
<'
3.6. abra.

Az aram stirlisége egy A pontban, amely pont elegendd tavol van a keresztmetszetvaltozas
sikjatol, egyenld lesz J1=I/S A vékonyabb keresztmetszetli rész B pontjdban pedig az
aramstriség J2=I/(S/n)=n I/S

A Joule féle hoveszteség teljesitménysiirisége az A és B pontokban:

APH_ DIZ' AP _ ZEDDIZ
HAVA_p o HAV -0 !

Ha az 1 aramerdsség novekszik a felszabaduld homennyiség térfogatelemkénti értéke a
vezetd masodik, sziikitett keresztmetszetli részében mindig n’-szer lesz nagyobb, mint az elsd
nagyobb keresztmetszetli részben. Ezért a 2-es rész sokkal intenzivebben fog melegedni, mint a
vezetd 1-es, nagyobb keresztmetszetli része (1asd a 3.6. abrat). Nagyobb aramerdsségek esetében
a vezetd még el is olvadhat, sokkal el6bb, miel6tt még a nagyobb keresztmetszetii rész
egyaltalin komolyabban felmelegedne. Ezt a jelenséget hasznaljak fel az aramkorok
megszakitdsara olvadd biztositékok segitségével. Ezek mint tudjuk, védik a vezetékeket a
tulzottan nagy aramerdsségektol, a tulmelegedéstol.
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313. A J=— KIFEJEZES ELMELETI LEVEZETESE

o | m

A villamos dram mechanizmusanak eddig ismertetett modellje vezetokben igen egyszeri (
a toltéshordozok gyorsuldsa-iitkozése-ledllasa-gyorsulas-litkozés-ledllas-...). Valamivel jobb
megkdzelités ( de a valosagtol még igen tavoli ) a kdvetkezo.

A toltéshordozok kaotikus homozgasa (a gazrészecskék Brown—féle mozgasahoz
hasonlithat6) a makroszkopikus villamos tér jelenléte nélkiil is fennall a vezetokben (hasonldan,
mint a gdzmolekulak kaotikus mozgasa, minden kiilsé erd és egyéb hatas hidnyaban).

Ez a hdmozgas makroszkopikus méretekben nem eredményezi a toltéshordozok rendezett
mozgasat.

3.7. abra.

Szemléljiink most egy fém vezetdt, amelyben a toltéshordozok a szabad elektronok. Az
elektronok homozgasanak atlagsebessége a fémekben igen nagy értékeket vehet fel (a réz
esetében szobahémérsékleten v=1600 km/s, ami 10'%-szer nagyobb, mint a villamos tér hatdsara
végzett rendezett mozgas atlagsebessége).

=NV,
ahol o a két litkdzés kozotti atlagos ithossz,
T a két titkozeés kozott eltelt atlagos idOtartam,
v; pedig az elektronok hdmozgasanak atlagsebessége.

Ha a fémekben makroszkopikus villamos tér is jelen van, akkor a szabad elektronok
rendezetlen hémozgasa moddosul olyan értelemben, hogy a szabad elektronok a jelenlévd
makroszkopikus villamos tér iranyaba elmozdulnak. A t6ltott részecskék gyorsuldsanak értékét
mar a stacionaris villamos tér esetében meghataroztuk:

_QLE
m

A toltott részecske (az elektron) a T 1d6 alatt egyenletesen gyorsulva mozog a kovetkezd
litkdzésig. A részecske sebessége az iddintervallum végén at, és mivel a kezddsebesség nulla
volt, az atlagsebesség értékét egyszerien at/2-nek vehetjiik. A villamos tér hatdsdra az
elektronok a fémekben a kovetkezod atlagsebességgel mozognak:

a

mo =T (E

1
2 2

V=

e
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- e INIT -
J=NQEF=——I[E
° 2,
j:ED p:zwi
P e” IN[F

Az egyvegyértekli fémek esetében (réz, eziist) a szamitassal kapott fajlagos
ellenallasértékek legalabb 100-szor nagyobbak a méréssel megallapitott valos értékektdl. Tehat a
klasszikus elmélet nem képes pontosan meghatarozni a fajlagos ellendllas értékét. A
kvantumelmélet felhasznalasaval a gyakorlati mérésekkel megegyezé eredmények érhetdk el, de
annak ismertetése mar tullépi a villamossagtan alapjaira kiszabott keretet.

3.4. Példa: Szamitsuk ki az elektronok két egymasutdn kovetkezd iitk6zésének az atlagidejét a
rézvezetékben, ha az elektronkoncentracio N=84[10% 1/cm’, az elektron toltésmennyisége

e =1,602007"° C, a réz fajlagos ellenallasa 0 °C-on pedig p, = 1,588 107 [Qm] .

Megoldas: A klasszikus elmélet és az aramvezetés egyszeriisitett modellje alapan a
fajlagos ellendllas a kovetkezd kifejezés szerint szamithato ki:
—_ 2 |]ne

e INO
A képletbdl egyszeriien kifejezhetd és kiszamithato az iitkozések atlagidejének (1) az értéke:
2 29,1007 [« _
=~ ¢ = - — Lia] ———=532007"[s].
e>INp, (1,602007"[c]) 8,400 [1/m3] 0,588 10" [am]

Po

3.1.4. A FEMEK FAJLAGOS ELLENALLASA

A fémek a vezetok legfontosabb osztalyat képezik (a réz, aluminium, eziist, wolfram ¢és a
kiilonféle 6tvozetek). A legtobb vezetd esetében, (igy a fémeknél is) a fajlagos vezetoképesség (
0 ) és a fajlagos ellenallas ( p ) nem fiigg a villamos tér nagysagatol (linearis karakterisztikaju
vezetOk). Ezzel szemben a 0 és a p is igen nagy mértékben fligg a hémérséklettdl. A
szobahOmérséklet kornyezetében azonban a fajlagos ellenallas értékének hofokfiiggése
gyakorlatilag egyenesnek tekinthetd:

Pt = po (1+at),

ez a kisebb hdmérséklettartomanyokra érvényes 0sszefliggés ahol:
p; a fajlagos ellenallas t°C-on,
o a fajlagos ellenallas héfoktényezdje (hdkoefficiense),
Po a fajlagos ellenallas 0°C-on.

Altalanos érvényii és a nagyobb hémérséklettartomanyokra érvényes osszefiiggés:
p. =P, {1 +a B+B & +y )

Az ¢el6z6 kifejezés jelolései itt is érvényesek. Az a,3 és y tényezoket (hdkoefficienseket)
kisérleti mérésekkel allapitjak meg kiilon minden egyes fémre. Az Q.3 és y tényezok értékeit
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tablazatokba rendezik a fémek, otvozetek €s homérsékleti tartomanyok szerint. Kivonatos
hoékoefficiens-tablazat talalhatd a kony végén a fiiggelékben.

Ha megnéziink néhany ilyen tablazatot, észrevehetjiikk, hogy a legtobb esetben a
hoéfoktényezonek pozitiv az értéke. Ez azt jelenti, hogy a fémek és 6tvozetek fajlagos ellenallasa
novekszik a homérséklettel. Ennek a jelenségnek van egy leegyszerlsitett magyarazata:
magasabb homérsékleten az elektronok termikus mozgasa felélénkiil és ezért nehezebb dket a
villamos tér segitségével rendezett mozgasra birni.

Léteznek olyan anyagok is, amelyeknél a fajlagos ellenallas hoéfoktényezdje negativ,
illetve, amelyeknél a fajlagos ellenallas értéke csokken a a hdmérséklet novekedésével.

Egyes otvozeteknél ( pl. konstantan és manganin ) sokkal kisebb a fajlagos ellenallas
héfoktényezdje (igaz ugyan, hogy naluk valamivel nagyobb maga a fajlagos ellendllas mint mas
anyagokndl), mint a tobbi fémeknél, és ezért ezeket az Otvozeteket igen pontos ellenallasok
készitésére €s precizios mérésekre hasznaljak.

3.5. Példa: Szamitsuk ki a villamos téreréss€ég nagysagat 20°C-on az aluminium- ¢és
rézvezetékben, ha korkeresztmetszetliek, d=1[mm] atmérével és [=2[A] erdsségii aram folyik
keresztiil rajtuk. Ismertek még a kovetkez adatok: az aluminium fajlagos ellenélldsa 0°C-on

262[107%[Qm], a réz fajlagos ellenalldsa 0°C-on 158810~ °[Qm], az aluminium hémérsékleti
tényezbjc 4,460 5/"(:5 a rézé pedig 4,27 007 5/"(:5
Megoldas: Ismert szdmunkra a villamos térerdsség és az aramsiriség vektora kozotti

Osszefiiggés: E=p L, valamint a J= l_S kifejezés is. Ezek alapjan felirhatjuk, hogy a villamos

tér értéke 20°C-on: E= P[zo%] dé

P = p, Ol +a @) =2,6200*[am] c{l + 4,46 D0 [y/oc] 22([ 0] ) = 2,854 10~* [am]

Al B0

ugyanez a szamitas a rézre a kovetkezo eredményt adja: pCug = 1,724007° [Qm] .
00(:D

Igy a villamos térerdsség az aluminiumvezetékben:

£ = p, B =285400" Q] B 2[A 8

=285400° 32— = 0,0727[!],
m? 3,1400°° m

4

- (3,14

a rézvezetékben pedig:

| _ 2[A] _ 8
E= [ =1,724007° — - =1,724007° 3—— =0,04|Y].
Py s [Qm] 10~ |2 > 31400 ) [m]

" 134

4

3.6. Példa: A vizmelegitd fiitdteste d=0,5[mm] &tmérdji, korkeresztmetszetli kromnikkel-
huzalbol késziilt. Hatarozzuk meg annak a messzingbdl késziilt vezetéknek a keresztmetszetét,
amelyen keresztlil a fitdtest a villamos halézathoz csatlakozik azzal a foltétellel, hogy a
messzing vezetékben a Joule-veszteségek teljestménysirisége 1%-at tegye ki a fiitOtest
huzalaiban keletkez6 Joule-veszteségek teljesitménysiirtiségének! A fitdtest munkahdmérséklete
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850[°C], a messzingvezetéké pedig 30[°Cl. p,., =137007%[am]|, p,, =7.500"[Qm],
a,. =0,00000025/°C5és a =0,00165/°c5.

Megoldas: A Joule veszteségek teljesitménysiirliségébdl % = JIE=p[F kiindulva a

messzingbdl és a  kromnikkelb6l — késziilt huzalokra nézve  folirhatjuk, hogy
P, D2 =0010p,_, ], . Az dramerésség nyilvanvaloan megegyezik mind a két vezetékben,

tehat J,  [@>=J [@>, viszont a fajlagos ellenallasokat ki kell szamolni a megfeleld

m?

munkahOmérsékletre: p.. = p, [ﬁl +a [ﬂm) és P, =P, [ﬂl +a [ﬂk_n).
Ezutan méar csak a behelyettesités és a keresett érték kifejezése marad hatra:

2 4
PoBn 005749 0,010
pk—n k-n dm

ebbdl aztan mar egyszeri kifejezni a keresett atmérét, hiszen d,, =1,548 [dl = 0,774 [mm] [

3.1.5. AZ ELEKTRONOK MOZGEKONYSAGA A FEMEKBEN

Az aramsiirtiség vektoranak definicioja alapjan:

J=NQF; i—o@=2 ,
p
¢s mivel a fémekben Q = -e ebbdl kovetkezik, hogy:
vo-— L _[E
Nlp

Ezt az dsszefliggést altalaban a kovetkezdalakban irjuk:
¥1= g
ahol [ aranyossagi tényezot az elektronok mozgékonysaganak nevezzik:
1
Nelp
A kiilonféle szabad toltéshordozok mozgékonysagat a vezetokben a fentihez hasonlo
moddon hatarozhatjuk meg.

u:

3.1.6. A SZUPRAVEZETOK

Egyes fémek esetében (pl. réz) a fajlagos ellendllds csokkenése a hdémérséklet
fliggvényében szabalyos (torés nélkiili). Mig mas fémeknél, az igen alacsony homérsékleteken
(az abszolut nulla fok, -273,16°C kozelében) a fajlagos ellenallas hirtelen elenyészd nagysagra
(praktikusan nullara) csokken. Az ilyen vezetére azt mondjuk, hogy idedlis vezetévé vagy
szupravezetoveé valik. Ez a kiilonboz6 fémeknél mas €s mas hdmérsékleten kovetkezik be, pl:

6lom (Pb) 7,26 'K
tantal (Ta) 4,38 'K
higany (Hg) 4,12 'K
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6n (Sn) 3,69 'K

aluminium (Al) 1,14 'K
cink (Zn) 0,79 'K
kadmium (Cd) 0,54 'K
hafnium (Hf) 0,35 'K

A szupravezetok masik, jellemzo tulajdonsaga, hogy ,kilokik” magukbol a magneses
indukciovonalakat (Meissner-effektus), vagyis ugy viselkednek, mint egy idedlis diamagneses
anyag (a magnesességgel, a magneses anyagokkal a konyv kovetkezo két fejezete foglalkozik).

A fémek 4,2 °K fok ala torténd lehiitése folyékony hélium segitségével torténik, és ma mar
nem jelent kiilondsebb technologiai nehézséget.

Alkalmazas: az aranylag kisméreti szupravezetOben lehetséges igen nagy daramok
fenntartasa veszteség nélkiil, hiszen meleg nem fejlodik, tehat nincs veszteség, ami felemésztené
az energiat. Ennek segitségével igen erds mdagneses teret lehet 1étesiteni. Szupravezetdkkel
megoldhato a veszteségmentes energiaszallitas.

A szupravezetés jelenségét Kammerlingh-Onnes (Heike Kammerlingh-Onnes 1853 — 1926
holland fizikus) fedezte fel 1911-ben. A jelenség elméleti magyarazata igen bonyolult és csak
joval késobb, 1957-ben sikeriilt megadni (Bardeen —Cooper —Schrieffer), megmozgatva a
kvantummechanika teljes fogalmi és szamitastechnikai apparatusat.

3.1.7. AZ ELEKTROLITOK VEZETOKEPESSEGE

A sok, savak, lugok vizes oldatai, amelyeket mas szoval elektrolitoknak neveziink, a
viszonylag jo vezetOk csoportjaba sorolhatok. Az érdekesség ebben csupan az, hogy sem a viz
(ha desztillalt) sem a fent emlitett anyagok (savak, ligok, sok) nem tartoznak a vezetok kozé,
tehat nem vezetik az elektromos aramot. Az oldatok fajlagos ellendllasa, illetve fajlagos
vezetOképessége fligg:

1. az oldészer fajtajatol,
2. az oldott anyag fajtajatol és
3. az oldat koncentraciojatol.

A homeérséklet emelkedésével az elektrolitok disszociacidé foka novekszik (a disszociacio
foka alatt az adott pillanatban az ionokra felbomlott molekuldk szézalékaranyat értjiik), de ezzel
ellentétben csokken az ionok mozgékonysaga. Végiil mégis csak az elsé hatas az erdsebb és igy
az oldat fajlagos vezetOképessége novekszik a hdmérséklet emelkedésével:

Gy, =0y |:[1 T, E(tz - tl)]v

ahol az 04 a h6foktényez6 vagy hokoefficiens.

Az elektrolitikus oldat fajlagos vezetOképessége igen tag hatarok kozott fiiggetlen a
villamos tér értékének a valtozasaitol, tehat akar csak a szilard vezetok, az elektrolitok is linearis
vezetOknek tekinthetok. Ki kell azonban hangsulyozni, hogy a villamos aram athaladéasakor, az
oldatokban fellép az elektrolizis jelensége is. Ennek kovetkezményeként az elektroddk és az
elektrolit hatarfeliiletén, a szabad toltésekre a villamos erdk mellett kémiai eredeti kotoerdk is
hatnak. Ebbdl az kdvetkezik, hogy a villamos dram athaladasa az oldatokon igencsak Osszetett
folyamat.
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3.1.8. A DIELEKTRIKUMOK (SZIGETELOK) VEZETOKEPESSEGE

A természetben nem létezik dielektrikum, amely tokéletes szigeteldanyag lenne,
mindegyik dielektrikumnak van egy bizonyos (igen kicsiny) fajlagos vezetoképessége, illetve
igen nagy (de nem végtelen) fajlagos ellenallasa. Ami a villamos dram vezetési mechanizmusat
illeti kétféle dielektrikumot kiilonboztethetliink meg:

1. a szabad elektronok elszakadnak a dielektrikum molekulaitdl egy kiilsé ok (altalaban igen
nagy villamos tér) hatdsara és

2. egy bizonyos szdmu molekula szétesik ionokra, hasonldképpen, mint az oldatoknal (ez a
gyakoribb eset).

A dielektrikumokban a szabad toltések koncentracidja sokkal kisebb, mint a fémekben
vagy az elektrolitokben, a fajlagos ellenalas sokkal nagyobb, mint a fémek ¢és elektrolitok
fajlagos ellenallasa. igy a dielektrikumokban fennallo villamos aramok is sokkal kisebbek, mint
a vezetokben ¢és altalaban a vezetOk aramahoz viszonyitva elhanyagolhatok (kivételt képeznek az
igen er6s villamos terek, amikor is a dielektrikum arama nagyobb értékeket vehet fel és
szamolnunk kell vele).

A legtobb dielektrikum vezetdképessége nem fiigg a villamos térerdsségétdl, tehat ezek a
dielektrikumok, illetve szigetelok igen rosszmindségii, de linearis vezetoknek tekinthetok.

Azoknal a dielektrikumoknal, amelyek vezetési mechanizmusa hasonlit az elektrolitok
vezetési mechanizmusédhoz, a fajlagos ellenédllas a hémérséklet novekedésével érezhetden
lecsokken. Megfeleld erejii villamos tér hatdsara elektromos aram Iéphet fel, és a dielektrikum
belseje ennek kovetkeztében felmelegszik. Mivel a dielektrikumok egyben rossz hévezetdk is, a
fejlédo ho lassan vezetddik el. Tehat a hdmérséklet tovabb emelkedik, ami a fajlagos ellenallas
még nagyobb csokkenését idézi eld, ami természetesen méginkabb az aram ndévekedéséhez
vezet. E folyamat végiil is a dielektrikum olvaddsdhoz és kémiai széteséséhez vezet. A
dielektrikum elveszti szigetel0 tulajdonsagat és vezetdévé valik. Ezt a jelenséget a dielektrikum
(szigeteld) atiitésének (hdatiitésének) nevezziik.

A dielektrikum fajlagos ellenallasat nagymértékben befolyasolja:

1. adielektrikum szennyzetségi foka,

2. adielektrikum nem egyontetli (inhomogén ) felépitése,

3. adielektrikum nedvességtartalma stb.

A legtobb esetben a dielektrikumok fajlagos ellendllasdnak csak a megkozelitd értékét
adjuk meg. A szennyezettség jelenléte szinte kivétel nélkiil jelentés mértékben csokkenti a
dielektrikum (szigeteld) fajlagos ellenallasat. A szigeteloknél kiilon figyelmet kell forditani a
feliileti fajlagos ellenallasra, mivel a szigetelok feliilete a kornyezettel érintkezve szennyezddésre
igencsak hajlamos. A szennyezett vagy nedves feliiletek esetében a szigetelok feliileti arama
sokkal nagyobb értékeket vesz fel mint a szigetelok belsd drama.

A feliileti fajlagos ellenallas meghatarozasa a kovetkez6 moddon torténik. Tételezziik fel,
hogy az 4ram igen vékony rétegben folyik a dielektrikum felszinén, ezért el0szor a feliileti
aramstlriség vektorat J; hatarozzuk meg. E vektor iranyitdsa megegyezik a pozitiv
toltéshordozok haladasi irdnyaval.

= Alpy sétességben
mivel a feliileti 4ramsiiriség vektora, a js aranyos a téerdsség feliileti (tangencialis)
Osszetevdjével (komponensével), az Et vektorral ebbdl az kovetkezik, hogy:
E, =p, O, ,

ahol p, [Q] a feliileti fajlagos ellenallas.
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3.8. abra.

Az 1-1° ¢és 2-2° szakaszok merdlegesek a feliileti aramsurliség J; vektordra és ezért
ekvipotencialis szakaszoknak tekinthetok. A fesziiltség a két szakasz pontjai kozott:

0 _Ab[]
U12 = Et (Ab = Ps E]]s (Ab =Al p, szélességbenDE)s BA_aE

Az egyenlet utmutatast nyujt ahhoz, hogy hogyan lehet a feliileti fajlagos ellenallast
megmérni. Helyezziink el két “a*“ hosszusagi elektrodat parhuzamosan egymadssal, “b*
tavolsagra egymastol ( b <<a) a szigeteld feliiletén ( ily médon homogén villamos teret kapunk
az elektrodak kozott). Ezek utan mérjik meg a fesziiltség és az aramerdsség értékét a két
elektroda kozott. Ez a mérési eljaras igencsak “koriillményes®, €s a kapott eredmények is csak

tajékoztato jellegliek.

3.4. Az elektromos ellenallas és Ohm torvénye

Vegyiink egy tetszéleges S keresztmetszetli igen hosszi egyenes vezetdt. Tételezziik fel
tovabba, hogy a vezeté homogén szerkezetil, fajlagos ellendllasa p, és I erdsségli aram folyik
keresztiil rajta. A villamos tér vektora E a vezetd belsejében homogén ¢és iranya parhuzamos a
vezetd tengelyével.

Az el6zoekben elmondottak alapjan kovetkezik, hogy a vezetd minden merdleges
keresztmetszete ekvipotencidlis feliiletnek tekinthetd. Most hatdrozzuk meg az 1 és 2
keresztmetszetek kozotti fesziiltségkiilonbséget, ha a vezetdben I erdsségli aram folyik. Azt mar
el6zdleg megallapitottuk, hogy az idében allandé 4ram esetén a villamos tér ugyanolyan
természetli, mint az elektrosztatikus tér esetében, amely azonos eloszlasu, de nyugvo
toltéshordozoktol ered. Ezért a fesziiltség definicidja ugyanaz marad mint az elektrosztatikaban:

3.9. abra.
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Mivel
E=pd, J=1/S

2 2
- - 4

U, =V,-V, =‘[E d ¢ =‘[E M/ =E @ =p E!S—IZI]

Mint a kifejezésbdl latjuk, a két pont kozotti fesziiltség aranyos a kozottiikk folyd dram

erdsségével. A fenti kifejezés U = Rl formaban felirt alakja Ohm torvényeként ismert. Az

aranyossagi egyltthatot Ohm torvényében elektromos ellenallasnak (vagy egyszertien csak

ellenallasnak) nevezziik. Az 1 hossziusadgi, homogén szerkezetii, p fajlagos ellenallasu vezetd
ellenallasa tehat R=p I/s.

Az elektromos ellenallas jele R, mértékegysége pedig a volt/amper, amelynek kiilén nevet is

adtak: ohm él;—] , QB Az R=p Us kifejezésbdl a fajlagos ellendllas mértékegysége sziirhetd le
O

kinnyen, ami Q-m.

Vegylink most egy tetszéleges alaku szilard vezetdtestet, amelynek két jo vezetdbol
késziilt (fémvezetd) kivezetése van. Tegyiik fel tovabba, hogy a vezetdtest fajlagos ellenéllasa p
sokkal nagyobb a fémvezeto fajlagos ellenéallasanal Pemye,, tehat P >> Prmyes -

r i o .
At T -
V1 1y V2
+I I'_;
1 — e AT 2
+-|—T :I_-l- _|_+ . _
=

I
3.10. abra.

Az ilyen elemet, amely egy adott fajlagos ellenallasu testbdl, és két j6 mindségli vezetdbol
késziilt kivezetésbol all “ellendllasnak® nevezzik. Tételezziik fel tovabba, hogy az adott
“ellenallastest linearis anyagbol késziilt, tehat a fajlagos ellenallasa nem fiigg a rajta
keresztiilfolydo  4ram  erdsségétdl, az aramsurtség vektoratol illetve a  villamos
térerdsségvektortol, vagyis felirhato, hogy:

p2f(1) & p#f(3), illetve p Zf(E).
Ez azt jelenti, hogy a vezetdtest valamennyi pontjaban az aramsiiriiség vektora aranyos az
aramerdsséggel, és akkor felirhatjuk, hogy:

E ) = 01 0O
J=11[d illetve E=I1PpLL ahol @
gelﬁletg

A wvektor (melynek 1/feliilet az egysége) iranya és iranyitasa pontr6l pontra valtozo a
szigetelOtestben. Vegylik észre, hogy eddig csak a szigeteldtest anyagéanak linearitasat kotottik
ki, vagyis a test anyaganak dsszetétele nem sziikségszertien homogén ( a p minden pontban lehet
mas és mas). Ha most a kapott térerdsség alapjan szamitjuk a fesziiltséget az 1 és 2 pontok
kozott, a kovetkezo kifejezést kapjuk:

2 2
U, =1 qpmmhl R ,ahol R=Ipmm2
1 1
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Az integralast tetszoleges utvonal mentén végezhetjiik, mivel a fesziiltség értéke fliggetlen
a vonalintegral integralasi utvonalatdl (amelyen az 1-es pontbdl a 2-es pontba jutunk - ez az
elektrosztatikus villamos tér egyik jellegzetes tulajdonsaga ).

Ahogy az a fenti képletbdl is latszik, az ellenallas értéke nem fligg az aram erdsségétol.
Azokat az ellenallasokat, amelyek értéke fiiggetlen az aram erdsségétdl, illetve a kivezetések
kozotti fesziiltség értékétél amig mas koriilmények (hémérséklet, nedvesség stb.) meg nem
valtoznak, linedris ellenallasoknak nevezziik. Azokat az ellenallasokat, amelyek nem teljesitik az
el6zo feltételt nemlinedris ellenallasoknak nevezziik.

Amennyiben az ellenallds értéke szokvanyos iizemmodban (aramerdsségértékeken)
kozvetleniil fliggetlen is az dramerdsség értékétdl, ez a fiiggetlenség kdzvetve nem 4ll fenn. Ha
ugyanis az ellenallasnak nincs megfeleld hiitése, akkor az ellenallas értéke 1ddvel valtozni fog,
mert a végsé hdmérsékleti értéket az adott aramerdsség €s a hiités viszonya hatdrozza meg. Ha az
ellenallas értékének valtozdsa csak késve koveti az daramerdsség valtozasat, akkor azt
mondhatjuk, hogy az ellendllds linearis, mert az értéke csak a hémérséklet valtozasa miatt
modosult. De ha az dramerdsség valtozasat az ellendllas valtozéasa csak jelentéktelen késéssel
koveti, (mint pl. a wolfram izzdszélas izzoldmpa esetében), akkor nemlinearis ellendllasrol
besz¢liink.

Léteznek olyan anyagok is, amelyeknek a fajlagos ellenallasértéke a villamos tér értékétol
fiigg. Ezekbdl az anyagokbol készithetok a nemlinearis jellegi ellenalasok.

A tetszoleges alaku ellenallas értékének meghatarozasara egyetlen mod a kozvetlen mérés.
A fesziiltséget az ellendllas két végpontja kozott voltméterrel mérjilk, a rajta atfolyo
aramerdsséget pedig amperméterrel ugy, hogy megszakitvan az aramkort az ampermétert
sorbakotjik az ellenallassal ¢és wjra zarjuk az aramkort. A keresett ellendllasértéket Ohm
torvényebdl kapjuk meg:

Tobb tetszOlegesen Osszekapcsolt ellenallas, amelynek két kivezetése van, minden esetben
egy eredd (ekvivalens) ellendlldsal helyetesithetd. Az ellenallasok dbrazolasara leggyakorabban a
3.11. abran lathat6 szimbolumok hasznalatosak:

Az ellenallds mint aramkori elem jellemzésére az ellenallas helyett gyakran az ellenallas
reciprok értékét hasznaljuk, amit vezetésnek neveziink. Ilyenkor a fajlagos ellenallas fogalma
helyett a fajlagos vezetdképességet hasznaljuk.

1 01 0 LA O ENEE

G=x HResalsl. 958

Az elektromos vezetés jele, mint a fenti kifejezésbdl kitlinik, G, az egysége pedig siemens
(S). Az egység a nevét Siemensrdl (Ernst Verner von Siemens 1816 — 1892, német
elektrotechnikus, feltalalo, gyaros) kapta.

[

=

3.11. &bra.

85



3.1.1. AZ ELLENALLASOK SOROS, PARHUZAMOS ES VEGYES
KAPCSOLASA

A gyakorlatban kiilonféle okokbol az ellendllasokat sokszor igen Osszetett modon

kapcsoljuk 6ssze. Minden ilyen kapcsolas, amelynek két kivezetése van, egy ekvivalens (eredd)
ellenallasként kezelheto.

UrR1 | UR2 | URn
R1 R2 Rn
e Ce e
Al Uas _ B

3.12. abra.

A sorbakapcsolt ellenéllasokra, a fenti 3.12. abra alapjan felirhat6, hogy:
Up =Ug +Ug + ... +U, =1[R, +R, + ... +R,)

U
lAB =R,, =R, +R, + ... +R,
1 1 1 1
= + + + —
Gaw G: G, G

A kapott kifejezésbol lathatd, hogy R, értéke minden esetben nagyobb, mint a
legnagyobb sorbakotott ellenallas értéke. Az eredd vezetésrdl azt tudjuk, hogy kisebb, mint a
sorbakapcsolt vezetések legkisebbike.

1T in lIZ I"l
Uas v D & H ”””””””” ncﬁﬂ

3.13. abra.

A 3.13. dbra alapjan Kirchhoff els6 torvényét alkalmazva az A pontra felirhatd, hogy:

=1+, 41, =22 Y U
R, R, R,
_ U _ 1
Rekv | T 1 1
—_—t —+ ..+t —
Rl RZ Rn
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1 1 1 1
= — 4+ —+ ., + —
Rekv R, R, R,
G =G +G_+...+G
ekv 1 2 n

Parhuzamos kapcsolas esetén az R, értéke minden esetben kisebb, mint a legkisebb
parhuzamossan kotott ellenallas értéke. Mivel pedig az elektromos vezetések Osszeadodnak a
sorbakapcsolt ellenallasok esetében, igy elmondhatd, hogy az eredd vezetés nagyobb, mint a
legnagyobb parhuzamosan kapcsolt vezetés.

Az ellenallasok vegyes kapcsolasa alatt, azt az dsszetett kapcsolasi modszert értjiik, amikor
mind a soros mind a parhuzamos kapcsolas esete fennall és a vegyes kapcsolasu résznek csak két
kimenete van. A vegyes kapcsolasu kétpdlusok eredd ellendllasat a soros és parhuzamos
ellenallascsoportok fokozatos, egyenkénti helyettesitésével oldjuk meg.

3.7. Példa: Szamitsuk ki az ered6 (ekvivalens) ellenallast az A és B pont kozott (1asd a mellékelt
abrat), ha R=10[q] !

R R R
A——:I—'—:I*—:I—-—-B
Megoldas:
R R R
— T -+ —
Al 3 B A
1
R32
| S )
R
| oum— | 4—
| S|
[ J [ J
A B
4 3

A jelzett transzformaciok (atalakitasok) alapjan, az A és B pontok kozotti ellenallasra azt kapjuk,
hogy (tulajdonképpen harom parhuzamosan kapcsolt ellenallasunk van, hiszen ha jobban
megnézziik, kdnnyen belatjuk, hogy mindharom ellenalldsnak az egyik kapcsa az A, a masik a B
ponthoz csatlakozik):

R
R =RulR = 2R =

R _
§_3,33[Q].
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3.1.2. AZ ELLENALLAS HOFOKFUGGESE

Vegyiink egy tetszOleges alaki, homogén és linedris anyagbdl késziilt ellenallast. Ez
2

esetben a fajlagos ellendllas, a p, az R =Ip (€0 [al ¢ kifejezésben kiemelhetd az integralds
1

jele elé. A homogén anyagbdl késziilt ellenallas értéke aranyos az adott anyag fajlagos
ellenallasaval ¢és értéke ugyanugy fligg a homérséklettdl, mind a felhasznalt anyag fajlagos
ellenallasa, tehat:

R=Ry( 1+ at)
az alacsonyabb homérsékletek esetén (a szobahOmérséklet kornyezetében). Viszont nagyobb
homérsékletkiilonbségek esetén:

R=Ry ( 1+at+ B +yt),

ahol: Ry az ellenallas értéke 0°C-on
R, az ellenillds értéke t "C-on
a, B és y az anyagra jellemz6 héfoktényezok (hokoefficiensek).
Ha az ellenallds nem homogén anyagbdl késziilt ezek a képletek nem érvényesek. Az
ellendllas ¢és a homérséklet kozotti Osszefiiggés ez esetben csak kisérleti uton (méréssel)
allapithatd meg.

3.8. Példa: Egy P=100 [W]-0s, U=220[V] fesziiltségre eldrelatott izzoszalhoz 45[mg] wolframot
hasznaltak fel. A wolframbél késziilt izzoészal munkah8mérséklete 2400[°C], tomegsiiriisége
pedig p,, =19,3[g/cm’], fajlagos ellenallasa pe=500°[Qm], a hémérsékleti tényezék pedig:
0=5,238007 [1/°C] B=0,700° [1/°C?] és y=0,06200~° [1/°C’]. Hatirozzuk meg az izzoszal
hosszat és atmérdjét!

Megoldas: A wolfram fajlagos ellenéllasa 2400 °C-on:
Poso = P, (1+a @+ B +yd’) = p,(1+5,238007° 2400 +0,7007° [{2400) + 0,062 10~ [12400)*)
P00 = 18,46 [p, =0,923 uQm

huzal ellendllésa, igy a wolframé is 2400 °C-on R = p,,,, [—Iéi , €s ez az elso egyenletiink, amely

két ismeretlent tartalmaz. A masodik egyenlet m = p_ [$ [/, amely ugyanazt a két ismeretlent

tartalmazza mint az els6. Az egyenletrendszer megoldasa utan a kovetkezo értékeket kapjuk: az
izz6szal hossza 1=1,1 m az atmérdje pedig d=0,052 mm.
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3.43. A FESZULTSEG REFERENCIAIRANYA AZ ELLENALLASOKON

Az villamos 4ram iranyaval kapcsolatos megegyez€s szerint mi az elektronok mozgésaval
ellentétes iranyt tekintjiilk az aram pozitiv irdnyanak. (Az elektromos aram pozitiv iranyanak a
meghatarozasa teljesen megegyezés dolga, viszont az egész vildgon igy definidljak az 4ram
pozitiv iranyat.) Az aram valodi irdnya az ellenallas magasabb potencialti csatlakozasa feldl az
alacsonyabb potencialu csatlakozésa felé mutat (3.14. abra).

U=V1-V2

R

L 1

I
3.14. abra

Altalanos esetben, amikor egy villamos halézatot analizalni kezdiink nem tudjuk elSre
meghatarozni az dram valddi irdnyat. Ezért nem tudhatjuk, hogy az ellenallas melyik
csatlakozéasa van magasabb potencialon. Ilyen esetekben kivalasztunk egy iranyt a két lehetséges
koziil, és ezt az onkényesen valasztott iranyt az aram vonatkoztatasi- vagy referenciairdnyanak
nevezziik. A szamitds végén az aramerdsség értékére pozitiv vagy negativ eredményt kapunk,
attol fliggden, hogy az dram valddi irdnya ¢€s a kivalasztott referenciairany megegyezik-e vagy
sem.

1. Ha most feltételezziik, hogy az aram valddi iranya és a valasztott referencia irdny
megegyeznek, akkor I > 0. Ohm térvénye érvényben lesz a V1-V2-re, mert U= (V1-V2 )>0

2. Ha pedig a felvett vonatkoztatasi irany és az dram valddi irdnya nem egyeznek meg, akkor I
<0 Ohm torvénye ez esetben is érvényben lesz a V1-V2-re, mert most U= (V1-V2 )<O.

Ezek szerint a fesziiltséget az ellenallas kivezetései kozott mindig Ggy szamoljuk, mint a (
V1-V2 ) potencialkiilonbséget. V1 az ellendllas azon kivezetésének potencialja, amelynek
potencidlértéke akkor lenne magasabb, ha az aram referenciairdnya ¢és a valds irdnya
megegyezne. Mas szoval minden esetben azt feltételezziik, hogy az az ellenallasvég van
magasabb potencidlon, amelyre az d4ram valasztott referenciairdnya ramutat (amely
ellenallasvégbe a referenciairanyt jelzo nyil behatol). Ez esetben Ohm térvénye U=R I mindig
érvényben lesz fiiggetleniil a felvett vonatkoztatasi aramiranytol. Az ily médon meghatarozott
fesziiltség- €s aramiranyt 6sszehangoltnak is nevezziik.

3.4.4. FOLDELESEK ELLENALLASA
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A gyakorlatban a fogyasztok talnyomo tobbségét lefoldelik, illetve egy vezeton at
Osszekotik a folddel. Sok esetben ez biztonsagi okokbol elengedhetetlen, mint példaul a
haztartasi gépeknél. Ha a fesziiltség alatt 1évo vezeték és a gép (fogyasztd) fémszerkezete kozott
valamilyen okbodl (meghibasodas) zarlat keletkezik, akkor a foldeléstest és a foldvezeték
megakadalyozza, hogy a fémszerkezet a f6ldhdz viszonyitva magas potencialértéket vegyen fel.
A gyakorlatban a foldelést ugy végezziik, hogy egy viszonylag nagy feliileti j6 vezetobdl késziilt
targyat (foldeléstestet) ledsunk, vagy leszarunk (leveriink) a foldbe. Ezutan azt a fémszerkezetet,
amelyet foldelni szandékozunk jo vezetd segitségével 6sszekotjiik a foldeléstesttel.

Vegyiink egy félgomb alaku foldeléstestet, amelynek sugara a és tételezziik fel, hogy a
vezetOben, amely a foldeléshez van kotve I erdsségli aram folyik (az aram a meghibasodott
berendezés fémszerkezete és a fesziiltség alatt 1évé vezeték kozotti rovidzarlat miatt folyik).
Tételezziik fel tovabba, hogy a villamos energiat szolgaltatd generator igen tavol van, és
ugyancsak le van foldelve. Ez esetben az aramkor a foldon keresztiil zarodik s igy a foldet,
valamint a fogyaszt6 és a generator ellenallastestét ellenallasnak tekinthetjiik (3.15. dbra). Ennek
az ellenallasnak a fold az ellenallasteste, a fogyasztd és a generator foldelései pedig a kivezetései
(kapcsai), és ennek az ellenallasnak az értékét tekintjiik foldelési ellenallasnak.

A gyakorlatban a generator foldelése nagysagrendekkel jobb kivitelezésli, mint a
fogyaszto foldelése, vagyis a generator foldelésének sokkal nagyobb a feliilete, mint a fogyasztd
foldelésének a feliilete. Ez a feltételezés modot nyujt egy egyszerusitett elemzésre. A generator
foldelését (foldeléstestét) ugy is elképzelhetjiik, mint egy félgomb, amelynek sugara (b) sokkal
nagyobb, mint a fogyasztd foldelésének sugara (a), vagyis b >> a (3.16. abra). Ami a fajlagos
ellenallasokat illeti pPgm << Pgig, €z€rt mind a két félgdombot ekvipotencialis feliiletnek
tekinthetjiik. Az aramstriiség vektora J j6 megkdzelitéssel radidlisnak mondhat6. Ezek alapjan a
foldelés (a fold) ellenallasa a kovetkezd mddon szamithatd:

| ]
_pd o 1g. pd

Vy, -V, = [dr =
a b {p 202 Ot 2 Ot b0~ 20nla
_Va_vb_ p
Ree = = = o

Lassunk mindjart egy gyakorlati példat a foldelés ellenallasanak szdmitasara.
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3.9. Példa: Hogy redlis képet alkothasunk a foldelés ellenallasanak értékérdl tegyiik fel, hogy a

fold fajlagos ellendllasa p=10> Qm (nedves fold ) és legyen a=Im. Az cldbbi R = ZDTL@.

egyenlet alapjan kapjuk, hogy:
p _ 1 0 12

20nla  20mld

10 Q-nal kisebb értékeket nehezen valdsithatunk meg a foldelésellenallas értékére. A
legjobb foldeléseket fémlemezek édes ( Req=1Q), illetve so6s (Rgia <<l Q) talajvizbe vald
stillyesztésével kaphatjuk.

Ha a foldelés értéke kicsi, rovidzarlat esetén nagy aramerdsségek 1épnek fel a
foldvezetéken keresztiil. Az eléirdsok szerint a magasfesziiltségli vezetékeket olvado- vagy mas
fajta biztositékokkal kell ellatni, és rovidzarlat esetén ezek a biztositékok reagalnak (levalasztjak
a zarlatos fogyasztot a magasfesziiltségli vezetékekrdl). Az eldbbi példabol viszont azt is
lathatjuk, hogy az U=220 V fesziiltség esetén az aram erdssége a foldvezetéken keresztiil
[=U/R14=220/15,92=13,82 A lesz. A haztartasokban hasznalt olvaddbiztositékok gyakran 16 A-
os vagy még nagyobb aramerdsségekre reagalnak, tehat a foldelés nem minden esetben nyujt
biztonsagos védelmet az dramiitéstdl, amit igencsak szem el6tt kell tartanunk.

Resia. = = 15,92 [Q]

3.44.1. A lépésfesziiltség

Esetenként a foldelésen keresztlil igen nagy aramok folyhatnak. Tobb ezer amper
nagysagrendiiek (villamcsapas alkalmaval, illetve a magas fesziiltségli tavvezetékek
foldzarlatakor ) is lehetnek ezek az aramok. Ha a kozeg (a talaj), amelyben a foldelés van rossz
vezetd (szaraz talaj) a villamos tér értéke a foldelés kozelében igen nagy értékeket vehet fel.
Ennek eredményeként a fesziiltség a talaj két pontja kdzott a foldeléstest koriil igen nagy, sot
néha ¢életveszélyes értékeket érhet el.

A foldelés kozelében 1épéstavolsagra, d tavolsagra sugériranyban (kb. 0,75 m)
elhelyezkedd két pont kozotti potencidlkiilonbséget 1épésfesziiltségnek nevezziik. A
1épésfesziiltség érteke fiigg a foldelés fajtajatol, a rajta 4athaladd aramerdsségtdl és a
kornyezetében 1évo talaj fajlagos ellenallasatol.

Természetesen a Iépésfesziiltség legnagyobb lehetséges értéke fontos jellemzdje a
foldelésnek, ezért a 1épésfesziiltség alatt legtobbszor a 1épésfesziiltség legnagyobb értékét értjlik
az adott foldelésre:

a+d
I p[lﬂ 1 H_ pld
Vo Vo = [ PE— (ar

a " Va .fp 207 (A a+d0 20t@la+d)

3.10. Példa: A lépésfesziiltség, mint mar mondottuk, egyes esetekben igen nagy értékeket vehet
fel. Szemléltetésképpen most hatdrozzuk meg a 1épésfesziiltség értékét egy félgdomb alaka
foldeléstest esetére. Legyen p=107 (nedves talaj), tovabba a=1m, a 1épéshossz d=0,75m és az
aram erdssége [=1250 A (ami megkozelitleg egy 20 kV-os magasfesziiltségli halozat foldzarlati
araménak felel meg). Ekkor a 1épésfesziiltség értéke:

pMl 1[0  pl@ _ 10°1250[075
2mih  a+d E'zm@ma+d)_2[3,14ﬂ[ﬂ1+o,75

Uy = } = 8526 [V]

Amint lathato, ez igen nagy érték.

91



3.5. Joule torvénye

Joule torvénye alatt azt a kifejezést értjiik, amelynek segitségével az adott ellenallason egy
meghatarozott idoéegység alatt hové atalakuld villamos energia értékét kiszamitjuk.

Vegyiink egy tetszdleges ellenallast, amelynek értéke R, tételezziik fel, hogy az
ellenallason keresztiil I erdsségli egyenaram folyik keresztiil és a kapcsai kozotti fesziiltség
érteke U.

A t 1d6 alatt az R ellenalldson 4thalado villamos t6ltés mennyisége Q=I-- t értéket tesz ki.
Ezeket a toltéseket a villamos erdk “vitték at* az ellenallason keresztiil munkat végezve ezzel,
mikdzben a munkat a villamos tér energidjanak ,,szamlajara” (rovasara) végezték el, és ez az
energiamennyisége az ellenallason hové alakult:

A il ek =Q U I't

Az energiamegmaradas torvényének értelmében az ellenadllason hdévé alakult energia
mennyisége éppen ezzel a munkéval egyenld.

2

U
W:UDD:RHZDt:?Eﬂ

A t 1d0 alatt az R ellenallasban hdvé alakult villamos energia mennyiségének megéllapitdsdhoz
hasznalatos fenti 6sszefliggést JOULE torvényének nevezziik.

Mivel egyendramokrol van szo, az energiaatalakulas folyamata allandd (folytonos), ezért
atosztva az idévelaz atalakulas teljesitményét kapjuk:

U2
P-UO=RO? = —
R

Az ellenallasban hévé alakulé villamos energia teljesitményének szamitasdhoz szolgédlod fenti
kifejezést ugyancsak JOULE torvényének nevezik.

Igen gyakran az ellenallason hévé alakuld villamos energia teljesitményét roviden csak a
fogyaszto (ez esetben az ellenallas) teljesitményének nevezziik.

Az energia jele:W, mértékegysége pedig a joule, melynek jele: J. A joule nem mas, mint
watt-szekundum [Ws]

A teljesitmény jele: P, mértékegysége a watt, melynek jele: W. A watt viszont J/s.

Az energidt nemcsak joule-okban fejezik ki, mint példaul az elhasznalt elektromos energia
elszamoléasanal, ahol az energiat kWh (kiléwattérdkban) fejezik ki. Ennek az egységnek a joule-
hoz valé viszonya:

1 [KwWh] = 1000 8600 [W ¥ =3,6 (10°[ ] .

A homennyiség (hGenergia) mérésére gyakran hasznalt mértékegység a kaloria [cal]. A
meghatarozas szerint a kaloria az a hémennyiség, amely egy gramm viz hémérsékletét 1°C-al
(14,5 °C 161 15,5 °C -ra) emeli. Kisérletileg megallapitottak, hogy:

1 [cal] =4,186[J ],
vagy megforditva:
1[J]=0,239 [cal ].

3.11. Példa: Hatarozzuk meg, hogy milyen hosszi kromnikkel huzalok sziikségesek az 1500[ W],
1000[W] ¢és 500[W] teljesitményti flitOtestek elkészitéséhez. A fiitdtesteket U=220[V]
fesziiltségen miikodtetik, d=0,6[mm] keresztmetszetli huzal all a rendelkezésiinkre, a fiitGtest
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munkahémérséklete pedig 850 [°C]. Milyen teljesitményli fiitStesteket kaphatunk e harom
fiitGtest soros-, parhuzamos- és vegyes kapcsoldsaval (természetresen ezeket a kiilonb6zo

kapcsolasokat is U=220[ V] fesziiltségen tervezik mukodtetni) ?
Megoldas: A keresett huzalhossz a kdvetkez6 modon szamithato ki:

a P1=1500[ W] teljesitményii fiitétest esetében:

P, 1500[w]

P=UDO O Iz = 6,82[A
: T U 220[v] [A]
U_ 220[v]
U=1I,[R, O —= £ 32258[aF 370
: Ry = 6.82[4] [oF 37 q]

Paso = Po L+ a 1) =137 10 *[am] E%l +2 EI10"7[01C] [850[%]%:

=137,0210°° =137 10 °[am]

R, (06010%[m])

(3,14 S L 6,6[m]

— 1 —
Ri =P B% i 8 137[10°[om]

p 850

a P1=1000[ W] teljesitményt fiitétest esetében:

|, = P _ 1000[w] = 4,545 A]
U  220[v]
R, = yv = ﬂ = 48,4[9]
|, 4545[A]
0,60107[m])’
1, =S _ ) 3140 48’4{22] = 098] =1q r]
Peso 4 137010"*[am|

a P1=500[ W] teljesitményti futdtest esetében:

U _ 220[v] _
R, = T 207A] 96,92[a] =97 q]
0,610[m])’
0, =53 _ ) 31409 oy
Peso 4 1370110 [am]



Ha mindhdrom melegitotest szerepel a kapcsolasokban, akkor a kdvetkezo esetek fordulnak eld:

A flt6testek parhuzamos kapcsolasa

R;
1

R,
——

Ry
——

Az ered¢ ellenallas meghatarozasaval

»
»

3 U )

R, R, R,

R =
) R1[R2+le3+R2[R3

=16,072 016[q] , az ennek megfeleld P, teljesitmény

A fiitdtestek soros kapcsolasa

R, ) R, Az eredd ellenallas meghatarozasaval R,

R
e N T ]
r u 1 U

R, =R; +R, +R, =177,4{Q] , ez esetben a teljesitmény

a)

R,
| I R3 Ru
R, I
' l \
U U

Rl DRz + Rs EGR1 +R2)

R, =R, tR; = R +R
1Ty

u

=11626[q|, a teljesitmény pedig
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== =416 3 W]
R, 116260
b)
R,
L T R, R,
R; R |
U l U \
+ +
R, = R (R, +R, (R +R,) =72,46[q], az ennek megfelelé teljesitmény
R, +R,
U2
=5 =667.95 0668[w]
©)
R,
L T Rl Ru
R3 _ | I
18] U
R +R OR, +R
R, =—2 R, +R R, +R,) _ 290,13[q], a teljesitmény itt

R, +R;
U2
P= o =16682 0167[w] .

u

M¢ég harom kombinaci6 hianyzik a harom fiitGtestet tartalmazo vegyes kapcsolasok halmazabol!
Melyek ezek a kapcsolasok ?

Gyakorlasképpen kiszamithatok még az ellendllasok és a teljesitmények azokra az esetekre is,
amikor a harom fiitétest koziil csak kettét kapesolunk sorosan illetve parhuzamosan!

3.6. Villamos generatorok

Az id6ben allandd dramok fenntartasdhoz (a vezet6kben) elengedhetetleniil sziikséges egy
kiilsd, idegen, nem villamos erd jelenléte, amely a toltéseket szétvalasztja, és a villamos erd
hatasaval ellentétes irdnyban mozgatja. El0szor analizéljunk egy generatort, amely mint
kozvetlen atalakito miikddik, héenergiat alakit at villamos energiava. E generdtor hatasfoka
minddssze néhany szazad szazalék, ezért a gyakorlatban igen ritkdn alkalmazzuk, de az idegen
(nem villamos) erék hatdsat ezen a példan jol érzékelhetjiik.

Ha egy fémvezetdt hevitiink, a szabad elektronok termikus sebessége megnovekszik, és
egy bizonyos hdmérsékleten az elektronok atlagsebessége annyira megnovekszik, hogy képesek
legy6zni az Oket az anyaghoz kot villamos erdket. Tehét az elektronok elhagyjak a fémet
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(termikus elektronemisszio). Az elektronok sebessége a fém elhagyasakor fligg a fém fajtajatol
¢és a hdmérséklettdl.

Nézziink most egy vakuumdiddat, amelynél a katdd hevitésekor termikus elekronemisszio
kezdddott. Ennek kovetkeztében az elektronok fokozatosan elhagyjak a katodot, és koziiliikk egy
bizonyos szamu elektron az anodra jut. Ezaltal az an6don negativ, a katédon pedig pozitiv
toltésfelesleg halmozodik fel.

——
Fstr=-eEstr=-ma

3.17. abra.

A felhalmozodott toltésfelesleg természetesen villamos teret 1étesit, amely akadalyozza az
elektronok aramladsat az anodra. Az elektronok atvandorlasa az anodra csak akkor sziinik meg,
mikor az elektronok atjutdsdhoz sziikséges munka kiegyenlitddik az elektronok kinetikus
energiajaval. ( 1/2mv’=eU )

Ekkor tehat az elektronoknak a katodrol az anoddra vald atjutasahoz sziikséges
energiamennyiség pontosan megegyezik a fémbdl kilépo elektronok kinetikus energidjaval.

Ha az anodot és a katodot egy vezetOvel Osszekotjiik, akkor a vezetén at aram folyik.
Ezéltal csokken az andd és a katod toltése, a villamos tér legyengiil és az elektronok
kezddsebessége ismét elegendd lesz arra, hogy az anoddra jussanak (a jelenlévd villamos
fekezderd ellenére is) A bedllt egyensulyi helyzet utan, az elektronok szama amelyek a a
katddrol az anddra jutnak a vadkumon keresztiil, megegyezik az elektronoknak a vezetdn
keresztiil a katodra visszatéré szdmaval.

Ebben az esetben tehetetlenségi erd az az idegen, nem villamos erd, amely a toltéseket a
villamos térel szemben mozgatja. Ennél a generatorndl az idegen erd az elektrodak kozotti
utszakasz teljes hosszan hat az elektronokra (ez nem mindegyik generatortipusnal van igy).

F,=-elE

F=-m@&
Newton torvénye értelmében a két erd vektorialis dsszege minden pillanatban nullaval

egyenld, ezért felirhatjuk, hogy:

. UF F O m@aQ
Fose= —€ M- +—0= - @+—E:O
[-e -eQ e
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Az ma/e kifejezésnek ugyanaz a mértékegysége, mint a villamos térerésségnek, de ez nem
villamos térerdsség, hanem egy idegen kiilsé er6tdl eredd tér erdssége. Az idegen erd értékét gy
kapjuk meg, hogy ezt az idegen térerOsséget megszorozzuk az elektron toltésével. Ez a

s

vektora (idegen- vagy generatortér) elnevezést.

. _FL
l. Q

Elemezziikk most a kémiai aramforrasok (generatorok) galvanelemek és akumulatorok
miikodési elvét. Nézziik meg, hogy mi fog torténni, ha egy vezetdt az elektrolitba siillyesztiink.
Mint tudjuk az oldatban pozitiv és negativ ionok vannak jelen. Ha a jelenlévo ionok koziil egyik
fajta sem reagal kémiailag a vezetd (elektroda) anyagaval, semmi sem fog torténni, de ha az
elektroéda anyaga kémiailag reagdl az oldatban jelenlévé ionokkal, akkor egy uj molekula
keletkezik. Az elektréda és az elektroda feliillete mellett az elektrolitnak egy vékony rétege
feltoldodik ellentétes toltéshordozokkal. A toltéshordozok fajtija az elektrédan €s az oldatban az
oldat és az elektroda anyagatol fiigg. Rovid id6 utan a villamos erdk, amelyek az elektrédan és az
oldatban felhalmozodott toltésektdl erednek, megakadalyozzak az ionokat, hogy az elektroda
feliiletével érintkezzenek ¢€s igy a folyamat leall.

Két azonos anyagbdl késziilt elektroda ugyanabban az oldatban azonos fajtaja
toltéshordozokkal toltédik fel.

Ha a maésik elektroda mas anyagbdl késziilt mint az elsé, akkor az, az oldathoz viszonyitva
mas potencialon lesz, mint az el6zd elektroda. Fliggetleniil attol, hogy ez a masik elektroda
kémiailag reagél-e vagy sem az elektrolittal. Ha most a két elektrodat egy vezetdvel 6sszekotjiik,
az igy zart aramkoron keresztiil megindul a villamos aram. Tehat két kiilonb6zdé anyagh
elektroda ugyanabba az oldatba siillyesztve, ugy viselkedik, mint egy &ramforrds (villamos
generator).

Ennél a generatornal az idegen, nem villamos erdk, illetve a toltésekre hatd szétvalaszto
erdk, (amelyek nem a villamos tértél erednek) a kémiai kotderdk. Ezek a kémiai kotderdk csak
az elektroda és az elektrolit érintkezési feliiletén hatnak. Ezek az erdk az oldatban 1€v6 ionokat és
az elektroda anyaganak atomjait igyekeznek egy 0j vegyiiletté 6sszekapcsolni.

Valamennyi kémiai generdtor a fenti elv alapjan muikodik. A kémiai kotderdk csak
meghatarozott helyen ( az elektroda felszinén ) hatnak.

3.6.1. A FESZULTSEGGENERATOR FORRASFESZULTSEGE ES BELSO
ELLENALLASA

Az elézéekben a galvanelem felépitését és mikodését irtuk le. Ez a fajta aramforras (vagy
villamosenergia-forras) rendelkezik azzal a jo tulajdonsaggal, amivel a haldzati fesziiltség is: jo
kozelitéssel a terheléstdl fiiggetleniil “tartja” a fesziiltségét. Az ilyen daramforrasokat
fesziiltséggeneratoroknak nevezziik. A generatorok alkalmazasanak szemszogébdl nézve,
Iényegtelen az idegen toltésmozgatd erdk természete és eredete, amelyek a generatorokban a
villamos tdltésekre hatnak. A fesziiltséggeneratorokat két mennyiség segitségével
jellemezhetjiik: a generator forrésfesziiltségével (elektromotoros erdvel) és a belso ellenéllasal.

Vegyiink most egy “nyitott kapcsu® (iresjarati) fesziiltséggeneratort (3.18. abra). Az
idegen (nem elektromos, kiilsé erdk altal 1étrehozott) tér iranyat a felfelé mutatod nyil jelzi. Az
idegen tér hatdsara a pozitiv toltéshordozok a P elektrodan halmozddnak fel, a negativ
toltéshordozok pedig az N-el jeldlt elektrodara jutnak.
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A felhalmozddott toltések villamos terét a lefelé iranyuld nyil szemlélteti. A pdlusok
feltoltése (toltési folyamata) akkor sziinik meg, amikor a villamos erdk hatasa kiegyenlitddik az
idegen, toltésszétvalasztd erdk hatasaval:

. +F, =0  és mivel a definici6 szerint,

—

IEe =Q [E, az F=Q IZE ekkor felirhatjuk a kovetkezo egyenletet:
E+ éi =0, amely érvényes az iiresjaratil generator minden pontjaban ahol idegen erék
hatnak.

4k [ |

+ * +'

L I:|
E i

¥

- E: P

3.18. ébra.

A generator forrasfesziiltsége a definicid szerint a toltésszétvalasztdo erdk altal végzett
munka, és a AQ toltésmennyiség hanyadosaval egyenld. A toltésszétvalasztdo erdk, az el6zod
mondatban emlitett munkat akkor fejtik ki, amikor a AQ toltésmennyiséget a generatorban a
negativ polusrdl a pozitiv polusra viszik at, vagyis:

az idegen erdk altal kifejtett munka, amellyel a +AQ
E= toltésmennyiséget. a generatorban, a negativ pdlusrol a pozitiv pdlusra juttatjak

AQ

A toltésszétvalasztd erdk (F;) altal végzett munka az F; vektor vonallintegraljaval egyenlé az N
¢és P elektrodak kozott, és mivel F;i=AQE;:

A toltésszétvalaszto, idegen erdk nagysdga a definicié szerint nem fiigg a generator
elektrodain (pdlusain) 1évo toltésmennyiségtdl, sem a generdtoron athaladd aramerdsségétol.
Ezért a generator elektromotoros erejét (forrasfesziiltségét) szamithatjuk a generator barmilyen
lizemmodjara, tehat az iiresjaratra is:

-

E=-(E@/=(E@/=[EM/+[E @I =V, -V,

Dy 2
Oy T
Dy =

=z

¢s a kifejezés értéke fiiggetlen az integralds utvonalatol.
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Az integralast a “generatoron kivili tton* is el lehet végezni a kornyezo dielektrikumon at.
Mivel E=Vp-Vn, tehat a generator forrasfesziiltsége (elektromotoros ereje) egyenld az iiresjarata
generator pozitiv és negativ elektrodai kdzotti potencialkiilonbséggel, illetve fesziiltséggel.

A gyakorlatban tehat a generator forrasfesziiltségét igen egyszeriien megmérhetjiik, hiszen
elég ha megmérjiik a generator liresjarasi kapocsfesziiltségét.

Az elektromotoros erd skalaris mennyiség és nincs irdnya. Mégis bevezetjiikk a generator
forrasfesziiltségének iranyanak fogalmat, és alatta a toltésszétvalasztd erdk altal, a generator
belsejében a pozitiv toltésekre kifejtett erd iranyat értjiikk. Ez az irdny az “N” kivezetéstdl a “P”
kivezetés fel¢ mutat.

A generatorban hat6 idegen erdk munkéja a AQ toltésmennyiségnek az “N* elektrodarol a
“P* elektrodara torténd atvitelekor:

AA=AQE

Mivel, az idében allandd aram erdssége I, €s az aram valds irdnya a generatorban a negativ
elektrodatol a pozitiv elektroda felé mutat, akkor AQ=IAt, ahol At, az az iddtartam, amely alatt a
generatoron athalad a AQ toltésmennyiség. Igy a generator altal végzett munka a At idétartam
alatt:

AA=EMAt
Ez alapjan a fesziiltséggenerator teljesitménye:
P=AA /At=EI

Ez a teljesitmény lényegében annak az energiaatalakuldsnak a sebessége, amellyel a
generator a rendelkezésére allo idegen, nem villamos eredetli energiat a villamos tér energiajava
alakitja at. Meg kell jegyezni, hogy ez a képlet csak akkor érvényes, az aram referenciairanya a
generator pozitiv kapcsabol (kivezetésébol) “kifelé™ mutat.

Mivel a generatoron aram folyik keresztiil, igy a villamos energidnak egy része, ugyanugy
mint barmely mas ellenallas esetében, hové alakul at. A Joule-féle hdveszteség teljesitménye az
aram ¢értékének a négyzetével aranyos. A generator belsé ellenallasat pedig a kovetkezd
egyenletbdl hatarozhatjuk meg:

Pj a gen.=Rg[]]2

A generator belsd ellenallasat sok esetben nem lehet kiszamitani, mert a szamitashoz
ismerniink kell a pontos arameloszlast, €s a fajlagos ellenallas pontos értékét az egész utvonal
mentén a generator minden pontjaban. Ez legtobbszor ismeretlen, de a fesziiltséggenerator belsd
ellenallasa aranylag konnyen megmérhetd, ahogy azt a késobbiekben latni fogjuk.

3.6.2. A GENERATOR KAPOCSFESZULTSEGE

Az elhanyagolhaté belsé ellenalldsu fesziiltséggenerator (idealis fesziiltséggenerator)
esetében az dramerdsség I=E/R, a fesziiltség értéke pedig a generator, ¢s az ellenallds végpontjai
kozott is Ug=RI=E.

Az idedlis fesziiltséggenerator kapocsfesziiltsége mindig allando és egyenld a generator
elektromotoros erejével (forrasfesziiltségével).
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Uas=E, Usa=-E
3.19. ébra.
U AB:V A—VB:+E
UB A:VB—V A:-E
Nézziink most egy valos fesziiltséggeneratort, mégpedig két esetben: az elsében az dgban
folyo aram iranya megegyezik a forrasfesziiltség iranyaval, a masodikban pedig ellentétes vele.
Irjuk fel most a kifejezéseket a generator kapcsain mérhetd fesziiltségre (az A és B pontok

kozott), mégpedig mind az Uag, mind az Ug, fesziiltséget, elobb az elsd (a kép bal oldalan
elhelyezkedd), majd a masodik esetre is!

A TI A #1
A T
Rg Uca=Rgl H Rg Uac=Rgl

- Uce=E E <> Uce=E

3.20. abra.
Ug =Vi =V =(Vi V) Vi ~V4) =Ue WUy =R, D€
Wsy =Ue +U = E+RY
Uns = Upe +Ugs =R, I+4E

Ugpn =Ugc tUgy = E-R, T

A fenti egyenletekben a generatoron keresztiilfolyd aram algebrai értékét I-vel jeloltiik, a
referenciairanyok a 24. abran lathatok. I értéke lehet tgy pozitiv mint negativ ezekhez a
referenciairanyokhoz viszonyitva.
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3.7. Aramerosség és fesziiltség az aAramkorben

3.7.1. AZ ARAMEROSSEG MEGHATAROZASA AZ EGY GENERATORBOL
ES EGY ELLENALLASBOL ALLO ARAMKORBEN

A generatornak és az ellenallasnak a 20. abran lathat6 kapcsolasat dramkornek nevezziik.
Tételezziik fel, hogy a fesziiltséggenerator forrasfesziiltsége E, belso ellenallasa R,, a rakapcsolt
fogyasztd pedig R ellenallasti. Az aramkorben ismeretlen erdsségli dram folyik. Az aram
erosségét a kovetkezé modon hatarozhatjuk meg. Tételezziik fel, hogy az aram erdssége I, akkor
a generator teljesitménye P,=EI a Joule-féle hdveszteség teljesitménye pedig Pjg=RgI2 és ij=RI2 .

—_—
+ + + +

3.21. abra.

Az energiamegmaradas torvénye értelmében a generator teljesitménye egyenld a Joule-féle
héveszteségek teljesitményeinek az 6sszegével:

EDIZRgDI2+RDI2

ebbdl az I —vel valo egyszeriisités utan:

| = E
R, +R
Ha a kiils6 ellenallas értéke R=0, akkor rovidre zart generator esetével allunk szemben:

E

Liovidzartar ==
R,

Rg = Qﬁresj arat

Irﬁvidzérlat

A fenti kifejezés alapjan allapithatdé meg a generator belsé ellenallasa a lemért iiresjarati
fesziiltségbdl (forrasfesziiltségbdl) €s rovidzarlati arambol. Ez a generator belsd ellenédllasanak a
meghatarozasara a legegyszeriibb modszer, viszont nem a legszerencsésebb is, mert sokszor
lehetetlen a rovidzarlat koriilményeit a mérés idétartalmara a generatorban fenntartani anélkiil,
hogy a generator meg ne kéarosodna. Sokkal kedvezObb modszer, ha a generator polusaira
(kapcsaira) egy ismert értékli ellenallast kotiink és megmérjiik az aramkorben folyd aram
erosségét. A generator bels ellenallasat ezutan a fent ismertetett képlet segitségével szamitjuk
ki.
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A fesziiltséggenerator belsejében az a térrész, amelyben a villamos energia hévé alakul,
legalabb részben egybeesik azzal a térséggel, ahol az idegen, tOltésszétvalasztd erdk hatnak.
Tehat a generator belso ellenéllasa a valdosagban is magaban a generatorban helyezkedik el. Az
egyszeriiség kedvéért azonban a fesziiltséggeneratort egy idedlis (belsé ellenallas nélkiili)
fesziiltséggenerator és egy R, belsO ellenallas soros kapcsolasanak tekinthetjiik ( ahogy azt a
3.22. abra mutatja). Egyéb jelolésmodok a 3.23. abran lathatok.

P P
+ Rg
E.Rg () T,
E
N N

3.22. abra.

P P P P
+ Rg + Rg

3.23. ébra.
3.12. Példa: A maximalis teljesitményleadas feltétele (teljesitményillesztés). A generatorra
kapcsolt Ry ellenallas mely értékére lesz az Ry ellendllason a Joule-féle hoveszteség értéke a

legnagyobb?

Megoldas: Mivel az dram erdssége a fent lert egyszerti korben:

a Joule-féle hdveszteség értéke az Ry ellenallason az ellenallas értékének a fiiggvénye:

R
- 2 _np2 X
Pp. =R, 0% =E’ B———-.
(Rg+RX)

A teljesitmény legnagyobb értékét ugy kapjuk meg, hogy megkeressik a
teljesitményfiiggvény (az Ry-nek a fiiggvénye) maximumat. A maximumfeltételben ugyancsak
szerepel az Ry ismeretlen ellenéllas, amelynek a kifejezése mar nem jelent komolyabb gondot,
amit a kovetkezo rovid levezetésbdl is latni lehet.

A fliggvény extremitasanak feltétele:
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dP,
drR
amely feltétel alapjan aztan felirhato, hogy:

X —

X

R, +R,F-R, 2R, +R,) _

(R, + R,/ -

R,”+2R, R, +R,’ -2[R, R, -2[R,’ 0
(Rg-'-RX)4

E? [ 0

E2 [

Ebbdl latjuk, hogy ha az R,=R, feltétel teljesiil, akkor a Joule-féle hdveszteség
teljesitményének értéke a generatoron és az ellenallason egyenld. Vajon a kapott extremitdsi pont
valoban a fiiggvény maximumat, és nem minimumat jeloli? Ellendrizzétek le matematikailag!

A nagy teljesitmények esetében ez a feltétel igen kedvezétlen és nem hasznaljuk. Kis
teljesitményeknél azonban, ahol az a célunk, hogy a fogyasztonak minél nagyobb teljesitményt
biztositsunk, rendszerint ehhez a foltételhez nytlunk, (ez az n. teljesitményillesztés).

3.7.2. ATOBB ARAMFORRAST ES TOBB ELLENALLAST TARTALMAZO
ARAMKOROK ARAMEROSSEGENEK MEGHATAROZASA

Azt mar lattuk, hogy az idében allandé aramok villamos tere, illetve a stacionarius
aramlasi tér ugyanolyan tulajdonsagokkal bir, mint az elektrosztatikus villamos tér, ha hasonlo
eloszlasu toltésektdl ered. Ezért a stacionarius aramlasi térben is érvényes az a megallapitas,
hogy egy tetszdleges zart vonal mentén a villamos tér vonalintegralja nullaval egyenlo.

e N
+ R1 h
E2
Cow
Rg3 Es
[
v [ ] ¥ d
e \\\\\\
3.24. abra.

Emz :Uab +ch +Ucd +Ude +Uef +Ufa :O

abcdefa

R, 0+E,+R O0+R,0-E +R, O0+R0-E+R, 0=0
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Az utolso kifejezésbol szamitva az dramerdsséget a kdvetkezoket kapjuk:
_ E,-E, +E,
Ry, * Ry, TRy, +R +R, +R;
Ezek alapjan altalanosan felirhato, hogy az aramerdsség milyen képlettel is szamithato:
| = E +E
z R

Amennyiben az aram feltételezett referenciairanya és az elektromotoros erd irdnya
megegyeznek, az E el6tt a pozitiv algebrai eldjel érvényes, ellenkezd esetben pedig a negativ.

Ha az aram val6s irdnya ¢és a felvett referenciairdny megegyeznek, (lasd a 25. abrat) akkor
a 2—es szamu generatorban (E; jeloléssel a képen) az aram iranya €s az elektromotoros erd irdnya
ellentétesek (a generdtor fogyasztoként miikodik). Benne a tdltéshordozok az idegen
toltésszétvalasztd erdkkel szemben mozognak. Ezért a villamos tér energidja ebben a
generatorban az idegen toltésszétvalaszto er6k “lekiizdésére” hasznalddik el. Igy egy maés fajta
energidva (nem sziikségszerien hdenergiava) alakul at. Hogy a fogyasztoként mukodo
fesziiltséggenerator milyen energiava alakitja a villamos tér energidjat, az a generator fajtdjatol
figg (pl. az akkumuldtorokban a villamos energia kémiai energidva alakul at, a forgd
generatorokban a villamos energia mechanikai energiava alakul at, illetve ez esetben a generator,
mint villanymotor miikodik).

3.7.3. FESZULTSEG ES POTENCIAL AZ ARAMKORBEN

Azt mar lattuk hogyan lehet a fesziiltséget kiszdmitani a generator és az ellenallas polusai
kozott. Most megismerkediink azokkal a kifejezésekkel, amelyek segitségével egy aramkor
barmely két pontja k6zott ki lehet szamitani a fesziiltséget, illetve barmely pont potencialjat meg
lehet hatarozni a kivalasztott, vonatkoztatasi vagy alapponthoz viszonyitva.

A fesziiltség értéke az dramkor barmely két pontja kozott, egyenld a pontok kozott 1évo
ellenallasok és generatorok kivezetései ill. polusai kozott 1évo fesziiltségek algebrai 6sszegével.

Magatol értetddo, hogy ennek a fesziiltségnek az értéke nem fiigg (nem fligghet) az uttol,
amelyen 4t szamitjuk, mert mint mar emlitettiik, a staciondris dramldsi tér ugyanolyan
tulajdonsagu, mint az elektrosztatikus tér.

Fejezziik ki a C és G pontok kozotti fesziiltséget mind a két lehetséges modon: elészor a C-
bol a D, E és F ponton keresztiil haladva a G pont fel¢, majd pedig a B és A érintésével eljutva a
C-bdl a G-be.

E1
Rgi R2 R3
A e B S S
\_/ B C .\
E2
Es3 Re

G N
F \\_/ E

) R4 Rg3

3.25. abra.
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Ug =Ugg +Uge +Uyp +Uy, =Ry M+E, +R, D+R, D-E; R, O
Uy =Ug +Uyp, +U,, =R, D+E; R, DR, [

A fesziiltség szamitasakor harom fontos iranyra kell figyelniink. Az elektromotoros erd
(forrasfesziiltség) iranyara, az aram referenciairanyara és az aramkor koriiljarasi irdnyara (azt az
iranyt értjiik alatta, amely irdnyba haladva eljutunk az egyik pontbdl a masikba).

Ha a szamitaskor az 4ram referenciairdnya ¢és a koriiljarasi irany megegyeznek, akkor az RI
szorzatot pozitiv eldjellel vessziik szamba, ha viszont az dram referenciairanya és a koriiljarasi
irany ellentétesek, akkor az RI szorzat eldjele negativ. Az elektromotoros erd eldjele pozitiv, ha
az iranya a koriiljarasi irdnnyal ellentétes, és negativ eldjeld, ha az irdnya és a koriiljarasi irany
megegyeznek.

A kifejezés konnyebb megjegyzése céljabol az Osszes elektromotoros erd elé negativ
eléjelet tesziink, €s ezutan az elektromotoros erét pozitiv eldjellel latjuk el, ha a forrasfesziiltség
iranya €s az aramkor koriiljarasi irdnya megegyeznek, illetve negativ eldjellel, ha kiillonboznek.

Uwe = (3 RO-Y E) A-t6lB-ig

Ebben a kifejezésben, a koriiljarasi iranyt A-tol B-felé vessziik és amennyiben az aram
referenciairanya illetve az elektromotoros erd iranya megegyezik a koriiljarasi irannyal, akkor az
RI szorzatok és az E-k értékét pozitiv algebrai eldjellel vessziik szamba.

Sok esetben a haldzatok elemzésekor az Uap fesziiltséget nem az A pontbol a B pont felé
haladva szamitjuk, hanem forditva, a B pontb6l haladunk az A pont felé. Ez esetben a fenti
képletben a tényezok eldjelet valtanak.

Use = (3 E- Y R O) aBtdlazA-ig

A két pont kozotti fesziiltség mellett, az dramkorben barmely pont potencidljat is
meghatarozhatjuk. Az adott pont potencialjanak kiszamitasdhoz sziikség van egy kivalasztott
alappontra (vonatkoztatdsi pontra vagy referenciapontra). A kivalasztott pont potencialértékét a
kivalsztott pont és az alappont kozotti fesziiltség kiszamitasaval kapjuk meg:

(SRO-SE) Aol Reig,
(S E-S RO R8I A-ig.

VA

vagy pedig:

VA

3.8. A villamos halozatok és Kirchhoff masodik torvénye

3.8.1. ROVIDEN A VILLAMOS HALOZATOKROL

Eddig csak a generatorok és ellenallasok soros kapcsolasat elemeztik amit egyszerii
aramkornek neveziink. A gyakorlatban sokkal nagyobb jelentoséggel bir a generatorok ¢&s
ellenallasok Osszetett kapcsoldsi modja, ahogy azt az 3.26. dbra is mutatja. Az ilyen Osszetett
kapcsolasi modot villamos halézatnak esetleg Osszetett aramkornek nevezziik. Ha a villamos
halézat dramforrasokat (generatorokat) tartalmaz, ugy aktiv halozatrdl beszéliink. Ha viszont a
villamos halozatban nincs aramforras, akkor passziv halozattal allunk szembe.
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1 [N o
+\_/
R3
Es3
|::| Ri R2 R4 C> L
E1
a
N 0
3.26. abra

A halozat linearis, ha csak linedris elemeket (kétpolusokat) tartalmaz, a nem linearis
halézatok legaladbb egy nem linedris elemet kell, hogy tartalmazzanak. Csomopontnak a
halozatnak azt a pontjat nevezik, ahol legalabb két vagy tobb vezetd Osszekapcsolodik. Mi,
csomopontnak azokat a pontokat fogjuk tekinteni, ahol legalabb harom vezeté kapcsolodik
Ossze. A halozat azon részét, amely kétpolusokat (ellenéllast vagy aramforrast) tartalmaz a két
szomszédos csomopont kdzott, a haldézat aganak nevezziik.

3.8.2. KIRCHHOFF MASODIK TORVENYE

Ha a halozat dgaiban egyenaram folyik, akkor a villamos tér, ahogy azt mar emlitettiik,
ugyanolyan tulajdonsaggal bir, mint az elektrosztatikus villamos tér. Tehat a villamos térerésség
vektoranak vonalintegralja egy tetszéleges zart vonal mentén, (amely most a villamos halozat
agait koveti) nullaval egyenld.

Pémd?:o

C

Ez az egyenlet Kirchhoff mésodik térvényének altaldnos alakja (integralalakja). A villamos
haloézatok esetében a torvényben szerepld zart vonalakat, amelyeket a halozat dgai képeznek
hurkoknak nevezziik. A halézatelméletben megszokott eljards, hogy a Kirchhoff masodik
torvényében az integralalak helyett kifejezziik az agakban elhelyezkedd -ellenallasok és
generatorok polusai kozotti fesziiltségeket. Az igy kapott egyenletet Kirchhoff masodik vagy
huroktdrvénye torvénye néven ismeretes.

YE->RO=0

Természetesen az E és RI kifejezések eldjele pozitiv, ha az elektromotoros erd, illetve az
aram referenciairdnya megegyezik a hurok koriiljarasi iranyaval, ellenkezd esetben pedig az
eldjel negativ.

Kirchhoff els6 (csomodponti) és madsodik (hurok) térvénye a halozatelemzés alapjait
képezik, és rajuk épiil sok mas, a gyakorlati haldézatelemzésben igen hasznos és hasznalatos
eljaras ¢és tétel is.
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3.9. Aramgeneritorok

Tobbféle olyan dramforras 1étezik, amelyeknek az a kozos tulajdonsdguk, hogy a rajtuk
atfolyo aram erdssége, (illetve az altaluk szolgaltatott &ram erdssége) nem fiigg a polusaikra
kapcsolt ellenallas értékétdl, ha az a bizonyos polusokra kapcsolt ellenallas értéke egy eldre
meghatarozott hatarértékek kozott mozog.

E E
= U] =
R, +R R,

I I,

Ha most feltételezziik, hogy Rg >> R, akkor az I aram gyakorlatilag fiiggetlen az R
ellenallas értékétdl. Az ilyen aramforras (generator) az adott R ellenéllasra nézve ugy viselkedik,
mint egy alland6 aramerdsségli generator. Az ilyen aramforrast idedlis dramgeneratornak
nevezzik.

3.27. abra.

A villamos hal6zatnak abban az agéban, amelyben idedlis d&ramgenerdtor van, az dram
erossége mindig egyenld a generator aramaval, fliggetleniil a vele sorba kotott ellenallasok, vagy
fesziiltséggeneratorok értékeitdl.

Az édramgenerator teljesitménye egyenl0 a generdtor aramanak és a polusain 1évo
fesziiltségnek a szorzatdval. A generator fesziiltsége fligg a generator bekotési modjatol és
minden egyes aramgeneratorra kiilon kell meghatarozni (Kirchhoff masodik térvénye alapjan).

Az idealis fesziiltség- és aramgenerator kozott nincs €s nem is lehet egyenértékiiség
(ekvivalencia) mert, a meghatarozas szerint lényegbeli eltérés van kozottik. Az idealis
fesziiltséggenerator a definicid értelmében allando fesziiltségkiilonbséget tart fenn a polusai
kozott, fiiggetleniil a rajta athalado aramerdsségtol. Az idealis aramgeneratoron, viszont, mindig
alland6 aram folyik keresztiil, figgetleniil a pdlusai kozotti fesziiltségkiilonbségtol.

A valos fesziiltséggenerator kapocsfesziiltségének aramfiiggdségét egy idedlis
fesziiltséggenerator ¢és egy ellendllas (a valos fesziiltséggenerator belsé ellenalldsa) soros
kapcsolasaval szemléltettiik. A valos dramgenerator arama bizonyos mértékben fligg a generator
polusaira kapcsolt fesziiltségtol, ezért a valds aramgeneratort egy idedlis &ramgenerator €s egy
ellendllas parhuzamos kotéseként abrazoljuk.

A kovetkezOkben azt bizonyitjuk majd, hogy mindig taldlhatd egy olyan valos
aramgenerator, amely egyenértékli egy adott valos fesziiltséggeneratorral. Az egyenértékiiség
alatt ez esetben azt értjiikk, hogy egy tetszoleges ellenallasti fogyaszton, akar az aram-, akér a
fesziiltséggeneratorra kapcsoljuk, ugyanaz az aram folyik keresztiil illetve ugyanakkora lesz a
fesziiltség is a végpontjai kozott.

A fesziiltséggenerator drama:
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A fesziiltség értéke az aramgenerator pdlusai kozott viszont:
U=1 R, R

Az dram erdssége az R ellenallason keresztiil:

Az elobbi kifejezések alapjan, a valos fesziiltséggeneratorral egyenértékii  valos
aramgenerator tényezdinek az értékei:

Ri=R, ¢é Ij=— =G,E

A valos aramgenerator modelljeként egy idedlis aramgenerator és egy ellenallas (amely a
valés aramgenerator belsd ellenallasat képezi) parhuzamos kapcsolasat fogadtuk el. E modell
szerint, még ha az aramgenerator poélusai nyitottak is, a generator belsé ellenallasan (R4)
keresztiil aram folyik. Igy tehat, az elfogadott modell alapjan, a villamos energia hévé alakulasa
folyamatosan torténik, fliggetlentil attol, hogy a valos dramgenerator aramkorbe van-e kapcsolva
vagy sem. Ez azonban csak a valos dramgenerator elfogadott modelljének a kdvetkezménye és a
valosadgban nem jellemzi a valos aramgeneratort.

3.13. Példa: Szamitsuk ki az R; és R,

ellenallasokon keresztiilfolyd éaram erdsségét az

alabbi kép alapjan. Mekkora a szamértéke az R

aramer6sségeknek, ha E=20[ V], R;=2[Q], R,=4[Q], l 1

az aramgenerator arama pedig: I () HR2 4
a) I=2 [A], E
b) [=10 [A]?

Mindkét esetre hatarozzuk meg az aram- ¢€s

fesziiltséggenerator teljesitményét is! 3.28. abra

Megoldas:
A példaban megadott halozatra Kirchhoff elsé vagy csomdponti térvénye alapjan (legyen ez az
A csomdpont) egy egyenlet irhato fel:

I

~1 +1,+1, =0, A —>
¢s ugyancsak egy egyenletet irhatunk fel IZl R,
Kirchhoff masodik vagy huroktérvénye I () []R2 "

segitségével (a képen a kivalasztott hurok Us
koriiljarasi iranya adott):

E

-1, R, -E+l, R, =0. .

3.29. abra
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Ha I, ¢és I, értékeire megoldjuk az egyenletrendszert, akkor a kovetkez kifejezéseket kapjuk:

_Islij_E

' R +R, ’
és

| =ISEIR1+E.
R, +R,

Az els6 esetben, amikor Is=2 [A], a keresett érté¢kek a kdvetkezok:

Li=-2[A], L=4[A],
az aramgenerator teljesitménye Py, = Ug l = ( R, +E) 11X :32[W] ,

|:|] =
a fesziiltséggenerator teljesitménye pedig PNG = EQ ) 40[W]

Az mésodik esetre, amikor Is=10 [A], a kért értékek a kovetkezok:

1,=3,33[A], L=6,67[A],

az dramgenerator teljesitménye Py; =U O, =U (I (R, + E) =266,6 [\N],

a fesziiltséggenerator teljesitménye pedig Pg = I1 [(— ) —66,6 [VV] .

A kapott eredményekbdl lathatd, hogy a maésodik esetben a fesziiltséggenerator fogyasztoi
tizemmodban dolgozik (tehat nem generatorként, hanem fogyasztoként viselkedik)!
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3.10. Halozatanalizis

Az elektromagneses jelenségek vizsgalatanal altaldban nem érdekel bennilinket az
elektroméagneses tér minden ismérve, hanem csupan néhany, valamint az elektromagneses
jelenségeket leird szamunkra fontos mennyiségek kapcsolata. Hatvanyozottan igaz ez az allitas a
villamos héldzatok esetében, ahol csupan a leggyakrabban hasznalatos integralis mennyiségek
(aram, fesziiltség és toltés) kdzotti kapcsolatra vagyunk kivancsiak (majd késobb, a magnesesség
attanulmanyozasa utan a magneses fluxus ¢és az elébbiek kozotti kapcsolat is érdekessé fog
valni). Ebben a részben a villamos halozatokkal kapcsolatos alapvetd fogalmakkal ¢s
torvényszeriiségekkel ismerkediink meg, valamint a hdlozatanalizis (hdlozatszamitas)
“egyszeregy’’-gyét tanuljuk meg.

A haloézatanalizis probléméja a kovetkez6 modon irhatdé le. Adott a villamos halozat
geometridja, az aktiv €s passziv elemek elhelyezése a haldzatban, ¢€s az aktiv valamint passziv
elemek jellemzdinek teljes leirdsa. A feladat pedig a haldzati elemeken atfolyd aramok
meghatarozasa, esetleg még a rajtuk fellépo fesziiltségesés kiszamitasa.

3.10.1. A HALOZATTOPOLOGIA ALAPFOGALMAI

Villamos halézatok esetében két fontos dologra kell figyelniink: az egyik az, hogy milyen
elemekbdl, a masik pedig, hogy hogyan épiil fel a halozat (vagyis milyen a geometridja a
halozatnak — 3.30 abra).

+

3.30. abra

A halozat felépitése vagy haldzattopologiai szempontbol csupéan az a fontos, milyen médon
kapcsolddnak egymashoz az elemek. Azokat a halozati elemeket, amelyeknek két kapcsuk vagy
polusuk van, kétpélusoknak vagy polusparoknak nevezziik. Az eddig megismert halozati
elemek mind a kétpolusok képviseldi voltak, és mint ilyenek, csak a pdlusoknél kapcsolodhattak
egymashoz.

Az el6zo fejezetekben mar megismerkedtiink a haldzattopologia egyes fogalmaival, de a
teljesség kedvéért vegyiik Oket Ujra szamba, valamint mindazokat az wjabb fogalmakat
amelyeket a késObbiekben hasznalunk.

A villamos halozat agat azok a sorba kapcsolt kétpolusok képezik, amelyeken ugyanazon
aram folyik keresztiil. Az dgak taldlkozasanal talalhatok a csomopontok. Valodi csomopontnak
csak olyan pontot tekintiink, ahol legaldbb harom ag taldlkozik. Hurkot akkor képeziink egy
villamos halézatban, ha egy csomopontbol kiindulva, az dgak mentén haladva visszatériink a
kiindulasi pontba. Egy halézatban éaltaldban nagyon sok hurkot kijeldlhetiink, de a késébbiekben
latni fogjuk, hogy csak a fiiggetlen hurkoknak van jelentdsége a szamunkra. A villamos héalozat
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grafja topologiai szempontbdl nem kiilonbozik az eredeti halozattol (agak, csomopontok és a
hurkok szama ¢és elrendezése ugyanaz), de nem tartalmazza a konkrét halozati elemeket.

A hélozat grafjanak birtokaban teljesen altalanos jellegi tényeket sziirhetiink le, tudhatunk
meg a halozatrdl, amelyek fiiggetlenek a halézatot alkotd elemek (kétpolusok) természetétol,
fajtajatol. A graf segitségével hatarozhatdé meg, hogy hany fliggetlen egyenlet irhato fel
Kirchhoff csomoponti (elsd) és huroktérvénye (mésodik) alapjan.

Amennyiben a villamos halozatnak n.s csomopontja van, gy a csomoéponti térvény
segitségével ugyanannyi egyenlet irhaté fel. Ezek az egyenletek azonban nem fiiggetlenek,
vagyis nem mindegyik hordoz Uj informécidt a szamunkra. Lassuk hany fiiggetlen egyenlet
irhaté fel Kirchhoff elsé (csomdponti) torvénye alapjan. Irjuk fel a csomoponti torvényt a 3.31.
abran feltlintetett 1 és 2 csomopontokra, majd adjuk 0ssze a két kapott egyenletet. Mit kaptunk
igy? Hat azt az egyenletet, amit az 1 és 2 csomopontot magaba foglald csomopontra adna a
csomoponti torvény.

3.31. abra

frjuk most fel Kirchhoff elsé torvényét az S,.; csomopontra, amely feldleli az utolson
kiviil az 6sszes (nge-1) csomodpontot:

I,+L-I3=0.

Ha most felirjuk a csomoponti torvényt a még megmaradt ne-edik csomdpontra, ugyanezt
az egyenletet kapjuk (csak megvaltozott eldjelekkel). Mas szdval az utols6 csomdpontra felirhatd
egyenlet megkaphatd az el6zé egyenletek Osszeaddsaval, vagyis nem fiiggetlen. Ebbdl aztan
megallapithatjuk, hogyaz n. csomoéponttal rendelkezd halézat esetén csak (n.-1) fliggetlen
egyenletet irhatunk fel a csomoponti térvény alapjan.

Vizsgaljuk most meg a huroktérvény alkalmazasanak lehetdségeit, vgyis, hogy hany
fiiggetlen egyenlet irhat6 fel Kirchhoff masodik térvénye alapjan. Nézziik meg a 3.32. abran levd
halozat grafjat (bal oldali kép). Vegyiik most figyelembe azokat az agakat, amelyek 6sszekotik a
graf valamennyi csomopontjat, de ugy, hogy nem hoznak létre egyetlen hurkot sem. Ezek az
agak képezik a graf fajat, és a graf faagainak nevezziik Oket. Vegylik észre, hogy minden
grafnak tobb lehetséges faja is létezik (a bal oldali graf két lehetséges faja lathatd a 3.32. 4bra
kozepén). Egy kivalasztott fa esetén, a graf fajaban nem szerepld dgak a bekoté agak (ezeket
szaggatott vonal jelzi a 3.32. abran). Nézziik most, hogy hany agbol épiil fel a graf fija. Ha a
halozat n.s csomdpontot tartalmaz, akkor a graf faja pontosan (ng-1) agbol all, hiszen az els6 ag
két csomopontotban végzdodik, mig az Osszes tobbi ag csak egy-egy ujabb csomopontban.
Legyen n; a hdlozat 6ssz 4gainak szama, igy a bekotd dgak szama konnyen szamithato:

np = ng — (Nes — 1).
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A kicsit is Osszetettebb halozatban a lehetséges hurkok szama igencsak nagy, de
szamunkra csak a fiiggetlen hurkoknak van jelentésége, mert az csak az ilyen (fiiggetlen)
hurkokra felirt hurokegyenletek fiiggetlenek egymastol. Egy-hurok teljes bizonyossaggal csak
akkor fliggetlen az eldzbleg kijeloltektol, ha legalabb egy 1j, addig még nem kijelolt (mas
hurkokndl nem szambavett) 4gat tartalmaz. Matematikailag bizonyithatd, hogy egy adott
halozatra is sok fiiggetlen hurokrendszer alakithato ki, de valdjaban a létrehozhato fiiggetlen
hurkok legnagyobb szdma a szamunkra elfogadhat6. Ezt viszont ugy alakithatjuk ki
legkonnyebben, ha az elsé utdni minden ujabb hurok kialakitasanal csak egy, addig még nem
figyelembe vett agat kapcsolunk be.

3.32. bra

Ennek bizonyitasara nézziik meg a 3.32. 4bra jobb oldali részén 1évo két fliggetlen hurkot,
amelyeket telt vonalakkal abrazoltunk. Ezeknek kialakitasanal a halézati graf dgaihoz csak egy-
egy bekotd agat kapcsoltunk be. Vegyilkk észre, hogy a szaggatott vonallal abrazolt hurok
esetében a kialakitas folyaman a graf agaihoz két bekotd agat rendeltiink hozza, mégpedig azt a
két bekoto agat, amelyek az el6z6 két fiiggetlen hurok bekotdagai is voltak. Az igy kialakitott (és
szaggatott vonallal megjelolt) hurok nem fliggetlen, mert a ra felirhatd egyenlet Kirchhoff
masodik térvénye alapjan megkaphat6 az 6t alkotd két fiiggetlen hurokra felirt huroktorvény
(egyenlet) 0sszegeként. Ugyanezzel a fejtegetéssel bizonyithatd, hogy az 6sszes olyan hurok,
amelynek kialakitdsanal a graf agai mellett két vagy tobb bekotd ag szerepel, nem lehet
fiiggetlen. Ezzel egyben bizonyitast nyert, hogy Kirchhoff fiiggetlen hurokegyenleteinek szdma,
amelyet egy haldzatra felirhatunk, a fliggetlen hurkok szaméval egyenld.

Egy n szdmu csomoponttal és ny szamu adggal rendelkezd haldzatban, ny szamu ismeretlen
aramunk (4garamok) €s ugyanannyi szamu ismeretlen fesziiltségiink (4gfesziiltségiink) van,
vagyis az ismeretlenek szdma 2n;.Ohm térvényének ismeretében felirhaté ny szamu egyenlet az
agfesziiltségek ¢és agaramok kozotti Osszefiiggésrodl, tehat még n; szamu egyenlet sziikséges,
hogy az 0ssz 2n; ismeretlent kiszamithassuk. Pontosan ennyi, tehat n; szamu (fiiggetlen)
egyenletet biztosit szamunkra Kirchhoff csomdponti €s huroktérvénye, hiszen a csomoponti
torvény alapjan felirhato fliiggetlen egyenletek szama (n. — 1), a huroktdrvény alapjan pedig [ng-
(ne-1)], vagyis Osszesen:

(ncs'l) + [né'(ncs'l)] = Ng.

Ezek szerint barmilyen bonyolult is a villamos hal6zat, Kirchhoff térvényei elégségesek a
megoldasara, hiszen elegendd egyenletet biztositanak a megoldasra.

Ha ismerjiik a fesziiltségeket a fa minden 4gan (a héaldézat fajanak Ossz agfesziiltségét —
melynek szama megegyezik a fat alkotd agak szaméval — [ng-1]), akkor segitségiikkel
kifejezhetdk a fesziiltségek az Osszes bekotdagon. Masrészt, bekotdagak nélkiil nem irhato fel
egyetlen hurokdram-egyenlet sem, hiszen a fa dgai nem alkotnak hurkot, mas szoval nem irhat6
fel egyetlen olyan hurokdram-egyenlet sem, amelyben kizarolag csak a halézat fajanak
agfesziiltségei szerepelnének. Az eldzdek alapjan tehat leszogezhetjiik, hogy a halézatban az n,
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szamu agfesziltségbdl csak (n.-1) szamu a fliggetlen (ag)fesziiltség. Ez a tény képezi az alapjat
a csomoponti potencidlok mddszerének (egyesek fiiggetlen potencidlok mddszerének is nevezik).

Kirchhoff csomoponti térvénye alapjan (ng-1) fiiggetlen egyenlet irhato fel. Ez azt jelenti,
hogy az Osszes n; szamu adgarambol (ng-1) szamu adgaram kifejezhetd a tobbi (ny=[nz-(ne-1)])
szamu agaram fliggvényében. Ez arra utal, hogy az 0sszes n; szamu agaram nem fiiggetlen,
hanem csupén az az n, szdmu agaram fiiggetlen, amelyeknek fiiggvényében a tobbi (ne-1) dram
kifejezhetd. A hurokaramok modszere épiil erre a tényre.

3.10.2. HALOZATSZAMITAS A KIRCHHOFF-TORVENYEKKEL

A haldézatszamitas talan legtermészetesebb (de semmiképpen sem a legrovidebb) Utja vagy
modja a Kirchhoff-térvények kézvetlen alkalmazasa.

A haldzatszamitds menete a kovetkezd. A megoldanadd halézat agaiban megjeldljiik
(kijeloljiik) az agaramokat és vonatkoztatasi (referencia) iranyaikat. Lerajzoljuk a halozat grafjat,
¢és kijeloljiik a graf egyik fajat. Ezek utan, egy-egy bekotd ag hozzaadasaval a kapott fliggetlen
hurokra felirjuk Kirchhoff masodik torvényét, amelynek eredményeként n, fliggetlen
hurokegyenletet kapunk. A maradék (n.-1) egyenletet a csomoponti térvény alapjan irjuk fel,
tetszOlegesen kivalasztva, hogy melyik csomépontra nem irjuk fel a csomoponti térvényt.
Legvégiil pedig a linearis egyenletrendszer megoldasa a feladat.

A Kirchhoff-térvények alkalmazasanak az a nagy hatranya, hogy nagy szamu egyenletet
kell megoldani (amennyi az ismeretlen, vagyis n;). Az n szdmu egyenletbdl allo egyenletrendszer
megoldasa folyaman elvégzendé matematikai miiveletek szama megkdzelitSleg n/3, és ez a
szdm mar magaért beszél.

A Kirchhoftf-torvényekkel leirt halozat egyenletrendszere linedris (els6fokt) egyenletekbol
all, amelyeknek altalanos alakja:

Itt az aj és b; értékei ismertek, az Iy ismeretlenek értékeit kell kiszamolnunk. A
késdbbiekben latni fogjuk majd, hogy a hurokdramok és a csomoponti potencialok modszere is
ilyen egyenleteket ad, csak az egyenletek szama joval kisebb: a hurokaramok modszerénél ny, a
csomoponti potencidlok modszerénél pedig (ng-1).

A csomodponti €s huroktorvény egyenletei mellett a halozat megoldasahoz sziikségiink van
meg n; szamu egyenletre, amely egyenleteket, mint mar tudjuk Ohm térvényének ismeretében
irhatunk fel: ezek az egyenletek az agfesziiltségek ¢€s agaramok kozotti kapcsolatot tartalmazzak
a halozat minden egyes agara, tehat pontosan annyi van beldliik, amennyi a halozatszamitashoz
sziikséges. Amennyiben az agban ellenallas, valés (belséd ellenallassal rendelkezd) fesziiltség-
vagy aramgenerator talalhato, az agfesziiltség ¢és agaramok kozotti Osszefiiggés minden
kiilonosebb gond nélkiil felirhato.

Abban az esetben azonban, amikor az 4gban csak egy idedlis fesziiltség- vagy
aramgenerator talalhatd, a fent emlitett Osszefiiggés (az ag fesziiltsége €s arama kozott) nem
1étezik. Az ilyen 4agakra tehat nem irhatok fel a fesziiltséget és dramerdsséget kapcsolatba hozé
egyenletek, de vegyiik észre, hogy nincs is sziikség rajuk, hiszen ezekben az dgakban mar eleve
ismert a két ismeretlen mennyiség koziil az egyik (vagy az idedlis fesziiltséggenerator
fesziiltsége, amely ekkor egyben az agfesziiltség is, vagy az idealis aramgenerator arama, amely
akkor egyben az ag 4rama is). Igy tehat a halézatra felirandé Kirchhoff-egyenletek szama
annyival kevesebb az 0ssz agak szamanal, ahany agban idedlis fesziiltség- vagy dramgenerator
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alkotja az agat (ahany agban az idedlis fesziiltség- vagy aramgenerator egyediil, d6nmagaban
alkotja az agat).

3.14. Példa: Szamitsuk ki az R; és R,
ellenallasokon keresztiilfolyd aram erdsségét
a 3.33. 4bra alapjan. Mekkora a szamértéke az l

aramerdsségeknek, ha E=20[V], R;=2[Q], R,

R,=4[Q], az aramgenerator arama pedig: . /A
a) =2 [A], C)
b) [=10 [A]?

Mindkét esetre hatarozzuk meg az aram- és E

fesziiltséggenerator teljesitményét is!

R, +

Megoldas: 3.33. ébra

A példaban megadott halozatra Kirchhoff elsé vagy csomdponti térvénye alapjan (legyen ez az
A csomodpont a 3.34. dbrdn) egy egyenlet irhato fel:

-l +1,+1,=0, A
¢s ugyancsak egy egyenletet irhatunk fel Izl
Kirchhoff = mésodik  vagy  huroktorvénye ISC HR

2

segitségével (a képen a kivalasztott hurok Us
koriiljarasi iranya adott):

-1, IR, —E+1, R, =0. B
Ha I, ¢és I, ¢értékeire megoldjuk az 3.34. dbra
egyenletrendszert, akkor a kovetkezo
kifejezéseket kapjuk:
I, [R, -E I [R, +E
== & |,=>—1—
R1 + RZ R1 + RZ

Az els6 esetben, amikor Is=2 [A], a keresett érté¢kek a kdvetkezok:

Li=-2[A], L=4[A],
az dramgenerator teljesitménye Py, =Ug [, =U, O, =(1, R, +E) I, =32W],
a fesziiltséggenerator teljesitménye pedig B = I, [ﬂ— ) = 40[W]
Az masodik esetre, amikor Is=10 [A], a kért értékek a kovetkezok:
[,=3,33[A],
1,=6,67[A],
az aramgenerator teljesitménye Py, =Ug [,

(1, R, +E)O, =266,6\W],
a fesziiltséggenerator teljesitménye pedig P =1, [(— ): —66,6 [\N] .

A kapott eredményekbdl lathaté, hogy a masodik esetben a fesziiltséggenerator fogyasztoi
iizemmodban dolgozik (tehat nem generatorként, hanem fogyasztoként viselkedik)!
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3.10.3. HUROKARAMOK MODSZERE

A Kirchhoff egyenletek esetében az agaramok voltak az ismeretlenek, igy n; szamu
egyenletet kellett felirni a halézat aramainak kiszamitasara. Az el6zdek alapjan azonban tudjuk,
hogy a halozatban folyd aramok koziil csak n, szamu aram fliggetlen egymastol, mert a tobbi
(nes-1) felirhatd az eldbbiek fliggvényében. Valasszuk most ezeket a fiiggetlen hurkokban folyo
aramokat ismeretlennek, csokkentve ezzel az ismeretlenek és sziikséges egyenletek szamat.

1. 4g

4. 49

5. 49
3.35. bra

A 3.35. abran a megoldand6é halozat grafjat lathatjuk valamint ennek egy kijeldlt fajat,
amely alapjan a fliggetlen hurkokat is megjeloltik. A hurokdramok modszerénél azt kell
elképzelniink, hogy minden fiiggetlen hurokban egy-egy fiktiv, idoben alland6 &ram, a
hurokaram folyik korbe. Ez az elképzelés fizikailag természetesen képtelenség, hiszen azt
feltételezi, hogy az agakat képezd vezetékek keresztmetszetének egyik részén egyik, masik
részén esetleg a masik irdnyba folyik az 4aram, ami helytelen, és nincs valosagalapja.
Matematikailag azonban ez a feltételezés teljesen helyes €s azt jelenti, hogy az dgaramokat az
illetd agakban foly6 fiktiv hurokaramok algebrai 6sszegeként szamolhatjuk. A 3.35.4bra azt is
elarulja, hogy a hurokaramok bevezetésével Kirchhoff els6 torvényét mar eleve automatikusan
kielégitettiik, vagyis, hogy a csomoponti egyenletek a hurokaramok esetében automatikusan
kielégiilnek, hiszen az 4lland6 hurokaramok valtozatlanul haladnak keresztiil a csomdpontokon.

A hurokaramok bevezetésének jogossaganak igazoldsara irjuk fel a huroktorvényt az I-el
jelolt fiiggetlen hurokra:

(Z E)azlhurok mentén (Z R |:Il )azlhurok mentén (Z (- R |:13 ))azIés IThurok koz0s 4gan, aza, -n =0

Az el6z0 kifejezés az atrendezés utan a kovetkezo alakot veszi fel:

(zrO,) +1, (- ZR) =(=E)

az | hurok mentén az I és [l hurok kdzos 4gan,aza,-n az | hurok mentén

A teljes egyenletrendszer igy a kdvetkez6 alakot o6lti:

LR, +LLR, +..+[[R,, =E,
LRy +LLRy +..+[ R, =E,,

Ianl + IZRnZ ot Iann = En

n

ahol a jelolések értelme:
I; - az ismeretlen hurokdram a j hurokbanj 1<j<n
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R_U = (Z R)aj hurok mentén

ha a j és k hurok iranya az adott 4gban megegyezd
4 L
Rk = Ry =;—" (Z R )a i és k hurok kozos dgai mentén  (J 7K J,k=1,...n)
ha a j és k hurok iranya az adott agban kiilonb6z6

ha a generator ¢és a hurok irdnya megegyezo

4
E;= (z (i E )) aj hurok mentén
4

ha a generator ¢és a hurok iranya kiilonb6z6

Amennyiben a j és k huroknak nincs k6zos aga, akkor érvényes, hogy:
Rjk = Rkj =0

A hurokdramok modszere alkalmazhaté valos (belsé ellenéllassal rendelkezo)
aramgeneratorokat tartalmazo villamos halézatokra is. Ez esetben a valds dramgeneratorokat
valos fesziiltséggeneratorra alakitjuk és csak utdna alkalmazzuk a hurokdramok moddszerét a
halézat megoldésara.

Idedlis aramgeneratorokat tartalmazd haldzat esetében a hurokaramokat gy valasszuk
meg, hogy azok egyenléek legyenek valamely hurok aramaval, vagyis, hogy minden
aramgenerator arama a haldzat dgai mentén 6nmagaba zarddik. Magatol értetddden egy adott
aramgenerator aramat nem zarhatjuk olyan 4g mentén, amelyben egy masik dramgenerator van.
fgy minden aramgenerator meghataroz egy hurokaramot, amelyre mar sziikségtelen felirni a
hurokdram-egyenletet, mert ezek a hurokdramok mar ismertek szdmunkra (ugyanis az
aramgeneratorok aramai adottak). Ezek szerint a hurokaramok modszere alapjan felirandd
egyenletek szama nem a fliggetlen hurkok szamaval egyenld ha idedlis aramgeneratorok is
vannak a halézatban. Az egyenletek szama ettdl (a fliggetlen hurkok szamatol) pontosan a
halézatban eléforduld idedlis aramgeneratorok szamaval kevesebb. Természetesen az idealis
aramgeneratorok alkotta hurokaramok is szerepelnek a hurokdramok-egyenletekben.

3.15. Példa: A hurokaramok modszerével hatarozzuk meg az aramerdsséget a 3.36. abran
lathatd dramkdr valamennyi dgaban valamint az

Osszes aramfejlesztd (generator) és ellenallas Ri 1
teljesitményét! Szamadatok: E,=1V, E,=2V, [ L___I
Es=3V, Es=5V, Es=6V, [4=0,3mA, R;=1kQ, + +

R2:7kQ, R3:3kQ, R5:7kQ, R6:6kQ C) E1 CD Iga Es C)
Megoldés: 3 @_E 2
+

R
Vegyiik szemiigyre a 3.36. abrat, és jeloljik ki E2 ’ Cj
Es

tetszOlegesen a fliggetlen hurkokat. Elbtte
azonban szamlaljuk meg a csomopontok és az Es

agak szdmat: Rs
né: 6 R3
=4 T

np =ng — (ncs - 1) =3 3.36. abra
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Alakitsuk ki a hurkokat a 3.37. abran feltiintetett moédon. Ez természetesen csak egy a tobb
lehetséges fliggetlen hurokrendszer koziil, de figyeljiink fel arra, hogy a II hurok arama
megegyezik az egyetlen dramgenerator aramaval, amely ismert, igy a felirand6 egyenletek szama
eggyel csokken. Az egyenletek tehat:

R IR IR 31m = Ex
R3 1IR3 IR 331 = Em

L= Igs

Li
Lassuk most, hogy mi is a jelolések értelme a fent Ri 1 \
felirt egyenletekben: L= —

R =Rs+R¢+R,=10kQ () N 1 CD oo CD
R12:R21:R1:1kQ «—
R13:R31:R3:3kQ ’ T@_‘:'_ i

R:
R,3=R3= —Ry= -7kQ . C) s
R33=Ry+Ry+Rs=17kQ (De D R D
ISI Rs
E=E¢— E1— Es=2V L5 ILI |:‘:|
EIH=E5—E3+E2=4V \ e — 4 /
Behelyettesitve a kiszamolt értékeket a kovetkezd 3.37. abra
egyenletekhez jutunk:

1000’ [ +10° 1 +3 0% = 2
300° —700° [+ 1700°Ly; = 4
I;=0,300"

Rendezés utan az egyeneletek alakja:
IOII+3IHI=1 ,7[1]0_3
31+171=6,1007

Alkalmazzuk a Cramer szabalyt az egyenletek megoldaséara:

103 =161; D= L700° 3 =10,6107; Dy= 10 17007 =55,9107
317 61007 17 ’ : s 61007 ’

_&_ 3A . _DIH_ 3A

1= =0,0700°A=0,07mA; o=+ =0,35010°A=0,35mA.

A hurokédramok alapjan az 4garamok konnyen kiszdmithatok:
I]ZII+I]]:O,37 mA
IzZIH[_IHZO,OsmA
I3=I[+I[II=O,421’HA
I4=Ig4=0,3mA
I5=Im=0,35mA
I=1=0,07mA

Az aramgenerator teljesitményének kiszamitasahoz sziikség van a kapcsain mérhetd fesziiltség
(Uyp) értékére
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2
U= Z (RI - E) =—(—E6+E5)+R515 —R616=3,03V

A generatorok teljesitményei:
Plg4:U121g4:O,92mW, PElz —E111: —0,371’1’1W, PE5:E5I5:1,751’1’1W,
PE2=E212=0,11’1’1W, PE3= —E3I3= —1,26mW, PE6=E6IG=O,421’I’IW.

A generatorok Osszteljesitménye pedig:
Pen=PE1+PEytPE3+PigstPrstPre=1,6mW

Az ellenélasokon a Joule-veszteségek teljesitménye egyenként a kovetkezo:
Pri=R[,°=0,137mW, Pr3=R;15°=0.53mW, Pre=Rsls"=0,03mW,
Pro=R,1,°=0,012mW, Prs=Rsl5°=0,86mW.

Az ellenallasokon hévé alakuld energia teljesitménye a generatorok Osszteljesitményével kell,

hogy megegyezzen, amit az ellendllasokon szamitott veszteségek 0sszegezése is igazol:
6

Pe= Y Py, =1.6mW.

1=1

3.10.4. CSOMOPONTI POTENCIALOK MODSZERE

A hélozatra felirt altaldnos egyenletek szama nemcsak a hurokdramok bevezetésével
csokkenthetd. Az egyenletek szama ugyanugy csokkentheté a csomoponti potencialok
bevezetésével is. Mivel a héldzatban (n.-1) fliggetlen (ag)fesziiltség van, a csomopontok
potencialjainak bevezetésével (n,-1) ismeretleniink lesz (egy tetszOlegesen kivalasztott
csomopont potencialjat Onkényesen nullanak vehetjiik). A csomdponti potencidlok a
huroktorvényt automatikusan kielégitik, amit példan keresztiil nagyon egyszerti ellendrizni, mert
a fesziiltségek Osszeaddsakor minden potencidl kétszer szerepel, mégpedig egyszer pozitiv,
egyszer pedig negativ eldjellel. A potencidlok ismeretében az agaramok a huroktorvény
segitségével egyszeriien kifejezhetok.

Nézzik a j ¢és k
csomopontok kozotti
egyetlen agat a 3.38. abran.

Alkossa ezt az dagat (az
egyszeriiség kedvéért) csak
egy idealis
fesziiltséggenerator ¢és egy
ellendllds. A generator
elektromotoros ereje
mutasson a k csomopont felé,
ahogy ez a 3.38. abran is
lathato. Ekkor a
potencialkiilonbség
definicios kifejezése alapjan felirhato, hogy:

3.38. abra

V, -V, :(ZE_ZRI)k-t()ljfelé =RI-E

Kifejezve innen az dramerdsséget:

I:%(E+Vj—Vk),
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illetve:
1=GE+V,-V,).

Ez a kifejezés az, amelynek segitségével kiszamithaté barmelyik agaram, amennyiben
ismerjiik a végein a potencialokat. A kapott kifejezést alkalmazhatjuk az 6sszes j csomdpontban
végzodo agra. A csomodponti torvény szerint az agaramok algebrai 0sszege minden csomopontra
nulla. frjuk fel a csoméponti egyenletet, és vegyiik észre, hogy az tartalmazza az Gsszes, vagy
csak néhany csomoponti potencialt. Felirva az 6ssz (n,-1) csomdponti egyenletet elegendd
szdmu egyenletiink lesz a csomodponti potencidlok kiszamitdsdhoz. A kapott csomdponti
potencialértékek ismeretében pedig kozvetleniil szamithatok az agaramok.

A csomoponti potencidlok mddszerének rendezett egyenletrendszerét a kovetkez6 modon
tudjuk be- illetve levezetni. Nézziik a 3.39. dbran 1évo graf-részt, és irjuk fel a j csomopontra
Kirchhoff els6 (csomodponti) torvényét.

Gjal(Ejal
+Gjb2(Ejb2 +Vj -V,) +jS2(E

+V, = V) +G (B +V, = V) +G, (B,
+Vj _V2)+Gja3(E

+V, -V, +
+V,-V,)=0

je2 ja3

ahol:
Gja1 —aj-a-1 ag vezetése
Eja1 — a j-a-1 agban levd generatorok algebrai 0sszege — az irdny a j csomoponttol
mutat az 1 csomopont felé

3.39. abra

Atrendezés utan a kovetkezé egyenlethez jutunk:

_VI(Gjal+Gjb1)_V2(Gja2+Gjb2+jS2)_V3Gja3+
+Vi(Gj, +Gy, +G Gy, +G, +G3) =
:_(EjalG +Ejb1Gjb1+E' Gja2+Ejb2Gjb2+E'

ja2 _]CZGjCZ + E Gja3)
A rovidebb egyenletalak elérése céljabol vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

jal ja3

Gijk — az 0ssz j és k csomopont kozott levo ag vezetéseinek dsszege negativ eldjellel.

G;j — az 6ssz j csomopontban taldlkozo 4g vezetéseinek Osszege.

(ZEG); — azon agak vezetésének és generatoranak e.m.s. szorzatat summazzuk (adjuk
0ssze), amelyek a j csomdpontban taldlkoznak (azon szorzatokat vessziik pozitiv
eléjellel szamba, amely dgakban a generator irdnya a j csomoOpont felé mutat;
ellenkez6 esetben a szorzat eldjele negativ).

Ezekutén az egyenlet alakja a kovetkezo:

VG, +V,G, + V.G, + VG, = (Y EG)

i
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Hasonlo6 egyenletek irhatok fel a villamos haldézat minden csomopontjara. A halézatban az
egyik tetszélegesen kivalasztott csomdpont potencialjat nullanak vessziik, a tobbi csomopontra
pedig felirjuk a fentihez hasonlé egyenleteket. Ha bevezetjiik, hogy n = n¢-1, akkor a kovetkezo,
n egyenletbdl all6 egyenletrendszerhez jutunk:

VG, +V,G,, +..+V,G, = (Y EG)
VG, +V,Go, +..+V,G,, = (Y EG),

VG, +V,G,, +.+V,G,, =(¥ EG),

V;—a j csomopont potencialja, j=12,..n.
G;j — az 6ssz j csomopontban taldlkozo 4g vezetéseinek dsszege, j=1,2,....n.

Gjk = Gyj — az 0ssz j €s k csomopont kozott levd ag vezetéseinek dsszege negativ eldjellel,
jzk  jk=1,.2,...n.

(Z EG )j - azon agak vezetésének €s generdtoranak e.m.s. szorzatat summazzuk (adjuk

Ossze), amelyek a j csomoOpontban taldlkoznak (azon szorzatokat vessziik
pozitiv eldjellel szdmba, amely agakban a generator iranya a j csomopont
felé mutat; ellenkez0 esetben a szorzat eldjele negativ), j=12,..n.

Ha a villamos hdlozatban aramgeneratorok milkddnek a fesziiltséggeneratorok helyett,
akkor az egyenletrendszer alakja a kovetkezo lesz:

VG, +V,Gp, +.4V,G, = (T 1)
VG +V,Go, +..4V,Gy, =(T 1),

VG, +V,G,, +..+V,G, =(Y 1),

(Z I )j - a j csomopontban talalkozé dgakban elhelyezkedd dramgeneratorok dramainak

algebrai Osszege (az 0sszegezésnél pozitiv eldjellel azokat az dramgenerator-
aramokat vessziik, amelyek referencia — vonatkoztatasi irdnya a j csomdpont
felé mutat, ellenkez6 esetben az eldjel negativ), j=12,..n.

Ha a villamos haldzat fesziiltség- €s dramgeneratorokat is tartalmaz, ugy az egyenletek
jobb oldalan a fesziiltséggeneratortdl eredd ,,tag” és/vagy az aramgeneratoroktol eredd ,,tag” is
megjelenhet. Legtobbszor azonban a haldézatban megjelend valamennyi generatort el6zdleg
fesziiltség- vagy aramgeneratorra alakitjuk.

Ha a halézatban vannak olyan &4gak, amelyekben csak idedlis fesziiltséggeneratorok
helyezkednek el, akkor ezekre az agakra az EG szorzat értéke végtelen (hiszen az idedlis
fesziiltséggenerator belso ellenallasa nulla), igy az ilyen halozatokra a csomodponti potencialok
modszere kozvetleniil nem alkalmazhato. Egy kibuvoé-esetet emlitiink meg, amikor a csak ideélis
fesziiltséggeneratort tartalmazd agakat magéba foglaldo halozatokra mégis alkalmazhato a
csomoponti potencidlok mddszere. Ha az ilyen (csak idedlis fesziiltséggeneratort tartalmazo)
agak egy csomopontban taldlkoznak, akkor ezt a csomopontot valasztjuk a nulla potenciala
csomopontnak, amelyhez a tobbi csomopont potencialjat viszonyitjuk. Ebben az esetben az ilyen
agak masik végén elhelyezkedd csomdpontok potencialjai ismertek (a generatorok pozitiv vagy
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negativ eldjellel vett elektromotoros erejével vagy forrastesziiltségével lesznek egyenldk), mas
szoval ennyivel kevesebb egyenletet kell felirnunk.

A hurokaramok és csomodponti potencidlok modszere elvileg egyenértékii. Hogy mégis
melyiket ajanlatos hasznalni, azt maga a halozat topoldgidja fogja meghatarozni, és altalaban azt
a modszert alkalmazzuk, amelyik kevesebb egyenlethez vezet. Ha az 4garamokat kell
kiszdmolnunk a hal6zatban, akkor a hurokaramok modszere, ha pedig a fesziiltségekre vagyunk
kivancsiak, akkor a csoméponti potencialok modszere vezet kozvetlenebbiil eredményre.

3.10.4.1. A csillag-haromszog atalakitas

Az eddigiek soran megismerkedtiink az ellenallasok soros, parhuzamos és vegyes
kapcsolasaval. Az ellenallasokbol kialakitott hurkokat rendre eredd ellenallassal helyettesitettiik,
egyszerisitve a haldzatot. Az eredd ellenallas szamitasa egyszeri az ismertetett kifejezések
alapjan. Szépséghibaja talan csak a vegyes kapcsolasu ellenallas-hurkoknak van, hiszen ott,
altalanos esetben, nem szamithato6 ki ,,egy 1€pésben” az ered6 ellenallas.

3.40. abra

Osszetett aramkorokben gyakran eldfordul harom ellenallsnak (esetleg mds aramkori
elemnek) a 3.40. dbran bemutatott kétfajta kapcsolata. Most annak a feltételét fogjuk kutatni,
hogy mikor lesz egyenértékii egymassal a 3.40. dbra bal oldalan elhelyezkedd csillag (ipszilon)
kapcsolas az abra jobb oldalan elhelyezkedd haromszog (delta) kapcsoldssal? Természetesen
akkor, ha az egyes kapcsok kozotti ellendlldsok megegyeznek. Tételezziink fel mindkét
kapcsolasfajta esetében egyforma dramgenerator-gerjesztést az a, b és ¢ csomopontokban, ahogy
az a 3.40. abran is lathato (a 3.40. abrardl az is leolvashato, hogy I,+Ip+]l. = 0). Amennyiben
ezen feltételek mellett az illeté csomopontok potencidljai is megegyeznek, ugy a két kapcsolas
megegyezo.

A megegyezOségi (ekvivalencia) feltétel a megfeleld csomoOpontok potencialjainak
kiegyenlitésébdl all, ehhez azonban ismerniink kell a csomdpontok potencidljait. Alkalmazzuk
hat a csomodponti potencidlok modszerét a csillag és haromszog kapcsolasra is. Legyen a c
csomoépont a kivalasztott, melynek potencidljat nulldnak vessziik. Igy a delta kapcsolasra a
kovetkezo két egyenletet kapjuk:

Va (Gab + Gac) - VbGab = Ia

-Va Gapt Vo(Gapt Goe) = Iy

ahol G a megfelelo vezetést jelenti, €és az ellenallas reciprok értékével egyenlo.
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A csillag kapcsolasra harom egyenletet kapunk, hiszen a haromom kiviil van még egy
csomopontunk, a d csillagpont:
V.G, —0-V,G, =1,
0+ Vbi- VdGb = Ib
VaGi - VuGp + Vi (Ga Gyt Ge) = 0
A harmadik egyenletbdl a d pont potencidljat kifejezve, majd azt behelyettesitve az el6z0
két egyenletbe, ezek Osszehasonlithatokka valnak a haromszogre felirt csomdponti potencial
egyenletekkel. Tehat:
— VaGa +Vbi

%
¢ G

ahol G, = G,+ Gy + G..

A visszahelyettesités utan a csillag kapcsolas két egyenlete:

2
Va a_Ga Vb GaGb = Ia
Go Go
2
_Va GCa;Gb +Vb %b _C;_bH: |b

A haromszog és csillagkapcsolas két-két egyenletét Osszehasonlitva konnyen beléathato,
hogy a megfeleld potencidlok mellett 4ll6 tényezok kiegyenlitésével a megegyezdségi feltételhez
jutunk:

2
Gab +Gac :Ga - Ga
Go
Gab = GaGb
Go
G,

Gy tGy =G, _G_

0

Amennyiben az igy kapott egyenletrendszer elsd egyenletébdl kivonjuk a masodik
egyenletet, a kiilonbségre a kdvetkezoket kapjuk:

2
Gac :Ga _G_a_GaGb :Ga _Ga(Ga +Gb) :Ga _Ga(Go +Gc)
Go Go Go Go
G =5aGo =G.G, GG, _ GG,
ac Go GO
Gab = GaGb
G,
Gbc = GbGC
G

(0]

Az utolso két kifejezés mar szamitéas nélkiil is felirhaté a G, vezetésre kapott kifejezésbal,
teljes megfeleltetés alapjan. Ha most a G,. egyenletébe behelyettesitjik a vezetéseknek
megfeleld ellenallasokat, akkor a vezetések kozotti Osszefiiggés helyett az ellendllasok kozotti
Osszefiiggésekhez jutunk (benniinket ugyanis elsésorban ez a kapcsolat érdekel):
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LS 1
1 — Ra Rc — Rac — Rb
Rac L + i + L RbC + RaC + Rab Rbc + Rac + Rab
Ra Rb Rc Ra Rb Rc
Rac = Ra + Rc +ﬂ

b

A haromszog kapcsolas a és b pontja kozotti ellenallas értéke 1athatd a fenti kifejezésben,
mégpedig a csillag kapcsolasban szerepld ellenallasok fiiggvényében. Az egyenlet alapjan a
torvényszertis€g a kétindexii (delta) ellendllds és az egyindexli (csillag) ellendllasok kozott
nagyon szembetiing, igy a masik két haromszog kapcsolasu ellenallasra mar egyszertien irhato:

R.R
Rab:Ra-I-Rb-'- a0

C

R R
Rbc:Rb+Rc+ ot
R

a

Ezzel az 4talakitas csillagbol haromszogbe 1ényegében adott. A fenti egyenletek szolgalnak
a delta kapcsolas ellenallasainak kiszamitasara, ha adottak a csillag kapcsolas ellenallasértékei. A
forditott Osszefiiggés levezetéséhez tiintessiik el az el6z6 harom kifejezésbdl a torteket:

RabRc = RaRc + RbRc + RaRb
RacRb :RaRc +RbRc+RaRb
R..R, =R,R, +R,R, +R,R,

bc' ‘a

Mivel az egyenletek jobb oldalai egybevagoak, igy a bal oladalaikat is kiegyenlithetjiik
egymassal. Fejezziik ki ezekbdl az egyenletekbdl az az Ry, és R, csillag kapcsolédsu ellenallasokat
a delta kapcsolasu ellenallasok és az R, fiiggvényében:

RoR. = R.R, =R,R

bc' ‘a
R.R
Rb — _a ‘be
Rac
Rc — Ra Rbc
Rab

Helyettesitsiik most be az igy kapott kifejezéseket az Ry, haromszog kapcsolasu ellenallas
egyenletébe, €s fejezziik ki a benne szerepld egyetlen csillag kapcsolasu ellenallast, az R,-t:
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R,R.. R.R,.

a a

— Ra I:zbc + Ra Rbc + Rab R

R =R R R )
ab ac a
Rbc - Ra HRbc + Rbc Ra Rbc2 - Ra Rab Rbc + Rac Rbc + kac
HRac Rab Rac Rab Rac Rab
Ra = Rac Rab Rbc .
Rab I:zbc + Rac Rbc + Rbc
Rac Rab

a =
Rab + Rac + Rbc

Ezek szerint, ha a haromszdg kapcsoldsu ellenallasok értéke adott, akkor azokat a
kovetkezo kifejezésekkel szamithajuk at a csillag kapcsolas ellenallas-értékeivé:

— Rac Rab
o Rab + Rac + RbC
— Rab RbC
" Rab + Rac + Rbc
Rac Rbc

¢ =
Rab + Rac + Rbc
Amint lathatdé az atalakitdsra hasznalatos egyenletek egyszerlieck, konnyen

megjegyezhetdek, nem gy, mint a hozzajuk tartdézo levezetés. Tekinthetjiik viszont ezt a kis
agytornat a csomoponti potencidloknak, mint eljarasnak a gyakorlati alkalmazasaként is.

3.10.5. A SZUPERPOZICIO ELVE

A villamos halozatok, fiiggetleniil a bonyolultsaguk fokatol, megoldhatok a Kirchhoff
egyenletek segitségével. A gyakorlatban azonban ez a hozzaallas éltaldban nem javasolt a
megoldando egyenletek nagy szama miatt. A halozatanalizis megoldasainak gyorsitott eljarasai
(hurokaramok mddszere, csomoponti potencidlok modszere) mellett rendelkezésiinkre allnak
olyan altalanos érvényl tételek, amelyek a haldzat linearitasabol fakadnak. Ezek kozé tartozik a
szuperpozici6 elve is.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy a lineéris hal6zat valamennyi agarama kifejezheté azon
aramok algebrai Osszegével, amelyeket a hal6zatban miikodd fesziiltség- és aramgeneratorok
egyenként mikodve 1étrehoznak.

A szuperpozici6é elvének bizonyitdsara nézziikk meg hogyan fejezhetd ki altalanosan a
tetszOleges hurokdram a determinansok modszerével. Ez nem maés, mint a hurokaramok
modszere alapjan felirhatd egyenletrendszer megolddsa Cramer-szaballyal. Nézziik elébb a
hurokaramok modszer nytjtotta egyenletrendszert:

IRy +LR, + .+ R =E
LRy +L,Ry +..+ R, =E,,

IIRn] +12Rn2 +"'+Iner = En

n

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa a Cramer szabaly szabaly szerint:

124



I 5
ahol - D az egyenletrendszer (nullatol kiillonb6zd) determinansa:
O R,
D= I R,,
R N R,

- a Dy determinanst pedig tgy kapjuk, hogy a D determinéans k-adik oszlopanak elemeit
(Rix, Rok, ..., Ryk) rendre felcseréljiik az Ey, Ey, ..., Enn elemekkel, vagyis

D, =) E;Dy

ahol Dix a D determinans Rjx eleméhez tartozé algebrai vagy eldjeles aldeterminans

Behelyettesitve a Djc algebrai aldeterminanst az egyenletrenszernek a Cramer szabaly
szerinti megoldasaba, a kifejtett alak a kovetkezd lesz:

D D D
| =E,—“+E, —2*+. . +E — k=12,..,n
k 11 D 22 D nn D k
Ismeretes, hogy az agaramokat az illeté agakban folyé hurokaramok algebrai 6sszegeként
irhatjuk fel, igy a tetszéleges, mondjuk k-adik agban foly6 dgaram a kovetkezd alaku lesz:

ng =a,E, +a,E, +..+a,,E_

ahol az ay, ay, ..., akm tényezok csak a halozat agaiban elhelyezkedd ellenallas-értékektol
fiiggnek, a  generatorok  forrasfesziiltségeitdl  (legyen, mondjuk  Osszesen m
fesziiltséggeneratorunk a halézatban) viszont nem! Ha az m szamu fesziiltséggenerator mellett p
darab aramgenerator is mikodik a héalézatban, gy a k-adik dgban folyd aram a kovetkezd
alakban irhat¢ fel:

Iy =B +..+a, B +b 1 +..+b 1

aholaz I j =1, 2, ..., p) az aramgeneratorok forrasaramait jeloli.

Innen aztdn mar szembedtld a bizonyitani kivant tétel, tudniillik, hogy a lineéris héalozat
barmelyik (valamennyi) agarama kifejezhet6 azon aramok algebrai Osszegével, amelyeket a
halézatban mikodo fesziiltség- és dramgenerdtorok az illetd (a megfigyelt) agban egyenként
mikodve hoznanak 1étre.

3.16. Példa: A 3.41. abran lathatd aramkdrnek 2
ismert minden ellendllasa: R;=100Q, R,=200Q,
R;=300Q, R4=200Q. Amikor a K kapcsolé az 1. Ri R3
helyzetben van akkor az elhanyagolhatdo belsé (1) (
ellenallasi amperméter 14,=0,1A 4aramerdsséget + )
mutat. Amikor a kapcsolé a 2. helyzetben van, Ex

akkor az amperméter 14;=0,2A-t mutat. A
szuperpozicio-tétel alapjan hatarozzuk meg az E,

fesziiltséggenerator forrasfesziiltségét 1 _|:|—3—|:|_ 4

(elektromotoros erejét)! R R4

. E1
Megoldas: :A: N O

Jelolje 1y az aramerGsséget a 4-1 agban amikor 3.41. 4bra
csak az E, generator dolgozik a halézatban (a T
kapcsolo 2 helyzetben van, vagyis I5; =0,2 A).
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Jelolje L az aramerdsséget a 4-1 agban amikor csak az E, generator dolgozik a halozatban.
Amikor a K kapcsolo az 1. helyzetben van, akkor mindkét generator dolgozik, tehat E; és E,
forrasfesziiltség is jelen van az dsszetett aramkorben. Ekkor, a szuperpozicio tétele alapjan a 4 —1

agban az aramerdsség: 14=I4; +14;

Mikor a kapcsol6 a 2. helyzetben van, akkor az amperméter I41=I41’ aramerdsséget mutat.

Azt az allapotot, amikor csak az E, generator miikodik, a 2

3.42. abra mutatja. Ha most a 3.42. &bra 4-es — 1
csomopontjara Kirchhoff elsé torvényét alkalmazzuk, Ri R3
akkor a kovetkez6 kifejezést kapjuk: +

I =1 24 =1 3. E2 <>

Masrészt az abra alapjan felirhato, hogy::

L=, iletve 1, =94 R I O S S o

R3 R4 R2 R4

Ugyancsak a 3.42. abrarol kozvetleniil leirhatjuk, hogy:
E R,R
U - 2 1'%3 4 i
24 R,R, R,R, R +R,’ cs 3.42. abra

R +R, R,+R,

E, R,R,
RR, . RR, R +R,’
R, +R; R,+R,

U, =

. E, 0 R R, H 107
= RR R,R - - B
1Ny YRy HR1+R3 R, +R, 7
R +R, R,+R,

Ezt az é4ramerdsséget a hurokdramok modszerével is meghatarozhattuk volna, s6t
gyakorlasképpen és az eredmények egyeztetésének céljabol barmikor elvégezheté ez a masik
modszer is, csak akkor harom egyenletet kell felirni a 3.42. abran lathat6 harom hurokra.

Az ismert aramértékekbdl egyszeriien szamithat6 a keresett forrasfesziiltség:
[ 4=y -14=-0,1A
" |
I, = - 007°E, =-0,1

E,=0,700*V=70V

3.10.6. A FELCSERELESI TETEL (RECIPROCITAS TETELE)

A felcserélési tétel megértéséhez figyeljik meg a 3.43. dbran levo halozatot, amelyben
csupan egy mukodo fesziltséggenerator talalhatd. A haldzat két megjelolt aggal rendelkezik: a j
¢s a k aggal. Igazolni fogjuk, hogy ha a j 4gban elhelyezett generator a k dgban I d&ramerdsséget
eredményez, akkor ugyanez a generator athelyezve a k agba a j-vel jelolt agban ugyancsak I
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aramerdsséget fog létrehozni. Az el6z6 mondatban megfogalmazott elvet tekintjiik a reciprocitas
tételének (felcserélési tételnek).

R j-edik g

j-edik hurok

passziv halézat passziv hélézat
7 N 7 N
/ \ / \
[ | | |
\ / \
N 7 : N 7 _adi
k-adik &g S teadik hurok ) e i ~——«——-7" Tkadik hurok
e — :
Re L2l Re E7E
3.43. 4dbra

A bizonyitashoz valasztjuk meg igy a hurkokat, hogy a j-vel jelolt ag a j hurok része
legyen, hasonloképpen jarjunk el a k jelzést aggal is. Ez esetben a 3.43. dbra bal és jobb oldali
részén lathato haldzatra a két megjeldlt agban folyd aramra felirhatjuk, hogy:

. _g Di_. Dy
““Up b
D, _ D,

A kifejezések természetesen az el6z0 pontban ismertetett hurokaramok modszerével
felirhato egyenletrendszer Cramer szabaly szerinti megoldasabdl erednek azzal a megszoritassal,
hogy most csupan egyetlen fesziiltséggeneratorunk van.

Esetlinkben a Dji és a Dy algebrai vagy el6jeles aldeterminansok a kovetkezok:
O O LA e

AR e
Dy = (-1 | U

illetve

Dk, :(_1)k+j R(k—l),l ...........................
J

Mivel Rjx = Ry; minden j és k értékre, igy a Djc algebrai aldeterminans sorai rendre
megegyeznek a Dy oszlopaival, és ez forditva is igaz. A determindnsokkal kapcsolatos vegyes
tételek kozott szerepel az a tétel is, amely kimondja, hogy a determinans értéke nem valtozik
meg, ha minden egyes sorat felcseréljiik az ugyanannyiadik oszlopaval. E tétel alapjan
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allithatjuk, hogy a fenti két algebrai aldeterminans egyenld, vagyis Djx = Dy; . Mivel pedig E; =
Ex (hiszen ugyanarrdl a fesziiltséggeneratorrdl van szd), az aramoknak is egyenl6knek kell
lenniiik, tehat Ij =1I.

3.17. Példa: A felcserélési (reciprocitas)
tétel alkalmazasira nézzik meg a 3.44. 1y <« 2

abran lathato kétpoluspart (négypolust). Ez f"
egy passziv haldzat két par csatlakozoval.

U U
A halézat linearitasdnak  koszonve ! z
felirhato, hogy: { }

I = G11U1+G Uy v 2
L = Gy1U;+GoUs

Bizonyitsuk be a reciprocitas-tétel segitségével, hogy G, = Gy;, masszoval, hogy a kétpoluspar
harom tényezdvel jellemezhetd (definialhato).

3.44. abra

Megoldas:
A rovidrezart 1-1° csatlakozas esetében (U; = 0) az elsé egyenlet a kdvetkezd alakot olti:

Il = G12U2.

Ha viszont a 2-2’ csatlakozast zarjuk rovidre (U, = 0), akkor a masodik egyenlet alakja

egyszerusiil:
Iz = Gz]U] .

A felcserélési tétel alapjan viszont leszogezhetd, hogy a fent leirt két esetre, amennyiben
U, = U,, vagyis, ha a fesziiltségek egyenldk, akkor az dramerdsségeknek is egyenléeknek kell
lenniiik. Ezekbdl pedig egyértelmiien az kovetkezik, hogy G, = G,; , amit bizonyitani kellett.

3.10.7. THEVENIN- ES NORTON-TETEL

A Thevenin-tételként ismert Osszefiiggést Helmholz (Hermann Ludwig Ferdinand von
Helmholz, 1821-1894, német fizikus, fiziologus) fogalmazta meg még 1853-ban. A tétel szerint
minden aktiv villamos hélozat, barmely kivalasztott két pontjahoz viszonyitva ugy viselkedik,
mint egy valos fesziiltséggenerator. Masszdval a linearis aktiv kétpolus egy idealis (bels6
ellenallas nélkiili) fesziiltségforras és egy ellenallas soros kapcsolasaval (Thévenin-generatorral)
helyettesithetd. A tételt a kovetkezo kifejezés irja le:

U=E; -R;l
ahol:
- U a hélézat tetszOlegesen kivalasztott két pontja kozotti fesziiltség,
- Et a kivalasztott két pont kozotti lresjarati fesziiltség (a Theévenin-generator
forrasfesziiltsége),
- Ry pedig a kdvetkez6 kifejezéssel adott (a Thévenin-generator belsd ellenallasa):

E
R, =—

I0
az utolso kifejezésben az Iy a rovidrezarasi aramot jeloli.
Ha a halozatot a Kkivalasztott két pontjdhoz viszonyitva nem
FeszultségForrassal, hanem aramgeneratorral helyettesitjik, akkor a tételt
Norton tételnek nevezzik, az aramgeneratort pedig Norton-generatornak. A
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val6s Fesziultséggeneratorral egyenérték valds aramgenerator tényez
az ertékeit mar megtanultuk kiszamitani:

E
Ri=R,, és Ii= — =G,[E,
RQ
vagyis esetiinkben az érvényes, hogy:
E
Ry =R;, és I, =1, =—"
N T N 0 RT

Vegyiik észre, hogy a Norton-generator drama a rovidrezarasi arammal egyenld.

Ve

Ve

\
\

A

_\v
REZ

Ve

Ve

\
\

A

m
ES

D

R

—

&

inek

%
z

(@) (b)

- g+ 2

©
3.45. abra

Lassuk most a tétel bizonyitasat! Vegyiink egy tetszleges bonyolultsagu halézatot — 3.45.
abra (a) része —, ¢és huzzunk ki egy tetszoleges agat (amely, az egyszeriiség kedvéért, csak egy R
ellendllast tartalmaz)a haldzatbol. Tegyiik fel, hogy az A és B pontokkal megjeldlt kihuzott agba
két, egymadssal ellentétes irdnyba mutatd, Ec, elektromotoros erejii (forrasfesziiltségii)
fesziiltséggeneratort kotiink — (b) része a 3.45. abranak. Igy az dgaramok értékei a haldzatban
nem valtoznak meg. Az E., forrasfesziiltség konkrét értékét a kovetkez6 modon hatarozzuk
meg. Képzeljik el, hogy a felsé generatort kiiktattuk (az dgaramok értéke természetesen a
kikapcsolas pillanataban megvaltozott). Allitsuk be az alsd fesziiltségforras Eq, értékét ugy,
hogy az A-B agon keresztiil folyd aram értéke nulla legyen! Erre az értékre allitsuk be a felsd
generator forrasfesziiltségét is, és helyezziik vissza az eredeti helyére!

Alkalmazzuk most a szuperpozicié elvét oly modon, ahogy ez a 3.45. abra (c) részén
lathato. Ez a kép szolgal alapul arra, hogy a halozat A-B ag nélkiili részét generatorral
helyettesithessiik, illetve, hogy a helyettesitd Thévenin-generdtor jellemzdinek (tényezdinek)
értékét meghatarozhassuk. A (c¢) abrarész jobb oldala arrdl szol, hogy az Ey az A és B pontok
kozotti fesziiltséggel egyenld akkor, amikor az A-R-B égat eltavolitjuk, vagyis az E¢, az A és B
pontok kozotti {iresjarati fesziiltséget jelenti. Ez tehat nem mas, mint a helyettesitd Theévenin-
generator forrasfesziiltsége, azaz Er = Eg,. A (c) abrarész bal oldala viszont a helyettesitd
generator belsé ellenallasanak meghatarozasaban segit: Rt = Rap, az A-R-B 4gat természetesen
nem szamitjuk bele.
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3.10.7.1. Fesziiltséggeneratorok kapcsolasa

A Thevenin-tétel alkalmazdsaként hatarozzuk meg a soros, parhuzamos és vegyes
kapcsolasu generatorok eredd forrasfesziiltségét és eredd belsé ellendllasat! Lassuk eldszor a
generatorok soros kapcsoldsat, amelyet akkor alkalmaznak, amikor nagyobb fesziiltségre van
sziikség, mint a rendelkezésre all6 generator forrasfesziiltsége (a belsd ellenallas értéke pedig
nem meghatarozoé tényezo).

MW AW oW
E1 Rgl E2 RgZ En Rgn
+
A B
3.46. abra

Az lresjarati fesziiltség az A és B pont kozott a 3.46. abra alapjan a generatorok
forrasfesziiltségeinek Osszegével egyenld, tehat:

UAB = ET= E1+ E2+ +En

A belsO ellenallas megallapitasanal az idealis fesziiltséggeneratorokat rovidzarnak kell
tekintentink, igy egyszertien irhatd, hogy:

RAB = RT = Rg1+ Rgz +...+ Rgn

Parhuzamosan altaldban egyenld forrasfesziiltségli  (leginkdbb teljesen egyforma)
generatorokat kapcsolnak. Teszik ezt akkor, amikor nincs sziikség nagy kapocsfesziiltségre, de
tartosabb €s nagyobb aramerdsségli forrasra van sziikség, mint amilyet egy rendelkezésre allo
fesziiltséggenerator biztositani tud.

A 3.47. é4bra alapjan konnyen
belathatd, hogy a parhuzamosan kapcsolt A
fesziiltséggeneratorok kapcsolasanak
iresjarati  fesziiltsége egy generator
forrasfesziiltségével egyenlé, a bels6 | | —————-—
ellenallas kiszamolasanal pedig n darab E E E
R, ellenallas parhuzamos kapcsolasaval
van dolgunk. Igy aztdn a parhuzamosan B . :
kapcsolt  generatorok  3.47.  é4bran 3.47. abra

felvazolt esetére felirhatjuk, hogy: +

+ +

Uap=Er=E *
. P D= O
iletve: |

R, N )
n

m ER, E,Rg E,Rg

RAB = RT =
Vegyes kapcsolasra akkor van
sziikség, amikor aranylag magas =R, =R, =R,
fesziiltségre ¢és nagy aramerdsségre N
mutatkozik igény. Ennél a kapcsoldsnal ~ ' ~
is leggyakrabban azonos jellemzdja n
generatorokat alkalmaznak (3.48. 4bra). 3.48. 4bra
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A Thevenin-tétel alkalmazasaval a kovetkezo kifejezések irhatok fel a 3.48. dbran lathato
vegyes kapcsolasra:

UAB = ET = mE,
valamint
m EIRg
RAB = RT = n

3.10.8. A KOMPENZACIO (HELYETTESITES) TETELE

Nézziik a 3.49. dbran felvazolt Osszetett halozat-részt, potosabban az 0sszetett haldzat egy
kiragadott 4gat. A kompenzacié tételének értelmében a haldzat egy aga (agrésze), amely R
ellenallast tartalmaz helyettesithetd egy E, = RI forrasfesziiltségli fesziiltséggeneratorral,
melynek referenciairdnya ellentétes az aram irdnydval az adott agban. A forrasfesziiltség
kifejezésében szerepld aramerdsség természetesen az R ellenallason keresztiilfolyd agaramot
jeloli. Ugyanigy, ha egy agban (4grészben) az dramerdsség valodi iranyaval ellentétes iranyu

E
fesziiltséggenerator mitkddik, akkor az helyettesithet6 egy R = Tg értékii ellenalléassal.

3.49. abra

Valasszuk meg gy a hurkokat a halézatban, hogy az A és B csomopontok kozott, a 3.49.
abran lathaté ag arama, az I egyben a k-adik hurok arama is legyen, majd irjuk fel Kirchhoff
huroktorvényét a k-adik hurokra:

Z E- Z RI =0.

Vegyiik ki most az ellenéllasok ¢és a rajtuk keresztiilfolyd aramok szorzatainak 6sszegébdl
az agunkra vonatkozo szorzat-tagot:
Z E-RI - RI =0,
R nelkil

majd helyettesitsiik az RI szorzatot egy E, értékkel:

(TE-E)- SrRI=0.

R nelkal

Formailag az utols6 egyenlet is érvényes €s pontos kifejezése Kirchhoff huroktorvényének
a k-adik hurokra, azzal a megjegyzéssel, hogy a megfigyelt agban szerepld ellenallast nem
tartalmazza. Helyette (mintegy ellensulyozasként) egy E, = RI forrasfesziiltségli generator
jelenik meg. Ezzel bizonyitottnak tekinthetjiik a helyettesitési (kompenzacio) tételt.

Amennyiben egy bonyolult halozat egyik agfesziiltségét szeretnénk egy elbre
meghatarozott értékre ellenallas segitségével beallitani, akkor a kompenzacié tétel alkalmazasa a
legszerencsésebb. A kivalasztott agat, ahol csak ellendlldas van, fesziiltséggeneratorral
helyettesitjiik. A generator forrasfesziiltsége az az eldre meghatarozott érték, amelyet az
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agfesziltségre meghataroztunk. A halézatot ezutan valamilyen modszerrel megoldjuk. Ha a
kivalasztott dgban az 4ram vlddi irdnyara ugyanazt az iranyt kaptuk, mint amelyikbe a
helyettesité fesziiltséggenerator is mutat, ez annak a bizonyitéka, hogy tisztan ellenallés-
valtoztatassal (mégpedig csak a kivalasztott agban elhelyezkedd ellenallas megvaltoztatasaval)
nem ¢érhetjiik el a kivant (elore meghatarozott) agfesziiltséget.

A helyettesités tétele dramgenerator segitségével is megfogalmazhatd. Ez a hozzaallas
akkor kedvezd, ha a kivalasztott agra nem az agfesziiltséget, hanem az agaram értékét kotjuk ki.
A tétel pedig a kovetkezd képpen hangzik. A haldzat barmelyik, ellendllast tartalmazo aga,
amelyen keresztiil 1 er6sségli aram folyik, helyettesithetd egy idealis aramgeneratorral. Az
aramgenerator forrasarama és referenciairanya megegyezik az agban folyo (elére meghatarozott
értékii) aram erdsségével €s iranyaval.

3.10.9. A TELJESITMENYMEGMARADAS TETELE

A teljesitménymegmaradas torvénye egyszerli tényt fogalmaz meg: a generatorok altal
termelt Osszteljesitmény egyenld az ellendllasokon fellépd (és Joule-féle hové alakulo)
teljesitmények Osszegével.

Amennyiben csak egyetlen generatort tartalmaz a haldzat, a teljesitményviszonyok
kézzelfoghatoak: a generator altal termelt teljesitmény egyenld az ellenallasokon szamithat6
teljesitmények Osszegével. Ha tobb generator van a hdalozatban, akkor a viszonyok
bonyolultabbak: egy generator bizonyosan pozitiv teljesitménnyel fog rendelkezni (termel
teljesitményt), a tobbi viszont rendelkezhet ugy pozitiv, mint negativ teljesitménnyel (vagyis
termelhet is és fogyaszthat is teljesitményt — természetesen nem mindkettét egyszerre, vagy
felvaltva —, a koriilményektdl fliggden).

A generator teljesitménye akkor negativ, ha az aram valodi irdnya ellentétes a generator
elektromotoros erejének (forrasfesziiltségének) iranyaval. Az elektromotoros erd iranya pedig
(emlékezziink csak vissza!) a generatorban jelenlevd idegen, nem elektromos tér iranyaval
egyezik meg (vagyis ellentétes a generatorban felhalmozott toltések kovetkeztében jelentkezd
villamos tér iranyaval). Az el6z6 fejtegetés valdjaban csak a fesziiltséggeneratorokra vonatkozik.
Egyszerli azonban az értelmezése az dramgeneratorokra is. Az aramgenerator teljesitménye
akkor negativ, ha az dramforras kapcsain szamithatdo fesziiltség irdnya ellentétes az
aramgenerator forrasaramanak iranyaval.

Fontos hangsulyozni, hogy a szuperpozicid elve nem érvényes a teljesitményekre. A
szuperpozicié elve a haldzat linearitdsa miatt érvényes az dramokra és fesziiltségekre: a
Kirchhoff térvények linearis kapcsolatot irnak le a fesziiltségek €s aramerdsségek kozott. A
teljesitmények viszont az é4ramok vagy fesziiltségek négyzetével, illetve az aramok ¢és
fesziiltségek szorzataval aranyosak, igy rdjuk nem vonatkozik a szuperpozicio elve.

3.10.10. A HALOZAT EGYEB MEOLDASI ELJARASAI

Az el6zoekben ismertetett altalanos eljarasok minden halozat megoldasaban hasznosak és
alkalmazhatok. A haldézat topologidjatol fliiggden egyesek elonydsebben alkalmazhatok, mint
masok, mert kevesebb szamitassal juttatnak benniinket az eredményhez Nyilvanvalé azonban,
hogy vannak olyan graffal rendelkez6 hal6zatok, amelyeknél a megismert eljardsok egyike sem
vezet eléggé gyorsan eredményhez (hiszen teljesen formalis, altalanos eljarasokrél van sz6). Két
halézat-tipust fogunk elemezni a kovetkezd alpontokban, gyorsabban konvergdlod eljarasok
ismertetésével.
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3.10.10.1. Aranyos mennyiségek eljarasa (Iétrahalézat)

Nézziik a 3.50. abran 1évo 1étrahdlozatot. A haldzatnak hét 4ga és négy csomopontja van. A
Kirchhoff egyenletekbdl tehat hetet kellene felirnunk a hal6zat megolddsdhoz, a hurokaramok
modszere négy egyenletet igényel, a csomdponti potencialok médszere pedig harmat.

Gondolkozzunk azonban a kovetkez6 modon: mivel csak egyetlen generator mitkddik a
halozatban, minden 4garam aranyos a generator forrasfesziiltségével (E). Hatarozzuk meg hat az
agaramokat egy tetszéleges forrasfesziiltség-értékre (E’), és a valodi agaramok értékét ugy
kapjuk meg, hogy az el6zdleg kiszamolt 4garamok értékét beszorozzuk az E/E’ hanyadossal.

Tételezziik fel, hogy az Rg ellenallasok keresztiilfolyd aram értéke I = 1 A. Ez alapjan, az
ellenallasok ismeretében konnyen szamithatdo az Ucy fesziiltség értéke, amibdl tovabb az R,
majd az Rs ellenallason keresztiil folyd dramok, az Ug, fesziiltség, majd tovabb..., egészen az
Upy fesziiltségig. Ez az érték nem mas, mint annak a generatornak a forrasfesziiltsége, amelyik
azt a bizonyos feltételezett [ = 1 A dramerdsséget hajtja at az Rg ellendllason.

3.50. abra

Mivel a fesziiltséggeneratorunk forrasfesziiltsége E, igy a valddi agaramok értékét ugy

kaphatjuk meg, ha az eldzéleg kiszamolt agaramok értékét beszorozzuk az —— hanyadossal.
DO

Konnyen ellenérizhetd az elvégzendd miveletek szamabdl, hogy ez az eljaras gyorsabban ad

eredményt, mint az eddigiekben megismert eljarasok.

3.10.10.2. A szimmetrikus halézatok megoldasa

A héldzatanalizis gyakorlataban el6fordulhatnak szimmetrikus Osszetett aramkorok is.
Ilyen hélozat lathaté a 3.51. &bran, ahol a csomopontok szama 5, az agak szama 8, tehat a
hurokaramok és a
csomodponti potencidllok @ — 7 ——7 00— -
modszere egyarant négy- D D= OF
négy egyenletet R‘% % . R% % ",
eredményez.

A hélozatot a R
szimmetriatengely
mentén kettévagjuk,
akkor a 3.51. abra ]Obb R, R, Ry Ry 2R, 2R, R,
oldali  részén  levd % % %
allapothoz jutunk, vagyis B
két ekvivalens 3.51. abra
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halozathoz, amelyekben csupan két csomépont €s harom ag van. A hurokaramok modszere
ezekre a haldzatokra két egyenlet, a csomoOponti potencidlok moédszere pedig minddssze egyetlen
egyenlet felirasat latja elo.

Vegyiik észre, hogy a kettévagott 4g mentén az ellenallasok értékei duplazodtak, a
fesziiltséggenerator elektromotoros ereje azonban nem. Az ellenallasértékek duplazédasat ugy
igazolhatjuk, ha elképzeljiik, hogy az ellenallasok fémhuzalbdl késziiltek és ezeket kettévagtuk.

I
Ekkor az R= pEIS— kifejezésbdl lathatd, hogy a keresztmetszet felezésével az R értéke

duplazodik. A generator forrasfesziiltsége nem valtozik, hiszen a fesziiltséggenerator allando
fesziiltséget biztosit a kapcsain fiiggetleniil a rajta keresztiilfolyd aramtol. A halézat kiszamitésa,
hala a szimmetriatengely mentén tortént kettévagasnak gyorsabb lesz, ¢és barmelyik
halozatanalizis-modszer alkalmazhatd. A halozat egyik felének megoldasaval a teljes haldzat
megoldasahoz gyorsan eljutunk. A félbevagott hdlozat azon agaiban szamitott dgaramok,
amelyek a szimmetriatengelyét alkottdk az eredeti halozatnak kettdvel szorozva megadjak az
eredeti hdlozat dgaramait, a tobbi, félbevagott halozatra szdmitott 4garamok pedig megegyeznek
az eredeti halozat agaramaival.

Ha idealis aramgenerator helyezkedik el a szimmetriatengely valamelyik dgédban (4gaiban),
akkor a kettévagaskor az aramforrds forrasdramat, hasonléan mint az ellenallasok értékét,
modositanunk kell: itt azonban duplézés helyett a forrasdramok érték(ei)t meg kell felezniink. Az
agaramok megfeleltetése a kettévagott ¢és eredeti haldzatok kozott megegyezik a
fesziiltéggenerator esetében leirtakkal.
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3.11. A nemlinearis aramkori elemek

Az eddigiekben csak linearis elemeket alkalmaztunk a megfigyelt aramkordkben illetve
halozatokban. Ez a hozzaallas teljesen jogos, hiszen az alkalmazasban szerepld elemek nagy
tobbsége linedrisnak tekinthetd. Emlisiik meg azonban, hogy szigoribb mércék szerint értékelve
a valésagban linearis elemek nem is léteznek, hanem az elemek legnagyobb részénél a linearis
jellemzotdl valo eltérés elhanyagolhatd. Mas oldalr6l a nemlineédris hélézatok analizise
Osszehasonlithatatlanul bonyolultabb, nehezebb, mint a lineéaris haldzatoké. Ezért itt csak a
nemlinedris elemeknek és az egyszerli nemlinearis haldézatok megoldasanak rovid attekintése a
cél.

A nemlinedris elemeket tobbféle modon lehet csoportositani illetve csoportokba osztani.
Az egyik felosztasi szempont az elemeket alkotd anyagra vonatkozik. Ezek szerint:

1. A nemlinedris elemek elsé csoportjdba az olyan elemek tartoznak, amelyeknek
alapanyagai ugyan lineéaris jellegliek, de a kornyezeti feltételek megvaltozasa miatt az
elemek mégis nemlinearis elemként viselkednek. Mivel az alkalmazott elemek
leginkabb a hore érzékenyek, ennek a csoportnak neve is van: termisztoroknak hivjak
az ide sorolhat6 elemeket.

2. A nemlinedris elemek masik csoportjanak nincs kiilon neve. Ide azok az elemek
tartoznak, amelyeknél a fesziiltség-aramerdsség — U/l (vagy ¢éppen forditva:
aramerosség-fesziiltség — 1/U) gorbe (més szoval karakterisztika) a kornyezeti
feltételek allando volta mellett is eltér a linearistol. Mas szdval ezek az elemek olyan
anyagokbol késziilnek, amelyek mar eleve nemlinearis jellegiiek.

A ma
1.2
1.0
08

0,6

3.52. abra

Lassunk most egy-egy példat a két csoport elemei koziil. A termisztorok erdsen
hoémérsékletfiiggd ellenallasok, az utobbi iddben majdnem kizarolag félvezetokbdl késziilnek. A
termisztorok nagyobbik hanyadanal az ellenéllds a hdmérséklet ndvekedésével csokken (NTC —
negativ hodmérséklet koefficiensii ellenallds). Az ilyen termisztorok alapanyaga a manganoxid
(MnO) ¢és a nikkeloxid (NiO). Kisebb gyakorlati jelentdséggel birnak azok a termisztorok,
amelyeknél a homérséklet novekedésével az ellenallas is novekszik (PTC — pozitiv hdmérséklet
koefficiensii ellenallas). Ujabban ferroelektromos (seignette s6, barium metatitanat) keramiabol
is készililnek termisztorok. Figyeljilk meg az aram valtozasat a fesziiltség fliggvényében a
hidrogénnel toltott, fém(vas)szallal rendelkezd {ivegburdbol 4ll6 termisztor esetére.
Karakterisztikdja a 3.52. 4bran lathato.

A karakterisztikarol jol leolvashatd, hogy az aramerdsség értéke gyakorlatilag allando a
fesziiltség 4V-tol 17V-ig terjedd értékei kozott. A karakterisztika alakjara az tivegbura alakjaval
¢s a burdban uralkoddé nyomadssal lehet hatni, hiszen ezekkel a hdelvezetés feltételeit szabjuk
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meg. A termisztorok karakterisztikait altalaban kisérleti uton, méréssel hatarozzdk meg, de
természetesen az analitikus helyettesitd gorbe(€k) is kiszdmithatok.

A termisztorokat leggyakrabban hoémérsékletmérésre alkalmazzak, amelynél az erds
hémérsékletfiiggdségiiket hasznaljak ki. A mérni kivant kornyezetbe hozva megmérik az
ellenallasukat, €s az ismert allandok alapjan (amelyek a homésékletfiiggésiiket leird kifejezésben
szerepelnek) kiszdmitjdk a mérend0 homérsékletet. A  termisztorok aramkorlatozo
elotétellenallasként is alkalmazast nyerhetnek.

A masodik csoportba a félvezeté anyagokbol késziilt elemek, a vadkuum-csovek és a
félvezetd keramiabol késziilt elemek tartoznak. A masodik csoportbdl a félvezetd keramiabol
késziilt elemek (varisztorok) egy fajtajat a tirit ellendllasokat fogjuk megismerni. A tirit
ellenallast agyag, szilicium-karbid és grafit keverékének henger alakba préselésével és késObbi
hokezelésével allitjak eld. A tirit ellendllas analitikus karakterisztikaja a kovetkezd kifejezéssel
adott:

I=AU"

Ahol az: A ¢és a paramétereck — az anyagoknak a keverékbeni részaranyatol és az
ellenallastest alakjatol és méreteitdl fiiggnek. A kitevo (a) értéke 1 és 10 kozott
valtozik (a mérések szerint, az A paraméter pedig 1070 és 107 érték kozott
mozog.

A konnyebb becslés érdekében lassuk most tablazatosan a fesziiltség- és aramértékeket az
A =210"¢s az a = 3,5 értékekre:

U [V] 10 100 1000 10000
1[A] 6,3-107 2:10° 6,3 20000

A tablazatbol jol lesziirhetdé az ilyen tipusu elemek alkalmazasi teriilete is: gépek és
berendezések tulfesziiltség-védelmére kivaldoan alkalmasak. A  védett berendezéssel
parhuzamosan kotve, a tirit-ellenallason keresztiil folyd aramerdsség a szokvanyos
fesziiltségszinten elenyészd, magas fesziiltség megjelenésekor viszont a tirit ellenallas hatalmas
aramot képes ,atvallalni” ¢és levezetni, megvédve ezzel a vele parhuzamosan kapcsolt
berendezést.

A termisztorok és a varisztorok szimmetrikus atmeneti gorbével rendelkeznek (Iehetne ez
egy masik felosztasi alapja a nemlinedris elemeknek). Sokkal fontosabbak azonban az olyan
nemlinearis aramkori elemek amelyeknek karakterisztikai kihangsulyozottan aszimmetrikusak.
Ebbe a csoportba tartoznak a elektroncsovek (vakuumcsovek) és a félvezetd diodak és
tranzisztorok.

A vakuum-didda a legegyszeriibb vakkuumcsé: csak egy anddbol és egy fiitott katddbol
all, amelyek légmentesitett iivegbtraban helyezkednek el.. A katéd anyaga jo elektronemittald
kell, hogy legyen, ezért altalaban wolframbdl vagy tériumos wolframbdl késziil.

A vakuum-dioda atmeneti
karakterisztikdja a kovetkezd kozelitd
kifejezéssel irhato le:

3

I =kU? ,U>0,

a karakterisztika-gorbe pedig a 3.53. abran
lathato.

A félvezetd didda esetében a
kristalylapka egyik felét p masik felét n
tipusuva alakitjdk. A p tipusu részt az
elektronhiany  kovetkeztében megjelend
lyukdram, az n tipusi részt pedig az

cy

3.53. abra
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elektrondram  jellemzi. Az  atmeneti A
karakterisztika itt is er0sen aszimmetrikus,
amit az analitikus kifejezése is igazol:

l=lo%‘i—1g

A félvezetd didda az egyik iranyban
sokkal jobban vezeti az 4ramot mint a
masikban.  Atmeneti  karakterisztikdjanak
grafikus abrazoléasa a 3.54. abran lathato. /
A nemlinedris elemekkel rendelkezd
halozatok analizise tobb szempontbol is
nagyon nehézkes. FEls6sorban Kirchhoff 3.54. 4bra
egyeletei itt nem linearis egyenletek, igy a
kapott egyenletrendszer megoldasa

cy

nem szokvanyos. Masodsorban az A ma )
atmeneti  karakterisztika analitikus 7 //
alakja a legtobb esetben ismeretlen e 7
(csak a grafikus alakja ismert). Eppen W T B pri
ezért nincs talan altalanos megoldasi / e
modszer a nemlineédris elemekkel 05 '," 7
rendelkezd halozatokra. A ' i i
legegyszeriibb esetekben a megoldas ,'//
egy kis odafigyeléssel elérheto. A " = =~ ” el
kovetkezOkben grafikus iton keresiink ,
megoldast egy termisztor ¢és egy 3.55. dbra
linearis ellendllas soros és parhuzamos
kapcsolasara. b oa

Lassuk eldszor az elemek soros 2 e
kapcsolasat. Az elemek soros kapcsolasa esetén 7
az egyes elemek végein mért fesziiltségek ///
Osszeadodnak. A soros kapcsolas atmeneti /// e
karakterisztikajat tehat ugy kapjuk meg, ha a ) F e ol
kivalasztott aramerdsségértékekre Osszeadjuk e
az elemeken mért(mérhetd) fesziiltségeket. Ezt Fay
a tényt, illetve megoldast tartalmazza a 3.55 ,’,,"'
abra. s

A parhuzamosa kapcsolt linedris és v s
nemlinedris elemek esetében viszont a rajtuk 3 56. 4bra

keresztiilfolyd d&ramok adddnak Ossze, vagyis a
soros kapcsolas atmeneti karakterisztikdja ugy kaphaté meg, ha a kivalasztott fesziiltségekre
Osszeadjuk az elemeken atfolyd aramerdsség-értékeket. Ez lathaté a 3.56. abran.

3.12. Atmeneti jelenségek az RC hal6zatban

Eddig csak az allandosult allapotot taglaltuk a villamos halozatoknal, mas széval a
fesziiltségek és aramerdsségek (Ggy a generatoroké mint az dramkori elemeké) allandok voltak.
A generator haldzatba kapcsolasanak pillanatdban azonban, ha a halozatban energiatarol6 elemek
(kondenzator) is vannak, nem jon létre rogton az allandosult allapot. Bizonyos idének el kell
telni, amig az atmeneti (tranziens) jelenségek lezajlanak és a halozat allandosult (stacionarius)
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allapotba keriil. A generator bekapcsoldsakor ugyanis valtozik az energiataroldo egységek
energidja és ez a valtozas nem torténhet meg ugrdsszerden, egy ,,szempillantds alatt”. Az
ugrasszerli energiavaltozas végtelen nagy teljesitményili generatort feltételez, amilyen a
valésagban nem létezik.

A linedris koncentralt paraméterli haldzat esetében az atmeneti jelenségek elemzése
allando egyiitthatoju, inhomogén, linearis differencidlegyenlet-rendszer megolddsara vezethetd
vissza. Az ilyen differencidegyenlet-rendszerek altalanos megoldasa a homogén
egyenletrendszer megolddsa és a partikuldris megoldas Osszegeként irhaté fel. Fizikai
szempontotbdl nézve ¢és magyarazva a dolgokat az mondhatdo el, hogy a homogén
egyenletrendszer altalanos megolddsa a haldézat kiilsé gerjesztésektdl fiiggetlen, Un. ,,sajat
viselkedését” irja le. Ez a rész, a homogén megoldas, az altalanos, teljes megoldds atmeneti
(tranziens) részét adja, hiszen az atmeneti jelenségek kezddenergidja a kikiiszobolhetetlen
veszteségek kovetkeztében eltavozik a halozatbol. A kiilsé gerjesztések és az aramkori elemek
kozosen hatarozzak meg az inhomogén egyenletrendszer partikuldris megoldasat, ami az
atmeneti jelenségek lefolyasat kovetd stacionarius allapotot jellemzi. Az integraldsi allandok (a
megoldasban szerepld allandok) a hatarértékekbol (kezddértékekbol) szamithatodk ki.

Atmeneti jelenségek nemcsak a generator halézatba kapcsolasanak pillanataban jelennek
meg, hanem az aramkOr megszakitasakor, a fesziiltséggenerator forrasfesziiltségének
megvaltozasakor, uj fesziltséggenerator halozatba kapcsolasakor és a passziv elemek
karakterisztikainak hirtelen megvaltozasakor is.

Az atmeneti jelenségek iskolapéldaja, tehat a legegyszeribb eset a soros RC kor
egyenfesziiltségre kapcsoldsa (3.57. abra).

A fenti abrara a kovetkezd egyenletek R C
(egyenletrendszer) irhat6 fel:

b 00 )= E. W |
Egyrészrol:
o)
) > A
_ CI(t _ 1 ,. d +\_/
- (t) Sc Ejl(t)dt / dt 3.57. 4bra -
du, (t) _ it) 0 if)=c du, (t)
dt C dt

Maisrészrol viszont

u. (t) = Ri(t)

Osszevonva az utobbi két kifejezést az elébbibe, a kovetkezé differencidlegyenlethez
jutunk:

u, (t)+ RCdL(t) =E
dt

Egyes vélemények szerint célszeriibb a két fesziiltséget (a kiinduldo egyenletben) a
kondenzator t6ltésének fiiggvényében felirni:

0 )=Ri)=R %0,

illetve:

_q@)
ut)=——-.
C ( ) C
Ekkor a differencialegyenlet a kovetkezo alakot olti:
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RM+@:E
dt C

Ez utobbi egyenlet ugyancsak linedris, inhomogén, elséfoku differenciadlegyenlet allando
egylitthatokkal, akarcsak az el6z6, amelyben a kondenzétor fesziiltségének az elsd derivaltja
szerepel. Mivel a kondenzator toltésvaltozasanak idofliggvénye szamunkra nem elsddleges
fontossagu, igy az el6zd egyenlet megoldasaval foglalkozunk (az irodalomban éaltaldban az
utobbi egyenletet oldjak meg). Irjuk fel tehat a megoldandd egyenletet és oldjuk is meg! A
megoldando6 egyenlet:

u,(t)+ RCdL(t): E,
dt

az altalanos megoldas pedig a kdvetkezd alakban irhato fel:
uc (t) = l'Ich (t)+ ucp (t):uct (t)+ucé

Mint tudjuk, a homogén megoldds a tranziens (&tmeneti) részét adja az 4ltalanos
megoldasnak (a kondenzator fesziiltségértékének), a partikularis pedig az allandd (az atmeneti
jelenségeket kovetd stacionarius allapotban érvényes) fegyverzetek kozotti fesziiltségértéket
képviseli. A homogén megoldas természetesen a homogén egyenletet elégiti ki, vagyis
felirhatjuk, hogy:

du,, (t
um&)+Rc—7i£2=o.

Tételezziik fel az u, (t) = Ae™ megoldisalakot, és helyettesitsiik be azt a homogén egyenletbe!
Ezzel a p allano értékét hatarozhatjuk meg:

Ae™ +RCpAe™ =0
1+RCp =0

1
RC

A homogén megoldas tehat a kovetkezd alakot kapja:

p:

t

ug (t)= Ae Fc

Az RC szorzarot az atmeneti folyamat idéallanddjanak is nevezik és a gorog T betlivel

jelzik. A homogén megoldas egyenértékli masik kifejezése tehat:
t

ug (t)=Ae °.

Az éllandosult allapotban (a kivetkez6 stacionaris allapotban) a kondenzator fesziiltsége a
generator forrasfesziiltségével lesz egyenld, azaz:

ucp (t) = ucé (t) =E.
Ezek alapjan felirhato az altalanos megoldas:
t

u)=E+Ae *

Az A allando a kezdeti feltételbdl hatarozhatdé meg: A kondenzator energiaja a bekapcsolas
pillanatdban nem valtozhat meg, vagyis amennyiben a kondenzator toltetlen allapotban volt a
bekapcsolas elott (q(t = 0) = 0, és uc(t = 0) = 0), Ggy a bekapcsolas utan is érvényes a nulla
fesziiltségérték:
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u,(0-)=u,(0+)=u,(0)=0.

fgy aztan az A allando értéke:

0=E+Ae’,
A=-E.
A kondenzator fesziiltségvaltozasa az
atmeneti id6szakban (3.58. abra) pedig: uh

t ot :
u (t)=E-Ee * :EE—e TE

Mivel a fesziiltséggorbe folyamatosan
(asszimptotikusan) éri el az allandosult E
értéket, felmertil a kérdés, hogy gyakorlatilag
meddig is tart (id0ben) az atmeneti jelenség.
Amennyiben az eltérés az allandosult értéktol 358 4bra
1%-nal kisebb, a gyakorlatban a jelenséget o
lezajlottnak tekinthetjiik. Az ennek megfelel6 iddpillanat konnyen kiszdmithato:

2 J

u,(t)=099E
_t
Q%E:EE—eTE
_t
e " =001
~L ooz
T
t=1In10?
t = 4,607

Szavakkal ez azt jelenti, hogy az atmeneti jelenség 5T idejig tart. Konnyen igazolhato,
hogy 1 id6 elmultaval az atmeneti jelenségek 63%-a zajlik le (t = T behelyettesitésével a
kondenzator fesziiltségvaltozasanak kifejezésébe).

Az aramerdsség a korben (amely egyuttal a kondenzator toltdarama is) az el6z6ek
alapjan a kovetkez6 mdodon szamithato (3.59. abra):

i(t)=cd”°(t)=Ec1 e
dt RC

i A

t
T ER

' E
T :_e
R

Az atmeneti jelenségek az RC  kor
megszakitasakor is fellépnek. Vegyiik észre, hogy
ebben az esetben (az RC soros kapcsolas
rovidrezarasakor) homogén, linedris els6foku
differencialegyenelet kapunk allando
egylitthatokkal. 3.59. 4bra

i /

A rovidrezart RC soros kapcsolés esetében érvényes, hogy:
U (t)+uq (t)=0,
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vagyis az el6z6 eset homogén egyenletéhez jutunk:

uc&)+Rcd“°&):o.
dt

~N | -

Feltételezve az u, (t) = Ae
(T=RC), és figyelembe véve az aktualis
kezddértéket a kondenzator fesziiltségére (az E
5t pillanatra kivalasztott kezddpillanatra
u.(0-)=u,(0+)=u.(0)=E) az A allando
értéke:

megoldast

E=Ae’.
A kondenzator fesziiltsége (3.60. abra)

......

~ v

csOkkeno lesz:

3.60. abra

~ |

u,(t)=Ee
d

()=c el _E

=-—¢
dt R

Az é4ram negativ algebrai eldjele
arra utal, hogy a kisiilési aram ellentétes
az abran feltiintetett és a toltési aramnak
megfeleld aramiranynak. A
kondenzatorban a toltéskor felhalmozott
energia itt, a kislilésnél a kor
ellendllasdn hévé alakul.

Attekinthetébb ~ az  4tmeneti
jelenségek lezajlasa, de talan fogalma ER
is, ha ugyanazon 4az abran lathatok a
toltési és kisiilési diagramok is. Ennek a 3.61. dbra
gondolatnak eleget téve jott 1étre a 3.62.
abra és a 3.63 dbra. Az elsdn a fesziiltségek valtozasa kovethetd (Ggy a kondenzatoron, mint az
ellenallason mérhetd fesziiltség) a toltés és kisiilés folyaman, a masodikon pedig a kor aramanak
gorbéje lathatd az 1d6 fiiggvényében. A kisiilési folyamat 5T hosszasagl toltési 1d6 elmultaval
indul.

~y

3.62. dbra
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\j

-EIR

3.63. abra

3.13. Kondenzatorokat tartalmazo halozatok

Ritkan hasznaljak a gyakorlatban egyenaramok esetében az ilyen fajta hal6zatokat. Ezért
csak nagyon roviden, elemi szinten érintjiik ezt a problémakort. A kondenzatorokat tartalmazé
halézatokat két nagy csoportra osztjak:

1. Olyan halozatok, amelyeknél legalabb néhany agban folyik aram (egyenaram),

2. Elektrosztatikus hal6ézatok (minden dgban legalabb egy kondenzatort tartalmaznak, az

allanddsult allapotban itt egyetlen agban sem folyik aram).

A kondenzatorok szigeteldanyaga sohasem idealis. Ez mas szoval azt jelenti, hogy
bizonyos jelentéktelen erdsségli aram mindig folyik a feltoltdtt kondenzator két fegyverzete
kozott a szigeteldanyagon keresztiil. Ez az aram azonban legtobbszor elhanyagolhato.

Az els6 csoportba sorolhatd halozatok esetében csak a kondenzatoroktol mentes dgakban
folyik egyenaram. A kondenzatorokat is tartalmazo agak végén mérhetd (szamithato) fesziiltség
a kondenzatorok kapcsain mért fesziiltségek dsszegével egyenld.

Az elektrosztatikus haldézatok minden agéaban
kondenzator talalhatd. Ezekre a haldzatokra érvényes
Kirchhoff els6 és masodik torvénye, igaz, egy kicsit
modositott formaban.

Nézzik az els6  Kirchhoff  torvény
érvényességét az elektrosztatikus halozatok esetére
(3.64. abra). Figyeljik meg az dabran lathatd
csomopontot, amelyet n 4ag taldlkozasa képez.
Tételezziik fel, hogy a kondenzatorok azon
fegyverzetei, amelyek a csomoponthoz kapcsolodnak
Q1, Q2, Qs, ..., Qq toltésmennyiséggel rendelkeznek.
Legyen ezen (algebrai elgjellel rendelkezd)
toltésmennyiségek algebrai 6sszege Q. Mekkora lesz
a megfigyelt csomoponthoz tartozo toltésmennyiség 3.64. 4bra
algebrai Osszege, ha egy vagy tobb fesziiltségforrast
kikapcsolunk? Mivel aram nem folyhat egyetlen d4gban sem, a toltésmennyiségek Osszege nem
valtozhat meg, annak ellenére, hogy a toltéseloszlas a kondenzatorokon esetleg megvaltozhat.
Ezek szerint felirhato, hogy:
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S Q,=Q,

B

Ez a kifejezés nem mas, mint Kirchhoff elsé vagy csomoponti térvénye az elektrosztatikus
halézatokra. A Qo értéke a kezdd értékektdl fligg: ha kisiitott kondenzatorokat kotiink a
halozatba, akkor a Qg értéke nulla lesz.

Az elektrosztatikus halozatokndl is érvényes az energiamegmaradas torvénye, azaz

fE [l = 0.

Itt is makroszkopikus nagysagokat fogunk Ssszeadogatni az E [l szorzatok helyett: a
fesziiltségeket a generatorok és kondenzatorok kapcsain. A generatorok fesziiltsége a
forrasfesziiltségiikkel egyenld, mivel nem folyik dram az agakban (nincs fesziiltségesés sem a
kiilsé ellenallasokon, sem a generatorok belsd ellenallasain). A kondenzatorokon mérhetd
fesziiltségekkel kapcsolatosan pontosan ugyanaz mondhaté el, mint az ellenallasok esetében: a
halézat elemzése elején nem ismerjiik a kondenzatorokon a fesziiltség ,,irdnyat”, vagyis azt, hogy
melyik fegyverzeten helyezkedik el a pozitiv, és melyiken a negativ toltés. Ilyen halézatok
analizisénél elsd 1épésként meghatdrozzuk a kondenzatorok toltéaramanak feltételezett irdnyat
minden egyes agban (3.65. abra).

A 3.65. 4bra alapjan a kovetkez6 megallapitas
fogalmazhat6é meg: ha a Q pozitiv téltésmennyiség

a kondenzator bal oldali fegyverzetére folyt, akkor a 0 0 < 0 0
kondenzatoron mérhet6 fesziiltség — I I .
_Q
U c E s 4+ UC R
¢s a kondenzator bal fegyverzete van magasabb
potencidlon. Amennyiben a 3.65. dbran megjelolt 3.65. abra

iranyban  negativ  toltésmennyiség  folyt a

kondenzator bal oldali fegyverzetére, ugy az Uc fesziiltség negativ, vagyis a jobb oldali

fegyverzet van magasabb potenciadlon. A toltdaram feltételezett iranyanak és a kondenzétoron

mérhet6 fesziiltség irdnyanak ilyen viszonyat 6sszehangolt iranymeghatarozasnak is nevezziik.
Az 0Oszehangolt toltéaram és kondenzatorfesziiltség betartdsa a kovetkezd kifejezés

felirasat teszi lehetdveé az f Edl =0 kifejezés helyett (Kirchhoff masodik vagy huroktdrvénye az

elektrosztatikus halozatokra):
TE-F2=0
C

Az elektromotoros erének és a % hanyadosnak is algebrai eldjele van: ez az eldjel pozitiv,

ha a generator ,,irdnya” megegyezik a hurok koriiljarési iranyaval, illetve ha a kondenzator
magasabb potencidlu fegyverzetére jutunk el0szor a hurok koriiljarasa alkalmaval (a toltéaram
feltételezett pozitiv irdnya megegyezik a hurok koriiljardsi irdnyaval). Ellenkezd esetben az
algebrai eldjel negativ.

Ha minden csomodpontra érvényes, hogy Qo = 0, akkor az ellendlldsokat tartalmazo
halozatoknal megismert valamennyi eljaras és kifejezés érvényben marad az elektrosztatikus
halézatoknal is, azzal a kiilonbséggel, hogy az aramerdsség (I) helyett a kifejezésekben a
toltésmennyiséget (Q) kell szerepeltetni, az ellenallasértékek (R) helyett viszont a kapacités

reciprok értét (E) kell feltiintetni. A hurokdramok mddszere itt hurok-tdltdaramok modszerévé

modosul.

Amennyiben Kirchhoff csomodpotni térvényében az elektrosztatikus haldzatokra akar egy
csomopotra is nem érvényes a Qo = 0 feltétel, akkor az egyediili hdlozatanalizis-mddszer a
Kirchhoff torvények kozvetlen alkalmazasa.
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3.14. Ellenorzo kérdések

Mit neveziink villamos dramnak?

Mi az egyenaram?

Milyen t6ltéshordozok alkotjak az aramot a vezetdékben és milyenek az elektrolitokban?

Hogyan (minek a segitségével) valosithaté meg az egyendram (idében allandé aram)?

Mi a leegyszerisitett egyenaram-modell harom alapelve?

Kizarhato(megsziintethetd)-e a Joule-féle hdveszteség az aramtérben?

Milyen tulajdonsagu az egyendramokat 1étrehozé villamos tér?

A villamos tér eneriakozvetitd és —tarolo szerepe

9. Milyen energiaatviteli rendszernek szamit a villamos térrel megvalositott atviteli rendszer?

10. Mi az aramsirtiség, és mi az egysége?

11. Mi az dramerdsség definicidja €s egysége?

12. Mi az 4ram iranya?

13. Mivel mérjiik az elektromos dramot?

14. Mi a csomopont?

15. Hogyan fogalmazhaté meg Kirchhoff els6 térvénye szoban €s képletben?

16. Lehet-e toltésfelhalmozodés az aramtérben egyenaramok esetében?

17. Mi az els6 Kirchhoff torvény altalanos matematikai alakja?

18. Mi az els6 Kirchhoff torvénynek a gyakorlatban legtobbszor hasznalt alakja?

19. Mit neveziink a villamos dram aramlési terének?

20. Mi a fajlagos ellenallds (mi az egysége)?

21. Mi a fajlagos vezetés és miben fejezik ki?

22. Minek kovetkeztében melegszik fel az aramjarta vezetd?

23. Hogyan irhato fel a vezetokben hové alakulo villamos energia teljesitménysiirtisége (Joule
torvénye az aramlasi térre)?

24. Milyen az olvadobiztositékok miikodési elve?

25. Mi a villamos aram mechanizmusanak legegyszeriibb modellje a vezetokben?

26. Mihez hasonlithato a toltéshordozok termikus (kaotikus hdémozgasa) a vezetOkben?

27. Milyen nagysagrendii az elektronok hdmozgésanak atlagsebessége a fémekben?

28. Hogyan szamithat6 a fajlagos ellenallas értéke a klasszikus elmélet szerint?

29. Az egyvegyértékl fémek esetében hasznélhatd-e a klasszikus elmélet?

30. A gyakorlati mérésekkel megegyez6 eredmények milyen elmélettel érhetdk el?

31. Hogyan véltozik és mitdl fiigg a fémek fajlagos ellenallasa?

32. Milyen anyagokbol készitik a precizios mérésekre szant ellenallasokat?

33. Hogyan fejezhetd ki az elektronok mozgékonysaga a fémekben?

34. Mi a szupravezetés €s a szupravezetok?

35. Mi a Meissner-effektus?

36. Mire hasznalhatok a szupravezetok?

37. Ki fedezte fel a szupravezetést?

38. Mit neveziink elektrolitnak?

39. Mitdl fiigg az elektrolitok fajlagos vezetoképessége?

40. Hogyan fligg az elektrolitok fajlagos vezetOképessége a hdmérseklettol?

41. Milyen vezetoknek tekinthetdk az elektrolitok?

42. A villamos aram vezetési mechanizmusat illetben hogyan oszthatok csoportba a
szigetelbanyagok?

43. Milyen vezetoknek tekinthetdk a dielektrikumok?

44. Milyen szigetel6anyagoknal és hogyan kovetkezik be a hdatiités?

45. Mitdl fiigg a dielektrikum fajlagos ellenallasa?

46. Mire kell kiilon figyelmet forditani a szigetel6knél?

47. Mi a feliileti fajlagos ellenallés a szigeteloknél €s hogyan mérheté?

48. Hogyan sz6l Ohm torvénye (szoban és kifejezésben)?

XN R
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49.
50.

51.
52.
53.
54.
55.

56.
57.
58.

59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.

66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.

79.
80.
81.
82.
83.
&4.
85.
86.
87.
88.

89.
90.
91.
92.
93.

Mi az elektromos ellenallas (és mi az egysége)?

Hogyan szamithat6 ki az 1 hosszusagu, homogén szerkezetii, p fajlagos ellenallasu vezetd
ellenallasa?

Mely ellenallasokat nevezziik linearisnak?

Hogyan hatarozhat6 meg a tetszéleges alakt ellenallas ellenallas-értéke?

Mi az elektromos vezetés (és egysége)?

Hogyan szdmithato ki a sorosan kapcsolt ellenéllasok ered6 ellenallas-értéke?

Hogyan sz6l a kifejezés az eredd ellenallas kiszamitdsara a parhuzamosan kapcsolt
ellenallasok esetében?

Mi a teendd a vegyes kapcsolasndl az eredd ellenallas meghatarozasakor?

Hogyan szamithato ki a sorosan kapcsolt ellenallasok eredd vezetés-értéke?

Hogyan szol a kifejezés az eredd vezetés kiszamitdsdra a parhuzamosan kapcsolt
ellenallasok esetében?

Mi a teend? a vegyes kapcsolasndl az eredd vezetés meghatarozasakor?

Milyen az ellenallasok hofokfiiggése?

Mi az aram valodi (pozitiv) irdnya?

Mikor 0sszehangolt a fesziiltség- és aramirany?

Mi a ,,foldelés™?

Miért alkalmaznak f6ldeld ellenéllasokat?

Hogyan szamithato egy félgomb alaka foldeléstest segitségével létrehozott foldelés
ellenallas-értéke?

Mi képezi a foldelésnél az ,,ellenallastestet™?

Milyen nagysagrendii a foldelésellenallas értéke?

Biztonsagos védelmet nyujt-e a foldelés az dramiitéssel szemben?

Mi a 1épésfesziiltség?

Hogyan szamithato a 1épésfesziiltség?

Hogyan szol Joule torvénye (szoban és kifejezésben)?

Milyen egységekben fejezik ki a fogyasztd teljesitményét?

Mi az el6z6 kérdés valaszaban szerepld egységek kozotti Osszefiiggés?

Miart sziikségesek a villamos generatorok?

Hogyan ,,termelik” a villamos energiat a villamos generatorok?

Milyen a miikodési elve a hdenergiat kdzvetleniil villamos energiava alakitd generatornak?
Milyen a miikddési elve a kémiai generatoroknak?

Milyen er6k képezik a kémiai generatorokndl a nem villamos (a toltésekre hato
szétvalaszto) erdket?

Milyen generatorokat neveziink fesziiltséggeneratoroknak?

Milyen jellemzokkel irhatok le (definidlhatok) a fesziiltséggeneratorok?

Mi a fesziiltséggenerator forrasfesziiltsége (és egysége)?

Hogyan szamithato ki a fesziiltséggenerator forrasfesziiltsége?

Hogyan mérhet? le a fesziiltséggenerator forrasfesziiltsége?

Mi a fesziiltséggenerator belso ellenallasa (€s egysége)?

Hogyan szamithato a fesziiltséggenerator belso ellenéllésa?

Hogyan mérhetd le a fesziiltséggenerator belso ellenallasa?

Mi a generator forrasfesziiltségének ,,irdnya”?

Hogyan szamithat6 ki a fesziiltséggenerator teljesitménye (milyen a forrasfesziiltség és az
aramerdsség 0sszehangolt irdnya)?

Mivel egyenld az idedlis fesziiltséggenerator kapocsfesziiltsége?

Mi a valos fesziiltséggenerator?

Hogyan szémithato ki a valos fesziiltséggenerator kapocsfesziiltsége?

Mi a villamos dramkdor?

Hogyan szamithat6 ki az dramerdsség értéke az egy generatort és egy ellenallast tartalmazo
aramkorben?
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94. Hogyan abrazoljak a valos fesziiltséggeneratorokat?

95. Mi a teljesitményillesztés?

96. Mi a maximalis teljesitmény-leadas feltétele?

97. Hogyan szamithat6 ki az dramerdsség értéke a tobb generatort €s tobb ellenallast tartalmazé
aramkorben?

98. Mikor miikddik generatorként és mikor fogyasztoként a fesziiltséggenerator?

99. Hany iranyra kell tigyelni a fesziiltség szamitasakor az aramkorben?

100. Mi a fesziiltségszamitasra szolgalo altaldnos kifejezés alakja, ha Uap értékét szamitjuk az A
pontbol haladva a B pont felé?

101.Mi a fesziiltségszamitasra szolgalo altalanos kifejezés alakja, ha Uap értékét szamitjuk a B
pontbol haladva az A pont felé?

102.Hany ¢és mely irdnyokra kell iigyelni a fesziiltség szamitdsanal az altaldnos kifejezések
alkalmazésakor?

103.Mi az eldfeltétele annak, hogy az 4dramkor egy adott pontjdnak potencialjat ki tudjuk
szdmolni?

104. Mi a potencial szamitasara szolgélo altalanos kifejezés alakja, ha V értékét szamitjuk az A
pontbol haladva a vonatkoztatasi (leféldelt) pont fel¢?

105.Mi a potencial szamitasara szolgdlo altalanos kifejezés alakja, ha V, értékét a referencia
(lefoldelt) pontbdl az A pont felé haladva szamitjuk?

106. Mi a villamos hélozat (0sszetett aramkor)?

107. Mikor aktiv és mikor passziv a villamos halozat?

108. Mikor mondhatjuk egy hélozatra azt, hogy linearis?

109. Mikor nemlineéris a halozat?

110. Mi a halozati csomopont?

111.Mi a halozat aga?

112. Melyik elektrosztatikdban megismert torvény képezi Kirchhoff mésodik térvényének
alapjat?

113. Ird fel Kirchhoff masodik torvényének integralalakjat!

114. Mi a huroktorvény szokvanyos alakja?

115. Mikor milyen algebrai eldjellel rendelkezik az E és RI szorzat a huroktdrvényben?

116. Milyen energiaforrasok az aramgeneratorok?

117.Mi jellemzi az idealis aramgeneratort?

118. Milyen a valés aramgenerator (elfogadott elvi modellje)?

119. Hogyan abrazoljuk az aramgeneratort?

120. Mivel egyenl6 az aramgenerator teljesitménye?

121. Lehet-e egyenértékii egy idedlis fesziiltséggenerator és egy idedlis &ramgenerator?

122. Milyen egyenértékiiségi feltétel mellett keressiik a valds fesziiltséggeneratornak megfeleld
val6s daramgeneratort?

123. Mi a két egyenértékiiségi feltétel a valos fesziiltség- €s aramgenerator megfeleltetésekor?

124. Miért hibas a valos aramgenerator elfogadott elvi modellje?

125. Mit 6lel fel a halozatanalizis problémakdre?

126. Mik a kétpolusok vagy pdlusparok?

127.Mi képezi a haldzat grafjat?

128. Mire szolgal a hal6zat grafja?

129. Hany fiiggetlen egyenlet irhat6 fel Kirchhoff els6 (csomoponti) térvénye alapjan egy adott
halézatra és miért?

130. Mi a graf faja?

131. Melyek a graf faagai?

132. Melyek a bekoto agak?

133. Hogyan hozhat¢ 1étre a fliggetlen hurkok legnagyobb szdma a lehetd legegyszeriibb médon?

134. Hany fiiggetlen egyenlet irhato fel Kirchhoff masodik, Gn.huroktérvénye alapjan egy adott
halézatra és miért?
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135. Mennyi az ismeretlenek szama egy halozat megoldasanal?

136. Hany egyenlet irhat6 fel 0sszesen a Kirchhoff-egyenletek segitségével?

137. Minek alapjan irhatok fel a tovabbi sziikséges (kiegészitd) egyenletek?

138. Mennyi a fiiggetlen agfesziiltségek szama egy adott halozatban?

139. Mennyi a fliggetlen agaramok szama egy adott hal6zatban?

140. Mi a Kirchhoff-térvényekkel végzendd haldzatanalizis menete?

141. Mi a Kirchhoff-torvények alkalmazasanak a hatranya?

142. Milyen altaldnos alaku egyenleteket adnak a Kirchhoff-torvények?

143. Hogyan moddosul a felirando Kirchhoff-egyenletek szdma, ha egyes agakban csak idealis
fesziiltség- vagy aramgeneratorok vannak?

144. A hurokaramok modszerénél mit (miket) tekintiink ismeretlennek?

145.Mi az a fizikailag teljesen alaptalan, de matematikailag helyes elképzelés, amely a
hurokaramok bevezetését igazolja?

146. Mennyi egyenletet kell felirni a hurokdramok modszerét alkalmazva?

147. Milyen alaku egyenletrendszert biztosit a hurokdramok moédszere, €s mi a jelolések értelme?

148.Valos daramgeneratorokat is tartalmazé halézatok esetén hogyan alkalmazzuk a
hurokaramok mddszerét?

149. 1deélis d&ramgeneratorokat is tartalmazé halozatok esetében mi a teendd?

150. A csomoponti potencidlok modszerénél mit tekintiink ismeretlennek?

151. Mennyi egyenlet irhat6 fel a csomodponti potencidlok mddszerének segitségével?

152.Milyen alaku egyenletrendszert biztosit a csomdponti potencidlok moddszere, és mi a
jelolések értelme?

153. Ha a halozatban aramgeneratorok (is) miitkddnek, hogyan médosul az egyenletrendszer?

154. Mit lehet tenni, ha a halozat egyes agait idealis fesziiltséggeneratorok alkotjak?

155.Melyik az elonyOsebb haldzatanalizis-modszer: a hurokdramok vagy a csomoponti
potencidlok mddszere (és mikor)?

156. Mi a csillag-delta transzforméacié (atalakitas) alapja (melyik eljaras képezi az alapjat)?

157. Melyek a csillagbol delta-kapcsolasba valo atszamitas kifejezései?

158. Hogyan szdlnak a haromszogbdl csillag-kapcsoldsba valo atszamitas egyenletei?

159. Hogyan fogalmazhatd meg a szuperpozicio elve?

160. Hogyan bizonyithat6 a szuperpozicid elve?

161. Hogyan sz6l a felcserélési tétel (a reciprocitas tétele)?

162. Hogyan bizonyithato a felcserélési tétel?

163. Mit fogalmaz meg a Theévenin-tétel?

164. Miként sz6l a Norton-tétel?

165.Hogyan lesz a Theévenin-tételb6l Norton-tétel?

166. Hogyan bizonyithat6 a Theévenin-tétel?

167.A Thevenin-tétel alkalmazasa: a fesziiltséggeneratorok soros, parhuzamos és vegyes
kapcsolasa

168. Mit mond ki a helyettesités (kompenzacio) tétele?

169. Hogyan bizonyithato a helyettesités tétele?

170. Mit rogzit a teljesitménymegmaradas tétele?

171. Ervényes-e a szuperpozicio elve a teljesitményekre?

172.Mi a létrahalézat gyors megoldasanak lényege?

173. Mi a szimmetrikus hal6zatok megoldasanal a konnyités?

174. Mi torténik a kettévagott agakban az ellendllasok és az aramgeneratorok forrasaramanak
értekeivel?

175. Léteznek-e a valosadgban idedlis linearis elemek?

176. Miért fektetiink mégis nagy hangsulyt a linearis halozatok analizisére?

177.Hogyan csoportositjuk a nemlinearis elemeket az dket alkotd anyagok jellege alapjan?

178. Milyen elemek a termisztorok és milyen fajtajuk ismert?

179. Milyen a termisztorok jellegzetes atmeneti (I/U) gorbéje?
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180. Mire hasznaljak leggyakrabban a termisztorokat?

181. Milyen nemlinearis elemek késziilnek nemlinedris jellegli anyagokbdl?

182.Mibdl és hogyan késziil, és milyen karakterisztikaval rendelkezik a tirit ellenallas
(varisztorok csaladja)?

183. Hol alkalmazzék a tirit ellenallasokat?

184. Melyek az aszimmetrikus karakterisztikaja nemlinearis elemek?

185. Milyen a vakuum-diéda atmeneti gérbéje (analitikus és grafikus alak)?

186. Milyen a félvezetd-didda atmeneti gorbéje (analitikus és grafikus alak)?

187. Hogyan kaphatd6 meg egy linearis és egy nemlinearis elem soros kapcsolasanak eredd
atmeneti karakterisztikaja?

188. Hogyan kaphato meg egy linearis és egy nemlinearis elem parhuzamos kapcsolasanak ered6
atmeneti karakterisztikaja?

189. Mikor talalkozunk atmeneti jelenségekkel a villamos halozatoknal?

190.Milyen egyenlettel (egyenletrendszerrel) irhatok le az atmeneti jelenségek a linearis
koncentralt paraméterti halozat esetében?

191.Milyen megoldas-részekbdl 4all az allandé egyiitthat6ju, inhomogén, linedris
differencidlegyenlet-rendszer (differencidlegyenlet) altalanos megoldasara?

192. Fizikailag hogyan magyarazhatok ezek a megoldas-részek?

193.Mi a soros RC kor egyenfesziiltségre kapcsoldsanak kiindulo egyenlete ¢s
differencidlegyenlete?

194. Hogyan torténik az allandok meghatarozasa?

195.Milyen a kondenzator fesziiltségének pillanatnyi értéke az egyenfesziiltségre kapcsolas
1d6épontjatol szamitva (analitikusan és grafikusan)?

196.Milyen a kondenzator toltdaramanak pillanatnyi értéke az egyenfesziiltségre kapcsolas
1d6épontjatol szamitva (analitikus és grafikus alak)?

197. Meddig tartanak gyakorlatilag az atmeneti jelenségek?

198. Milyen a kisiités céljabol rovidre zart soros RC kor kondenzator-fesziiltségének pillanatnyi
érteke?

199. Milyen a révidre zart soros RC korben a kondenzator kisiitési aramanak pillanatnyi értéke?

200. Hogyan sorolhatok osztalyokba a kondenzatorokat tartalmazé haldzatok?

201. Milyen halozatot jeldl az ,,elektrosztatikus halozat” fogalom?

202. Milyen alakt Kirchhoff csomoponti torvénye az elektrosztatikus halézatok esetében?

203. Milyen alakt Kirchhoff huroktérvénye az elektrosztatikus haldzatok esetében?
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4. STACIONARIS (IDOBEN ALLANDO) MAGNESES TER

4.1. Két aramelem kozott haté magneses eré

A két kis, nyugalomban levd villamos toltés (elektromosan toltott test) kozott fellépd
elektromos (villamos) erdt kozvetlen modon le lehet mérni. Sajnos két kis, mozgé, elektromosan
toltott test kozott az erdt gyakorlatilag nem lehet lemérni. Mésszoval lehetetlen olyan kisérletet
elvégezni, amely alapjan kovetkeztetni tudndnk arra, hogy hogyan véltozik meg az erd két
villamosan t61tott test kozott, mikor azok mozogni kezdenek.

Létezik azonban egy egyszerli mod arra, hogy az elektrosztatikus erdoktdl kiilonvalasztve
lemérjiik a magneses erdket. Az elektromos aram tulajdonképpen nagyszdmu elektromos toltés
rendezett mozgéasa. A jO vezetdknél, hogy fenntartsuk a rajtuk atfolyd aramot, nagyon kicsi
villamos tér sziikséges, igy a vezetd feliiletén nincs felhalmozodott nyugvo elektromos toltés.
Két ilyen vezetd kozott az erd az aramot létrehozo toltések mozgasanak eredménye, igy a
vezetok koOzotti erd tisztdn magneses erd. A magneses jelenségek tanulmanyozasat két
aramvezetd kozotti erd meghatdrozasaval kezdjiik, pontosabban a két vezetd egy-egy aramkori
eleme kozott jelentkezo erd kiszamitasaval. Az ilyen elemeket dramelemeknek fogjuk nevezni.

Itt azokrol a magneses erokrol beszéliink, amelyek a vakuumban levo aramjarta vezetok
kozott jelentkeznek (a kozelben csak olyan testek vannak, amelyekben nincs vas, nikkel és
kobalt).

A két aramelem kozott hato magneses erd torvényének matematikai formaja Osszetettebb,
mint a Coulomb-térvény matematikai alakja. A torvény megfogalmazasahoz két vektor
vektorialis €s harom vektor dupla (kétszeres) vektoridlis szorzatanak alkalmazasa kell.

Vegyiink példaul két vékony, zart C; és C, vezetdt I; és I, arammal, amelyek tetszoleges
alakuak (4.1. abra). Ahhoz, hogy kiszamitsuk a két tetszdleges alaki d&ramhurok kozott hato erodt,
elobb meg kell hatarozni azt az erdt, amellyel a két aramelem (két rovid, egyenesvonali
aramjarta vezetékrész) egymasra hat. Ha ismerjiik a két aramelem kozott hatd magneses erd
matematikai kifejezését, akkor a két aramhurok kozott jelentkezé eredd erd —elméletileg—
egyenld az Osszes dramelem kozott hatod erdk vektorialis 0sszegével (vektorintegraljaval).

Az aramelemek kozott haté erdk mérése kisérleti uton nem lehetséges, mivel ilyen
aramelemek kiilon nem léteznek (az dramkornek zartnak kell lennie). De a tobb kiilonb6zd alaka
¢és helyzetli aramelem kozott lemért erdbdl kikovetkeztethetd, hogy milyen alaka lehet a két
aramelem kozott hato erd. Ilymodon meghatarozhaté a méagneses erd kifejezése, amellyel az [,
aramu dI; dramelem az I, dramu di, dramelemre hat:

- - C1 C
dﬁlzz klljzdl 2x(;ﬂ lxrmz) 2
r
_ Ky / r
= %
s _ =7 0ON O
Az SI (MKSA) mértékrendszerben k =10 gA_ZE AL L ®—
4.1. abra

M, — vakuum permeabilitisa

U= 4o~ %E@%E H-henry, az induktivitds mértékegysége
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4.2. A magneses tér fogalma, magneses indukcio vektora, Biot-Savart
torvénye

Amint az elektromos, gy a magneses erok is lathatd kozvetitok nélkiil hatnak, ami idegen
az ember megszokott gondolkodasmoédjatol és érzékelésétol. E nehézség elharitdsa céljabol
vezetjilk be a magneses tér (vagy mez8) fogalmat, amely a kozvetitd szerepét kapja. A dI,
aramelemben levd dram ugy modositja a kdrnyezetét (a vakuumot), hogy egy masik aramelemre
(dl,), amellyet az elsd dramelem (dl;) kozelébe hozunk, erd hat a fent leirt képlet (térvény)
szerint. A dl, 4dramelemre nem a dI; 4ramelemben folyé 4ram hat kdzvetleniil, hanem a
magneses tér a dl, kornyezetében, amely a dI; dramelemben levd dramtdl ered. A két dramkori
elem kozott fellépd erd a kdvetkezd alakban is felirhato:

dﬁ,zzlzdﬂx@fi é@@
T r

A zérojelben 1évo kifejezésben nem szerepel egyetlen olyan jelolés vagy nagysag sem,
amely a dI, aramelemre utalna, kivéve a di; dramelemtdl valo tavolsagot (r). Ezért a zarojelben
levd kifejezést mint alapkifejezést hasznalhatjuk, amely leirja az I; 4ram( dI; aramelem

crer

A Biot-Savart-torvény szerint az aramelem altal Iétrehozott magneses indukcio (4.2. dbra):

~ fdi X7,
dB = & . 0
4 r
7, - a magneses tér forrasatol a tér meghatarozasanak pontjaba irdnyitott (odamutato)

egyseégvektor.
| Y Y
ap =|af) = Lo dEE :

|B|=B az indukcidvektor intezitasa

A dB vektor irdnya merdleges a dl
és 1, vektorok altal alkotott sikra.
Iranyitasa a jobbcsavar haladasi irdnyaval
egyezik meg, a jobbcsavar elforditasat

4.2. dbra

pedig a dl vektor olyan irdnyu rotéacidja

(elforgatasa) jelenti, melynek segitsége altal a dl iranya ¢és iranyitasa a legrévidebb uton esik
egybe az 1, egységvektor iranyaval €s iranyitasaval. Az dramelem irdnyitasa a hurokban folyo
aram referenciairanyaval (vonatkoztatési iranyaval) adott.

Figyeljiik meg az 4.2. abran lathat6 hurkot. A B magneses indukciot, amelyet ez a vezetd
hoz 1étre, barmely pontban gy hatarozzuk meg, hogy vektoridlisan dsszeadjuk adB indukciokat,
amelyeket a C aramhurok elemei az adott pontban létrehoznak. A vektoridlis O0sszeadas
(integralds) matematikai alakja a kovetkezo:

1dl. xr,

2
r

5_ H
B—HOTEf

c

150



A B mértékegysége az SI (MKSA) mértékrendszerben: teszla [T] , illetve a vele

e, o ONO . OwbO
egyenértékli mértékegység-kifejezések: %a valamint Bn—ZH

A magneses indukciovektor intenzitasanak értéke a gyakorlatban:

-a Fold magneses terének vizszintes komponense nalunk 0.200° T,
-a Fold magneses terének fliggdleges komponense nalunk 03510 T,
- levegoben levo aramvezetd koriil 10°-107 T,
- az elektromagnesekben (a vasmagban) néhany tiz T.

4.1. Példa: Szamitsuk ki a magneses indukcid vektorat (irdnyat, iranyitasat és nagysagat vagy
intenzitdsat) a kor alaka daramhurok kozéppontjaban (4.3. dbra).

Megoldas:

:&E(dlsin%o _ Kyldl

4T a’ 410

d

dl

1 I
B:—‘uo2 DZTB.:IJ—O
4m 2a

Mivel az Osszes elemi dB indukcid, amelyek 4.3. abra

osszeadasaval a B indukciot kapjuk, egyforma iranyua és iranyitasu, ezért a B vektor intenzitisa
egyenld a dB vektorok intenzitasainak dsszegével.

4.2. Példa: Hatarozzuk meg az indukciovektor értékét (mindharom ismérvét) a végtelen hosszu
egyenes vezetd koril (4.4. abra).

Megoldas:
Idlsina

Bt w

Az A pontban a vezetd minden eleme egyforma
irdnyu ¢és iranyitast elemi magneses indukcidt hoz
1étre:

Idlsina

B= IdB: J’uo e

egesz egesz
vezeto vezetd

A képrdl lathato, hogy:

a =90° +0, vagyis:
sinal = sin(900 +G) =cosB, (1)

4.4. dbra

masrészrol pedig konnyen belathat6 a kovetkezo két
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Osszefliggés is: %‘IIG =cosO 0 dl = Rd6

)

cos@

r

’
—=cosO0 R= 3
2 cos 3)

cos@

Ha az el6z6 harom 6sszefliggést behelyettesitjilk a magneses indukcid fenti kifejezésébe, a
kovetkezoket kapjuk:

0,
B :Il_of Rd6 [¢osO E—Il—,
4 1(:056 R

2

egyszersités utan pedig:

6,
B :u—‘JJd—e [¢osB,
41T 7

az integralt kiértékelve:

0,
B= u—O]JC‘OSQdQ = M—Oj(sin92 —sin@,).
41 4 4

A fenti kifejezés altalanos érvényii, a késobbi példakban alkalmazast is nyer.
Ebben a feladatban a szogek értékei:

g, =-" 9 =",
2 2

Az indukciovektor intenzitasa tehat az A pontban (az indukcidvektor iranya €s irdnyitasa az 4.4.
abran lathato):

B=Fol
2
4.3. Példa: Mekkora a magneses indukcidévektor . I /
értéke a 4.5. abran lathato téglalap alaku aramjarta > —
vezetékhurok kozéppontjdban. Alkalmazzuk az S 7 B2
el6z6 példaban eredményként kapott altalanos N g /‘\
érvényli kifejezést! b & —b
I 7 N
Megoldas: et a s /2
‘\
Az el6z6 példaban megkapott altalanos kifejezés 2 \\
alapjan: a
4.5. dbra
1 1
p=2-to Dinﬁ—sinB—E 2 Ho Ding—sinB—g
H 2 O 2 2 O 2

w24 i

illetve rendezés utan:

152



' B/ ina/ U
BZZHOI %ln 5 +sméD
m U q b O
B B
Mivel a 4.5. abrar6l konnyen belathato a kovetkezo két trigonometriai 0sszefiiggés:
. '[7 _ b
sin = (1)
2 i

és
. a
sin@/} = NEPTE )

igy az indukcio keresett értéke (intenzitdsa — az irdny és az irdnyitds a 4.5. dbran lathato):

p=2l o ip

abrr

A Biot-Savart-torvény egyenlete (a dB-re és a B -re) lehetdvé teszi a tetszdleges alaka és
vékony 4ramjarta vezetéktdl szarmazd maégneses indukcié kiszamitasat. A B szamitisara
hasznalt kifejezésben levd integralt nem tudjuk kozvetleniil kiértékelni (kiszdmitani), de mindig
nagy pontosaggal kiszdmithatjuk numerikus médszerrel, szamitégép segitségével.

Hatarozzuk meg a kifejezéseket arra az esetre, amikor a magneses indukcid feliileti
aramtol, vagy vastag vezetékben folyd aramtol szarmazik!

Ha a vastag vezeték keresztmetszete S, akkor az [ dI szorzat felirhaté mint:

1al = (/¢ Jsdf = Jsdi = Jsdi = jav

ezek szerint a magneses indukcid, amely a dV térfogat elemben a J 4ramslirliségtdl szarmazik:

b =Ho i 200 gy
m  r
illetve:
D — IJO #xfo
B=— dv
4 I r?

Ha a feliileti aram a szélességili savban folyik, akkor:

1di = I/ ludi = J,adi = J adl = J s

vagyis a magneses indukcio, amely a dS feliileti elemen folyo js feliileti aramstiriségtol
szarmazik:

an
az 0ssz indukcio pedig:
- J X7
=t =" ds
am 4 r
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Elevenitsiik most fel a ¢ feliileti toltésstlirliségtdl eredd villamos tér leirdsara a sztatikdban
megismert kifejezést:
s_ 1 0dS.
E = —ro.
471‘90

Osszehasonlitva a két képletet észrevehetjiik, hogy mindkét esetben egy vektorintegral
kiértékelésérdl van sz6. A sztatikdban az elektromos toltések elhelyezkedése (eloszlasa) a vezetd
felszinén altalaban ismeretlen, mivel e toltésektdl szdrmazo villamos tér nagy kihatdssal van
magukra a toltésekre, illetve a toltések elhelyezkedésére a test felszinén. Ezzel szemben az

aramsiiriség a vezetd egyetlen pontjaban sem fiigg a B vektor intenzitisatol, iranyatdl és
iranyitasatol ugyanabban a pontban. Emiatt a B meghatarozasara szolgalo kifejezést sokkal
tobbet hasznaljak a gyakorlatban, mint az E meghatarozasara szolgallo kifejezést.

4.1.1. MAGNESES INDUKCIOVEKTOR AZ ARAMHUROK SIKJANAK
PONTJAIBAN

A B vektor kiszamitasara szolgalo kifejezés igen bonyolult. Ha az aramhurok sik és a
magneses indukcid vektorat e sik barmely pontjaban kell meghatarozni, akkor a B -re vonatkozé

kifejezést le lehet egyszeriisiteni. A B vektor intenzitasa a 4.6. &bran lathato sikban
elhelyezkedd aramhurok esetében az aramhurokhoz tartozo sik tetszéleges pontjaban a
kovetkezd modon szamithato ki:

W, ldising

dB =
4 1’

A képrol kivehetd, hogy:

%:COSBD dl [¢os B =rdBO

és

4.6. dbra

a=90"+p
sina :sin(900 +B):cosB,

vagyis az el6zoek alapjan:
dIl8ina =rdb .

Behelyettesitve a kiindul6 kifejezésbe a kovetkezoket kapjuk:

ap = Ho 149

am r

_ Mol J_

illetoleg:
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4.4. Példa: Hatarozzuk meg a magneses indukciovektort a sikban elhelyezkedd kor alaka
aramhurok (korvezetd) kozéppontjaban (4.7. abra)!. Most ne a Biot-Savart torvényt hasznaljuk,
hanem a fent levezetett kifejezést!

Megoldas:

B:u_o
2a

4.7. dbra

4.5. Példa: Szamitsuk ki most a masik Biot-Savart torvénnyel megoldott példafeladatot is: a
magneses indukciovektor értékét a végtelen hosszu, egyenes, aramjarta vezetd kozelében (4.8
abra)!

Megoldas: r
dl de
u, I %de Ml " WL
== === =10
B J; e am ) %0 T 6 M
) ) d @'
! 3
4.8. abra

4.6. Példa: Nehezitsiink az utols6-eldtti példa feladatan: hatarozzuk meg a magneses indukcid
vektorat a kor alaku vezetd tengelye mentén (4.9. ébra).

Megoldas:

1dl -
ag=EC g dig)=90"
mivel d ¢és az 7, altal bezart szog >
mindig derékszog, barhol ‘
helyezkedjen is el az aramelem. A
szimmetria miatt az

indukciovektornak csak a z tengely
iranyaba mutatd vektorkomponense
van:

[JO]Cldl 4.9. abra

47'[(a2 + 22)%

dB. = dBsina =

sina =
a +z
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B. = Hola dl = Hola
47T(a2+zz)%f 47‘[(a2+zz)%

Hola’
Z(a2 +z° )% .

A kapott kifejezés helyességét igazolandd, helyettesitsilk be a z=0 értéket az utolso
képletbe! A 4.4. példa eredményét kell megkapnunk:
Bz - H_OI
2Tta
A sikban elhelyezked6 korvezet6tdl tavol (z>>0), a tengely mentén az indukcidvektor
értéke:

2T

B =

_ Hla’

B .
z 223

4.7. Példa: Szamitsuk ki az indukciovektor értékét a Helmholz-orso (kor alaku vezetékpar —
4.10. abra) tengelye menetén.
- ®

Megoldas:
Ll Z y, aA-Z| g
Hasznaljuk ki az eldz6 példa megoldasat, és
irjuk fel kizvetleniil az indukciovektor
nagysigit a P pontban (milyen az 28 — [~ 5 T — —

indukciovektor irdnya és iranyitasa?):

R
11
=
[\9] S—
QJI\J
0O
mi\)
+ k.
N
—
N
+
—_
ml\)
+
=
I k.
>
—
N
11
m ::

4.10. abra

OoOod

U
B:U—OID ! 5, T !

) B-(-n)EE

Kicsit hosszadalmas, de aranylag egyszer eljarassal bizonyithaté (az indukciovektror elsé €s
masodik derivaltjanak nullaval val6o kiegyenlitésével), hogy a madagneses tér értéke a
korvezetékek kozott féluton, a tengely mentén gyakorlatilag allandd, illetve homogén.

4.3. A magneses térben levé aramhurokra hato eré és forgatonyomaték

A magneses térben levd dramhurokra hatd eredderd és eredd forgatonyomaték elvben
kiszamithato a

dF =k

. ]112di2x(dilxl_;012)
2

7
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képlettel. Altalanosabb kifejezést akkor kapunk, ha az
erdt és a forgatonyomatékot a hurok mentén kiszamitott
magneses indukcid segitségével szamitjuk ki. Az ilyen
eljaras akkor is érvényben marad, ha a magneses tér
nem valamilyen vezetében folyd aramtol szarmazik,
hanem pl. alland6 magnestél. Az erd, amellyel

adlelem a dI, elemre hat felirhato a kovetkezé
alakban is:

dFlz = IZdTZ XdE . deformalhaté hurok
Altalanosan fogalmazva, a magneses tér B

indukcioértékkel rendelkezé pontjaban elhelyezkedd \
aramelemre hato erd (4.11. abra): I

o)

dF =1dIxdB. 4.11. 4bra

Az eredd magneses erd az aramhurokra vonatkoztatva:

F = a V‘Leltédlxdé.

mentén

Az O-O’ tengelyre szamitott forgatonyomaték (4.11. 4bra), amely a dI 4ramelemre hato
magneses erd kovetkezménye, igy irhato fel:

M,y =7 x dF = £{1dT x B),
illetve:
M,y = IF x (dT xB).

Az ered6 (O-O’ tengelyre szamitott) forgatdbnyomaték, amely a teljes aramhurokra hato
magneses erd kovetkezménye, a kovetkezo alakot kapja:

My, = J’IF X (dT XE).

a vezetd
mentén

4.4. Villamos toltés mozgasa magneses €s elektromos térben

Az é4ramelemre hato erd tulajdonképpen a dl elemben mozgod villamos toltésekre hatd
magneses erok vektoridlis 0sszege. Gyakorlasként hatarozzuk meg az egy toltésre hatdo magneses
erdt. Az aramelemre hatdé magneses erét mar el6bbrol ismerjiik:

dF =1 xdB.

A jobb oldal elsé része tovabb bonthato:

Idl = JSdl = NOvSdl = NSdIQ v,
ahol:
NSdI - a dl aramelemben levd 0ssz szabad toltéshordozd szama.
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A kapott értéket behelyettesithetjiik az erd kifejezésébe. Ha csak az egy toltésre hatd erd
érdekel benniinket, ugy az dramelemre hat6 erot el kell osztanunk a benniik levo toltéshordozok

szamaval (NSdl). gy jutunk el a v sebeséggel mozgd részecskére hatd mégneses erd
kifejezéséhez:

F= Ov xB.
A v és B vektorok véltoznak a részecske mozgasanak ideje alatt. A magneses erd mindig
merdleges a részecske mozgasi irdnyara. Ezért magneses erovel (a magneses tér altal) nem lehet

megvaltoztatni a részecske sebességének intenzitasat, csak mozgési iranyat (a mozgas irdnya ¢&s
iranyitasa valtozik, viszont a részecske kinetikus energidja nem).

4.8. Példa: A O>0 toltésti és m tomegl részecske B indukcidju homogén mégneses térben
mozog (lasd a 4.12. abrat). Hatarozzuk meg a mozgasi palya sugarat, a részecske forgasi
sebességét és frekvencidjat.

Megoldas: @
frjuk fel az 4.12. abran feltiintetett erék kifejezéseit:

F= Q;/ x B - (a Lorenz-féle magneses erd)

F =QvB Bin 0(V, B) = QvB,

mert O, BH=90°="rad .
afids 2

®© ©® ©

2
mv e a1
F = R - centrifugalis erd.

4.12. dbra

Kormozgas esetén a két eré egyensulyban van:

2
QvB = mg :

amibdl a kormozgés sugara kdzvetleniil adodik:
_my’ _mv
" QvB QB
A sugarbol a periddus egyszerlien szamithato, hiszen az egy periddus ideje alatt megtett t
a kor keriiletével egyenlo:

T_ZTIR_Z_ITE_ZTE‘H

Az eredmény érdekes és értékes, mert ramutat, hogy a periddus nem fiigg a részecske
sebességétdl. A frekvencia a periodus reciprok értéke:

I_QB

T 2mm’

4.1.1. A CIKLOTRON ELVI MUKODESE

A villamos toltések felgyorsitasara ciklotront hasznalnak. A ciklotron {0 része a két részre vagott
lapos, iireges fémhenger. A 4.13. abran 1 és 2 jellel jelolt félhengerek oszcillatorra (polaritasat
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beallithato sebességgel valtoztatd fesziiltségforrasra) kapcsolodnak. Az egész rendszer homogén
magneses térben helyezkedik el gy, hogy a tér merdleges a henger alapjara. A hengerben
vakuum, illetve légritkitott tér van. A villamos toltések a kettévagott henger kozotti elektromos
térbe keriilnek és felgyorsulnak. A résen kiviil (az egyik vagy a masik félhenger belsejében) a
részecskék csak magneses térben mozognak, mégpedig félkor alaku palyan, melynek sugara:
_my
0B

A teljes kor leirasanak ideje (a periddus), mint ahogy azt az eldzOekben lattuk, nem fiigg a
sebességtol:

_ 27

OB
Ezért a részecskék mindig ugyanannyi idd alatt
émmek a  réshez. Ha az  oszcillator

fesziiltségvaltozasat uigy allitjak be, hogy a résben
levd elektromos térrel a részecskéket mindig

st r ’ , kimend
gyorsitjak, akkor a részecskék egyre nagyobb és részecske
nagyobb sugara félkort fognak leirni. A végén az v
eltéritd elektréda elektromos tere miatt a
részecskék kireplilnek a ciklotronbol. A kirepiilési
vagy végsebesség értéke:

v = QBCZ . eltérito
m elektréoda
oszcillator
A villamos ¢és magneses térben mozgod
villamos toltésekre az igynevezett Lorenz-erd hat, )
4.13. abra

melynek alakja:

F=QE+QvxB.
Egyszeriibb esetekben meghatarozhato a részecske palyaja is:
Ty _ e 9

m?—QE +Q——

Az elektromos ¢s magneses térben mozgé toltétt részecske mozgasegyenleteben az 1, a

részecske helyvektora. A részecske palydjanak meghatirozasa (kiszamitasa) a magneses ¢és az
elektromos tér tetszdleges eloszlasa mellett nagyon nehéz, kiilondsen ha ezek a terek idoben
valtoznak

4.1.2. HALL EFFEKTUS

Hall kidolgozott egy kisérletet amely
alapjan meghatarozhato a szabad
toltéshordozok eldjele a vezetdkben. Figyeljiik
a vékony, d vastagsagu vezetd szalagot, amely
B indukciéji homogén magneses térben van A
(4.14. abra). A B vektor vonalai merdlegesek a d

szalag sikjara. A szalagon keresztiil J sfirliségii @ ’
aram folyik amelyet pozitiv (4.14.a dbra-rész) 4.14. abra
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vagy negativ (4.14.b abra-rész) toltések hozhatnak 1étre.

A magneses térben mozg toltésre az F, = Q\: x B erd hat, és ennek az a kovetkezménye,
hogy a szalag egyik szélén pozitiv (+), a masik szélén pedig negativ (-) toltések fognak
osszegylilni. A széleken elhelyezkedé toltések altal keletkezett elektromos tér (Ey) ellenall a B
magneses tér hatdsa alatt mozgo6 toltések tovabbi felgyiilemlésének. Az allanddsult allapotban:

QVB=QE,,
azaz
Eh:VB.

A széleken megjelolt pontok kézoti fesziiltség:
Vl-V2=Ehd=VBd.

Ez a potencialkiilonbség lemérhetd és az eldjel alapjan kovetkeztetni lehet arra, hogy a
szabad toltéshordozok a vezetdoben milyen eldjeliiek. A 4.14. abra alapjan kittinik, hogy:

— pozitiv toltéshordozok esetén a V-V,<0,

— negativ toltéshordozok esetén pedig a V-V, >0.

Mivel J=NQv, kozvetleniil felirhatjuk, hogy

RARECY.
NQ
A kifejezésben szerepld toltéshordozok stirlisége viszont az
N — Na pm

M
képlet alapjan szamithatd, ahol:
— N,- az Avogadro szam,
—  Pm - az anyag tomegstiriisége €s
— M- az anyag atomtomege.
Mivel a potencialkiilonbség kifejezésében maga a potencialkiilonbség, az aramstiriiség €s a
vezetd szélessége lemérhetd, az N, pm € M ismert egy adott anyagra, ilyen modon

meghatarozhaté a magneses tér, vagyis az indukcio (E) amelyben a Hall-elem (Hall-szonda)
elhelyezkedik. Ezt hasznaljak ki az igen kisméretiire gyartott mérdelemeknél, amelyek a
villamos gépek 1égréseiben mérik a magneses teret.

4.5. A magneses indukcio vektoranak erévonalai

Egy vektor erdvonalai képzeletbeli gorbe vonalak amelyeknek minden pontjaban a vektor

érintd irdnyu. A B vektor vonalai nagyon hasznosak a magneses tér dbrazoldsira. E vonalak
kisérlettel is meghatarozhatok. Ismeretes, hogy a magnestii (dllandd magnesbdl készitett ti,

iranyti, amely szabadon mozoghat egy tengely koriil) a magneses térrel (a B vektorral) mindig
parhuzamosan all be, Ugyhogy az irdnytli észak-dél polusirdnya megegyezik a B vektor
iranyitasaval. Ezek az ismeretek lehetdvé teszik a B vektor vonalainak konnyti meghatarozasat.
A Biot-Savart torvény alapjan e vonalak némely esetben ki is szamithatok. Példaként
hatarozzuk _meg egy dramelem B vektoranak vonalait. A dB vektor merdleges arra a sikra,
amely a dl és ro vektort tartalmazza (4.15. 4bra jobb oldali része). Mivel a magneses tér
szimmetrikus a d/ elem i iranyara, ebbol kovetkezik, hogy a dB vektor vonalai korok. E vonalak
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kozéppontjai a dl elem iranyaval egybeesnek és a dB vektor intenzitdsa egy kor minden

pontjaban egyforma.
m m
dl
Okv
B

Egy vékony hosszii (egvenes) vezetd esetén a B vektor vonalai korok és a vezetd tengelyén
van a kozéppontjuk (4.15. abra bal oldali része). A B vektor irdnya és a vezetdben folyd dram

irAnya a jobbcsavar szabdly szerint vannak Osszekdtve ( a B vektor a jobbmenetes csavar
elfordulasi irdnyéaba, az aram irdnya pedig a csavar haladési iranydba mutat).

Wy,

L

4.15. 4bra

iQ AR =y
. A R ’ ‘ . . . R
v A v A
« - - - -4 « D I E T T <« - -
& v & v
'S \'\ 'S . ) . v
4.16. abra

A 4.16. abra bal oldali részén egy aramhurok (korvezetd)B vektoranak erévonalai
lathatok, mig ugyanennek az abranak a jobbl oldali részén két, egymashoz kozeli, koaxialis,
egyforma aramerGsségli és sugard korvezet B vektoranak erévonalait lathatjuk. A 4.2.1.
fejezetben kidolgozott példak alapjan tudjuk, hogy az emlitett dbra jobb oldali részén
elhelyezkedd rajzon a tengely koriil homogén tert kapunk. Varhatd, hogy ha noveljiik a
korvezetékek szdmat és csokkentjik a koztik levd tavolsagot, akkor a magneses tér mind
nagyobb térrészben lesz homogén.

A 4.17. abran lathato a stirlin tekercselt
szolenoid B vektor vonalai. A B vektor ) -
vonalainak nincs se kezdetik se végik, ‘ S v _
vagyis zart gorbék. Ez annak a At oy T
kovetkezménye, hogy egy  d4ramelem AT EEEE—
magneses indukciojanak vektorvonalai is ~HHEE R .
onmagukba zarodnak (tetszdleges eloszlasu P CCCAEEEENEEEEE .
dram mdgneses terét Gigy kapjuk meg, hogy < R S RSN
vektorialisan 0Osszeadjuk az 4dramelemektdl oA '
eredd erdtereket). Sy A

A természetben nem Iléteznek az 4.17. 4bra
elektromos toltésekhez hasonlo, “magneses
toltések™ (kiilonvalasztott polusok). Csak az ilyen “magneses toltések” hozhatnanak létre olyan
magneses teret, amelynek vonalai egyik polusban kezdddnének és a masikban végzddnének.
Ezért a magneses teret forrdsmentes (6rvényes) erdtérnek mondjuk, melynek zart erévonalai
vannak.
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4.6. Magneses indukcio fluxusa és a magneses fluxusmegmaradas
torvénye

—

Képzeljiink el a magneses térben egy S feliiletet (4.18. abra). A definicié szerint a B
magneses indukcio6 fluxusa az S feliileten, egyenld a B

és a dS vektorok skalaris szorzatinak 6sszegével ezen a ds 2
feliileten.

¢:J’1§m§
S

A miagneses fluxus definicidja az egyik
legfontosabb mennyiséget (bar nem alapmennyiséget) S
hatdrozza meg az elektrotechnikdban. Az elektromos
gépek szamitasai és kivizsgalasai a fluxuson alapulnak. 4.18. abra
A magneses fluxus egysége az SI és az MKSA

mértékrendszerben a weber: [Tmz] =[Wb].

4.9. Példa: Hatarozzuk meg a fluxust a 4.19. dbran IT d a
lathato téglalap alakt feliileten keresztiil, ha a
magneses teret a végtelen hosszu, egyenes, vékony
vezetékben folyo aram hozza létre.

Megoldas:

T
® :JS'B [dS :{B BSCOS%,C{SE

_ Mol
2T

¢ = —J’B dS B dS =bdx
S

d+a U()Ib

b d+
® = [ Bbdx = - dx = o, d*a
S

2T 2T d

d

A magneses fluxusnak egyszertii, de nagyon fontos tulajdonsaga van: tetszoleges zart
feltileten keresztiil a fluxus egyenld nullaval.

A bizonyitas egyszerusitése érdekében ne tévesztjiik szem eldl a kdvetkezd két tényt:

1. A tetszOleges aramelosztasu aramrendszertdl szdrmazo magneses indukcio a tér egy
pontjadban egyenld a rendszert alkotd dramelemek magneses indukcidinak vektorialis
Osszegével.

2. Egy tetszOleges elosztasu dramrendszer magneses fluxusa egy adott feliileten egyenld
a magneses fluxusok algebrai 0sszegével amelyeket a rendszer a&ramelemei az adott
feliileten 1étrehoznak.

Ezek szerint ha bebizonyitjuk, hogy egy aramelem fluxusa barmilyen alaka zart feliileten
egyenld nullaval, akkor abbol az kovetkezik, hogy a zart feliiletre szamitott magneses fluxus
mindig nulla.

Bizonyitds: Egy aramelem indukciovonalai (a B vektor er6vonalai) korok, és az

aramelem tengelyén van a kozéppontjuk. A B vektor intenzitisa egyforma egy adott erévonal (a
kor) minden pontjan. Ha elképzeliink egy vékony kor alaku, dS keresztmetszetii csatornat amely
sajat magaba zarodik (nem kotelezo, hogy kor keresztmetszetli legyen) és amelyet tetszOleges
szamu erévonal alkot, a magneses fluxus egyforma intenzitast lesz a képzelt csatorna barmely
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keresztmetszetén. A fluxus eldjele a feliiletvektor (pozitiv
merdleges iranyitasatol) €s az erdvonalak iranyatol
(iranyitasatol) fiigg. Tételezziik fel, hogy egy ilyen
elképzelt csatorna egy képzeletbeli zart feliileten halad at.
A megegyezés szerint a feliiletvektor (a pozitiv
merdleges) mindig a zart feliiletbdl kifelé mutat (amint az
a 4.20. abran is lathat6). A dS;és dS, feliileten keresztiil
athalad6 fluxusok 6sszege nulla.

Mivel az aramelem magneses tere ilyen csatorndkra
bonthat6, ebbél az kovetkezik, hogy az aramelem B
vektordnak fluxusa nulla barmilyen alakt zart feliileten
keresztiil. Ezzel bizonyitast nyert, hogy a tetszdleges
alakii zart feliileten keresztiil a B vektor fluxusa altalanos 4.20. abra
esetben nulla. Ezt a kovetkeztetést a magneses
fluxusmegmaradas torvényének nevezziik, melynek matematikai alakja:

fﬁdgzo.

A magneses fluxusmegmaradas torvényének segitségével bizonyithatd, hogy egy zart
gorbe folé kifeszitett Osszes feliileten keresztiil a magneses fluxus egyforma. Megallapodas
szerint a fellilet mer6legesének irdnyat (irdnyitasat) a kovetkezé modon kell meghatarozni: a zart
gorbe (hurok) pozitiv irdnyitasa és a gorbe folé kifeszitett (a hurokra tamaszkodo) feliilet
merdlegesének irdnyitasa a jobbcsavarszabaly szerint kotottek (fliggnek Gssze).

Figyeljiikk meg a 4.21. dbran a C hurkot, amelyre az §; ¢és S, feliiletet feszitettiik ki. Az
abran jelolt a feliletek 7z, és n, merdlegese (feliiletvektora), a fluxusaik pedig ezekre az

egységvektorokra szamitva @; ¢és @,
Az (S;+S,) felillet viszont zart, a
feliiletbol kifele mutatd
feliiletvektorral ~ (merdlegessel). A
magneses fluxus barmilyen zart
feliileten keresztiil nulla.

A magneses fluxusmegmaradas
torvényére  hivatkozva felirhatjuk, 4.21. 4bra

hogy:

féaﬁ =0,
NEM
természetesen a zart feliiletbdl kifelé mutatéd feliiletvektorhoz viszonyitva. Az n, egységvektor
(iranyvektor) megegyezik a fluxusmegmaradas torvény elfogadott pozitiv vektoriranyaval, az n,
egységvektor viszont nem. Igy a torvény alkalmazasanal a zart feliilet S, —vel jelolt részén a — i,

egységvektort kell figyelembe venni, amelyre vonatkoztatva az S,-n keresztiil a fluxus értéke -
CDQ. Tehat:
f BdS :IEd§ +J’Ed§ =0, -®,=0 azaz D, =D,
5,7+, 3, 3,

A magneses fluxus egyforma minden azonos zart gérbére kifeszitett feliileten keresztiil. Ez
nagyon fontos kovetkeztetés, mert lehetdvé teszi, hogy a fluxust arra a feliiletre szamitsuk ki
amelyre szamunkra a legeggyszerlibb. Mivel a magneses fluxus értéke nem fiigg a feliilet
alakjatol hanem csupan a zart vonal (gorbe) alakjatol amelyre a feliiletet kifeszitjiik, gyakran
hasznaljuk az “egy zart vonal (vezeték, gorbe) altal koriilfogott fluxus” kifejezést az “egy, a zart
vonal (vezeték, gorbe) folé kifeszitett feliileten athalado fluxus” kifejezés helyett. A fluxus
szamitasakor, természetesen meg kell jelolni azt a zart vonalra kifeszitett feliiletet, amelyre a
szamitas vonatkozik.
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4.7. Ampeére torvénye

Az iddben allandd dram B magneses indukciévektora a vakuumban egyszerfi, de nagyon
fontos tulajdonsaggal rendelkezik. Képzeljiink el egy tetszéleges zart C vonalat a magneses

térben! A magneses térerdsség vonalintegralja e zart vonal mentén (azaz B és dl skalaris
szorzatdnak Osszege a C mentén) egyenld a zart vonalra kifeszitett feliileten 4thaladd aramok
algebrai Osszegének y—val vald szorzatdval. Az Osszeg képzésénél a felilleten a pozitiv
merdleges iranyaban athaladé aramokat pozitiv eldjellel kell venni, az ellenkezd irdnyban
haladodkat pedig negativval. A C vonal korbenjarasi iranyanak és a feliilet pozitiv merdlegesének
a jobbcsavarszabaly szerint kell dsszehangolva lennie. A magneses térerdsség e tulajdonsagat
Ampere torvényének nevezziik.

Emlékezziink vissza, hogy az iddben allandé 4ram aramsfirtiségvektora (J) kielégiti a
kovetkezd relaciot:

de§ =0 (Kirchhoff LtSrvénye)
S

Ez az egyenlet alakra ugyanolyan, mint a magneses fluxusmegmaradas torvénye, aminek
segitségével bebizonyitottuk, hogy egy zart vonalra kifeszitett feliileteken keresztiil a fluxus
egyforma. Ezért az dramerdségnek is megvan e tulajdonsaga, azaz beszélhetiink a zart vonalon
athaladd aramrol, ami alatt az aramsiirliség vektoranak (J) fluxusat értjiik, amely a zart vonalra
kifeszitett feliileten halad at. A megegyezés szerint a zart vonal (pozitiv) koriiljarasi iranya és a
feliilet merdlegese a jobbcsavarszabaly szerint vannak Osszehangolva. Ampere torvényének
matematikai alakja tehat:

f Bdl =, S1I.
C

C-nat

4.1.1. PELDAK AZ AMPERE-TORVENY ALKALMAZASARA

Fontos megérteni, hogy az Ampere-torvény a fent leirt alakban ( fédf =Uy > 1) csak
o C-nat
akkor érvényes, ha az dramhurkok (dramjarta vezetékek) vakuumban vannak ¢s a vezetékekben
iddben allando6 aram folyik. Iddben valtoz6 dram esetén az Ampere-torvénynek mas alakja van.

Minden magneses tér forrasa az elektromos aram. Az anyagtél (allandé magnes) eredd
magneses tér kivaltd okai az elemi Ampeére-aramok. Hangsulyozni kell azonban, hogy az
Ampeére-torvény minden esetben érvényes, nem csak vakuumban, egy feltétellel: mindig
figyelembe kell venni az 6ssz dramerdsséget, amely a zart vonalon 4thalad. E zart vonal mentén
szamitjuk a magneses indukcié B vektoranak vonalintegraljat. Ezt a kovetkeztetést hasznalva
alkalmazzuk majd az Ampere-torvényt abban az esetben, ha a magneses térben ferromagneses
anyagok is megjelennek, melyekben elemi Ampéere-aramok vannak ¢s maguk koriil mégneses
teret hoznak létre.

Az Ampére-torvény két teriileten alkalmazhato. Egyrészt az idében allanddé magneses tér
tulajdonsagainak bizonyitasara, masrészt a magneses indukciévektor (B) kiszamitisara az
olykor egyszeriinek tiind, de a gyakorlat szdmara fontos esetekben. Ezek az esetek megoldhatok
ugyan a Biot -Savart torvény segitségével is, de a megoldasok joval bonyolultabbak.

4.10. Példa: Hatarozzuk meg az egyenes vezetd koriil és magéban a vezetdben is a magneses
indukciot, ha a vezetd kor keresztmetszetli €s a sugara a (4.22. abra).
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Megoldas:

rza

o I
del Zdelcoso = del =B =l B=+L
21

r<a

Mivel a vezetd keresztmetszetén az aram egyenletesen
oszlik el, a C” hurokban az aram erdssége:

I I,
[ == rzrﬂr=—2r2,
a“Tm a
a keresett indukciovektor értéke viszont:
_ ,
B=pu, Py 4.22. dbra

4.11. Példa: Hatarozzuk meg a magneses indukcio6 vektorat a koaxialis kabelben (4.23. abra).
Megoldas:

r<a:
I I ,
a’mm a

fﬁdT =2rmB = U, I—zr2
a

B= Holr

2m2 | ‘
b>r>a:

f Bdl = 2118 = 1
J

B :2“—;::, 4.23. 4bra
b<r<c:
I _I_I(f”" bzﬂ‘)z ¢ —b? -1 +b? _ [ _rnz)
C ( 7'[;2 mz) (cz _bz) (Cz —bz)
= ) B HOI(CZ r,,z)
del =2r"TB = (C2 _bz)
MOI(C2 —I'"z)
(e —b?)
r>c:

éf Bdl =2r"mB=0 0O B=0.
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4.12. Példa: Hatarozzuk meg a magneses indukcid vektorat, amelyet az Un. torusztekercsben
(korgytrti) foly6 aram hoz 1étre (4.24. abra).

Megoldas: «dy

A mag keresztmetszete tetszoleges (kor,
négyzet, téglalap) alaka lehet. Amikor a korgytiri
keresztmetszetének méretei sokkal kisebbek a
kozépsugartol (r>>a), akkor vékony
torusztekercsnek (4.24. abra) hivjuk. Ha a
menetek stiriin helyezkednek el egymas mellett,

wy

akkor magneses indukcidé vektorvonalai csak a o
magban léteznek, a magon kiviil a B vektor

Von’alfut nullanalf .Vehetjuk. A mz%gon kiviil ’a 494 4bra
valoésagban  mégis van  magneses  tér

(természetesen sokkal kisebb intenzitasi, mint a
magban), amelynek alakja a 4.25. dbran lathat6, mivel
a torusztekercset kiviilr6l egyetlen menetnek
tekinthetjlik, amelyben | erésségii aram folyik.

A korgytrtire alkalmazva Ampére torvényét a
kovetkezoket kapjuk:

fédf =2rmB = NI,

NI
p=Fo
2mr
A vékony torusztekercs esetén az r elsd
kozelitésben egyforma a térusz minden pontjdban, ezért a B a mag keresztmetszetén

megkozelitdleg allandonak tekinthetd.

4.25. dbra

4.13. Példa: Hatarozuk meg a nagyon hosszu, tetszoleges keresztmetszetli szolenoidban (4.26.
abra) a magneses indukciot, ha a szolenoid

hosszanti menetszama N, ®®®®®‘%®®®®®®
Z B2
Megoldas:
OOOOOOOOOOO®
Az indukciot a szolenoidban ugy a
4.26. dbra

legkonyebb meghatarozni, ha azt képzeljik
el, hogy a torusztekercs r sugara novekszik a
menetszammal egyiitt agy, hogy az N/(2Tt r) ardny (a térusz egységnyi hosszusagra eso
menetszama) allandé marad, vagyis:

N, =
’ 2m
Igy az indukcio értéke:

Bz=u()NeI .

Mivel tekinthetjiik gy, hogy a szolenoidban a z tengely iranyaban I aram folyik, a
szolenoidon kiviil 1étezik magneses tér, de azt a legtdbb esetben el lehet hanyagolni.
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4.8. Anyag a magneses térben

4.8.1. DIAMAGNESES, PARAMAGNESES ES FERROMAGNESES ANYAGOK

Az eddigi vizsgalatok a vakuumban levd vezetdkben folyo, idoben allandé aramoktol
eredd0 magneses térrdl szoltak. A gyakorlatban sokkal jelentdsebbek az anyagokban levd
magneses terek, amelyek jelenlétiikkel hatnak az anyagon kiviili, tehat kiils6 magneses térre.

A maégneses €s az elektromos tér hatasa az anyagokra kiilonb6zd, habar e két hatas kozott
bizonyos formalis hasonldsag észlelhetd. A magneses tér hatdsa az anyagra tulajdonképpen az
anyag atomjaiban mozgd elemi toltésekre vald hatasban nyilvanul meg, mig az elektromos
(villamos) tér hatasa nincs kapcsolatban a részecskék mozgasaval.

Az anyag atomjai nehéz pozitiv magbol és a mag koriil keringd elektronokbol allnak. Az
elektronok nagy sebességgel keringenek a mag koriil, fordulatszamuk 10" fordulat/s. igy minden
egyes mozg6d elektront elemi dramkornek tekinthetiink, azaz minden elektronnak mégneses
nyomatékot tulajdonithatunk (keringési vagy orbitalis magneses nyomaték). Ezen a nyomatékon
kiviil az elektronnak van egy madasik magneses nyomatéka is, amely a sajat tengelye koriili
forgasanak (perdiilet) az eredménye (perdiileti magneses nyomaték vagy spin).

Makroszkopikusan minden atomot az elemi aramkorok (Ampere-aramok) Osszetett
rendszerének tekinthetjiilk. Mint minden elektromos dram, az Ampére-dramok is magneses tér
forrasai, de ha az anyag nincs kiilsé allandd6 magneses térben, akkor az Ampére aramok
magneses tere csak az atomok kozelében észlelhetd.

4.14. Példa: Az Ampere-aramok ¢és a keringési (orbitalis) magneses nyomaték szdmitasahoz a
hidrogénatomot vegyiik alapul és szamitsuk ki az elektron:

a) mozgasi sebességét,

b) mag koriili fordulatszamat egy masodperc alatt,

¢) mozgasa kdvetkeztében jelentkezd ekvivalens aramerdsséget €s

d) keringési (orbitalis) magneses nyomatékat, ha a hidrogénatom sugara a= 5,29'10""' m

Megoldas:

a) Coulomb-féle vonzoerd egyenld az elektronra hato centrifugalis erovel:
1 Dfi _ m.v,
4me, a’ a
e 1
2 7\ mtg,am,

mivel az elektron témege m.=9,108007" kg, toltésmennyisége pedig e=1,602007"° C, igy a
sebesség:

v, =2,1900° M/

b)
\2 . .
s=T mivel t=Is—-ra s=v, ,igy
az s=2mAh alapjan n=_"o_ n = 6,58 00" fordulat/s
2mir(a

¢) L= n e =1,0600" A
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d) m=1@=1a’m=—2" a2 =Yoo
2 rma

=9,27007* Am’

Az elemi elektromos részecskék Ossz magneses nyomatékanak jellege szerint az anyagok
atomjait két csoportba oszthatjuk:

I. csoport - Azok az anyagok tartoznak ide, melyeknél az atomok (molekuldk) ered6 magneses
nyomatéka egyenld nullaval (az atom részecskéinek magneses nyomatékai megsemmisitik
egymast). Kiilsd méagneses tér hidnyaban ezek az anyagok nem hoznak létre magneses teret €s
nincs magneses tulajdonsaguk. Ezeket az anyagokat DIAMAGNESES ANYAGOK-nak
nevezziik.

A diamagneses (a “dia” gordg szo jelentése “keresztbe”) anyagbol késziilt rad, ha
allandd magnes magneses terébe keriil, akkor a magneses térerd vonalaira merdlegesen
(keresztbe) igyekszik bedllni. Az atomok szupravezetokbdl késziilt kis aramhurkokként
viselkednek (a toltések surlodas nélkiill mozognak a vakuumban), melyekben az Ossz
aramerdsség nullaval egyenld (mintha minden atomot két egyforma nagysagu, egymashoz
nagyon kozel elhelyezkedd, azonos intenzitasti de ellentétes iranyitdsu arammal rendelkezd
szupravezetobdl késziilt aramhurok alkotnd). Ha az anyagot kiils6 magneses térbe vissziik, az
atomoknal kiegészitd elemi dram jelentkezik, amely sajat terével igyekszik megsemmisiteni a
kiils6 mégneses teret az atomban. Ezt a jelenséget nevezziikk diamagneses effektus-nak. A
diamagneses anyagokon beliil a magneses tér kisebb intenzitas, mint a kiilsé tér, amelyben 6k
maguk helyezkednek el (gyengitik a kiils6 teret). A gyengités azonban nagyon kicsi. A
diamagneses anyagok kozé tartoznak: réz, cink, eziist, bizmut, grafit. Diamagneses effektus
minden anyagnal jelentkezik, tehat nemcsak azoknal, amelyeknél a molekuldk, azaz az atomok
magneses nyomatéka nullaval egyenld.

I1. csoport - Ebbe a csoportba azok az anyagok tartoznak, melyeknél az atomok (molekuldk)
részecskéinek magneses nyomatékai nem semmisitik meg egymast, azaz melyeknél az
atomoknak atomi szinten van ered0 magneses nyomatékuk. Ilyen atomok kozelében létezik
lokalis (helyi) mégneses tér, amely az atomokban mozgd elemi elektromos részecskéktol
szarmazik.

Az ebbe a csoportba tartoz6 anyagok, az atomok egymas kozotti hatdsdnak (interakcid)
erossége ¢€s fajtaja szerint két alcsoportba oszthatok:

II. a) PARAMAGNESES ANYAGOK - Azokat az anyagokat soroljuk a paramégneses
anyagok kozé, amellyeknél a molekulak kozotti interakcid (kolesonhatas) kis intenzitasa. Igy
kiils6 magneses tér hianyaban (magnesezetlen allapotban) a molekuldk magneses nyomatékai a
legkiilonbozobb térbeli irdnyokban helyezkednek el és megsemmisitik egymast, vagyis nem
hoznak létre makroszkopikus magneses teret. Magneses térbe hozva 6ket a molekulékra a kiilsé
magneses tér kényszeritd ereje hat, amely az atomok madagneses nyomatékat Onmagaval
parhuzamosan igyekszik beallitani. Ennek az az eredménye, hogy a molekuldk magneses
nyomatéka (melynek irdnya megegyezik annak a tengelynek az irdnyaval, amely koril a
részecskék mozognak) un. precesszidos mozgast végez a molekuldk helyete altal meghatarozott
koordinata-ponthoz tartozé B vektor iranya koriil. Mivel a magneses nyomatékok orientacioja
kaotikus, a precesszidos mozgas nem tudja a magneses nyomatékokat iranyitani, ezért ebben az
esetben is csak diamagneses effektus létezne (ha nem lenne a molekuldk kozotti gyonge
kolesonhatés). Az atomok kozotti kdlcsonhatds miatt azonban az atomok magneses nyomatéka
részben a B vektorral parhuzamosan 4ll be, habar ezt a hatast gyengitik a hdmozgas miatti
iitkdzések. Eredményként 1étrejon egy - a részben orientalt Ampeére-aramoktol eredo - kiegészitd
magneses tér. Ez a kiegészité magneses tér 6sszeadodik a kiilsé magneses térrel, igyhogy a B
intenzitdsa az anyagon beliil megnovekszik. A magneses nyomatékok kiils térrel parhuzamos
iranyitottsaga annal nagyobb, minél nagyobb a kiilsé magneses tér indukciojanak intenzitasa és
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min¢l alacsonyabb az anyag homérséklete. A “para” gordg szo jelentése “parhuzamos”. Az ilyen

anyagbol késziilt rad a magneses térben, a B vektor er8vonalaival parhuzamosan 4ll be. A
legismertebb paramégneses anyagok: aluminium, platina, oxigén, levego.

II. b) FERROMAGNESES ANYAGOK - Azokat az anyagokat nevezziik ferromagneses
anyagoknak, amelyeknél a molekuldk kozotti kolcsonhatas nagyon erds. Ennek kovetkeztében a
szomszédos atomok magneses nyomatéka egy tartomanyban (domen) szigortan parhuzamosan
helyezkedik el. Ez az irdny tartomanyrdl tartoményra valtozik €s magnesezetlen allapotban, a
legkiilonbozdbb térbeli irdnyban magnesezett tartomanyok miatt, az anyag nem létesit
makroszkopikus magneses teret. Amikor az anyag kiils6 magneses térbe keriil, ndvekszik azon
tartomanyok szdma, amelyek magneses nyomatékai parhuzamosak a kiilsé magneses térrel, és
jelentkezik egy szekundaris, nagy intenzitdsi magneses tér. Az elektrotechnikaban hasznalatos
ferromagneses anyagok: vas, nikkel, kobalt, gadolinium, dysprosium és mas 6tvozetek, amelyek
a felsorolt 6t elem koziil esetleg egyet sem tartalmaznak.

4.8.2. MAGNESEZETTSEG VEKTORA

A magnesezett anyagtdl szarmazo magneses tér nem mas, mint a nagyon sok kis elemi
aramtol (Ampere-aramtol) szarmazd tér. Ez altalanosan mind a harom anyagfajtara érvényes.
Ezeket a kis elemi aramokat vakuumban kell figyelni, mert az atom tobbi része nincs kihatassal a
magneses térre. Ha ismerjiilk a vakuumban levo egy elemi aramkdor altal gerjesztett magneses
teret, akkor az 0ssz ekvivalens Ampere-aramok terének Osszeadasaval megkaphatjuk a
magnesezett anyag magneses terét. Ez az eljaras gyakorlatilag lehetetlen, mivel az atomok szdma
a magneses anyag legkisebb makroszkopikus térfogataban is oriasi. Ezért megfelelobb
megfigyelni nagyobb szamu atomcsoportot kis fizikai térfogatban €s az e csoportoktol szdrmazo
magneses teret. [ly moédon, matematikai modszerrel a magneses tér ugy szamithat6 ki, mint a kis
fizikai térfogatban elhelyezkedd nagyszamu elemi aramtol szarmazoi magneses terek integralja.

Mivel az elemi aramkorok mérete nagyon kicsi (az atom méreteinek nagysagrendjével
hasonlithatd 0ssze), a magneses teret mindig az aramkoroktl nagy tavolsagra mérjiikk vagy

szamitjuk. Bizonyithatd, hogy a B vektor intenzitasa az | dramerdsségi és S feliiletii aramkor
sikjatol tavol es6é pontban nem fligg kiilon-kiilon az aramerdsségtol €s a feliilettél, hanem csupan

azok szorzatatol. Az I[S szorzatot m -mel jeldljik és az elemi 4aramkér maégneses
nyomatékanak nevezziik. A kis dV térfogatban levd elemi aramkoroktdl eredd magneses tér
kiszamitasdhoz a magneses nyomaték siirtiségét illetve a magnesezettség vektorat hasznaljuk,

melynek jeldlése M:
. (> m)uav |

dv

Legtobb esetben a kis dV térfogatban levd dramoktol szarmazo 6ssz magneses nyomaték
(m) egyforma. Ha az elemi aramok koncentracidja (térfogatsiiriisége) N, akkor az el6zo
kifejezést a kovetkezo alakban is irhatjuk:

M =Nm.

Altalanos esetben a maégnesezettség vektora (M) pontrél pontra valtozik. Ha egy
magnesezett test minden pontjaban egyforma irdnyu, iranyitdsu €s intenzitdsi a magnesezettség

vektora (M), akkor az a test homogén magnesezettségii. Lassuk most a mértékegységeket:
-a magneses nyomaték egysége: m=103 [Am?],

-a magnesezettség vektoranak egysége: M =Nm [A/m].
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Az 0ssz diamagneses és paramagneses anyagra érvényes, hogy a magnesezési vektor

aranyos az indukciovektorral:
M=kBO M~ B.

Az ilyen anyagokat linearis magneses anyagoknak neveziink.

A ferromagneses anyagok nem linearis anyagok.

Az anyag magnesezettségi fokat egy pontban (vagyis azt, hogy mennyire iranyitottak -

orientaltak az Ampére-aramok az adott pont koriil) a UOM szorzattal irjuk le (hatarozzuk meg).

Ezt a nagysadgot a magneses polarizacié vektoranak nevezziik.
J=p,M.

4.8.3. AZ ALTALANOS AMPERE-TORVENY

Az elézékben megismert Ampere-tdrvény a kdvetkezo kifejezéssel volt adott:

iédrzuo AL

C-nit

A fenti Ampere-torvény csak bizonyos megszoritasok mellett érvényes:
1) az elképzelt zart C gérbe vakuumban van (a térrészben nincs ferroméagneses anyag),

2) 1iddben allando, vagyis egyenaramok folynak a vezetékekben.

A magnesezett anyagot ugy képzeljik el, mint nagyszamu elemi aramkort, amelyek
vakuumban vannak. Ampere torvényét akkor is alkalmazhatjuk, ha a térben barmilyen anyag van

jelen, azzal a feltétellel, hogy figyelembe kell venni az 0ssz
aramot ami a C zart hurkon keresztiil athalad: az elemi
aramokat (4.27. abra), ¢és a vezetdkben folyo aramokat is. Ez

elég egyszerti feladat, ha ismerjiik a magnesezési vektort (M) a
C gorbe minden pontjaban. Figyeljiik meg a magneses térben
levd testet a 4.28. &bran, ahol a 4.27. abran felrajzolt zart C
vonalnak csak egy (kinagyitott) része lathat6. Az anyagban levd
elemi aramokat kis, szamokkal ellatott korokkel jeloltiik.

Néhany elemi aram kétszer halad at a zart C gorbére
kifeszitett feliileten (egyszer pozitiv, egyszer negativ irdnyban —
1 és 2-vel jelolt hurok). Ilyen aramkorok nem adnak eredd
aramot a C zart vonalon keresztiil, mint ahogy azok sem,
amelyek egyszer sem haladnak at a C hurokra kifeszitett (arra
tamaszkodo) feliileten.

4.27. abra

Az Ampeére-torvény egyenletének jobb oldaldn csak azokat az dramokat kell figyelembe
venni, amelyek a zart C gorbére kifeszitett feliileten csak egyszer haladnak keresztiil (4 és 5-tel
jelolt hurkok). Tisztan lathaté a 4.28. abran, hogy a C zart vonalra tdmaszkod6 feliileten
keresztiil csak azokat az elemi aramokat kell figyelembe venni, amelyek az elképzelt zart

gorbére “fel vannak fiizve”.

Hatarozzuk meg mennyi elemi aramkor van “felftizve” a dl hosszusagu vonalelemen (a
zart vonal egy elemén). Legyen az elemi aramkor sugara a, feliilete S, az atfolyé aram erdssége |,

valamint minden, a dI vonalelem kdzelében levd elemi dramkor magneses nyomatéka legyen

m =15 (az utolsd feltétel csak akkor teljesiil, ha dl elég kicsi, az anyag pedig homogén).
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Tételezziik fel, hogy az S és dl vektorok a szoget
zarnak be egymassal és az elemi (Ampeére-) dramok
koncentracioja N.

Ha az m¢és dl vektorok parhuzamosak, akkor ¢«

része

a C zart gorbe vonalelemére (di) azok az
aramkorok vannak “felflizve”, amelyek kozéppontja
az a alapsugari hengerben van (4.29. 4bra jobb
oldali rajza), melynek tengelye maga a dl elem. A
4.29. abra bal oldali rajza alapjan adl elemre azok
az aramkorok vannak — “felfizve”, melyek
kozéppontja az a alapsugaru, dl-cos a0 magassagu és
dV=S-dl-cosa=SdI térfogatii ferde hengerben van

4.28. 4dbra

(melynek ferde tengelye ugyancsak a dl elem. Ezért a dlelemre N-Sdl szamt elemi aramkor
van felfiizve. Igy a C zért gorbe dl hosszén felflizétt elemi Ampeére aramok 0sszege:

(5 14 ) s = INSTT = Nmall' = Nl [

A fenti kifejezésben ott van az 1[$

szorzat is. Mint mar emlitettiik, az d
Ampere-aramok alakja (feliilete) ¢és m - m
intenzitasa kiilon-kiilon nem fontosak, a

tér csak a szorzatuktol fiigg. Emiatt az m

Ampére-dramok Osszegét a magnesezési > dl cpsa

vektor (M =Nm ) fiiggvényében
fejeztiik ki. A zart C hurkon keresztiil, az
elemi Ampere-aramoktdl szarmazo Gssz
aramerdsség igy a kovetkezo kifejezéssel 4.29. dbra

adott:
S, =§md.
Cat C
Képzeljiik el, hogy a C zart vonal atfog makroszkopikus, vezetékekben folyo aramokat, és
athalad magnesezett (ferromagneses) anyagon (anyagokon) is. Erre az esetre kapjuk meg az
Ampeére-torvény altalanos alakjat:

Bdl = I+ S1. 0= I +6Mdl
fBdi=pds e S1E=pds T i
B -0M-
-MHull = I..
Iﬁz E’ 2

Az Ampére-torvény altalanos alakjiban a mégnesezett anyag clemi aramai az MdI
szorzatba rejtve jelentkeznek. Az elemi (Ampere-) aramok nem mérhetdk, tetszés szerint nem
novelhetdk illetve csokkenthetok ¢és nem kapcsolhatok ki. Ezért elénydsebb, ha csak
makroszkopikus aramokkal van dolgunk. Az anyag jelenlétében a magneses tér leirdsdhoz
megfelelobb a [%0 —1\7[] vektorkiilonbség mint maga a B vektor: a [?0 —1\71]
vektorkiilonbség vonalintegralja zart gérbe mentén csak a zart vonalon athaladé makroszkopikus
aramoktol fiigg. Ezért kiilon jele van a fent emlitett vektorkiilonbségnek, amelyet a magneses
térerosség vektoranak neveziink:

illetve
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. B .
H=—-M.
Ho
A magneses térerdsség vektora kifejezhetd a magneses polarizacié vektoranak (J = uOM)
fiiggvényében is:
- 1 /- -
H=—(B-7).
Ho
Ampere torvényének altalanos alakja tehat:

gﬁcﬁ = CZI.
-nat

Az eléz6 kifejezésekbol kitiinik, hogy a H és az M vektorok mértékegysége ugyanaz:
%, hasonloképpen vonatkozik ez a megallapitis a J és B vektorokra is, melyeknek
mértékegysége a T (tesla).

A magneses térerdsség vektoranak definicidja altalanos és minden anyagra érvényes. A
linearis méagneses anyagokndl, mint lattuk az elézéekben, az M és B vektorok aranyosak
egymassal. Ezért a térerdsség vektora, a H is ardnyos a B vektorral az adott pontban, ami azt
jelenti, hogy M is aranyos a H vektorral. Ezt az arAnyossagot a kovetkezd alakban irjuk fel:

— —

M=x,H.

A fenti kifejezést a magneses szuszceptibilitds (X, ) definicidjaként kezeljik; a Xm
dimenzié (egység) nélkiili allando, vagyis puszta szam, és az anyagot jellemzi, amelyre
vonatkozik. Igy aztan, mivel

—

M =
EZHOE(H ) HOE(H-'-Xm ) [ﬂ1+xm I:H l’lrl:H>

ahol p . a relativ permeabilités.
Az abszolut permeabilitas, vagy egyszeriien csak permeabilitas felirhato tgy is, mint:

H=HoM=Ho(1+Xm) [H/m].

Ezek szerint a linearis (de csakis a linedris) magneses anyagokra érvényes a kovetkezo
Osszefiiggés:

B=ulH

A diamagneses anyagoknal a molekuldk eredé6 magneses nyomatéka ellenkez0 iranyitasu a
B vektorral, ezért Xm< 0 és W, < 1. A paramégneses anyagoknal Xm > 0 és [, > 1. A linedris
anyagoknal a relativ permeabilitds értéke megkozelitdleg egy. A ferromagneses anyagok
permeabilitdsanak értéke nem hatarozhaté meg egyértelmiien. Erre a késObbiekben még
kitériink.

A magneses térerdsség erovonalait ugy definialjuk, mint barmely mas vektor erévonalait,
tehat mint képzeletbeli gorbe vonalakat, amelyeknek minden pontjaban a H vektor érintd
iranyu. Mivel a definici6 szerint:

ﬁ = lyo - MJ >

ezért vakuumban a H és B vektor erévonalai egybeesnek. Linearis kozegben e harom vektor
koziil barmelyik kettd aranyos egymassal és ezért a H és B vektorok ugyancsak egybeesnek.
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Az eddigiekbél lattuk, hogy a B vektor er6vonalai mindig zartak, viszont a H vektor erévonalai
(mint ahogy az a definiciés képletbdl is lesziirhetd) nem mindig zartak.

4.15. Példa: Hatdrozzuk meg a nemhomogén (inhomogén) anyagbol késziilt torusztekercs (4.30.
abra) magneses indukciovektorat.

Megoldas:

A torusztekercs azért nem homogén, mert a c
mag anyaga nem homogén: az a<r<b részen 72——
permeabilitasti, az b<r<c részen pedig [
permeabilitasu.
A magban a magneses térerdsség:
iﬁdr = Hfdr =H2rm = NI,

NI
H (r) = 2— .
r
A magon kiviil, mivel a zart gorbe altal
“koriilolelt” makroszkopikus aramok aramerdsségének Osszege nulla, a térerdésség értéke:
H=0.

4.30. abra

Ebbol aztan az indukcidértékek:
Bip=tHy a<r<b,
Bz(r)=p.2H(r) b<r<ec.

4.8.4. AZ ELEMI AMPERE-ARAMOKKAL EKVIVALENS
MAKROSZKOPIKUS ARAMOK

A magnesezett anyag magneses tere az anyagban levo orientalt (iranyitott) elemi (Ampere)
aramoktol szdrmazik. Ha benniinket az Ampere-aramoknak csak az eredd makroszkopikus
magneses tere ¢érdekel, akkor az elemi aramokat helyettesithetjik vakuumban levo
makroszkopikus dramokkal.

Figyeljiink meg (képzeljiink el) egy kis AC hurkot a mégnesezett linedris és homogén
anyagban, amelyben nincs makroszkopikus dram. Legyen az anyag magneses szuszceptibilitasa

Xm, akkor M = Xmﬁ' Az 6ssz Ampere-aramok erdssége a C hurkon keresztiil:

S, = §mdl = x, fHdl =o,
AC

ACat AC
(az altalanos Ampeére torvény alapjan, mivel a AC hurok nem fog at makroszkopikus aramokat).

Ez az eredmény igaz a AC hurok akarmilyen helyzetére és irdnyitdsara az anyagon beliil.
Az Ampére-aramokat helyettesitd makroszkopikus aram aramstiriségvektora (J A ) a homogén,
magnesezett anyag minden pontjaban. ahol nincs makroszkopikus aram, egyenld nullaval. Ez azt
jelenti, hogy az igy magnesezett test makroszkopikus magneses tere csak a magnesezett test
feliiletén levd Ampere-aramoktdl szarmazik (a testen beliil az Ampeére-aramok semlegesitik
egymas hatésat).

Ez a kovetkeztetés szigortian csak a diamagneses €s paramagneses anyagokra érvényes (a
ferromagneses anyagokra csak megkozelitdleg). Latni fogjuk majd, hogy a homogén
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ferromagneses anyagbol késziilt, de nem homogén magnesezEsii test magneses szempontbol nem
tekinthetd homogénnek.

Hatarozzuk meg a magnesezett testek feliiletén levo
eredd feliileti aramstiriséget, amellyel a makroszkopikus
magneses tér  létrehozasakor és  létrehozasaban
helyettesithetok az Ampére- aramok. A 4.31. abrarol
lathato, hogy a feliileti aramstriiségvektor TS . merdleges

az M magnesezettség (magnesezési) vektorara.

I, = fMdT =M [¢osf (Al =M Gina Al

C-nat ANC
tehat a feliileti aramstiriiség: 4.31. abra
I A
- AC-at
Jo, = = Msina
SA AI 5

vagy vektor alakban, mivel

cos B =sin=00 - 3 HE sin90° cos B — cos90° sin 3
a
igy a feliileti aramstriiségre felirhatd, hogy:
js . =Mxi

Az elemi Ampere-aramok vakuumban vannak. Ezért az ered0 Ampere-aramokat is a
vakuumban kell elképzelni. Mivel tudjuk hogyan szamithato ki a tetszdleges eloszlasu aram
magneses indukciéja vakuumban, a magnesezett anyagtdl szdrmazé magneses tér
meghatarozasanak probléméja konnyen megoldhat6, ha ismerjiik az M vektort a magnesezett
anyag minden pontjaban. Sajnos a magnesezési vektor (M) értékét a magnesezett anyagban
gyakran nehéz meghatarozni.

4.16. Példa: Adott egy hosszi szolenoid (tetszoleges keresztmetszetil), stirlin tekercselve,
hosszanti menetszama N'. Legyen a szolenoid magjanak permabilitasa 4 , a tekercsben folyd
aram erossége pedig |. Mutassuk ki (vessiik 0ssze) a makroszkopikus és az Ampere-aramoktol
ered6 magneses teret!

Megoldas:

Az altaldnos Ampere-torvény segitségével megkapjuk, hogy a szolenoidban a magneses tér
homogén és a H vektor intenzitasa:
H=N’I igy B=pH=pN’Il,
amibdl aztan:
M=XnH=(:-1)H=(p-1)N’I.

Az Ampere-aramok eredé makroszkopikus aramstirlisége a magban, mint tudjuk, egyenld
nullaval (hiszen a méagnesezett testen beliill az Ampere-aramok semlegesitik egymas hatasat). A
feliileti, Ampeére-aramoktol ered6 makroszkdpikus aramstriiség pedig:

Jou =Mxi |JSA| = |M| .
Az M vektor parhuzamos a szolenoid tengelyének iranyaval. igy a szolenoid magjanak
feliiletén jelentkezd, az Ampére-aramok eredé makroszkopikus aramstirtisége:

—

Jon = (1, NI
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A szolenoid eredd magneses tere egyenld a feliileti eredd aramstirtiség primaris (kiilso, a
tekercsben folyd aram altal gerjesztett) és szekundaris (a molekuléris, mikroszképikus vagy
Ampere-aramok altal gerjesztett) tereinek vektoridlis Osszegével. Mivel ezeket az aramokat
vakuumban kell elképzelni, az eredmény:

B=poNL,
Bu=Ho(p-DN'L,
B=B+Bn=HoN"T+Ho(Ue-1)N’T =po N’ T=uN"L.

Figyeljiik meg az ekvivalens feliileti aramsiiriiség nagysagrendjét a a szolenoid magjaként
hasznalatos testen (vasmagon). Az Ampere-aramoktdl eredd feliileti dramstriiség értéke (-
1)N’I, a tekercsben folyd aramok N’I értékii feliileti &ramsiiriséggel irhatok le. Amikor a mag
paramagneses vagy diamagneses anyagbol késziilt, a mag feliileti aramsiiriisége (vagyis az
Ampere-aramok hatasa) sokkal kisebb, mint N’l. Ferroméagneses anyagokndl a . relativ
permeabilitas értéke nem definidlhato egyértelmiien, de nagysagrendje néhany szaz, s6t szazezer
is lehet. Ilyenkor a "kiegészitd" (az Ampere-aramoktol eredd) feliileti aramstiriiség sokkal
nagyobb a primaris primaris (kiils, a tekercsben folyd) dramsiiriiségtdl.

4.17. Példa: Az atomok szama a szilard test Imm’ térfogatiban megkézelitdleg 10°°. Az 1mm

hossz mentén a szilard testben kb.W 04,56710°atom van. Ha minden atomot ImA
aramerdsségli nemkompenzalt dramelemnek képzelink el, és az Ossz 4ramelem magneses
nyomatéka m parhuzamos a mag felszinével, akkor az Imm széles feliiletcsikon atfolyo
aramerdsség:

(1), 04,6500°0007 =4,6500° =4650A.

Ez olyan nagy aramerdsség, melyet normalis korilmények kozott 1mm széles
vezetdszalagon keresztiil nem érhetiink el. Tehat elemi aramok irdnyitasaval sokkal nagyobb
intenzitdsu ekvivalens aramot kaphatunk, mint a legjobb vezetdben tartosan megvalosithatd
makroszkopikus aram. A tekercsben folyd dram csupan arra szolgal, hogy primaris magneses
teret hozzon 1étre, amely az elemi (Ampere-) dramokat orientalja. Az iranyitott elemi aramok
ekvivalens aramerdssége sokkal nagyobb, mint amilyen erdsségli aram a tekercsben folyik és az
altaluk létrehozott (generalt) szekundaris (masodlagos) magneses tér képezi a vasmagos
tekercsek magneses terének f6 (legnagyobb) részét.

4.18. Példa: Hatarozuk meg az elemi (Ampere-) aramoknak megfeleld makroszkopikus dramot

az 4llandé magnesbdl késziilt aranylag rovid, egyenes henger esetében. Tételezziik fel, hogy M
alland6é a henger belsejének minden pontjaban. (A rovid, henger alakt allandd6 magnesben
szigoruian homogén magnesezettség nem valdsithatd meg, de a hengert megkozelitdleg
homogénen felmagnesezhet;jiik).

Megoldas:
Ekvivalens  feliileti aram (a wr A Ax
J, =Mxii  kifejezés alapjan) csak a
henger paldstjan van, mégpedig Jsa=M A < >
stiriiségli. Ezek szerint egy ilyen magnes
a tér minden pontjadban olyan maégneses -
teret létesit, mint a Jga=M feliileti ' 3 pyie / i \\
H

=y

aramsuriiségl szolenoid. A B
er6vonalak a 4.32. abra kozépsé rajzan

. abla KOzZept 4.32. dbra
lathatok. Mivel H=[% -M| ¢ a

175



magnesben |B|DJO| M| (csak ha a magnes végtelen hosszu lenne, akkor lenne érvényes a

B=p,M kifejezés), a magnesben a B és H vektorok ellenkezd iranyitastak. Ez a magneses

crer

4.8.5. HATARFELTETELEK

Hatarfeltételek alatt azokat a (magneses) teret leirdé mennyiségek kozotti Osszefiiggéseket
értjiik, amelyek két kiilonb6z0o tulajdonsagl kozeget szétvalaszto feliilet kiilonb6z6 oldalan levo
pontokban mért mennyiségértékek kozott fonndlnak. Az elektrosztatikdban ezeknek az
Osszefiiggéseknek minden szigeteldanyagra kiilon-kiilon komoly gyakorlati jelentésége van.
Magnesesség esetében a hatarfeltételeknek csak a ferroméagneses és nem ferromagneses anyagot
elvalaszt6 feliiletre vonatkozoan van gyakorlati jelentosége.

Az elsO Osszefiiggéshez az altalanos Ampere-
torvény vezet (a 4.33. 4bra alapjan) H,

f fdi = 21 0 H
Hy Al-Hy Al=0 2??%% © e
H

H]t:H2t- N
Linearis kozegekre érvényes a kovetkezd
Osszefligges: 4.33. dbra

By _Bx

M K
A masodik Osszefiiggést a magneses
fluxusmegmaradas torvényének a 4.34. 4bran =
lathato esetre alkalmazva kaphatjuk meg: d

f}?,d§ =0 434 4hra

Linearis kozegek esetén:

2> _ >
Bin B2y

MiH = Ho, - az B B
A vektorok a hatarfeliileten athaladva a 0: 5
fénytoréshez hasonlo iranyvaltozast szenvednek (4.35. /E/Z/ Bu, —
abra). A beesési merdlegeshez viszonyitott szdgek
tangenseinek aranya: 435. 4bra
Blt
tga, B, _& _ B

tga, B, B, - B,, - M2
Tételezziik fel, hogy az 1. kozeg nem ferromagneses, a 2. kdzeg pedig ferromagneses,
vagyis il o, W>>Wo . Ekkor a szogek tangenseinek aranya:

tga
Itgaz 0od a, 0o.
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Ez minden a, szogre érvényes, kivéve ha o,=Tv2 azaz mikor a B vektor vonalai a
ferromagneses anyagban érintdk az elvalaszto feliiletre. Ilyenkor tga, = oo, vagyis a tga;/ tga,=0
fiiggetleniil az o, szg nagysagatol. A levegdben levd B vektor vonalai és az elvalaszto feliiletre
huzott meréleges kozotti szog . Egyszerii kovetkeztetésre jutottunk: levegdben a B vektor
vonalai gyakorlatilag merdlegesek a ferromagneses anyagok feliiletére (a, [JO).

4.18. Példa: Vizsgaljuk meg a ferromagneses anyagbol késziilt -
vasmagot, amely kor keresztmetszetli, egyenes henger alakt ¢és
amelyre slriin tekercsektiink nagyobb menetszamt vékony huzalt

(4.36. abra). Fiiggetleniil attol, hogy a primaris €s az eredd tér a % f/ %
vasmagban nem homogén, tekintsiik azt homogénnek! Az els6 © g
hatarfeltétel alapjan: o & %
amibdl az kovetkezik, hogy: 0 ®
= - ® X
Bl B2 X/
H =— H,=—7-M .
Ho Mo 4.36. abra
A B/ uO,ﬁ és M vektorok erévonalai a 4.37.4bran l4thatok.
> N A A
A -
B/ 5N i
H
4.37. abra

4.9. Altalanos fogalmak a ferromagneses anyagokrol

A magneses anyagok koziik az elektrotechnikaban csak a ferromagneses anyagokat
hasznaljak: a villamos gépek (generatorok, motorok, transzformatorok) vasmagjaként,
elektroméagnesek vasmagjaként, allando magnesek eldallitasara stb).

A ferromagneses anyagok atomjai illetve molekulai paramagneses jellegliek, azaz nem
kompenzalt (eredd) magneses nyomatékkal rendelkeznek, emellett a molekulak kozotti
magneses kolcsOnhatas nagyon erds (a paramégneses anyagoknal ez az interakcid elenyé€szo).
Nagy (10'2-10"° molekulabél 4l16) molekulacsoportok vannak mar magnesezetlen allapotban is
telitettségig magnesezve. Az ilyen teriileteket Weiss-tartomanyoknak (doméneknek) hivjak (a
Weiss-tartomanyt ugy kell elképzelni, mint egy Kkis, telitettségig felmagnesezett allando
magnest). A Weiss-tartomanyok nagysaga a molekuldk kozotti kolcsonhatas nagysagatol fligg
(kb. 107 cm). A Weiss-tartomanyok keletkezésének oka elég Gsszetett, és nem magyarazhato
meg a klasszikus fizika elveivel, elméletével. A kvantummechanika pontos magyarazatot ad
ugyan erre a kérdésre, de ez mar tilmutat a villamossagtan alapjainak, mint tantargynak a
hataskorén. Igy a ferromagneses anyagok viselkedésének csupan egy egyszerii magyarazatat
adjuk.
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A ferromagneses anyagok kristalyszerkezetiiek (nincs folyékony vagy gaz halmazallapoti
feroméagneses anyag). A kristalyracsot a kristalyokban azok az atomok alkotjdk, amelyek a
kornyezettel egy vagy tobb elektront cserélnek, azaz a kristalyracs vazat az ionok képezik.

A kristalyracs ionjainak megvan a sajat magneses nyomatéka, amely a spin magneses
nyomatékatol (a perdiilettél) ered (az orbitdlis magneses nyomaték részesedése az eredd
momentumban nagyon kicsi). A racs szomszédos ionjaiban levd elektronok kézott nagyon erds
elektromos erdk hatnak, amelyek egy mikroszkdpikus térfogatban levé 0ssz ion elektronjainak
magneses nyomatékat egy bizonyos iranyba iranyitjak. Ezek az erdk nagy indukciovektor (B)
intenzitasnak (kb.10° T) felelnek meg (a legnagyobb, laboratoriumi feltételek kozott elért B
intenzitas értéke 10° T). Ilyen intenzitast erdk hatisa 10? mm méretii teriileten észlelhetd, ahol
10" atom van (Weiss-tartoméany). Mig a ferromagneses anyag egy tartomanya anizotropikus
anyagként viselkedik magneses szempontbol, normalis feltételek kozott a ferromdgneses test
makroszkopikusan szemlélve magnesesen izotrop (anizotrdp - nincs egyforma magneses
tulajdonsaga minden iranyban).

crer

crer

€s az anyag egyszerl paramagneses anyagga valik. Ezt a hdmérsékletet Curie ferromagneses
homérsékletnek nevezziik, és ez a homérséklet kiillonb6zo mas-mas ferromagneses anyagnal.

A ferromagneses anyagokban a szomszédos tartomanyok magneses nyomatékainak iranya
nem valtozik meg ugrasszeriien. A szomszédos tartomanyok kozott atmeneti teriilet van, amit
Bloh-falnak neveznek, és amelyben az ionok maégneses nyomatékai fokozatos atmenetet
képeznek a szomszédos nyomatékiranyok kozott. A Bloh-fal vastagsiga hozzavetSlegesen 107 -
10 m, azaz kb. 500 - 5000 atomtavolsag.

Létezik egy anyagcsoport, melyben a szomszédos atomok magneses nyomatéka egy
iranyban van ugyan, de elenkezd irdnyitasuak, igy teljesen megsemmisitik egymadst (vasoxid -
FeO, vasfluorid -FeF, ,rézklorid -CuCl,). Az ilyen anyagokat antiferromagneses anyagoknak
nevezziik. A gyakorlati alkalmazasban nincs kiilondsebb jelentdségiik.

Az antiferromagneses anyagok jellegzetes csoportjat ferrimagneseknek, vagy ferriteknek
nevezziik. Ezeknél az anyagoknal szintén jelentkezik a szomszédos atomok vagy atomcsoportok
kozott a magneses nyomaték ellentétes orientacioja, azonban a nemszimmetrikus struktira miatt
a szomszédos atomok ekvivalens nyomatékai nem egyformak. Az ilyen ellentétes orientacid
mégis intenziv magnesességet ad.

A ferrit telitettségig valdé magnesezése alkalméaval a ferromagneses anyagok
magnesezettségének kb. 20 % -at éri el. A ferriteknek nagyon nagy gyakorlati jelentdségiik van.
A ferroméagneses tulajdonsaguk mellet nagy fajlagos ellenallassal (10°-10'° Qm) rendelkeznek,
¢s ezért a nagyfrekvencias késziilékekben hasznaljak dket.

4.8.1. A FERROMAGNESES ANYAGOK MAGNESEZESI GORBEJE

Mikor a ferromégneses anyagot kiils6 magneses térbe vissziik, a tartomanyokra hato kiilso
magneses tér a nyomatékokat a sajat irdnyaba igyekszik forditani. Kis intenzitast kiilso terek
esetén csak ndvekszik a kiilsd tér iranyaba mutato tartomanyok mérete a szomszéd (nem kiilsé
tériranyba mutatd) tartomanyok rovasara. Ha megsziintetnénk a kiilsé teret, a kezdeti allapot
allna vissza — a folyamat tehat reverzibilis vagyis visszafordithatd (4.38. dbra). Ha a kiilsé teret
tovabb noveljiik, egész tartomanyok ugrasszerii rotacidja kovetkezik be. A tartomanyok
nyomatékiranyanak elfordulasa (rotacidja) hirtelen megy végbe. A magnesezésnek ez a része
irreverzibilis (visszafordithatatlan) folyamat. Mikor az Ossz tartomany nyomatéka tobbnyire
beall (igazodik) a kiilso tér iranyaba, a tartomanyok ugrasszerii rotacidja megsziinik és a tovabbi
kiilsO térintenzitas novelése csak tartomanyterjeszkedést okoz, ami pedig reverzibilis folyamat.
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A telitettség akkor jelentkezik, mikor

az 0Ossz tartomdny Ossz magneses Y
nyomatéka a B vektor iranyitasaval /7 reversibile domen lforais
megegyezik. A telitettség leirasahoz
a magneses polarizaciovektort vagy
a magnesezési vektort hasznaljuk 12 irrevers bili
(telitett megjeldléssel):

B = .uol:i + jtelitett = Uo(H + l\_jltelitett)'

irreverzibilis domen elordulas

reverzibilis domeén niivekedés

ﬁ;
4.38. abra
A tartomanyok kozott elmozdulaskor “surlédas” jelentkezik. Ezért a tartoméanyok

veszteségeket hiszterézisveszteségeknek nevezziikk. A hiszterézisveszteségek mellett a

tartomanyok surlédasanak még két fontos kovetkezménye van:

1) A magnesezési folyamat ideje alatt torténd valtozasok a ferromagneses anyagban mindig
késnek a magnesezést eldidézd magneses tér valtozdsaihoz viszonyitva. Ennek a
tulajdonsagnak az eredményeként jelentkezik a hiszterézis viselkedés, amit majd késobb
fogunk részletesebben leirni.

1) A kiils6 magneses tér kikapcsolasa utdn a tartomanyok nem allhatnak vissza az elsddleges
allapotukba (kaotikusan elrendezett - orientalt domének). Ennek eredményeként a kiilsd
magneses tér kikapcsoldsa utan is 1étezik magneses tér a felmagnesezett ¢s magnesezettségét
megtartd ferromdgneses anyagnak koszonhetéen. Ezzel magyardzhato az dlland6 magnesek
1étezése.

A ferromagneses anyagokat legtobbszor a sajat magnesezési gorbéjlikkel jellemzik (irjak

le). Legtermészetesebb az volna, ha a magnesezési gorbe a magnesezési vektor (M) vagy a

polarizaciovektor (J) és az indukcid (B ) kozott adnd meg az Osszefiiggést. Ez azonban nem

volna praktikus, mivel sem a magnesezési vektort, sem a polarizacidvektort nem lehet egyszerii

modon mérni. A ferromagneses anyagban egyszertien csak a H és a B vektorok intenzitésat
(nagysagat) lehet mérni kozvetlen (direkt) vagy kozvetett (indirekt) médon. A ferromagneses
anyag mintajanak megfeleld alakinak kell lennie. Legmegfelelobb a vékony, toroid (korgytirii)
alakd minta, amelyre nagy szamu menet van tekercselve, mert a magneses térerdsséget, a H -t
pontosan kiszamithatjuk az Ampére torvény segitségével, az indukciovektort, a B-t pedig
indirekt modon lemérhetjiik. Igy jutunk el a ferromagneses anyagban a B-t és H-t Osszekotd
gorbéhez. Az Osszes magnesezési gorbét a vékony toruszmag alaku mintan kapott mérések
alapjan rajzoljak meg.

A By gorbe szerkesztése a kovetkezd modon torténik (4.39. dbra): vékony tdruszmag
alakli vasmagra sltrin N menetszamt huzalt tekercseliink. A mag kozépsugara R, a
kereszmetszet feliilete S. Az éaltalanos Ampere torvény alapjan kovetkezik, hogy:

NI
H=——.
21R
A mag koriil még egy menet van tekercselve, amely 0ssze van
kotve az un. balisztikus galvanométerrel, amely a korben
atfolyt elektromos t6ltést méri. Mikor véltozik a téruszmag
keresztmetszetén a  fluxus (A®), akkor a balisztikus
galvanométeren (BG) a A® fluxusvaltozdssal ardnyosan
atfolyik a AQ toltésmennyiség. gy az | 4ramerdsség
ugrasszerii valtozasaval megszerkesztjiik a By gorbét, vagyis
a magnesezeési gorbét.
Azokat a magnesezési gorbéket, amelyeket a H
magneses tér lass  valtozdsaval kapunk, sztatikus 4.39. abra
magnesezési gorbéknek nevezziik.
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A gyakorlatban még az el6zoknél is fontosabbak azok a gorbék, melyeket a H magneses
tér viszonylag gyors és periddikus valtoztatasaval kapunk. Az igy kapott gorbéket dinamikus
magnesezési gorbéknek (4.40. abra) nevezziik. E gorbék alakja nagyon fiigg a térerdsség
valtozasanak gyorsasagatol és iddbeli alakjatol. Legtobbszor azokat a gorbéket hasznaljuk.
melyeket a H magneses térerdsség sinusos vagy cosinusos (egyszerl periddikus) valtoztatasakor
kapunk.

Kiilonb6zo anyag magnesezési gorbéje kiillonbozo alaku. A 4.40. abran a ferromagneses
anyagok tipikus dinamikus magnesezési gorbéje lathatd, melyet a kezdetben nem magnesezett
toruszvasmagon végzett mérések eredményeztek.

Ha az aram novelésével noveljiik a H-t nullatol

Hy,-ig, akkor a gorbe 0-1 részét kapjuk. Az éaram B 4°

csokkentésével a H-B sikban a pont nem az 1-0 2 /
részen, hanem az 1-2 gorbe részén halad vissza. A 2. 4a

pontban annak ellenére létezik magneses indukciu, /1

hogy az aram a tekercsben megsziint, azaz a H nulla. T, 3 0 nH
A magneses indukcionak ezt az értékét remanens / i
(visszamaradt) indukcionak nevezzik ¢és B, -el 5

jeloljik. Az elforditott tartomanyok részben

orientaltak maradtak ¢és ennek eredményeként a “Bm

toruszban van indukcié. Mivel H=0,B =p,M =7

a remanens indukcié egyenld a visszamaradt 4.40. abra

magneses polarizacioval. Ha most noveljiik az dram

intenzitdsat a menetben, de ellenkezd irdnyban mint eldszor, a H is ellenkezd iranyban
novekszik (negativ H érték). A H-B sikban a pont a 2-3 gdrbét koveti. A H, (koercitiv) értéki
magneses térre a magneses indukcié a magban nulla. Ez azt jelenti, hogy a menetben foly6
makroszkopikus aramtol szarmazo magneses indukcid egyforma intenzitast, de ellenkezd
iranyitasu attél a méagneses tértdl, ami a részben irdnyitott tartomanyoktol szarmazik. Hogy ezt
bebizonyitsuk, kapcsoljuk ki a menetben az aramot. A munkapont a 3-4 gorbét irja le, ami
bizonyitja, hogy a tartomanyok az elsddleges iranyban voltak orientalva. A koercitiv tér értéke
szerint a ferromagneses anyagokat magneses puha (kis H;) ¢s magneses kemény (nagy H,)
anyagokra osztjuk.

Ha a H. értéktdl ndveljiik a H intenzitasat, akkor a pont a 3-4 gorbét irja le. Amennyiben
csokkentjiik az d&ram intenzitasat ¢s ismét megvaltoztatjuk az irdnyat a pont a 4 -5 - 6 gorbét irja
le, azonban a 6. pont nem fedi az 1. pontot az elsddleges magnesezési gorbén. Amikor azonban
ezt a folyamatot tiznél tobbszor megismételjiik zarul a munkapont altal leirt gérbe. Az igy kapott
zart gorbét hiszterézisgérbének neveziink.

A 4.41. abran lathatd hiszterézisgorbék koziil a legnagyobb gorbe egyben a lehetséges
legnagyobb az adott ferromagneses anyagra. A Hy,, nagyobb értékeinél a H-B sikban a pont leirja
a legnagyobb hiszterézisgorbét, azutdn egyenes vonalon mozog tovabb. Ez az eset akkor fordul
eld, amikor az §ssz tartomdny iranyitva van, €s elértiik a telitettséget. A remanens indukcio B, és
a koercitiv He tér értékeit arra a ciklusra adjak, B
amikor jelentkezik a telitettség. A telitettség
egyenes vonalanak az egyenlete: B=py(H = Br
Meaitett). A szaggatott vonalat, amely 6sszekoti a /
hiszterézisgdrbe hegyét kiilonb6zd H,, értékekre He R
magnesezési alapgorbének nevezziik. / H

A

Ugyananndl az anyagnal a magnesezési alapgorbe
kiilonbozik az elsddleges magnesezési gorbétdl. A
gyakorlatban ezt a kiilonbséget altalaban
elhanyagoljak.

Most  leirunk  egy  folyamatot a
ferromagneses anyagok lemagnesezésére. Sinusos 4.41. abra
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(egyszeri periodikus) valtozadsi magneses térrel a testet eldoszor valtakozva telitettségig
magnesezziik. Ezutan a valtakozo kiilsé teret lassan nulldig csokkentjiik (sokkal lasabban mint
ameddig tart a tér valtozasanak ciklusa). A hiszterézisgdrbék mind kisebbek lesznek €s a végén a
testet leméagnesezziik.

Kis H, értékek esetén sinusos (periddikus) méagnesezéskor a hiszterézisgdrbe ellipszisre
hasonlit. Az ilyen gorbét Rayleigh (Réjli) hiszterézis gorbéjének nevezzik. A H sinusos
(egyszerli periodikus) valtozasakor és az un. komplex jeldléssel az ilyen ellipszoid-gorbét
leirhatjuk az Gin. komplex permeabilitassal.

4.8.2. A FERROMAGNESES ANYAGOK PERMEABILITASANAK
DEFINICIOJA

A ferromégneses anyagok elterjedt hasznédlata miatt ajanlatos a magneses tulajdonsaguk
leirasdhoz tobb fajta permeabilitast bevezetni (4.42. dbra). Nyilvanvalo, hogy a ferromagneses
anyagoknak a permeabilitdsat nem lehet egyszertien mint B/H aranyt definidlni (kiilonb6zd
pontokra a hiszterézis gérbén ez az arany néha nulla, negativ vagy akar [ is lehet).

Egyszerlien csak permeabilitasnak (vagy alappermeabilitasnak) nevezziik a B/H aranyat
a magnesezési alapgorbén (az arany nem allando).

Differencialis permeabilitasnak nevezziik a dB/dH ardnyat a magnesezési alapgorbén (a
H=0, B=0 pontban van a kezdd permeabilitas).

A gyakorlatban sokszor eléfordul, hogy egy kis erdsségli sinusosan valtozd6 magneses tér
épiil ra egy nagy erdsségli konstans magneses térre. Ebben az esetben a H - B sikban a pont
nagyon lapos hiszterézisgorbét ir le. A AB~ / AHU ardnyt inkrementalis permeabilitasnak
(Minkr) nevezzik.

A ferroméagneses anyagokat legtobbszor sinusos valtozasa H és B vektorokkal leirhato
magneses térben hasznaljak (nyilvanvald, hogy ha az egyik mennyiség sinusos valtozasu, akkor
a masik nem lehet az, ha a kozeg ferromagneses). Ilyen esetben legalkalmasabb az
alappermeabilitast hasznalni a ferroméagnes magneses tulajdonsagainak leirdsdhoz.

Amennyiben a hiszterézisgorbét
egy ellipszissel lehet helyettesiteni
(megkdzelitéleg  leirni), ami  kis
térintenzitas esetén jo kozelités, akkor a

—

H térerosségvektor sinusos valtozasa

mellett a B vektort is sinusos valtozasu
nagysagnak tekinthetjiik. Ilyenkor a B
vektor és a H vektor kiilonb6zd
fazisban vannak. A H és B vektorok
komplex abrazolasakor a ferde ellipszis
alaki  hiszterézisgorbét  leirhatjuk
egyetlen komplex szammal, amit 4.42. 4bra
komplex permeabilitisnak neveziink.
Az elézdékben felsorolt permeabilitasok a gyakorlatban a legfontosabbak.

Magneses kemény anyagokat (Hc = 5000 - 50000 A/m) ott hasznaljak, ahol fontos a nagy
B; és Hc érték (allandd magnesek eldallitasara). A nagy B, érték miatt az allandé mégnesek a
levegdben nagy intenzitasi magneses teret 1étesitenek maguk koriil. A nagy Hc azt biztositja,
hogy a madagneseket ne lehessen lemagnesezni olyan gyengébb erdsségli magneses térrel
amilyenbe hasznalatukkor keriilnek.

\
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Az allandé magnesek készitésére hasznalatos kemény ferromdgneses anyagok koziil a
legismertebbek a krom-wolfram és krom-molibdén acélok, melyeknél a B, nagysdga 1 T a H,
értéke pedig 5000 A/m-nél kezdddik.

A magneses puha anyagokat (Hc = 5 - 150 A/m) ott hasznaljak, ahol kis veszteséggel
nagy B értéket kell elérni periddikus magnesezéskor (a késdbbiekben latni fogjuk, hogy minél
kisebb a koercitiv tér - Hc¢ — annal kisebb a hiszterézisgorbe feliilete, amely a
hiszterézisveszteségekkel ardnyos, valamint minél nagyobb a ferromagneses anyag fajlagos
ellenallasa — vagyis kisebb a fajlagos vezetés — annal kisebbek az oOrvényaramok okozta
veszteségek). A magneses puha anyagok alkalmazasi teriiletei: elektromos gépek és miszerek,
forgdgeneratorok, motrok, transzformatorok stb. A legfontosabb méagneses puha anyagok:

* elektrolitikusan tiszta vas (99,99 % Fe) : az eléallitasi folyamat (tehnologia) nagyon
draga, a legkisebb szennyezddés is rontja a magneses tulajdonsagat, p,>100 000 kis
téreroségnél, a Hc nagyon kicsi (a hiszterézisgdrbe nagyon keskeny). A leggyakoribb
szennyezddések: szén (C), oxigén (O), nitrogén (N), kén (S) és mangan (Mn). Mar az 1%
szén vagy mangan szennyezddés is kemény ferromagneses anyagga teszi az
elektrolitikusan tiszta vasat.

o sziliciumacél (1,7 % - 4 % Si hozziadasaval): a Si jelenléte nagymértékben noveli az
acél fajlagos ellenallasat (az Orvénydramok okozta veszteségek ennek kovetkeztében
nagyon kicsik). Sziliciumacélbdl késziilnek a standard vastagsaga (0,35 mm és 0,5 mm)
dinamoélemezek ¢és transzformatorlemezek, amelyek vékony lakkréteggel (szigetelovel)
vannak atkenve ¢és a valtéaramt villamos gépek vasanyagat készitik beldliik.
Dinamoélemezbdl (1,7% Si) a forgd villamos gépek, transzformatorlemezbdl (4% Si)
pedig a transzformatorok vasanyaga késziil. Az egyenaramu gépek vasmagjai

°  ontottvasbol vagy
ontott acélbol késziilnek.

e permalloy (80% Ni és 20% Fe) ¢és supermalloy (79% Ni, 16,4 %Fe, 4% Mo, 0,6 % Mn)
— nagy a telitési magneses polarizaciovektora (Jieliterr), kezdd relativ permeabilitasa
(Mr kezds), maximalis relativ permeabilitdsa ([ max), Viszont kicsi a koercitiv tere (H,).

Ma sok puha magneses anyagként viselkedd otvozet 1étezik.

A magneses puha ¢és kemény anyagok hiszterézisgorbéje a 4.43. abra bal oldalan lathato (a
— gorbe: puha vas, b — gorbe: edzett acél.

A ferromégneses anyagok
magneses tulajdonsidga fligg a
homérséklettol, amirol a
gyakorlatban figyelmesen gondot
kell vezetni. A 4.43. abra jobb
oldalan levd grafikon, valamint a
4.44. abra illusztralja, érzékelteti
a magneses tulajdonsagok

o

hémérsékletfiiggését. 20 0 200 400 600 $00 1000 him [C”]
A puha vas telitési 4.43. 4bra
indukcidjanak  hofokfiiggése a
4.43. abra jobb oldalan lathato. g A
A 4.44. dbran egy ferrimagneses anyag kezd6-  seoe |y
és maximalis permeabilitdsinak gorbéje 1Athato a o 1
homérséklet fliggvényében. 3000 Lo _
2000 _,!
1000 — —
o 40 80 120 1:50 :ﬁm [

4.44. abra
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4.9.3. MAGNETOSZTRIKCIO

A ferromagneses anyagokbol késziilt testek magnesezés hatidsara bekovetkezett kis
alakvaltozasat magnetosztrikcionak nevezziik. A ferromagneses anyagok méretvaltozasat a
Weiss-tartomanyok elfordulasa és méreteinek valtozasa idézi eld. A ferromagneses anyagok
magneses tér irdnyaba esé mérete csokken vagy novekszik, a térre merdleges iranyban szintén
méretvaltozas all eld, ugyhogy a test térfogata (kobtartalma) elsd kozelitésben allandé marad. A
test méretének a magneses tér iranyaban bekdvetkezett viszonylagos (relativ) valtozasat a
magnetosztrikcios egylitthatoval (A) fejezziik ki:

A=A
ahol a

- Al -atest méretvaltozasanak, pontosabban a megnytlasanak az értéke,
- | atest eredeti mérete a tér irdnyaban.

A telitettségig vald magnesezés folyaman a test megnyuldsa folyamatosan ndl, és
telitettségnél éri el a magnetosztrikcios egyiitthatd a legnagyobb értékét, amelyet As-el jeloliink.
Az A negativ értéke azt jelzi, hogy a tér iranyaban a test hossza csokkent, vagyis, hogy a test
megrovidiilt.

Alkalmazis: A nagy magnetosztrikciés egyiitthatoval rendelkezd anyagokat az
elektrotechnikaban az oszcillatorok frekvencidjanak stabilizalasdra ¢és elektroakusztikus
atalakitokként (ultrahang-generatorok és ultrahang felfogok eldallitasara) hasznaljak. A
legnagyobb magnetosztrikcids effektusa a vas €s a platina 6tvozeteinek (pl. 46% Fe+54% Pt)
van. Nagy (20 kHz feletti) frekvencidkon ferrimagneses, nagy magnetosztrikcids egyiitthatdval
rendelkez0 anyagokat alkalmaznak a klasszikus ferroméagneses anyagok helyett, mert a
ferritekben, nagy fajlagos ellenallasuk kovetkeztében kisebbek az Orvényaramok okozta
veszteségek.

4.9.4. MAGNESES KOROK

A ferromagneses anyagokat leginkdbb a villamos gépek vasmagjainak készitésére
hasznaljak. Ezek a vasmagok kiilonboz6 alakuak lehetnek (1égrésiik is lehet), és egyes részeiken
altalaban gerjesztotekercsek vannak. A magneses fluxust majdnem teljes egészében a vasmag
iranyitja, vezeti, hasonléan mint az elektromos dramot a vezetdk. Emiatt az ilyen rendszert
magneses kornek nevezziik. A “magneses kor” fogalma alatt tagabb értelemben az 0ssz test vagy
kozeg egységét értjiik, melyekben magneses fluxus van. Szamunkra a méagneses korok azokat a
rendszereket jelentik, amelyeknél ferromagneses anyagok segitségével a magneses fluxust a
kivant Gton szabalyozzuk. A magneses korokkel kapcsolatos problémak két csoportba oszthatok:

* magneses korok tervezése (méretezése) - a vasmag €s a gerjesztdtekercs méreteinek ¢€s
tulajdonsagainak meghatarozasa ugy, hogy a korben megfeleld (eldirt) magneses fluxust
kapjunk,

* magneses korok elemzése (analizise, kivizsgalasa) — a gerjesztdtekercsben folyd dram
Iétesitette fluxus meghatarozasa az adott kor minden agédban, vagy a gerjesztOtekercs
aramanak ¢és a menetszamanak meghatarozasa gy, hogy az adott méretli magneses kor

tetsz6leges (adott) részén a kivant fluxus vagy B értékét kapjuk.
Mi csak a magneses korok analizisével foglalkozunk.

Annak ellenére, hogy a ferromdgneses anyagok nem linearisak (a p=B/H ¢értéke fligg a
magneses tér nagysagatol), egyszeriisités céljabol linearisaknak tekintjiik oket, feltételezve egy
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nagy szamértékl relativ permeabilitast (U;). Pontosabb szamitaskor természetesen figyelembe
kell venni, hogy a ferromagneses anyagok nem linearis tulajdonsagtiak. Ilyenkor a szamitdsok
Osszetettebbek és hasonldak a nemlinedris villamos halozatok szamitasaihoz.

Fontos  feltételezés a  mdagneses  korok — -
kivizsgalasakor, hogy a magneses fluxust teljes (Br)n By 1 =
egészében a ferromagneses anyag vezeti. A - 4 ? Bf
hatarfeltételek segitségével ezt a feltételezést a (Bf)n (Bt
kovetkezd modon tudjuk igazolni: >

Tételezziink fel, hogy a ferromagneses anyagunk i
relativ permeabilitasa B>H, (Bf),

_H
K= u, i 4.45. 4bra

K -nem allando, de nagy szamértékii,

a hatarfeltételek szerint (4.45. abra):

Mivel B=pH, a (2)-es egyenlet

lesz , azaz

(2')(|§f )t = H (év )t'

A magneses korok kivitelezésénél tigyelnek arra, hogy a gerjesztotekercs altal 1étrehozott
magneses tér indukciovonalai megkdzelitdleg parhuzamosak legyenek a vasmag feliiletével
(kivéve természetesen a 1égrés pontjaiban).

(B.),

A 4.45. abrarol az olvashat6 le, hogy (Ef) 0J5 , mig a gyakorlatban a magneses tér
9 /4

indukciovektoranak tangencialis komponenseinek ardnya a ferroméagneses és nemferromagneses
anyagokban tobb szaztol tobb tizezres naggysagrendi.
Ebbdl aztan konnyen belathato, hogy:

B, ={(By),” +(B,).® >> B, =4(B,),* +(B,),’

Ezek szerint a magneses korokben a magneses fluxust gyakorlatilag majdnem teljes
egészében a ferromagneses anyag vezeti. Minden ferromagneses anyagbol késziilt vasmag
mellett azonban létesiilnek a levegdben is indukciévonalak. Ezeket az indukcidvonalakat szort
indukciévonalaknak nevezziik, melyeknek Osszessége a szort fluxus. Realis esetekben a szort
fluxus aranyat a vasmagban mért fluxushoz viszonyitva nehéz meghatdrozni, de a becslések
szerint ez az arany szazalékban kifejezve nem nagyobb mint 10-15%. A szémitasoknal
iskolapéldak esetében a szort fluxust elhanyagoljuk, pontosabb szamitds esetén azonban nem
szabad 6t sem kihagyni. Formalis hasonlosag all fenn a villamos halézatok és a magneses korok
megoldasa kozott. A magneses korok megoldhatdsaganak pontossaga azonban sokkal kisebb,
mint a villamos halézatoké. Ennek tobb oka van. Az egyik ok, hogy a vezetd és a szigeteld
fajlagos vezetdképessége kozotti arany nagy: 10'® - 10>, vagyis a szort aramok elhanygolhatok.
A magneses koroknél a ferromagneses anyag és a kornyezet permeabilitasdnak aranya sokkal
kisebb: 10? - 10*, vagyis a szort fluxus kisebb vagy nagyobb mértékben, de mindig 1étezik, és ez
némely esetben csokkentheti a szamitas pontossagat. Legtobbszor azonban az ilyen pontossag is
megfelel a gyakorlatban (a hibaszazalék altalaban az 5 - 10 %-os hataron beliil van).
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4.9.4.1. Kirchhoff torvényei a vékony magneses korokre

A magneses koroket, melyeknél a hosszukhoz viszonyitva révidek a keresztmetszet
dimenzidi (vékony ferromagneses magjuk van) roviden vékony mégneses koroknek neveziink.

Ilyen koroknél a B és H vektorokat a mag keresztmetszetén allandonak vehetjiik.

A magneses korok méretezésekor sziikséges tudni a B és H vektorok intenzitasai kozotti
kapcsolatot. A ferromagneses anyagoknal a 4 = B/ H arany nem allandé. A magneses korok
analizisekor a a B és H kozotti Osszefiiggés meghatarozasara vagy a magnesezési alapgorbét
vagy az elsodleges magnesezési gorbét hasznaljadk. A tovabbiakban mi a magnesezési gorbe
fogalma alatt nem tesziink kiilonbséget a magnesezési alapgorbe €s az elsddleges magnesezési
gorbe kozott (mivel a gyakorlatban is — az elenyészo eltérések miatt - ezt a kiilonbséget altalaban
elhanyagoljak).

A 4.46. abran egy vékony magneses kor lathatd. Tételezziik fel, hogy a kor méretei
ismertek, az agak permeabilitdsa Ugyszintén (akar analitikusan, vagy magnesezési gorbe
alakjaban). A feladat az 4gak fluxusainak meghatarozasa, ha a méretek és a permeabilitasok
mellett ismerjiik a gerjesztotekercsek aramait. Egy adott ag fluxusa a magneses korben vagy
pozitiv vagy negativ lesz attol fliggden, hogy:

(1) milyen a gerjesztitekercs tekercselésének iranya,

(2) milyen (melyik) az dram valddi irdnya, €s

(3) milyen (melyik) az &g keresztmetszetére kivalasztott pozitiv egységvektor
(merd6leges) iranya.

Az egyendaramu haldzatoknal az adott 1 A
agban foly6 aram eldjele, mint az el6zéekben e > SRR
lattuk, fiigg az dgakban (nemcsak a megfigyelt | : :
dgban!) elhelyezkedd elektromotoros erék —» | 4 ¢
(generatorok)  irdanyatdl €és  nagysagatol %
(intenzitdsatol), valamint az adott agban = 5 " , v
tetszOlegesen felvett referenciairdnytdl. Ez a |
hasonlosag, az egyenaramu- és magneses korok ‘ S
kozott sokkal mélyebb, mint ahogy ezt a T 5 ¢ ¥
kovetkezdkben latni fogjuk, olyannyira, hogy az 3 b
egyenaramoknal megismert alaka Kirchhoff ;
torvényekhez hasonld egyenleteket irhatunk fel C
a magneses korokre is. 4.46. dbra

A fluxusmegmaradas torvényének
értelmében a magneses kor minden csomopontjara (a csomopont fogalma azonos az
egyenaramu koroknél ismertetett csomopont fogalmaval) felirhaté egy egyenlet, melynek alakja
a 4.46. abra alapjan az A pontra:

J’Bmé=—¢1+¢3+¢4=o
A

Amennyiben a csomdpontok szama n., akkor az igy folirhato fliggetlen egyenletek szama
(nes-1). Az utolso, ne-edik csomopontra felirt egyenlet megkaphatd az elézdleg felirt (ngs-1)
egyenlet alapjan (a bizonyitast lasd az egyenadramu halozatoknal)!

Az el6z6 egyenlet makroszkdpikus alakja a vékony magneses korokre érvényes Kirchhoff
csomoponti torvényét (vagy Kirchhoff elsd torvényét) képezi:

n

Z’iq)k =0

Az altalanos Ampere-torvény egy zart gorbére felirva (érvényes ugy a linearis, mint a

nemlinearis korokre):
fﬂ [l = S £l
C -nat
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Az egyenletben szerepld integral felirhaté a C zart gorbét alkotd dgak mentén szamithato
integralok 0Osszegeként. Tételezziik fel, hogy egy-egy ag keresztmetszete allandd (Sy).
Elhanyagolva a szort fluxust felirhatjuk, hogy:

H a1 0+H, 0.,
a k ag mentén
ahol a pozitiv eldjel akkor érvényes, ha a H vektor és a k dgban a C zart gorbe irdnyitasa
megegyezik. Az altalanos Ampere-térvény bal oldala igy a kovetkezd alakra modosul:

Ami= S +H, O,.

g C—n;tén £
Az altaldnos Ampére-torvény jobb oldala ugyancsak egyszeriisithetd az NI szorzatok
alkalmazasaval. A jobb oldalon azon gerjesztétekercsek menetszamainak és a hozzatartozo
aramnak a szorzatait (NI szorzatokat) vessziik szdmba (adjuk 0ssze), amelyeket a C zart gorbe
felolel (magara “felfiiz”). Nézziik a C zart gorbét az 1.44. dbran! A C-re kifeszitett feliileten N; —
szer halad at I; er0sségli &ram pozitiv irdnyban, és N, —szor halad at I, er0sségli aram, de negativ
iranyban. Az abrarol lathatd, hogy az NI szorzat akkor pozitiv eldjelii, ha a gerjesztotekercsben
foly6 aram és a C zart gorbére felvett tetszdleges pozitiv koriiljarasi irany a jobbcsavarszabaly
szerint kotottek. Ezek szerint az altalanos Ampeére-torvény jobb oldalat a kovetkezd alakra

egyszerusithetjiik:
+1= Y (NI), .

Az éaltalanos Ampére-torvény teljes, egyszertsitett alakja a vékony magneses koroknél
Kirchhoff huroktérvényének (Kirchhoff masodik térvényének) felel meg:

Z(J_er a,)= Z(iNI)k.

C-mentén C-mentén

Az ¢el6z6 kifejezés nem véletleniil kapta a “Kirchhoff huroktérvénye a vékony magneses
korokre” nevet. Amennyiben ugyanis szem el6tt tartjuk, hogy:

By , akkor
M (Hy)

B, O B, O 1
— B _ By EJS—“:CDkG ko
mH) e (H) S, M (Hy)

k

Hy Oy

A @ melletti kifejezés alakja megegyezik az lx hosszusagl, Sy keresztmetszetii vezetd
ellenallasanak kifejezésével, azzal a kiilonbséggel, hogy itt a vezetd anyagéanak fajlagos vezetése
helyett a magneses anyagbol késziilt &g permeabilitasa szerepel. Ezért a d melletti kifejezést a k
ag magneses ellenallasanak vagy reluktanciajanak nevezziik, és Ryk-val jeloljik:

Ryo=— b
Hi (Hy ) BB,
fgy tehat: H, 0O, =R, [, . Kirchhoff huroktérvényének végleges alakja a kovetkezo:
S (ND = 3 Ry 00, =0.
C-mentén C-mentén

Az el6z0 kifejezés NI és R« [@y szorzatai pozitiv eldjeliiek lesznek, ha a gerjesztotekercs
altal létrehozott indukcio iranya, illetve az adott agban a fluxus tetszélegesen felvett
referenciairanya megegyezik a zart hurok pozitiv koriiljarasi iranyaval. Ellenkez6 esetben az
el¢jelek negativak.

Az egyenaramokra érvényes Kirchhoff-huroktérvényben szerepld generatornak itt az NI
szorzat felel meg, melyet gyakran magnetomotoros erének (esetleg gerjesztésnek) is neveznek és
Fi-mel jelolnek. Az ellenallasnak az egyendramu haldzatokban a reluktancia felel meg a vékony
magneses koroknél, az aramerdsségnek pedig a magneses fluxus.
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Ezek tehat Kirchhoff egyenletei a vékony magneses korokre. A villamos halozatok, mint
tudjuk, a legtobb esetben linedrisoknak tekinthetk még ha valdjdban nem is egészen azok. A
magneses korok azonban ugyszolvan sohasem tekinthetdok linearisoknak. Ezért a villamos
halézatoknal megismert halozatanalizis-modszerek csak néhany specidlis esetben, tigyszolvan
sohasem hasznélhatok.

A reluktancia fogalma a magneses koroknél csak a villamos kordkkel vald hasonlatossag
bemutatasa céljabol jelent meg. A nemlinearis magneses korok szamitasanal a reluktancia
fogalma nem haszndlatos, hanem az éltalanos Ampére-térvény, a fluxusmegmaradas torvénye és
magneses korok agaiban felhasznalt magneses anyagok magnesezési gorbéi (a magneses
térerdsség-vektor — H — és az indukcidvektor — B - kozotti Osszefliggés meghatarozasara).

4.9.4.2. Légréssel rendelkezo magneses korok

Az elektrotechnikai gyakorlatban stirin talalkozhatunk 1égrés(ek)el rendelkezé magneses
korokkel (villanymotorok, villamos generatorok, relék eletromagnesek, stb.). Nézzilk meg a
4.47. abran 1évé magneses kort, melyben egy kisméretli (lp hosszisagu) légrés talalhato. A
légrésben természetesen érvényes, hogy: Bo=HoH, a ferromagneses anyagban pedig: B=u(H)H.
Ha csupan kozelitd szamitast végziink, és Kirchhoff huroktorvényét a reluktancia segitségével
irjuk fel, akkor a kovetkezo kifejezést kapjuk a 4.47. abran alkalmazott jelolésekkel:

NI-R, @ -R,, =0,
ahol:
R, = 1 és R,o= Ly
p(H) (B Ho B8,

A ferromdgneses anyag keresztmetszetének feliilete
pontosan adott (S), viszont a légrés koriil szort fluxus, illetve
szort magneses tér jelentkezik, aminek kovetkeztében a 1égrés
keresztmetszetének effektiv (valodi) feliilete (Sp) bizonyosan
nagyobb a ferromagneses anyag keresztmetszetének
feliiletétdl. Magaban a légrésben (a légrés belsejében) a 4.47. dbra
magneses tér majdnem teljesen homogén, a légrés szélein
pedig bizonyosan inhomogén (nemhomogén). A fent felirt reluktancia-képlet igy annal
pontosabb értéket ad eredményként minél kisebb az |, értéke a keresztmetszet dimenzidinal.

A magneses korben levd légrés nagymértékben befolyasolja a fluxus értékét, hiszen a
leheté legrovidebb (legkeskenyebb) légrések is a legtobb esetben nagyobb reluktanciat
képviselnek, mint az 6ssz agtol eredd reluktancia egylittvéve. Ez a megallapitas a reluktancia-
kifejezésekbdl is leszlirhetd, mert a p(H) értéke altalaban tobb ezerszerese a plo-nak. Ezért fontos,
hogy a reluktancia szdmitasanal a légrés valodi (Sy) feliiletét vegyiik figyelembe.

A magneses korok keresztmetszete altalaban vagy derékszogii paralelogramma (négyzet
vagy téglalap), vagy kor. Emellett a 1égrés két oldalan vagy ugyanazon méretii ferromagneses
magkeresztmetszet, vagy eltérd méretli magkeresztmetszet talalhatd. Ez 0Osszesen négyféle
kombinéciot jelent:

(1) Téglalap (a és b oldali) keresztmetszetli és egyforma feliiletli vasmag hatarolja a
légrést. Ekkor az effektiv 1égréskeresztmetszet:
So =(a+1,) Ub+1p).
(2) Kor (D atmérdjii) keresztmetszetli és egyforma feliiletii vasmag hatarolja a légrést.
Az effektiv légréskeresztmetszet:
_mD +1y)?
1 :

S
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(3) Téglalap (a és b oldalu) keresztmetszetli és kiillonb6zo feliiletli vasmag hatarolja a
1égrést. Az effektiv 1égréskeresztmetszet értéke itt:
S, =(a+21,) b +21,) .
(4) Kor (D atmérojir) keresztmetszetli és kiilonbozo feliiletli vasmag hatarolja a 1égrést.
Az effektiv légréskeresztmetszet értéke:
_ D +21,)’

4.9.4.3. A magneses korok szamitasa

Az elézdéekben mar kikotottiik, hogy a tantagy keretei nem oOlelik fel a magneses kdrok
tervezését, igy csak a magneses korok analizisét ismerjiik majd meg, ahol a magneses korok
méreteit, €s a magneses kort alkotd ferroméagneses anyagokat is ismerjik. Két tipusfeladat
kinalkozik ebben az esetben:

(1) Meghatarozni a magnetomotoros erét (a gerjesztést), illetve annak amper-menet
értékét oly moddon, hogy a nemlinedris magneses kor egy adott dgaban konkrét
fluxus- vagy indukcidérték legyen (ez az egyszeriibb feladattipus).

(2) Kiszamitani a nemlinedris magneses kor valamennyi agéban a fluxust illetve az
indukciot, ha ismert az 6ssz gerjesztés a kdrben (bonyolultabb feladattipus).

A két problématipus megoldasi menete nemcsak, hogy egymastdl kiilonbozik, de eltérd
még ugyanannak a problématipusnak a megolddsmenete is az egyszerii- (egy aggal rendelkezd)
¢és az Osszetett magneses korok (tobb aggal rendelkezé — az 4gak szdma altaldban nem haladja
meg a harmat) esetében.

4.943.1. EGYSZERU MAGNESES KOROK SZAMITASA

Az egyszerii magneses korokben nincsenek elagazasok, csupan egy ag és egy hurok
létezik. A szort fluxus most is elhanyagoljuk, igy a fluxus mindegyik magkeresztmetszetre
megegyezik, vagyis egyforma.

I. Tételezziik fel, hogy az egyszeri magneses korben adott a fluxus értéke (elsd, egyszeriibb
feladattipus), legyen mondjuk ®. Hatarozzuk meg a sziikséges gerjesztés értékét!

A megoldéas menete a kdvetkezd:

1. Kiszadmitjuk az indukcidértékeket az agrészekben: B, = ;i .

k
- ne felejtsiik el, hogy az egyetlen ag kiilonb6z6 keresztmetszetii részekbol
¢épiilhet fel,
- alégrésekben az effektiv (valodi) keresztmetszettel szamoljunk.
2. Meghatarozzuk a magneses térerdsség vektoranak intenzitasat vagy az
ferromagneses anyagokra analitikusan adott kifejezések vagy a magnesezési
gbrbék alapjan.

- tartsuk szem el6tt, hogy a magneses kor egyetlen aga (az egyetlen hurok)
tobbféle ferromagneses anyagbdl is allhat,
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- a légrésekben viszont a magneses térerdsség vektoranak intenzitasa:

BO

Ho

3. Osszegezziik a H\[; szorzatokat, és megkapjuk a sziikséges gerjesztést
(magnetomotoros erdt, amely sziikséges az adott fluxus (P) eléréséhez.

H, =

II. Tételezziik fel, hogy az egyszeri magneses korben adott az Ossz gerjesztés értéke
(mésodik, bonyolultabb feladattipus), legyen mondjuk NI, a H(B) funkci6 (6sszefiiggés)
pedig grafikusan adott. Hatdrozzuk meg a fluxust a hurokban, illetve az
indukcioértékeket az agrészekben!

A megoldds menete ebben az esetben a kovetkezd: Mivel a H(B) 0Osszefliggés csak
grafikusan ismert, a Z H, O, =NI egyenlet csak valamilyen kozelitd megoldassal oldhato

meg. A legegyszeriibb, és a gyakorlatban leggyakrabban hasznalt eljaras a kovetkezo:

1. Feltételeziink egy fluxusértéket a korben, meghatarozzuk az indukcioértékeket és a
magneses térerdsség-értékeket az agrészekben, majd Osszegezzilk a Hilk
szorzatokat (az elsé feladattipus megoldas-menete alapjan).

2. Osszehasonlitjuk a kapott H [} szorzatok sszegét az adott NI értékével. Ha az
értekek megegyeznek (valdsziniitlen, hogy egybdl eltaldljuk a keresett
fluxusértéket), vagy nagyon kicsi az eltérés kozottik (modjuk 2-5 %), tgy a
feladat megoldasahoz értiink.

3. Sziikség szerint noveljilk vagy csokkentjik az el6zd 1épésben meghatarozott
fluxusértéket, hogy kozelitsiink a megadott NI értékhez, és visszalépilink az 1.
pontra (Gjraszamoljuk az indukcioértékeket és a magneses térerdsség-értékeket az
agrészekben, majd...) .

A feladat altalaban néhany iteracidé (4tszamolasi ciklus utan) elfogadhat6 eredményhez
vezet.
Ennek a feladatnak a megoldasa az analitikus mddszer mellett grafikusan is keresheto:

1. Néhany (nem kett6-harom, hanem tobb) tetszOlegesen kivalasztott fluxusértékre az
elsé problématipus megoldas-menete alapjan kiszdmitjuk a szdmukra sziikséges
gerjesztésértékeket.

2. Interpolacié alapjan megrajzoljuk a ®(NI) fliiggvényt (a kapott pontokon keresztiil
gorbét huzunk vagy analitikusan kiszamoljuk a gorbe paramétereit, mondjuk a
legkisebb négyzetek modszerével — 1étezik kész szamitogép-program is, amelyik ezt
szamolja), majd

3. Grafikus uton a ®(NI) fiiggvény segitségével meghatdrozzuk azt a fluxusértéket,
amely megfelel az adott gerjesztésnek.

4943.2. AZ OSSZETETT SZIMMETRIKUS MAGNESES KOROK
SZAMITASA

A gyakorlatban szokszor taldlkozunk szimmetrikus szétagazo (Osszetett) magneses
korokkel. Egy ilyen magneses kor a 4.48. dbran lathatd. A szimmetria miatt a kornek csak egyik
felét figyeljiik. Igy egy egyszerii magneses kort kapunk, amelyet az eldz8ekben leirt médszerek
egyikével oldhatunk meg. Itt is kétféle feladat fogalmazhaté meg: megadhat6 az agban levd
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fluxus, illetve az agrészekben az indukcio értéke vagy a A
gerjesztdtekercs(ek) amper-ment értéke(i).

N
j\

4.9.4.3.3. AZ OSSZETETT NEMSZIMMETRIKUS MAGNESES KOROK
SZAMITASA

A gyakorlatban ritkan talalkozunk olyan magneses korokkel, melyeknek tobb mint harom
aguk van. Mivel a magneses korok nem linedrisak nem alkalmazhatok a linearis elektromos
halézatok megoldasanak moddszerei. Az Osszetett magneses korok megoldasara a kovetkezd
eljarasokat hasznaljuk:

1. Kirhhoff térvényei a magneses korokre (a huroktérvénynek nem a reluktanciat is
tartalmazo alakja) - amelyek a nemlinearis magneses korokre érvényesek

2. A magneses kor agait alkot6 ferromagneses anyagok magnesezési gorbéi (ha vannak
1égrések, akkor a légrésben: B o= oHy).

Létezik néhany modszer a magneses korok megoldasara. A legegyszeriibb és
leggyakrabban alkalmazott eljaras a megkdzelitési (iteracidos) modszer, hasonlé ahhoz, amelyet a
masodik feladattius megoldas-meneténél ismertettiink. Hasonléan, mint a nemlineéris
elektromos halozatoknal, nincs egy altalanosan alkalmazhato eljaras valamennyi magneses korre,
hanem az eljaris modszerét a magneses kor geometriai alakja diktalja. fgy, minden tipusu
magneses kort mas modszerel kell megoldani.

4.20. Példa: A 4.49. dbran adott egy nemszimmetrikus magneses kor. A kor kozépsd dgaban a
kivant magneses indukci6o B = 0.8 T. Hatarozzuk meg azt

az NI gerjesztést, amely ezt az indukcidt eredményezi, ha a K
magneses kor transzformatorlemezbdl — késziilt. A o) R
transzformatorlemez magnesezési gorbéje a Melléklet 1. I

abrajan adott. A vasmag kitoltési koefficiense 0.9. N 1,20
3

60

Megoldas:

1x 1,

Az abran lathaté méretadatokbol kapjuk, hogy: 4
20 20 40 20 20

l1{=1,=131.4 mm 120
13:40 mm )
$=S8,=72"10"m? 4.49. abra

S;=14.4"10*m?

Ezek utan felirhatok az egyenletek:

H111+H313:NI (1)
H212-H313=0 (2)
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-(D]—i-CDz—i-(D3 :0 (3)

H; =100 A/m (a magnesezési gorbérdl, B; = 0.8 T-értékre)
- a (2)-es egyenlet alapjan:
H31 3

H, = =304 AL
B,=0.2T (a magnesezési gorbérol, H, = 30.4 A/m értékre)
®,=B,S,= 1.4400*Wb
®; = B;S; = 11.5200™*Wb
D) = D, + P3=12.9600*Wb

ch
B, =—/—=179T =18T

S1
H;=20000A/m (a magnesezési gorbe alapjan)
NI = H;l;+H3l3= 2632 amper-menet

Lassuk most, hogy a magneses kor milyen tizemmoddban képes dolgozni a kiszamitott
grejesztéssel (sinusos lizemmod, impulzus-iizemmaod,...)! Més szoval, milyen tizemmod-tipussal
valdsithaté meg a kiszamolt gerjesztés? Ha példaul feltételezziik, hogy a menetszam N = 500
akkor 1=5.2 A lesz.

Mivel a vasmag ablakfeliilete 400 mm * , a feltételezett menetszamot (N = 500) 0.5 mm *
(0.8 mm sugart) keresztmetszetli rézhuzallal valésithatjuk meg. Rovid ideig 5.2 A erdsségl
aramot elviselne a huzal, de hosszabb idtartalomban mar nem. Igy tehat a magneses kor
impulzus-iizemmoddban dolgozhat az adott gerjesztésértékre.

4.21. Példa: Vegyiik a magneses kort az eldzd példabol! A feladat viszont legyen most masodik
tipust, amit folyamatos kozelitési modszerrel oldunk meg. A masodik problématipusnak
megfelelden legyen ismert a gerjesztés: F,,=(NI)aport=1000 amper-menet. Hatarozzuk meg az
indukcidt a magneses kor mindharom agaban!

Megoldas:

Mivel a magneses kor nem linearis, a feladatot nem oldhatjuk meg kozvetlen (direkt)
moddon. A folyamatos kozelitési modszer alkalmazasanal feltételeziink a kor barmely 4gaban egy
@’ kezdd fluxust. A @’ fluxus értékére meghatarozzuk (kiszamitjuk) a megfeleld gerjesztést -
(NI); szorzatot. Az 1j fluxus értéket az agban a kovetkezo képlettel hatarozzuk meg:

( NI ) ADOTT (a)

(NI),

Az eljarast megismételjiik és j (NI), értéket kapunk. A harmadik és a tovabbi megkdzelitd
értékek meghatarozasat interpolacioval végezziik:

” " o' -
Or=dT+ NI ), —(NI 2[(NI)ADOTT _(NI)Z] (b)

A megkozelitési modszert akkor szakitjuk meg, amikor a kapott gerjesztés - (NI) i szorzat
elfogadhat6an megkdzeliti az (NI) aporr szorzatot (az eltérés nem nagyobb 5%-nal).

Legeldszor azt lassuk be, hogy a magneses korre az el6z6é példaban felirt harom egyenlet
itt is érvényes:

=0

H111+H313=NI (1),
H,1,-H3l3=0 (2),
-(D]—i-CDz—i-(D3=O (3)
Kiindulasként tételezziink fel a harmas dgban egy kezdé fluxust, modjuk ® =500 Wb!
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Az eredményhez vezetd iteracids 1épéssorozat egy-egy Iépése a kovetkezd aktivitasokbol
all:
e , . ., (ON
1. Kiszamitjuk a 3 4gban az indukciot: B, :s— :
3

(els6 1épésben a feltételezett ® 5 fluxust vessziik — tehat ;=0 5 - , masodik 1épésben az

(a) egyenlet segitségével kiszamitott @ 3 —ot - tehat akkor ®s=® 5 lesz — minden

kovetkez6 1épésben pedig a (b) egyenlet altal kiszamitott @ 5 -ot - tehat akkor ®s=d 3

lesz).
2. Meghatarozzuk a H; —at a magnesezési gorbe alapjan.
3. Kiszémitjuk a Hy értékét a (2) cgyenletbél: (H, = 1205
2
4. Meghatarozzuk a B, értékét a magnesezési gorbe alapjan.
5. Kiszamitjuk a 2 &g fluxusat: ®,=B,(S,.
6. Kiszamitjuk az 1 ag fluxusat a (3) egyenletbdl (P =D, +dy3).
7. Kiszémitjuk az 1 g indukcidvektoranak intenzitasat (B, = % ).
1
8. Meghatarozzuk a H; értékét a magnesezési gorbe alapjan, €s

9. Végil kiszamitjuk a gerjesztés ¢értékét az (1)+(2) egyenletek Osszegébol
(NI=H;0+H,[}), vagy csak az (1) egyenletbdl (NI=H; I} +H;[}).

Majd ezt a kapott értéket hasonlitjuk Ossze a példdban megadott (esetiinkben
(NDaporr=1000 amper-menet) értékkel. Ha a kiilonbség kisebb 5%-ndl, gy a feladat
megoldasahoz értiink, ellenkezd esetben szamitjuk a 3 &g ujabb (megkdzelitd) értekét az (a),
vagy (b) egyenlet segitségével, és elvégezziik az 1j iteracios 1€pés kilenc aktivitasat.

Gyakorlatként végezze el az olvasé a szamitasokat az adott kezdd fluxus értékére!

4.9.4.4. Allandé magnesbél késziilt magneses kor

Az allando magnesek alkalmazasa az elektrotechnikdban nagyon sokoldali (hangszorok,
relék, egyenarami amperméterek, forgd villamos generatorok stb.). Ezért a gyakorlatban
sziikséges az elore meghatarozott magneses tulajdonsaggal rendelkezd alland6 magnes
tervezésének ismerete. Ismerkedjiink meg hat az allandé magnesbdl késziilé magneses korok
tervezésének alapelemeivel.

A 4.50. abran lathatd ferromégneses téruszmagot a
ratekercselt vezetékben folyd aram telitettségig felmagnesezte,
majd a gerjesztéaram kikapcsolasaval a munkapont, amely a H -
B sikban a magnesezettség allapotat irja le most a B, pontban van
(4.51. 4bra). Ha most a magbdl eltavolitunk egy l, hosszusagu
részt, akkor a korre a kdvetkezo alaku masodik Kirchhoff térvény
(altalanos Ampére térvény) irhato fel:
Hl,

1

m

L

Hl,+H 1 =0 OHz=- @

Ha elhanyagoljuk a szért fluxust, azt kapjuk, hogy:
() 0= () m o So 0
azaz: 4.50. abra
B 0 [S 0= B m [S m.
A levegdben levo indukcidvektort kifejezve:
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B_S

B — m— m .
0 SO
Mivel a levegében Bo=[H,, a magneses térerdsség Ao
intenzitasa az el6z0 két kifejezésbol:
H, = BuSu @
TS, ’ Br
majd a @-t behelyettesitve az O-be: o
d onesezesi girhe
— _B Smlo
"I, ; =2
Ez az egyenlet nem mas, mint az 1.49. dbran lathato
OP egyenes egyenlete. Mint kitlinik, a légrés a magban 4.51. abra

indukciocsokkenést idéz eld (a munkapont a P pontban van).
Az egyenes hajlasszoge az 1¢/l,, aranytdl fiigg (a fenti levezetés csak akkor érvényes, ha az |
kicsi a torusz keresztmetszetének feliileti méreteihez viszonyitva (az Sy a légrés effektiv feliiletét
jelenti). A gyakorlatban altaldban a 1égrés méretei, vagy effektiv méretei ( 1y, Sp) és a légrésben
szlikséges indukcidértékek (B o) adottak, a feledat pedig az, hogy kiszamitsuk a magnes méreteit
ugy, hogy legkevesebb ferromagneses anyagot hasznaljunk fel.

Hatarozzuk meg tehat a magnes 1, hosszat és a keresztmetszetének feliiletét tigy, hogy az
adott 1o, S és By mellett az 1, S, szorzat minimalis legyen (vagyis, hogy a felhasznalt anyag
térfogata a lehetd legkisebb legyen). A magneses anyag térfogata:

Vi Bl

Az ®-bdl a magneses kor hossza:
_ HOIO
m |Hm
a magneses anyag keresztmetszete pedig (a @ egyenlet alapjan):

SOBm
S. =B,
B

m

1

b

fgy a magneses anyag térfogata az el6z6 két kifejezés alapjan:
_H,1,S,B,  1,S,B%
" |H,B, K H.[B,

A Vi, értéke akkor lesz minimalis az adott 1y, Sy €s By értékekre, ha a ferromagneses anyag
munkapontjat a magnesezési (lemagnesezési - demagnesezési) gorbén ugy valasztjuk meg, hogy
a [Hpy|Bm szorzat maximalis értéka legyen. A |Hy|Bn, szorzatot maximalis energiaszorzatnak is
nevezik (a maximalis energiaiszorzat elnevezés abbol ered, hogy a HB szorzat mértékegysége
megegyezik a térbeli —térfogati- energiasiiris€ég mértékegységével). A  maximalis
energiaszorzatot, mint a kemény ferromagneses anyagok fontos ismérvét tablazatok formajaban
1s megadjak.

Ha a maximalis energiaszorzatnak megfeleld térerdsség- és indukcidértéket rendre
[(Huax[Fal és B yax -al jeloljiik, akkor a legkisebb anyagtérfogat mérete:

S,B
(Sm) optima lis % és

MAX

() s 5

optimé lis '
My | H yax |
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4.10. Ellenorzo kérdések

Nyugalomban villamos toltések kozott milyen erdk jelentkeznek?

Milyen testek kozott jelentkezik magneses erd?

Lehet-e a toltések kozotti magneses erét kozvetleniil (kisérleti uton) mérni?
Hogyan mérhetdk mégis a magneses erdk?

Mit neveziink dramelemnek?

Ki fogalmazta meg a két aramelem kozott haté magneses erd matematikai alakjat?
Milyen alaku a két &ramkdri elem kozott hatd elemi erd kifejezése?

Mi a vakuum permeabilitasa, €s mi az egysége?

Mi a magneses tér, €s milyen nagysaggal irjuk le?

. Hogyan sz0l a Biot-Savart-térvény?
. Mi a magneses indukcidvektor jele és egysége (mekkora ez az egység)?
. Hogyan szamithaté a magneses indukcid vektora (irdnya, iranyitdsa és nagysaga) a kor alaka

aramhurok kozéppontjaban?

. Hogyan szamithat6 a magneses indukcio vektora a végtelen hosszl egyenes vezetd koriil?

Milyen a Biot-Savart-torvény alakja feliileti aram esetében?

Milyen a Biot-Savart-térvény alakja, amely a vastag vezet¢k dV térfogatelemében folyo
aramatol eredd indukciot irja le?

Mivé egyszerlisddik a Biot-Savart-torvény, ha a magneses tér sikbeli &ramhuroktél ered, és benniinket csak
eme sik pontjaiban érdekel az indukci6 értéke?

Mire szolgal a Helmholz ors¢ (tekercs)?

. Hogyan irhat6 fel a méagneses térben levd aramhurokra hat6 erd?

Mi az alakja a magneses térben levd dramhurokra hat6 forgatonyomaték kifejezésének?
Hogyan sz0l az egy toltésre hatd magneses erd képlete?

Milyen irdnya a magneses erd a toltés sebességvektoranak irdnyahoz viszonyitva?
Gyorsithato-e villamos toltés magneses térrel?

Milyen alaku palyan mozog a toltott test a magneses térben?

Mitdl fligg a kormozgas sugara?

(sebesseégetol)?

Mi a ciklotron, és milyen részekbdl épiil fel?

Milyen elven miikodik a ciklotron?

Mit fejez ki a Lorentz-erd?

Mire hasznalhato a Hall-effektus?

Milyen gyakorlati alkalmazasa van a Hall-effektusnak?

Milyenek a magneses indukciovektor erévonalai?

Milyen erdtérnek hivjak a magneses teret (épp az erOvonalainak sajatossaga miatt)?
Mi a magneses fluxus (és egysége)?

Mit jelent a negativ fluxus-érték?

Mi a feliilet merélegese (hogyan hatarozhaté meg)?

Mi a feliiletelem-vektor?

Mi a fluxusmegmaradas torvénye?

Hogyan sz6l Ampere torvénye?

Hol alkalmazzak az Ampére torvényt?

Milyen feltételek mellett hasznalhaté Ampeére torvénye?

Hogyan szamithatd a méagneses indokcid egyenes vezetd esetében Ampere torvényével?
Hogyan valtozik a magneses indukcidvektor értéke a koaxialis vezetéknél?

Milyen a toroidtekercs (korgytirii-tekercs) magneses tere (indukcidvektora)?
Milyen magneses teret hoz 1étre a szolenoid?

Minek tekinthetiink makroszkopikusan minden atomot illetve molekulat?



46.

47

51.
. Melyek a paramagneses anyagok?
53.
54.
55.

52

56.
. Mi az elemi magneses forgatonyomaték és a magnesezettség vektordnak az egysége?
58.
59.
60.

57

61.

62

68.
69.
70.
71.
72.

73

74.
75.
76.
77.
.Mibe “tOmoriilnek” az azonos irdnyba mutaté elemi magneses forgatonyomatékkal

78

79.
80.
81.
82.
. Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek az antiferromagneses anyagok?
84.
85.
86.
87.
88.
89.

83

Hogyan osztalyozhatjuk az anyagokat atomjaik (molekuldik) ered6 magneses nyomatéka
szerint?

. Mi jellemzi a diamégneses anyagokat?
48.
49.
50.

Melyek a diamagneses anyagok?

Mi a diamagneses effektus €s milyen anyagoknal jelentkezik?

Az eredd magneses forgatdnyomatékkal (momentummal) rendelkezé molekuldk milyen
ismérv szerint oszthatok tovabbi csoportokba?

Mit kell tudni a paramégneses anyagokrol?

Melyek a ferromagneses anyagok legfobb jellemz6i?

Melyek a legismertebb ferromagneses anyagok?

Milyen mennyiséggel vessziik figyelembe a magnesezett anyagtol szarmazo (az Ampere-
aramok kovetkeztében megjelend) magneses teret?

Mi a magnesezettség vektoranak definicios képlete?

Mit hataroz meg és hogyan fejezhetd ki a magneses polarizacio vektora?

Miért van sziikség az altalanos Ampere-térvényre?

Mivel kell “bdviteni” az Ampere-torvény jobb oldalat, hogy eljuthassunk az altalanos
Ampere-térvényhez?

Mi az altalanos Ampere-torvényt meghatarozo kifejezés?

. Hogyan definidljuk a magneses térer0sség vektorat?
63.
64.
65.
66.
67.

Mi a magneses szuszceptibilitas, €s mit jellemez?

Mi a magneses szuszceptibilitas mértékegysége?

Mi a magneses anyagok linearitasanak feltétele (kifejezés)?

Mi a relativ és permeabilitas?

Milyen Osszefliggés érvényes az indukcidvektor és a magneses térerésségvektor kozott
linearis kdrnyezetben?

Mely anyagok tartoznak a linearis magneses anyagok kozé?

Milyen értékli a magneses szuszceptibilitds a dia- para- és ferromagneses anyagoknal?
Milyenek a magneses térerdsség erévonalai linedris és nemlineéris kdrnyezetben?

A magneses anyag melyik részén nem semlegesitik egymast az Ampere-aramok?

Mekkora az elemi Ampére-aramokat helyettesitd ekvivalens feliileti aramstirtiség (kifejezés)?

. Mekkora az elemi Ampere-aramokat helyettesitd ekvivalens feliileti aramsiiriség a dia-,

para- ¢s ferromagneses anyagok esetében (nagysagrend)?
Mik a hatarfeltételek?

Melyek a hatarfeltételek egyenletei (linedris kozegben is)?
Hogyan “tornek meg” a vektorok a hatarfeliileten athaladva?
Milyen tipusu anyagok a ferromagneses anyagok?

rendelkez6 atomok (molekuldk)?

Mekkorak ezek a tartoméanyok (nagysagra és molekulaszamra nézve)?
Mi valasztja el egymastol a tartomanyokat?

Mi a ferromagneses anyagok viselkedésének egyszerli magyarazata?
Mi a ferromagneses Curie hdmérséklet?

Mi jellemzi a ferrimagneses anyagokat (ferriteket)?

Hogyan néz ki a ferromagneses anyagok statikus magnesezési gorbéje?

Milyen jelenség kiséri a ferromagneses anyagok “adtmagnesezési” folyamatat?

Hogyan hivjuk az “atmagnesezési” veszteséget?

Milyen kovetkezményekkel kell szdmolni a ferromagneses anyagok “atmagnesezésekor”?
Milyen nagysagok kozotti Osszefiiggést abrazol a ferromagneses anyagok statikus
magnesezési gorbéje?
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94.
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Milyen mennyiségek mérhetdk (szamithatok) a ferromagneses anyagokra?

Milyen nagysagok kozotti Osszefliggést abrazol a ferromagneses anyagok dinamikus
magnesezési gorbéje?

Milyen alaku mintarél késziil a dinamikus magnesezési gorbe?

Hogyan torténik a dinamikus magnesezési gorbe szerkesztése?

Mi a szerepe a ballisztikus galvanométernek a dinamikus magnesezési gorbe
szerkesztésében?

Milyen alaku a tipikus dinamikus méagnesezési gorbe?

Melyek a tipikus dinamikus magnesezési gorbe jellemzo (karakterisztikus) pontjai?

Milyen tipusuak lehetnek a ferromagneses anyagok a koercitiv teriik értéke alapjan?

Melyik hiszterézisgorbére érvényesek a tablazatokban megadott H, és B, értékek?

Mit neveziink magnesezési alapgérbének?

Hogyan végzik a ferromagneses anyagok “lemagnesezését”?

Mi a Rayleigh-féle hiszterézisgorbéje?

Mi az alappermeabilitas?

Mi a differencialis permeabilitas?

Hogyan definidljak az inkrementalis permeabilitast?

Mi a komplex permeabilitas?

Melyek a magneses kemény anyagok jellemzdi?

Melyek a magneses kemény anyagok, és mire hasznaljak dket?

Mi jellemzi a magneses puha anyagokat?

Melyek a magneses puha anyagok, és melyek az alkalmazasi teriileteik?

Mi a magnetoszrikcio?

Milyen lehet a magnetosztrikcids egyiitthatd?

Hol alkamazzak a nagy magnetoszrikcios egyiitthatoval rendelkez6 anyagokat?

Mi a magneses kor?

Mely csoportokba oszthatok a magneses korokkel kapcsolatos problémak?

Mi a szort fluxus a magneses koroknél?

Figyelembe vessziik-e a szort fluxust a magneses korok analizisénél?

Milyen magneses koroket neveziink vékony méagneses koroknek?

Hogyan szo6l Kirchhoff csomoponti torvénye a magneses korokre?

Mi a kiindul6pontja Kirchhoff huroktérvényének a magneses korok esetében?

Mi Kirchhoff mésodik torvényének a magneses korokre érvényes alakja?

Mi a reluktacia?

Mi a magnetomotoros erd (gerjesztés)?

A Kirchhoff torvények alkalmazéisakor milyen anyagoknak tekintjiik a ferromagneses
anyagokat?

Mely torvények és karakterisztikak segitségével végezziik a magneses korok analizisét, ha
ténylegeses nemlinearis koroknek tekintjiik oket?

Hol talalkozhatunk légrés(ekk)el rendelkezd magneses korokkel?

Hogyan szamithato6 a 1égrés keresztmetszetének effektiv (valodi) feliilete?

Milyen mértékben hatarozza meg a fluxus értékét a 1égrés a magneses korben?

Mely két feladattipus jelentkezik a magneses kordk analizisénél?

Milyen a megoldds menete az egyszerli magneses koroknél az elsé (egyszeriibb)
feladattipus esetében?

Milyen a megoldas menete az egyszeri magneses koroknél a masodik (bonyolultabb)
feladattipus esetében?

Hogyan szamithato ki a magneses kor a bonyolultabb feladattipus esetében grafikus tton?
Mi a konnyités a szimmetrikus magneses korok esetében?

Milyen moédszereket alkalmaznak a nemszimmetrikus magneses korok megoldasanal?
Hogyan tervezhetd az allamdé magnesbdl késziilo6 magneses kor?



5. IDOBEN VALTOZO VILLAMOS (ELEKTROMOS) ES MAGNESES TER

5.1.Elektromagneses indukcio

5.1.1. AZINDUKALT VILLAMOS TER

A mozgas mindig relativ, mindig valamihez viszonyitva mérjiik. Tobb, mozgasban levd
test esetén egyiknek a mozgésat leirhatjuk barmely masik mozgasban levo testhez viszonyitva.
Erthetd, hogy megfeleldbb (de csak megfeleldbb) ha olyan referenciarendszert valasztunk ki (azt
a mozgo testet valasztjuk ki), melyhez viszonyitva a legtobb jelenség leirdsa a legegyszeriibb.

A referenciarendszer, vagy a “koordinata-rendszer, amelyhez viszonyitva figyeljik a
jelenséget” kifejezést legtobbszor a “megfigyeld” fogalommal helyettesitjilk. A “megfigyel6”
fogalma alatt egy képzeletbeli megfigyelore gondolunk, aki a kivalasztott koordinata-
rendszerhez viszonyitva mozdulatlanul figyeli és elemzi a jelenségeket.

Figyeljiink meg egy Q villamos
toltésmennyiséggel rendelkezd testet
(Q toltést), amely V sebeséggel
mozog az idoben alland6 (de altalanos
esetben inhomogén — vagyis nem
homogén) maégneses tér forrasdhoz
viszonyitva. Az egyszerlség kedvéért
tételezziik fel, hogy a madagneses tér
forrasa egy aramhurok (aramjarta zart 5.1. 4bra
vezeték).

Emlékezziink vissza a villamos

crer

1. A térrészben akkor van villamos tér, ha a megfigyelohdz viszonyitott mozdulatlan Q toltésre
F. =QI[E alaki erd hat.

2. A térrészben a magneses tér akkor igazolhatd, ha a megfigyelohoz (esetleg a tér forrasdhoz
1s) viszonyitott V sebeséggel mozgo Q toltésre Ifm =Q ¥ x B alaku erd hat.

Hogyan lehet meghatdrozni, hogy létezik-e villamos vagy mégneses tér?

A P, megfigyeld (5.1.4bra) aki az aramhurokhoz kotott koordinatarendszerhez viszonyitva
nyugalomban van, azt fogja megallapitani, hogy a P, megfigyeld koordinatarendszeréhez
rogzitett Q toltésre Ifm =Q @ x B alaka magneses erd hat, hiszen latja, hogy az V sebeséggel
mozog a (megfigyeldhoz viszonyitva nyugalomban levé — altalanos esetben id6ében valtozo)
magneses térben.

Tételezziik fel, hogy a P, megfigyeld (5.1.4bra), akihez viszonyitva a Q toltés
mozdulatlan, miiszerekkel pontosan mérni tudja a magneses indukcidé vektorat és a villamos
térerdsséget. Tételezziik fel tovabba, hogy a magneses tér egyetlen forrasa a 5.1. dbran lathatd
aramhurok, de err6l a P, megfigyelonek nincs tudomdsa (vagyis, hogy 6 nem latja az xyz
koordinata-rendszert).

Mit fognak észleleni a P, megfigyeld miiszerei, és hogyan fogja 6 azokat értelmezni?

Az egyik miiszer regisztrilja az idében valtozé magneses teret. A masik miiszer az F, = Q [E

alaku erdt igazolja (amelyet a P, megfigyeld az F, = Q[ x B egyenlettel magyaraz), amely a
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P, megfigyelohdz viszonyitva nyugalomban levd Q toltésre hat. Ezek szerint a P, megfigyeld
azt fogja megallapitani, hogy az & (x’y’z’) koordinata-rendszeréhez viszonyitva létezik idében
valtoz6 villamos tér is. Tehat a P, megfigyeld arra a kovetkeztetésre jut, hogy idoben valtozo

villamos €és magneses térben tartozkodik, habar a P, megfigyeld, akihez viszonyitva a magneses

tér forrdsa nyugalomban van, csak idoben allandé magneses teret észlel.

Az ilyen kovetkeztetést altalanositani lehet: fliggetleniil attol, hogy mi valtja ki, az iddben
valtozo magneses teret mindig idoben valtozo villamos tér kiséri.

Figyeljink meg egy nagyon hosszu, sliriin
tekercselt, nagy menetszamu szolenoidot. Tételezziik L 2
fel, hogy a mozgathatd, csuszé érintkezdével (K) ki- . );a ‘;@7
¢s bekapcsolhatjuk az aramot a szolenoid végén, l ’ E x
ahogy az a 5.2. abran lathato. 2N\

Képzeljiik el, hogy az egész szolenoid jobbra- o .
balra mozog d hosszusagnyira, a K érintkez6 pedig az 52 4b
2. abra

I-es helyzetben all. A Q toltésre magneses erd fog
hatni, mert relativ mozgés létezik a Q tdltés és a
magneses tér forrasa kozott. A P, megfigyeld ezt az erdt Ggy fogja értelmezni, mint egy

villamos tér hatasat, mivel az 0 koordinata-rendszerében a toltés mozdulatlan.

Nyilvanval6, hogy a szolenoid jobbra-balra valdo mozgatasat helyettesithetjiik a K érintkezd
jobbra-balra valo mozgasaval. A két miivelet értelme azonban egészen mas.

Az elsd esetben a megfigyeld és a magneses tér forrdsa kozotti relativ mozgésrol, a
masodik esetben viszont a megfigyelohoz (azaz a Q toltéshez) viszonyitva mozdulatlan
vezetokben folyd iddben valtozd aramokrol (konkrétan, a K érintkezdvel ki- és bekapcsolt
aramokro6l) van szo.

Kovetkeztetés:

Az iddben valtoz6 magneses teret mindig idoben valtoz6 villamos tér kiséri. Az elektromos
tér, amely megfelel a magneses tér valtozasainak, nem fiigg a magneses tér valtozasanak okatol:
a valtozds kovetkezménye lehet a megfigyeld és a magneses tér forrdsa kozotti relativ
mozgasnak, vagy a megfigyelohoz viszonyitva mozdulatlan vezetd(k)ben folyd aramerdsség

valtozasanak (a magneses tér gerjesztbarama valtozasanak).
Hangstlyozzuk ki tehat, hogy a villamos térnek két eldidézoje van. Az egyik a

mozdulatlan elektromos toltések, amelyek elektrosztatikus teret - E, eredményeznek. A masik
eldoidézoje az id6ben valtozd magneses tér, amely az aramhurok (4dlland6 magnes) a
megfigyelohdz viszonyitott mozgasaként, vagy a megfigyelohoz viszonyitott mozdulatlan
hurokban folyé dramerésség valtozasaként indukalt elektromos teret - E, , hoz létre.

Az 0ssz (totalis) térerdsség tehat a kovetkezd mddon irhato fel:

E = E + E (a tér sztatikus ¢és indukalt komponenseinek dsszege)
tot — st ind

E’ =V x B’ (indukalt elektromos tér, amely a megfigyeld és a magneses tér
ind —
forrasa kozotti relativ mozgas eredménye)

A mozdulatlan, valtoz6 dramerdsségli aramhurkok kozelében jelentkezd indukalt villamos
tér szamitasara szolgalo kifejezést kisérleti uton hataroztak meg:
- di(t) dl
dEind = —ﬁ DQ -
4 dt r
(az indukalt villamos tér eréssége a dl aramelem kdzelében)
Ho i) o

Eind -
4 d dt
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(az E,, vektor erdssége mozdulatlan vezetdhurok kozelében)

A dE,, vektor tehit parhuzamos a dl - el,
tényleges iranyitasa (nyilazdsa) pedig az aram elso -
derivaltjatol fiigg az adott pillanatban (5.3.4bra). c /jdE ind

Az indukalt elektromos tér egyik legfontosabb r

. , = 7 ~ s , / M
tulajdonsdga, hogy a dE,, térerdsség vektordnak

vonalintegralja zart vonal mentén altalanos esetben
kiilonbozik nullatol. Ez azt jelenti, hogy az ilyen
térben elhelyezkedd vezetdohurokban elektromos aram / ift)

jelentkezik  (indukalodik). Az  E,,  vektor

vonalintegraljat zart vezet6hurok mentén indukalt
elektromos erének (e.m.e.) nevezziik. 5.3. abra

5.1.2. AZ ELEKTROMAGNESES INDUKCIO FARADAY-TORVENYE

Figyeljiink meg egy zart C vezetdhurkot, illetve a vezet6hurok egy dl elemét (5.4.4bra),
amely idoben alland6 magneses térben, a mechanikai erdk hatésara tetszdleges médon mozog és
deformalodik. A hurok egyes részei (qu elemei) parhuzamosan mozdulnak el egy nagyon rovid
ido alatt, mégpedig egy kis dS =vdt utat megtéve.
Ilyenkor a dl hurokelemben indukal6do e.m.e. értéke:

- - _ . 1 _ -
de = E,,, il = (v xB) @I =—(ds xB) @I

w4

d2§/= d7.x ds
/’ V4

s

A vektorok vegyes szorzatanak van egy szamunkra
most nagyon kedvezo tulajdonsaga, ti. a vektorok balrél
jobbra wvaldé “eltolasaval” a vegyes vektorszorzat
eredménye nem valtozik, amit igy irhatunk fel:

(ds x B) [l =(dl xds) B =(B xdl) s

v=ds/dt

/
Nos ennek felhasznélasaval irhatjuk az aramelemtdl N\/n/
eredd indukalt fesziiltségre: a C hurok része
de=iémdrxd§)=i§ d> 3 5.4. abra
dt dt

ahola B’ 3 kifejezés nem mas, mint a dl’ hurokelem altal dt id6 alatt “4ttdrolt” feliileten (a
5.4. abran a szdéban forgo feliilet arnyékolt) keresztiili fluxus. Az 0ssz e.m.e. értéke a zart
vezetOhurok mentén a hurokelemekben indukalt (elemi) e.m.e.-k 6sszegeként kaphatdo meg:

1 =, _do
e=—S B*s=——.
dtZ dt

Az eloz6 kifejezésben csak a fluxusvaltozas szerepel, a valtozas oka nem. Az arnyékolt
feliileten keresztiili fluxus értéke ugy szdmithatd, mint a zart vezetbhurokra kifeszitett feliileten
keresztiili fluxuskiilonbség az 1 és a 2 helyzetben:

d§0az attorolt feliileten — @ — @

Ha most a C zart vezeton keresztiili fluxusnovekményt irjuk fol, ami a végallapotban (2
helyzet) mért fluxus és a kezddallapotban (1 helyzet) mért fluxus kiillonbsége:

d§0 fluxusnovekmény a C hurkon keresztiil = §02 - (n ’
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akkor az el6z6 kifejezésben az “attorolt” feliileten keresztiili fluxust helyettesithetjiik a C zart
vezetOhurkon keresztiili fluxusnévekménnyel:

d @ az attorolt feliileten — — d o fluxusndvekmény a C hurkon keresztiil

Ezzel az indukalt e.m.e. értékére vonatkozo6 kifejezés a kovetkezo alakot olti:
_do
dt
ahol a dg a zart vezetOhurkon keresztiili fluxusnovekményt jelenti, melynek eléidézdje barmi

lehet. Ez az elektromagneses indukcioé Faraday torvénye

A dinamikus (mozgési) elektromégneses indukcié az idoben allanddé magneses tér forrasa
¢és a zart vezetokeret kozotti relativ mozgésnak az eredménye.

A sztatikus (statikus, nyugalmi) elektromégneses indukcié esete pedig akkor all fenn,
amikor az indukdlt e.m.e.-t egy mozdulatlan vezet6hurokban a masik mozdulatlan
vezetOkeretben folyd id6ben valtozé aram idéz eld.

5.1.2.1.Az elektromagneses indukcio iskolapéldai

5.1. Példa: Az elektromagneses indukcion alapuld, idében allandé fesziiltséget (e.m.e-t) add
generator mikodési elve.

Figyeljik meg az AA’ vezetdt (5.5.4bra), amely
surlodas nélkiil cstiszhat két parhuzamos vezeton (a 5.5.

abran 1 ¢és 2 a jeliikk), amelyek a tavolsdgra vannak | .| ®8

egymastol. A vezeték az altaluk meghatarozott sikra R J o‘—a—?——’-‘; a

merdleges indukciévonalakkal rendelkezd homogén mag meh

magneses térben helyezkednek el. ‘ A 5
Mivel az AA' vezetdé homogén magneses térben x=0 g

végez transzlacios mozgast, az indukalt e.m.e. minden 5.5. abra

dl elemére (vxB) értékii, igy az 6ssz indukalt e.m.e.
értéke az a hosszlisagh vezetd mentén az indukalt e.m.e értéke:
e=(VxB)[.
A képrol a vektorok kozotti szogek alapjan lesziirhetd, hogy:
e=v[BM.

Ennek az e.m.e.-nek a kdvetkezménye a kovetkezoképpen szdmithatod aram:
=€V [B[a
R R

illetve a Joule féle veszteségek (a melegedés) teljesitménye:
v B @’

P=RO* =

Mivel az AA' vezetoben

_v[BIa

R
aram folyik, a vezeték mentén a kovetkezé magneses erd jelentkezik:

dF,,, =10 xB
F.=1GxB=1GDB

I
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Amennyiben az AA’ vezetd allando sebeséggel mozog, a magneses €s a mechanikus erdk
egyforma intenzitasuak:
Frean = Fope =1[A[B.
A mechanikus er6k munkaja (behelyettesitve az dramerdsségre a fent kapott értéket):

2 2 2
= F B/Bit:IDhEBB/Bit:%mt,

mech.er6k mech.

mech

dA

a mechanikus erdk teljesitménye pedig:
2 2 2
_F =Y B h

mech. erék mech.erdk - R

Mint lathato, ez az érték megegyezik a Joule veszteségek teljesitményével, amit az
energiamegmaradas torvénye alapjan el is vartunk.
AP =F 3 kifejezésbdl kifejezhetd az AA" vezetd sebessége a staciondris

mech. er6k mech.er6k
(allandosult) allapotban:
v B’ @&
v= P en site - R ,
F b site 14 [B

amibdl aztan az egyszeriisités utan

_ 1R

" B@’

5.2 Példa: Az elektromagneses indukcion alapuld villamos motor miikodési elve.

Tételezziik fel, hogy a motor liresjaratban van (G=0), és kezdetben az AA' mozdulatlan. A
P kapcsold bezarasaval (5.6.4bra) az aramerdsség gyorsan nagy értéket ér el (az R ellenallés
értéke hatarozza meg). Az AA’ -re nagy magneses erd hat,

minek kovetkeztében az mozogni kezd. Mivel a vezetd P I A
magneses térben mozog, a forrds e.m.e.-vel ellenkezd irdnyt =T é B
N . YT | ~ . E}

(irdnyitast) e.m.e. indukalodik benne. Az AA’ vezetd addig > |a
gyorsul (a surlédast elhanyagolva) amig az indukalt em.e. *® p v
egyforma intenzitdsi nem lesz a forrds e.m.e. -jével, és - } A

ekkor a korben megsziinik az aram. Ebbdl a {oltételbol
kiindulva az AA' vezetd sebessége:

E=aly[B,
amibdl tehat 5.6. dbra

G

V:ﬁ (1=0).

Ha G #0, a vezetd sebessége nyilvanvaléan kisebb lesz a fent felirt értéktdl. Az
AA" vezetdn keresztiil aramnak kell folyni, hogy a vezetére magneses erd hasson, amely a stlyt
folfelé emeli. Az aram intenzitasat, a stly felfelé irdnyuld egyenletes mozgésakor, abbdl a
feltétélbol hatarozzuk meg, hogy a stly (G) €s a magneses erd egyforma intenzitasu:

G=F,=1Q@DB,
amibdl kifejezve az dramerdsséget:
_ G
alB’

Masrészt a korben folyd dramot a generator kapocsfesziiltsége (e.m.e.-je) és az AA’
vezetdn létrejott indukalt e.m.e. (mely ellentétes iranyitasu v. nyilazasu a generator e.m.e.-jéhez
viszonyitva) kdzosen hatarozzak meg:

E-e E-alv[B
R R
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Ebbdl és az eldzo kifejezésbdl pedig az AA" vezetd sebessége egyszeriien szamithato ki:

RIG
V_E—REI_E_a[B
- alB @ alB

Ha a G suly tul nehéz, akkor a magneses erd nem fogja emelni azt, hanem a G suly fogja
elmozditani az AA’ vezetdt a magneses erd hatasaval ellentétes iranyban. A rendszer ilyenkor
generatorként viselkedik, mikdzben a suly potencidlis energidja a villamos- €s magneses tér
kozvetitésével a vezetékben hové alakul.

5.3. Példa: Egyenaramt generator, Faraday-féle tarcsa (korong)
A tarcsa (kerék) egyenletesen w szogsebeséggel forog a
homogén, B indukciojii magneses térben (5.7.4bra). A kertileti
sebesség ¢s a szogsebesség kozotti Osszefiiggés:
v=rld,

az elemi e.m.e.-t pedig a kovetkezd Osszefiiggés szerint
szamithatjuk ki legegyszertibben:

de = (v x B) @

de = wx B Ldr

e:ouEBE‘(i:'rm:Ir:%a)EIBB2 %g

Ha «=21100 rad/s, B=1T, a=5 oc¢m, akkor az
elektromotoros erd, e=0,785 V. Az adott értékek a lehetd 5.7. abra
legnagyobbak, amit a gyakorlatban el lehet érni. A
megvalosithatd e.m.e a Faraday-féle korongnal, mint az értékbdl is lathato, nagyon kicsi.

Wy

5.4. Példa: Az sinusgdrbe szerint valtakozd fesziiltségii
generator mikodési elve.

A generator egyszeriisitett rajza a 5.8. abran lathato.
Ha a t=0 pillanatnak az abran lathato helyzetet valasztjuk (a
B vektor megegyezd irdny(l és iranyitisi a keretre
meghatarozott pozitiv egységvektorral), akkor az
szogsebességgel forgo kereten keresztiil a fluxus:

@(t)=Blalbltoswl(t.

Az indukalt elektromotoros er6 a keretben pedig:

et)= —% =w[B Db Bnw=E, , Binat
5.8. abra
e(t) A gyakorlatban a sinusgorbe (5.9. abra)
| o — szerint valtozo fesziiltségli generatorokat
E| (5.8.4bra) leginkabb ugy készitik, hogy a
"""" Ay Az tekercs, amelyben az aram indukalodik

magnes vagy elektromagnes mozgatasaval
érik el. Igy a cstszogytiriik (ezek a
generator legérzékenyebb,
legsériilékenyebb ~ részei)  hasznalata

ol 4, o >n ao ot (etc,etﬁnlfbe’n~a keret) ’mozcrlulatlan, és a
rajta torténd fluxusvaltozast megfeleld

5.9. abra

feleslegessé valik.
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5.5. Példa: Egyenaramu (pulzélo) generator.

Az 5.4. példaban szerepld generator kis, de
Iényegbeli atalakitassal dolgozhat egyenarami
generatorként is. Ha az 5.8. abran a két kiilonallo
csuszogyliri  helyett csak egyet (kettévagva,
egymastol elszigetelt félgyiiriként) alkalmazunk,
akkor valtakoz6 fesziiltségli generator helyett
egyenaramu generatorunk lesz (5.10.4bra).

be(t)

py \/ ¢ 5.10. dbra

Az 5.11. abra felsd részén a

e valtakoz6 fesziiltségli generator
kapocsfesziiltség-gorbéje (e.m.e-je)
lathatd. A példankban (5.5. példa)

¢ szerepld egyenaramu (egyenfesziiltségii)
generator fesziiltséggorbéje (az alsd gorbe

az 5.11. abréan) a fels0 gorbe segitségével
egyszerlien magyarazhatd. Abban a
pillanatban, amely az A, pontnak felel

meg a felsé gorbén, amikor a keretben az indukalt e.m.e. iranyitasat (eldjelét) valtja (valtand), a
félgytirtik kefét valtanak, és az e.m.e. az 1 és a 2 ponthoz (keféhez) viszonyitva nem valtoztatja
iranyitasat, illetéleg eldjelét.

Y
L

P
-~

~_1 8

5.11. 4bra

5.6. Példa: A tobbmeneti tekercsben induk4lodo e.m.e.

A gyakorlatban nem egyszerli keretek, hanem kisebb vagy nagyobb menetszammal
rendelkezd tekercsek mozognak magneses és villamos térben. Nézziik, mekkora e.m.e. fog
indukalodni egy kisebb, N menetszamt tekercsben, ha az valtozo magneses ¢s elektromos térben
van!

Mivel a tekercs néhany slriin (szorosan) egymashoz illesztett menetbdl (vezetOhurokbol)
all, az indukalt villamos (elektromos) tér egyforma a tekercs minden részében. Ezért az indukalt
elektromos térerdsség vektoranak vonalintegralja az 6ssz N menet mentén megkozelitdleg N-
szerese az egy menet mentén szamolt indukalt tér vonalintegraljanak.

5.1.3. LENZ TORVENYE

e

Figyeljik meg a vezetdhurkot az idoben valtozo \ —
magneses (és elektromos) térben (5.12.4bra). A tér valtozasat ¢
eloidézheti a magneses tér forrdsanak mozgasa a

vezetOhurokhoz viszonyitva, vagy valamilyen mozdulatlan ™~ 28> G
vezetOben folyo idoben valtozo aram. ) { T
Mivel !
e= _M
at 5.12. dbra
a dg>0-ra e<0 lesz.
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Az 5.12. abran lathato, hogy a vezet6hurokban indukalt &ramtol (iranya, mely megegyezik
az e.m.e. iranyaval, lasd az abrat) eredd magneses fluxus ellenkezd iranyu (nyilazasu) a kiilsé
fluxus ndvekedéséhez viszonyitva.

, . e(t . . e 2 , . . ,
Természetesen  i(t) # %, viszont az indukalt aram tobbnyire az indukalt e.m.e.
iranyaban folyik. A vezet6hurokban indukalt aram tehat mindig olyan iranyd, hogy igyekszik
megakadalyozni azt a fluxusvaltozasat amely Ot létrehozta. Ezt az indukalt aram irdnyanak
meghatarozasara vonatkoz6 szabalyt Lenz torvényének nevezzik.

5.7. Példa: A betatron miikodési elve.

A betatron elektronok felgyorsitasara szolgald berendezés. Az
elektronok végsebessége megkozeliti a fény terjedési sebességét a
vakuumban. A betatron miikddési elve az indukalt elektromos téren
alapul, amelyet idoben valtozd magneses tér kisér. Koaxialisan az
elektromagnes tengelyével, a polusok kozotti rés peremén
légmentes, térusz alaku {iivegesovet (toroidcsovet) helyeznek el o SRR
(5.13.4bra). Tételezziik fel, hogy O<t<T idéintervallumban az LALLLLLS
elektroméagnes magneses fluxusa folyamatosan novekszik. Ekkor az
tivegcsoben indukalt elektromos tér jelentkezik. A gyorsitandd
elektonok az indukalt villamos (elektromos) tér hatasara gyorsulnak
az livegesében, de mivel egyidejlileg az elektromagnes magneses
terében is mozognak, az ut, amit leirnak kor alakt lesz.

Ha a toroidcsdben elektronok vannak, a 5.13. &dbran pedig a
fluxus a megjelolt irdnyban novekszik, akkor az elektronok az abran 513, 4bra
jelolt iranyban mozogva gyorsulnak fel (az elektronok mozgasiranya
a fluxusnovekedés iranyaval a jobbcsavar szabaly szerint kotott ill. fligg Ossze). Ez a

kovetkeztetés Lenz torvényébdl ered. A mozgd elektronokra hatdé magnes erd (Ifm =QIxB)a

magnes tengelye fel¢ iranyul, igy az elektronok megkozelitdleg korpalyat irnak le és a fluxus
novekedésével gyorsulnak.

5.2.A potencial és a fesziiltség az idoben valtozo elektromos és magneses
térben

Az id6ben alland6 villamos térben (elektrosztatikus, 6rvénymentes és forrasos, potencialos
tér) a potencial és a fesziiltség fogalma megegyezik. Mas a helyzet azonban az id6ben valtozé
villamos (forrdsmentes, drvényes tér) és magneses tér esetében, itt ugyanis a potencial €s a
fesziiltség fogalma kiilonbozik egymastol.

Az iddben valtoz6 elektromos €s magneses térben a két pont kozotti fesziiltséget, mint az

elektromos térerosség vektoranak (ESt + Eind) két pont k6zotti vonalintegraljat definialjak:
B
U = I(Est +E;,y) [dl
A

Konnyen észreveheto a kifejezésbol, hogy a fesziiltség fligg az A és B pont kozotti Gttol (az
integralas utjatol)!

Bizonyités:
Az 0ssz térerdsség:

m
Il
m
+
M

st ind ?

a fesziiltség pedig:
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B B
(UAB)a keresztiil ~ (UAB)b keresztiil — J.( Est + Eind) dl - _[( Est + Eind) dl =
Aa Ab
B A
=IEind @l + IEind @i = _d%keresztm (1)
Aa Bb dt
A voltméterek a két pont kozotti fesziiltséget az (1) relacid szerint mérik. Az idében
valtozo aramu villamos halozatok két adott pontja kozotti fesziiltség (amelyekre a voltmétert
kotottiik) elméletileg fiigg a voltmétert a haldzat pontjaihoz kapcsold vezeték alakjatol is. Ez a
hatds folytonosan létezik, de nagysaga altalaban elhanyagolhat6. Amennyiben a hatas jelentds,
ugy a két pont kozotti fesziiltséget nem csak a szamértékével, hanem a voltmétert a haldzat
pontjaihoz kapcsold vezeték geometriajaval is jellemezniink kell.

5.3.0rvényaramok

A vezetdben keletkez6 indukalt aramokat (amelyeket az indukalt elektromos tér hoz 1étre)
drvénydramoknak neveziink. A vezetdkben az idoben valtozo elektromos és magneses tereknek
elkeriilhetetlen kisérdi az drvényaramok. Az orvényaramok Joule-veszteségekkel jarnak és mint
minden aram, idoben valtozo (szekundaris) elektromos és magneses teret hoznak létre. Ezek a
hatasok legtobbszor kéarosak, ezért kiilonbozd mddon csokkentik oket. Vannak azonban esetek,
amikor az orvényaramokat felhasznalas céljabol tudatosan gerjesztik.

A ferromégneses anyagok elég jo vezetdk, és benniik nagy intenzitasi Orvényaramok
indukalodnak. A Joule-veszteségek mellett az Orvényaramok (a szekundaris villamos ¢s
magneses tér 1étrejottének kovetkeztében) eltorzitjdk az eredeti teret is (a fluxus eloszlasa nem
lesz egyenletes a vasmag keresztmetszetén).

Az el6z0 bekezdésben leirt nem kivanatos jelenségek csokkentése érdekében (mivel
teljességgel kizarni Oket lehetetlen) lemezelik a vastestet (egymastdl elszigetelt lemezekbdl
készitik a vasmagot), vagy por-vasmag alakjaban készitik.

A veszteségek nagysagat megkozelitdleg a kovetkezd modon lehet kiszdmolni. Figyeljiik

meg a lemezelt vastest egy lemezét, amely olyan vékony, hogy a keresztmetszetén a B vektor
intenzitasa gyakorlatilag allandonak tekinthetd. Az indukci6é valtozzon a cosinus fiiggvény
szerint:

B(t) = B_ [doswk Ly
. L, 1 2
A szimmetridnak  kdszonhetden \ , /
ithatd . [ VA== LA L -
felirhato, hogy: ; =z ” 77 i Ll A
J(=y,) =J(y.0). | ¥ oL L AT
s — S~ o = — ) — el o=
J L A\

Az indukalt elektromos
(villamos) térnek csak x komponense 5.14. 4bra
van az 5.14. 4bran megjelolt zart
gorbére (a téglalap alaka gorbe csucsainak jelolése: 1234), értéke pedig:

J

o
Faraday torvénye szerint:

%E}IT:ZLB‘]%—’U= —%(u y (B, @osat),

innen pedig:
J(y,t) =y & (B, Eina.
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A Joule-veszteségek teljesitménye a lemez egy pontjaban (vagyis a Joule veszteségek
térfogatsiiriisége):

2
®_Y e B Ena
dv. o
q d
P :}dimmwsww B @insz}yz [dy
* T ) av i i

0 |

2

P, = (%)3 [ [ [20° [B2 Bin® o

W | N

: . .. 1
a (sin” at) — fliiggvény kdzépértéke egy periodusnyi id6 alatt : 5
fgy a Joule-veszteségek kozép- vagy atlagos értéke:

— 1 2 3 2 1 2 2
Py = 5y B0 00" [ (B, = (ol [@* B
Ezek szerint az 6rvényaramoktol eredd atlagos Joule-veszteségek térfogatsiiriisége:
(PJ)kt)zép — immz mz EB2
Viemes 24 m
A fajlagos vezetdoképesség csOkkentése céljabol sziliciumotvozést alkalmaznak. A lemez

lemez *

vastagsaga a gyakorlatban a frekvenciatol fiigg. Az f = 23 =50 Hz frekvencianal a lemezek
T

vastagsaga 0,35 mm és 0,5 mm.

Nagyfrekvencias tekercsek vasmagjai (a radiotechnikdban) nem lemezekbol, hanem préselt
ferromagnes porbol (por-vasmag) késziilnek, melyek részecskéi egymastol el vannak szigetelve.
Manapsag a por-vasmagok helyett a vasmagok eldallitasara ferriteket (nagy a fajlagos
ellenallasuk) hasznalnak. A ferriteket nem sziikséges lemezelni, sem por-vasmag alakban
késziteni.

Az Orvényaramokat az indukciés kéalyhdkban hasznéljak, ahol nagy intenzitdsu, iddben
valtozo magneses tér segitségével nagy siirliségi 6rvényaramokat allitanak eld, igy a fémdarabok
felmelegszenek, ¢és ilyen modon olvasztani lehet dket.

5.4.A szkineffektus és a kozelhatas elve

Az id6ben alland6 aram eloszldsa az egyenes vezetd allandd keresztmetszetén egyenletes.
A valtéaramnal (sinusosan valtozd aram esetében) az indukalt elektromos tér megjelenése miatt
az aram eloszldsa nem egyenletes a vezetd keresztmetszetén. Ez a hatds annal kifejezettebb,
minél vastagabb a vezetd €s nagyobb a frekvencia. Nagy frekvencidknal véges értékli aram
ugyszolvan csak a vezetd felszinén folyik. Ezt a jelenséget szkineffektusnak nevezziik. A
szkineffektus hatasara a vezeték ellenallasa megnd az egyenaramnal mért ellendllashoz képest,
hiszen az aram nem az egész rendelkezésre allo keresztmetszeten, hanem annak csak egy
toredékén folyik keresztiil.

Ha két egymashoz kozel elhelyezett vezetonk van, a benniik levd aram eloszlasa nem
olyan, mint amikor a vezetdok tavol vannak egymastol. Ezt a jelenséget kOzelségi effektusnak
nevezziik (és a szkineffektushoz hasonloan az elektroméagneses indukcio eredménye).

A jelenségek egzakt matematikai levezetése tulsdgosan bonyolult, de létezésiik kdnnyen
belathato a kovetkezd okfejtés alapjan. Figyeljiink meg egy kor keresztmetszeti valtdaram jarta

vezetét. Legyenek aJ(0,t) és a J(r,t) a vezetd tengelyén, illetve a vezetd tengelyétél r
tavolsagra levo pontban mért dramstiriiség-vektorok (5.15. dbra). A vezetd fajlagos vezetését
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jeloljik o -val. Ha a @(r,t) az abeda feliiletre felirt fluxusérték, akkor a Faraday-térvény
szerint:

dt
Mivel az O@(r,t) O novekszik az r-el, az el6z0
kifejezésbdl az kovetkezik, hogy az [J(r,t)0 is
novekszik az r-el, tehat az aramsiiriiség vektoranak
intenzitasa is novekszik a vezetd tengelyétdl a felszin
felé. A szkineffektus annal kifejezettebb, minél
nagyobb a vezetd fajlagos vezetése (vezetdoképessége),
a O ¢s a permeabilitdsa , a U (a fluxus ardnyos a
permeabilitassal). Az f = 50 Hz -nél a rézhuzal 5.15. dbra
szkineffektusa csak akkor észlelhetd, ha a keresztmetszet atméréje nagyobb 10 mm-nél, a
vashuzalnal pedig (melynek ugyan kisebb a fajlagos vezetoképessége, de sokkal nagyobb a
permeabilitdsa) a hatds mar az 1-2 mm atmérdjii keresztmetszetnél is észlelhetd.

(L IO, __dart
o o al '

5.5.A Kkolcsonos indukeio és az onindukcio

55.1. A KOLCSONOS INDUKCIO-EGYUTTHATO

Figyeljlink meg a térrészben két vékony, mozdulatlan vezetdhurkot (jelolésiik legyen C, és
C, - 2.16.abra). Az els6 korben foly6 i,(t) aram valtozé magneses €s elektromos teret idéz eld
és ennek kovetkeztében a C,-ben e.m.e.

indukalodik. Az 5.16. abran 1évé két hurokra N ¢
mondjuk, hogy magnesesen csatoltak, noha a )
csatolas az indukalt elektromos tér \§ __{ =
kovetkezménye. _— -3
A C,-ben indukadlédd em.e. értéke —_ —
szamithato ugy is, mint: — ~
e,(t) = f(Eind)i1 [dl,, - \ ‘
- 5.16. dbra
do

12

de a legtobb esetben sokkal egyszeriibb a — pr

kifejezés.

A C,-ben indukalodo fesziiltséget kifejezhetjitk az i,(t) és a vezetShurok alakjanak és
egymashoz viszonyitott helyzetének fliggvényében is. A Biot-Savart térvény szerint az
indukcidvektor aranyos az aram pillanatnyi értékével (B ~ i,(t)), amibdl az kdvetkezik, hogy a
C, vezet6hurkon keresztiili fluxus, tehat a ¢, (t) is aranyos az i,(t)pillanatnyi értékével

(természetesen ez csak akkor igaz, amennyiben a megfigyelt térrészben nincsenek ferromagneses
anyagok):
@, =L, M) (1)
Az L,, aranyossagi tényez0, melyet a két hurok kélcsonds induktivitdsanak (kolcsonds
indukcid-egyiitthatojanak) neveziink, és amely a C, és C, hurok alakjatol, kolesonds helyzetétol
fiigg. Az (1) képlet érvényes fiiggetleniil az i,(t) aram 1ddbeli valtozasatol, igy:
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q012 = L12 |:Il’
vagyis:
G, i)
dt dt
Az L,, meghatirozasahoz a kovetkez6 modon kell hozzaallni:
1) tételezziik fel a Cq hurokban az |; aramot,
2) hatarozzuk meg (ha tudjuk) a B-t (amelyet az I; hoz létre) egy a C, vezetdhurokra
kifeszitett feliilet pontjaiban,

— <012

3) szamitsuk ki a @, fluxust, ahonnan: L, = —
1

A kolcsonds indukcid-egyiitthatd mértékegysége:
(Wb
L Hif mH, uH, nH| .
o G WHImH. uH.H

Az L, kdlesonds indukcid-egyiitthato lehet pozitiv vagy negativ. Az eldjel attol fiigg, hogy
az egyik vezetOhurokban folyd &ram pozitiv vagy negativ fluxust eredményez-e¢ a masik
vezetOhurokban. Az eldjelnek azonban nincs fizikai jelentdsége, mivel a C; és C, hurkok
kivalasztott referenciairanya teljesen tetszéleges.

Teljesen forditva is elképzelhetd az alapallas: a Cy-ben i,(t) aram folyik, a Ci-ben pedig

nincs aram. Ekkor a C;-ben indukalt fluxus:

<021 = L21 DZ’
illetve fesziiltség:
i, (t
e, (1) =-L, %

Koénnyen bebizonyithato, hogy L,, = L,,, ami fontos kovetkeztetés.

5.5.2. AZ ONINDUKCIO-EGYUTTHATO

A két vezetdhurok esetén az egyik hurokban indukalt e.m.e. (fesziiltség) a masik hurokban
folyd, iddben valtozo aramtol ered. Az indukalt e.m.e. a térrészben az id6ben valtoz6 indukalt
villamos térnek koszonve jelentkezik, melynek vonalintegralja zart gérbe mentén nem nulla. Ez
az elektromos tér azonban jelen van abban a hurokban is, amelyben az aram folyik, azaz
elektromagneses indukcid €s annak kdvetkezménye jelentkezik az egyediilalld vezetéhurokban
is, amelyben iddben valtozé aram mutathatd ki. Ezt a jelenséget Onindukcidnak nevezziik. A
maganyos vezetohurokban indukalodo fesziiltség (e.m.e.):

. 0= - dg,,i. (1)
énind( ) - dt .

Ha a vezet6hurok linearis kozegben van (nincs ferromégneses anyag a térrészben), a fluxus

aranyos az i(t) aram eroséggel:

@t) = LO),
illetve:
p=L0
vagyis az e.m.e.:
di(t)
e(t)y=-L——.
®) dt

Két magnesesen csatolt hurokra mindig érvényes, hogy:

208



L, <L 0,,
amibol:
IL,|=kQ/L, O, ,

masszoval a k <1 (k - a csatolas koefficiense, egyiitthatdja).

Minden tekercs rendelkezik Onindukcidval. Néha a sziikség megkivanja, hogy ezt az
induktivitast a lehetd legkisebb értékre csokkentsiik. Ez elérhetd bifilaris tekerccsel (5.17. abra
bal oldali rajz) vagy a sodrott vezetékkel

(5.17. 4bra jobb oldali rajz). rococoTTCoToog
Néha olyan elem sziikséges, '
melynek az induktivitdsat valtoztatni

lehet. E célra kétféle megoldas 5.17. abra

kinalkozik:

1) olyan tekercs, melyben a vasmagot (ferrit magot) mozgatni lehet

2) két sorba kotott tekercs, melynek kdlcsonds helyzete valtoztathatd (variométer, 5.18.4bra)
i(t)

haY

4 —oA

5.18. abra

5.6.Induktiv tekercs és ohmos ellenallas az aramkorben

Az egyszerii RL aramkorben (5.19. ébra) folyd R L
aram meghatdrozdsakor a generator fesziiltsége
mellett az Onindukcié kovetkeztében jelentkezd
indukalt e.m.e.-vel (fesziiltséggel) is szamolnunk
kell:

e
=
T

UR UL

H E+ et‘)nin (t) 2 .
I (t) = Td . P. .
Az onindukci6 folyaman indukalodo fesziiltség E
értéke, mint tudjuk: P. N\
d@ua di
e, (t)=——2 = 9
Omnd( ) dt dt

amibdl rendezés utan a kovetkezo kifejezést kapjuk:

i () _
RE, (1) + LB = =E.

5.19. abra

Ez egy elsdofoku, linearis, inhomogén (nemhomogén), 4alland6 egyiitthatos
differencidlegyenlet. Megoldasanak alakja:
i (1) =i, (1) +ig, (1),
ahol i, az el6zd differencidlegyenlet homogén egyenletének a megoldasa, az i, pedig a
partikuldris vagy staciondris megoldds (az daramkor “felelete”, “valasza” a generator
gerjesztésére).
Az egyszerli RL aramkor differencidlegyenletének homogén egyenlete tehat:
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[
RO, +LE"=0

Az elséfoku homogén differencidlegyenlet feltételezett megoldasanak alakja: i, = A@™,
ezt visszahelyettesitve a homogén egyenletbe, a kdvetkezoket kapjuk:

ROAR™ + L[p[ALR™ =0,
amibdl aztan, az egyszerlisités utan:

R+L[p=0, illetve p=-

A homogén egyenlet megoldésa tehat:
R

) -m
i, =Al " .
A partikularis vagy stacionaris megoldas, az i, tulajdonképpen az atmeneti jelenségek
utan bealld stacionaris aram értéke a korben:

.. E
ILp_ILS_E'

Végeredményben az aramerdsség kifejezése:

Co s E
I, =1y, +1, =ALE +E'

Az ismeretlen A allandé meghatdrozasanak érdekében tételezziink fel egy kezd6értéket az
aramerdsseégre:

i (0)=1,.

Behelyettesitve az el6z6 kifejezésbe, A értéke konnyen szamithato:

. E E
LO)=l,=A+—=>A=1l, —.
L() 0 R 0 R

Ezek alapjan az aramkorben folyd aram, az ohmikus (tiszta, hatasos) ellenallason és a
kapacitasmentes, elhanyagolhatd hatasos ellendllast 6nindukcids tekercsen mérhetd fesziiltség a
kovetkezo kifejezésekkel irhato le:

. E EQ_ —m

i (O)=—+, -—& ",
L() R @0 RE

R
L

u, =R, () =E +RE@O —%@E@
i _R
u, =LD¥:(E—RDO)® L

AT =% hanyadost (melynek id6 az egysége) gyakran alkalmazzdk a fenti kifejezésekben

az egyszeriibb, rovidebb felirds céljabol. Amennyiben az aram kezddértéke i, (0) =0, azaz
I, =0, akkor a fenti kifejezések egyszertisddnek:

) E O R0 g O -0
(== -etO=—M-e "0,
R O O R O O

0 -td

u()=Eld-e "0,

O O

t
u =Eler".

210



Ha az atmeneti jelenségek lezajlasa utan (a t > 51 értékekre ugy tekintiink, hogy a t >> 1
mivel az &ramkorben folyd dram t = 5T-ra mar eléri végsd —aszimptotikus — értékének 99%-at), a
P, -et kinyitjuk a P, -t pedig bezarjuk. A generator fesziiltsége ekkor megsziinik (E=0), az aram

kezddértéke (ha a t = 5T iddpillanatot tekintjiik kezdd pillanatnak) pedig |, =% lesz. Ekkor az

aramer6sség ¢s a fesziiltségek a kovetkezé mdodon valtoznak az idében:
t t

I _ I —_ ! _i
i, (t):%ET, u, (1)=E[® T, u (t)=-E@ .

Az aramkorben folyd dram aramerdssége, az ohmikus (R) ellendllason és az 6nindukcios
tekercsen (L) mérhetd fesziiltség idébeni valtozasa az 5.20. abran lathato. Az idétengely csak 5t
értekig novekszik, az 5T utdni események ugyanezen grafikonon vannak, ismét a koordinata-
rendszer kézéppontjabol kiindulva. A sotétebb gorbék a 0 és 5T kozotti id6 alatt lejatszodo
valtozasokat, a halvanyabb gorbék (a “vesszds” valtozokkal megjeldlt gorbek) pedig az 5t és 101
kozotti ido6 alatt lefolyd valtozasokat abrazoljak.

i,_‘ |
Elo 1%
R
i
5T ot
|
E .
Up
Up Uy 1%
Tt
v
-E
5.20. 4bra

Ha az d&ramkorbe sinusosan valtozo fesziiltségli generatort kapcsolunk, melynek
fesziiltségalakja e(t) = E, [Binawt, a differencidlegyenlet, illetve az é4ram idofliggése igy
modosul:

g
R[ﬂL(t)+LE|d—t:Em [dinak ,
, -2
iy D=1, 5,

i, =1, Bin(at - @),

i (=1, ¢ " Dl;in%al — arcty

Em
JR? + @8

L
R

0
E.
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5.7. A magneses indukcio mérése probatekerccsel

Probatekercsnek nevezziik a szorosan egymashoz illesztett vékony huzalmenetbdl késziilt
lapos tekercset, melynek végei ballisztikus galvanométerhez (BG) kapcsolodnak (a ballisztikus
galvanométer az aramkdrben atfolyt toltésmennyiséget méri).

Tételezziik fel, hogy a probatekercsiink N menetet tartalmaz, melyeknek egyenként S a
feliilete, rajtuk keresztiil az 0ssz kiilsd (idegen) fluxus értéke Qgegen, @ hatasos ellenallas pedig R.
Ebben az aramkdrben az dramerdsség értéke:

H e(t) + eénind (t)
It)y=——,
(t) -

ahol

d(pldegen
t)=-—tn
e(t) m
¢s

(t)=-L di
e. . =-L——.
Onind dt

Behelyettesitve az utobbi két kifejezést, az el6z6 egyenlet a rendezés utan a kovetkezo
alakot olti:

_ Wiy diO) Ri(t)
dt dt

Beszorozva az egyenletet dt-vel (szem el6tt tartva, hogy dg=i(t)dt ), majd atosztva R-el, a

kifejezés uj alakja:
dq=-~dg, - L.
R eEOR

A t =ty pillanatig legyen a probatekercsen keresztiili fluxus allandé (mondjuk @gegen(to)
értékil), igy a kiils6 fluxusvaltozas kovetkeztében indukalodo fesziltség e(t)=0, és az i(t)=0 is
érvényes a t< ty értékekre. Tételezziik fel tovabba, hogy a t=t; és a t=t; (t;>ty) kdzotti idészakban
idében valtozo a fluxus a probatekercsen keresztiil, de utana ismét allandé marad (legyen példaul
Qdegen(tr) értekil). Ezért az e(t) értéke nulla lesz a t > t; idOpillanattdl kezdve, de az aramerdsség
értéke csak a t > t, (t, > t;) iddpillanatokban lesz nulla értékii! Lassuk miért! A t< t< t;
idéintervallumban jelentkezik a kiilsé fluxusvaltozas kovetkeztében fellépd e(t)= - d@gegen(t)/dt
elektromotoros erd, aminek kovetkeztében az aram is megjelenik. Ennek az aramnak koszonve
jelentkezik az esning(t), amely csak az aram valtozasakor 1étezik (hiszen esning(t)= -L(di(t)/dt).
Vagyis az Onindukcios e.m.e. csak az dram novekedésekor (a t, utani pillanatokban) ¢és
csOkkenésekor (a t; utdni pillanatokban) kiilonbozik nullatél. Az Onindukciés e.m.e.-nek
koszonve folyik tehat aram a t; utani idopillanatokban is, mondjuk egy t, pillanatig.

A ballisztikus galvanométer altal mért atfolyt toltésmennyiség a t=t, idépillanattol a t=t,
idopillanatig a kovetkezé modon szamithato:

t

t, t,
b= [da= — I = Jio.

amibdl

@een(t )_@een(t) L . .
s R g 2 _E[l(tz)_l(to)]-

Mivel i(t))=0 és i(t)=0 a feltétel szerint, €s @gegen(to)=NSB(tp), valamint @gegen(t2)=
(ﬂdegen(tl):NSB(tl)Z

Aq =

Aq =N?S[B(to) - B(t, )]
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Ha a probatekercset hirtelen kihuzzuk a magneses térbol (t;-tp 1d6 alatt), mérni tudjuk a
magneses indukcio erésségét (a B(t)=0):
B(t,) =2
N 5
Az indukciovektor iranyat a ballisztikus galvanométeren (illetve a koroén, a probatekercsen)
atfolyt toltésmennyiség valodi irdnyabdl hatarozzuk meg, a jobbkézszabaly segitségével.

5.8. Szupravezetobdl késziilt vezetohurok a magneses térben

Némely fémek (6lom, cink, higany, stb), valamint szigeteléanyagok (pl. keramiak), mint
ismeretes, az abszolutt nulla fok hémérséklet (-273,16°C) kozelében tokéletes vezetdvé
(szupravezetokké) valnak.

A szupravezetobdl késziilt vezetdhurokban folyd aramra érvényes az egyszer ellenallasos
hurokra alkalmazott kifejezés, azzal, hogy R=0. Tételezziik fel, hogy a hurokban nincs
semmilyen aramforras, de a hurok maga idében valtozé magneses és villamos térben van, vagyis
rajta keresztiil id6ben valtozo idegen fluxus (@, (t)) mutathat6 ki. Az dramerdsség ekkor:

degen
- — e+ et}nind (t)
I(t) - R 9
ahol
d(pidegen (t) , dl(t)
€= _T> cs €snind (t)=-L dt -

Beszorozva az elso kifejezést R-rel:
R [ﬂ(t) =€+ et)nind (t) H
majd az R-t kiegyenlitve nullaval, a kovetkezo kifejezéshez jutunk:
—_ d(pldegen (t) L |:‘gl(t) ,
dt dt

illetve:
4@ geen (D di(D)
Codt T dt
Az utolsé egyenlet szerint az idegen fluxus @ (t) értéke és az L[i(t) szorzat (a sajat
fluxus @ (t) pillanatnyi érteke, amelyet a benne foly6 aram létesit) allandoan egyformak és

degen

ellenkezd irdnyitasuak vagy csak egy allandoval (@, ) kiilonbozhetnek egymastol, tehat:
L I](t) = qosajé t(t) = _qostr (t) + (B

Az 0ssz fluxus a szupravezetobdl késziilt vezetGhurkon keresztiil egyenld a sajat és az
idegen fluxus dsszegével:

(puk (t) = qosajé t(t) + thr (t) == (Pdegen (t) + 60+ g)(t) = 0§0

Az eredmény érdekes kovetkeztetés alapjaul szolgal: a szupravezetobdl kélsziilt hurokban
a fluxust nem lehet megvaltoztatni olyan moédon, hogy a vezetdhurkot idegen magneses térbe
vissziik. Az elektromagneses indukciéo miatt a hurokban minden pillanatban pontosan akkora
aram indukalodik, amely a sajat fluxaval megsemmisiti az idegen fluxust a hurokban.

Ez a Lenz-térvény hataresete, mely szerint a hurokban indukalt aram igyekszik
megakadalyozni azt a valtozast, amely 6t 1étrehozta (mas szoval a fluxusvaltozast a hurokban).
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5.9. A magnesesen csatolt aramkorok aramai

Figyeljik meg a 2.21. 4bran lathatd két mdagnesesen csatolt vezetShurkot. Az éaram
er6sségének meghatarozasa a hurkokban a kdvetkez6 modon torténik.
Az aramerdsségek a korokben:

: Lz .
i (t) = € (1) + € suinaukcio (1) + €5, (1) ’ I,(/U( = \z(f)
R1
t)+ t)+e,(t | e2(t)
i (t) = e2( ) e2 6nindukcic')( ) e12( ) el(f)
2 R2
Ezekbdl  kifejezhetjik a  generatorok R, L, Ralz
kapocsfesziiltségét (ekkor a jobb oldalon az Ossz 591 4bra

fesziiltségesések szerepelnek):

e (=R, |]1 (t) +L % L | iij:t)

e, (1) =R, O, (t) + L, Egléft) +L, Egléit) .

Ismeretes, hogy: L,, = L,,.

A kolesonds indukcid-egyiitthatd eldjele fiigg a menet tekercselésének modjatol és a
feltételezett aramiranytdl (az aram referenciairanyatol) mindkét hurokban. Ha az egyik hurokban
a referenciairdnyban folyd dram pozitiv fluxust létesit a masik hurokban, a kdlcsonds indukcio-
egylitthato eldjele pozitiv, ellenkezd esetben az eldjel negativ.

A abrdkon a magnesesen csatolt (kapcsolt) tekercsek egy-egy kapcsa mellett pontot
rajzolnak a kolcsonds indukcio-egyiitthatd eldjelének meghatarozasa céljabol. Az aram
referenciairdnyat tetszolegesen vessziik fel a tekercseken. Ha mindkét tekercsnél a ponttal
megjelolt kapcson folyik be (vagy ki) az aram a tekecsbe (tekercsbdl), akkor az L;; > 0,
ellenkez0 esetben az L,< 0

5.10. Energia és er6é a magneses térben

5.10.1. A MAGNESES TER ENERGIAJA

Figyeljiink meg egy id6ében allandd arammal rendelkezd vezetohurkot. Az dram
létrejottéhez sziikséges egy korabbi iddszak, amelyben az dramerdsség a vezetéhurokban nulla
értéktdl a végértékig (nomindlis értékig) novekszik. Ebben az iddszakban a vezetéhurokban
onindukcids fesziiltség (az Onindukcié e.m.e.-je) keletkezik, amely Lenz torvénye szerint
akadalyozza (késlelteti) az aram novekedését a vezetOhurokban. Azt az 6nindukcids fesziiltség
legy6zéséhez sziikséges munkat keressiik, amely az idében alland6 dram létrejottéhez, illetve a
vezetOhurok koriili magneses tér kiépitéséhez sziikséges. Mint lathato, ezt az energiat nem tudjuk
kiszamitani az elektromégneses indukcié jelenségének ismerete nélkiil.

Legyen adott n darab vékony vezetéhurok, rendre i, (t),i, (t),...i,(t) aramokkal, melyek

ellendlldsai R,,R,,...R

e, (t),e, (t),...e, (t). Jeldljik a vezet6hurkokba kapcsolt valamennyi generator 6ssz munkdjat

. ¢s a benniik miikodé generatorok kapocsfesziiltségei (e.m.e.-1)

egy kis dt idd intervalumban dA,-vel. Ez az energia, amennyiben teljesen éltalnos esetet
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vesziink alapul (amikor a vezetOhurkok mozognak is ¢és deformaldodnak is a magneses erdk
hatasara, valamint ferroméagneses anyagok is jelen vannak a magneses térben, amelyek
mozoghatnak is) harom teriiletre fordithatd, harom mddon hasznalhat6 fel:
1) a Joule veszteségekre a vezet6hurkokban a dt iddintervallumban (dA, ),
2) a magneses erok munkdjara (dA mse ers) amelyet az erdk a térben levd hurkok vagy
testek dt iddintervallumban valé deformaldsakor vagy elmozditasakor végeznek €s
3) a dA, munkara, amelyet a hurkok kozelében 1évé magneses tér valtozasakor kell
elvégezni.
Tehat matematikailag:
dA, =dA, +dA , ., +dA,.

A generatorok 0ssz munkaja a vezet6hurkokban dolgoz6 generatorok munkdjanak az
osszege:

dA, = z dA, ,
k=1
illetve, mivel:

dA, =g, (t) 0 () Ldt

és
do, (t
i, ()= ,
« (D R
ahonnan:
do, (V)

e, () =R, O, (1) + at
Behelyettesitve az ey(t) értékét a k-adik vezetéhurokban miikddé generator munkdjanak
kifejezésébe:
dAy =R, [ (Hdt +i, (Dde, (1),
majd ezt 6sszegezve az Osszes vezetdhurokra, a kdvetkezo kifejezést kapjuk:

dA, = ; dA, = Z R, [ (t)dt + ; i (t)do, (1).

A jobb oldal elsé tagja, mint a kifejezés alakjabol kitlinik, a Joule-veszteségeket jeloli az
0sszes vezetohurokban, tehat:

dA, —dA, = Z i, ()dg, (1) .

Osszehasonlitva ezt a kifejezést a legelsé kifejezéssel ebben a (5.10.1.) pontban, a
kovetkezOkhoz jutunk:

dAm + dAmé gerd = kzllk (t)d(pk (t) .

A kapott kifejezés nem maés, mint az energiamegmaradas torvénye n aramhurokra.

Ha feltételezziik, hogy a vezet6hurkok merevek és mozdulatlanok, valamint a hurkok
kortili testek 1s mozdulatlanok, akkor dA g ers = 0, azaz:

A, =3 1, (00, (V)

Az el6z6é kifejezés azt a munkat jeloli, amelyet be kell fektetni, hogy a n merev,
mozdulatlan vezetOhurokra szamitott vagy mért fluxus d@;, d@, ... d@, értékkel megvaltozzon (a
kornyezet nemlinedris, tehat ferromagneses anyagok is jelen vannak). Ahhoz, hogy a
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vezetéhurkokban az aramok elérjék végleges értékiiket (1,,1,,...1,), mikozben a hurkokon

keresztiili fluxusok is végértékeikhez (@,,@,,... @) tartanak, a kovetkez0 munkat kell
befektetni:

n %
(Am) aram bekapcsol-: z Ilk (t)dqok (t) .

k=1 o
Ha a méagneses térben ferromagneses anyagok is vannak, akkor a fenti egyenldoség nem
érvényes, mert a jobb oldalon szdmitasba kell venni a hiszterézisvesztességeket is, ezért
tételezziink fel linearis kdrnyezetet (vagyis, hogy a hurkok kozelében nincs ferroméagneses anyag
— erre ugyanis érvényes a fenti kifejezés). Tételezziik fel az 6ssz hurokban az aram linearis
novekedését nullatdl a hurkokban meghatarozott végértékekig. Ilyenkor:

. t
Ik (t) = Ik G—F s
és
t
¢ (1) =@ EI.IT )
azaz ennek megfeleléen
t
do.= ¢ %

Behelyettesitve ezeket az értékeket az eldzd kiejezésbe, kiértékelve az integralt, a
kovetkezo 1épéseken haladunk keresztiil:

neoot dt &I, 0, ¢
Amn) sram bekapesol- = I = tdt,
(Am) aram bekapesol Z{ kElI?H(UkB]T z T2 q(:

k=1 k=1

n

1
(Am) 4ram bekapcsol- — Z 5 a K Bpk = Wm .

k=1
A kapott energia a vezetOhurkokban raktarozodik el, €s linearis kdrnyezetben az n szamu
vezetOhurokbdl allé rendszer magneses energidjanak nevezziik. Mivel a linearitas kovetkeztében:

G=@ + @t t@g+.+tq@ =L, L, .4 o, O :z L, §
&

¢és érvenyes az L, =L, egyenléség is, az n szama vezetbhurok magneses energidja az
induktivitas fliggvényében:
1 n

W, =0y 5 L 0,0,

k=1 =1
Ebbdl aztan a magényos aramjarta vezetOhurok magneses energiaja:

1 1
W,=—00p=—00°
nmy 1

5.10.2. ENERGIAELOSZLAS A MAGNESES TERBEN

Vegylink egy vékony toruszvasmagot, melynek S a keresztmetszete, R a kozépsugara, €s
amelyre siriin N menetszamt huzalt tekercseltiink. Amennyiben a tekercsben folyé aram
aramerdssége i(t), a magneses tér a magban:

N [(t)

H(t) = :
T

amibdl az dramerdsség:
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im:zmu;m(t).

A toroidvasmagban a fluxusndvekedés legyen d@; =S [dB(t) dt id6 alatt. Ekkor az 6ssz

fluxusnovekedés az N menetszdmu tekercsben:
de(t)=N [d e, (t) =N [3 [dB(t).
A sziikséges (befektetett) munka, amely a magneses korben (vékony toruszvasmagban) ;-
tol @-ig terjedd ﬂuxusvéltozést eredményez a kovetkezéd modon szémithatc')

(A gtol. i = ju(t) [p(t) = jz TR 03 TH(t) =2 (R [$ gﬁH(t) @B(t),

1 1

mivel az integral eldtti klfe] ezés (2TRS) a toroidvasmag térfogatat jeldli, igy a

A, %
EZTH = JH®dB(®)

,—td .B, —ig B,
kifejezés a magneses tér egységnyi térfogatara es sziikségszeriien befektetett munka a magneses
tér megvaltoztatdsdhoz a B; indukcidértékrél B, indukcidértékre. A kifejezés altalanos, igy
nemlinearis (ferromagneses anyagokat tartalmazo) kozegekre is érvényes.
Ha a kozeg linearis, akkor érvényes a
B
u
Osszefliggeés, és az egyszerliség kedvéért vegyiik azt, hogy a B, =0 ¢és a B, =B. Ekkor az
energiastiriiség elozod kifejezése a kdvetkezo értéket kapja:
2
ey = j'—dB -5
de Q—IOLB—IQ 0 u 2”
Mivel a linearis kozegekben nincs veszteség, az utdbbi kifejezés a magneses energia
stirliségét adja, mivel a tér kikapcsoléséval ezt az energiat a rendszer visszaszolgaltatja, tehat:

aw,, =—[B[|H_—di
v 2 2

A magneses tér energidja szamithatd a magneses tér energlasuruségébc'il is:

_cl >
Wm—J/'zulElH v .

5.10.3. HISZTEREZISVESZTESEGEK A FERROMAGNESES
ANYAGOKBAN

Ha a mégneses tér egy pontjaban a térerdsség értéke

H, akkor ebben a pontban az indukci6 dB értékkel vald |
megvaltoztatasathoz a  kovetkez0  energiasiirliség d !
sziikséges (lasd az el6z6 pontban!): / a8 E
s

|

1

A +B,
é"ﬁ@: _’!H(t)dB(t) (1), ) L
/

Ezt a szorzatot az 5.22. abrén siri arnyékolasu
Fi~Bm

—Hm

4

téglalapfeliilettel jeloltik. Az egységnyi térfogatra esd
munka szamitdsdhoz (altaldnos kifejezés) tehat az integral
értéke ilyen téglalapfeliiletek 0sszegével lesz aranyos, ha
a munkapont a hiszterézisgdrbén mozog (5.22. ébra). 5.22. dbra

1 (——-
A\
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Az a-t6l a b pontig a H>0 ¢és ugyszintén, a dB>0, azaz HdB>0. A befektetett energia
(stirlisége) aranyos a gérbe oldali abe haromszog teriiletével.

A b-t6l a d pontig a H csokken, de H>0 , viszont az indukcié ndévekménye negativ, vagyis
dB<0, tehat HdB<0, azaz a befektetett energiasiiriség negativ. Az energidnak ezt a részét a
rendszer visszaszolgaltatja a generatornak (az visszaszolgaltatott energiasiiriség aranyos a gorbe
oldalt bed haromsziig teriiletével).

A d-t6] az e pontig a magneses térerdsség vektora és az indukciondvekmény is negativ
(H<0 és dB<0), vagyis a HdB>0. Szavakkal ez annyit jelent, hogy ismét a generator fektet be
munkat (energiat). A befektetett energia térfogatsiirisége aranyos a gérbe vonalu def haromszog
teriiletével.

Az e-t0l az a pontig a magneses térerdsség vektora negativ értékti (H<O0), ellentétben az
indukciondovekménnyel, amely pozitiv (dB>0). Ebbdl aztan lathatd, hogy HdB<0, vagyis a
magneses tér az energia egy részét visszajuttatja a generatornak. A visszajuttatott energia
térfogatstlirlisége aranyos a gorbe oldalu efa haromszog teriiletével.

Az el6z6 okfejtésbol, magyarazatbol leszlirhetd, hogy a befektetett és vissza nem tériilt
energia strlisége egy ciklus alatt ardnyos a hiszterézisgorbe feliiletével. Ez az energia a
ferromagneses anyagokban hové alakul at, €és hiszterézisveszteségnek nevezziik.

Ha a munkapont egy masodperc alatt f ciklust vagy periddust ir le, Ggy a
hiszterézisveszteségek térfogatiriisége a kdvetkezo alakot kapja:

dI\D/” =f E(a hiszterézisgorbe felﬁlete) [(arény).

A hiszterézisveszteségek tehat a frekvencidval (az Orvényaram okozta veszteségek —
emlékezziink csak vissza! - a frekvencia négyzetével aranyosak) €s a hiszterézisgorbe teriiletével
aranyosak. A hiszterézisgorbe teriiletét legtobbszor grafikus uton kell meghatarozni
(megszamlalni a miliméterpapirra rajzolt hiszterézisgérbe kockacskait), ami elég nehéz feladat.
A gyakorlatban a kovetkezd megkozelitd (Steinmetz-féle) kifejezést hasznaljadk a
hiszterézisveszteségek kiszamitasara:

P, OnOvOfOB,
ahol
- - aSteinmetz dllando (minden anyagra mas értéke van, kisérleti titon hatarozzak

meg),
- 'V —a ferromagneses anyag térfogata,

- Bpn— az indukcié maximadlis értéke (amplitudodja).

Ha a B,, értéke kozel all a telitettségi indukcidhoz akkor az 1,6-os kitevd helyett 2-es
kitevot hasznalunk, azaz:

P, OnavOfOB..

510.4. A MAGNESES EROK SZAMITASANAK ALTALANOS MODSZERE

Az eljarés alapja az energia megmaradasanak torvénye, amelyet a rendszer kis valtozésaira
irunk fel. Legyen adott n vezetéhurok linearis kozegben ¢és tétezziik fel, hogy a rendszer egyik
vezetOhurka, vagy egy test a dt idéintervallum alatt egy kicsit elmozdult vagy deformalodott. Az
energia megmaradasanak térvénye szerint:

dW,, +dA , o = kZik(t)dcok (t).
=1
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Tételezziik fol, hogy az ered0 magneses erd hatasdra a testek egy dx tavolsagra
elmozdulnak eredeti helyiikt6l az x tengely iranyaban, vagy az eredé forgatonyomaték a testet
egy kis day szoggel mozditja el. Ekkor a a magneses er0k munkaja:

dAmeig.erc’S:dex s
illetve
dAmég.erc’S:deax-

Induljunk ki elészor abbol a feltételezésbol, hogy az elmozdulas ideje alatt fluxusvaltozas
nem tortént (d@=0), igy az energia megmaradasanak torvénye a kdvetkezd alakot olti:
dW,, +dA, . =0, vagyis

dAma gerd = _dWm'
Ebbdl aztan:
aw,, |
F, =- ax, |qu. =const
és
dw
M, =——"|@ =const.
. o

Masodszor viszont azt tételezziik fel, hogy valamennyi vezetéhurokban valtozatlan maradt
az aramerdsség (I=const.). Ekkor a kovetkezoket irhatjuk. Mivel

szziﬂk @, ,
2
igy
L1
dWm:Z_Dk E(H(q(,
2

igy, ennek az 5.10.4. pontnak az elsd (energia megmaradasra felirt) kifejezése alkalmas arra,
hogy a magneses energiat kifejezziik beldle:

n 1 n 1 n
dAmz’lg.er. = Zlkdqok _Ezlkdqok :Ezlkd@( = dWm D
=1 =1 =1

amibdl aztan
dw

F, :——m|Ij =const
dx,
és
dw
M, =—-—1" |Ij =const .
da

X

5.11. Ellenorzo kérdések

1. Mikor beszélhetiink villamos- és mikor magneses mezd (tér) jelenlétérdl egy adott
térrészben?

2. Mirdl szol a képzeletbeli kisérlet a két egyméshoz viszonyitva v sebességgel mozgd
koordinatarendszerrel kapcsolatban?

3. Hogyan fogja értelmezni a Q toltésre hato erdt a két megfigyel6?
4. Mi a képzeletbeli kisérletbdl levonhato kovetkeztetés?
5. Milyen két eldidézdje lehet a villamos térnek?
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10.
1.
12.
13
14.
15.

16.
17.
18
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.
35
36.
37.
38.
39.

40.
41
42.

43.
44,
45.
46.
47.

48.
49.
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Mi az indukalt villamos tér egyik legfontosabb tulajdonsdga (amelyben eltér az
elektrosztatikus tért6l)?

Mi az indukalt fesziiltség (elektromotoros erd)?

Hogyan irhato fel a hurokelemben indukélodo fesziiltség értéke?

Hogyan fejezheto ki a zart vezetOhurokban indukalodoé fesziiltség értéke?

Mire utal Faraday torvényének a matematikai alakja?

Mi a statikus és dinamikus indukci6?

Milyen példakkal szemléltethetd az elektromagneses indukcié (motor, generator)?

. Hogyan sz06l Lenz térvénye?

Hogyan mukddik a betatron?

Megegyezik-e a potencial és a fesziiltség fogalma az idoében valtozé villamos €s magneses
térben?

Mik az 6rvényaramok?

Kikiiszobolhetok- e az 6rvényaramok?

. Milyen nemkivanatos jelenségek kisérik az 6rvényaramokat?

Hogyan szamithatok ki az 6rvényaram-veszteségek?

Mivel aranyos az 6rvényaramoktol eredd atlagos Joule-veszteségek térfogatsiirisége?
Hogyan csokkenthetdk az drvényaramok okozta Joule-veszteségek?

Mibdl késziilnek a nagyfrekvencias tekercsek vasmagjai?

Hol alkalmazzék a gyakorlatban az 6rvényaramokat?

Mi a szkineffektus, és minek a kovetkezménye?

Mi torténik a vezeték ellenallasaval a szkineffektus fokozodéasaval?

Mi a kozelhatas elve, és mivel magyarazhat6?

Mi a kdlcsonos indukei6d?

Mi a kolesonds indukcio-egyiitthatd mértékegysége?

Milyen értékii lehet a kolcsonds indukcio-egyiitthat6d?

Mi az 6nindukci6?

Milyen mddon lehet valtoztathato induktivitassal rendelkezd elemet kialakitani?

Mi a variométer?

Hogyan viselkedik a soros RL kor egyenfesziiltségre kapcsolaskor (fizikailag mi torténik az
aram kiépitésekor)?

Milyen egyenlettel irhat6 le az atmeneti allapot?

. Milyen a tekercs aram- ¢és fesziiltséggorbéje a tranziens allapotban?

Mi jatszodik le az RL kor rovidrezarasakor?

Hogyan mérhetd a magneses indukciovektor értéke probatekerccsel?

Hogyan viselkedik a szupravezet6bdl késziilt vezetéhurok a méagneses térben?
Megvaltoztathat6-e a szupravezetd-hurkon keresztiili fluxus a hurok idegen magneses térbe
vitelével?

Miért mondjak, hogy a szupravezetd-hurok Lenz térvényének hataresetét képviseli?

. Hogyan fejezhetdk ki az aramok a méagnesesen csatolt korokben?

A kolcsonds indukcio-egyiitthatd eldjelére milyen megegyezés érvényes a magnesesen
csatolt tekercsek esetében?

Mire hasznalodik el az n vékony vezetdhurokban 1év6 generatorok 6ssz munkaja?

Hogyan irhato fel az energiamegmaradas térvénye az n vékony vezetShurokra?

Statikus esetre (merev, mozdulatlan hurkok, mozdulatlan testek) milyen egyszerisitett
kifejezéssé alakul az energiamegmaradas torvénye?

Milyen energiat (munkat) jelol ennek az egyszerusitett kifejezésnek a bal oldala (és milyen
feltétel mellett)?

Mivel egyenld az aramok kiépitésére forditott munka (energia)?

Mi a kifejezés a maganyos dramjarta vezetd magneses energiajara?

Hogyan szamithato ki a szlikséges energiasiiriség, amely a magneses tér B, indukcidértékrol
B, indukcioértékre valdo megvaltoztatasahoz sziikséges?



50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.

57.

38.

59.

Hogyan fejezhet6 ki linearis kdzegben a magneses tér energiastirisége?

Mi a hiszterézisveszteség?

Mire forditodik a hiszterézisveszteségként elnevezett energia?

Mivé alakul at a vissza nem tériil6 energia?

Mitdl fligg (mivel aranyos) a hiszterézisveszteségek térfogatiirisége?

A gyakorlatban milyen kifejezést hasznalnak a hiszterézisveszteségek kiszamitasara?

Hogyan szamithatok ki a magneses erdk az energia ismeretében (fliggvényében), ha az
elmozdulas ideje alatt a fluxus nem valtozik?

Minek a “szamlajara” torténik az elmozdulas (honnan ered az elmozdulashoz sziikséges
munka) alland6 fluxusérték mellett?

Hogyan szamithatok ki a magneses er0k az energia fiiggvényében, ha az elmozdulas ideje
alatt az aramok a hurkokban nem valtoznak?

Hogyan oszlik meg az energia-ndvekmény a magneses erdk végezte munka és a rendszer
magneses energiaja kozott?
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6. AZIDOBEN VALTAKOZO ARAMU VILLAMOS HALOZATOK
6.1. Bevezeto

6.1.1. KULONBSEGEK AZ EGYENARAMU ES IDOBEN VALTAKOZO
ARAMU ARAMKOROK KOZOTT

Amennyiben ismerjiik az osszefliggést az ellenallasok végei kdzt mérhetd fesziiltség és a
rajtuk atfolyd aramerdsség kozott , akkor az idében allandd dramok esetében érvényes, hogy az
Osszes agban az aramerdsséget és az agak végei kozti fesziiltséget Kirchhoff 1. és II. torvénye
alapjan hatarozhatjuk meg. Kirchhoff térvényeinek bevezetésénél az egyenaramoknal semmilyen
megszoritast, illetve feltételt sem fogalmaztunk meg, tehat az iddben allandé aramokra ezek a
torvények egzaktok. Nagyon szigoruan véve Kirchhoff 1. torvénye csak akkor érvényes, ha a
vezetoket koriilvevd szigeteld fajlagos vezetése nullaval egyenld. Ez a feltétel ugyan sohasem
teljesiil, de a jo vezetSk és szigetelék fajlagos vezetSképességének aranya 10'%-10%
nagysagrendli. Mas részrél viszont az egyenaramokndl a vezetOhuzalok alakja, mellyel az
aramkor elemei Ossze vannak kotve, még csak elméletileg sem hat ki az agakban folyo
daramerosségre.

Az idében valtakozd aramot mindig iddben valtoz6 indukalt villamos(elektromos) tér
kiséri, amely fesziiltséget (elektromotoros erét - e.m.e.-t) indukal az itt talalhatd vezetOkben..
Szigoruan tekintve minden idében valtakoz6 dramu aramkor egy kiilonlegesen Osszetett rendszer
az elemzés szempontjabol, mivel az aramkor minden aga kozott kapcsolat van, amely fligg az
agak alakjatol és helyzetétdl. Igy az idében vdltakozé drami dramkorékben az dgak
dramerdssége fiigg bizonyos mértékben az aramkor mértani alakjatol. Szerencsére a gyakorlati
esetek nagy részében az aramkor againak csatoltsaga altal indukalt e.m.e. sokkal kisebb mint az
agakban az elemek végei kozti fesziiltség. Ezért az dgakban legtobbszor el lehet hanyagolni az
aramkor alakjanak befolyasat az dramerdsségre. Mivel az indukalt elektromos tér aranyos az
aramerdsség derivaltjaval, a frekvencia novekedésével az dgak adramanak kolcsonhatasa egyre
kevésbé elhanyagolhato.

Az iddében valtakozd éaramt aramkoroknél szamolni kell azzal is, hogy az aram
terjedésének sebessége véges. Az aram a vezetékekben, melyek Osszekdtik a villamos haldzat
elemeit, megkozelitleg fénysebességgel terjed. Ez azt jelenti, hogy egy pillanatban az idében
valtakozo aram erdssége nem azonos a vezeté minden pontjan! Szerencsére ezt a jelenséget csak
akkor észleljiik, ha a vezetd kivételesen hosszu. Ha az aramerdsség valtozasa elég lasst ahhoz,
hogy az aram véges terjedési sebességének hatdsat elhanyagolhatjuk, akkor azt mondjuk, hogy
az aramkor allapota kvdzistaciondrius.

Mi az éaramkoroknek csak a kvdazistacionarius allapotaval ismerkediink meg az
elkovetkezdkben.

6.1.2. ALAPELEMEK A VALTAKOZO ARAMU ARAMKOROKBEN

A viéltakoz6 aramu dramkorokben kiilonbozd elemek vannak jelen: félvezetd-diodak,
elektroncsovek, transzformatorok, tekercsek (vasmaggal ¢és anélkiil), tranzisztorok,
kondenzatorok (egyszerti és nemlineéris dielektrikummal), linedris és nemlineéris ellenallasok,
stb.

Némely elemek atalakithatnak valamilyen maésfajta energiat az iddben valtakozo
elemet, melyeknek nincs ilyen tulajdonsaga, passziv elemeknek nevezziik.

Ebben a fejezetben csak a linearis aramkordkre szoritkozunk: generatorok (fesziiltség- €s
aramgenerator), linearis ellendlldsok, linearis szigeteldjii kondenzatorok és vasmag nélkiili
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tekercsek (illetve linearis lizemmodu vasmagos tekercsek) lesznek a figyelmiink kozéppontjaban.
Ha mégis eltérnénk ettdl a linedris korokre irdnyuld igéretlinktdl, Gigy azt kiilon hangsulyozni
igyeksziink a szovegben!

Az idoben valtakozo aram fogalma alatt az olyan aramot értjiik, amely az idében
valtoztathatja vagy az intenzitasat(6.1.a abra), vagy az iranydt(6.1.b abra), vagy mindkettot (6.1.c
abra). Az ilyen dramra azt mondjuk, hogy pozitiv azokban az id6tartomanyokban amikor a valos
irdnya megegyezik a vonatkoztatasi vagy referenciairanyaval.

A

i(t)

\ Aa

\i
— — —ble— — |
|

\ A

(a) (b)

6.1. abra

Az elemek végein mért fesziiltség és az elemeken atfolyd dram kozti 6sszefliggés
- ellenallas esetében (6.2. abra):

u (t) = Ri (£)

\
v~

innen:

i(z):w‘

R 6.2. 4bra

- induktiv tekercs esctében (6.3. abra):

di (¢ e
u(t):LJ, 7y i AR Y

dt 7 7\ N= o @

innen

) 1
i(t)= Zju (H)de+1,.
6.3. abra
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- kondenzator esetében:

i(t):Cdu ®) w0t
. dt _W) _.Z‘m_ N ‘(')\/,—
nnen: | i ‘ . AV
1 NG Y
0= L (i, | |
u ()= fi@di+1,
6.4. 4bra

6.1.3. KIRCHHOFF TORVENYEI A VALTAKOZO ARAMU ARAMKOROKRE

Ha az 4ramkdorben kvazistacionarius allapot uralkodik, akkor minden pillanatban az
aramkor minden csomopontjara érvényes Kirchhoff L. térvénye:

iik(t) =0

(ahol n az 4gak szama, melyek a csomopontban taldlkoznak; a vonatkoztatasi vagyis pozitiv
referenciairany pedig a csomopontbol kifelé mutato irdny), illetve minden pillanatban érvényes
minden zart korre az aramkorben Kirchhoff II. térvénye:

iuk(t) =0

(ahol, ha az agon keresztiil haladva az aramkori elem magasabb potencialti kapcsdhoz ériink
eldszor, akkor a fesziiltséget "+" eldjellel vessziik szamba az Osszegezésnél).

A valtakoz6 aramu aramkordk esetében Kirchhoff torvényeinek segitségével nem tudunk
olyan egyszerii egyenletrendszert felallitani, mint az egyenaramu aramkorok esetében. Valtakozé
aramu halozatokndl az egyenletrendszer az aramerdsségek mellett tartalmaznd az aramerdsség
1d6 szerinti derivaltjait és integraltjait is. Ezzel az aram meghatarozasa az dramkorben sokkal
bonyolultabb és nehezebb.

A véltakoz6 aramu aramkoroknél két allapotot, illetve tizemmodot kiilonbdztetliink meg:
1. Atmeneti (tranziens) allapot - 4tmeneti tizemmod
2. Allandésult allapot - allandoésult {izemmod

6.1.4. TELJESITMENY A VALTAKOZO ARAMU ARAMKOROKBEN

Figyeljink meg egy u(t) fesziiltségre kapcsolt fogyasztot a 6.5. adbran megjelolt

Osszehangolt aram- és fesziiltségiranyokkal. A dt idéintervallumban a fogyaszton dq = i (t)dt
elektromos toltésmennyiség folyik keresztiil.
A villamos er8k munkéja: i(t)
—>
: $+
dA, o (1) = u () dq(t) = u (t) i (t)dt ,
u(t) FOGYASZTO
A fogyaszto teljesitményének pillanatnyi értéke: é_

p®=u®i®
6.5. dbra
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Az 6ssz energia, melyet a fogyasztonak ¢ idOpillanattol ¢ -ig atadunk, kiszamithato, mint
az elektromos er6k munkéjanak 0sszege (azaz integralja) ebben az idétartomanyban.

t o)

- <_
A, .. ... =lu@i®dt ?
el. erd t - tol t-ig tJ: ( ) ( ) -l;) GENERATOR
ug(t

(feszlltség

A generator teljesitményének pillanatnyi értéke: *— vagy aram)
Py () = uy (V)i (1))
A generator munkaja ( 7,,¢ ) idétartomanyban: 6.6. dbra

t
Agenerétortu—to'lt—ig = Iug (t) ig (t)dt
to

Az elozé kifejezések az aram és a fesziiltség azon vonatkoztatasi (referencia) iranyara
irodtak, amelyek a 6.5 és 6.6 abrakon lathatok.

A viltakozo aramok esetében a generatorok ¢és fogyasztok teljesitménye is bizonyos
iddintervallumokban lehet pozitiv és negativ. Ezért a generator és az elektromos erdk munkédja,
mig aram folyik at a fogyaszton, egy iddintervallumban lehet pozitiv és negativ is.

Kovetkeztetés:
A valtakoz6 aramu hélozatok alapegyenletei a kovetkezdkben kiilonboznek az egyenaramu
halozatok alapegyenleteitdl:
1. Csak az e.m.e., az aramerdsség, a fesziiltség és a teljesitmény pillanatnyi értékeirdl
beszélhetiink.
2. Az egyenletek, melyekbdl a haldzat dgaiban folyd aramok erdsségét kell kiszamitani, nem
csak az dramerdsségek értékeit tartalmazzak, hanem az aramerdsség id6 szerinti derivaltjait
¢s integraljait is. Ezért a valtakozd aramt hal6zat megoldésa kiillondsen Osszetett.

A gyakorlatban a leggyakoribb eset az, amikor a halozatba tobb azonos frekvencidju
sinusosan valtozd e.m.e. vagy aramgenerator van kotve. Ekkor az egyenletek, melyekkel az
aramerdsségeket hatdrozzuk meg az aramkor agaiban leegyszerlisddnek, s6t még olyan alakra is
egyszerusithetok, mint az egyendramu aramkorok esetében.

6.2. Alapfogalmak a periodikus mennyiségekrol

Az idében periodikusan valtozo mennyiségek alatt értjilk azokat a mennyiségeket, melyek
értékei azonos idokozonként ismétlddnek.
Az f(t) periodikus fiiggvénynek barmely ¢ iddpillanatban ki kell elégitenie a kdvetkezd
feltételt:
f(t+nT)=f(@), n=...-2,-11,2,... + u)

A T id6tartomanyt, melynek lejarta utan
a periodikus fliggvény értékei
megismétlddnek, a fliggvény periodusanak /
nevezziik (6.7. dbra). Mértékegysége a masodperc

vagy szekundum [ s ]. T T ;
A periodikus mennyiség egy periddus alatt ¢ P ’|

egy ciklust ir le, tesz meg. Ha t, -el jeloljiik azt az 6.7. dbra
id6t, amely alatt a periodikus fiiggvény N szamu o

225



teljes ciklust ir le, akkoraz f = N / t, hanyadost a periodikus fliggvény frekvencidjanak
nevezzik.

A frekvencia kifejezésébdl lathatjuk, hogy szambelileg megegyezik a periodikus fliggvény
ciklusainak szamaval egy idéegység alatt. A frekvencia mértékegysége a hertz [ Hz .

Az elektrotechnikéban legfontosabb szerepiik azoknak a periodikus mennyiségeknek van,
melyek sinus- vagy cosinusfiiggvény szerint valtoznak. Mivel matematikailag a sinus- €s
cosinus-fiiggvény a legegyszerlibb periodikus fiiggvény, ezért elnevezték Oket egyszerii
periodikus fliggvényeknek. Az Osszes tobbi periodikus fiiggvényt csak periodikus vagy
Osszetetten periodikus fliggvénynek nevezziik.

Figyeljiink meg egy egyszert periodikus fliggvényt, példaul fesziiltséget:

u(t) = U, cos(wt +6)
U,, jeloli a legnagyobb értéket, melyet az u (t) fesziiltség felvehet, ezért maximalis
ertéknek vagy amplitudonak nevezziik.
Ismert, hogy cos(wt + @+ 2n1T) = cos(@t + @) azaz I = 2M Innen az egyszeri
periodikus mennyiség periodusa
21

T==
w

A korfrekvencia definicidja az el6z6 kifejezésbol:
21
w= T 7 21

Lathatjuk, hogy w egyenld a frekvencia és a radidnban kifejezett teljesszog szorzataval,
ezért w-at korfrekvencidanak nevezzik. Mértékegysége a radian mdsodpercenként [ rad/s ].

0 a fesziiltség kezddfizisa. Ez hatarozza
meg a gorbe iddbeli eltolodasat a "tiszta"
cosinus gorbéhez viszonyitva. @ > 0 értékre a

gorbe ,siet”, @ < 0 értékre pedig ,.késik” a pug

"tiszta" cosinus gorbéhez viszonyitva (6.8. 6>0 60
abra). \ 8=0

Az wt+0 kifejezést, amely azt a 0 \
szOget hatdrozza meg, melynek a cosinusat
keressiik, a fesziiltség pillanatnyi fazisanak

nevezzilk. A kezddfazisoknak kiilon betiijeliik
van, attol fliggéen, hogy milyen mennyiségre

~ v

vonatkoznak:
6.8. abra
kezd6fazis  jelolés
fesziiltség 0
aram P
e.m.c. 0.

A kezdotazis értéke kapcsolatban van az dram, a fesziiltség, illetve az e.m.e. kivalasztott
referenciairanyaval. Tudjuk, hogy a referenciairdny megvaltoztatdsa magaval vonja az ilyen
mennyiségek eldjelének megvaltozasat is. Mivel

-U,, cos(wt + @ = U _ cosiax + @£ 10)
latjuk, hogy a referenciairany megvaltoztatisa megvaltoztatja a fesziiltség kezddfazisat +1evel
vagy -Tevel.
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Az egyszerl periodikus mennyiségek kezddfazisa két tényezotdl fiigg:
1.A kivalasztott kezdd iddponttdl, az id6 szamitasahoz (t = 0 pillanat kivalasztasatol)
2.Az dnkényesen kivalasztott referenciairanytol.

Figyeljiink meg két azonos w korfrekvencidju egyszerii periodikus fesziiltséget,:

u (t) =U,, coswt +6,) és u, (t) = U, cos(wt + @,).

1.Ha ©, = 0,, akkor u, (t) és u, (t) fesziiltség fazisban van €s csak az amplitidojuk
kiilonbozik.
2.Ha ©, # 0,,akkor az u, (t) és az u, (t) fesziiltséget mutaté gérbék egymastol eltolodnak,
azaz a két fesziiltség kozott faziskiilonbség 1ép fel: ©,, = 0, — 0,, azaz a faziskiilonbség a
megfigyelt két fesziiltség kozott egyenlo a kezdofazisaik kiilonbségével.
a)0, > 0, -u, (t) gorbe balra tolddik az u, (t) gdrbéhez viszonyitva, u, (t) gorbe
"siet" az U, (t) gorbéhez viszonyitva.
b) 0, < 0, - u, (t) gorbe jobbra tolodik az u, (t) gorbéhez viszonyitva, u, (t)
gorbe "késik" az u, (t) gbérbéhez viszonyitva.

A faziskiilonbség fogalma nincs azonos mennyiségekhez kotve (nem csak kizardlag két
aram vagy két fesziiltség kozott allapitjuk meg). A késébbiekben meglatjuk, hogy a fesziiltség és
az aram kozti faziskiilonbség @ = (0 — ) fontos szerepet jatszik az elektrotechnikédban. Ekkor
mondjuk azt, hogy az aram siet illetve késik a fesziiltséghez viszonyitva.

6.2.1. A PERIODIKUS MENNYISEGEK KOZEPERTEKE ES EFFEKTIV
ERTEKE

A maximalis érték mellett a periodikus mennyiségeket még néhany értékkel jellemezziik.
A periodikus aram és fesziiltség kozépérteke jelentds néhdny gyakorlati alkalmazasndl. Egy
periddus alatt az dramerdsség kozépértéke a kovetkez6 moddon irhatd fel matematikailag (ez a
definici6 érvényes minden mas periodikus mennyiség kt')zépértékére is):

iy = = I i (t)dt

Fontos gyakorlati példa az Im|s1noot| illetve Um|sinwt| fliggvény (Ugynevezett

"egyeniranyitott sinusfiiggvény" ) kézépértéke
T/2

m 2m
kozep=?‘!51n_dt T/2ISln_dt
Mivel:
T/2 n
21t T
Isin—dt = —Isinxdx = —
0 T T[ 0 m

2n 2n T
a helyettesités tehat T t = X, amibdl derivalas utan T dt = dx, illetve dt = o dx, viszot
ekkor az integralasi hatarok is megvaltoznak, hiszen ha ¢ =0 , akkor x =0, és t = T/2 értékre
x= 7 DC 1. A kiértékelés ezutan:

L(—cosx)n=—[(l) (+1)] T I
21 2m M

0
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A kozépérték eszerint:

I, T 1
| D OG- = - = 0,6371,, .
Tt

kozé p = T/2 Wz

Az egyeniranyitott sinusfiiggvény kozépértéke tehat:

I
lorep = T[/_m2 = 0,6371,,

Magatol értetddik, hogy az egyszerl periodikus aram vagy fesziiltség kozépértéke egyenld
nullaval.

Az elektrotechnikaban vannak olyan jelenségek, amelyben az aram vagy fesziiltség hatasa
aranyos ezen mennyiségek négyzetének a kozépértékével. A periodikus mennyiségek négyzetes
kozépértékének négyzetgyoket nevezziik a mennyiség effektiv értékének. Ez a definicio érvényes
minden mas periodikus mennyiség effektiv értékére is:

I, = ‘/Tl‘!’ﬁ (t)dt

Fontos példa az egyszeri periodikus aram ¢és fesziiltség fiiggvény effektiv értéke. Az
u(t) = U_cos(2mt / T) fesziiltség effektiv értékét a kovetkezdé mddon kapjuk meg:

T

T

Uz ¢ oMt 1 ¢ 1+ cos(4mt/T U
Uy = \/—mIcosz—dt = Um\/—I cos4m/T)

dt = =2
T4 2 2

U 0 0 U m I I 0 0 I m
-_— \/_ —_— . ; ; , -_ \/_ —_— y ; ;

Az eff indexet a gyakorlatban tobbnyire elhagyjak, ezért a kovetkezOkben az | és U
megjelolés az aram ¢és a fesziiltség effektiv értékére vonatkozik.

6.3. Sinusos aramu halozatok

6.3.1. A SINUSOSAN VALTOZO ARAM ES FESZULTSEG ELOALLITASA ES
ALKALMAZASA

Csak az egyszerii periodikus fiiggvény szerint valtoz6 fesziiltség hoz létre ugyanolyan
alakt periodikus aramot a linedris elemeken, mint sajat maga. Ezért a linearis elemekkel és az
egyszerii periodikus fliggvény szerint valtozo (sinusos) aramokkal miikodé aramkorok sokkal
konnyebben vizsgalhatok, mint mas periodikus d&ramu aramkorok.

Minden periodikus mennyiség felirhatdé ugy, mint egyszerii periodikus mennyiségek
(sinusos mennyiségek) Osszege (altalanos esetben végtelen Osszeg), megfeleld amplitidoval,
frekvenciaval és fazissal. Ezért az Osszes periodikus jelenség kivizsgélasa leegyszeriisithetd
kiilonb6z6 frekvenciaju egyszerti periodikus (sinusos) jelenségek kivizsgalasara. Bebizonyithato,
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hogy egy tetszoleges, periodikus jel f frekvenciaval abrazolhatd mint "tiszta" egyszer(
periodikus tagok Oszszege, f, 2f, 3f ... frekvenciaval. Azt a tagot, melynek f a frekvencidja
alapharmonikusnak nevezzik, a 2f frekvenciaju tagot mdsodik felharmonikusnak nevezzik, €s
igy tovabb. Mivel a veszteségek a ferromagneses lemezekben ardnyosak f>-el, ezért a villamos
energia eldallitdsaban arra torekednek, hogy a forgdgeneratorok kivezetésein 1évo fesziiltség
minél inkabb egyszerli periodikushoz kozelitsen.

A villamos energia atalakitasanal tudnunk kell azt, hogy ha a fesziiltség n-szeresére no,
akkor az dramer6sség n-szeresére csokken, a tavvezetékekben a veszteségek pedig n’-szeresen
csokkenek.

Egy ipari villamos hal6zat leegyszerisitett rajza a 6.9. abran lathato.

@ @ __110 kV @

Generator Transzformator

Transzformatorok 220V

Fogyasztok

6.9. abra

Az ipari frekvenciaji egyszerli periodikus (illetve jol
megkozelitden egyszerli periodikus) e.m.e. eldallitasa
egyszeri. Erre a célra azokat a generatorokat hasznaljak,
melyek leegyszertisitett rajza a 6.10.4bran lathat6. 4 forgorész
(rotor) magnes (altalaban tobb polusu), legtobbszor
elektromagnes, melyet csuszo  eérintkezokon  keresztiil
egyenarammal taplalnak. Megfelelo tekercseléssel elérheto,
hogy az allorészen (sztatoron), illetve a generator kimenetén
megkozelitoen egyszerii periodikus (sinusos) fesziiltség jojjon
létre. 6.10. abra
Magas frekvenciaju sinusos fesziiltségek létrehozasara

ugynevezett elektroncsoves vagy aktiv félvezetd elemes oszcillatorokat (rezgéskeltoket)
hasznalnak. A rezgéskeltd kozponti része egy rezgdkor, amely meghatarozott f frekvencian
rezeg. Az aramkor kivezetésein aktiv elemekkel kell felerdsiteni a fesziiltséget.

6.3.2. AZ ARAMEROSSEG MEGHATAROZASA A SINUSOS FESZULTSEGRE
KAPCSOLT PASSZIiV ALAPELEMEKEN KERESZTUL

Figyeljik meg a 6.11. &bran lathatdo R ellenallast, melyet u (t) = U, cos(wt + 6)
fesziiltségre kapcsolunk! o
u

Az 4ramerdsség ebben az esetben: L ——

_ u _ U, R )
Ip (t) = 5~ = - cos(ct +6) 6.11. 4bra

Az 4ram amplitidoja: |, = —-, kezd6fazisa pedig:

W= 6. o,

ip (1) = 1, cos(at + W) it

6.12. dbra

A sinusos fesziiltségre kapcsolt ellendllason keresztiil folyo
daram ugyancsak sinusos és fazisban van a fesziiltséggel.
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Induktiv tekercs esetében (6.12. dbra) az aramerdsség:

i, (t) = le'um cos(at + @)dt + 1,

Sinusos lizemmodban nincs egyiranyt komponens ( 1o=0), tehat:

: Un . Un Tt
i, (t) = Ism(&l +0) = Icos(wt +0-5)

o . Up . n
Az 4ram amplitadodja ezek szerint: | = Im, ¢és kezdofazisa: P = 0 — EX

A sinusos fesziiltségre kapcsolt tekercsen keresztiil folyo dram ugyszintén sinusos, viszont a

fesziiltséghez képest késik TV2-vel, vagyis negyed periodussal.
Kondenzator esetében (6.13. abra) az dramerdsséget a kdvetkezo kifejezéssel irhatjuk le:

u(t)

—]

6.13. abra

d
ie (1= C—[U, coct +6) -

ic (t) = —wCU,, sin(ax + 6) =
= wCU,, sin(wi + 0+ 1) =
= wCU,, cos(G + O+ m— m?2) =
= wCU_ cos(l + @+ 172) =

= —=o +0+ 12

% cos(wt + @ + 172)
Az a litaddja: | Yn 5s kezdofazi 0+~
m : = 1sa: = .
z aram amplitudoja: |, m , €s kezdotazisa: )

A sinusos fesziiltségre kapcsolt kondenzatoron keresztiil folyo aram is sinusos, viszont a
fesziiltseghez képest siet TU2-vel, vagyis negyed periodussal.

6.3.3. A SINUSOS MENNYISEGEK ABRAZOLASA FORGOVEKTOR
SEGITSEGEVEL

Ha elképzeljiik, hogy az 0A szakasz alland6 w szogsebességgel forog az 0 pont koriil,
akkor a szakasz vetiiletének hossza az x tengelyen cosinusfiiggvény szerint valtozik (6.14. ébra):

4y

X (t) = X, cos(ut + @),

ahol Xy, az 0A szakasz hosszat jeloli. X AN

o
x
3
Q
o
7]
=3
.
x

A sinusosan valtozd mennyiségek harom jellemzo
segitségével irhatok le: amplitudo, frekvencia és kezdofazis.

Ha a linedris aramkorre kapcsolt 6sszes generator egyszeri
periodikus és azonos frekvencidju, akkor az aramkor Osszes
fesziiltsége €s arama azonos frekvencidji és egyszerl periodikus 6.14. 4bra
lesz. Ekkor még csak két adatot kell rdluk tudnunk:
amplitidojukat és fazisukat.

A forg6 vektor szokasos jeldlése X = X ® Xaz amplitado, 0 a kezd6fazis. A tengelyt,

melyhez viszonyitva a kezddfazist szamitjuk, fazistengelynek nevezzik.
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A vektordiagramokon feltiintetett vektorok altalaban az effektiv értékekkel aranyosak , nem

pedig az amplitudokkal.
Az aramkorok megoldasara régebben gyakran hasznaltak ezt a modszert és még elvétve ma

is hasznaljak. Sokkal kényelmesebb és célszerlibb viszont az a modszer, mikor a sinusos aramot

¢s fesziiltséget komplex mennyiséggel szemléltetjik.
6.1. Példa: Hatdrozzuk meg az aramerOsséget (1) a 6.15 a abran lathatd soros RL

kapcsolason.

Megoldas:
<+QF<=UR|—9F<=:+ UL =u Lo . u"(ai)sﬁe‘ﬁe\jv
=Y -
— 1 228
'T' L ideiglenes
R Q=U|_9 ‘ =I fa2|stengely=
(a)
6.15. 4bra
— _ o /2
Q _QR +QL _UR +UL
Mivel U=RI és U=awll ,ezért: U=RI"+cLl™
Uz :R2]2 +w2L212
0=6-y0 y=0-6'

0'=arctan —
R

I e L
VR +w’ L
fgy a pillanatnyi aramerdsségre a kovetkezd kifejezést kapjuk:

2
i(t)= Lcos(ax +0-0")
VR +w’L’
Az aramkor fesziiltségének és aramanak vektordiagramja a 6.15.b abran lathato.

6.3.4. A TELJESITMENY A VALTOARAMU HALOZATOKBAN

A sinusosan valtozd aramokat hétkéznapi nyelven valtdaramoknak is nevezik. Figyeljlink
meg egy U (t) = U cos(wt +0) fesziiltségre kapcsolt fogyasztot. Tételezziik fel, hogy a
fogyaszton atfolyd aram i (t) = | cos(t + ), ekkor a fogyaszto pillanatnyi teljesitményének
p®=u®O)=U,l, cos(t +6) cos(x + )

értéke :
) 1
Mivel cosa cos = 5 [cos(u + ) + cos(a — B)] )

igy:
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Umlm Umlm
p(t) = =" cos(2ut + @+ ) + — " cos(®@ — )

Barmely egész szamu peridodus idGtartama alatt az elsé tag kozépértéke nullaval egyenld. A
masodik tag nem fiigg az id6tdl és a fogyaszto kozépteljesitményét képezi.

Umlm
P = > cos(0 — ) = Ul cos@

Az eldz6 kifejezésben a cos @ -t teljesitménytényezonek nevezzikk, maga a @ pedig a
faziskiilonbség a fesziiltség és az aram kozott, vagyis:
o=0-4.
Mivel a pillanatnyi teljesitménynek a valtéaramu halozatok esetében ritkan van gyakorlati
jelentdsége, ezért a teljesitmény fogalma alatt a kdzépteljesitményt értjiik.

Most tételezziik fel, hogy U (t) = U _cosut fesziiltségre R ellenallast, C kondenzatort és
L tekercset kotottiink. Hatdrozzuk meg mindharom fogyaszto pillanatnyi teljesitményét !
Ellenallas esetében ( tudjuk, hogy i (t) = u (t)/R ) a pillanatnyi teljesitmény:
2 2

(t)—U_m ZQI_U—m(1+ 2ai)
Pr =R cos = 9R cos .

A zér6jelben 1évo kifejezés mindig pozitiv, azaz az ellenallas teljesitménye mindig pozitiv,
ez azt jelenti, hogy minden iddtartomanyban az ellenallashoz aramlik az energia. Ezért az
ellenallasra azt mondjuk, hogy aktiv fogyaszto.

1 : Tt
Figyelembe véve, hogy: sin tX cos@l = 5 sin2ad ¢és i (1) = wCU,, cos(ax + E)’

a kondenzator pillanatnyi teljesitménye:
—sin o

T
pc (t)=U, cosax I, cos(er +5)

= -wCU . cosrfsin @ = —%wCUj, sin 2at

A valtoaramu fesziiltségre kapcsolt kondenzator valtakozva toltddik ellentétes iranybol, a
két toltddési (toltési) iddtartam kozott a kondenzator kisiil, vagyis visszaadja az energiat az
aramkornek. Ezért a kondenzatorra azt mondjuk, hogy reaktiv fogyaszto.

—m

wlL

: n U, . : .
A tekercs (‘amelynél az aram kifejezése 1, (t) = cos(wkt — E) = Im sin X ) pillanatnyi

teljesitménye:
2 2

U
p. () = Imcos(d sin Gt = EImsinZQI.

Abban az id6tartomanyban, melyben az aramerdsség novekszik, a tekercsbe aramlik az
energia, mikor pedig az aramerdsség csokken, az energia visszadramlik az aramkorbe. A tekercs
ezért reaktiv fogyaszto.

Figyeljiink meg egy fogyasztot, melyet az ellendllasok, kondenzatorok és tekercsek
tetszOleges kombinacidja alkot. Az ilyen fogyaszto teljesitményét két részre oszthatjuk:

- arra a részre, mely id6ében valtozik, de mindig pozitiv marad,
- ¢és arra a részre, amely egyenletes 1dokozonként valtoztatja eldjelét.

A pillanatnyi teljesitmény kifejezésének els6 része az energia fogyasztohoz valo
szallitasanak folyamatat irja le, amely a fogyaszton atalakul vagy héenergiava vagy valamilyen
mas energiava, a masodik része pedig a fogyasztd és a generator kozti energiacsere folyamatat
irja le.

Tételezziik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy 0 = 0, akkor @= - Y vagy Y = - @ Ekkor a
pillanatnyi teljesitmény kifejezése a kovetkezoképpen néz ki:

p({)=u()i()=U_,l, coswt cos(adt — @),
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a cos(et — @) = cosi cos@ + sinwt sin@ bevezetésével:
p(t)=U_l_cos@cos’ @ +U,_I_ sinesin G cosGx .

Ha alkalmazzuk a kovetkezo atalakitasokat:

1
cos’ A = E(l + cos2d) és

. 1.
sind cosd = 5s1n20,

megkapjuk a kivant kifejezést a fogyaszto teljesitményére:

1 1
p(t) = EUmIm cos @(1 + cos 2ai) + EUmIm sin @psin 2Ga .

Az elsé tag kozépértéke pontosan megegyezik a fogyaszto kozépteljesitményével, melyet a
fogyaszto hatdsos (aktiv) teljesitményének is neveziink.
1
P = Eumlm cos@ = Ul cos@
A masodik tag amplitudojat a fogyaszto meddo (reaktiv) teljesitményének nevezziik.

1
Q= EUmIm sin@ = Ul sin@

A veszteségek, melyek az energia szallitisa kozben a vezetékekben keletkeznek
elkeriilhetetlenek, ezért ezzel szdmolni kell. A mellékveszteségek, melyek a fogyaszté meddd
teljesitményébdl erednek, a fogyaszto és a generator kozti energiavandorlas kovetkezményei - ez
az ara az energia "sétdjanak" a vezetéken keresztiil. A gyakorlatban arra torekednek, hogy ezeket
a folosleges veszteségeket kikiiszoboljék. A fogyasztd meddd teljesitménye jelzés arra, hogy
mekkorak ezek a folosleges, mellékveszteségek.

Figyeljiink meg most egy idealis fesziiltség- vagy dramgeneratort u, (t) = U, cosax
fesziiltseggel €s i (t) = 1, cos(wt + @) daramerdsséggel a generatoron keresztiil. A generator
pillanatnyi teljesitménye:

p, () =u, ()i, (1) =U, 1, cosut cos(at + )
A faziskiilonbség pedig:
¢g=6-0v=-y

A pillanatnyi teljesitmény a faziskiilonbség fiiggvényében:

1
P, (1) = Ul cos@ cos’ @i + U

2 gmlgm

sin @ sin 26

Az els6 tag kozépértekét a generator hatasos teljesitményének nevezzik.

_ Yamlgn —
Py, = Tcosqj— U,l, cos@

A masodik tag amplitudojat a generator meddo teljesitményének nevezziik.
uU,,l
gm "gm

Q, = Tsinqj = Uyl sn@
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6.3.5. A VALTOARAMU HALOZATOK MEGOLDASA KOMPLEX
SZAMITASSAL

Ha van egy tetszdleges halozatunk, melyben azonos w korfrekvencidju sinusos valtozasu
generatorok miikodnek, akkor a hdlozatban a fesziiltségek és az aramok is sinusos valtozasuak
lesznek ugyancsak w korfrekvencidval, ami a kdvetkez6 alakban irhato le:

(1) = 1 cos(t + ), illetve u(t) = U, cos(xt +0).

Kirchhoff I. térvénye a valtdéaramu halézatok csomodpontjaira igy szol:

i 1 ,~2 coset + @) =0 /:4/2.

Mivel cos(a + ) = cos cosf3 — sind sin 3 , felirhatjuk igy is:

Z(Ik cosux cosyp, — I, sinox sin|||IK) =0,
k=1

vagy:

cosootz I, cosqy, — sinutz I, singy = 0.
k=1 k=1

Az egyenlet bal oldala minden pillanatban egyenld kell, hogy legyen nullaval, ez akkor
teljesiil, ha mindkét 6sszeg a bal oldalon egyenld nullaval (az Ik az aram effektiv értékét jeloli):

ZIkcosl]Jk =0, ZIksinlpk = 0.
k=1 k=1

A Kirchhoff II. toérvénye szerinti egyenletek is leegyszertsithetok olyan egyenletparokra,
melyekben az idd nem szerepel (a torvény, mint tudjuk minden zart kdrre — hurokra- érvényes,
amely tetszOleges N szamu agat tartalmaz):

ZUK\E cos(wt +6,) =0

k=1
ZUk cosO, =0, ZUk sin@, =0
k=1 k=1

Az el6zd két kifejezésben az Uy a fesziiltség effektiv értékét jeloli. Tételezziink fel egy
halézatot ng szamu aggal és N¢s szama csomoponttal. Ekkor:

Kirchhoff I. Térvénye 2(ng — 1) szamu egyenletet ad
Kirchhoff II. Térvénye 2n, = 2(n, — n, + 1) szamu egyenletet ad
Osszesen 2(n, = D +2(n, = ng +1)=2n

Az ismeretlenek szdma: 4ng (effektiv érték és kezd6fazis - Ng fesziiltségre €s

- Ng aramerdsségre ).

A poétegyenletek szama: 2ng. A potegyenletek megadjak az Osszefiiggést az agakban folyo
aramok effektiv értéke és kezdofazisa, valamint az agak végei kozott mérhetd fesziiltségek
effektiv értéke és kezddfazisa kozott az ng agban.

Ezek az Osszefiiggések az idealis ellenallasokra, kondenzatorokra és tekercsekre a
kovetkezok:

a) ellenallas :U=RI, 0=y

b) tekercs U=wll, 6=y +g
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¢) kondenzator : U =1I/wC, B:w_g

d) idealis fesziiltséggenerator : U = E, 6=6,

e) idedlis aramgenerator =1, Y=y,

s

Tavolitsuk el a Kirchhoff egyenletek alapjan kapott négy egyenletbdl a fesziiltségeket az
imeént felsorolt 5 egyenlet segitségével. Az ilyen egyenletek megoldasa Iy €s i szerint nagyon
nehéz. Mivel ezek linedris egyenletek |, cosy, és |, sin, szerint, célszerlinek latszik a
kovetkezo helyettesités:

' = I, cos, és 1" =1, sny,.

fgy kénnyen kiszamithatjuk 1'c-et és 1"'v-ot, viszont l-t és -t a kovetkezé kifejezések

segitségével kaphatjuk meg:

I”

- 12 "2 : - k
I, =", illetve tan ), = T

k

6.3.5.1.Kirchhoff torvényei komplex alakban. Impedancia és admittancia

Komplex mennyiségek hasznalataval az egy-egy Kirchhoff torvénybdl kapott egyenletpar
(amelyek Kirchhoff torvényeit fejezik ki a valtoéaramu aramkorokre algebrai alakban) felirhatd
egy-egy komplex egyenlet forméjaban. Figyeljilk meg a Kirchhoff csomoponti térvényébdl
eredé elézoekben felirt egyenletpart: ha a masodik egyenletet megszorozzuk az imaginarius
taggal, j-vel, majd &sszeadjuk az elsdvel, akkor a kovetkezé komplex egyenletet kapjuk:

i Ik(coslpk + jsinlpk) =0 .

k=1
Fontos megérteni, hogy ez a komplex egyenlet az eredeti egyenletparnak csupén egy
kompakt (6sszevont) abrazolasmodja.
Euler képlete szerint még egyszeriibb alakban irhato fel (az lx tovabbra is az aram effektiv

értékeét jeloli):
Z 1.e’% =0.
k=
Definialjuk az aram komplex effektiv értékét a kovetkezé modon:

1 =1 plv
Az aram komplex effektiv értéke komplex mennyiség, melynek abszolut értéke
megegyezik az aram effektiv értékével, argumentuma pedig a kezdéfazissal.
Igy Kirchhoff I. térvényének komplex alakja a kovetkezd lesz:

ilk=0-

k=1

Miért vezetjik be a komplex aramerdsség fogalmat? Az utobbi egyenlet sokkal
kompaktabb (velGsebb, tobbet mondo), mint az egyenletpar amibdl ered. Sokkal fontosabb
viszont, hogy a komplex alakt Kirchhoff-egyenlet alakjiban megegyezik az egyendramu
aramkorokre érvenyes egyenlettel. A kiillonbség csak annyi, hogy itt az dramerdsség helyett az
aram komplex effektiv értéke van jelen, amely magaba foglalja a valtéaramok valodi effektiv
értekét és kezdofazisat.

Ugyanez az eldbbi gondolatmenet megismételhetd a Kirchhoff huroktoérvénye alapjan (az
elébbiekben) felirt egyenletparra. A végeredményt a kdvetkezé komplex egyenlet képviseli:
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igkzo
k=1

Ez utobbi kifejezés Kirchhoff II. torvényének komplex alakja, amelyben a fesziiltség
komplex effektiv értéke jelenik meg. A komplex effektiv érték természetesen itt is az effektiv
értéket €s a kezdofazist tartalmazza:

Qk — Uk e.ie/:

Az aramkor elemein az aramerdsség ¢és a fesziltség kozti 0sszefiiggést komplex alakban a

kovetkezd egyenletek adjak meg:

a) ellenallas : Uy =RI
b) tekercs U, =l @jz =jawll
i3 )
¢) kondenzator . Ue= Ie * __J 1= b I
- wC wC joC
d) idedlis fesziiltséggenerator : U =FE
e) idedlis aramgenerator I=1

Az a), b) és c) pontokban felirt egyenletek alapjan, a fesziiltség felirhat6 az alabbi alakban
Ohm-torvényt latjak benne):
U=Z1.

Az 4dramkori elemek impedanciai tehat:
. 1
;R = R, ZL = J(d—v ZC:R
Az impedancia ( Z ) mértékegysége az ohm [ Q ].
Az ellendllas impedancidja valos (redlis), viszont a tekercs €s a kondenzator impedancidja
képzetes ( imaginarius ).
Kirchhoff II. térvényét, ezek szerint, felirhatjuk az egyenaramoknal megszokott alakban is:

2E-2Z1=0

Az E és Z | elott "+" eldjel van, ha az em.e. illetve az dram referenciairanya
(vonatkoztatasi iranya) megegyezik a haladdasi irannyal a hurok mentén, ellenkezo esetben "-" az
elojel.

Az impedancia reciprok értékét admittancianak (Y ) nevezziik.

vl
__;'

Az ellenallas, a tekercs és a kondenzator admittanciaja a megfeleldé impedanciabol kaphato
meg:
Y. = L G,Y, = ! Y. = ]
—R_R_ ’—L_jwl_’—c_Jw
Az admittancia ( Y ) mértékegysége a siemens [ S ].
Az ellendllds admittanciaja valds (redlis), viszont a tekercs €és a kondenzator admittancidja
képzetes (imaginarius).
A valtéaramu korok impedanciaja az egyenaramu korok ellenallasanak “felel meg”, az
admittancia pedig a vezetoképességnek.
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Szemmel lathatd, hogy az impedancidnak és admittancianak, az elemek Gsszetett kotése

esetén, altalanos esetben lesz valds €s imaginarius része is:
Z =R+ jX
ahol:
R — a rezisztencia ( hatasos, ohmikus ellenallas ),
X - a reaktancia ( meddo ellenallas ).

Azokban az esetekben, melyeket mi vizsgalunk R mindig pozitiv ( vannak tgynevezett
aktiv elemek, melyeket negativ rezisztencidval is jellemezhetiink, de ezekrél mi a késébbiekben
nem tesziink emlitést). A reaktancia lehet pozitiv és negativ is, Ggy tekintjiik, hogy X a meddd
ellendllds algebrai értéket jeloli.

Az admittancia esetében felirhatd, hogy:

Y=G+|B
ahol:
G - a konduktancia ( hatasos vezetoképesség ),
B - a szuszceptancia ( meddo vezetoképesség ).
B is a meddo vezetoképesség algebrai ertékeét jeloli, mint az X a meddo ellenallas esetében.

Osszefiiggések a hatasos és meddd vezetdképesség valamint a hatasos és meddd ellenallas

kozott:
R X .
= R+ X B:—m , illetve
G B

T+ N T Te?

Mint minden komplex szamot, az impedanciat ¢és az admittanciat is felirhatjuk
exponencialis alakban. Az impedancia argumentumat @-vel szokas jelolni.

: 1 .
Z=7Z¢e", illetve Y = 7 = Y e™®

Két pont kozti potencidlkiilonbség vagy fesziiltség effektiv értékét valtdaramu
aramkorok.ben a kovetkezo egyenlet alapjan kapjuk meg (ha az 0t iranya és az dram vagy e.m.e.
referens iranya megegyezik, akkor /-t illetve E-t "+" eldjellel irjuk):

U, =(YE-Y21), ..

6.3.5.2.Az elemek soros és parhuzamos kapcsolasa. Az elemek csillag- és
haromszog-kapcsolasanak azonossaga

Figyeljiik meg el6szor tobb Z,,Z,,...,Z, impedanciaji elem soros kapcsolasat (6.16a
abra). Az elemek eredd impedancidja (N szamual soros kapcsoldsu impedancia eredd
impedancigja):

Loy =2L,YZ,%...+Z,
Ennek megfeleléen az eredd admittanciara a kovetkezo kifejezést kapjuk:

1 1 1 1
=t —

Y, Y, Y

—n

Y

ekv

Az elemek parhuzamos kapcsolasa esetén ( 6.16b abra ), az eredé impedancia a kdvetkezo
egyenlettel hatdrozhaté meg (N szdmu parhuzamosan kapcsolt impedancia eredé impedanciéja):
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1 1
+...+—

Z

+

Z

Z ekv

IN|—
N —

Ha az elemek admittancidjat hasznaljuk egyszeriibb kifejezést kapunk (n darab parhuzamosan
kapcsolt admittancia ekvivalens-eredd admittancidja ):
Xekv :XI +Z2 +"'+Xn

;’ _
A4
Z Z Zn Ju e i
——— 111 - 1
U Z1 Zo0| - ___ Zn
T+ U x U + Un
1| e > « >
+ U . v
(a) (b)
6.16. abra

Végiil figyeljiink meg harom csillagba kotott és harom haromszogbe kotott elemet (6.17
abra). A feltételek, melyek mellett az elemek csillagkapcsoldsa ekvivalens az elemek
haromszog-kapcsolasaval és megforditva, a kovetkezok:

Ha ismertek a delta (haromszog) kotés impedancia-értékei, akkor a csillag (ipszilon)
kapcsolés elemei:

7 = ;12;13
- ;12 + ;13 + ;23
7 = ;12;23
= le + ;13 + ;23
7 = ;13;23
= ;12 + ;13 + ;23
1
Z1
2 2> Z3 3

(a)
6.17. dbra

Ismert, csillagkdtésbe kotott impedancia-értékek birtokaban a haromszog-kotés elemei:
Z,Z,
;12 = ;1 + ;2 + ;3
Z,Z,
Zl + ;3 +

;13
=2
Z,Z,
Ly =L, %L, +
Z,
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6.3.5.3.A komplex fesziiltség és aram abrazolasa a komplex sikban

Minden komplex szamot egy ponttal dbrazolhatunk a komplex sikban. Ez a pont leirhato
koordinataival (a komplex szdm valos és imaginarius részével) vagy a koordinatarendszer
kozéppontjatdl valod tavolsagaval (a komplex szam abszolut értékével) és azzal a szoggel, melyet
ez a szakasz bezar a valos tengellyel (a komplex szam argumentuma).

Ha U = U e’ a fesziiltség komplex effektiv értéke a Z = Z e'® komplex impedanciaju
elem végei kdzott, akkor az elemen keresztiil folyd aram komplex effektiv értéke:

Ue® U

=2 Y o ite-e) T
L - o — Imaginarius
; Ze Z tengely +
. . . . U=Uel®
Konvenci6 ( megegyezés ): A pozitiv szoget a
komplex sikban az o¢ra jarasaval ellenkezd irdnyban 5\ ,
vesszik (6.18. abra). A szoget mindig a valos tengelytdl ___valds,,
S W (fazis-) tengely
kezdve szamitjuk.
A 6.18. abran a 0 pozitiv sz6g, a P = (0 — @)
viszont negativ, mivel @ > 0. 1=1el0-0)=1elv
Az ilyen abrdzolds nemcsak az effektiv értéket
szemlélteti, hanem a komplex fesziiltség és aram fazisat is. 6.18. abra

Ezért az ilyen médon abrazolt komplex fesziiltségeket ¢€s
aramokat fazoroknak (fazoroknak vagy egyszeriien csak vektoroknak) nevezziik, a diagramokat
pedig, melyekben a fesziiltség €s az aram kozti 6sszefliggés fazorokkal (fazorokkal, vektorokkal)
van abrazolva, fazordiagramnak (fazorabraknak) vagy vektordiagramnak, a valds tengelyt pedig
fazistengelynek nevezziik.

Néha elonyos az impedanciat is a komplex sikban dbrazolni. Habar az impedancia nem
periodikus mennyiség és nincs kezddéfazisa, mégis az ilyen diagramokra gyakran mondjuk, hogy
impedancia-vektordiagramok.

6.2. Példa: Készitsiik el a 6.19.a dbran felrajzolt parhuzamos RLC aramkor fesziiltség és
aram vektordiagramjat

Megoldas:
Szamadatok hidnyéaban csak elvi megoldés lehetséges, amit a 6.19.b &bra illusztral

. 41 L4y Ls
Ay
J 12 s
— R L
/2

Y -n/2 U
@) T (b)

|—

12 fazistengely

6.19. abra

6.2. Példa: Rajzoljuk fel a 6.20.a 4bran lathaté soros RLC &ramkoér impedancia-
vektordiagramjat

Megoldas: A keresett impedancia-vektordiagram a 6.20.b dbran lathato.
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“képzetes
tengely
— || _
T— — 1 Zc=j/(wC)
1 R C Z=Zr+Z1+Zc
U L
¢
) 4
Zr=R
(a) (b)
6.20. abra

6.2. Példa: Szerkessziik meg a 6.21.a dbran lathatd parhuzamos RLC dramkor admittancia-

vektrodiagramjat!

Megoldas: 6.21.b dbra.

képzetes
tengely

— YesjoC
b+
lb llz lls
Yr=1RR valés

-
tengely

Y =-j/(ol)

Y=Yr+YI*+Yc

@ (b)
6.21. abra
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6.3.6. FESZULTSEG- ES ARAMGENERATOROK

A valos fesziiltséggeneratorokat abrazolhatjuk, mint sorba kotott idedlis fesziiltség
generator (E e.m.e.-vel, bels6é impedancia nélkiil) és impedancia (amely megegyezik a generator
bels6 impedanciajaval).

A valds aramgeneratort idedlis aramgenerator ¢és ellendllas parhuzamos kapcsolasaval
abrazoljuk.

Minden val6s fesziiltséggeneratort helyettesithetiink valos aramgeneratorral €s forditva. A
fesziiltség- és aramgeneratorra azt mondjuk, hogy ekvivalensek (egyenértékiiek), ha azonos
impedancidju fogyaszton keresztiil azonos erdsségli aramot idéznek el (az ekvivalencia
feltételei az egyendramoknal megismert modon szamithatok ki).

Az ekvivalencia feltételei fesziiltség- ¢s aramgeneratornal

Z =Z

= Zg > s Z g

6.3.7. HUROKARAMOK MODSZERE KOMPLEX ALAKBAN

Az egyenaramu aramkorok megoldasara minden modszer és elmélet, Kirchhoff két
torvényén alapszik. Minden modszer és elmélet, melyet az egyendaramu aramkorokre levezettiink
ervényes a valtoaramu aramkordkre is, mivel ezek a torvények formailag azonosak a valtéaramu
aramkorokre is. A kiilonbség csak annyi, hogy most a komplex fesziiltségekkel és aramokkal
szamolunk ezeknek a mennyiségeknek az intenzitasa helyett, és az ellenallasok helyett komplex
ellenallasok vannak.

A hurokdramok modszerével kozvetleniil ( Ng - Nes +1 ) szdml egyenletet irhatunk fel
Kirchhoff II. térvénye szerint, melyekben Kirchhoff 1. torvénye szerint figyelembe vettiink (Ncs-
1) szamu egyenletet. A hurokaramok egyenletei komplex alakban a kovetkezOképpen néznek ki:

ZyL+Z,0,+..+2,, 1, =E,

Zln=n

ZZI!] +Z22£2 +"'+Z2n£n :EZZ

anll +Zn212 +"'+Znn£n :E

nn

Ezekben az egyenletekben:

1, - komplex aramerdsség a j agban, j=1,2,...,n

Z ; - az elemek impedanciainak dsszege a j hurok

mentén, j=1,2,....,n

Z, > 1% k-ajé k hurok kozos agaiban levd
impedancidinak 0sszege; ha a kozos agban a
J és k hurok kivalasztott referenciairanyai
megegyezoek, akkor Z, elbjele pozitiv,

ellenkez0 esetben negativ; J, k=1,2,...,n
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E ; - az 6sszes komplex e.m.e. dsszege a J hurok

mentén; a generatorok e.m.e.-je , melyek
referenciairanya megegyezik a hurok
iranyaval, "+" elgjeli; j =1,2,...,n

A hurokdramok modszerének esetében foglaljuk Ossze az 4dramkorok megoldasanak

1épéseit,:

1. Azokat az agakat, melyekbe 4ramgeneritor van kotve nem szamithatjuk a hurkok
szamanak ( Nk ) meghatarozasanal. Ezek a hurkok nem tartalmazhatnak olyan 4gat, melybe

aramgenerator van kotve.

2. Képzeljiik el, hogy minden aramgenerator d&rama olyan hurok mentén zarédik, amely
nem tartalmaz mas dramgeneratort. Ezekre nem irjuk fel a hurokdramok moédszere szerinti

egyenleteket, mivel ezeknek a hurokaramoknak az erdsségét ismerjiik.

3. A hurokaramoknak ny egyenletét irjuk fel, melyeknél az aramgeneratorok hurokarama
meghatarozott mdédon keriil be (a ko6zos agak impedanciain keresztiil, melyek egyidében a

figyelt hurok és az dramgeneratorokhoz tartoz6 hurkok részei is).

6.3.8. A CSOMOPONTI POTENCIALOK MODSZERE KOMPLEX ALAKBAN

A csomdponi potencialok vagy fiiggetlen potencidlok mddszere (Ngs-1) egyenlet sematizalt
modon valo felirasat jelenti Kirchhoff I. torvénye szerint, melyekben mindjart figyelembe vettiik
az (Ng-Nest1) szamu egyenletet, melyeket Kirchhoff II. tdérvénye szerint irhatunk fel az

aramkorre.

YWV, +Y,V,+...+Y, V = (ZEZ)I +(le),

Y

Znl

VYV, ++Y, 7, =(Y EY) (S 1),

Ezekben az egyenletekben:
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V , - ] csomopont komplex potencialja, j=1,2,...,n

Y- a ] csomopontban 0sszefutd 0sszes ag komplex
vezetdképességének (impedanciainak)
Osszege, j=1,2,....,n

elojellel véve, j,k=12,..n ,J#Kk

Yy =Y, -ajes k csomoépont kozti Osszes ag
impedancidjanak az Osszege, negativ




(Z El)j - a ] csomdpontban Osszefutd agak generatorai

e.m.e.-jének szorzata a megfeleld (a
generatorhoz tartozd) ag impedanciajaval,
azok a szorzatok, amelyeknél az e.m.e.
referenciairanya a j csomodpont felé mutat
pozitiv eldjeliek; j=1,2,...n

(Z Ls)j - a J csomopontban 0Osszefutd agakban
elhelyezkedd  aramgeneratorok  aramainak
Osszege; ha az |, é4ram referenciairdnya a j
csomopont felé mutat, akkor | pozitiv el6jeli;
j=1.2,..,n

Ha ezeknek az egyenleteknek a segitségével meghatarozzuk minden csomdpont
potencialjat, akkor a j és k csomdpont kozti barmely agban az aramerdsséget a kdvetkezo képlet
alapjan kapjuk meg (6.22. abra):

1=Y(E+v, -V,)

6.22. abra

6.3.9. A FOGYASZTOK ES GENERATOROK KOMPLEX TELJESITMENYE

A fogyaszto P hatasos teljesitménye alatt értjiik a fogyaszto teljesitményének kozépértéket
egész szamu periddusidd alatt, a Q meddd teljesitmény alatt pedig annak a résznek az
amplitidojat, amely az energiacsere gyorsasagat irja le a fogyasztd és az dramkdr tobbi eleme
kozott.

Az alapvetd kiilonbség ellenére, a fogyasztd hatasos és meddo teljesitményét gyakran egy
komplex kifejezésben egyesitjiik, melyet a fogyaszto komplex teljesitményének (S ) neveziink.

S=P+ jQ=Ul cos@+ jUl singp= Ul e’

A komplex teljesitmény (S) abszolut értékét (S = Ul) a fogyaszto latszolagos
teljesitményének nevezzik.
S = Ul

A fogyasztonak az igy definidlt komplex teljesitménye kifejezhetd a fesziiltség és aram
komplex effektiv értékének segitségével is. Legyen:
U=Ue®, I =1e".

Tudjuk, hogy ¢ =0 — @ , ahol @ a fesziiltség és aram kozti faziskiilonbség, ezért
S # Ul , hanem:
S =Ul

ahol | - az 4ram konjugalt komplex értéke.
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Ha a fogyaszto csak impedancidjaval irhato le (U =Z1 , Z=R+ jX ), akkor:
S=2ZII'=2Z1°=RI"+ jXI’

Osszehasonlitva az utolso két egyenletet latjuk, hogya Z = R + jX impedanciaju
fogyaszto hatasos €s meddo teljesitményét az az aram effektiv értékének fliggvényében is
kifejezhetjlik. Ekkor a kifejezés a kovetkezo alakot olti:

P=RI*Q=XI?

Mindharom (hatdsos, meddd és latszolagos) teljesitmény mértékegysége a watt [W].
Mégis, hogy kiilonbséget tehessiink ezen teljesitmények kozott, a mértékegységeiket kiillonbozo
modon nevezték el. fgy a hatdsos teljesitmény mértékegységét wattnak [W], a meddd
teljesitményét voltamper reaktivnak [VAr], a latszolagos teljesitmény mértékegységét pedig
voltampernek [VA] nevezzilk. A VAr és VA szambelileg és dimenzidjaban is megegyezik a
wattokban kimutatott értékkel.

A fesziiltség- vagy aramgenerator komplex teljesitményét a kovetkezoképpen definialtuk:

S, =P, +jQ, =U,l, cos@+jU I singp=U_, e"

A generator komplex teljesitményének abszolut értéke, a generdtor ldtszolagos
teljesitménye:
S, = U,l

9 99

A generator komplex teljesitménye a komplex fesziiltség €s az aram komplex effektiv
értékének fiiggvényében:
S = Pg + JQQ = leg

—g
6.3.10. ALTALANOS HALOZATSZAMITASI TETELEK

Az altalanos halézatszamitasi tételek mélyrehatd vizsgalata az egyenaramoknal talalhato.
Mivel formailag ugyanazokhoz a kifejezésekhez vezet a valtéaramokra alkalmazott
hal6zatszamitasi tételek analizise is, itt csak a tételek leltarszerii felsorolasara szoritkozunk.

6.3.10.1. A szuperpozicio elve

A halozat barmelyik agaban az dramerdsség komplex effektiv értéke egyenld azoknak az
aramerdsségeknek az Gsszegével, melyeket a haldzatban 1évo fesziiltség- és aramgeneratorok
hoznénak létre abban az dgban, ha egyenként mitkodnének.

6.3.10.2. A reciprocitas elve

Ha a j agba kotott E e.m.e.-jli generator a k agban | erdsségii aramot hoz 1étre, akkor ez a
generator a K agba kotve a j agban azonos | erdsségii aramot hozna 1étre.
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6.3.10.3. Thévenin tétele

Barmely két kivalasztott pontja kozotti dgra vagy agrészre nézve, a valtbaramu halozat ugy
viselkedik mint egy valds fesziiltséggenerator Ecxy €.m.e.-vel és Zq, belsé impedanciaval. Eey
megegyezik a pontok kozotti iiresjarasi fesziiltséggel (a vizsgalt 4gat kiiktatva szamitjuk a
fesziiltséget), Zey pedig a két pont kozti impedanciaval (ha a fesziiltséggeneratorok fesziiltségeit
nullanak tekintjiik, az &ramgeneratorokat pedig szakadassal helyettesitjiik).

6.3.10.4. Kompenzacio elve

e ey

aram folyik, kicserélhetjiik idedlis fesziiltséggeneratorra, Eq =Z 1 e.m.e.-vel, ha a generator
referenciairanya megegyezik az impedancia magasabb potencialt kapcsaval. Ha | aramerdsségi
agban egy Eq e.m.e.-jli fesziiltséggenerator talalhaté melynek az e.m.e.-je ellenkezd irdnyitasu
mint | dram vonatkoztatasi irAnya, akkor kicserélhetd egy Z = Eq/ | impedancidji elemmel.

6.3.10.5. A komplex és a pillanatnyi teljesitmény megmaradasanak elve

A komplex teljesitmény megmaradasanak elve a villamos halézatokban egyszerti mdédon
irhat6 fel a kovetkezo kifejezés segitségével:

illetve, mivel S, = P, + jQ, , ezért:
Ng
YP =0 & HQ =
k=1
A pillanatnyi teljesitmény megmaradasra viszont az alabbi képlet irhat6 fel:

kz_gl p (1) = 0.

6.3.11. FOGYASZTO GENERATORRA VALO HANGOLASA

A fogyasztd impedancidjat gyakran ugy kell megvalasztanunk, hogy a hatasos
teljesitménye a lehetd legnagyobb legyen. Itt fogjuk kivizsgalni, hogy melyek az elengedhetetlen
feltételei annak, hogy ezt elérjiik és mely esetekben van értelme ezen feltételek teljesitésének.

Haegy Z = R, + jX impedancidji fogyasztonk Z = R, + jX bels6 impedanciaji
generatorra van kapcsolva (vagy egy Osszetett dramkor két vége kozé, mely aramkor ugy
viselkedik Thévenin elve szerint tigy viselkedik, mint egy realis fesziiltséggenerator), az | aram
aramerdsség a fogyaszton keresztiil a kdvetkezd:

E E

=737 ° (Rg +Rp) +_j(Xg +X,,) :

a fogyaszto komplex teljesitménye:
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- 2 2 H 2
=Z, 17 =RI*+ jX,I°.

—Pp —Pp

A fogyaszt6 hatdsos teljesitménye:
E2
p 2 2
(Rg + Rp) +(Xg + Xp)

P, =R,I*=R

A fogyasztd hatasos teljesitménye két valtozo fliggvénye (az R, és az X, valtozokeé),
amelynek maximuma Rp-re és Xp-re a kovetkezd egyenletek segitségével hatarozhaté meg:

oP (R, X oP (R, X

—"( %) =0, illetve —p( %) =0
oR, X,

A masodik egyenlet szerint X, = =X ,azels6szerint R, = R, .

AZ =R, + JX, bels6é impedancidju generatorra kapesolt fogyaszté maximalis hatasos
teljesitményének feltétele tehat:
Z, =2, .,azaz R, = R, és X, = =X

—Pp g p 9

Rahangolas esetén a fogyaszto hatasos teljesitménye:
E2
P =
P 4R,
A generator hatdsos teljesitménye a komplex teljesitményének a valds részével egyenld,
P, = Re{E1'}:

E2
° 7 2R,

A generator hatasos teljesitménye kétszerese a fogyasztd hatisos teljesitményének (a
generator energidjanak fele magéban a generatorban hasznalddik el). Kis teljesitmény esetében
ennek a veszteségnek nincs jelentdsége, viszont nagy teljesitménynél (az aramelosztd cégek
esetében példaul) a rahangolasi feltételnek nincs értelme.’

P

6.3.12. A FOGYASZTOK TELJESITMENYTENYEZOJENEK FELJAVITASA

A fogyasztok teljesitménytényezdjének feljavitasa alatt értjiikk a fogyasztora vald reaktiv
potelemek kapcsolasat, gy, hogy az igy kapott csoport (fogyasztd ¢és podtelemek)
teljesitménytényezdje javuljon,
azaz megndjjon.

Valoszintileg a  villamos T —

motorok a leggyakoribb
fogyasztok, melyek a gyakorlatban
teljesitménytényezo-novelésre C—/
szorulnak. Sematikusan a motorok |

elsé megkozelitésben ugy
abrazolhatok, mint egy ellenallés és (@) (b)

6.23. abra

! Ha a feltétel teljesiilne, akkor a fogyaszté hatasos teljesitményével azonos nagysagu teljesitmény alakulna
at héenergiava a villamos halozatban és magaban a generatorban. Rdhangolas helyett arra torekszenek, hogy a
veszteségek minél kisebbek legyenek mind a generatorban, mind az elektromos hél6zatban.
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egy induktiv tekercs soros kapcsolasa (6.23. ébra).

A fogyasztéra parhuzamosan kapcsolt kondenzatorban az aram T1U2-vel fog sietni a
fesziiltséghez képest (6.23.a abra). Ahhoz, hogy az 6ssz aram fazisban legyen a fesziiltséggel, a
kovetkezo feltételnek kell teljesiilnie:

Ic =1sing,
ami a 6.23.b abrarol leolvashato.

Hatarozzuk meg a kondenzator sziikséges kapacitasat ahhoz, hogy a fogyaszto (villamos
motor) €s a pételem (kondenzator) teljesitménytényezdje idealis legyen (cos @=1)!

U

| = — = R- jwL),
- R+ jaL R2+(oo|_)2( jo)
.. @y RU
Im Rz +((Ai_)2 i Re Rz +(Qi_)2
| wLU )
=—-———F—3 = —sin
Im R2 +((Aj_)2 (p
A kondenzator aramanak komplex effektiv értéke:
U
l. = ———= = joCU
Az el6z6 feltétel szerint:
wLU
7 o\ & wCU ,
R* + (wl)
melybdl megkapjuk a kondenzator keresett kapacitasat:
L
C=——F
R* + (wl)’

A fenti értékli kapacitassal rendelkezé kondenzator parhuzamosan kotve a soros RL
aramkorrel (w korfrekvencidju gerjesztés mellett) az egész csoport teljesitménytényezdjét idealis
értékre hozza.

6.4.Néhany rendhagyo kapcsolas a valtéarama aramkorokben

6.4.1. ARAMKOROK MAGNESESEN CSATOLT AGAKKAL (LEGMAGOS
TRANSZFORMATOR)

Ha a valtéaramu aramkor két vagy tobb agaban az induktiv tekercsek kolcsondsen
csatoltak, akkor az aramkor elemzése Osszetettebb lesz. Ekkor figyelni kell arra, hogy Kirchhoff
II. térvénye szerinti egyenletekben szerepeljen az az e.m.e., melyet az egyik csatolt tekercsben
foly6 dram, a masikban indukal. Ugyelni kell az ilyen tagok el&jelére is.

Figyeljink meg két magnesesen csatolt agat (6.24.a abra). A tekercsek kolcsonos
induktivitasat, az 4gakban, M-mel jeloljik:

L, =L, =M

Az A, és B, , valamint az A, és B, pontok kozti pillanatnyi fesziiltséget a kovetkezéképpen

irhatjuk fel:
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(b)

6.24. abra

G,
uA151 (t) - LI dt + Rlll(t) +M dt
U ® = L, 4 4 R () + M D

Az el6z0 egyenletek komplex értelmezése a kdvetkezo alakot adja:
Uye = o1, + R, + jaMl,

Upe, = Jwbl, + R, + jaMI,

A csatolt tekercsek hatasat potgeneratorokkal helyettesithetjikk ( joM1 , , illetve jwMI,

e.m.e.-vel jelolt generatorok a 6.24.b dbran) az agakban, melyek referenciairanya ellenkezé, mint
az aram referenciairanya a megfeleld agakban.

6.4.2. VILLAMOS TRANSZFORMATOR

A villamos energia gazdasagos szallitdsa vezetékek segitségével magas fesziiltségszinteken
torténik. Ekkor, adott teljesitmény mellett az aramerdsség aranylag kicsi, és a Joule-veszteségek
is kisebbek a vezetékekben. A fogyasztok szdmara viszont altaldban nem megfeleld a magas
fesziiltség (haztartasi gépek). Ezért olyan berendezésekre van sziikség, amelyek a fesziiltséget
megnovelik az energiatermelés szinhelyén (a hossza tadvvezetékekre kapcsolas elott), ¢€s
lecsokkentik a széllitds végén, a fogyasztok kozvetlen taplalasa eldtt. A villamos energia
fesziiltségszintjének megvaltoztatasara a transzformatorok szolgalnak.

A transzformator altalaban vasmagbol és két tekercsbol all (6.25. dbra). A primer tekercset
az adott fesziiltségre kotik, a szekunder tekercset pedig a fogyasztora.

A magot, az Orvényaramok jelensége miatt, vékony, egymastdl elszigetelt lemezekbdl
(alacsony frekvencidra) vagy ferritb6l készitik. A szért fluxus allanddan jelen van, de ezt
egyenldre elhanyagoljuk. Nem vessziik figyelembe a kovetkezd veszteségeket sem: az
orvénydaramok altal 1étrejott, az atmagnesezés miatt megjelend (hiszterézis-veszteségek) és a
tekercsek sajat ellenallasa (tokéletes transzformdator) kovetkeztében jelenlevd veszteségeket. Az
elhanyagolas igazolasara alljon itt az adat, hogy a valds transzformatorok veszteségei kisebbek
10%-t6l, a nagytranszformatorok vesztesége pedig kb. 1-2%.
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. e i2(1)
1$_> ol | —1" ¥
+ 1 1
Reo w PN, Ny uz(t) n R
1 :\\ ,’I 5~
6.25. abra

Vizsgaljuk meg a transzformator miikodését a kovetkezd két esetben:

1. Vegylik eldszor az iiresjaras esetét. Ekkor a szekunder végei nyitottak, azaz a
szekunderen nem folyik aram (i, (t) = 0). A primer tekercsen keresztiil folyik bizonyos
aram, i, (t) ( magnesezés drama vagy iiresjdarat drama ). Ha elhanyagoljuk a primer
ellenallasat (R;), akkor felirhatjuk, hogy:

iy’ (t)

dt
Ez az dram ®; (t) magneses fluxust hoz létre a transzformator magjaban:
do, (t)

ul(t) = NI T s

u ) =1L,

ahol N; a primer tekercs meneteinek szama.

Legyen a szekundernek N, szamu menete, ®; azonos a primer és a szekunder menetein
keresztiil ( nincs szort fluxus ), a szekundérben 1étrejovo ( indukalodo ) e.m.e.:

(] do. (t)d dd. (1)
- N, i = N, j

H™ a H dt
Mivel a szekunder tekercselésének irdnya olyan, hogy a rajta athalado @; (t) fluxus
negativ, ezért a szekunder végei kozott fesziiltség van jelen:

do; (t)
u,(t) = N, dt

A primer és szekunder fesziiltségek aranyba allitdsdval megkapjuk a tekercsek végein

jelenlévo fesziiltségek aranyat, amit a tokéletes transzformator elsé alapegyenletének is
hivnak:

u(® _ N,
u,(t) N,
Az N, /N, ardnyt a transzformator datviteli szamdnak (attételének) nevezzik.

2. A szekunder végeire (terheld) fogyaszto van kétve. Az egyszeriség kedvéért legyen ez
egy tiszta ohmikus ellenallas. A fogyaszton keresztiil i,(t) aram folyik, amely a magban

pétfluxust hoz létre, viszont, mivel a primer tekercs valtozatlanul az u,(¢) fesziiltségre
van kapcsolva (az u, (¢) -re felirt egyenlet tovabbra is érvényben marad), ezért a fluxus a
magon keresztiil nem valtozhat meg! Amikor a fluxus a szekunder aram hatdsara
véltozni kezd, a primeren i (t)-t6] nagyobb aram jelentkezik, melynek fluxusa pont
megsemmisiti az i,(t) aram fluxusat. 4 transzformadtorndl az energiaatvitel a primer
tekercstol a szekunder fele a transzformator magjaban keletkezd id6ben valtozo
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magneses tér €s az Ot kovetd (és a transzformator magja koriil jelen 1évd) indukalt,
idében valtozo elektromos tér segitségével” valosul meg.

Mivel elhanyagoljuk a szort fluxust, a primer potaramatol (i,' (t)) szarmazo6 fluxus
aranyos az N, i,' (1) szorzattal, a szekunder aramatol szarmaz6 fluxus pedig az N, i, (t)
szorzattal. Ez a két fluxus azonos intenzitasu, de ellentétes iranyu:

NLi,(t) = Nyjij' (1) ,
vagyis:
, (O TN,
Altalaban a potaram (i,' (t)) sokkal nagyobb intenzitast (er6sségii), mint a magnesezés
arama (i’ (1)), ezért a primer dssz d&rama megkdzelitden egyenlé a potdrammal:

(0 = PO+ =0 (1.

fgy a tokéletes transzformatorra felirhato, hogy:
L® _ N,

()~ N,

Az eddigi fejtegetés a primer oldal tetszéleges fesziiltségalakjara vonatkozott, vagyis a
primerfesziiltség tetszOleges valtozasara az idében. A tovabbiakban sinusos valtozasu
fesziiltségek ¢és aramok esetében fogjuk vizsgalni a transzformator mukodését, azaz linearis
tizemmodban.

] £> 2 14 12
— + 1 — M —
A+ -
U U D z, 1T R° * R ’
} i ; U L1 L2 U | |%e
] -
2 % 3]
1 2
b
(@ (b)
6.26. abra

A 6.26. abran az aram ¢és a fesziiltség referenciairanyait ugy jeloltilk meg, mintha a primer
oldal lenne a fogyaszt6, a szekunder oldal pedig a generator. A kolcsonds indukcid eldjelének
meghatarozasara szolgald pontoknak, és a 6.26.b abran feltlintetett &ramok referenciairdnyainak
alapjan a kolcsonds indukcid-egyiitthatd értéke negativ lesz. Tehat az egyenletekben M < 0
érvényes.

A transzformator alapegyenletei a 6.26b abran lathato helyettesitd kapcsolés alapjan:

;llll
Z,1,

21—

- ;1212
- ;2212

1<

, =

|

Ezekben az egyenletekben: Z,, = R, + jwl,,Z,, = R, + ja,,Z, = Z,, = jaM|.

* A primer és szekunder menetei abban az elektromos térben vannak, mely a benniik folyd aramoktol szar-
mazik, de az Amperaramokkal ekvivalens feliileti dramoktol is, melyek a mag feliiletén jelen vannak. Ezt az
elektromos teret nehéz meghatarozni, ezért az indukalt e.m.e.-t a magon athalado fluxuson keresztiil hatarozzuk

meg.
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6.4.2.1.A transzformatort helyettesité Theévenin-generator

Linearis tlizemmodot feltételezve hatarozzuk meg Thévenin ekvivalens generatorat,
amellyel a transzformatort helyettesithetjiik a szekunder kivezetéseihez képest. Theévenin
ekvivalens generatoranak e.m.e.-je egyenld a szekunder Tiresjarasi fesziiltségével. A
transzformator alapegyenleteinek alapjan:

Cc

jIM
_ o |u1

E =Z,1, =2, 7 <

—ckv (_z)ﬁresjératbm (1,=0) =21=

Thevenin ekvivalens generatoranak belsé impedancidja egyenld a 2 és 2' pontok kozti
impedanciaval, ha a generatorok ki vannak kapcsolva az aramkorben, azaz U, =0. Ebben az
esetben, ugyancsak a transzformator alapegyenleteibdl, a kdvetkez6t kapjuk:

Ou. O Z> Z.Z Z:

12 LfnEn T £p

— =2 = D
L "HILH 27z, 7 gz,

Ennek alapjan a szekunder végein jelenlévo fesziiltséget a kovetkezd alakban irhatjuk fel:
_ Ja)|M|U _ L2 Zy, -7,

=12 ]
22

QZ = Eekv - ZekVZZ

=1

1 le

6.4.2.2.A transzformator bemend impedanciaja

Ha a szekunder kivezeteseire Z — impedanciaji terheld fogyasztot kotink, akkor:
U,=U,=Z,1I,. A transzformator masodik alapegyenlete ekkor a kovetkezd alakot veszi fel:
Z.1,=2,1,-2,1,,
vagyis:
0=2,1 - (;22 + ;p)lZ'

Ebbdl aztan az |, kifejezve:

—_ ;21
lz _;224_;')_1'
1,-t behelyettesitve a transzformator alapegyenleteinek elsé egyenletébe a kovetkezot
kapjuk:
U, =21, - lez I, 2222211_2122"';1;211 I, .
Z,y +Zp Zy +Zp

Tehat a transzformator bemend impedancidja:

U, _ZxnZy _lez +Z,2,
Zbe -, =

ll ZZZ +Zp
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6.4.2.3.1dealis transzformator

Az idedlis transzformator egy olyan elképzelt transzformator, mely a kovetkezd
tulajdonsagokkal rendelkezik (az idedlis transzformator feltételei):

)R, =R, =0 (azazZ, = jal,.Z,, = jal,),
pontosabban szolva R, <<, és R, <<wL,, vagyis Z,, = jwL, ,¢és Z,, = jwL, .
Ez szavakkal annyit jelent, hogy a veszteségek (az ellenallasok) elhanyagolhatok).

2) M| = JL,L, (azaz a csatolasi tényez6 k = 1),
pontositva a feltételt k = 1, ami a csatolas szoros voltara utal.

3)L,,L, - o (azaz a primer ¢és szekunder tekercsének nagyon nagy
szaml menete van, igy a fluxus a transzformator magjaban
nulldhoz tart),

pontositva ¢és mas szavakkal: a tekercsek reaktanciaja sokkal nagyobb, mint a
transzformatorokhoz csatlakozé (terheld) impedancidk reaktancidja (latszolagos
ellenallasa).

Ezek a feltételek nem valdsithatok meg teljes mértékben az elektrotechnikai gyakorlatban.
Nagytranszformatorok esetében viszont az 1.) és 2.) feltételek jo kozelitéssel kielégitettek (az
ilyen transzformatorokat nevezziik tékéletes transzformatoroknak).

A nagy teljesitményi transzformatoroknal:

- a tekercsek hatasos ellenallasa 0,01Q nagysagrendi,
- a tekercsek meddo ellenallasa 100Q nagysagrendd,
- a csatolasi tényezo k=10,99.

Mikor a masodik feltétel teljesiil (k = 1, illetve k = 1), akkor L, aranyos N -el, L, aranyos
N;-el és M ardnyos az NN, szorzattal (azonos ardnyossagi tényezdvel). Jeldljiik az aranyossagi
tényezot L -el (L., - a tekercs egy menetének onindukcios egyiitthatojat jelenti), ekkor:

LI = Lmean2 4 L2 = LmenNZ2 > |M| = LmenNINZ *

Ebben az esetben a szekunder oldal iiresjarati fesziiltsége a

L—Jl Jd'v” jw‘meanNZ —- N2
(L_Jz)ﬁresjératkan (1,=0) - ;2111 - ;21 ;11 - J(lll gl - jﬁlmean i N_IL_JI 5
kifejezés irja le, vagyis:
Y N
(L_J2 ) iiresja rattan N 2

illetve eljutottunk az idealis (tokéletes) transzformator elsé alapegyenletéhez. Ez a
kifejezés alkalmazhat6 a jomindségli ferromagneses maggal rendelkezd valds transzformatornal
is.

A mésodik feltétel (k = 1, illetve k = 1) teljesiilése miatt Z,,Z,, = Z;, = 0, ezérta
transzformator bemeneti impedancidja:
L, Zien
e, +Z)7
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Ez a kifejezés, az eldbbihez hasonldan, jol alkalmazhatdé a mindséges ferromagneses
maggal ellatott valos transzformatorokra is.

Az idealis transzformatorra (6.27. 4dbra) az els6 és masodik feltétel mellett a harmadik
feltétel is teljesiil, ezért a Thévenin ekvivalens generatoranak meghatarozasakor felirt szekunder

fesziiltség kifejezése tovabb egyszeriisiil (hiszen Z,,Z,, —=Z,, =0):

_ jam| N,
uz - Jw—l Q1 - N1Q1>
vagyis:
U _ N
u, N,
Vegyilik észre, hogy itt nem az
liresjarasi fesziiltség szerepel a kifejezésben. 14 Io=nlq
— > n % -

Figyelembe véve, hogy a terheld

+ ) ) +
impedancidra érvényes a |;p| << |;22| Zbe = 12Zp 31 Zz=% .
. . L — p
feltétel, a  transzformator masodik l l
alapegyenletébdl kovetkezik, hogy: ° edlis transzformét'or
L _ N,
1, TN, 6.27. 4bra

Az idealis transzformator bemeno
impedanciaja figyelembe véve, hogy |;22| >> |;p| ésa’Z, /2, = (NI/N2)2 helyettesitést
alkalmazva:
Z,. = ﬁl\\:—lﬁz =n’Z
S be o Zp
2

ahol n = N,/N, a transzformator attétele (atviteli szadma).

6.4.2.4.A transzformator altalanos helyettesité sémaja

A valos transzformator tobbfajta helyettesitd sémaval abrazolhaté (T-séma, vagy mas
nevén T-tag, [[-séma vagy [][-tag) A helyettesités lényege abban van, hogy a helyettesitd
vazlatra (sémara) felirt alapegyenletek, valamint a bemeneti és kimeneti karakterisztikak
megegyezzenek a helyettesitett

r 114 . r . l’z I
transzformator megfeleld ismérveivel. 1 1>

Gyakran hasznalatos a 6.28. 4bran $+— o ? —1" s 3 -
£11, £12, []Z
£p

bemutatott helyettesité séma is, amely egy U U
négypolust és egy m atvitellel bir6 idedlis ! Z2 IZ Iz
transzformatort  tartalmaz  (4ltaldnos .
esetben M nem egyenld az eredeti trar;‘i‘;‘?;'fmétor
(helyettesitett transzformator attételével, 6.28. abra
n-nel).

Az idedlis transzformator egyenletei:

~ ma

1, =ml,.
A téglalappal abrazolt &ramkor (négypolus) egyenletei viszont:
u=2z,1,-2,1

Sl T el
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U,=Zyl,~Zyl,
Behelyettesitéssel a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

Z'

Ql :anl _71212=
Z Z

U, =22 -2,

Ezen egyenletek Osszehasonlitisa a transzformator alapegyenleteivel a kovetkezd
kifejezéseket adja a négypolus paramétereire:
! —_ ! — ! —_ 2
;12 - ;21 - m;m ;22 =m ;22'
Az igy, karakterisztikdiban megkapott négypolus aztan tovabb helyettesithetd akar T, akar
[]-taggal.

6.4.2.5.Autotranszformator

Az autotranszformator a transzformator kiilonleges fajtaja egy tekerccsel ¢és
csuszoérintkezdvel (6.29.a abra). Az autotranszformator helyettesitd véazlata a 6.29.b abran
lathato.

6.29. abra

A 6.29.b abran lathat6é séma szerint az autotranszformator egyenletei a kovetkezok ( az
abrardl jol lathato, hogy M > 0):

U, =R +jol)I, +(R, + jel, NI, -1, )+ jeoM (I, - 1, )+ jeM I,
U,=juMI, +(R2 +ja12)(1, _12)

Rendezés utan az egyenletek a kovetkezo alakot kapjak:

U, =[R +R, + jo(L, + L, +2M )|, = [R, + jeo(L, + M )1,
U,= [Rz +jw(L2 +M)]11 _(Rz +ja12)12

Ha a kovetkezo helyettesitéseket alkalmazzuk:
Z, =R +R +jaL, + L, +2M),

Z, =R + j‘*('—z + M)’
;22 = Rz + j(‘j—zv

akkor a fenti egyenletek a transzformator alapegyenleteit adjak.
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Az autotranszformatorokat altalaban ferromagneses maggal készitik, ezért M 0O /L, L, és
a tekercsek hatasos ellenalldsa elhanyagolhatdé a meddd ellenéllasukhoz képest. Ebben az

esetben:
z, Ojo(L+ L, +2M) OjeL,+ L, +2/LL,),

Z, Dj(‘(l—zﬁ'\/l—ll—z)’ Z,, Ojod, .

Mivel ekkor L, = L, N7 és L, = L__N;,ezért:
z, O jaL,.(N+N,)" Oja,, N2,
Z,, O joL,,(N;+ NN,) O jal,,N,N
;22 I:l w—mensz °

men

Amennyiben ezeket az értékeket behelyettesitjiik a 6.4.2.1. pontban levezetett Thévenin
ekvivalens generatordnak e.m.e.-jének képletébe, akkor a kovetkezdt kapjuk az atviteli szam
(attétel) értékére:

I

EUI D g=i— ﬁ
Eazﬂ <y, N,
A csuszo érintkezd elmozditasaval tehat az autotranszformator attétele (n = N/N,) széles
tartomanyban mozog. Ha elhanyagoljuk a szort fluxust és a magnesezési aramot a tekercsen

keresztiil, akkor az aramerdsségek aranya a primer és a szekunder tekercs kivezetésein
megkozelitdleg az:

L N,
= |:|_
1, N

értéket adjak.

6.4.3. REZGOKOROK

6.4.3.1.Egyszerii (soros) rezgokor

Egyszerii rezgdkor alatt ellenallas, kondenzator €s tekercs soros kapcsolasat értjiik (6.30.
abra). Az ilyen kapcsolast gyakran soros rezgokdrnek is nevezziik.
Ismert R, C és L értékekrevalamint a gerjesztés

(U =U €’*) ismeretében az érdekel benniinket, hogy + U+ U+ U
miként valtozik az | dramerdsség és az U ,, U .meg _— | ” | ~
U,, fesziltségek, ha véltozik a gerjesztés 1 T R C Ueyel® :
N u=
korfrekvencidgja (w). Az éaram komplex effektiv < >
| = g = U. = H g-le
- Z Ze® Z

Z impedancia abszolut értéke (Z) és argumentuma (@) a kovetkezd kifejezések altal

szamithato ki:
Z = . R*+ @L - Lﬁ
= «<H’
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1
(AL -
wC
R b
aminek alapjan az aramkorben folyd dram effektiv értéke:
U

U
g
wC
a fesziiltség és az aram kozti faziskiillonbség pedig:
0-v=0-(0=9.
Mivel az aram komplex effektiv értékének | = 1e'¥ az alakja, 6sszehasonlitva ez utobbi
kifejezést a 6.30. dbran levo rezgdkor aramara felirt kifejezéssel, azt kapjuk, hogy Y = —@. Az

aram effektiv értékenek és kezdofazisanak korfrekvencia-fiiggése a 6.31. abran lathato.
Az aramkoron keresztiil az aram

@ = arctan

legnagyobb  effektiv =~ értéke a URsp - - - - - - Nt w2 e
kovetkezd korfrekvencian van (az L\ Ro \
aram effektiv értékének  url o/ L~ "N,
kifejezésébdl): url- LS LR §E§EEEEE;\ -
1 |

b= e =0 ; S BN

melybdl: @ @
w0 = 6.31. bra
*JLe
Ezen a korfrekvencianal a legnagyobb az aram effektiv értéke (I = U/R) az dramkorben.

Az uy korfrekvencidt, melynél rezonancia jon 1étre rezonans korfrekvencianak nevezzik. wy

korfrekvencianal az aram ¢és fesziiltség faziskiilonbsége egyenld nulldval. A rezonans

korfrekvencia alatti korfrekvencidkon a soros rezgdkor kapacitiv, felette pedig induktiv jelleg.
Mivel

ezért:

" am/LC

Az fy frekvenciat rezonanciafrekvencianak illetve sajdtfrekvencidanak nevezziik.
Hatarozzuk meg a fesziiltség komplex effektiv értékét az ellenallason, a kondenzatoron és
a tekercsen, rezonans korfrekvencian:

U

U, = X0 = jel g -

A kondenzator és tekercs végei kozott tehat a 4

fesziiltségek nem egyenldek nullaval (mint ahogy az a
fenti egyenlet-harmas elsé egyenletébdl elsé pillanatban

tlinik), viszont e két fesziiltség dsszege valdban nullaval 2 S, RY s

egyenld (6.32. dbra). Ezért ezt a fajta rezonanciat gyakran -/ g " tengely

fesziiltség rezonancianak is nevezziik.

A 6.32. abra az egyszerl rezgOkor fesziiltségeinek Uc=-UL

¢s aramanak vektordiagramjat (fazordabrajat) szemlélteti.

|—

6.32. abra
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A kondenzator és tekercs végei kozti fesziiltségek lehetnek nagyobbak, sot sokkal
nagyobbak U fesziiltségtdl, melyre az aramkort kapesoltuk. U, és U . értékeit ebben az esetben

tulfesziiltségnek nevezziik.
Ha a rezgdkor nem a rezonanciafrekvencian miikddik, akkor felirhatjuk, hogy:

O O O O
- =lf® - Hop g2 -
wC 0w, wlLCO w, owid

A zardjelben 1évo kifejezés az el6z6 egyenletben a rezgdkor lehangoltsaganak a
definicidja:

fgy az impedancia abszolut értékét és argumentuméat a rezgdkor lehangoltsaganak
fliggvényében a kovetkezd alakban irhatjuk fel:

z _ E@OL g , ﬁgoL H
— =,]1+ r és @ = arctan rg
R R R

A rezgokor egyik jellemzé nagysaga a
sdvszélesség. Ha az w=wy, akkor az dramerdsség a
korben maximalis. Legyen wy; és w, az a két

korfrekvenciaamelyen az aramer0sség V2 -ed része
a maximalis 4ramerdsségének. Masszoval a

I
I
-
I
1
r 4 7 . . . 1
savszélesség az a  korfrekvencia-intervallum, |
1

|
amelynek hatarain az aramerdsség V2 -ed része a Y1)/ p=w/0g
maximalis 4ramerdsségének (amely az w=wy P11 P2 g
korfrekvencidn mérhetd a soros rezgdkorben).

6.33. ab
A 6.33. édbra alapjan 1, = L_,O/\/E, azaz abra
1, /1e = V2, és tudjuk, hogy:
| =Y
LYAN R

és

v
-

YT

U

| v

fo. - R -2 1+Em*Lrﬁ

l, YU R R
z

kifejezésbdl az hamozhaté ki, hogy a korfrekvencidk, melyek a rezgdkor savszélességét
hatarozzak meg, a kdvetkez6 egyenletbdl szamithatok ki:

wOer“"OLHﬂ_&H=i1
R R w, wQ

|
€
g_
o)

Tehat az

0

Szemmel lathatd, hogy a savszélesség fligg az w,L/R hanyadostol. Amennyiben ennek a
tényezonek az értéke nagyobb, a rezgdkdr savszélessége kisebb €s forditva. A gyakorlatban a
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keskeny savszélességli rezgékorok elballitasara torekednek, az w,L/R hanyados pedig a
rezgokor josdagi tényezdje néven ismert. Altalaban Q-val szokas jeldlni:

—_— wOL
Q R
Amennyiben megoldjuk a
W _G 4
o w

egyenletet, amely mint latjuk masodfoku egyenlet 1
w szerint, a kovetkezd gyokoket kapjuk: 0.707
W, =2t 14 12 oo

20 410

Innen aztan konnyen irhaté az 0sszefliggés a
rezgokor savszélessége Aw ¢€s josagi tényezdje
(Q) kozott: Ezt az Osszefiiggést szemlélteti 6.34. 4bra
grafikusan a 6.34. abra.

w
Aw=w -w, =—

6.4.3.2.Parhuzamos rezgokor

Egyszerli antirezgdkor (vegyes parhuzamos rezgdkor) alatt ideélis kondenzator és valos
tekercs parhuzamos kapcsolasat értjiik. Az ilyen kapcsolast gyakran (vegyes) pdrhuzamos
rezgokornek 1s nevezziik. Mivel minden valds induktiv tekercsnek bizonyos ellenallasa is van,
ezért a 6.35. dbran lathato valds antirezgokort fogjuk kivizsgalni.

Hatdrozzuk meg a k6zos 4g aramanak ( | ) komplex
effektiv értékét: e A —

| :L i llZ

= s
Zpe

ahol Z,; az A és B pont kozti ered6 impedancia. A 6.35. N

abra szerint: R
1 1 ] — ] '
= - + Juﬁ = —R J(d_z + Juﬁ B
Zy R+ jwb R? + (wl_) 6.35. dbra

Az esetek tobbségében R << @l , tehat az el6z06 egyenlet a kovetkezoképpen alakul:
1 R . 1
= -+ jﬁ,\ﬁ - —H .
Zpg ((d_) wL
Ennek az egyenletnek a jobb oldala akkor valds, ha 1/el = @, vagyis ha U fesziiltség
korfrekvenciaja:

W, = ——.

JLe
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Ezt a korfrekvenciat a megfigyelt parhuzamos rezgdkor antirezonans korfrekvenciajanak
nevezziikk. Magét a jelenséget, vagyis a parhuzamos rezgdkor miikodését az wy frekvencian
antirezonancianak nevezzik. Ilyenkor a k6z0s 4g aramanak erdssége megkozelitben minimalis
(ellentétben a rezonancia esetével, mikor az &ramerdsség maximalis). Az antirezonanciat
gyakran dram rezonancianak is nevezzik.

Az aram komplex effektiv értéke antirezonancia esetében:

| = R

T (W)

Az el6z0 egyenlet alapjan megallapithatjuk, hogy antirezonanciandl a tekercs aganak
ellenallasat (a vegyes parhuzamos rezgokor ellenallasat) leképezhetjiik parhuzamosan kotott
ellenallasba az aramkdrben (6.36. dbra):

—_ wOZ L2

R, = ==

Az igy kapott rezgdkort (az R,
ellenalassal rendelkezot a 6.36. abra jobb
oldalan) tiszta parhuzamos rezgékornek is
hivjak. A vegyes parhuzamos rezgdkor

admittancia egyenletében az R/ ((,ooL)2 6.36. 4bra
hanyadost G, = 1/R_ -vel helyettesitve az

admittancia-kifejezés alakja:
(- to e L
Z wL

Hangsulyozni kell azonban, hogy az Osszes tovabbi kifejezés, amelyben G, vagy R,

szerepel csupan az antirezonandns korfrekvencia kozelében érvényes, tovabba azt is tudni kell,
212

hogy az R = wOR helyettesités csak az R, >> oL, tovabba R << oL feltételek érvényessége

p
mellett jogos (természetesen csak az wy kozelében) Ezutan felirhatjuk a fesziiltség effektiv

értékét (amibol a latszolagos - az impedancia abszolut értéke olvashatod ki) és a ¢ kezddfazist
(ami nem mas, mint az impedancia szoge: tudjuk azonban azt is, hogy a ¢ =¢v ):

U= ! ,
e Af
wl
8-y = o, vagyis
1

0= —arctanG—wL (oo = (n)o) .

A}
Y

Ezek az egyenletek azonosak mint a soros rezgdkor esetében kapott egyenletek, csak a
fesziiltség és az aram felcserélte a helyét és impedancia helyett itt admittanciank van. Az utébbi
kifejezésbdl az is kideriil, hogy az antirezondns korfrekvencia alatti korfrekvencidkon (w<wp) a
parhuzamos rezgdkor induktiv, felette(w>wp) pedig kapacitiv jellegii.

Ha a tiszta parhuzamos rezgdkdr nem az antirezonans korfrekvencidn, hanem annak
kozelében dolgozik, akkor felirhatjuk, hogy:
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1 g 1 0O g g
W - — = 0, CO - 0= w,COo -2
wL w, wwlLCO o, w0
ahol a zargjelben 1€vo kifejezés a soros rezgdkornél megismert lehangoltsagot képviseli. Az
admittancia felirva a rezgékor lehangoltsaganak fliggvényében, a lehangoltsag (r) jele mellett
felfedezhetjiik a tiszta parhuzamos rezgdkor josagi tényezojét:

L 1+H‘°Lcrg.

G, 0G, O

A tiszta parhuzamos rezgokor (egyszerii antirezgdkor) josagi tényezdje tehat:
w,C

Q=2

p

Mivel @,C = /(@) és G, = IR, = R/(w,L)’, ezért a josagi tényezdt felirhatjuk a

vegyes parhuzamos rezgdkor elemeinek a fliggvényében is. A josagi tényezd igy a soros
rezgokornél megismert alakot veszi fel:

0 = w,Cw, L _ @l .

R R

A josagi tényezo értéke, altalanosan szélva (a rezgdkorok esetében), hozzavetdlegesen azt
a rezgésszamot jelenti, amelyet a magarahagyott rezgékor még képes elvégezni. A sdvszélesség
szamitasanak kiinduld egyenlete, itt a parhuzamos rezgOkor esetében teljesen megegyezik a
soros rezgdkdrnél megismert egyenlettel, igy az eredmény sem lehet mas. A josagi tényezo ¢és a
savszélesség viszonyat ezek szerint a soros rezgdkornél megismert dsszefliggés adja:

W
Aw=w -w, =—

0
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6.5.Haromfazisu rendszerek

6.5.1. ALTALANOS FOGALMAK A POLIFAZISU RENDSZEREKROL

Eddig olyan aramkorokkel foglalkoztunk, amelyekben csak két kivezetésii (két polusu)
generatorok szerepeltek. Az elektrotechnikaban, féleg az energetikaban gyakran tobbkivezetési
generatorokat hasznalnak. Az ilyen generatort ugy képzeljiik el, hogy a semleges kivezetése
mellett (mely altaldban foldelve van) még m szdmu kivezetése van (6.37. abra), melyek egy
pillanatban mas és mas potencidlon vannak. Azokat a véltakozd fesziiltségli generatorokat,
melyeknek tobb kivezetése van tobbfazisu
illetve polifazisu generatoroknak nevezziik.

Az N-nel jelolt kivezetés a nulla vagy POLIFAZISU GENERATOR
semleges kivezetés. Az A, B, C,..., M-mel jelolt

kivezetéseket roviden fazisoknak nevezzik, a
fesziiltség frekvencidja minden fazis esetén
egyforma. Az Ua, Ug,..., Uu-mel jelolt "'””I_"N I 1B 1C eee AWM
fesziiltségek a fazisfesziiltségek. Az Upg,
Usc,.., Uwa-val jeldlt fesziiltségek a R as E Uscle Yom
vonalfesziiltségek illetve dsszetett fesziiltségek. L Uac Uue +

Ug és Ua, Uc és Ug stb. fazisfesziiltségek < P >
kozti faziskiilonbség egyforma és —271/m -mel PP Uvia 3
egyenld (m a fazisok szama), a feszilltségek Us  +h Usu
amplitiddja pedig azonos nagysagu. Az ilyen < pid >
generatorokat szimmetrikus polifazisu 6.37. 4bra
generdatoroknak nevezziik. T

A polifazisu rendszer fazisai
(fazisfesziiltségei):

2m _;2nd - J—L"(m_l)
m

U,=U,e" U, =U,e ", U =U,e ™, . U,=U,e
A fazisfesziiltségek vektorai egymastol 21/m szoggel térnek el. Az €l6z8 kifejezésekbdl
lesziirhetd, hogy:
U, +U,+Uc+..+U, =0
A vonalfesziiltségek ekkor a kovetkezo kifejezésekkel adottak:

Upe =U,—Up = _AH - e-j%H
O O
Use = Ug - U, =U,H-¢"n0
O O
Um =Uy —U, = QMEll = e_j%nlj
O O

A monofazisu fogyasztokat kapcsolhatjuk fazis- vagy vonalfesziiltségre. Gyakran viszont a
fogyasztokat is m kivezetéssel és a semleges kivezetéssel gyartjak. Az ilyen fogyasztokat
polifazisu fogyasztoknak nevezziik.

Az olyan halozatokat, melyekbe polifazisu generatorok és fogyasztok vannak kapcsolva
polifazisu halozatoknak nevezzikk. A polifazisi rendszerek koziil a hdromfazisu rendszereket
hasznaljak leggyakrabban. A polifazisi rendszereket, az elektromos energia szallitdsara, Nikola
Tesla fedezte fel és 1887 - 1888.-ban szabadalmaztatta.

A tovéabbiakban a haromfazist rendszerekkel foglalkozunk.
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6.5.2. ALTALANOS FOGALMAK A HAROMFAZISU GENERATOROKROL

A haromfazisu fesziiltségek eldallitdsara haromfazisti forgd generatorokat haszndlnak,
melyek csak annyiban kiilonboznek a monofazisi forgd generatoroktol, hogy az allorész
véjataiban egy tekercs helyett harom tekercs van (6.38. dbra). A forgorész egy magnes (altalaban
elektromagnes, melyet cstiszo érintkezOkon keresztil taplalnak idoben allandod fesziiltséggel),
mely forgasa kozben az allorész tekercseiben fesziiltségeket indukdl. Az allérészben indukalt
fesziiltségek azonos amplitudojuak, fazisuk pedig —271/3 -mal van eltolodva.

Ha E-vel jeldljiik a tekercsekben indukalt fesziiltségk
(e.m.e.-k) effektiv értékét, akkor Ea, Eg és Ec (6.39. dbra)
komplex effektiv értéke:

E,=Ee",
_j2m

Eg = Ee °,
_j4m

E. =Ee °

A haromfazisi generatornak elvben hat kivezetése
lehetne (ennyi kivezetése van a harom tekercsnek), hogy
ezutan hat vezeték segitségével kossik a kiilonbozo
fogyasztokat a generatorra. A gyakorlatban viszont ezek koziil
né¢hanyat rovidre zdrnak mar a generatorban, vagy rogton a
kivezetéseknél, ugyhogy a generatorbol csak harom vagy négy
vezetéket kell kivezetni.

A héromfazisi generator tekercseit leggyakrabban =
csillagba kotik (6.40. abra). A harom tekercs kozos pontjat,
mely N-nel van megjeldlve, csillagpontnak nevezzik. A
csillagpontra kapcsolt vezetdt nullvezetéknek vagy nullanak pors

T

nevezzilk. A tobbi hirom vezetdt fazisvezetéknek vagy

fazisnak nevezzik. A fazisokat A, B és C-vel jeldljiik, igy a Ea
fazisfesziiltségek:
, _j2m _jém
QAszeJ()aQB:Ufe *,Ue =Upe Es
6.39. 4bra

A vonalfesziiltségek:
Up =Ua —Ug, Uge =Ug = U, Uy =Uc —U,

A T+ T'l'
TA Uas
vl }
Us Uca
n Je
B 4+
Usc
c N + N
6.40. abra

Hatdrozzuk meg, hogy mekkora az U vonalfesziiltségek effektiv értéke az Us fazisfesziiltségek
effektiv értékéhez viszonyitva a 6.41.4bra alapjan:
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U e v
2

2 = (:osE , = (:osE . E = U; cos—
U, 6 U 6 2
U = 2U; g , vagyis

U =4/3U,

A varosi elektromos halozat esetében a
fazisfesziiltségek effektiv értéke 220V, az ennek
megfeleld vonalfesziiltség 380V. A szimmetrikus
haromfazisu halézat nominalis fesziiltsége alatt az U
vonalfesziiltség effektiv értékeét értjik. A varosi haromfazisti elektromos halézat névleges
(nominalis) fesziiltsége tehat 380V.

Nagyon ritkdn a haromfazisu generator tekercseit haromszogbe kotik, mint a 6.42. abran
lathato. Az ilyen kotés f6 hianyossaga, hogy nem teszi lehetévé mindegyik tekercs egyik
végének foldelését. A vonalfesziiltségek ilyen kotés esetén egyenldek a tekercsek végei kozti
fesziiltségekkel. Mivel nullvezeték nincsen, ezért a fazisfesziiltségeket nem lehet definialni.

6.41. abra

6.42. abra

6.5.3. AFOGYASZTOK HAROMFAZISU GENERATORRA VALO
KAPCSOLASA

Az alacsonyfesziiltségli haromfazisi vezetéknek négy vezetéke van (harom fazis vezetek €s
a nullvezeték), mig a magasfesziiltségli haromfazist tavvezetéknek csak harom fazis vezetéke
van (6.43.a 4bra).

Minden vezetéknek van sajat impedancidja, mely a vezetok kozti kolesonds indukciotol
fiigg. Mivel a vezetékek nem szimmetrikusan vannak felhelyezve, az impedancidk nem lennének
egyformak, ha a vezetékek az egész tavvezeték hosszdban egyformdn helyezkednének el. A
generator mindharom fazisanak szimmetrikus terhelése érdekében a haromfazisu tavvezetéknek
is szimmetrikusnak kell lennie, azaz mindharom fazisvezetéknek azonos impedanciaval kell,
hogy rendelkezzen. Ezt a gyakorlatban tgyérik el, hogy a vezetékeket, hozzavetdlegesen azonos
tavolsagokon keresztezik (6.43.b abra).

Az aramerOsség a fogyaszton keresztiil attol fiigg, hogy fazis- vagy vonalfesziiltségre
kotjiik-e a fogyasztot (a 220V fazisfesziiltségre eldiranyozott ¢€gdé kiég, ha a 380V-os
vonalfesziiltségre kapcsoljuk).
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[

A B

A B C A
C A B C
(@) (b)

6.43. abra

A fogyasztd6 haromfazisti rendszerre valdé kapcsoldsanak modja tobb tényezotol fligg.
Legfontosabb tényezd a fogyasztd teljesitménye. Ha a fogyasztd kis teljesitményli, akkor
fazisfesziiltségre kotjiik, ha nagy teljesitményii és fazisfesziiltségre kotjlik, akkor az aramerdsség
a vezetékeken nagy lesz, igy a veszteségek is jelentdsek. A nagyteljesitményii fogyasztokat
harom illetve négy kivezetéssel késziilnek (hdaromfazisu fogyasztok). A fogyasztok haromfazisu
taplalasi rendszerre vald kapcsolasanak példai a 6.44. dbran talalhatok

alf———
..M”#

Z>WO0

..||||||_.

ol Lol Lol | i,

6.44. abra

Habar a nullvezeték foldelve van, altalaban mégis valamilyen potencidlon van a f6ldhoz
viszonyitva (ha aram folyik rajta keresztiil, akkor fesziiltség is jelen van a f6ldhoz viszonyitva,
mivel barmilyen kicsi is az ellenallasa a vezetéknek, az mégsem egyenld nullaval).

A haromfazisu fogyasztokat legtobbszor harom azonos, kétkivezetésii elembdl készitik,
melyeket a fogyaszton beliil vagy csillagba vagy haromszogbe kotnek. Az ilyen haromfazisa
fogyasztokat szimmetrikus fogyasztoknak nevezzik.

Ha minden haromfazisu generatorra kapcsolt fogyaszté szimmetrikus haromfazisa
fogyaszto lenne, akkor a generator mindharom tekercse azonosan lenne leterhelve, mint ahogy
minden fazisvezeték is. Az elektromos energia eldallitdi szamara ez a legkedvezobb lizemmod az
egész rendszerben. Azonban lehetetlen minden fogyasztot szimmetrikusan elkésziteni. A halozat
szimmetrikussa tételét, a monofazisi fogyasztok harom fazisra térténd minél egyenletesebb
elosztasaval érik el. A nagyteljesitményii fogyasztoknal pedig kdvetelmény, hogy haromfazistiak
¢s szimmetrikusak legyenek.

6.5.4. A SZIMMETRIKUS HAROMFAZISU RENDSZEREK KIVIZSGALASA

A gyakorlatban mindig a haromfazisi generatorok szimmetrikus megterhelésére
torekednek, néha viszont az aszimmetria nagyon kifejezett. Ekkor a haromfazisu rendszerre azt
mondjuk, hogy aszimmetrikus. Most a szimmetrikus haromfazisu rendszerek kivizsgalasaval
foglalkozunk.
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6.5.4.1.A fogyasztok csillagkapcsolasa

A haromfazisu generatorok tekercsei szinte kivétel nélkiil csillagba vannak kotve. A
fogyaszto viszont lehet csillagba is és haromszogbe is kotve. El0szor figyeljiik meg a fogyasztok
csillagkapcsolasat (6.45. abra).

pldjqk meg  az arerlmkort, a Ea . Z, A 2 a2z
csomodponti potencidlok moddszerével! o 1 1 —{ 1
Mivel csak két csomopontunk van, N ¢€s Es ~ + Z; B ze 18, m Z
N' (a hurokaramok modszere szerint J — — —
. Lo E z zi _dc CZ
harom egyenletet kellene felirni, igy csak —°O+ — = . =
egyet !). I
N Zn «— N
| I =
Legyen Yéssz = s =
Lo+ i+ 2 6.45. dbra

ekkor:
Vi (Yo +3Y5.) = ExYe, + EgYs + Ec

mivel E, + E; + E. = 0.

<
I
S

—0ssz

Tehat, a csillagba kotott szimmetrikus haromfazisu fogyaszto csillagpontjanak potencidlja
megegyezik a generator csillagpontjanak potencialjaval. ez azt jelenti, hogy a nullvezetékben
nem folyik aram. A fazisaramok igy egyszerlien irhatok:

I —_ EA I —_ EB I —_ EC
A= s B — > 1c —
Zéssz Zéssz Zﬁssz
2T 2n
E i - -t
= _=A -l - 3 - 3
lA - e s lB - lA € ’ lC - lB €

Z

=0ssz

ahol

Osszegének argumentuma.
Megterhelés mellett a generator kivezetésein mérhetd fazisfesziltségek:

Uy =Es—-Zly, Ug = Eg =215, Uc = Ec - 21

Z

—=0ssz

a Zg, Zr és Z impedancidk Osszegének abszolut értéke, @ pedig az impedancidk

A fazisfesziiltségek értékei a fogyasztod kapcsain:

Uy =21y, Ug =215, U, =2l

Ebbdl a haromfazisu vezeték fesziiltségesése a vezetékeken:

U =Va—Va=U,-U, =21,
QBB' = Zle B
Uee = Z¢le .

A csillagba kapcsolt szimmetrikus haromfazisa
rendszer tehat nagyon egyszerlien analizalhatd: csak egy
fazis dramerdosségét és fesziiltségét hatarozzuk meg, a tobbi
daram és fesziiltség a megmaradt két fazisban csak fazisban
tolédik el 2T/3-mal és 4TM/3-mal a meghatdrozottakhoz
képest.

A 6.45. éabran lathaté szimmetrikus hdromfazisi
rendszer aram- ¢s fesziiltség-vektordiagramja (fazordbraja)
a 6.46. abran talalhato.
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6.5.4.2.A fogyasztok haromszog-kapcsolasa

A fogyaszté harom elemén keresztiilfolyd aramerdsségét itt, a szimmetrikus haromfazist
fogyasztd haromszdgkapcsolasa esetében a vonalfesziiltségek segitségével hatarozhatjuk meg
legegyszeriibben (6.47. abra):

| = Yse oy A
g , lac , loa
Z Z Z

Ezeket az aramokat egyszeriien Osszetett aramoknak nevezziik.

Eane  (Zo A N A
U | S ® Rl
zl 1l 1as TLC'A'
EB ~ + Zg B zi 18, =
O | SN | e B‘ Z
Z Igc
Ec Zg C z; _dc ‘ljl'
e G =
\J | S | | S | C'
N Zn
- | p— |
1 )
6.47. abra

A fogyasztok helyén a vonalfesziiltségeket legkonnyebben ugy hatarozhatjuk meg, hogy a
haromszoget csillagga alakitjuk at. Az Osszetett d&ramok lathatéan szimmetrikus dramrendszert
alkotnak. A fazis dramok:

1A Lag = lon s Ig lgc = lap s I loa = lgeo
Az Osszetett aramok ¢€s a fazisaramok vektordiagramja (fazorabraja) a 6.48. dbran lathato.
Jeloljiik az Osszetett aramok effektiv értékét | -vel, a fazis aramok effektiv értékét pedig I -fel.

FEkkor:

A szimmetrikus  haromfazisu — fogyasztok
megoldasat mindig egy fazisra valo visszavezetéssel
végezziik.

6.48. abra

6.5.5. A HAROMFAZISU FOGYASZTOK ES GENERATOROK
TELJESITMENYE

A haromfazist fogyasztok alapjaban véve monoféazisu fogyasztok specidlis kapcsolasai.
Ezért a teljes fogyasztd pillanatnyi teljesitményét a haromfazisu fogyasztot alkotdé monofazisu
fogyasztok pillanatnyi teljesitményének Osszegeként kapjuk meg. Csak a szimmetrikus
haromfazisu fogyasztok esetére szoritkozunk.

Legyen U, a fogyaszt6 elemeinek vége kozti fesziiltség effektiv értéke, 1, pedig az ezeken
az elemeken atfolyo aram effektiv értéke. Egyenlére mellékes, hogy a fogyaszto csillagba vagy
haromszogbe van-e kapcsolva. A fesziiltség és az dram kozti faziskiilonbség @-vel egyenld (@az
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impedancidk argumentuma, melyekbdl a haromfazisu fogyasztot dsszeallitottak). Tételezziik fel,
hogy Uy fesziiltség kezd6fazisa nulla! A haromfazist fogyaszto teljesitményének pillanatnyi
értéke ekkor:

P(t) = Uy, (1) 15,(1) + U, (D)5, (1) + u, () i),
ahol:

u, () = \/EUp cosax , i, (1) = \/Elp cos((d - qp) ,

u, () = \/EU,, COSEM - 2?“@ i (1) = \/Elp Cosﬁm - 2?" - qﬂ ,
Uyt = x/EUp cosgm - 4%@ , (1) = ﬁlp cosﬁ;l - 4?1-[ - (pﬁ .

A fenti egyenletek alapjan:
u, (®i, ) = 2U,1, coswt cos((nt - qp) .
Mivel

1
cosa cosP = 5 [cos(a + B) + cos(u - B)]
a fenti egyenletet a kdvetkezo alakban is felirhatjuk:
Uy (D, (1) = U1, cos@ + U, I, cos(2a — )
Hasonldan az el6zdekhez:

i 4Tt
U, ®i,t) = Ul cos@+ Ul COSHZM - 3 - o,

U i(®) = U,1, cos@ + U, 1, cosfhaa - 8?“ - off.

A fogyasztd pillanatnyi teljesitménye (mivel a harom egyenlet masodik tagjanak Osszege
egyenld nullaval):

p(t) = 3U 1, cos@

A szimmetrikus haromfazisu fogyaszto teljesitménye allando, azaz nem fiigg az idotol.

Ha a haromfazisu generator teljesitménye allando, akkor a forgatdsdhoz sziikséges
teljesitmény is allandé lesz. A generator siman és nyugodtan dolgozik, ami nem érvényes a
monofazisu generatorok esetében.

A haromfazisu fogyasztot alkotdé harom elem teljesitménye idében nem allandé. Minden
elemre definidlhato hatdsos ¢s meddo teljesitmény.

A fogyaszt6 hatdsos teljesitménye (P) alatt értjiik a fogyasztdo teljesitményének
kozépértékét egész szamu periddusido alatt, meddo teljesitmény (Q) alatt pedig a teljesitmény
azon részének amplitidojat, mely a fogyasztd és az adramkdr tobbi része kozti energiacsere
gyorsasagat irja le.

Ha mindharom elem hatéasos és meddd teljesitménye azonos €s egyenld U, 1, cos @-vel

illetve U 1 sin @-vel, akkor az egész szimmetrikus haromféazist rendszerre érvényes:

P =3U,, cose

Q= 3U,1, sin @
A csillagkapcsolasu fogyasztoérvényes, hogy: U, = U, I, =1, U = \/§Uf.
A héaromszdg-kapcsolasban levé fogyasztoviszont: U, = U, I, =1, I, = \/gls
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Ezek szerint a szimmetrikus haromfazist fogyasztd hatasos és meddo teljesitménye a
vonalfesziiltség €s a fazis aram fliggvényében:

P= \/EUIf cos @
Q = 3UI, sin@

A fogyasztd teljesitményéhez hasonléan meg lehet hatarozni a haromfazisu generator
hatasos ¢s meddo teljesitményét is. A kifejezések azonosak, mint a fogyasztd esetében, csak a
fesziiltség effektiv értéke helyett a generator esetében a megfeleld e.m.e. effektiv értékét kell
venni.

6.5.6. A HAROMFAZISU ES MONOFAZISU RENDSZEREK
OSSZEHASONLITASA AZ ENERGIASZALLITAS SZEMPONTJABOL

Képzeljiik el, hogy harom azonos monofazist, tiszta ohmikus ellenallasi fogyasztot
akarunk Pp kozépteljesitménnyel ellatni. Legyen a monofazisi fesziiltség effektiv értéke Us.
Vizsgaljuk meg, hogy ehhez a harom fogyasztéhoz, monofazisi ¢s haromfazisu ellatas esetén,
milyen (mekkora) vezetékkeresztmetszet sziikséges.

Az aram effektiv ért¢ke minden fogyaszton keresztiil

Monof4zisu vezeték esetén a vezetokon atfolyd 6ssz aramerdsség haromszor nagyobb lesz:
P
=3

monofa zisuvezeté k U
f

Haromfazist rendszer esetén (a harom fogyasztot kothetjiik csillagba és haromszogbe is) a
harom monofazisti fogyasztd Osszteljesitménye 3P, ¢és cos@ = 1, mivel tiszta ohmikus

ellendllasokrol van sz6. Mivel P =3P és U = \/§Uf , a 6.5.5. (el6z6) pont utolsd két

egyenlete szerint:
P A3Ul cose V343U,
eI s T3 TUle

ebbdl:

If = P_ = Imonofézisuvezeték ,
U, 3
amely csillagkapcsolasra és haromszog-kapcsolasra is érvényes.
Szimmetrikus haromfazist fogyasztd esetén nullvezetékre nincs sziikség! A nullvezetéken
keresztiil nem folyik aram.
Ha Jn.x a legnagyobb megengedett aramsiriiség a tdvvezeték vezetdiben, akkor

monofazisu ellatas esetén két vezetore van sziikség, melyek keresztmetszetének feliilete:

S _ I monofd zisivezeté k __ P p
monofa zisavezeté k - ’
‘] max ‘] maxU f
1
Shé romfa zigvezeté k 5 Smonofé zistivezeté k*

Az utols6 egyenletbdl kitlinik, hogy a haromfazisu rendszer mindharom vezetékének 0ssz
keresztmetszete egyenld a monofazisi vezeték keresztmetszetének feliiletével. Tehat ha
haromféazisi rendszert alkalmazunk, akkor fele annyi vezetékanyagra van sziikségiink a
taplalashoz, mint monofazisu rendszer esetén. Még ha nullvezetéket alkalmazunk is, azonos
keresztmetszetlit, mint a fazisvezetékeké (a nullvezetdk altalaban kisebb keresztmetszetiiek, mint
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a fazisvezetékek) a haromfazisu tdvvezetékhez (altaldban, a haromfazisu taplalashoz), akkor is
csak Osszesen 4/3 Sponofizisa vezetck 0SSzkeresztmetszetli vezetékekre van sziikség a két monofazisu
vezeték 2Smonofazisi vezetek Keresztmetszet-feltiletével szemben.

6.5.7. FORGO MAGNESES TER LETREHOZASA KET- ES HAROMFAZISU
ARAMRENDSZER SEGITSEGEVEL

Képzeljiik el, hogy a ter valamely részében magneses teér van jelen, mely idSben valtozo: a
magneses indukci6 vektordnak B intenzitasa iddben megkdzelitden allando, de maga a B vektor
allando wszogsebességgel forog. Az ilyen magneses teret forgo magneses térnek nevezziik.

Tételezziik fel, hogy a 6.49 abran lathat6 magnes forgd magneses terében egy magnesti is
jelen van, mely a maégnessel azonos tengely koriil foroghat. Mivel a kiilonb6zé magneses
poOlusok vonzzak egymast, ezért a magneses erdk, melyek a tlire hatnak, arra torekednek, hogy
ugyanolyan sebességgel forgassak azt (a magnestiit), mint amilyen sebességgel maga a magnes
forog. Ha a tli végeire hat6 magneses erdk elég nagyok, és a surlodasi ellenallas elég kicsi, a ti
azonos sebességgel forog (szinkronban a forg6 térrel), mint a magnes. Ez az egyszeri rendszer a
szinkronmotorok egyszertsitett miikddési elvét példazza.

A magnestli esetében egyszeri elképzelni,
hogy lesz egy olyan nyomaték, amely arra
torekszik, hogy a tiit a térrel egyiitt forgassa.
Nehezebb megérteni, hogy a forgd magneses
térnek azonos a hatdsa a rovidre zart
vezetOtekercsre is, amely foroghat a magnes
tengelyével azonos tengely koriil. .

Tételezzik fel, hogy t pillanatban N és B
kozti sz0g a, B intenzitdsa, B dllandd.A tekercsen
athalad6 fluxus t pillanatban:

d(t) = abB cosa

Forogjon B 4llandé szogsebességgel. Ekkor
felirhatjuk, hogy a =t (t =0 pillanat a =0
szognek felel meg). A tekercsen athaladd fluxus az id6
fliggvényében:

d(t) = abB cosax .

A fluxusvaltozas hatasara a tekercsben fesziiltség

(e.m.e.) indukalodik:
dd(t)
ety = ———

@t = abBwsin ax .

Az e.m.e. referenciairdnya a 6.50. abran lathatd: a
fluxus csokken a tekercsen keresztiil, e(t) pedig 6.50. 4bra
igyekszik mérsékelni a fluxuscsokkenést (igyekszik
meggatolni azt a valtozast, amely 6t 1étrehozta — Lenz térvénye).

Az indukalt fesziiltség (e.m.e.) hatasara a tekercsben (keretben) a megjelolt irdnyban folyo
aram jelentkezik. A tekercs 1l-es és 2-es oldalara azonos intenzitasu, ellentétes irdnyl erdk
fognak hatni, melyek viszont nem egy tengelyen helyezkednek el. Ezek az erdk arra torekednek,
hogy a méagneses tér forgdsiranyaba forgassdk el a tekercset. Ha a surlodés kicsi, a tekercs
forogni fog, viszont ez a forgas nem lesz szinkronban a forgd magneses térrel, hanem allanddan
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késni fog. Mivel a B és f kozti szOg valtozik, igy ugyanugy mint az indukalt &ram erdssége, a
vezetOtekercsre hatd magneses erok nyomatéka is valtozni fog.

Ez a leirdas az aszinkron (indukcios) motorok egyszertsitett miikddési elvét hivatott
bemutatni. Az aszinkron indukcids motorok széleskorii alkalmazéasa igyhiszem manapsag mar
mindeki szamdra ismert.

Ahhoz, hogy a motor forgorészére (rotor) lehetdleg allando forgatdnyomaték hasson, egy
menet (keret) helyett elképzelhetiink tobb téglalap alakii menetet is egy tengelyen. Az ilyen
forgorészt "kalitkas" forgérésznek nevezziik. A gyakorlatban az aszinkron motorok forgdérészére
ferromagneses hengerbdl all, benne véjatokkal a "kalitka" vezetdi részére.

Most lassuk hogyan kaphatunk egyszeri mdodon forgd magneses teret két azonos
amplitadoju valtéaram segitségével, melyeknek fazisa T¢2-vel van eltolodva (6.51. dbra).

Az i,(t) és i,(t) kozott 172 radian (90°

fok) a faziseltolodas. Felirhato tehat példaul, AY
hogy: o o
B, (t) = B,(t) = B, cosuxt —
s . Ba(1)4 T 1Br (1)
B,(t) = B,(t) = B, sinaX. s |
© AT .,
Az ered§ magneses indukcid vektoranak Bi(t) X
intenzitasa (B, + B, vektordsszeg intenzitdsa ): | I | ]
B.(t) = /B(t) + B/(t) = B, . 1 i T
LS
Az eredd B vektor intenzitasa idében nem 2
valtozik. Iranya azonban igen: )
B. (1) 6.51. 4dbra
tana = Bi(t) = tan QX ,

innen
a=aou.

Tehat B, dllando szogsebességgel forog a 6.51. édbran megjelolt irdnyban, és ez a
sz0gsebesség szambelileg egyenld a magneses teret 1étrehozo aramok korfrekvenciajaval. A
magneses tér forgasirdnyat egyszerlien megvaltoztathatjuk: az egyik elektromagnes draménak Te
vel val6 faziseltolasaval.

Forgo magneses teret kaphatunk Ay
szimmetrikus haromfazisa aramrendszer
segitségével is (6.52. abra). Ekkor a B, (t), B,(t) és 2 3
B,(t) magneses indukciok is, amelyeket ezek az
aramok hoznak létre, 1id6ben szimmetrikus B, Br
haromfazisi méagneses indukcidrendszert alkotnak. 1 1

Tehat: 60N/ '

B,(t) = B, cosax,
B,(t) = B, cos{at — 2m/3),
B,(t) = B, cos{at — 4m3). 4
A B/(t), B,(t) és B,(t) vektorok iranyai 6.52. abra
idoben allandok, viszont az irdnyitasuk ¢és

nagysaguk idében folyamatosan valtozik. E mellett, a 6.52. abrar6l jol kivehetd, hogy
mindhdrom vektor irdnya kiilonb6zo, ezért a vektoralgebra 6sszeadas-szabalyai szerint kell dket

2\ 4

oy
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Osszeadni. Hatdrozzuk meg a magneses indukci6 eredd vektoranak, B, (t)-nek B, (t) és
B,, () dsszetevdit:

B..(t) = B(t) - B,(t) cos’—3T - B3(t)cos%E = B,(t) - %[Bz(t) +B(1)] .
mivel cosTY/3 = 1/2 .
A B, (1), B,(t) és B,(t) kifejezéseinek alapjan tudjuk, hogy:
B,(t) + B,(t) + B;(t) =0,
ebbdl kovetkezik, hogy:
B,(t) + B,(t) = —B,(t) , azaz

1 3 3
Bry(t) = B,(D) + E B,(1) = E B,(1) = 5 B, coswt
A képrdl lathato, hogy:
11 mm mm
B, (1) = B,(t)cos; — By(t)cos - = [B.®) - B,(t)] cos

A 6.53. abréan lathat6, hogy B, ¢és B, vektor kiilonbségének irdnya a képzetes tengely
iranyaval ellentétes, azaz kezd6fazisa egyenld -1v2-vel, abszolut értéke pedig:

Ez - 53 _ Tt
5 = B,, cos o’ Bs
11
B, - B, = 2B, cosz
Tehat az y iranyban az 0sszetevo:
11 Tt 3 . B
Bry(t) = 2B, cos’ g cos@d - 5@: 5 B, sinut , 2
mivel cosT/6 = +/3/2 . ¥ B5-Bs
Az ered6 magneses indukcid amplitidoja az el6z6 eredmények 6.53. dbra
alapjan:

2 2 3
B.(t) = {BL( + By (1) = B,

Az a szog (a Er (r) vektor és az x tengely kozti szog) a kovetkezd kifejezéssel van

meghatarozva:

3
Bry(t) _ 5 Bn sin GX

=3
Br (1) 5 B, cosut

tana = = tan X ,

ebbdl aztan lathato, hogy:
a=t.

Tehat forg6 magneses teret kaptunk, melyben l?r vektor w szogsebességgel forog, €és ez a
forgasi sebesség szambelileg megegyezik az elektromagnes tekercseit taplalo a haromfazisu
aramrendszer korfrekvencigjaval. A E’r vektor forgdsirdnya megvaltoztathatd barmely két
elektromagnes egyszeri felcserélésével illetve barmely két fazis helycseréjével.
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6.6.Alapfogalmak az iizemmadd-valtozas folyamatairol a villamos
halézatokban

A gyakorlatban gyakran taldlkozunk lizemmod-valtozéassal. Ha egy fogyasztot valtdarami
villamos halézatra kapcsolunk, a fogyaszton keresztiil nem fog azonnal sinusos valtozasu aram
folyni. Bizonyos idének kell eltelnie, hogy a fogyaszton keresztiil sinusos valtozast d&ram follyon
keresztiill. Uzemmod-valtozaskor (két allanddsult allapot kozodtt) bonyolultabb folyamatok
mennek végbe, mint a kezdeti és végsd allapotban, vagyis az allanddsult allapotokban. A két
allandosult allapot kozott végbemend folyamatokat datmeneti (tranziens) folyamatoknak
nevezziik.

Az ilizemmodd-valtozas folyamatainak kivizsgalasa a villamos haldzatokban sokkal
Osszetettebb, mint az allanddsult allapotok folyamatainak kivizsgéldsa. Ez egy kiilon teriilete az
elektrotechnikanak. Mi csak néhany egyszeri esettel fogunk megismerkedni.

Az ilizemmodd-valtozas folyamatai néhany esetben, mint munkafolyamatok jelentkeznek.
Pl., egyes aramkorokben, melyeket az impulzus- és televizids technikaban, az automatikaban
alkalmaznak, az atmeneti folyamatok tulajdonsagait hasznaljdk fel. Mas esetekben viszont az
atmeneti folyamatok kifejezetten nem kivanatosak. Pl., a generatorok és a nagyteljesitményii
fogyasztok haldzatra vald kapcsolasakor a haldzat egyes részeiben tulfesziiltségek jelentkeznek,
melyek megkarosithatjak a haldzatot.

Az egyszerli villamos halézatokban az atmeneti jelenségei elérelathatok, ha ismerjik az
alapelemek (ellenallas, kondenzator és induktiv tekercs) viselkedését iizemmod valtozaskor.
Emlékeztetdiil irjuk fel az elemek végein mért fesziiltség és az elemeken atfolyd aram kozti
Osszefliggést:

()= Ri) uL(t):LdiCLl—t(t) | Z-C(z):c@”‘d%(f) |

Lathatjuk, hogy a fesziiltség és az aram értéke idedlis ellenallas esetén pillanatnyilag
megvaltozhat. Idedlis tekercs esetében a fesziiltség értéke azonnal valtozhat, viszont az dram
erossége nem, mivel ehhez végtelen nagy fesziiltségre lenne sziikség. Idedlis kondenzatoron az
aram erdsség valtozhat meg azonnal, viszont a kivezetések (fegyverzetek) kozotti fesziiltség
nem.

6.6.1. FOLYAMATOK A SOROS RC-KOR UZEMMOD VALTOZASAKOR

Figyeljiik meg egy R ellendllés és egy C kapacitasi kondenzator soros kapcsolasat, melyet
t = Opillanatban e(¢) e.m.e.-jii (forrasfesziiltségli) aramforrasra kotiink (6.54. abra).

Tételezzikk fel, hogy t =0 pillanatig a
kondenzator toltetlen. A kapcsold zardsa utdn az uR(t)

aramkornek minden pillanatban ki kell elégitenie ‘ o+
Kirchhoff II torvényét. Ezért t > 0 esetén az aramkor ° ':'R TT
allapota a kovetkezo egyenlettel adott: t) a)
_ t e(t) it) | uc(t)
Ri(t) + 9 _ e(t), a) | €
C
ahol i(t) az aramerdsség pillanatnyi értéke az
aramkoron keresztiil, q(t) pedig a kondenzator egyik 6.54. abra

fegyverzetének a pillanatnyi toltésmennyisége.
A fegyverzet pillanatnyi toltésmennyiségének novekedése dq(t) és az aramerdsség
pillanatnyi értéke kozott a kovetkezd Osszefiiggés all fenn:
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dq(t
i) = 90

igy az els6 kifejezés a kdvetkezd alakban irhato fel:

dg(@) , 9@ _ e®)
d¢& RC R

Mivel ebben az egyenletben nem csak g(t) ismeretlen jelentkezik, hanem a derivaltja is,
ezt az egyenletet differencidlegyenletnek nevezziik. Ezt a problémakdrt mar érintettiik, és meg is
oldottuk az egyenaramoknal, de ott a kondenzator fesziiltsége volt az ismeretlen mennyiség.
Tudjuk azt is, hogy az inhomogén, elséfoku, allandd egyiitthatoju differencidlegyenlet
megoldésa két részbdl all: a partikularis és a homogén megoldas-részbdl. A homogén megoldas a
halozat kiilsd gerjesztésektdl fiiggetlen, Gin. sajat viselkedését jellemzi, €s a teljes megoldas
atmeneti (tranziens) rész¢ét adja meg. A aprtikularis megoldast viszont a kiilsé gerjesztések és az
aramkori elemek kozosen hatdrozzdk meg. Ez a megoldés-rész az atmeneti jelenségeket kovetd
stacionarius allapotot irja le. Az integralasi allandokat a kezddértékekbdl lehet kiszamolni.

Tetelezziik  fel, hogy megtalaltuk q,(t) fliggvényt, melyet az inhomogén
differencialegyenlet bal oldaldba behelyettesitve pontosan e(t)/R-t kapunk. Ez a megoldas
szemmellathatoan az egyenlet jobb oldalan allé e(t)/R fliggvény alakjatol fiigg és, mint tudjuk a
differencidlegyenlet partikularis megoldasanak nevezziik. Hagyjuk meg egyenlére az ilyen
altalanos alaku parcialis megoldast. A késGbbiekben az egyenlet jobb oldalanak (e(t)/R) néhany
egyedi alakjara a konkrét partikularis megoldasokat is megkeressiik.

A differencialegyenlet homogén megoldasat a homogeén egyenlet megoldasaval kapjuk
meg:

dt RC 0.

Tudjuk azt is, hogy a homogén egyenlet megoldasanak alakja g, (t) = Ae™ (ahol a és A
egyenlére még nem meghatirozott paraméterek — konstansok). Ha ezt a megoldas-alakot
behelyettesitjiik a homogén egyenletbe, az a paramétert kozvetleniil kiszamithatjuk. Az igy
kapott érték: a = 1/(RC)

Az A paraméter értéke csak a kezddértékek ismeretében szdmithatd ki, ehhez azonban a
konkrét gerjesztést is ismerni kellene. Ennek hianyaban a differencidlegyenletnek csak a
kovetkezd alak altalanos megoldasat irhatjuk fel:

q(t) = q,(t) + q,(t) = q,(t) + Ae *¢

A kovetkezokben a kiilonbozo idéfiiggvényli gerjesztésekre adott feleletet fogjuk
megkeresni, vagyis a differencidlegyenlet altalanos megoldasat szamitjuk majd ki, az az
inhomogén egyenlet jobb oldalanak (e(t)/R) néhany egyedi alakjara.

6.6.2. A SOROS RC-KOR EGYENFESZULTSEGRE KAPCSOLASA

Tételezziik fel, hogy e(t) = E . Ekkor az inhomogén differencidlegyenlet partikularis
megoldésara a gerjesztésnek megfeleld alaki megoldast tételeziink fel, vagyis allandot (mondjuk
qp(t) = B). A feltételezett megoldast behelyettesitve az inhomogén egyenletbe a partikutaris

megoldasra a kovetkezo értéket kapjuk:
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q,(t) = CE,
(tehat a behelyettesités utan kiszamithato, hogy B = CE, mivel dq(t)/dt = 0). Tehat az altalanos

megoldas az e(t) = E alaku gerjesztésre a kdvetkezo:

t

q(t) = CE + Ae R°.

Az A paramétert a kondenzator kezdo pillanatbeli toltésértékébdl hatdrozzuk meg. Mivel
tudjuk, hogy a kondenzator t = 0 pillanatban toltetlen volt, azaz q(0) = 0 ,egy olyan egyenletet
kapunk, melybdl meghatarozhat6 az A konstans. A (0) = 0 feltételt kezdo feltételnek (értéknek,
hatarértéknek) nevezziik, melyet a differencidlegyenlet megoldasanak ki kell elégitenie.

Behelyettesitve a kezddértéket az altalanos megoldas kifejezéséb a kdvetkezot kapjuk:
0=CE+A.

Ebbdl A = —CE , igy végiil is:

O -t L
q(t)=CEEl—e RCH (t=20)

Az utobbi egyenlet id6 szerinti elsd derivaltja az aramkorben folyo dramerdsség pillanatnyi
értékét adja:

_dav _E -
dt R

Ezen egyenlet szerint az daramerdsség értéke t = 0 pillanatban a legnagyobb, mikor E/R-
rel egyenld. Ezutan az dramerdsség értéke csokken az aramkorben. Az dramerdsség-csokkenés
sebességének mértéke a soros RC-korben az RC szorzat (az ellenallas ellenallasértékének ¢és a
kondenzator kapacitdsanak a szorzata), melyet iddallandonak neveziink ¢€s t-val jeloliink (T =
RC). Az id6allando reciprok értékét, az 1/RC -t, csillapitdsi tényezének nevezziik. Minnél kisebb
az aramkor iddéallandoja, annal gyorsabban
csokken az aramerdsség az daramkorben és
forditva. I S A

t > 1T -ra az dramerdsség az aramkdrben )
tovabbra is hirtelen csokken. Végiil, "végtelen
hoszsz" id6 utan, egyenld lesz nullaval. Viszont
mar né¢hany idéallandonyi idétartam elteltével az
aramkorben az dramerdsség elhanyagolhatoan kis
értekli lesz. Példaul a t = 5t pillanatban az
aramerdsség (1/ e’ = 0,0067)a kezddértékének a
kb. 0,7%-ra csokken. 0 t=RC

A kondenzitor  fegyverzetén  1évo 6.55. abra
toltésmennyiség ¢€s toltdaram erdssége az 1do
fiiggvényében a 6.55. dbran lathato.

i(t) (t > 0)

E/R

i(t)

~V

6.6.3. A KONDENZATOR KISUTESE A SOROS RC-KORBEN
Tételezziik fel, hogy az aramkorben a kondenzator fel van tdltve Q, villamos
toltésmennyiséggel, viszont az dramkor t = 0 pillanatig nyitott. t = 0 pillanatban zarjuk az

aramkort (6.56. abra). Hatdrozzuk meg a kondenzator pozitiv fegyverzetének toltésmennyiségét
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......

aramforras kotve.
Ebben az esetben a kondenzator pozitiv

fegyverzetének a toltésmennyisége csak az eldzo fejezetben ~R_
(6.6.2. pontban) felirt homogén differencidlegyenlettel van —
meghatarozva, mivel az aramkdrbe nincs aramforras kotve. l , | Qo
Ennek az egyenletnek a megoldasa, mint ahogy azt mar ott tF; / '® ¢ [,
lattuk: ]

) = A e

Az A, paramétert a kezddéfeltételbdl hatarozzuk meg: 6.56. dbra

t = 0 pillanatban q(0) = Q, -nak kell lennie, igy
A, = Q,. Tehat:

at) = Qe
Az dramerdsséget az el6z6 egyenlet id0 szerinti elsd derivaltja adja meg:

GO __ G o
RC

Az aramerdsség azonos torvény szerint csokken az dramkorben, mint az el6zd esetben.
Most viszont ugyanezen torvény szerint csokken a kondenzator toltésmennyisége is. A negativ
eléjel az éramerc’isség kifejezésében azt jelenti hogy az aram Valc')di irénya ellentétes a 6.56.

......

i(t) =

viszonyitva, ami természetes).

6.6.4. A SOROS RC-KOR VALTOFESZULTSEGRE KAPCSOLASA

Tételezziik fel, hogy e(t) = E,, cos{(wt + @). Ebben az esetben is (mint barmilyen mas,
tetszOleges gerjesztés-alakra) az inhomogén differencidlegyenlet partikularis megoldasa
megegyezik a sinusos valtozasu fesziiltségre kapcsolt aramkor dllandosult éallapotaval. Az
aramerdsséget komplex szamitassal hatarozzuk meg:

I E E e“"" o) t !
= , = arctan ——

Mivel | = joRQ , ezért Q = —jl/(.o,vagy

_ E
@ R* +(1/aC)’

Em

t)= cos(wt+0—-@-1m2) .
q,(H) R+ () (wt+0-@-m2)

fgy az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa esetiinkben:

E
q(t) = >
wy\R* +(1/aC)’

e~ i(@+m2)

tehat

cos(wt +0-@-m2)+Ae V"
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Ha q(0) = 0 (a kondenzator az daramkor zarasa el6t toltetlen volt), akkor t = 0 pillanatban:

E
n cos(0—-@-m2)+A=0,
oo\/R2+(1/(uxC)2 (6-g-m2)+

mivel cos(a —Ty2) =sin@, t = 0-ra:

E
t) = n sin(ot + @— @) — sin(®- @)e VF¢| .
act) o s (Ta) [sin(ct + 8- @) = sin(B- g)e ]

Innen a toltési aram erdssége az aramkorben:

E N sm(e - (|)) R g (t20)
a

O
i(t) = & os(wt+0-¢@

o : . E 0 .
t - oo-re a vart kifejezést kapjuk. Viszont t = (0+)-ra i(0+) = Zn ST ¢ Kellene kapni, az
utolsd egyenlet szerint viszont a kdvetkezdt kapjuk:
: E 1 O sin(6 - @) O
i(0+) =—* os(0-@)+——~
) pos(0-@)+ ey

R J1+(VwcR)* O

Ha azonban figyelembe vessziik, hogy 1/ (wCR) = —tan@, akkor néhany trigonometriai
atalakitas utan megkapjuk a vart kifejezést:
i(0+) = E,, cos© ‘
A kondenzator fegyverzetei kozott uralkodo fesziiltség u.(t) és az ellenallason mért
fesziiltségesés U (1) a kovetkezd kifejezésekkel van megadva:

uen=32 () = Ri(t).
C

Az el6z6 egyenletek alapjan az 4dramerdsség az aramkorben i(t) és u.(t) és ug(1)
fesziiltségek a gerjesztd fesziiltség (a generator e.m.e.-jének) kezd6tazisatdl fiiggenek. Ha pl.
0 = @, akkor az aram az aramkorben rogton a bekapcsolas utan sinusos valtozasu lesz (6.57.a
abra), az U (t) és U, (t) fesziiltségek szintén. A B —@=T1/2 feltétel a bekapcsolasra legkevésbé
elonyos pillanatot jeloli. Itt az altalanos megoldas kifejezésében a zardjelben 1évé masodik tag
hatésa a legnagyobb. Erre az esetre a sinusos valtozast aram kialakuldsédnak folyamata a 6.57.b
abran lathat6. Mindkét gorbe szerkesztésénél az RCw =1 6sszefliggés érvényes.

Un Um

)
ZIN /N Z N N/ -
~ [l
S< 1
r--<_
» / == »
t t t > f >
n 2n 3n ot ‘\ vlrc 27n 3n ot
\ ,'
\ ’

4 i) 4 it
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6.7.Folyamatok a soros RL-kor iizemmod-valtozasakor

A 6.58. abran lathaté soros RL-korre minden pillanatban teljesiilnie kell a kovetkezd
egyenlet-nek:

di(t) di(t) e(t)
L——=+Ri(t)=e(t) va — I(ty=—"
o i(t) =e(t) vagy o ( )=
Ez az egyenlet nagyon hasonld, pontosabban azonos UR()
alakt, mint az RC korre felirt altalanos egyenlet, ezért az ;Pl, +
altalanos megoldasa is olyan, mint az RC korre megkapott t=0 = +
altalanos megoldas: +
i =i ()+i,H)=i(t)+Be™™", @@ ()3 wo
Az i,(1) itt is az egyenlet jobb oldalan 4llo e(t)/L
fliggvénytdl fiigg. 6.58. abra

6.7.1. SOROS RL-KOR EGYENFESZULTSEGRE KAPCSOLASA

Legyen e(t) = E. Ekkor az inhomogén differencidlegyenlet partikularis megoldasa:
i,()=E/R,

igy az altalanos megoldas a kovetkezo:
i(t)= + Be ™.

A B alland6ét (paramétert) az i(0+) =0 kezdofeltételbdl (az aramerdsség az induktiv
tekercsen nem valtozhat meg azonnal) hatirozzuk meg. Igy azt kapjuk, hogy B = —E/R, tehat a
teljesértéki altalanos megoldas:

i(t) = _( —tR/L) )

Az el8z6 kifejezésbd jol 1athatd, hogy az aram erdssége az aramkorben E/R véges értékig
novekszik. Id6ben allando aram elébb jon létre, ha kisebb a T = L/R allando. Ezt az allandot a
soros RL-kor idéallandojanak nevezzik.

Az aramer0sség az aramkoOrben erre az esetre ugy valtozik, mint a toltésmennyiség a 6.55.
abran. Az ug (1) és az u (1) fesziiltségek a kovetkezd kifejezések segitségével hatarozhatok meg:
dl(t)

U () = Ri(t) és u =L

6.7.2. AZ ARAM MEGSZUNESE A SOROS RL-KORBEN

Vizsgaljuk ki, hogyan valtozik az d&ramerdsség a soros RL-kdrben, melyben idoben allando
|, aramerdsségili aram folyt, ha t =0 pillanatban kikapcsoljuk az dramforrast és rovidre zarjuk
az aramkort. Kirchhoff II. térvénye az aramkorre ekkor a kovetkezo:
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dil®) o =
L= +Ri®=0.

Ennek a homogén differencialegyenletnek a megoldasat mar ismerjiik az el6z6 pontbol:
i(t)=A e

Az A, allandot a kezdofeltételbél hatarozzuk meg: mivel i(0+) =1,-nak kell lennie,
megkapjuk, hogy A, = |,. Tehat ebben az esetben:
i(ty=1,e"™" .

Az adramerdsség ugyanugy csokken, mint a soros RC-kor esetében, csak mas idéallanddval.

6.7.3. A SOROS RL-KOR VALTOFESZULTSEGRE KAPCSOLASA

Legyen e(t)=E_ cos(wt+0). Ekkor az inhomogén differencidlegyenletnek az a
partikularis megoldasa, amely megfelel a sinusos valtozast fesziiltségre kapcsolt aramkor
allandosult allapotanak. Ezt az allanddsult allapotot komplex szamitdssal hatarozhatjuk meg
legkdnnyebben:

I E.__E e’le tan - ek
T Z JR+w2 ] R
Ebbdl aztan a partikularis megoldas:
. _ E.,
i,(t)= —cos((,ot + 0—(p) ,

igy az inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

i(t)= chos(wt+0—(p) +Be ™.

VR +w’L
Mivel t = (0+)-ra i(0+) = 0-nak kell lennie, azt kapjuk, hogy:
E
B=—-—"—cos(6-¢),
VR> + w0’

tehat:

6.59. abra

A sinusos valtozasu aram kialakuldsanak folyamata, akarcsak az RC-kor esetében, itt is a
gerjesztofesziiltség (a rakapcsolt generator e.m.e.-jének) kezddfazisatdl fiigg. Amennyiben
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0-

@=172, akkor az aramkorben azonnal si-nusos valtozasu aram jon létre (6.59. abra), mivel

az altalanos megoldas kifejezésében a szdgletes zarolejben 1évé masodik tag értéke ekkor nulla.
Ez a feltétel hatarozza meg a legkedvezdbb idOpillanatot a generator haldzatba kapcsolasara. A
legkedvez6tlenebb pillanatot a 8 —@=0 jeloli. Ekkor ugyanis az altalanos megoldas szogletes
zarojelében 1évé masodik tag a dominans, meghatdrozva ezzel a tranziens jelenségeket. Az
aramerdsség hullamalakja a 6.59.b abran lathat6. Az abrarol leolvashatd, hogy az dramerdsség
értéke elérheti az allandosult allapot aramamplitidojanak kozel kétszeresét is, az RL-kor nagy
idéallandoja esetén.

e ¢

11

22

29.
30.
31.
32.

6.8.Ellenorzo kérdések

Nagyon szigoruan véve Kirchhoff torvényei milyen feltételek mellett érvényesek (ugy az
egyen-, mint a valtoaramoknal?

Osszefiiggésben van-e az 4agaramok erdssége az 4ramkdr mértani alakjaval az
egyenaramoknal (és az idében valtozo aramok esetében?)?

Milyen gyakorlati jelentdséggel bir az aramkor againak magneses csatoltsdga a szokvanyos
(alacsony) frekvencidkon?

Milyen koriilmények kozott, és milyen kdvetkezményekkel kell szdmolni aram terjedésének
véges sebessége miatt?

Mi az aramkor kvézistacionarius allapota?

Melyek az aktiv, és melyek a passziv daramkori elemek?

Mit értiink az idében valtoz6 villamos dram fogalma alatt?

Mikor mondjuk az idében valtozé dramra, hogy pozitiv?

Hogyan irhato le az 0sszefiiggés az R, L és C elemek végein mért fesziiltség és az elemeken
atfolyo aram kozott?

. Hogyan szdlnak, és milyen kikotéssel érvényesek Kirchhoff torvényei az iddben valtozo

aramok esetében?

. Hogyan alkalmazhatok a Kirchhoff egyenletek az idében valtozé aramu halozatokban?
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

Milyen iizemmodokat kiilonboztetliink meg a valtakozo aramu aramkoroknél?
Hogyan irhato fel a fogyaszto és generator teljesitménye a valtakozd aramok esetén?
Milyen lehet a generatorok és fogyasztok teljesitménye a valtakozo aramoknal?
Melyek a periddikus mennyiségek alapjellemzéi (hét jellemzd)?

Milyen szimbdélummal jelolik a fesziiltség, az d&ram ¢€s az e.m.e. kezd6fazisat?

Mitdl fiigg egy periodikus mennyiség kezdéfazisa?

Mikor siet az egyik periodikus mennyiség a masikhoz viszonyitva?

Mi a neve ¢és jele a fesziiltség és az aram kozotti faziskiilonbségnek?

Mi a periddikus mennyiségek kozépértéke (definicio, dsszefiiggés az amplitidoval)?
Mi a a periddikus mennyiségek négyzetes kozépértéke vagy effektiv értéke?

. Mi az eldnye ¢és jelentdsége a sinusos dramoknak (valtoaramoknak)?
23.
24,
25.
26.
217.
28.

Hogyan analizalhatok a nemsinusos, de periédikus mennyiségek?

Mi az alapharmonikus és felharmonikus?

Mivel allitjak el6 az ipari frekvencidju sinusos aramokat?

Hogyan miikddik a generator (elvi szinten)?

Minek a segitségével allitjak el a magas frekvenciaju sinusos fesziiltségeket?
Hogyan haturozhatok meg az dramok az ismert fesziiltségre kapcsolt haromfajta dramkori
alapelemen?

Mi a sinusosan valtoz6é mennyiségek harom alapjellemzdje?

Hogyan abrazolhatok a sinusos mennyiségek forgovektor segitségével?

Mivel ardnyosak a vektordiagramon feltiintetett vektorok?

Hogyan szdmithato a teljesitménnny a valtdéaramoknal?
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33.
34.
35
36.
37.
38.
39.
40.
41
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

53.
54.
55.
56.
57.
58
59.
60.
61.
62.

63
64.
65.
66.
67.
68.

69.
70.
71.
72.

73
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
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Milyen fajta teljesitményt kiilonboztetiink meg, és mi a teljesitménytényez6?
Mi jellemzi az aktiv és mi a reaktiv fogyasztot (reaktans elemet)?

. Melyek az egységeik a kiilonboz6 teljesitményeknek?

Hogyan definialhat6 a generatorok teljesitménye?

Milyen a valtédramu halozatok szokvanyos megoldasi modja?
Mennyi az ismeretlenek szama egy adott valtdaramu haldzatban?
Hény egyenlet irhat6 fel a Kirchhoff egyenletek segitségével?
Hogyan alakithatok a Kirchhoff-egyenletek komplex alakra?

. Mit takarnak a Kirchhoff-egyenletek komplex alakjai?

Hogyan definialjuk az aram ¢és a fesziiltség komplex effektiv értékét?

Miért van sziikség a komplex effektiv értékek bevezetésére?

Milyen alaku komplex kifejezésekbdl allnak a (komplex) pétegyenletek?

Mi az impedancia, mi az egysége, ¢s milyen részekbdl all (mik a nevei)?

Mi az admittancia, mi az egysége, és milyen részekbdl all (mik a nevei)?

Hogyan szamithat6 az ered6 impedancia az elemek soros ¢€s parhuzamos kapcsoldsanal?
Hogyan szamithat6 az ereddé admittancia az elemek soros és parhuzamos kapcsoldsanal?
Hogyan kezelendd a vegyes kapcsolas?

Mi a csillag-delta transzforméci6?

Hogyan abrazolhat6 a komplex fesziiltség €s aram a komplex sikban?

Mi az impedanciadbra(impedancia-vektordiagram) ¢s admittanciadbra (impedancia-
vektordiagram)?

Rajzold meg egy soros és egy parhuzamos RLC-kor impedancia- és admittanciaabrajat!

Mi a fesziiltség- €s mi az aramgenerator?

Melyek a fesziiltséggenerator &ramgeneratorral vald helyettesitésének feltételei és forditva?
Hogyan szo6lnak a hurokaramok modszerének egyenletei komplex alakban?

Milyenek a csomoponti potencidlok modszerét leird komplex egyenletek?

. Mi a komplex teljesitmény definicioja?

Hogyan irhato fel a komplex teljesitmény a komplex fesziiltség és aram fliggvényében?

Mi a kiilonbség a fogyasztd és a generator komplex teljesitménye kozott?

Hogyan sz6l és irhato fel (az egyenaramokkal val6 analdgia alapjan) a szuperpozicid elve?
Hogyan sz6l és miként bizonyithatd (egyendram-analdgia) a reciprocitas tétel (felcserélési
tétel)?

. Mi a Thévenin-tétel (Norton tétele) a valtdaramoknal?

Mi a lényege a kompenzacios (helyettesitési) tételnek?

Mi a pillanatnyi teljesitmény megmaradéasanak elve?

Mire alkalmazhat6 a komplex teljesitmény megmaradéasanak tétele?

Hogyan “hangolhat6 ra” egy fogyaszto egy adott generatorra?

Hol és mennyi energia “disszipalodik™ (alakul hévé) a generatorra hangolt fogyaszto
esetében?

Mikor van értelme a fogyasztonak a generatorra vald rdhangolasanak, és mikor nincs?

Mit értiink a fogyasztok teljesitménytényezdjének feljavitasa alatt?

Milyen természeti elemekkel torténik a teljesitménytényezo feljavitasa?

Hogyan hatarozhato meg a potelem sziikséges karakterisztikaja a teljesitménytényezd adott
értékre valo feljavitdsahoz?

. Hogyan irhat¢ le a csatolt 4gakban elhelyezkedo induktiv tekercsek kdlcsonhatasa?

Minek tekinthet6k a magnesesen csatolt agak?

Mire szolgalnak a villamos transzformatorok?

Milyen részekbdl all egy transzforméator?

Milyen a tokéletes transzformator?

Hogyan jellemezhetd a tokéletes transzformator “liresjarasa”?

Mit neveziink a transzformdtor attételének?

Mi torténik, ha a transzformator szekunder végeit terheld fogyasztoval zarjuk?



81.
82.
83

&4.
85.
86.
87.
88

89.
90.
91.
92.
93

94.
95.

96.
97
98.
99.

100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.

111.

112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.

Hogyan torténik az energiaatvitel a primer tekercstol a szekunder felé?
Melyek a linearis tizemmddban miikddo transzformator alapegyenletei?

.Melyek a transzformatort a szekunder kivezetésein helyettesité Theévenin generator

paraméterei?

Hogyan szadmithato ki a transzformator bemend impedanciéja?

Milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik az idealis transzformator?

Milyen helyettesito vazlata (sémaja) lehet egy transzformatornak?

Milyen feltételek mellett alkalmazhato a helyettesitési vazlat egy adott transzformatorra?

. Hogyan néz ki a transzformator helyettesitd sémadja, amely egy négypolust és egy idealis

transzformatort tartalmaz?

Hogyan szdmithatok ki a vazlat négypolusanak paraméterei?
Mi az autotranszformator?

Hogyan szo6lnak az autotranszformator alapegyenletei?
Mibdl all az egyszerti (soros) rezgdkor?

. Milyen feltétel kielégitése mellett jutunk el a Thomson képlethez (a rezonans korfrekvencia

értékéhez)?

Hogyan valtozik az aram effektiv értéke ¢és kezddfazisa a korfrekvencia-fiiggvényében?
Milyen jellegli a soros RLC-kor a rezonans korfrekvencia alatti korfrekvencidkon, és milyen
felette?

Mivel egyenld az egyszerl rezgdkor sajatfrekvenciaja?

. Milyen jellegli fogyasztoként viselkedik a soros rezgOkor a rezonanciafrekvencian?

Mekkora a kondenzator és a tekercs fesziiltsége az oy korfrekvencidn?

Miért hivjak fesziiltség rezonancidnak is ezt a fajta rezonanciat?

Mikor beszélhetiink tulfesziiltségrol?

Mit neveziink a rezgdkor lehangoltsaganak?

Mi a rezgdkor savszélessége?

Hogyan szdmithato ki a savszélesség?

Mi a rezgdkor josagi tényezdje?

Mi az Osszefiiggés a savszelesség és a josagi tényezd kozott?

Mibdl all egy vegyes parhuzamos rezgékor?

Mi az antirezonans korfrekvencia és hogyan hatarozhato meg?

Hogy hivjak a parhuzamos rezgékor miikddését az wy frekvencian?

Miért hivjak dram rezonancianak is ezt a rezonanciat?

Milyen frekvencidkon és milyen feltételek mellett alakithato &t a vegyes parhuzamos
rezgokor tiszta parhuzamos rezgokorré?

Milyen jellegi a parhuzamos RLC-kor az antirezonans korfrekvencia alatti
korfrekvencidkon, és milyen felette?

Mi a tiszta parhuzamos rezgdkor josagi tényezdje?

Mit mutat meg hozzavetdlegesen a josagi tényez0 szdmérteke?

Hogyan jellemezhetdk a tobbfazist rendszerek?

Ki szabadalmaztatta a polifazisu rendszereket?

Milyen tobbfazisu rendszereket hasznalnak manapsag?

Hogyan miikddik a haromféazisi generator?

Hany kivezetése van a haromfazisu generatoroknak?

Milyen a haromfazisa generator fazisfesziiltségeinek fazorabraja?

Mi mondhaté el a haromfazisi generator tekercseinek csillagkapcsolasa esetén?
Milyen fesziiltségek definialhatdk a csillagkapcsolasu generatoroknal?

Mi a vonal- és fazisfesziiltség kozotti sszefiiggés?

Mekkora a varosi halozat vonal- és fazisfesziiltségének (névleges) értéke?

Mi mondhaté el a haromfazisti generator tekercseinek haromszog kapcsolasa esetén?
Milyen fesziiltségek definialhatok a haromszog kapcsolasu generatoroknal?
Miért van sziikség a tdvvezetékeknél a fazisvezetékek keresztezésére?
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127. Hogyan kapcsolhatok a fogyasztok a haromfazisa taplalasra?

128. Csillagba kotott szimmetrikus haromfazisu fogyasztd esetében milyen a haromfazisu
halézat analizise?

129. A haromszogbe kotott szimmetrikus haromfazist fogyaszto esetében hogyan oldhaté meg
a hadromfazis hal6zat?

130. Mi az Osszefliggés a fazisaramok és Osszetett aramok kozott a haromszogbe kotott
fogyaszto esetében?

131. Hogyan szamithat6 a haromfazist fogyasztok (terhelések) és generatorok teljesitménye?

132.  Milyen a szimmetrikus haromfazisu fogyaszto (pillanatnyi) teljesitménye?

133. Mekkora a szimmetrikus haromfazist fogyaszt6 hatdsos é¢s meddo teljesitménye?

134.  Mekkora a szimmetrikus haromfazisu fogyasztd hatasos és meddd teljesitménye a
vonalfesziiltség €s a fazisaram fiiggvényében?

135. Hogyan fejezhet6 ki a haromfazisu generator hatasos €s meddo teljesitménye?

136. Melyek a haromfazisu taplalas elényei?

137. Hogyan miikkodnek a szinkronmotorok?

138.  Milyen az indukcioés motorok miikddési elve?

139. Hogyan allithato el6 forgd méagneses tér kétfazisu aram segitségével?

140. Mekkora a fazisaramok kozotti késés a forgd magneses teret létrehozd kétfazisu
rendszerben? .

141. Hogyan valtozik a létrehozott forgd magneses tér (az ered6 B vektor) intenzitdsa ¢€s
iranya az id6 fliiggvényében?

142.  Hogyan allithato el6 forgd magneses tér haromfazisa dram segitségével?

143.  Hogyan valtozik a haromfazisu aram segitségevel létrehozott forgd magneses tér (az
eredé B vektor) intenzitasa €s iranya az id6 fiiggvényében?

144. Hogyan valtoztathaté meg a forgd magneses tér forgasiranya?

145.  Mikor taldlkozunk tizemmodvaltozassal egy villamos hal6zatban?

146. Milyen “fajstulyu” feladat az a&tmeneti jelenségek analizise?

147. Milyen egyenlettel irhatd le az RC-kor tizemmod-valtozasa?

148. Milyen részekbdl all az tizemmod-valtozast leird egyenlet altalanos megoldésa?

149. Melyik megoldas-rész irja le a halozat sajat viselkedését?

150. Hogyan hivjak azt a megoldasrészt, amelyik a tranziens jelenségeket kdvetd stacionarius
allapotot irja le?

151. Milyen alaki megoldast tételeziink fel a homogén egyenletre?

152. Hogyan hatarozhaté meg az exponencialis tag kitevéjében levé paraméter?

153. Milyen alaku parcialis megoldast tételeziink fel, ha egyenfesziiltségli a gerjesztés?

154.  Mi alapjan hatarozhaté meg az altalanos megoldas egyetlen paramétere?

155. Milyen az aram valtozasa az RC-kor egyenfesziiltségre kapcsolasakor?

156. Hogyan nevezik, és mi a jele az RC szorzatnak?

157. Minek nevezik az 1/(RC) kifejezést?

158. Meddig tartanak a tranziens jelenségek?

159. Milyen a fesziiltség valtozasa a kondenzator fegyverzetein az dtmeneti jelenségek ideje
alatt?

160. Milyen egyenlettel irhatd le a kondenzator kisiitése?

161. Hogyan valtozik a kisiitési a&ram az id6 fiiggvényében?

162. Hogyan valtozik a kondenzator fesziiltsége a kisiités folyaman?

163. Mivé alakul a kondenzator fegyverzetei kozott felhalmozodott energia az RC-kor
rovidrezarasakor?

164. Mi a kiilonbség az RC-kor valtofesziiltségre kapcsolasanal az egyenfesziiltségre
kapcsolashoz viszonyitva?

165. Milyen megoldasi médszer vezet leggyorsabban a parcialis megoldashoz?

166. Melyik a legkedvezobb pillanat (feltétel) az RC-kdrnek a valtéfesziiltségii gerjesztésre
kapcsolasahoz (milyen alaku lesz az aram akkor a tranziens allapotban)?
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167. Melyik a legkedvezotlenebb feltétel az RC-kor valtofesziiltségre kapcsolasanak?

168. Milyen egyenlet irhato fel a gerjesztett RL-korre az atmeneti (tranziens) allapotban?

169. Milyen alaku az el6z6 kérdésben keresett egyenlet?

170. Milyen az aram idofiiggése az RL-kor egyenfesziiltségli gerjesztésre kapcsolasakor?

171.  Hogyan valtozik az induktiv tekercsen €s az ellenallason mérhetd fesziiltség az RL-kor
egyenfesziiltségre kapcsolasakor?

172. Az RL-kor rovidrezarasanak atmeneti allapotara milyen egyenlet irhat6 fel?

173.  Hogyan véltozik a rovidrezart RL-kor drama?

174. Az RL-kor valtofesziiltségre kapcsolasakor mit kell els6ként kiszamolni?

175. A valtofesziiltségre kapcsolt RL-kor esetében mitdl fligg a sinusos valtozasu aram
kialakulasanak folyamat?

176. Melyik a legkedvezObb pillanat a sinusos valtozdsu generator RL-korre vald
kapcsolasara?

177.Melyik a legkedvezotlenebb pillanat a valofesziiltségii gerjesztés RL-korre kapcsolasanak?
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1. MELLEKLET

1.1.Ferromagneses anyagok magnesezési gorbéi
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7.1. abra
A 7.1. abran a harom talan leggyakrabban hasznalt ferroméagneses anyag magnesezési gorbéje
lathatd. A megfeleld H érték ugy kaphatd meg a magnesezési gorbérdl, hogy a tengelyrdl leolvasott
értéket beszorozzuk a magnesezési gorbéhez legkdzelebb allo szamértékkel (forras: [5])

1.2.Alapmagnesezési gorbék
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A 7.2. dbran harom lagymagneses anyag els0 magnesezési gorbéje (magnesezési alapgdrbének
is hivjak) lathatd. A magneses térerdsség vektoranak (H) értéke itt is a 7.1. abranal leirt modon
kaphatd meg a magnesezési gorbérdl: a tengelyrdl leolvasott H értéket beszorozzuk a magnesezési
gorbéhez legkozelebb allo szamértékkel (forrés: [5])

1.3.Lemagnesezési gorbe

1.25|  B(T)
—
1.00
| BH\ A
0.75 /
0.50 }
0.25 ‘ | BHI (@)
-40000 20000 O 20000 40000
7.3. abra

A 7.3. abran lathat6 lemagnesezési gorbe €s energia-szorzat (|BH|) gérbe az Alnico V (51%Fe,
24%Co, 14%Ni, 8%Al, 3%Cu) keménymagneses anyagra vonatkozik (forras: [5]).

1.4.Ferromagneses anyagok relativ permeabilitasa

Az anyag neve Az anyag osszetétele Urkezds Mymax
Vas kis széntartalmu 250 6 000
Nagy tisztasagu vas kb. 99,99%Fe 25 000 275 000
Ontbttvas 3% C 70 600
Permalloy 79%N1i,16,4%Fe, 22 000 72 000

4%Mo, 0,6%Mn
Szupermalloy 79%Ni,15%Fe, 100 000 300 000
5%Mo, 1%Mn
Acél 1% C 40 7 000
Dinamolemez 500 7 000
Silicium acél 1 95,5%Fe,4,5%Si 750 8300
Silicium acél 11 99%Fe,1%Si 350 52000
Alnico 63%Fe, 20%Ni, 4 7300
12%Al1, 5%Co
Permendur 50%,50%Co 800 5000
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1.5.Paramagneses anyagok relativ permeabilitasa

Az anyag neve L,
Leveg6 1,000 000 4
Aluminium 1,000 023
Wolfram 1,000 176
Ebonit 1,000 014
Kalium 1,000 210
Oxigén 1,000 002
Platina 1,000 250
Natrium 1,000 008
Krom 1,000 33
Mangan 1,000 017
On 1,000 002
Vanadium 1,000 343

A paramagneses anyagokndl, mint ismeretes a magneses szuszceptibilitas értéke nagyobb
nullanal, igy a relativ permeabilitas nagyobb egynél (a szamitasoknal altalaban egynek veszik). A
relativ permeabilitasértékek forrasa: [39].

1.6.Diamagneses anyagok relativ permeabilitasa

Az anyag neve .

Aceton 0,999 994 2
Benzol 0,999 992 5
Hidrogéni 0,999 999
Bizmut 0,999 824
Réz 0,999 989
Glicerin 0,999 99
Naftalin 0,999 989
Olom 0,999 984
Uveg 0,999 987
Etilalkohol 0,999 993
Metilalkohol 0,999 993

A diamagneses anyagok magneses szuszceptibilitisa kisebb mint nulla, igy a relativ
permeabilitas értéke egynél valamivel kisebb (a szadmitdsoknal, a paranagneses anyagokhoz
hasonldan, altaldban egynek veszik). A relativ permeabilitasértékek forrasa: [39].
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1.7.Egyes anyagok relativ permittivitasa

Az anyag neve &
Leveg6 1,000 581
Nitrogén 1,000 606
Oxigén 1,000 552
Hidrogén 1,000 264
Metan 1,000 950
Hélium 1,000 070
Papir 2-25
Csillam 7
Kvarciiveg 3-45
Tiszta viz 80,4
PVC 3-4
Glicerin 56
Gumi (kiilonféle) 2-35
Prespan 5,5-8,0
Marvany 8,3
Jég 2,85-32
Teflon 2
Parafin 22-2,5
Alkohol 28.4
Magnézium-szilikat-tartalma keramia | 5,5 - 6,5
Szigeteldolaj 2,2-24
Barium-titanat 1000 - 2000

1.8.Szigetel6anyagok atiitési szilardsaga

Az anyag neve Ey [kV/mm]
Levegd 2,5-3,0
Uveg 10 — 40
Szaraz papir 3-20
Impregnalt papir 20-50
Szigeteldolaj 8—20
PVC 32 -60
Gumi 20 —40
Porcelan 20 — 300
Kerdmia 145
Prespan 30 - 60
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1.9.Fémek fajlagos ellenallasa és ellenallashémérsékleti tényezéi'

1.10.

Az anyag neve po[Qm] a[1/°C] B[1/°CY | [1/°CY
(x107%) (x107) (x10°°) (x10”)
Eziist 1,505 3,890 0,000 0,000
Réz 1,588 4,270 0,000 0,000
Arany 2,190 3,650 0,000 0,000
Aluminium 2,620 4,460 1,800 0,000
Wolfram 5,000 5238 0,700 0,062
Cink 5,640 3,468 1,160 0,000
Nikkel 6,930 5,440 6,000 0,000
Vas 8,530 7,257 9,630 0,000
Platina 9,830 3,981 -0,585 0,000
On 10,480 4,359 2,400 0,000
Olom 19,800 3,955 2,650 0,000
Higany 94,070 0,910 0,811 0,000
Szigetel6anyagok fajlagos ellenallasa’
Az anyag neve p [Qm]
Uveg 10— 10"
Csillam 107 —10"
Porcelan 10°-10"
Keménypapir 10" —10°
Kaucsuk 10"
Fenolgyanta 10°— 10"
Polietilén 107 —10"°
Polisztirol 10— 10"
PVC - lagy 10" - 10"
PVC — kemény 10°-10"

! Az értékek 0°C-ra érvényesek. Forras: [5]
? Az értékek 20°C-ra érvényesek. Forras: [36]
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1.11. Ellenallas-alapanyagok fajlagos ellenallasa és homérsékleti

tényezéje’

Az anyag neve Az anyag dsszetétele p [Qm] a[1/°C]

(x10°) (x107%)
Konstantan 60%Cu, 40%Ni1 49 -0,0400
Manganin 84%Cu, 12%Mn, 4%Ni1 43 +0,0100
Nickelin 55%Cu, 25%Ni, 20%Zn 40 — 45 10,1500 — 0,3000
Cronix 80%N1, 20%Cr 112 0,0750
Kromnikkel 60%Ni, 12%Cr, 28%Fe 137 0,0002
Aluchrom 20%Cr, 5%Al, 75%Fe 137 0,0500
Messzing 60%Cu, 40%Zn 7.5 1,6000
Reotan 53%Cu, 25%Ni, 17%Zn, 5%Fe 52,5 0,4000

1.12. A tankonyvben alkalmazott trigonometrikus osszefiiggések

sin’a + cos’a =1

sin2a = 2[sinaldosa
0820 = cos>a - sin’Ql

A I AU ol ol

. . . a+
sina +sinf =2 [8in

sin(0+p) = sinaldosB+ cosalbin3
cos(af3) = cosaldosfF sinalkinf3

2[SinaFinf = cos(a - B) - cos(a + B)
2[dosaldos = cos(a - B) + cos(a + B)
2[sinaldos = sin(a - B) + sin(a + )

[¢os a-p

10. sina —sinf =2 Etos

.aB

11. cosa +cosf =2 E:os

2
-B

12. cosa —cosf3 = -2 Bm

2

13. sin ﬂ I-cosa
2 2

14. cos ﬂ 1+ cosa
2 2

Bm B
2

? Az értékek 20°C-ra értenddk, és -50°C-tol +900°C-ig a B és a y hémérsékleti tényez6k értéke elhanyagolhatdan kicsi.
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1.13. A tankonyvben hasznalt allandok értékei

Az allandé neve Jelolése Ertéke

A fény terjedési sebessége a vakuumban c 299 792 485 m/s
A proton tomege m, 1,6726231-10"" kg
A neutron tomege my, 1,6749286- 1077 kg
Az elektron tomege m, 9,1093897-10°" kg
Az elektron toltése e 1,60217733-10"° C
A vakuum permittivitasa £ 1/(uoc”) F/m =8,85-107"% F/m
A vakuum permeabilitdsa Lo 471:10”" H/m
Gravitacios allandd G(y) 6,67259:10" 'Nh?/kg’
Szabadesési gyorsulas g 9,80665 m/s = 9,81 m/s
Avogadro-szam Na 6,0221367-10% 1/mol
Abszolut nulla fok To -273,16 °C
A viz fagyés-olvadéspontja Ty 273,16 K
Abszolut nulla fok To -273,16 °C

T 3.141592653589

e 2.718281828459
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