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n(n+1) n(n+1)

Ex.1 1+2+3+...+n=

M:
>~
Il
N

7«‘
Il
LN

I) Demonstram proprietatea pentru n=1:

2D g2
2 2

Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
1+2+3+...+k = K(k+1)

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
1+2+3+...+k+(k+1) = (k+1)2(k+2)

Demonstratie:
112434k (k+D) =D iy = (k +1)[§+1]: (k”)z(k”)
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n(n+1)(2n+1) Zn:kz _n(n+1)(2n+1)
5) k=1 6

Ex2 1°+2°+3*+..+n°=

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:

11+1)(2+1) :>1:1-2-3:>1:1
6

1° =

Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:

P+2°+3+..+k* = k(k+1§2k+l)
Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
1P +2°+3% +..+k? + (k +1)° —(k+1)(k+62)(2k+3)
Demonstratie:
124224324 1 k?+ (k+1)7 = KK +1)é2k D L ke1)? = (k+ 1)[k(2k D k1)) =
:(k+1)[2k2+k6+6k+6]:(k+1) 2k2+67k+6 ~(k+1) (k+2)(2k +3) _

_ (k+1)(k +2)(2k +3)
6
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Ex.3 13+23+33+___+n3:[n(n2+1)]2 i [n(n+1)]

k=1

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:

[1(1+1)] 1:[%]2 —1=1
Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
P+2°+3° +..+k° =[k(k2+1)]2
Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
P+2°+3+.. 4k +(k+1)° =[(k+1)2(k+2)]2
Demonstratie:
2 2
B +22 4334+ K+ (k+1)° =[k(k2+1)]2 pkrn)? = FCKED e gye
2 2 2
_ (k+1)2[k7+k+1]: (k+1)2[k +ik+4]: (k +1)2 (k 22) :[(k +1)§k+2)]2



-natematiCé .r1 956@yahoo.com

2 J—
Ex.4 12+32+52+...+(2n_1)2=w
y : , 1(4-1°-1) 1-3
l) Demonstram proprietatea pentru n=1:  1'==——=1="r=1=1

II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
k(4k? -1)

3
Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

2_
12432 4524+ (2k —1)% + (2k +1)2 = K +1)[4(: +)" -1l

1°+3°+5°+..+(2k-1)°* =

Demonstratie: ,
1P +3° +5° +...+ (2k =1)° + (2k +1)° =@+(2k +1)% = K(2k _1;(2k +1) +(2k +1)% =

k(2k -1) 2 —k+6k+3] _ (2k+1)[2k2 +5k+3] _ (2k+D)(k+1)(2k +3) _

3 3
_ (2K +1)[4k* + 6k + 2k + 3] _(2k +1)[4k* +8k +4-1] _(2k +D[4(K? + 2k +1) —1] _ (2k+D)[4(k +1)* 1]
3 3 3 3

=2k +D[ +2k+1]=(2k+1)[2k
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4n(2n-1)(2n+1)

Ex.5 2°+6°+..+(4n-2)*= 3

|) Demonstram proprietatea pentru n=2:
:¢LQi;m21HLj _413_
Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
4k (2k —1)(2k +1)

3

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

4(k +1)(2k +1)(2k +3)
3

2° 4 4=4

2°+6°+...+(4k - 2)* =

2°+6°+..+(4k —2)* + (4k + 2)* =

Demonstratie:

4k (2k —1)(2k +12) k(2k —1)

22 4+6°+...+(4k —2)* + (4k + 2)* = +(4k +2)* =42k +1)[

+2k +1] =

~ 402k +1) X

?_k+6k—3 42k +1)(2k® +5k +3)  4(2k +1)(2K +1)(2k +3)
3 3 3



-atematiCé -r1956@yahoo.com g

n(n+1)(n+2)
3

Ex.6 1.2+2-3+...4+n(n+1) =

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:

_ 11+1D)(1+2) -2 1.2.3
3
Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
k(k +2)(k +2)
3

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

(kK +1)(k + 2)(k +3)
3

1.2 2 &2=2

1.2+2-3+...+k(k+1) =

1.2+2-3+...+k(k+1)+ (k+1)(k+2) =

Demonstratie:

1.242-34.. 1+ k(k +1) + (k +1)(k + 2) = <K +1;(k t2) 4k +1)(k +2) = (k +1)(k +2)[%+1] _

_ (k+D(k+2)(k +3)
3




-atematiCé -r1956@yahoo.com g

Ex.7 14+2-7+..+n(Bn+1)=n(n+1)°

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
1-4=1(1+1)’ < 4=2" = 4=4

Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
1-442-7+...+k(Bk +1) =k(k +1)*

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

1442 7+...+kBk+1) + (K +D 3Bk +4) = (k +1)(k + 2)?

Demonstratie:
1442 7+..+kBk+D)+(k+D)Bk +4) =k(k+1)* + (K +D) Bk +4) = (k + D[k (k +1) + 3k + 4] =
=(K+D[k* +k+3k +4] = (K +D)(K* + 4k + 4) = (k +1)(k + 2)*



] —

1 1 1
: S S TS
Ex.8 Calculati suma: 1.2 2.3 n(n+1)

Rezolvare;

n

1 n
12 23 7 n(n+1)=2k(k+1)_kz[ﬁ_ﬁ] -GS

1 n+1-1 n
bt -] =1 =
n-1 n n+1 n+1 n+1 n+1

Demonstrati cu metoda inductiei complete formula gasita.
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L1t 1 0
EX9 12723 " hin+) n+1

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:

1 1 1 1
[ :> _ = —
1.2 1+1 2 2
Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
1 1 1 k
—t—+...F =
1.2 2.3 k(k+1) k+1

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

11 1 1 k+1
—+——+..+ + =
1.2 2.3 k(k+) (kK+D(k+2) k+2

Demonstratie:

1 1 1 1 K 1 1 1 1 k*+2k+1
Ty [k + 1= : =
k+2 k+1 k+2

ot + = + =
1.2 2-3 k(k+1) (k+D(k+2) k+1 (k+D)(k+2) k+1
1 (k+D)® k41
k+1 k+2 k+2
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L. - -1
Ex10 1474777 " @n-2)(3n+1) 3n+1

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
1 1 1 1
= - — = —
1-4 3141 4 4
Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
1 1 1 k
—F+—+...+ =
1.4 4.7 (3k—2)(3k +1) 3k +1
Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
1.1 1 1 ~ k+1

+ ot + =
1.4 4.7 (Bk-2)(3k+1) (3k+1)(3k+4) 3k+4

Demonstratie:
1 1 1 1 k 1 1 1
1.4 4.7 (3k-2)(3k +1) (Bk+1)(Bk+4) 3k+1 (3k+1)(3k+4) 3k+1 3k+4

1 3k°+4k+1 1 GBk+1)(k+1)  k+1

T 3k+1  3k+4 3K+l 3k+4  3k+4
10
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o1 1 _.n
Ex11 187815 " (7n-6)(7Tn+1) 7n+1

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:

1 1 1 1
= - — = —
1-8 7-1+41 8 8
Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
1 1 1 k
—+——+...+ =
1.8 8-15 (Tk—6)(Tk +1) 7k +1

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
1 1 1 k+1
—+——+...+ + =
1.8 8-15 (7Tk—6)(7Tk +1)  (7Tk +1)(7k +8) 7k +8

Demonstratie:
1 1 1 1 k 1

.1 + = + =
1.8 815 7 (Tk—6)(Tk+1) (Tk+1)(7Tk+8) 7k+1 (7k+1)(7k+8)
1 1 1 7k°+8k+1_ 1 (Tk+D(k+1)  k+1

= k + = . = =
7k+1[ 7k+8] 7k +1 7k +8 7k +1 7k +8 7k +8
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1 2 n n(n+1)
Ex.12 * Tt -
1-3-5 3-5.7 (2n-D(2n+1)(2n+3) 2(2n+1)(2n+3)

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
1 1-(1+1) 1 2 1 1
= o> — =" — =—
1-3-5 2(2+1D(2+3) 15 2-3.5 15 15
Il) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k:
1 2 k k(k +1)

+ +..+ =
1.3.5 3.5.7 (2k —1)(2k +1)(2k +3)  2(2k +1)(2k +3)

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
1,2 k N k+1 _ (k+D(k+2)
1-.3-:5 3:5:7 7 (2k-D(2k+1)(2k+3) 2k +D)(2k +3)(2k +5) 2(2k +3)(2k +5)

Demonstratie:
1.2 k .\ k+1  k(k+))
1.3-5 3.5.7  (2k-1D)(2k+1)(2k +3) (2k +1)(2k +3)(2k +5) 2(2k +1)(2k +3)
k+1 k+1 1 k+1 2k +5k +2

K
KDk )2k e5)  (2kaD(2k+3) 2 2ki5  (2KD(2k+3) 22k +5)

- k+1  @k+Dk+2)  (k+D(k+2)
C(2k+D(2k+3)  2(2k+5)  2(2k +3)(2k +5)
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Ex.13  Calculati valoarea expresiei

L 1 1 1 1
P =Q(1—F):(1—?).(1—3—2 ""'(1_F)

l 1 1 1 1, 2°-1° 3*-1° (n-1)%-1* n®-1°
P”:g(l_ﬁ):(l_?)'(l_? .""(1_n2): 22 3 7 (n-1* n?2
_(2-D(2+1) G-H(3+1) (n-2)n (n-H(n+1) 1.3 2.4 (n-2)n (n-1)(n+1)
S22 3 (-2 nr 22 3 T (-)* 2
_n+l
o

Demonstrati cu metoda inductiei complete formula gasita.
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1 n+1
P — 1__ —
Ex.14 P 2=

|) Demonstram proprietatea pentru n=2:
1 2+1 1 1 3 3_3

22 2.2 474744
l) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru p:
p+1
(1- )

Il 2
Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru p+1:
s 1 p+2
[1a=2) T 2(p+1)

k=2

Demonstratie:

e 1 ~ 1 p+1 (p+1)°-1_1 Pp(p+2) _ p+2
g( )[E( )]( (p+ )) 2 (p+D)*  2p p+l  2(p+D)
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ERETELE DA R
Ex.15 5 4--- on m >

1 1 1 1 1
oS —<—=<=—<=(A)
2141 2 3 "4 3

1
|) Demonstram proprietatea pentru n=1: > <

II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :

13 21 1
2 4 2k J2k+1

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
1 3 2k — 1 2k +1 1
vk >1

2747 Tk 2k+D) 2K+ 3
emonstralier 1 3 2k-1 2k+1 1 2k+1 _2k+1 1
2 477 2k 2(k+1) \/2k+1 2k +2  2k+2 \/2k+3

Malovemde vakel 1 2k+l 1
aralatCa. o 2 S 2ki3  AkZ48k+4 2k +3

Vk>1

& 4k* + 2k + 6k +3 < 4k? + 8k +4(A)
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Ex.16 vn=5= 2" >n?

|) Demonstram proprietatea pentru n=>5:
2° >5% < 32> 25(A)
II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :

vk >5= 2 > k?

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

vk >5= 2" > (k +1)*

Demonstratie:

2t =24 2>2k* =k*+k*>k*+3k =k* + 2k + k > k* + 2k +1=(k +1)°
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Ex.17 vn>10=2">n?

|) Demonstram proprietatea pentru n=10:
2" >10° <1024 >1000( A)
II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :

vk >10 = 2 > k*

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

vk >10 = 2" > (k +1)°

Demonstratie:
2K =225 2k = kP + k¥ > k® +4k* =k +3k? +k* > k> +3k* + 4k =
=k®+3k*+3k+k >k®+3k*+3k +1=(k +1)°



1 1 1 13

+ +...+ >—VYnN>2
n+1 n+2 2n 24

Ex.18

-r1 956@yahoo.com g

|) Demonstram proprietatea pentru n=2:
1 1 13 8+6 13 14 13
—F—>— >— o —>—(A)
3 4 24 24 24 24 24

II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :

1 1 1 13

+ +...+ >—VKk>2
k+1 k+2 2k 24

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

1 1 1 1 1 13
+ + ..+ + + > \vd
k+2 k+3 2k 2k+1 2k+2 24

k>2
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Demonstratie:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ +ot—+ + = + + +ot —
k+2 k+3 2k 2k+1 2k+2 k+1 k+2 k+3 2k
1 1 1 13 1 1 1 13
+ + — > —+ + — >
2k +1 2k+2 k+1 24 2k+1 2k+2 k+1 24
Mai avem de aratat ca: 1 1 1
+ - >0
2k+1 2k+2 k+1
1 1-2
+ >0
2k +1 2k +2
1 B 1 .0
2k +1 2k +2
2k+2—2k—1>
(2k +1)(2k + 2)

1

> 0(A)
(2k +1)(2k + 2)
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Ex.19 n°+11n este divizibil cu 6

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
1°+11-1=1+11=12=6-2(A)

II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :
dp € Z astfel incat k> +11k = op

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
g e Z astfel incat (k+1)° +11(k +1) = 6

Demonstratie:

(k+1)° +11(k+1) = k> +3k* + 3k +1+11k +11 = (k® +11K) + 3k* + 3k +12 =
k(K +1)

6p+3(k*+k)+12=6p+3k(k+1)+12=6[p+ +2]=6q



-atematiCé -r1956@yahoo.com g

Ex.20 7" —1 este divizibil cu 6

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
7'-1=7-1=6=6-1(A)
II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :
dpeZ” astfel incat 7 —1= 6p
Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

3q e Z astfel incéat 78 1= 69

Demonstratie:

7t 1=7"7-7+7-1=7(7"-1)+6=7-6p+6=6(7p+1) = 69
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Ex.21 6°"!+1 este divizibilcu 7

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
6 +1=6+1=7=7-1(A)

II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :
dp € Z astfel incat 6t +1= m

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

dgeZ astfel incat 62 = 7q

Demonstratie:

65" +1=6"".6"+36-36+1=36(6""+1)-35=36-7p-35=
=7(36p-5)=7q
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Ex.22 10" +18n—28 este divizibil cu 27

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
10+18-28=0=0-27(A)

II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :
p e Z astfel incat 10°+18k — 28 = 27p

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:
q e Z astfel incat 10" +18(k +1) — 28 = 27q

Demonstratie:

10%* +18(k +1) —28 =10 - 10 + 180k — 280 —180k + 280 +18k +18 — 28 =

:10(10" +18k —28) -162k +270=10-27p-162k + 270 = 27(10p — 6k +10) =
=27q
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Ex.23 7%" _1 este divizibil cu 48

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
7°-1=49-1=48=148-1(A)

II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :
dp € Z astfel incat 7%% 1= 48p

Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

Aq e Z astfel incat 77** = 48q

Demonstratie:
772 =77 .49-49+49-1=49(7°-1)+48=49.48p + 48 =
= 48(49p +1) = 48q
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Ex.24 3.52M+1 4 930+l este divizibil cu 17

|) Demonstram proprietatea pentru n=1:
3.5°+2*=375+16=391=23-17(A)
II) Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru k :

p e Z astfel incat 3-5° + 2% =17p
Avem de aratat ca proprietatea este adevarata pentru k+1:

3q e Z astfel incéat 3.52k+3 4 p3kd 179

Demonstratie:

3 . 52k+3 + 23k+4 —_ 3 . 52k+1 . 52 + 25 . 23k+1 _ 25 . 23k+1 + 23k+l . 23 _
— 25[3 . 52k+l 4 23k+1] _ 25 . 23k+l 4 8 . 23k+1 _ 25 17p 17 23k+l _
— 17(25p _ 23k+1) _ 17q
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n
Ex.25 Determinati valoarea sumei: Zk!.k
k=1

Rezolvare;:

Zn: KLk = Zn: Ki(k+1-1) = Zn:[k!(k +1)-kl] = Zn:[(k +1)-k!] =
=_[2!—]_|] +i3!—2!] +[41-31] +_ +[(n+1)-nl] = (;1 +1)1-1

> kbk=(n+1)-1
k=1

Se poate demonstra cu metoda inductiei complete.
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n
Ex.26 Determinati valoarea sumei: Z ki(k* +k+1)
k=1

Rezolvare;:

Zn:k!(kz +k+1) :Zn:k!(kz + 2k +1—K) :Zn:k![(k+l)2 —|<]=Zn:|<!(k+1)2 —Zn:k!kz

= Zn:(k +1)1(k +1)—Zn:k!k =(n+2)-2-(n+)4+1l=(n+2)-(n+1)-1

Zn:k!(k2 +k+)=(n+2)-(n+1)-1

k=1

Se poate demonstra cu metoda inductiei complete.



