8. Metoda de programare Backtracking

8.1. Prezentare generala

Imaginati-va ca astazi este ziua vostra si aveti invitati. Aranjati o masa
frumoasa, apoi va ganditi cum sa va asezati invitatii la masa. Ati vrea sa stiti toate
posibilitatile de asezare a invitatilor la masa, dar realizati in acelasi timp ca trebuie sa
tineti seama si de preferintele lor. Printre invitati existd anumite simpatii dar si unele
antipatii, de care doriti neaparat sa tineti seama, pentru ca petrecerea sa fie o bucurie
pentru toti.

Sa ne gandim cum procedati pentru a identifica toate posibilitatile de a plasa
invitatii la masa. Incepeti prin a scrie niste cartonase cu numele invitatilor.

Alegeti un invitat.

Pentru a-l alege pe al doilea, selectati din multimea cartonaselor ramase un alt
invitat. Daca stiti ca cele doua persoane nu se agreeaza, renuntati la cartonasul lui si
alegeti altul si asa mai departe.

Se poate intdmpla ca la un moment dat, cand vreti sa alegeti cartonasul unui
invitat s& constatati ca nici unul dintre invitatii ramasi nu se potriveste cu ultima
persoana slectata pana acum. Cum procedati?

Schimbati ultimul invitat plasat cu un invitat dintre cei ramasi si incercati din
nou, daca nici asa nu reusiti, schimbati penultimul invitat cu alcineva si incercati din
nou si asa mai departe pana cand reusiti s& plasati toti invitatii. inseamna ca ati
obtinut o solutje.

Pentru a obtine toate celelalte solutii, nu va ramane decéat sa o luati de la
inceput. Aveti cam mult de muncit, iar daca numarul invitatilor este
mare...operatiunea devine foarte anevoioasa. lata de ce aveti nevoie de un calculator
si cunostinte de programare .
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Backtracking este o metoda de parcurgere sistematica a spatiului
solutiilor posibile al unei probleme.

Este o metoda generald de programare, si poate fi adapta pentru orice
problema pentru care dorim sa obtinem toate solutiile posibile, sau sa selectam o
solutie optima, din multimea solutiilor posibile.

Backtracking este insa si cea mai costisitoare metoda din punct de vedere
al timpului de executie.

n general vom modela solutia problemei ca un vector v=(v4,v2,vs,...,vy) In care
fiecare element vi apartine unei multimi finite si ordonate Sy cu k=1,n. In anumite
cazuri particulare, multimile S ,S, Ss,...,S, pot fi identice . Procedam astfel:

1. La fiecare pas k pornim de la o solutie partiala v=( v1,v2,vs,...,Vk-1) determinata
pana in acel moment si incercam sa extindem aceasta solutie adaugand un nou
element la sfarsitul vectorului.

2. Cautam in multimea Sk, un nou element.

3. Daca exista un element neselectat inca, verificam daca acest element
indeplineste conditiile impuse de problema, numite conditii de continuare.

4. Daca sunt respectate conditile de continuare, adaugam elementul solutiei
partiale.

5. Verificam daca am obtinut o solutie completa.




- daca am obtinut o solutie completa o afisam si se reia algoritmul de
la pasul 1.
- daca nu am obtinut o solutie, k <----- k+1 si se reia algoritmul de la
pasul 1.
6. Daca nu sunt respectate conditiile de continuare se reia algoritmul de la pasul 2.
7. Daca nu mai exista nici un element neverificat in mulfimea Sy inseamna ca nu mai
avem nici o posibilitate din acest moment, sa construim solutia finala asa ca
trebuie sa modificam alegerile facute in prealabil, astfel k <----- k-1 si se reia
problema de la pasul 1.

Revenirea in caz de insucces sau pentru generarea tuturor solutiilor problemei, a
condus la denumirea de “backtracking” a metodei, traducerea aproximativa ar fi
“revenire in urma”.

Forma generala a unei functii backtracking

Implementarea recursiva a algoritmului furnizat de metoda backtracking, este
mai naturald si deci mai ugoara. Segmentul de stiva pus la dispozitie prin apelul
functiei este gestionat in mod automat de sistem. Revenirea la pasul precedent se
realizeaza in mod natural prin inchiderea nivelului de stiva.

void BK(int k) I/k-pozitia din vector care se completeaza
{int i;
for (i=1; i<=nr _elemente Sk; i++) /Iparcurge elementele multimii Sk
{ vik]=i; //selecteaza un element din multime
if (validare(k)==1) //valideaza conditiile de continuare ale problemei
{ if (solutie(k)==1) /Iverifica daca s-a obtinut o solutie
afisare(k); /lafiseaza solutia
else
BK(k+1); /Ireapeleaza functia pentru pozitia k+1
H
} //dacd nu mai existd nici un element neselectat in multimea Sk,
} //se inchide nivelul de stiva si astfel se revine pe pozitia k-1 a
/Ivectorului
/lexecutia functiei se incheie, dupa ce s-au inchis toate nivelurile stivei, inseamna ca in vectorul v nu
mai poate fi selectat nici un elemente din multimile Sk

8.2. Exemple de implementare a metodei:
1. PERMUTARI
Sa se genereze toate permutarile primelor n numere naturale.

VVom genera pe rand solutiile problemei in vectorul v=(v4,v2,v3,...,Vy), unde vk€Sk.
Sa facem urmatoarele observatii:
1. Pentru aceasta problema toate multimile Sy sunt identice, Sk={1,2,3,....,n}.
La pasul k selectam un element din multimea Sk.
2. Intrucat in cadrul unei permutari elementele nu au voie si se repete
aceasta conditie reprezenta conditia de continuare a problemei.
3. Obtinem o solutie in momentul in care completam vectorul cu n elemente.

Exemplu pentru n=3 S1= S,= S;={1,2,3}
(1.2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)
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#include <iostream.h> // PERMUTARI

const MAX=20;

int n,v[MAX] ; //m-nr. de elemente, v[20]-vectorul in care construim solutia
int valid(int k);

int solutie(int k);

void afisare(int k);

void BK(int k);
int main()
{cout<<"n= ";cin>>n; //se citeste n
BK(1);
return 0; /lapelam functia BK pentru completarea pozitiei 1din vectorul v
H
void BK(int k)
{int i; //i-elementul selectat din multimea Sy, trebuie sa fie variabila locala, pentru
// a se memora pe stiva
for (I=1;i<=n;i++) /Iparcurgem elementele multimii Sy
{vik]=i; /lselectam un element din multimea Sy
if (valid(k)) /iverificam daca eclementul ales indeplineste condiiile de continuare
{if (solutie(k)) /Iverificam daca am obtinut o solutie
afisare(k); /se afiseaza solutia obtinuta
else
BK(k+1); /freapemam functia pentru pozitia k+1 din vectorul v
H
}
int valid(int k) /lverificam conditiile de continuare
{int i;
for (i=1;i<=k-1;i++)  //comparam fiecare element din vectorul v cu ultimul element selectat
if (v[i]==v[k]) /ldeoarece Intr-o permutare elementele nu au voie sa se repete,
return 0; //returnam 0 in cazul in care elementul selectat, a mai fost selectat o data
return 1; /freturnam 1 in cazul in care elementul nu mai apare in vector
H
int solutie(int k) /lverificam dacd am obtinut o solutie
{if (k==n) /fam obtinut o permutare, daca am reusit sa depunem in vector n elemente
return 1;
return 0;
H
void afisare(int k) /lafiseaza continutul vectorului v
{int1;
for (i=1;1<=k;i++)
couts<vlij<<t
cont<<andl:

Problema generarii permutarilor, este cea mai reprezentativa pentru metoda
backtracking, ea contine toate elementele specifice metodei.

Probleme similare, care solicita determinarea tuturor solutjiilor posibile,
necesita doar adaptarea acestui algoritm modificand fie modalitatea de selectie a
elementelor din multimea Sy, fie conditiile de continuare fie momentul obtinerii unei
solutji.




2. PRODUS CARTEZIAN
Se dau n mul{imi, ca cele de mai jos:

S1={1,2,3,...,W1}
Sz={1 ,2,3,...,W2}
Sn={1,2,3,....Wo}

Se cere sa se gnereze produsul lor cartezian.

Exemplu:

pemtru n=3 si urmaroarele multimi

S1={1 ,2} W1=2

S,={1,2,3} wp=3

83={1 ,2} W3=2

produsul cartezian este:

S1 xS, xS3={(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(1,3,1),(1,3,2),
(2,2,1),(2,1,2),(2,2,1),(2,2,2),(2,3,1),(2,3,2)}

Prin urmare o solutie este un sir de n elemente, fiecare element i€S;, cu i=1,n

Sa analizam exemplul de mai sus:

1. La pasul k selectam un element din multimea Sk ={1,2,3,...,wx}.

2. Elementele unei solutii a produsului cartezian, pot sa se repete, pot fi in
orice ordine, iar valori straine nu pot apare, deoarece le selectam doar
dintre elementele muliimii Sx . Prin urmare nu trebuie sa impunem
conditii de continuare.

3. Obtinem o solutie in momentul in care am completat n elemente in vectorul
V.

Vom memora numarul de elemente al fiecaerei multimi Sy , intr-un vector w. Solutiile
le vom construi pe rand in vectorul v.

#include <iostream.h> /- PRODUS CARTEZIAN

#include <fstream.h>

const MAX=20;

int n,v[MAX],w[MAX]; //m-nr. de multimi, v-vectorul solutie, w-contine nr. de elemente di
//fiecare multime Sk

void BK(int k);

void citire();

void afisare(int k);

int solutie(int k);

void main()

{citire(); //citire date
BK(1); //apelam functia BK pentru selectarea primului element in v
}
void BK(int k) //functia becktreacking
{int 1;
for (i=1;i<=w[k];it+) //parcurgem multimea Sy ={1,2,3,...,Wx}
vikl=t; //selectaim elementul i din multimea Sk
//mu avem functie de validare- nu avem conditii de continuare
if (solutie(k)) /Iverificam daca am obtinut o solutie
afisare(k); //afisam solutia
else
BK(k+1); //reapelam funcia BK pentru completarea pozitiei urmatoare in
/- vectorul v
} //se inchide un nivel de stiva si astfel se ajunge la pozitia k-1 in v
}




void citire() /lcitirea datelor
{int i;
ifstream f("prod.in");
>n; //se citeste numarul de multimi
for(i=1;1<=n;i++)
>wli]; //se citeste numarul de elemente al fiecarer multimi
f.close();
}
int solutie(int k) /lfunctia solutie determina momentul in care se ajunge la o solutie
{if (k==n) /lobtinem o solutie daca am dpus in vectorul v, n elemente
return 1;
return 0;
H
void afisare(int k) /lafuseaza o solutie
{int 1;
for (i=1;1<=k;i++)
cout<=<v[i]<<" "
cout<<endl;

}

3. ARANJAMENTE
Se citesc n si p numere naturale cu p<=n. Sa se genereze toate aranjamentle
de n elemente luate céate p.
Exemplu pentru n=3, p=2
(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2)

Vom genera pe rand solutiile problemei in vectorul v=(v4,v2,V3,...,Vy), unde vxeSk.
Sa facem urmatoarele observatii:
1. pentru aceasta problema toate multimile Sk sunt identice, Sx={1,2,3,....,n}.
2. la pasul k selectam un element din multimea Sk.
Intrucat in cadrul unei aranjari, elementele nu au voie sa se repete
aceasta conditie reprezenta conditia de continuare a problemei.
3. Otinem o solutie in momentul in care completam vectorul cu p elemente.
Sa observam ca problema generarii aranjamentelor, nu difera prea mult de problema
generarii permutarilor. Singura deosebire pe care o sesizam este aceea ca obtinem o
solutie Tn momentul in care am plasat in vector p elemente.
Prin urmare, in cadrul programului pentru generarea permutarilor trebuie sa
modificam o singura functie si anume functia solutie, astfel:

int solutie(int k) /verificam daca am obtinut o solutie
{if (k==p) //am obtinut o aranjare, daca am reusit sa depunem in vector p elemente
return 1;
return 0;
i
4. COMBINARI

Se citesc n si p numere naturale cu p<=n. Sa se genereze toate combinarile
de n elemente luate cate p.
Exemplu pentru n=3, p=2. obtinem (1,2), (1,3), (2,3)




Vom genera pe rand solutiile problemei in vectorul v=(v4,v2,Vs,...,Vy), unde vgeSy
Sa facem urmatoarele observatii:
1. Pentru aceasta problema toate muliimile Sk sunt identice, S$x={1,2,3,....,n}.
La pasul k selectam un element din multimea S.
2. In cadrul unei combinari elementele nu au voie s se repete.
Sa mai observam si faptul ca daca la un moment dat am generat de exemplu
solutia (1,2), combinarea (2,1) nu mai poate fi luata in considerare, ea nu mai
reprezinta o solutie. Din acest motiv vom considera ca elementele vectorului
reprezinta o solutie, numai daca se afla in ordine strict crescatoare.
Acestea reprezinta conditiile de continuare ale problemei.
3. Otinem o solutie Tn momentul in care vectorul contine p elemente.
Putem genera toate elementele unei combinari, parcurgand multimea {1,2,3,...,n},
apoi sa verificam conditiile de continuare asa cum am procedat in cazul permutarilor.
Putem insa imbunatatii timpul de executie, selectand din muliimea {1,2,3,...,n}, la
pasul k un element care este in mod obligatoriu mai mare decat elementul v[k-1],
adica i=v[k-1]+1.
Ce se intimpla Tnsa cu primul element plasat in vectorul v?
Acest element a fost plasat pe pozitia 1, iar vectorul v detine si elementul v[0] in mod
implicit in C++. v[0]=0, deoarece vectorul v este o variabila globala si se initializeaza
automat elementele lui cu 0.
In acest fel, impunand aceste restrictii incé din momentul selectiei unui element,
conditiile de continuare vor fi respectate si nu mai avem nevoie de functia valid.
Algoritmul a fost substantial Tmbunatatit, deoarece nu selectam toate
elementele multimii si nu verificam toate conditile de continuare, pentru fiecare
element al multimii.

#include <iostream.h> [/ COMBINARI
const MAX=20;
int n,p,v[MAX] ;
int solutie(int k);
void afisare(int k);
void BK(int k);
void main()
{cout<<"n=";cin>>n; cout<<"p=";cin>>p;
BK(1);
H
void BK(int k)
{int i;
for (i=v[k-1]+1;i<=n;it+) //la pasul k selectam din multime un element mai mare decat elementul
{vlk]=t; /lde pe pozitia k-1
if (solutie(k)) //mu este necesar sa verificam conditiile de continuare, ele sunt respectate
afisare(k); //datorita modului in care am selectat elementele.
else
BK(k+1);
}

}

int solutie(int k)

{if (k==p) return 1;

return 0;}
void afisare(int k)

{int 1;

for (i=1;i<=k;i++) cout<<v[i]<<" "
cout<<endl;

+




4. SUBMULTIMI

Sa se genereze toate submultimile multimii S={1,2,3, ... ,n}.

Exemplu: pentru n=3, S={1,2,3}, submuliimile sunt urmatoarele:
®-multimea vida, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}

Sa observam ca pentru a obtine toate submulfimile unei multimi, este suficient
sa generam pe rand C;,Cj,...,C;’“, pentru multimea S={1,2,3, ... ,n}, la care trebuie

sa adaugam multimea vida si multimea S.

In aceste conditii, este suficient s& modificdm doar functia principald pentru a
genera toate submulfimile si afisarea datelor ca multimi de elemente. Funtiile BK si

solutie genereaza in realitate C” elemente.

#include <iostream.h> 1 SUBMULTIMI 1

const MAX=20;
int n,p,vy]MAX] ;
int solutie(int k);
void afisare(int k);
void BK(int k);
void main()
{int 1;
cout<<'n=";cin>>n;
cout<<"mulimea vida'<<endl;
for(p=1;p<=n-1;p++) /lgeneram C? elemente
BK(1);
cout<<"{";
for(i=1;i<n;i++)
couts<g=<<" "
cout<sn<<"}'":
H
void BK(int k)
{int 1;
for (i=v[k-1]+1;i<=n;it+)
{vIk]=i;
if (solutie(k))
afisare(k);
else
BK(k+1);
H
H
int solutie(int k)
{if (k=—p)
return 1;
return 0;
}
void afisare(int k)
{ cout<<"{ s
for (int i=1;i<k;it+)  cout<<v[i]<<", "
couts<vlk]<<" }'<<endl;

}




Putem construi un algoritm mai eficient pentru generarea tuturor submultimilor
unei mulfimi.

De exemplu daca genetam multimile in urmatoarea ordine:
multimea vida, {1}, {1,2}, {1,2,3}, {2}, {2,3}, {3}

#include <iostream.h> //SUBMULTIMI 2
const MAX=20;

int n,p,v[MAX] ;

int valid(int k);

int solutie(int k);

void afisare(int k);

void BK(int k);

void main()
{int 1;
cout<<"n=";cin>>n;
cout<<"mulimea vida"<<endl;
BK(1);
H

void BK(int k)
{int1;
for (i=v[k-1]+1;i<=n;it++)
vikl=i;
afisare(k);
BK(k+1);
H
H

5. Problema celor n dame
Fiind data o tabla de sah de dimensiune nxn, se cere sa se aranjeze cele n dame

in toate modurile posibile pe tabla de sah, astfel incat sa nu se afle pe aceeasi linie,
coloana, sau diagonala (damele sa nu se atace).

Exemplu pentru n=4 o solutie este:




Observam ca o dama va fi plasata intotdeauna singura pe o linie. Acest lucru
ne permite sa memoram fiecare solutie intr-un vector v, considerand ca o casuta k a
vectorului reprezinta linia k iar continutul ei, adica v[k] va contine numarul coloanei
in care vom plasa regina.

Pentru exemplul de mai sus, vectorul v va avea urmatorul continut:

Sa facem urmatoarele observatii:

1. Pentru aceasta problema toate multimile Sk sunt identice, Sx={1,2,3,....,n} si
reprezintd numarul coloanelor tablei de sah. Indicele k reprezinta numarul liniei
tablei de sah.

Prin urmare, la pasul k selectam un element din multimea Sk.

2. Conditiile de continuare ale problemei :

a) Damele sa nu fie pe aceeasi linie - aceasta conditie este indeplinita prin modul
in care am organizat memorarea datelor si anume intr-o casuta a vectorului
putem trece un singur numar de coloana.

b) Damele sa nu fie pe aceeasi coloana — adica v[k]#V[i], cu 1<=i<=k-1.

c) Damele sa nu fie pe aceeasi diagonala. Daca doua dame se gasesc pe
aceeasi diagonala inseamna ca cele doua distante masutate pe linie respectiv
pe coloana, dintre cele doua dame sunt egale. Prin urmare conditia ca damele
sa nu fie pe aceeasi diagonala este: |V[k]-V[i]| #k-i , cu 1<=i<=k-1.

vii] v[K]
linia i D

linia k D

3. Obtinem o solutie daca am reusit sa plasam toate cele n dame, adica k=n.

Sa urmarim modul in care se completeaza vectorul solutie v si o reprezentare
grafica a ceea ce inseamna valorile vectorului v pe tabla de sah.
Reprezentarea descrie completarea vectorului pana la obtinerea primei solutii,

pentru n=4.
Algoritmul de backtracking continua in aceeasi maniera, pana la generarea

tuturor solutiilor.

10
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pe linia 3 nu mai putem plasa nici o
dama, selectam alta valoare pe linia 2
v k=2

L1 [ 4 ] | |
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-pe linia 4 nu putem plasa nici o dama
-pe linia 3 nici o altd coloana nu este
corecta
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disponibild

-se revine la linia 1
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Algoritmul continui pentru a genera
toate solutiile.

D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D

Am obtinut prima solutie !
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6. Plata unei sume cu monede de valori date.

Fiind data o suma S si n monede de valori date, sa se determine toate modalitatile de

platd a sumei S cu aceste monede. Consideram ca sunt monede suficiente din
fiecare tip.




7. Problema rucsacului
Intr-un rucsac se poate transporta o anumita greutate maxima G.
O persoana dispune de n obiecte. Pentru fiecare obiect se cunoasre greutatea si
castigul pe care persoana il poate obtine transportand acelst obiect.
Ce obiecte trebuie sa transporte persoana respectiva pentru a obtine un castig
maxim.
Datele de intrare se citesc din figsierul RUCSAC.IN astfel:
- linia 1: n G -unde n este numarul de obiecte si G greutatea maxima admisa
de rucsac
- linia i: numeli] g[i] c[i]
unde: -nume — este numele obiectului
-g — este greutatea obiectului
- ¢ —este castigul obtinut pentru acel obiect
cui=1,n
Exemplu:
RUCSAC.IN
4 20
pantaloni 5 5
caciula 10 3
camasa 107
pantofi 5 2

pentru datele de intrare de mai sus, solutia optima este:

Castigul maxim:14
pantaloni 55
camasa 107
pantofi 52

Dupa cum observati prolema nu solicité obtinerea tuturor solutjilor ci determinarea
solutiei optime.

Pentru a determina solutia optima vom genera cu metoda backtracking toate
solutiile si vom retine dintre acestea doar solutia cea mai buna. Aceasta presupune
sa nu afisam fiecare solutie ci, in momentul obtinerii unei noi solutii 0 vom compara
cu solutia precedenta, in cazul in care castigul obfinut este mai mare decat
precedentul vom retine aceasta solutie. Vom considera castigul initial 0.

Vom folosi urmatoarele variabile:

n-numarul de obiecte

G - greutatea maxima admisa de rucsac
nume[ ][] - retinem renumirea obiectelor

a1l - retinem greutatea fiecarui obiect

c[] -retinem castigul pentru fiecare obiect
v[] -vectorul solutie:

0-obiectul nu este transportat,
1-obiectul este transportat

S_max -retine castigul maxim
sol_max -retine solutia maxima
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m 8.3. Evaluare

TESTUL 1

1.

Cand este necesar ca in rezolvarea unei probleme sa aplicam metoda
backtracking?

Ne propunem sa generam toate submultimile multimii {1, 2, 4, 6, 8}. Cate solutii
care obligatoriu contin elementul 2 si nu ontin elementul 8 putem genera?
a.) 8 b.)6 c.)16 d.)7

Sa se scrie un numar natural n ca suma de numere neturale nenule distincte.

Daca scriem numarul 9 ca suma de numere naturale distincte, aplicand metoda
backtracking si obtinem toate solutiile in ordinea:

1+2+6, 1+3+5, 148, 2+3+4, 2+7, 3+6 si 4+5, aplicand aceeasi metoda pentru
scrierea lui 12 ca suma, aplicand exact aceeasi metoda de generare, Cate solutii
de forma 3+... exista?

a.)7 b.) 2 c.)1 d)4

TESTUL 2

1. Descrieti etapele obligatorii de analiza, a unei probleme pe care trebuie sa o
rezolam cu metoda backtracking.

2. Presupunand ca avem multimea {2, 4, 6} si generam cu backtracking toate
numerele care se pot forma cu aceste cifre in ordine strict crescatoare, nu
neaparat in aceasta ordine:
2,4,24,6, 26, 46, 246. Problema este echivalenta cu a genera:

a.) permutari de k obiecte

b.) aranjamente de 10 obiecte luate cate k
c.) submultimilor nevide ale unei mulfimi
d.) partitiilor unei multimi

3. Sa se genereze toate numerele care se pot forma cu cifre aflate in ordine strict
descrescatoare, din multimea {2, 4, 6, 8} .

4. Aveti n invitati la masa. Printre persoanele invitate exista cateva care nu se

agreeaza si nu doriti sa ajunga alaturi. Determinati toate modalitatile de a plasa
la masa invitatii {iindnd seama de aceste restrictii. Datele de intrare se ciresc din
fisierul back.in astfel:

linia 1: n -numarul de persoane

linia 2: p1 p2 -doua persoane care nu trebuie sa stea alaturi

linia 3: p3p4 - - -

linia k: plpm - - -
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8.4. Probleme propuse

. Sa se afiseze toate modalitatile in care poate fi ordonata muliimea {1,2,...,n} astfel

ca numerele 1,2,3 sa fie alaturate si in ordine crescatoare(n>3).

. Fie data o multime A cu m elemente si o multime B cu n elemente. Sa se

gaseasca numarul de permutari al multimii AUB, astfel incat primul element al
unei astfel de permutari sa fie din A, iar ultimul sa fie din B, stiind ca A si B sunt
disjuncte. Sa se afiseze toate aceste permutari.

O grupa de studenti trebuie s& programeze 4 examene in timp de 8 zile. Afisati
toate modalitatile in care se poate face aceasta. Dar daca ultimul examen se va
da in mod obligatoriu in ziua a opta?

La n clase trebuie repartizati m profesori de matematica fiecaruia repartizandu-i-
se cate m clase (m<=n). Determinati toate modalitatile in care se poate face
repartizarea.

Din 10 persoane, dintre care 6 barbati si 4 femei se formeaza o delegatie alcatuita
din 5 persoane dintre care cel putin doua femei. Afisati toate modalitatile in care
se poate forma aceasta delegatie.

In cate moduri se poate ordona multimea {1,2,...,n} astfel incat fiecare numar
divizibil cu 2, si fiecare numar divizibil cu 3, sa aiba rangul divizibil cu 2 si
respectiv 37 Afisati toate solutiile.

Pentru intocmirea orarului unei clase de elevi, trebuie sa fie programata in fiecare
zi, fie o ora de desen din cele doua pe saptamana, fie o ora de fizica din cele
patru pe saptamana. Afigati toate modalitatile de intocmire a orarului.

La o petrecere iau parte 7 fete si 8 baieti. La un anumit dans trebuie sa se
formeze 4 perechi. In cate moduri se pot forma aceste perechi? Afisati toate
solutiile.

Un elev are n carti de matematicd si altul are m céarti. in cate moduri pot s&
schimbe cartile intre ei, o carte in schimbul alteia”? Dar daca schimba doua carti in
schimbul altora 27 Afigati toate solutiile.

10.Fiind data o harta cu n tari, se cer toate solutiile de colorare a hartii, utilizand cel

11

mult 4 culori, astfel incat doua tari cu frontiera comuna sa fie colorate diferit.

.Se dau n cuburi numerotate de la 1 la n, de laturi |; si culori ¢; cu care se pot forma

turnuri, respectand conditjile:

- cuburile din turn au laturile in ordine descrescatoare;
- cuburi alaturate au culori diferite.

Folosind k din cele n cuburi, se cere sa se afiseze:

a. toate turnurile ce se pot forma;

b. un turn;

c. un turn de inaltime maxima;
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d. toate turnurile de Tnaltime maxima (fara a genera de 2 ori toate turnurile
posibile).
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