matematikai statisztika

(összefoglaló)

Számos gyakorlati kérdés vizsgálatakor a jelenségek sztochasztikus jellegűek és ennek megfelelően a vizsgálat eredményeként levonható következtetések is általában statisztikus törvényszerűséget fejeznek ki. A matematikai statisztika a tapasztalati adatokból az ilyen esetekben levonható következtetésekkel foglalkozik. A cél a rendelkezésre álló megfigyelésekből az információk kinyerése, statisztikai törvényszerűségek feltárása, következtetések levonása és felhasználása. A vizsgálat gyakran arra irányul, hogy megfeleltethető-e az adatoknak egy adott modell a sztochasztikus modellek meghatározott családjából, vagy az adatok alapján milyen következtetések vonhatók le az ismeretlen paraméterek értékeire.

Statisztika alapfogalmai


Sokszor, amikor egy vizsgálat során egymás után n számú konkrét kísérletet végzünk valamire vonatkozóan, n számhoz jutunk. Például, amikor egy adott gépen gyártott tengelyek átmérőjét megmérjük, n konkrét x1 ,..., xn számértéket – mintát – kapunk. A statisztika elmélete szempontjából azonban általában úgy beszélünk n független kísérlet kimeneteléről, hogy realizálnánk azokat, vagyis az egyes kísérletek kimenetelét (megfigyelések eredményeit) egyenként valószínűségi változónak tekintjük. Ennek megfelelően megkülönböztetjük a mintát a  statisztikai mintától: 

A statisztikai minta valamely véletlen mennyiségre vonatkozó véges számú független megfigyelés (lehetséges) eredménye, vagyis véges sok független azonos eloszlású valószínűségi változó.

Ha a véletlen mennyiséget az X valószínűségi változóval jellemezzük, akkor a statisztikai minta olyan véges számú X1,...Xn független azonos eloszlású valószínűségi változót jelent, melyek közös eloszlásfüggvénye megegyezik az X valószínűségi változó FX(x) eloszlásfüggvényével. 

Ha a konkrét vizsgálat során az n számú kísérlet eredménye X1 = x1 ,..., Xn = xn, akkor azt mondjuk, hogy a mintavétel az x1 ,..., xn mintához vezetett. A mintavételezés során ügyelni kell arra, hogy a minta jól jellemezze a vizsgálni kívánt eloszlást, vagyis hogy a minta reprezentatív legyen.

Bár a statisztikai minta és minta fogalma különbözik egymástól, mindkettőt gyakran egyszerűen mintának nevezik. A statisztikai minta valószínűségelméleti-statisztikai tulajdonságait vizsgálva és azt felhasználva vonhatunk le következtetéseket a mintából.

Kiinduló tájékozódást adnak a minta jellemzőiről a leíró statisztikák: átlag, szórás, gyakorisági és sűrűséghisztogram, korreláció, stb.

Rendezett minták

Legyen 
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  n elemű statisztikai minta, azaz független, azonos eloszlású valószínűségi változók együttese. Közös eloszlásfüggvényüket jelölje 

. Rendezzük őket nagyság szerint növekvő sorrendbe, így kapjuk az 
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sorozatot, amelyet rendezett mintának nevezünk. Ez azt jelenti, hogy az 

 számok megfelelő 

 permutációjára fennáll 
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Megjegyezzük, hogy bár a kiinduló 

 statisztikai minta független azonos eloszlású valószínűségi változókból áll, a rendezett 
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 minta elemei sem nem függetlenek, sem nem azonos eloszlásúak (az elfajult eloszlástól eltekintve). 

A rendezett mintaelemek együttes eloszlását könnyű felírni. Jelölje 
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Ekkor 



 közül pontosan j  kisebb, 

 nagyobb, vagy egyenlő, mint
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Ha létezik az 

 eloszlásfüggvénynek 

 sűrűségfüggvénye, akkor könnyű ellenőrizni, hogy létezik az 
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 sűrűségfüggvénye, amely a következő alakot ölti:
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Innen a legkisebb 
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Megjegyezzük, hogy e két speciális esetben az eloszlások közvetlenül is felírhatók a formulák felhasználása nélkül. 

A rendezett minták segítségével szokás definiálni a mintát jellemző empirikus mutatókat, mint pl. az empirikus, vagy tapasztalati mediánt, a minta terjedelmét, de segítségével egyszerűen megadható az empirikus eloszlásfüggvény is.

Definíció. Tetszőleges 

 minta esetén tapasztalati mediánnak nevezzük az 
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 mellett az 
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 értéket nevezzük annak. A minta terjedelme alatt az 
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Megjegyzés. Ha létezik az 

 sűrűségfüggvény, akkor az 
[image: image14.wmf]n

nn

X

X

1

-

 mintaterjedelem eloszlásfüggvénye egyszerű alakban írható fel:
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Sajnos ez az előállítás még az egyszerűbb de fontos eloszlások, pl. normális eloszlás esetén sem vezet a gyakorlatban is alkalmazható formulához, hanem csak táblázatolt formában használhatók. Érdekes megemlíteni, hogyha 

 független 

 normális eloszlású valószínűségi változók, akkor a normált 
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mintaterjedelem várható értéke és szórása független a ( és ( paraméterektől és csak n-től függnek.

Empirikus eloszlásfüggvény és fontosabb tulajdonságai

Legyen 
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pedig az empirikus eloszlásfüggvényt. Az empirikus eloszlásfüggvényre érvényes a Glivenko-tétel, amelyet szokás a matematikai statisztika alaptételének is nevezni:

Tétel. Az 
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 empirikus eloszlásfüggvény 1 valószínűséggel konvergál az eloszlás-függvényhez, azaz fennáll
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Ennek a tételnek inkább elméleti jelentősége van, a gyakorlatban nem használható, mivel a konvergencia sebességéről semmit sem mond. A következő tétel az empirikus eloszlásfüggvény aszimptotikus tulajdonságait jellemzi, melynek a statisztikai alkalmazások szempontjából van nagy jelentősége.

Tétel. Ha az 
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az un. Kolmogorov-féle eloszlásfüggvény. 

Ez a tétel az általános illeszkedésvizsgálat alapja. Hasonló eredmény igaz a kétmintás esetben.

Ha 
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 statisztikai mintából képzett empirikus eloszlásfüggvényt, akkor
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(Kolmogorov és Szmirnov nevéhez fűződő tételek.)

Statisztikai becslések

Példa. Mielőtt rátérnénk a fogalom meghatározására, vizsgáljuk meg a következő egyszerű, de ugyanakkor sok tekintetben az általános jegyeket is magán viselő példát. Legyen adva egy A esemény és vizsgáljuk az esemény bekövetkezésének a p = P(A) (0 < p <1 ) valószínűségét. Jelölje X a következő (indikátor) valószínűségi változót:
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Az n elemű statisztikai minta legyen X1,...Xn. Ekkor a mintavételezés során nyert x1 ,..., xn minta i-edik xi eleme 1, vagy 0 aszerint, hogy az i-edik kisérlet során az A esemény ténylegesen bekövetkezett, avagy sem. E modell esetén a statisztika alapfeladata: a p paraméter közelítő meghatározása. Nézzük meg, hogy ez a közelítő meghatározás mit jelent és milyen tulajdonságokkal rendelkezik.

A nagy számok (gyenge) törvénye szerint igaz a következő sztochasztikus konvergencia
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Ennek megfelelően a mintavételezés során nyert x1 ,..., xn minta alapján p értékét célszerű közelíteni a
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átlaggal. 

Mivel az X1,...Xn statisztikai minta független azonos eloszlású valószínűségi változókból áll, másrészről 
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 átlag szórásnégyzetére (az átlag körüli szóródás mérőszámára) kapjuk, hogy
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A Csebisev egyenlőtlenség szerint
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így innen következik, hogy pl. az 

 mintaszám és 

 érték mellett (felhasználva a jól ismert, a számtani és mértani közép között fennálló egyenlőtlenséget: 
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 jelölés mellett fennáll (itt 
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Ez azt jelenti, hogy 100 darab n = 1000 hosszúságú mintából átlagosan legfeljebb 5-ször fordul elő, hogy a 

  mintaátlag legfeljebb 0.1-nél többel térhet el a valódi p paramétertől. Megemlítjük, hogy ennél élesebb határt is adhatnánk a p paraméterre vonatkozóan, ha kihasználnánk azt a tényt, hogy 

 pontos eloszlása n-edrendű, p paraméterű binomiális. 

A fenti példában minden  p = (, 0 < ( < 1 érték meghatároz egy 
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 valószínűségeloszlást (F(x;() eloszlásfüggvényt) és a feladat a mintában rejlő információ alapján jó közelítő 

 értéket (becslést) adni a p paraméterre a megengedett paramétertartományban. Ez a viszonylag egyszerű probléma könnyen átfogalmazható az általános esetre is. 

Tegyük fel, hogy az X v.v. F(x;() eloszlásfüggvénye függ a (  paramétertől, és értéke valamilyen (-val jelölt intervallumból (vagy halmazból) kerülhet ki, amely akár a teljes számgyenes is lehet. Itt a ( paraméter nem ismert, és értékét mérések alapján szeretnénk meghatározni (becsülni). 

Legyen 

 egy statisztikai minta és konstruáljunk egy olyan 
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 függvényt, melyet statisztikai függvénynek, vagy röviden statisztikának nevezünk, amely jól közelíti a ( paramétert és azt fogadjuk el az ismeretlen ( paraméter értékeként. Ekkor 
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-t a ( paraméter becslésének nevezzük. Az olyan becsléseket, amelyek megadott paraméterek becslését adják, paraméter- (vagy pont)becsléseknek nevezzük.

Az, hogy egy becslés jó-e, általában gyakorlati szempontok döntik el. Más-más elvárások lehetnek pl. a repülőgép biztonságát érintő problémáknál, mint a közönséges ruházati cikkek minőség-biztosításánál.

A becslések jóságát a gyakorlatban több tulajdonsággal jellemezhetjük. Többek között fontos, hogy

–  a ( paraméter 
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 becslése a valódi ( paraméter körül ingadozzon; 

–  az ingadozás (szóródás) 
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 körül lehetőleg kicsi legyen; 

–  az n megfigyelésszám növekedésével a becslés konvergáljon sztochasztikusan a 
[image: image51.wmf]J

 
paraméterhez.

Ezeknek a tulajdonságoknak a következő precíz matematikai fogalmak felelnek meg:

Torzítatlanság: 
A ( paraméter 
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Konzisztencia:
A ( paraméter 
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Aszimptotikus torzítatlanság: A ( paraméter 
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Erős konzisztencia: A ( paraméter 
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 becslését erősen konzisztensnek nevezzük, ha konzisztens és szórása 0-hoz tart 
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Becslési elvek

A legnagyobb valószínűség (maximum likelihood) elve 
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Diszkrét eloszlás esete

Legyen az X v.v. diszkrét eloszlású, valamint a lehetséges értékeit, illetve a hozzájuk tartozó valószínűségeket jelölje 
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Folytonos eloszlás esete

Legyen az X v.v. eloszlása folytonos f(x;() sűrűségfüggvénnyel. Ekkor a ( paraméter maximum likelihood becsléseként olyan 
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likelihood függvény maximális értéket vesz fel.

A maximum likelihood becslés rendelkezik a következő, egyszerűen igazolható tulajdonsággal:
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Momentumok módszere. 

Legyen az X v.v. eloszlásfüggvénye 
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jelöli az i-edik empirikus momentumot. Itt a ( paraméter lehet akár vektor értékű is.

Legkisebb négyzetek módszere.

Legkisebb négyzetek módszere egy technikai módszer, igen gyakran alkalmazzák a statisztikában (pl. regresszió analízisben, töbváltozós statisztikai analízisben és idősoranalízisben). A kapott eredménynek általában megfelelő matematikai interpretáció adható.
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Ez a kifejezés nyilvánvalóan az 
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Lineáris regresszió: Tekintsük az 
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Hatásos becslés, információs határ, Cramér-Rao-egyenlőtlenség.

Példák.

Legyen 
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Definíció. A ( paraméter T torzítatlan becslése hatásos, ha minden más torzítatlan becslésnél hatásosabb.
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A Cauchy-egyenlőtlenség szerint tetszőleges 
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Legyen 
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Tétel. Ha létezik hatásos becslése a ( paraméter egy 
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Információs határ a torzítatlan becslés szórásnégyzetére
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Tegyük fel, hogy a paraméterek 
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Elég általános esetben a statisztikai minta információmennyiségére fennáll a következő összefüggés.
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információmennyiség véges, továbbá fennáll a következő azonosság
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Cramer-Rao-egyenlőtlenség
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Megjegyzés. Itt az alsó korlát nem függ a becslés módjától, ezért nevezik a jobboldali mennyiséget információs határnak.
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Következmény: példák hatásos becslésre.
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Kiegészítő megjegyzések a maximum likelihood becsléshez


A maximum likelihood becslés elég általános feltételek mellett (hasonló regularitási feltételek, mint a Cramer-Rao-egyenlőtlenség esetén) rendelkezik a következő fontos tulajdonságokkal: 
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(b) aszimptotikusan hatásos:
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(c) aszimptotikusan normális eloszlású:
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Elégséges statisztikák (becslések)

Tekintsük a következő példát. Tegyük fel, hogy az 
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Ez a sűrűségfüggvény nem függ 
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Elégséges statisztika diszkrét eloszlás esetén.
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Az eredmény nem függ a p paramétertől, vagyis a tétel állítását igazoltuk.

Tétel. (Neyman-féle faktorizációs tétel) Egy diszkrét 
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Elégséges statisztika folytonos eloszlás esetén.

Az elégséges statisztika folytonos eloszlásra vonatkozó definíciója nem nyerhető a diszkrét eloszlások folytonos eloszláshoz történő átmeneteként (ld. feltételes valószínűség definíciója), azt a diszkrét esetre vonatkozó faktoricációs tétel analogonjával vezetjük be.

Legyen 
[image: image326.wmf]n

n

X

X

X

X

Î

=

)

,...,

(

1

 a 
[image: image327.wmf]Q

Î

J

J

,

P

 eloszlásra vonatkozó statisztikai minta, 
[image: image328.wmf])

(

X

T

 egy statisztika, 
[image: image329.wmf])

,...,

(

1

n

x

x

x

=

 pedig minta. Jelölje 
[image: image330.wmf]}

:

)

(

{

n

x

x

T

X

T

Î

=


Definíció. Egy folytonos 
[image: image331.wmf]Q

Î

J

J

,

P

 eloszlású 
[image: image332.wmf])

,...,

(

1

n

X

X

X

=

 statisztikai mintából származó 
[image: image333.wmf])

(

X

T

 statisztika elégséges, ha létezik olyan 
[image: image334.wmf]T

Î

Q

Î

t

t

g

,

),

(

J

J

 és 
[image: image335.wmf]n

x

x

h

X

Î

),

(

 függvény, hogy a mintának a 
[image: image336.wmf]J

 paraméter melletti 
[image: image337.wmf])

(

x

f

J

 sűrűségfüggvényére fennáll


[image: image338.wmf]Q

Î

=

J

J

J

),

(

))

(

(

)

(

x

h

x

T

g

x

f

.

Példák folytonos esetre.

1.  Legyen 
[image: image339.wmf])

,...,

(

1

n

X

X

X

=

 az 
[image: image340.wmf]0

,

),

,

(

>

Î

s

m

s

m

R

N

 eloszláshoz tartozó statisztikai minta. Ekkor X sűrűségfüggvénye (
[image: image341.wmf]i

X

-k együttes sűrűségfüggvénye)


[image: image342.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

å

=

n

i

i

n

x

x

f

1

2

2

)

(

2

1

exp

2

1

)

,

;

(

m

s

s

p

s

m

.

Világos, hogy a jobboldalon a második tényezőben lévő kitevő a négyzetre emelés után felírható


[image: image343.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

-

-

=

-

+

-

å

å

å

=

=

=

n

i

i

n

i

i

n

i

i

x

n

x

x

n

n

n

x

n

n

x

n

n

1

2

2

2

2

2

1

2

1

2

2

)

(

)

(

1

2

1

2

1

1

2

m

s

s

m

s

m

s


alakban, ahonnan következik, hogy az első és második empírikus momentum – és ezzel együtt az empírikus várható érték és szórásnégyzet – elégséges statisztika.
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Itt az empírikus második momentum elégséges statisztika.
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Megbízhatósági (konfidencia) intervallumok

Az előzőekben megadott becslések alkalmazása során mindig felléphet a becsült paraméternek az elméleti értéktől való véletlen eltérése. Egyes esetekben kiszámítható, hogy ez az eltérés – egy előre megadott valószínűséggel – mekkora lehet. Így, ha a vizsgált paraméterre egyidejűleg alsó- és felső becslést adunk, akkor intervallum-becslésről beszélünk.

Legyen 
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Konfidencia-intervallum szerkesztés a normális eloszlás várható értékére. 
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Adott kis pozitív ( szám mellett jelölje 
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a standard 

 normális eloszlású valószínűségi változó eloszlásfüggvénye. Ekkor
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Itt meg kell említeni újólag a statisztikai minta és a minta közötti lényeges különbséget.  Adott 
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esemény 0, vagy 1 valószínűségű (lehetetlen, vagy biztos) esemény, ezért nyilvánvalóan nem teljesülhet rá az 
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feltétel, vagyis a számított intervallum valóban lefedi a valódi paramétert és így átlagosan csak az esetek  
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A normális eloszlásra vonatkozó táblázat felhasználásával kapjuk példaként az x(, ( párra
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ha x( = 3, akkor 
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A várható értékre vonatkozó konfidencia-intervallum szerkesztésének ez a módja akkor is használható, amikor az eredeti eloszlás nem normális, de létezik szórás. Ekkor a centrális határeloszlás tétel alapján a ( várható értékre kapjuk, hogy
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Konfidencia-intervallum a binomiális eloszlás paraméterére.

Tekintsünk egy A eseményt 
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 valószínűséggel. Feladat: szerkesszünk konfidencia-intervallumot a p paraméter értékére X1,…,Xn statisztikai minta alapján, ahol az Xi indikátorváltozó értéke 1, ha A bekövetkezik és 0, ha A nem következik be. 

a) Tegyük fel, hogy nagy n számú minta áll rendelkezésünkre. Ekkor az A esemény relatív gyakorisága nem más, mint
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valószínűségi változó közelítően standard normális eloszlású. Ennek alapján tetszőleges pozitív ( mellett
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Ha az n megfigyelésszám olyan nagy, hogy 
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b) Kis mintaszám esetén annak figyelembevételével szerkeszthető konfidencia-intervallum, hogy ebben az esetben az 
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Bontsuk fel a (0,1) intervallumot megfelelően sűrű osztópontok választásával. Jelentse adott n megfigyelésszám és p érték mellett 
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Megjegyzés. Ez az eljárás táblázatok felhasználásával más eloszlások esetén is alkalmazható (pl. Poisson-eloszlásnál).

Konfidencia-intervallum szerkesztése a normális eloszlás szórásnégyzetére. 

Legyen X1,…,Xn statisztikai minta az N((,() eloszlásból. Jelölje 
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Világos, hogy
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konfidencia-intervallumot.

Statisztikai hipotézisek vizsgálata

A statisztikai hipotézisek vizsgálata abból indul ki, hogy adott 
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 eloszlásra, vagy az eloszlás által meghatározott valamilyen paraméterre nézve egy megadott állítást érvényesnek tekint. 

Ezt a feltevést nullhipotézisnek nevezzük és a szokásos jelölése H0, vagy másképpen megadva
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Ha az eloszlásra, vagy a vizsgált paraméterre nézve a nullhipotézissel szemben más lehetőséget engedünk meg, akkor azt a H1 ellenhipotézisnek, vagy alternatív hipotézisnek nevezzük:
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Egyszerű hipotézisről akkor beszélünk, amikor a hipotézis az eloszlást egyértelműen meghatározza, azaz 
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 egyetlen paraméterből áll; 

összetett hipotézisről van szó, ha fennállása esetén több eloszlás is szóba jöhet. 

Például, normális eloszlás esetén a H0:  
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Statisztikai Próba
Azt az eljárást, melynek alapján egy statisztikai hipotézisről a minta alapján döntünk, statisztikai próbának nevezzük. 

Legyen az X valószínűségi változóra vonatkozó statisztikai minta 
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Jelölje X az (X1,…,Xn) statisztikai minta értékkészletét. Az X teret, vagy annak a képét, melyet egy T statisztikai függvénnyel kapunk, két diszjunkt részre bontjuk
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A két 
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· ha pedig az 
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 halmazba esik, akkor a H0 hipotézist elutasítjuk (H1-t fogadjuk el)

A próba alapján kétféle módon követhetünk el hibát, melyet az alábbi táblázatban foglaltunk össze:
	
	H0-t elfogadjuk
	H0-t elutasítjuk

	  H0 fennáll 
	helyes a döntés
	elsőfajú hiba

	  H0 nem áll fenn
	másodfajú hiba
	helyes a döntés


Ekkor az első- és másodfajú hiba valószínűsége
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Adott ( statisztikai próba jóságát jellemzi az, hogy az első- és másodfajú hiba h1, illetve h2 valószínűsége kicsi.

Statisztikai próba konstrukciója. Legyen az X valószínűségi változóra vonatkozó statisztikai minta 
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A H0 nullhipotézis mellett meghatározzuk T (
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A H0 hipotézist 
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Paraméteres és nemparaméteres próbák
Számos gyakorlati probléma esetén a vizsgált valószínűségi változók tekintetbe vehető eloszlásfüggvényeit véges sok paraméter egyértelműen meghatározza. Például, ha a vizsgált valószínűségi változó normális eloszlású, akkor az 
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Ekkor a hipotézisek – és ezzel együtt a statisztikai próbák is – az eloszlás paramétereinek segítségével megfogalmazhatók és ennek megfelelően paraméteres hipotézisvizsgálatról és próbáról beszélünk. 
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Sok esetben nem adható meg a szóbajöhető eloszlások összessége ílymódon, vagyis az egyes eloszlásfüggvények nem azonosíthatók egy, vagy néhány szám együttesével (egy, vagy többdimenziós paraméterrel). Például, ha csak annyit tudunk, hogy a véletlen mennyiségek eloszlása folytonos. 
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nullhipotézis. 

Ekkor nemparaméteres hipotézisvizsgálatról és ennek eldöntésére szolgáló nemparaméteres próbákról beszélünk. 

Paraméteres próbák.
u-próba (egymintás eset)
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A Student-féle t-próba (egymintás eset)

Legyen X 
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a korrigált empirikus szórásnégyzet. Itt a t-statisztika eloszlása ismert, pontosan (n – 1) szabadságfokú t-eloszlás (értékei táblázatból olvashatók ki, hasonlóan a normális eloszláshoz). Az 
[image: image523.wmf]e

-

1
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F-próba
Az F-próbát akkor alkalmazzuk, amikor arról szeretnénk dönteni, hogy két normális eloszlású X és Y valószínűségi változó szórása megegyezik-e, azaz a
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hipotézisről. Az alternatív hipotézis legyen
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próbastatisztika eloszlása 
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Nemparaméteres próbák
Azokban az esetekben, amikor valamilyen oknál fogva paraméteres vizsgálatra nincs mód, nemparaméteres eljárások is használhatók, ezeknek az eljárásoknak a többsége azonban (különösen azok, amelyek a (2 próbán alapulnak) nagy mintaszámot igényelnek.

(2-próba és alkalmazása illeszkedés-, homogenitás-, valamint függetlenségvizsgálatra.
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Az m szabadságfokú 
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H0: 
[image: image551.wmf]m

i

p

A

P

i

i

£

£

=

1

,

)

(


nullhipotézist n megfigyelési eredmény alapján. 

Jelölje 
[image: image552.wmf]m

N

N

,...,

1

 az 
[image: image553.wmf]m

A

A

,...,

1

 események bekövetkezéseinek a számát (gyakoriságát) az n számú megfigyelés során. Világos, hogy 
[image: image554.wmf]0

³

i

N

 és 
[image: image555.wmf]n

N

N

m

=

+

+

...

1

. Képezzük a következő, az n megfigyelésszámtól függő un. (2-statisztikát:


[image: image556.wmf]å

=

-

=

m

i

i

i

i

np

np

N

n

1

2

2

)

(

)

(

c

.
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Ez azt jelenti, hogy elég nagy n esetén a 
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A H0 nullhipotézist elfogadjuk 
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Diszkrét eloszlású valószínűségi változók illeszkedésvizsgálata.

Legyenek az X v.v. lehetséges értékei 
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hipotézis. Ez a kérdés az 
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 események bevezetésével, valamint az előző (2-próba alkalmazásával eldönthető.

Folytonos eloszlású valószínűségi változók illeszkedésvizsgálata (2-próba segítségével

Vizsgáljuk azt a hipotézist n számú megfigyelés alapján, hogy az X v.v. eloszlásfüggvénye megegyezik-e egy adott 
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Osszuk fel a számegyenest 
[image: image577.wmf]¥

=

<

<

<

<

¥

-

m

y

y

y

...

1

0

 osztópontokkal. A felbontást úgy végezzük el, hogy a kísérlet során az 
[image: image578.wmf]m

i

y

X

y

A

i

i

i

£

£

<

£

=

-

1

},

{

1

 események gyakoriságaira kapott értékek elérjék a 10-t. Ekkor a fenti (2-próba alkalmazásával választ adhatunk a H0-hoz képest kissé módosított




[image: image579.wmf]m

i

y

F

y

F

y

X

y

P

A

P

p

i

i

i

i

i

i

£

£

-

=

<

£

=

=

¢

-

-

1

),

(

)

(

)

(

)

(

:

H

1

0

0

1

0

.

hipotézisre.

Homogenitásvizsgálat (2-próba segítségével

Legyen adva két valószínűségi változó X és Y. A két valószínűségi változóra nézve végzett N, illetve M számú megfigyelés alapján szeretnénk dönteni arról, hogy a két v.v. eloszlása megegyezik-e, vagyis a
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hipotézisről.

Bontsuk fel a számegyenest 
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hipotézist, vagy ami ugyanaz, a 
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hipotézist. 

Ha 
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próbastatisztika aszimptotikus eloszlása 
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összefüggés. A kritikus érték megválasztása és a döntési eljárás a korábbiak szerint történik.

(2-próba alkalmazása függetlenségvizsgálatra.

Legyen adva két valószínűségi változó X és Y és vizsgáljuk azt a hipotézist, hogy a két valószínűségi változó tekinthető-e függetlennek egymástól, vagyis fennáll-e a 
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hipotézis. 

Ennek a kérdésnek az eldöntésére vizsgálni kell a két valószínűségi változó együttes eloszlását, nevezetesen azt, hogy szorzat alakú-e? 

Végezzünk az (X,Y) valószínűségi változó párra n számú megfigyelést, az eredményt (statisztikai mintát) jelölje 
[image: image596.wmf])

,

(

),...,

,

(

1

1

n

n

Y

X

Y

X

. Az együttes eloszlás vizsgálatához bontsuk fel a számegyenest k, illetve l részre a következő módon:



[image: image597.wmf]¥

=

<

<

<

=

¥

-

k

x

x

x

...

1

0

,  illetve   
[image: image598.wmf]¥

=

<

<

<

=

¥

-

l

y

y

y

...

1

0

 

Vezessük be az 
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eseményeket. A H0 hipotézis teljesülése esetén az 
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hipotézis ellenőrzéséhez. 

Tiszta, illetve becsléses függetlenségvizsgálathoz vezet a feladat aszerint, hogy az X, illetve Y valószínűségi változó eloszlása ismert, vagy sem. Mindkét vizsgálat alapja az un. kontingenciatáblázat. 
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Ekkor a kontingenciatáblázat alatt a következő táblázatot szokás érteni:
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Tiszta függetlenségvizsgálat.

Ha ismertek az 
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valószínűségek. Ekkor 
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próbastatisztika eloszlása aszimptotikusan 
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. A hipotézisvizsgálat a korábbiak szerint elvégezhető.

Becsléses függetlenségvizsgálat.

Ha nem ismertek az X és Y v.v.-k eloszlásfüggvényei, akkor a minta alapján becsülhetők a 
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Ekkor a 
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próbastatisztika 
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 eloszlású. Ennek felhasználásával a hipotézisvizsgálat a korábbiak szerint történik.

Illeszkedésvizsgálat a Kolmogorov-Szmirnov próba segítségével

Feladat annak eldöntése, hogy az X v.v. eloszlásfüggvénye egy adott 
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nullhipotézis vizsgálata. Tekintsünk egy n elemű 
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a legnagyobb abszolut eltérést az empírikus eloszlásfüggvény és az adott 
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 eloszlásfüggvény, és értékei a szokásos statisztikai táblázatokban megtalálhatók.

Ekkor a próba.  Ha 
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Összefüggésvizsgálat. 

Sok gyakorlati probléma vizsgálatánál fontos szerepet játszik a korrelációs együttható, mint a v.v.-k közötti függőség jellemzésére használt mennyiség. Legyen X és Y véges és pozitív szórású v.v. Jelölje 
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az X és Y közötti kovarianciát jelenti. 

Empirikus kovariancia és korrelációs együtthatók. 

Legyen 
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Az RXY  kovariancia becslése.
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Ha az X és Y v.v.-k várható értéke ismert, akkor a becslésben az átlagokat a várható értékekkel helyettesítjük. Mindkét esetben 
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Megbecsülve az X és Y v.v.-k közötti kovarianciát, valamint az X és Y v.v.-k DX és DY szórósát, kapjuk 

 becslését:
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Itt is, ha az X és Y valószínűségi változók várható értéke ismert, akkor a becslésben az átlagok helyett a várható értékeket használjuk. 

Lineáris regresszió. 

Legyen X és Y két valószínűségi változó, melyekre teljesül 
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Egyszerűen látható, hogy az első tag (amely a függvényeként parabolát határoz meg) a minimumát az 
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kifejezés adja, melyet lineáris regressziós egyenletnek, magát a becslést pedig az Y változó X-re vonatkozó lineáris regressziójának nevezzük.

Speciális esetben, ha X és Y standardizált valószínűségi változók, vagyis 
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